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Resumen

En este trabajo se hace una demostracion completa y rigurosa del Teorema de
Clasificacion de Superficies, que asegura que toda superficie conexa y compacta
es homeomorfa a una esfera, una suma conexa de toros o una suma conexa de
planos proyectivos. En él se demuestra también la existencia de triangulaciones en
las superficies compactas.

Abstract

In the present work we give a complete and rigorous proof of the Classification
Theorem for Surfaces, establishing that every connected and compact surface is
homeomorphic either to a sphere, a connected sum of tori or a connected sum of
projective planes. Wo also proof the existence of triangulations in compact surfaces.






Introduccion

Una superficie es un espacio topolégico Hausdorft que es localmente homeomorfo
a un abierto de R2. Ejemplos bien conocidos de superficies son la esfera y el toro.
También el plano proyectivo real, P?(R), que no puede ser inmerso en R3. Estas tres
superficies tienen la propiedad de ser compactas, ademas de conexas.

Este trabajo tiene como objetivo la demostracion del teorema que clasifica todas
las superficies compactas (y conexas, aunque esto no es una restriccion real, ya que
toda superficie compacta es uniéon de un nimero finito de superficies conexas y com-
pactas). Dicho teorema proporciona un conjunto completo de representantes para
tales superficies. A saber, cualquier superficie compacta y conexa es homeomorfa a
la esfera, S2, a la suma conexa de n > 1 toros, T, o a la suma conexa de n > 1 planos
proyectivos, P,, y ademéas dos cualesquiera de estas superficies no son homeomorfas
entre si (la suma conexa de dos superficies se obtiene, grosso modo, eliminando el
interior de un “disco” en cada una de ellas y pegando los dos cerrados resultantes
por el borde de los discos).

La primera aproximacion al teorema de clasificacion fue la que se refiere a las
superficies orientables inmersas en R? (la esfera y la suma conexa de toros), y fue
establecida por Mdébius [8], pero la carencia de las suficientes herramientas técnicas
e incluso de una definicién de superficie abstracta convierten su “prueba” en una
aproximacion. La clasificacién de superficies no orientables fue anunciada por Von
Dyck [9] en 1888, pero su demostracion era igualmente incompleta. Existen varios
intentos més que de nuevo carecen del rigor necesario. La primera demostracion
rigurosa fue dada por Brahana [9] en 1920, pero tanto esta prueba como las pre-
cedentes suponian las superficies triangulables. Rado [11] en 1925 prob6 finalmente
que toda superficie puede ser triangulada.

Existen actualmente varias demostraciones del teorema, pero todas ellas tienen
dos partes, siendo una de ellas (la “més topologica”) la triangulacion de superficies.
La otra parte es basicamente combinatoria, y consiste en convertir una superficie
triangulada en otra, homeomorfa, en “forma normal”.

En cuanto a la triangulacion, en este trabajo se sigue el enfoque de Thomassen
[2], més desarrollado en [4], y que utiliza algunos aspectos de teoria de grafos, y en
concreto de grafos planos.

Para la parte combinatoria se ha seguido la demostracion de Munkres [3]|, que
sigue la idea de Massey [6] pero, al contrario de esta, es completamente rigurosa.

También hay mas de una aproximacion al hecho de que superficies distintas de las
que aparecen en la clasificacion no son homeomorfas entre si. Se puede usar como
invariante topologico que los distingue el par formado por el caracter orientable
o no de la superficie junto con su caracteristica de Euler. La via elegida en este
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trabajo es distinta, y consiste en usar como invariante el grupo fundamental, o més
concretamente, el primer grupo de homologia singular de la superficie.

El esquema de la demostracion del teorema es el que sigue: una vez probado que
toda superficie es triangulable, se deduce que cada superficie se puede representar
mediante lo que se llama un esquema poligonal, que no es mas que una forma de
escribir una identificaciéon entre las aristas de un poligono. Se define una nocion
de equivalencia de esquema, de forma que dos esquemas equivalentes produzcan
superficies homeomorfas, y se manipulan los esquemas para hacer una primera cla-
sificacion, de forma que finalmente se encuentre que toda superficies es homeomorfa
a una esfera, una suma conexa de n > 1 toros o a una suma conexa de m > 1 planos
proyectivos. La parte que resta consiste en comprobar que dos de tales superficies no
son homeomorfas entre si, lo que se hace calculando su primer grupo de homologia
singular y viendo que son distintos.

El trabajo esta estructurado como sigue:

En el primer capitulo se introducen los conceptos de superficies y triangulaciones.
La parte fundamental de este capitulo es la demostracion de que toda superficie
compacta es triangulable. La demostraciéon hace uso del teorema de Jordan y el
teorema de Jordan-Schonflies, que no demostraremos, y de conceptos de la Teoria
de Grafos, y consiste en comprobar que una superficie se puede escribir como uniéon
de imégenes de poligonos en el plano de forma que tales imagenes se corten en un
numero finito de puntos. Las triangulaciones de los poligonos dan lugar entonces a
una triangulacién de la superficie.

En el segundo capitulo se comprueba que toda superficie triangulable(y por tan-
to toda superficie) es homeomorfa al espacio cociente obtenido de una coleccion
de triangulos planos disjuntos pegando sus aristas por pares. La demostracion uti-
liza varios resultados sobre el grupo fundamental, que ya fueron estudiados en la
asignatura de Topologia Algebraica del grado y que solamente enunciaremos.

En el tercer capitulo se define lo qué es un esquema poligonal: basicamente,
una representacion mediante una “palabra” del espacio cociente de un poligono por
identificaciones en sus aristas. En este capitulo se introduce también la nocién de
“esquemas equivalentes”, que producen espacios homeomorfos, y se encuentra una
“forma normal” que los clasifica.

Finalmente, en el cuarto y tltimo capitulo se define el concepto de suma conexa
de varias superficies, y se estudia su equivalente en términos de esquemas. Volviendo
de nuevo al grupo fundamental, se calcula el grupo fundamental de la esfera S?, la
suma conexa de n > 1 toros 7T, y la suma conexa de m > 1 planos proyectivos
P,, viendo que estos no son isomorfos entre si. Por dltimo se deduce el teorema de
clasificacion de superficies compactas:

Teorema.

1. Toda superficie compacta y conexa es homeomorfa a S?, o al n-toro T, o al
m-plano proyectivo P,,.

2. Sean T,, y P, la suma conexa de n toros y de m planos proyectivos, respecti-
vamente. Entonces las superficies S, Ty, Ts, ..., P1, Py, ..., son topoldgicamente
distintas.



Capitulo 1

Triangulacion de superficies

En este capitulo veremos que toda superficie compacta y conexa puede ser trian-
gulada, para en capitulos posteriores demostrar el teorema de clasificacion de super-
ficies compactas. Por ello antes de meternos en las demostraciones de estos teoremas
veremos algunos conceptos basicos y enunciaremos, sin demostrar, los teoremas de
Jordan y Jordan-Schénflies que nos haran falta para la demostracion del teorema
principal de este capitulo.

1.1. Conceptos basicos.

Definicion 1.1. Una m-variedad topoldgica (m > 1) es un espacio de Hausdorff X
para el cual existe un recubrimiento abierto (U;)ier y una familia de homeomorfismos
(pi)ier tal que @; : U — Q;, donde (€)1 es una familia de abiertos de R™. Cada
par (U;, @;) se denomina carta local, al homeomorfismo ¢; : U; — €U; se le denomina
aplicacién coordenada y al homeomorfismo inverso ¢; ' : Q; — U; se le conoce como
parametrizacion. A (U;, ¢;)iecr se le denomina atlas.

Definiciéon 1.2. Llamaremos superficie a una 2-variedad conezxa y compacta.

Observacion. En ocasiones se anade a la definicion de variedad la condicion de que
cumpla el sequndo axioma de numerabilidad. Pero una variedad compacta siempre
lo cumple, por tener un atlas finito formado por abiertos en la que el axioma se
cumple.

Respecto al hecho de que en la definicion de superficie pidamos la propiedad de
conexion, senalemos que por ser localmente conexa las componentes conexas de una
m-variedad son abiertas y por lo tanto son a su vez m-variedades y conexas, habiendo
una cantidad finita.

Ejemplo. Los ejemplos bdsicos que manejaremos son los siquientes: la esfera, S? =
{(x,y,2) € R3|2?+y*+22 = 1}, el toro, Ty = {(x,y, 2) € R3|[\/22 + y2— R]*+2% =
r} y el plano proyectivo real, P = P?(R).

Las cartas locales de la esfera se obtienen con parametrizaciones “adecuadas” del
tipo f(s,t) = (cosscost,cosssent,sent) (es decir, eligiendo convenientemente el
abierto de definicion).

Andlogamente, las cartas locales del toro se obtienen con parametrizaciones del
tipo f(s,t) = (R4 rcoss)cost, (R+rcoss)sent,rsens).

3
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Finalmente, las cartas locales del plano proyectivo real vienen dadas por los abier-
tos U; = {[xo, ..., a]|z; # 0}, que son homeomorfos a R2.

Notacion. Denotemos por B" la n-bola, B" = {(xy,...,x,) € R"|z3 + ...+ 22 < 1}

Definicion 1.3. Sea X un espacio de Hausdorff y compacto. Un tridangulo curvo
en X es un par (A, h) formado por un subespacio A de X y un homeomorfismo
h:T — A, donde T es un tridngulo cerrado en el plano. Si e es una arista de
T, entonces h(e) es una arista de A. Si v es un vértice de T, entonces h(v) es un
vértice de A. Una triangulacion de X es una coleccion finita de tridngulos curvos
A, Ay en X cuya union es X y tal que para i # j, A; N A; es o bien vacia, o
bien un vértice comun de A; y A;, o bien una arista comun de A; y A;. Si existe
una triangulacion de X, se dird que X es triangulable.

Teorema 1.4 (Jordan). Si C es una curva cerrada y simple en R?, entonces R* —C
tiene exactamente dos componentes conexas una de las cuales es acotada y la otra
no y ambas tiene a C como borde.

La prueba de este teorema se puede ver, por ejemplo, en Thomassen [2] (Theorem
2.12)

Definicion 1.5. Sea 7 : [a,b] — R? un curva cerrada y simple en R2. Llamaremos
int(y([a,b])), con a < b para todo a,b € R a la componente conera acotada de

R? — y([a, b]).

Teorema 1.6 (Jordan-Schonflies). Sea f : C' — C" un homeomorfismo entre dos
curvas simples y cerradas en R?. Entonces f se puede extender a un homeomorfismo
del plano completo.

Thomassen da la prueba del teorema anterior en [1] (Section 2.2).

1.2. Grafos planos.

Sea V un conjunto; denotamos por [V]?

que u,v € V 'y u # v.

el conjunto de subconjuntos {u,v} tal

Definicién 1.7. Un grafo, G, es una terna (V,E,st), donde V es un conjunto finito
cuyos puntos llamaremos vértices, E es un conjunto finito cuyos elementos llamare-
mos aristas y st : E — [E]? asigna a cada arista dos vértices {u,v} que llamaremos
sus extremos. Dos aristas diferentes son paralelas si tienen los mismos extremos.
Se dice que G es simple si no tiene aristas paralelas. En este caso, denotaremos en
ocasiones por uv el unico lado de extremos u y v, si existe.

Un subgrafo de G=(V,E,st), es un grafo H = (Vg, Eg,sty) tal que Vi C
V,Ey CE y sty es la restriccion de st a Ey.

En lo que sigue entenderemos que los grafos considerados son simples y denota-
remos por G — {v} al grafo obtenido al eliminar el vértice v del conjunto de vértices
V' y el conjunto de aristas incidentes con v del conjunto de aristas FE.
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Definicién 1.8. Una cadena en un grafo G es una sucesion
™ = (7—)07 €1,V1y .3 Un—1,€En, U’n)

tal que e; es una arista de G que tiene como extremos {v;_1,v;}. Se dice que T une
Vo Y V. S1V; # v, para todo i # j, 1 <1i,7 <n, decimos que T es un camino, y si
v; # v, para todo i # j, 1 < 4,7 <n—1ywv = v, decimos que es un ciclo.

Definicién 1.9. Un grafo, G, es conexo si para cualesquiera dos vértices de G
hay un camino que los une. Decimos que G es 2-conexo si tiene como minimo tres
vértices y G — {v} es conexo para cualquier vértice v € G.

Proposicion 1.10. Sea G un grafo 2-conexo. Entonces, para cualquier subgrafo H
2-conexo de G, el grafo G se puede construir a partir de H formando una sucesion
de grafos 2-conexos, Go = H, G, ...,G, = G, tales que para i =0,...n—1, G, se
obtiene de G; anadiendo un camino de G el cual tiene solo sus extremos y ninguno
de sus lados en Gj.

Demostracion. Procederemos por inducciéon en el nimero de lados de G que no estan
en H. Si G = H la demostracién es trivial. Si G # H, se pueden dar dos casos:

1. Si V = Vg, sea H' el subgrafo 2-conexo obtenido al anadir a H un lado
e € E — Ey. Entonces, |F — Ey/| < |E — Ey| y por hipotesis de induccion
sobre H' tenemos el resultado.

2. Si V # Vg, como G es conexo debe de haber un lado e con extremos {u,v}
donde u estd en Vg y v en V — V. Al ser G 2-conexo, entonces G — {u}
es conexo. Sea 7 un camino en G — {u} de longitud minima entre las que
unen v con un vértice de H. Entonces el camino obtenido uniendo (u,e,v) y 7
tiene como extremos u y algtin vértice de Vi, y el resto de sus vértices fuera
de V. Sea H' el subgrafo 2-conexo obtenido al anadir a H dicho camino. Se
tiene |E — Ey/| < |E — Eg| v por hipotesis de induccion sobre H' tenemos el
resultado.

]

Definiciéon 1.11. Dado X espacio topoldgico, un grafo G = (V,E, st) en X es un
grafo tal que V C X y cada arista de extremos u y v es una curva simple en X que
une u y v, de forma que un mismo punto de X no puede pertenecer a dos aristas
distintas salvo que sea un vértice comin a ambas. Un grafo plano es un grafo en R2,

Definiciéon 1.12. Un isomorfismo entre dos grafos G y G, f : G1 — Gs, es un par
(fv, fg) con fy : Vi = Vo y fr: By — Ey ambas biyecciones y tal que st; = styo fg.

Dado un grafo plano G, denotamos por |G| al subconjunto de R? que consiste en
la union de todos los vértices y aristas de G. |G| es un subconjunto compacto de R?
y su complementario, R* — |G|, es un abierto de R?, cuyas componente arco-conexas
se llaman caras de G. Llamaremos borde de una cara a su frontera en R2. La cara
exterior de GG es la tnica cara no acotada de G.
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Definicion 1.13. Un camino en R? es un camino poligonal si su imagen es la unidn
de un nimero finito de segmentos de linea recta.

Observacion. Es obvio que todo camino poligonal contiene a un camino poligonal
simple con los mismos extremos.

Lema 1.14. Sea Q un subconjunto abierto y conexo de R?. Entonces dos puntos
cualesquiera de Q) estdn unidos por un camino poligonal en €.

Demostracion. Sea p € (). Sea A C 2 el conjunto de puntos x € () tal que existe
un camino poligonal que une p con x. Veamos que A # (), A es abierto y cerrado y
entonces A = 2 por ser ) conexo.

1. A#( pues p e A.

2. A es abierto en §: sea x € A, entonces existe un camino poligonal que une p
con z. Como (2 es abierto, existe 0 > 0 tal que B(z,d) C . Puesto que existe
un segmento recto que une z con cualquier punto de la bola B(zx,d), existe
un camino poligonal que une p con cualquier punto de la bola B(z,0), luego

B(z,0) C A.

3. A es cerrado en {2: veamos que {2 — A es abierto en Q. Si x ¢ A, existe 6 > 0
tal que B(z,0) C  y por la misma razon de antes, B(x,0) C 2 — A. Por lo
tanto A es cerrado en ).

]

Lema 1.15. Dado un grafo plano G, existen un grafo plano G' con V(G) = V(G')
y tal que todas las aristas de G' son caminos poligonales, y un homeomorfismo entre
|G| y |G'| que es también un isomorfismo de grafos.

Demostracion. Sea p un vértice de G, y sea D, un disco cerrado de centro p tal que
D, interseca solo a los lados incidentes a p. Més atn, suponemos que D, N D, = ()
para cada par de vértices distintos p,q de G. Para cada arista pg de G, sea C,
el segmento de pq tal que C,, une D, con D, y tiene solo sus extremos, p’, ¢, en
D, U D,.

Podemos encontrar un grafo plano isomorfo y homeomorfo a G' como sigue: C), se
reemplaza por un camino poligonal que no corte al resto de aristas, que se construye
uniendo p con p’ y ¢ con ¢’ por segmentos rectos y p’ con ¢ usando el lema 1.14
aplicado a la cara de G — {pq} que contiene a pq. Se puede suponer que este camino
es simple, luego el nuevo grafo es claramente isomorfo y homeomorfo a G pues dos
curvas simples son homeomorfas. Haciendo esto sucesivamente para todas las aristas
de G se llega al grafo buscado. m

Proposicion 1.16. Sea G un grafo plano 2-conexo y sea H un subgrafo 2-conexo
de G. Entonces existen un grafo plano G' homeomorfo e isomorfo a G con V(G) =
V(G") y una sucesion de grafos planos 2-conexos, Go = H, ...,G,, = G', tal que para
t=1,...n—1, Giy1 se obtiene de G; anadiendo un camino poligonal el cual tiene
solo sus extremos y ninguno de sus lados en G;. Ademds el homeomorfismo deja H
mvariante.
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Demostracion. La prueba se hace por induccién como en la proposicion 1.10, utili-
zando una representacion plana con aristas poligonales (excepto en H), construida
segtn el lema 1.15. [

Teorema 1.17. Sea G un grafo plano 2-conexo. Entonces el borde de cada cara de
G es un ciclo. Sea G' otro grafo plano y sea g un homeomorfismo de |G| en |G|
que es ademds isomorfismo de grafos, y tal que el borde de cada cara de G se aplica
en el borde de alguna cara de G', y el borde de la cara exterior de G se aplica en el
borde de la cara exterior de G'. Entonces g se puede exltender a un homeomorfismo
del plano.

Demostracion. La primera afirmacion se deduce del hecho de que si existiese alguna
arista en GG que solo perteneciera al borde de una cara, dicha arista no podria formar
parte de ningin ciclo y por lo tanto GG no seria 2-conexo.

Respecto a la segunda parte la probaremos por induccién en el niimero de lados
de GG, ya que si G es un ciclo entonces no hay mas que usar el teorema de Jordan-
Schonflies.

Apliquemos la proposicién 1.10 al grafo G, eligiendo como H el ciclo borde de
su cara exterior. Se tiene entonces un grafo 2-conexo GG,,_; y un camino 7 tal que su
Unica interseccion con (,,_; son sus extremos y de forma que G se obtiene al anadir
m a G_1. Obviamente, 7 debe estar contenido en alguna cara de G,,_1, cuyo borde
serd un ciclo C', y a la que 7 divide en dos caras, cuyos bordes son los dos subciclos
de la unién de C'y w. Ademas, debido a la eleccion de H, la cara exterior de G,,_1
es la misma que la de G.

Esta situacion se traslada por el homeomorfismo g a G, donde se tendran un gra-
fo G! _, de borde C' y un camino 7’ correspondientes por g a G,,_1, C'y 7. Aplicamos
induccion a G,,_1 y a los subciclos de la unién de C' y 7 para extender las restric-
ciones de g a homeomorfismos del plano. Estos homeomorfismos convenientemente
restringidos y pegados producen el homeomorfismo buscado. O

Corolario 1.18. Sea G un grafo plano 2-conexo. Sea C' su cara exterior y H el borde
de C'. Ezisten un grafo plano G' con el mismo conjunto de vértices y la misma cara
exterior que G y tal que todas sus aristas que no estdn en H son poligonales, y un ho-
meomorfismo ¢ del plano tal que ¢ es la identidad en C' e induce un homeomorfismo
que es también isomorfismo de grafos entre G y G' que deja H invariante.

Demostracion. Aplicando la proposicion 1.16 a G y H encontramos un grafo plano
G’ con el mismo conjunto de vértices y la misma cara exterior que G y tal que todas
sus aristas que no estan en H son poligonales, y ademas por construccion G y G’
estdn en las condiciones del teorema 1.17. Aplicando dicho teorema, se encuentra
un homeomorfismo ¢; del plano que extiende al g del teorema. En particular, ¢,
es la identidad en H, por lo que se puede construir ¢ que coincida con ¢; en el
complementario de la cara exterior de GG y sea la identidad en dicha cara. [

Nota. En las condiciones del corolario anterior, diremos que hemos obtenido G’

redibujando G.
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1.3. Teorema de triangulacion.

Definicién 1.19. Sea v : [0,1] — S una curva simple y cerrada en una superficie S.
Liamamos segmento de vy a algo del tipo ~y([a,b]) o v([0,a]U[b,1]), con 0 < a < b < 1.
Denotaremos [v(a), 1(b)]y = 7((a,b]) 510 < a < b < 1, y ((b),1(@)]y = 7([0,6]) U
v([a,1]) si0<b<a<1.

Proposicion 1.20. Sea S una superficie. Sean vy : [0,1] — S, v : [0,1] — S y
v3 : [0,1] — S tres curvas simples y cerradas tales que v3([0,1]) C int(~2([0,1])).
Llamemos segmento malo de v a todo segmento de 7 con extremos en 72([0,1])
y tal que el resto del segmento estd totalmente contenido en int(y2([0,1])). Un
segmento muy malo de v es un segmento malo de v que corta a ~v3([0,1]) en al-
gun punto. Entonces hay un nimero finito de segmentos muy malos de .

Demostracion. Demostrémoslo por reduccion al absurdo, suponiendo que hay in-
finitos segmentos muy malos, {S,},>1 con S, = [pn, ¢nly, donde p, = Yy(tan—1) ¥y
qn = Y(t2,), para n > 1. Unamos las sucesiones {p,}n>1, {qn}n>1 de puntos comu-
nes de v y 72 en una sucesion {y(t,)}rn>1.

Deducimos que S, y S,, con n # m comparten a lo sumo uno de sus extremos,
dado que int(y~*(S,)) no puede contener a ninguno de los t,,. Por tanto, cada
punto de v pertenece a lo sumo a dos de tales segmentos. Eliminando los segmentos
que contengan a y(0) se puede suponer que to,_1 < to, ¥ Sp = Y([tan-1,t2s)), V1.
Reordenando los segmentos S, de tal forma que t9, < 2,12 Vn y usando de nuevo que
no hay puntos de v en el interior de los segmentos se deduce que to, < top11 < topio,
siendo asi {¢,},>1 una sucesion creciente.

Como [0, 1] es compacto, {t2,},>1 tiene una subsucesion que converge a s €
[0,1]. Eliminando los elementos de {t2,},>1 que no estin en la subsucesion y sus
correspondientes segmentos, podemos suponer que la sucesion {ta, },>1 converge a
s. Por ser creciente, toda la sucesion {t,},>1 converge a s. Sea p = y(s).

Ahora bien, como p, — py p, € 72([0,1]) compacto, entonces p € ¥,([0, 1]).
Puesto que 73([0,1]) C int(72([0,1])) entonces p ¢ v3(]0, 1]) y por encontrarnos en
un espacio de Hausdorff (en el que se separan puntos de compactos) y ser v3([0, 1])
compacto entonces existe un entorno de p, U, tal que U, N (73([0, 1])) = 0.

Usando la convergencia de la sucesion y la continuidad de ~ se obtiene que
Sn C U, para todo n >> 0, en contra de que U, N (73([0,1])) = 0, demostrando asi
la proposicién. O

Teorema 1.21. Toda superficie S (compacta y conezxa) es triangulable.

Demostracion. Para cada p € S denotemos por D(p) un disco abierto del plano,
homeomorfo a U, abierto de S, con p € U,. A este homeomorfismo lo denotaremos
por 6, : D(p) — U,.

Sean @Q1(p) v Q2(p) dos cuadrilateros en D(p) tales que Q1(p) C int(Q2(p)) v
p € ,(int(Qu(p)).

Al ser S compacto, existen pi,...,p, € S tales que S = [JI_, 0, (int(Q1(p;))) =
U Up,. Fijemos D(py), ..., D(p,) asumiendo que son disjuntos dos a dos. Lo que ha-
remos sera modificar 6, y considerar nuevos Qi (p;), i = 1,...,n, (sin cambiar D(p;)
ni U),,), buscando que (poniendo como vértices las intersecciones de 6,(Q1(p;))) se
construya un grafo que nos permita triangular S.
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Supongamos, por induccién en k, que Qi(p1),..., Q1(prk—1) se han elegido tal
que cualesquiera dos de entre 6, (Q1(p1)), .-, Op,_, (Q1(pr—1)) tienen un nimero fi-
nito de puntos en comin en S. Centrémonos en Q2(px). Consideremos la defi-
nicion de segmento malo y de segmento muy malo de la proposicion 1.20 para
Vo= 0{(@Qipy)).d = L.k =1, % = 0u(Qa(pr) v 13 = Ok(Qs(px)), siendo

Q3(pr) un cuadrilatero tal que Qi(px) € int(Qs(pe)) vy Q3(pr) S int(Q2(pk)). Por
la proposicion, llegamos a la conclusiéon de que hay un ntimero finito de tales seg-
mentos muy malos. Llamemos segmento malo/muy malo dentro de Qz(px) al seg-
mento 6, 1(Q,,(S)) € Q2(pk). donde S es un segmento malo/muy malo en Q:(p;),
j=1,...,k — 1. Entonces el conjunto de los segmentos muy malos en Qs(py), junto
con Qs(px) forman un grafo plano 2-conexo, llamémoslo I'. Este I' contiene nue-
vos vértices obtenidos de la interseccion de los segmentos muy malos, pero ain asi
sabemos que es un nimero finito de vértices, gracias a la hipotesis de induccion.

Aplicamos el corolario 1.18 a I', y obtenemos un homeomorfismo del plano que
“redibuja” I" sin cambiar D(py), v lo convierte en un grafo con aristas poligonales.
Este homeomorfismo se compone con 6, para dar un nuevo homeomorfismo de D(py)
en Uy, (que seguimos denotando igual). Este proceso transforma Qi(px) y @3(p)
en dos curvas cerradas y simples @] y @ tales que int(Q)) C int(Q%) vy pr €
int(0p, (Q1)), Q2(px) no cambia y ahora los segmentos muy malos son poligonales.

Veamos que hay un camino poligonal, Q%, en int(Q2(px)) tal que Q) C int(Q%) vy

4 no corta a los segmentos malos salvo a los segmentos muy malos y en un nimero
finito de puntos dentro de Q2(py). Para ello, Vg € Q§ sea R(q) un cuadrado con ¢
como centro tal que R(q) no corta a Q] y corta a los segmentos muy malos solo
en un nimero finito de puntos. Obtenemos asi un recubrimiento finito (debido a la
compacidad) de Q% por tales cuadrados. La unién de esos cuadrados es 2-conexa y
su ciclo interior juega el papel de Q.

La union del grafo IV con Qf es 2-conexa, y usando igual que antes el Corolario
1.18 se puede redibujar (cambiando de nuevo 6) tal que Q% es un rectangulo con
()1 en su interior. Redefiniendo Q1 (px) := @4 se tiene que ahora 6, ((Q1(px)) tiene
solo un nimero finito de puntos en comin con 6, (Q1(p;)) con j = 1,....k — 1,
demostrando asi la induccion.

Al terminar el proceso anterior, ;- 0,,(Q1(p;)) es ahora un grafo, G, en S cuyos
vértices son exactamente las intersecciones de los 0;(Q1(p;)), 7 = 1, ..., k y sus aristas
son segmentos de algtn 6;(Q1(p;)), j =1,..., k. Ademas en cada Q1(p;), j =1,....k
se ha construido un grafo plano con todos sus lados poligonales al que llamaremos
Fj.

Si nos fijamos en una cara de G, cada una de las aristas de su borde es un seg-
mento de algin 6;(Q1(px)), v eligiendo el £k maximo se obtiene que la cara es imagen
por 0 de una cara de I',. Puesto que dicha cara es poligonal, se puede triangular
sin cambiar los vértices, y los tridngulos obtenidos se llevan por el homeomorfismo
0 a una triangulacion de la cara correspondiente de GG, que no anade vértices. Si se
hace esto con cada cara, se obtiene finalmente una triangulaciéon de S. O
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CAPITULO 1. TRIANGULACION DE SUPERFICIES



Capitulo 2

Superficies como cocientes de
poligonos

La aplicacion f : I x I — S? definida como
f(s,t) = ((R + rcos2ms) cos 2mt, (R + r cos 27ws) sen 2wt, r sen 27s)

es una aplicacion cociente. Por tanto 75 es homeomorfo al cociente de I x I donde
los lados se identifican como en la figura 1.

\ O

Figura 1

Para el caso de P?(R), es conocido que es homeomorfo al cociente de una circun-
ferencia identificando los puntos antipodales, y por tanto es homeomorfo al cociente
de I x I donde los lados se identifican como en la figura 2.

En este capitulo vamos a generalizar esta situaciéon a cualquier superficie, lo que
se va a poder hacer gracias a las triangulaciones. Antes de seguir vamos a hacer un
breve repaso del grupo fundamental.

2.1. Algunos resultados sobre el grupo fundamen-
tal.

En este apartado enunciaremos conceptos y resultados bésicos sobre el grupo
fundamental, que se puede escontrar en Munkres [3| y Greenberg [5].

11
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b C b

a

Figura 2

Definiciéon 2.1. Sean X e Y espacios topoldgicos y sean f,g: X — Y aplicaciones
continuas y A C X. Se dice que f y g son hombtopas, y se escribe f ~ g, si existe
una aplicacion F': X X I —'Y tal que:

1. F es continua.
2. F(z,0) = f(z),Vz € X.
3. F(z,1)=g(x),Vx € X

Una aplicacion F' con estas caracteristicas se llama homotopia entre f y g.
Se dice que f y g son homotopas relativamente a A, y se escribe f ~ g rel A, si
existe una homotopia F : X x [ —'Y entre f y g tal que ademds:

4. F(a,t) = f(a) =g(a),Yae Ajt eI

Definicién 2.2. Sea v, B : I — X dos caminos tales que a(0) = 5(0) y (1) = B(1)
son homdtopas si o ~ [ rel {0,1}

Teorema 2.3. Sean Y un subespacio de R". Dadas f,g: X — Y continuas y tales
que para todo x € X el segmento de R™ que une f(x) con g(x) estd totalmente
contenido en'Y . Entonces se tiene f ~ g rel A, siendo A = {x € X|f(z) = g(z)}.

Definiciéon 2.4. Sean X e Y espacios topoldgicos.

1. Se dice que una aplicacion continua f : X — Y es una equivalencia homo-
topica si existe una aplicacion continua g 'Y — X tal que go f ~ Idy y
fog~Idy

2. Se dice que X eY son homotopicamente equivalentes, o que tienen el mismo
tipo de homotopia, si existe una equivalencia homotopica f : X — Y. Se
escribe X ~Y

Proposicion 2.5. Dos espacios homeomorfos son también homotdpicamente equi-
valentes.

Definicion 2.6. Sea A C X. Decimos que A es un retracto de X si existe una apli-
cacion continua v : X — A tal que r|4 es la aplicacion identidad. A esta aplicacion
se la conoce como retraccion de X en A. Si ademds r cumple que ior ~ Idx, siendo
i : A— X la inclusion, entonces se dice que r es una retraccion por deformacion, y
que A es un retracto por deformacion de X.
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Teorema 2.7. Si A es un retracto por deformacion de X entonces X ~ A.

Ejemplo. La aplicacion r : B—{0} — S* dada por r(z) = z/||z|| es una retraccion
por deformacion, como consecuencia del teorema 2.5.

Definicién 2.8. Se dice que un espacio X es contractil si es homotdpicamente
equivalente a un punto.

Ejemplos.

1. Todo subespacio estrellado de R™ es contrdctil, como consecuencia del teorema
2.3.

2. Obviamente, si para algin © € X se tiene que {x} es retracto por deformacion
de X entonces X es contrdctil (de hecho, el reciproco también es cierto).

Definicién 2.9. Dado un espacio topoldgico X, y fijado un punto xq € X, se define el
grupo fundamental, 7 (X, z¢), como el conjunto de clases de homotopia de caminos
cerrados (lazos), f : [0,1] — X, tales que f(0) = f(1) = xg, bajo la operacion,
[f] * 9] = [f - g] inducida por la concatenacion de lazos en xq.

Teorema 2.10. 57 X es un espacio topoldgico conexo por caminos, los grupos fun-
damentales m (X, zo) y m (X, x1), con xg,z1 € X, son isomorfos.

Proposicion 2.11.

1. Dados espacios topoldgicos X e Y, xg € X eyp € Y, y una aplicacion continua
f: X =Y tal que f(xg) = yo, (escribiremos f: (X, xz0) — (Y, v0)), entonces
la aplicacion f, : m(X,x0) = m(Y,v0) dada por f.([h]) = [f o h] para todo
[h] € m (X, x) estd bien definida y es homomorfismo de grupos.

2. Sean X, Y, Z espacios topologicos con xo € X, yo € Y y 2o € Z. Dadas
aplicaciones continuas f: (X, z9) = (Y yo) v g: (Y,v) — (Z,2), entonces

(gofle=g.0fs

Ademds si i : (X, x) = (X, z0) es la aplicacion identidad, entonces i, es el
homomorfismo identidad.

Teorema 2.12. 1. Si f,g: (X, 29) = (Y,v0) son homdtopas, entonces f. es un
1somorfismo si y solo si lo es g,.

2. Sea f: (X,x0) = (Y,y0) continua. Si f es una equivalencia homotdpica en-
tonces

fo (X, 20) = m1 (Y, 90)

es un isomorfismo.

Ejemplo. Obviamente, el grupo fundamental de una bola B? menos un punto inte-
rior es isomorfo al grupo fundamental de la esfera S*.

Definiciéon 2.13. Decimos que un espacio es simplemente conexo si es conexo por
caminos y su grupo fundamental es trivial.
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Ejemplo. Todo espacio contrdctil, por ejemplo la bola unidad, es simplemente co-
nero.

Definiciéon 2.14. Sea X un espacio de Hausdorff que es la union de subespacios S;,
cont=1,...,n, tal que cada S; es homeomorfo a la circunferencia. Supongamos que
existe un punto p € X tal que S;NS; = {p} siempre que i # j. Entonces llamaremos
a X el espacio uniéon por un punto de las circunferencias Sy, ..., S, también se suele
llamar flor de n pétalos.

Vamos ahora a describir los grupos fundamentales de algunas figuras basicas.

Teorema 2.15. La n-esfera S™ = {(xg, ..., ) € R"" |23 + ... + 22 = 1}, es simple-
mente conexa para n > 2.

Teorema 2.16. El grupo fundamental de S es ciclico infinito (y por tanto isomorfo
a 7). De hecho, si f es un lazo en p obtenido al dar una vuelta a S* en sentido
antihorario, entonces [f] es un generador de m (S, p).

Teorema 2.17. Sea X la unidon por un punto de las circunferencias Si, ..., S,; sea
p el punto comin a las circunferencias. Entonces m (X, xg) es un grupo libre con
n generadores. De hecho, si f; es un lazo en S; que representa un generador de
m1(S;, p), entonces las clases [fi], ..., [fn] son un sistema de generadores libres para

m (X, p).

2.2. Superficies y poligonos.

Demostraremos en esta secion dos teoremas que seran fundamentales para el
teorema de clasificacion.

Teorema 2.18. Sea X wuna superficie compacta triangulable. Consideremos una
triangulacion Ay, ..., A, de X. Entonces para cada arista e de un tridngulo A;, existe
un tnico tridngulo A; tal que A; NA; = e.

Demostracion. Sean h; : T; — A; los homeomorfismos correspondientes, siendo
Ty, .., T, triangulos en R2,

Empecemos por probar que si e es arista de A; existe al menos otro A;, j # 1,
tal que A;NA; = e. De no ser asi, eligiendo un punto del interior de e y trasladando
mediante el homeomorfismo h; y una carta local en el punto la situacion a R?,
tendriamos un triangulo plano 7"y un punto x del interior de una de las aristas de
T, tal que x tiene un entorno en 7' homeomorfo a una bola abierta en R2. Veamos
que esto es imposible. Primero observemos que existen entornos W = B(z,¢)NT de
x tan pequenos como se quiera, tal que W — {z} es contractil (pues es estrellado),
y por tanto W — {z} es simplemente conexo (Figura 3).

Sea U un entorno de x en T" homeomorfo a una bola abierta de R? (que podemos
suponer la bola abierta unidad), y supongamos que el homeomorfismo lleva z en el
origen 0. Veamos que no existen entornos V' de 0 contenidos en U y tal que V es
simplemente conexo.

Sea B la bola abierta unidad de R? centrada en el origen, y supongamos que V
es un entorno cualquiera de 0 tal que V' C B. Sea ¢ > 0 suficientemente pequeno
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R

X

Figura 3

Figura 4

para que la bola abierta centrada en el origen y de radio €, B,, esté contenida en V/,
(Figura 4), y consideremos las aplicaciones de inclusion:

B — {0} i B — {0}

v — {0}

La inclusion ¢ es homotopa al homeomorfismo de B, — {0} — B — {0} dado por
h(xz) = z/e (ya que el segmento que une = con z/e estd contenido en B — {0}), y
esto implica que i, : m (B, — {0}) — m (B — {0}) es un isomorfismo, por lo que
gt m(Be — {0}) = m(V — {0}) es inyectiva y ky : m(V — {0}) — m (B — {0}) es
sobreyectiva. Puesto que 7w (B — {0}) = Z, m(V — {0}) no es trivial, luego V' — {0}
no es simplemente conexo, llegando asi a un absurdo.

Veamos ahora que el nimero de tridngulos A; que tienen una misma arista en
comln no puede ser mayor que 2. Observemos que de lo contrario encontrarfamos
k > 3 triangulos en R® con una arista comiin y tal que un punto x del interior de
dicha arista tendria un entorno en la unién de los tridngulos homeomorfo a una bola
abierta.

Sea T la unién de k > 3 triangulos en R? cada par de los cuales se corta en la
arista comin e. Sea x un punto del interior de e.

Primero observemos que si A es la unién de todas las aristas de los triangulos de
T que son distintas de e, entonces el grupo fundamental de A no es abeliano. Esto es
porque si B es la unién de tres arcos que forman A, entonces existe una retraccion
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r de A sobre B, que se obtiene aplicando homeomorficamente cada uno de los arcos
que no estan en B en uno de los arcos en B, manteniendo fijos los extremos.

Entonces 7. : m(A) — m(B) es un homomorfismo sobreyectivo y como B es
homotopicamente equivalente al “espacio ocho” (“union” de dos circunferencias con
un punto en comun), entonces su grupo fundamental no es abeliano luego tampoco
lo es el de A (ya que un cociente de un grupo abeliano no es abeliano). Ademéas A es
un retracto por deformacion de T'— {z}, siendo la retraccion la obtenida “pegando”
las aplicaciones r; : T; — {x} — A que a cada R € T; — {z} le hace corresponder
el anico 7;(R) = (1 — Az + AR perteneciente a A, luego el grupo fundamental de
T — {x} no es abeliano.

Figura 5

Supongamos que el punto z es el origen de R3. Si W es un entorno de 0 en
T, existe un € tal que si f(x) = ze entonces T, = f(T) C W, es una copia de T'
contenida en W, (Figura 5). Consideremos las aplicaciones:

T, - {0} — )

W — {0}

f~! es un homeomorfismo, asi que induce un isomorfismo de grupos fundamentales.
Por tanto, k. es sobreyectiva, luego el grupo fundamental de W — {0} no puede ser
abeliano y por tanto no puede ser W homeomorfo a una bola abierta, ya que el
grupo fundamental de un disco menos el centro si es abeliano.

O

Lema 2.19. Sean T}, ..., T,, triangulos planos disjuntos de forma que existe un empa-
rejamiento en el conjunto de sus aristas tal que dos aristas emparejadas pertenezcan
a distrintos tridngulos y un homeomorfismo entre cada dos aristas emparejadas, es
decir, existe una particion en subconjuntos de cardinal dos y un homeomorfismo en-
tre los elementos de cada subconjunto. Dados Py, P, € Ty U ... UT,, escribiremos
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PR\P; si PL =P, 0 st P, # Py y Py, P, pertenecen al interior de aristas diferentes
pero emparejadas y Py, Py se corresponden por el homeomorfismo.
Entonces, la relacion R definida de la siguiente manera:

PRQ si existe Py, ..., P, tales que P = PiR\Ps...P,_1R1P, = Q
es una relacion de equivalencia.

Demostracion. Las propiedades reflexiva y simétrica son consecuencia de la defini-
cion de la relacion R4 v la propiedad transitiva de la definicion de R, es “transitiviza”
R O

Definicién 2.20. En las condiciones del lema anterior, diremos que el espacio co-
ciente Ty U ... U T, /R se ha obtenido pegando las aristas Ty U ... UT,, por pares.

Teorema 2.21. St X es una superficie compacta, entonces X es homeomorfo al
espacio cociente obtenido de una coleccion de tridngulos planos disjuntos pegando
sus aristas por pares.

Demostracion. Puesto que X es triangulable, existe una triangulacion A, ..., A, de
X. Sean h; : T; — A; los homeomorfismos correspondientes. Suponemos que los
triangulos 7; son disjuntos; entonces las aplicaciones h; se combinan para definir
una aplicacion h: E=T1U...UT,, — X que al ser £ compacto y X Hausdorff, es
una aplicaciéon cociente. Ademas, del teorema 2.18 se deduce que se tiene un empare-
jamiento de las aristas, estando en las condiciones del lema 2.19 (los homeomorfismos
entre aristas emparejadas son las restricciones de los homeomorfismos h; ' o h; alas
aristas).

Falta ver que h(P) = h(Q) & PRQ (denotando por R la relacion definida en el
lema); el inico problema es ver que si h(P) = h(Q) es un vértice de la triangulacion
entonces PR(). Para probar esto probaremos que si A; y A; se cortan en un vértice
v, entonces existe una sucesion de tridngulos que tiene a v por vértice, comenzando
por A; y acabando en Aj, tal que la interseccion de cada dos tridngulos consecutivos
de la sucesion es una arista de ambos (Figura 6).

Dado un vértice v y dos tridngulos A; y A, que tienen a v como vértice, se
dice que son equivalentes si existe una sucesién de tridngulos que tienen a v por
vértice, comenzando por A; y acabando en A;, tal que la interseccion de cada dos
triAngulos consecutivos de la sucesion es una arista de ambos. Si existe mas de una
clase de equivalencia, entonces estas dos clases de equivalencia solo comparten v, ya
que ningun tridngulo de una clase tiene una arista en comin con otro tridngulo de
otra clase. Entonces, para cada entorno W de v en X, el espacio W — {v} no seria
conexo (Figura 7).

Por otro lado, si X es una superficie, entonces existe un entorno W de v que es
homeomorfo a una bola abierta de R%. Asi pues, W — {v} debe ser conexo, de lo que

se deduce que solo puede haber una clase de equivalencia.
O

Teorema 2.22. 57 X es una superficie compacta y conexa, entonces X es homeo-
morfa a un espacio obtenido de un poligono plano pegando sus aristas por pares
(nocion andloga a la ya definida para tridngulos).
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24

S

Figura 6

a

V4

Figura 7

Demostracion. Se sigue del Teorema 2.21 que existe una coleccion T, ..., T}, de trian-
gulos planos tal que X es homeomorfo al espacio cociente obtenido al pegar sus aristas
por pares. La relacion de equivalencia, R, definida en el lema 2.19 pega todos los
triangulos en un solo paso, pero veamos que este paso se podria descomponer en
n — 1 pasos,obteniendo un espacio homeomorfo, de la siguiente manera:

Si dos tridngulos T} y T5 tienen dos aristas, una en cada uno, enmparejadas,
entonces nuestra relacion de equivalencia restringida a 77 U T, pegara los dos trian-
gulos a lo largo de esas dos aristas obteniendo (77 U T3)/R que es homeomorfo a
un poligono de cuatro lados y que ”contiene” a las aristas de 77 y T5 que no se
han pegado (seguimos denotando por R a la restriccion de la relacion). Sea ahora
T5 otro tridngulo distinto de los anteriores que tenga una de sus aristas relacionada
mediante R con nuestro poligono (7} U T3)/R. Entonces de nuevo la relacion de
equivalencia pegara el poligono (77 UTs)/R con el triAngulo T3 a lo largo de la arista
relacionada, obteniendo asi un poligono de cinco lados (((73 UT32)/R) UT3)/R que
es homeomorfo a 71 UT,UT3/R. Llegamos asi a la situacion donde o bien se tiene un
poligono de n + 2 aristas, en cuyo caso el teorema queda probado, o bien se llega al
caso en el que se tiene varios poligonos de manera que una arista de uno de ellos no
estd emparejada con una de otro. En tal caso, el espacio que se obtiene realizando
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los pegados indicados de aristas no es conexo; de hecho, cada uno de los poligonos
da lugar a una componente conexa del espacio. Como X es conexo, esta situacion
no puede ocurrir. O
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Capitulo 3

Esquemas poligonales

Una vez visto que toda superficie es cociente de un poligono por identificacion
de pares de sus aristas, vamos en este capitulo a sistematizar el estudio de este tipo
de espacios, con vista al teorema de clasificacion.

3.1. Esquemas poligonales. Equivalencias.

Observemos que gracias al teorema de Jordan-Schonflies, dos poligonos con el
mismo nimero de vértices son homeomorfos. Por ello nos limitaremos a considerar
poligonos convexos.

Por fijar ideas, consideraremos siempre poligonos inscritos en una circunferencia.
Dado puntos pi, ..., pn, n > 3, en una circunferencia llamaremos poligono determi-
nado por pi,...,p, a la envolvente convexa de {pi,...,p,}, es decir, el conjunto de
combinaciones del tipo A\ip; + ... + A\ypp con A1 + ...+ A, =1y \; >0, Vi. En
ocasiones escribiremos py = p,. Obsérvese que si ¢y, ..., g, son también puntos en
unas circunferencia, la correspondencia Aip; + ... + A\upn — A1 + ... + A\ng, de-
fine un homeomorfismo entre los poligonos determinados por ambos conjuntos de
puntos. Vamos a entender siempre que escribimos los vértices ordenados en sentido
antihorario.

Dado un segmento L, llamaremos orientacion de L a una ordenacion de sus
extremos, al primero de la cual llamaremos punto inicial y al otro punto final. Al
igual que en el caso de poligonos, dados segmentos L, y Ly de extremos pi,q; v
D2, G2, la aplicacion (1 — A)p; + Aggt — (1 — A)pa2 + Aga es un homeomorfismo entre
ambos que “conserva la orientacion”.

Definicién 3.1. Sea P un poligono. Un etiquetado de las aristas de P es una
aplicacion del conjunto de las aristas de P en un conjunto llamado conjunto de
etiquetas.

Definiciéon 3.2. Sea P el poligono determinado por p, ..., p,, etiquetado y en el que
se ha establecido una orientacion en sus aristas. Sea a;, la etiqueta asignada a la
arista pg_1pr, Y sea €, = 1 si el punto inicial de la arista es pp_1 y su punto final es
i, en caso contrario € = —1. Se llama esquema de longitud n de las aristas de P a

w = (a;)"...(a;,)"

21
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Llamaremos esquema propio a un esquema de longitud n donde cada eliqueta aparece
exactamente dos veces en el esquema.

Dado un esquema poligonal en un poligono P, se define una relaciéon de equi-
valencia en P con el siguiente criterio: dos puntos distintos estan relacionados si
pertenecen a dos aristas (distintas) con la misma etiqueta y se corresponden entre
si por el homeomorfismo entre ambas que conserva la orientacion (hay que “transi-
tivizar” esta relacion al igual que se hizo en el lema 2.19 para evitar problemas en
los vértices).

Definicién 3.3. Diremos que el espacio cociente de P por la relacion anterior se
ha obtenido “pegando” las aristas de P segun el esquema inicial.

Ejemplos.

1. Como ya hemos visto en el capitulo anterior, el toro y el plano proyectivo se
obtienen por pegado de poligonos siguiendo un esquema. Fn el caso del toro,
el esquema es aba='b~' y en el caso del plano proyectivo real abab, ver figura
8.

[
[ Y

by C fb by C Ab

- P

a a
aba’'b”’ abab
Toro Plano Proyectivo
Figura 8

2. Vamos a ver que la esfera también se puede escribir como cociente de un
cuadrado:

Sean Hy = S*N{(z,y,2) e R?|z >0} y H_ = S*N{(x,y,2) € R*|z <0}, am-
bos cerrados en S%. Es claro que S* = HLUH_. Sea f : S*—{(0,0,1)} — R? Ia
proyeccion estereogrdfica desde el punto (0,0,1) y sea g : S*—{(0,0,-1)} — R?
la proyeccion estereogrdfica desde el punto (0,0, —1). Entonces se tiene que H_
y H. son homeomorfos a la bola cerrada unidad, B?, por proyeccion estereo-
grdfica desde (0,0,1) y (0,0, —1) respectivamente. Consideremos cuadrados Cy
y Cy disjuntos en el plano y homeomorfismos hy : C; — B? y hy : Cy — B>
tales que hy' o hy es la transformacion afin positiva de C, en Cy. Entonces
f~tohy y g tohy se unen en una aplicacion cociente h : C1UCy — S2, tal que
la relacion asociada pega cada arista de Cy con la arista correspondiente de Cs.
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o"
n"

Figura 9

Es decir, se tiene el espacio cociente representado por la figura 9. Haciendo las
identificaciones por pasos sucesivos (primero pegando d con d, y luego pegando
a con a) se obtiene el esquema de la esfera S?, ver figura 10.

Dicho esquema es b bec™! reescribimos a =b~' yb=c, es aa"'bb~ 1.
J 7

En el ultimo ejemplo se ve que no tenemos por qué centrarnos solo en un poligono.
Dado un ntamero finito de poligonos disjuntos, orientados y etiquetados, podemos
construir el espacio cociente pegando sus aristas al igual que en el caso de un Gnico
esquema. Separaremos por comas los esquemas de cada poligono para denotar el
esquema del espacio cociente obtenido. Este espacio cociente no tiene por qué ser
conexo.

Sea P un poligono con vértices sucesivos po, ..., pn = Po- Sea k,con 1 < k < n—1,
y consideremos los poligonos ()1, con vértices sucesivos pg, p1, .-, Pk, Po, ¥ Q2 con
vértices sucesivos pg, P, .-, Pn = Po. Ambos tienen en comun la arista popr y P es su
union.
Definiciéon 3.4. Sea Q' el poligono obtenido al aplicar una traslacion en R* al

poligono Q1, siendo Q) y Qo disjuntos. Se dird entonces que Q) y Q2 se han obtenido
cortando P a lo largo de popy.

Observacion. Fs claro que P es homeomorfo al espacio obtenido al hacer el cociente
de Q) U Q2 por la relacion que pega las aristas popy, de Qo con la trasladada de popy

en Q).

Reciprocamente, supongamos que se tienen dos poligonos disjuntos )1 vy ()2 con
ny vy ng vértices y fijamos una arista, e; en cada @);. Existe un homeomorfismo entre
e1 y es y mediante dicho homeomorfismo se pueden “pegar” e; y es. Es claro que el
espacio cociente obtenido es homeomorfo a un poligono P con ny 4+ ny — 2 vértices.

Definicion 3.5. Se dird que P se obtiene de Q1 y Q2 pegando Q1 y Q2 por las
aristas ey y es.

Teorema 3.6 (Cortar y pegar aristas). Sea X el espacio obtenido pegando las aristas
de m poligonos segin el esquema

YoY1, W2, ..., Wy (31)
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y®

O"

Yo

by C ye

>
>
C

Figura 10

Sea ¢ una etiqueta que no aparece en el esquema anterior. St ambos yog e Yy, tienen
longitud al menos dos, entonces X se puede obtener pegando la aristas de m + 1
poligonos segun el esquema

Yoc b, cyr, Wa.. Wy, (3.2)

Reciprocamente, si X es el espacio obtenido de m + 1 poligonos por medio del
esquema (3.2), también se puede obtener de m poligonos mediate el esquema (3.1),
siempre que ¢ no aparezca en el esquema (8.1).

Demostracion. Sean Pi, ..., P, poligonos disjuntos con esquemas wy, ..., w, donde
w1 = Yoy1, siendo yy los k primeros términos de w; e y; los demas. Cortamos
P a lo largo de la arista pgpy como antes, obteniendo ()] y (2. Asignando la
etiqueta ¢ (la cual no esta en el esquema) a las aristas popr de Q) y @, sus
esquemas, son yoc ' y cy; respectivamente, y se tiene la colecciéon de esquemas
yoc L, cy1, wo, ..., w,. Bs inmediato que el espacio X puede ser obtenido a partir de
los poligonos @1, Q2, Ps, ..., P, por medio de este esquema ya que la composicion
de aplicaciones cociente es de nuevo una aplicacién cociente, es decir, no importa
si pegamos todas las aristas de una vez o vamos haciendo este proceso por estapas
sucesivas.

Por supuesto, este proceso se puede invertir. Si X estd representado por un
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esquema de los poligonos Q1,Qs, Ps, ..., P, del tipo ygc, cyi, ws, ..., w,, el esquema
indica que una arista del primero se pega con una del segundo (y ninguna otra arista
se pega a ellas), y podemos llevar a cabo el pegado de ()1 y Q2 obteniendo P, de
esquema oy, por lo que X se representa por el esquema yoyy, wa, ..., Wy, O

El teorema anterior nos asegura que las operaciones de “cortar” y “pegar” en un
esquema no cambian, salvo homeomorfismo, el espacio cociente resultante.

Hay otras “operaciones” a las que les ocurre lo mismo, que mencionaremos a
continuacion. Las dos primeras ya estéan justificadas.
Operaciones elementales con esquemas.

1. Corte. Se puede sustituir el esquema w; = yoy; por el esquema yoc ', cyi,
siempre que ¢ no aparezca en algin otro sitio en el esquema total y que yy e
y1 sean de longitud al menos dos.

2. Pegado. Se puede sustituir el esquema yoc™ !, cy; por el esquema oy, siempre
que ¢ no aparezca en algtin otro sitio en el esquema total.

3. Reetiquetado. Se pueden pueden sustituir todas las presencias de una etiqueta
dada por alguna otra etiqueta que no aparezca en otro lugar del esquema. Esto
es algo puramente formal que obviamente no cambia el espacio cociente.

4. Permutacion. Se puede sustituir cualquiera de los esquemas w; por una per-
mutacion ciclica de w;. De nuevo es obvio que no se cambia el cociente.

5. Inversion. Se puede sustituir el esquema

por su inverso
w; ' = (ag,) " (@)

De esta forma lo tinico que se hace es cambiar la orientaciéon en todas las
aristas, lo que no cambia la relaciéon de equivalencia.

6. Eliminacion. Se puede sustituir el esquema ypaa 'y; por el esquema oy,
siempre que a no aparezca en alglin otro sitio en el esquema total y que yy e
y1 sean de longitud al menos dos. Esto es debido a que el proceso equivale a
realizar primero un corte, quedando yoab, b~'a~'y,, ahora se combinan las dos
aristas a y b renombrando a la uniéon como ¢, de donde se tiene el esquema,ygc,
¢y, vy después pegando ambos poligonos por ¢ se obtiene 1qy;.

7. Anadido. Es la operacion inversa de la anterior. Consiste en sustituir el esque-
ma 4oy, por el yoaa 'y, siempre que a no aparezca en algin otro sitio en el
esquema total y que yp e y; sean de longitud al menos dos.

Definicién 3.7. Dos esquemas de colecciones de poligonos se dicen equivalentes si
uno se puede consequir del otro mediante una sucesion de operaciones elementales
con esquemas. Como la inversa de cada operacion elemental es también elemental,
se trata de una relacion de equivalencia, que denotaremos por ~.
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Ejemplo. Los esquemas abba y ab='ab son equivalentes, ya que

Corte
~Y

wo = abba abc™!, cba
Inversion 1 _ Permutacion I
~ " eb7tamt eba TN cbta™t, ach
Pegado _ Reetiquetado a := ¢ _
A~ cb~'eh ~ ab~tab

El proceso se representa en la figura 11. Por cierto, el espacio cociente del esquema
ab~tab es la botella de Klein, mientras que el de abba es la suma coneza de dos
planos proyectivos (definiremos este concepto mdas adelante).

Figura 11

3.2. Clasificaciéon de esquemas poligonales.

Definicién 3.8. Sea w un esquema propio de un poligono. Diremos que w es de
tipo toro si cada etiqueta aparece en w una vez con exponente +1 y otra vez con
exponente —1. En otro caso se dird que w es de tipo proyectivo.

Proposicion 3.9. Sea w un esquema propio de la forma
W = YoQY1aY2

donde alguno de los y; puede ser vacio. Entonces se tiene la equivalencia

w ~ aayoy; Ye
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Demostracion.
Si y; es vacio, el resultado es inmediato, en caso contrario se tiene:

1. Si yp vacio el resultado se sigue de lo siguiente:

o Corte b_l b
w = ayi1ays ~ ay1o -, 0ays
Inversion 1 _ Permutacion 1 _
~ byy tat bays R by taTY ayob

Pegado 1 Permutacion -1
~ by; y2b ~ bbyy " y2
Reetiquetado a :=b 1
~ aay, Yz

2. Si yo es vacio entonces el resultado se deduce de 1, ya que ypayia ~ aypay;.

3. Si ninguno es vacio:

Corte 1
w = Yoay1ays ~ yray2b™, byoa
Inversion 1 -1 —1;—1 Permutacién 1 1. —17-1
~ yrayb™ a” yg b ~ Yy2b~ yra,a” yg b
Pegado 1 171 Permutacion 1 1 -1
~ Y2 Y1y, b ~ b~ y2b™ 1yg
Corte 1 1 1 —1 Inversion 1 1 -1
~ b~ yea™", ab™ 11y, ~ ay, b, ab™ y1y,
Permutacién 1 1 1 Pegado 1 1
~ ay, 0,07 1y, a ~ ays 1Yy a
Inversion 1 -1 1 Permutacion 1 -1 -1
~ a “YolYy Y20 ~ a “a “YoYy Y2

Reetiquetado a := a~1
Y

aayoy; o

Este proceso esta descrito en la figura 12.

Figura 12
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Corolario 3.10. Si w es un esquema propio de tipo proyectivo, entonces w es equi-
valente a un esquema de la misma longitud que tiene la forma

(a1ay)(azas)...(agag)w;
donde k > 1 y wy es o bien vacio o bien de tipo toro.

Demostracion. Demostrémoslo por induccion en la longitud de w. El esquema w se
puede escribir de la forma

w = YoayY1aY2

Donde alguno de los y; pueden ser vacios. Por la proposicion 3.9 sabemos que w es
equivalente a un esquema de la forma w’ = aaw; que tiene la misma longitud de w.
Entonces w; tiene menor longitud que w. Aplicando induccién en w; se demuestra
el corolario. O]

De este corolario se sigue que si w es un esquema propio de un poligono, entonces
puede ser:

1. w es de tipo toro.

2. w es equivalente a un esquema de la forma (ajay)(asas)...(arax)wy, con w;
vacio o de tipo toro.

Observemos que si w contiene dos términos adyacentes con la misma etiqueta pero
exponentes de signo opuesto, entonces la operacion de cancelacion se puede aplicar
para reducir w a un esquema maés corto que también es de la forma indicada arriba.

Proposicion 3.11. Sea w un esquema propio de la forma w = wowy, donde wq
es un esquema de tipo toro que no contiene dos términos adyacentes con la misma
etiqueta. Entonces w es equivalente a un esquema de la forma wows, donde wq tiene
la misma longitud que wy y tiene la forma

wy = aba b ws

donde ws es de tipo toro o vacio.

Demostracion. Entre la etiquetas que aparecen en wy, sea a una cuyas dos aparicio-
nes (con exponentes opuestos) sean tan proximas como sea posible. Ambas son no
adyacentes, por hipotesis. Cambiando los exponentes, si fuera necesario, podemos
suponer que primero encontramos la etiqueta a y luego la a=!. Sea b cualquier eti-
queta entre a y a~', que podemos suponer con exponente +1. Entonces el término
b1 aparece en w,, pero no se puede dar entre a y a!, pues éstos los hemos supuesto
tan proximos como fuera posible. Si b~! aparece a continuaciéon de a=!, ya hemos
terminado. Podemos suponer que w es de la forma w = wyyiaysbysa " y,b~1ys por
la siguiente razon: si aparece antes de a, entonces todo lo que necesitamos hacer es
cambiar los exponentes de las etiquetas b y después intercambiar las etiquetas a y b
para obtener un esquema de la forma deseada.
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Se tiene entonces:

Permutacion
Y

woyray2byza~tysbys

Corte 1 1 1 Permutacion
~ a” yab” yswoc, ¢ yrayabys -~
Pegado _ _ a:=c
A Y2bysc y1yab™ yswoc ~
Permutacion 1 1 Corte

~ Y1y1b™ yswoay2byza ~
Permutaciéon 1 1 -1 Pegado
~ Yswocy1yab™ ", bysa™ ¢ ays ~

a:=c b:=a"1 17—1 Permutacion
~ Yswoay1ysysba b~ ya -
Corte 1 1 _1 Permutacion
~ b~ yayswoc, ¢~ ay1ysysba ~
Pegado 1 -1 Permutacion
~ a “C "ay1Y4Ysy2yswWoC ~
a:=c,b:=a""! 14—
~ woaba™ b~ y1yaysyays

29

o™ yab M yswoyraysbys
a” 'ysb yswoc, yabyse M yia
yabysa ™ y1yab~ yswoa
Y1yab~ yswoc, ¢ aysbysa!
YsWoCY1Yay3a~ ¢ ays
b~ yayswoay,yaysba
b~ yayswoc, a” e ay yaysb

woca” et ay1yaysy2ys

Este proceso se puede ver representado en las figuras 13, 14 y 15.

Y3 b 2 Y3 b Y2
4 4 A

N - - -

=N

=N

=N

==

——

a = > Aa —_— c a

"\,

==

S=——1oN

s

=

o = = s

Ya b ys W Y1 Y1

Figura 13

Ya

ys A

Figura 14

Proposicion 3.12. Sea w un esquema propio de la forma

lu)1

w = woccaba b~
Entonces w es equivalente al esquema

w' = woaabbecw,
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Figura 15

Demostracion. Recordemos que la proposicion 3.9 establece que para esquemas pro-
pios se tiene

Yoay1ays ~ aayoy; ys

Escribimos w = ccaba™ b~ wywy = ccab(ba) " wiwy.
Aplicando la proposicion tres veces tenemos:

Yo = y1 = ab, y2 = wiwo Yo = a, Y1 = ¢, Y2 = acwiwo -1
~ abcbacwiwg ~ bbac™ acwiwy
Yo = bb, y1 = 0717 Y2 = cwiwg Permutacion
~ aabbccwiwg ~ woaabbccw,

]

Teorema 3.13. Todo esquema poligonal propio de tipo toro es equivalente a uno del
tipo:

1. aa'bb71, o
2. (arbra; by Y) (agbeay '031).. (apbna tb;Y), con n > 1.
Todo esquema poligonal propio de tipo proyectivo es equivalente a uno del tipo:
3. abab, o
4. (a1a1)(aza2)...(amay), m > 2.
Demostracion.

1. Supongamos en primer lugar que w es un esquema propio de tipo toro.

Si w tiene longitud cuatro, entonces es de la forma
aa"tbb™L, o, aba"tb7!

El primero es de tipo (1) y el segundo de tipo (2)
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Procedamos por induccion sobre la longitud de w. Supongamos que w tiene
longitud mayor que cuatro. Si w es equivalente a un esquema mas corto de tipo
toro, entonces se aplica la hipotesis de induccién. De no ser asi, sabemos que
w no contiene pares adyacentes de términos con la misma etiqueta, pues en
otro caso se podria aplicar la operacion de eliminacion. Se aplica la proposiciéon
3.11 (con wy vacio) para concluir que w es equivalente a un esquema, con la
misma longitud que w pero de la forma

aba'b ws

donde wj3 es de tipo toro y no vacio, ya que w tiene longitud mayor que cuatro.
Al ser la longitud de ws inferior a la de w, aplicando la hipétesis de induccion
a ws obtenemos el resultado.

2. Sea ahora w un esquema propio de tipo proyectivo. Si w tiene longitud cuatro,
el Corolario 3.10 implica que w es equivalente a uno de los esquemas aabb o
aab~'b. El primero es de tipo (4). El segundo se puede escribir como aay; s
con y; = Yy = b; entonces la proposiciéon 3.9 implica que es equivalente al
esquema ayjays = abab, que es de tipo (3).

Procederemos por inducciéon sobre la longitud de w. Supongamos que w tie-
ne longitud mayor que cuatro y que no es equivalente a ninguno de menos
longitud. El Corolario 3.10 nos dice que w es equivalente a un esquema de la
forma

w' = (araq)...(agag)w

donde k > 1y wy es de tipo toro o vacio. Si wy es vacio, entonces ya hemos
acabado; si es no vacio y k£ > 1, también, pues no hay mas que aplicar induccion
a aparw; (que tiene longitud > 6). Supongamos por tanto w' = aaw; con
wy de tipo toro y no vacio. Si w; tuviese dos términos adyacentes con la
misma etiqueta, entonces w’ seria equivalente a un esquema maés corto de tipo
proyectivo (aplicando eliminacion), en contra de nuestra imposicion. Por tanto,
de la proposicion 3.11 se deduce que w’ es equivalente a un esquema de la forma

w" = aja;aba b w,

donde w, es vacio o de tipo toro. Entonces se aplica la proposicion 3.12 para
concluir que w es equivalente al esquema

aabbaaiws.

Aplicando induccién a aja,wq se termina.
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Capitulo 4

Clasificaciéon de superficies.

Finalmente en este capitulo clasificaremos todas las superficies compactas y co-
nexas, encontrando modelos tales que cualquier superficie es homeomorfa a uno de
ellos, y tales que no son homeomorfos entre si.

Dichos modelos son la esfera S, la suma conexa de n toros, T},, y la suma conexa
de m planos proyectivos P,,.

Empezaremos por definir el concepto de suma conexa y luego volveremos sobre
el grupo fundamental para calcular el grupo fundamental de tales modelos.

4.1. Suma conexa de superficies.

Definicién 4.1. Sean Sy y Sy dos superficies disjuntas y sean Dy C Sy y Dy C S
cerrados tales que Dy y Dy son homeomorfos a discos cerrados en R%. Sea S! el
complementario del interior de D; en S;, 1 = 1,2, y sea h un homeomorfismo de la
frontera de Dy en la frontera de Dy. Entonces la suma conexa de Sy y Ss, designada
S18Ss, es el espacio cociente de Sy U Sh obtenido identificando los puntos x y h(x),
para todo x en el borde de D;.

Una manera de imaginar la suma conexa es hacer dos agujeros pequenos y cir-
culares en cada superficie y pegar ambas por el borde de estos agujeros. Se puede
demostrar que S14S5 es de nuevo una superficie, y que no depende de la eleccion de
Dy, Dy y h. Ademas, (S185)855 = S1£(S24S53), lo que permite definir S;4S5f...45,.

Sean Py y P, poligonos etiquetados y orientados, con esquemas (propios) respec-
tivamente w; y wq. Se puede obtener un esquema de la suma conexa de las superficies
asociadas a w; y wq, como sigue:

En cada poligono se “duplica” un vértice e introducimos una arista r que une
los dos vértices creados; obtenemos asi esquemas (no propios) wyr y wer para los
poligonos P| y P, respectivamente. Mediante una inversion y un reetiquetado, el
segundo esquema es equivalente al esquema (no propio) r~lws, y pegando por r
ambos poligonos, obtenemos el esquema w,ws correspondiente a la suma conexa de
las superficies. Este proceso se puede generalizar para la suma conexa de n poligonos.
En particular, describiremos los procesos de la suma conexa de toros y la suma
conexa de planos proyectivos:

33
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Sean T" y T" dos toros orientados y etiquetados, cuyos esquemas son respecti-
vamente aba~'b~! y edc'd~!. Entonces la suma conexa de los dos toros se realiza
como ya se ha explicado obteniendo un octégono correspondiente a la suma conexa
de T' y T", cuyo esquema es aba 0~ tedc™td™! (Figura 16).

Figura 16

El procedimiento para la suma de dos planos proyectivos P’y P” orientados y
etiquetados, cuyos esquema son abab y cdcd es un procedimiento analogo al anterior,
obteniéndose para P'§P” un octégono con esquema ababcded equivalente, mediante
unién de aristas y reetiquetado, al rectangulo con esquema aabb (Figura 17).

Es inmediato comprobar por inducciéon que la suma conexa de n > 1 toros, v la
suma conexa de n > 1 planos proyectivos dan lugar a los esquemas a;biay 'by ", ..., anbya; 1ot
y a1G1, ..., Apa, respectivamente.

4.2. El primer grupo de homologia.

Con vistas a comprobar que la esfera S2, el n-toro T},, y el m-plano proyectivo
P,,, son topologicamente distintas, vamos a volver sobre el grupo fundamental.

Teorema 4.2. Sea P un poligono etiquetado y orientado. Sea X = P/R el espacio
obtenido del pegado de las aristas sequn el esquema de P. Entonces X es un espacio
de Hausdorff compacto y la aplicacion de paso al cociente ¢ : P — P/R es cerrada.
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ay \ b (c+d)

T\

Figura 17

Demostracion. Al ser P compacto y ¢ : P — P/R aplicaciéon cociente, es obvio
que X es compacto. Entonces vamos a demostrar en primer lugar que la aplicaciéon
cociente ¢ : P — P/R es cerrada.

Dado F' C P cerrado, veamos que c¢(F) es cerrado, para ello bastara ver que el
sat(F) = cte(F) es cerrado.

Si F' C int(P) entonces F' = sat(F) y ya estaria. En general, para toda arista
e tal que FFNe # () el sat(F Ne) esla union de F' Ne con la imagen de F N e en
todas las aristas que se peguen con e (Figura 18). Como F N e es compacto, estas
iméagenes también lo son y por tanto son cerradas, luego sat(F Ne) es cerrado, por
lo tanto sat(F) = F U (|, sat(F Ne)) es cerrado.

Veamos ahora que X es de Hausdorff. Dado p € P, [p] = sat({p}) es cerrado
luego es compacto. Dados p,q € P tal que [p| # [q], en P se tiene los compactos
disjuntos [p] v [g], luego existen abiertos U y V tales que, [p] C U, [¢] C V' ¥y
UNV = Sean ahora Uy = X —¢(P—U) y Uy = X —¢(P — V). Es facil comprobar
que, [p] € Uy, [¢] € Uy y Uy NUs = (. Por lo tanto X es Hausdorff. O

El siguiente resultado, que no demostraremos, se obtiene por aplicacion del teo-
rema de Seifert-van Kampen.
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a

Figura 18

Proposicion 4.3. Sea X = U UV, donde U y V son abiertos en X; supongamos
que U, V y UNYV son conexos por caminos; sea xo € UNV. 51V es simplemente
conero, existe un 1somorfismo

k:m(U,z9)/N — m (X, x0)

donde N es el menor subgrupo normal de (U, xo) que contiene la imagen del ho-
momorfismo
iy :m(UNV,xg) = w(U, x).

Como consecuencia se obtiene el siguiente teorema:

Teorema 4.4. Sea X un espacio de Hausdorff y A un subespacio de X cerrado y
conexo por caminos. Supongamos que existe una aplicacion continua h : B> — X
que aplica int(B?) biyectivamente sobre X — A y aplica S* = FrB? sobre A. Sea
a: I — SY un lazo que genera 7, (S*). Entonces el homomorfismo

ie s m (A, z0) — T (X, x0)

es sobreyectivo y su nicleo es el menor subgrupo normal de w1 (A, xo) que contiene
a [hoal, N([hoal). Es decir, m (X, x¢) = m1 (A, x0)/N([h o a]).

Demostracion. Denotemos xg = h(0) € X — Ay sea U = X — {0}, abierto en X.

En primer lugar probaremos que A es un retracto de deformacion de U (Figura
19).

Observemos que h : B> — X es una aplicacion cociente (por ser B compacto
y X Hausdorff), y que por ser su restriccion a int B una biyeccion, las clases para
la relacion asociada a h de los puntos de int(B?) son unipuntuales. En particular
int B? es saturado para dicha relacion, y puesto que es abierto, h : int(B?) — X — A
(seguiremos denotando las restricciones igual) es cociente, luego homeomorfismo. De
forma similar, se tiene que la aplicacion h x Id : B2 x I — X x I es cociente y su
restriccion h x Id : B> — {0} x I — U x I también.

Las aplicaciones continuas Id,r : B> — {0} — B? — {0} coinciden en S! y estan
en la situacion del teorema 2.3, luego existe una homotopia F' : B* — {0} x [ —
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Figura 19

B? — {0} relativa a S' entre ambas. Es decir, F'(¢,t) = ¢ para todo ¢ € S', y
F(q,0) = qy F(q,1) = r(q) € S! para todo ¢ € B> — {0}. Componiendo dicha
homotopia con h : B> — {0} — X — {0}, se tiene que se puede “pasar al cociente”,
ya que si (h(q),t) = (h x Id)(q,t) = (h x Id)(¢',t') = (h(¢'),t') entonces t = t’
y h(q) = h(¢), de donde ¢ = ¢' 0 q,¢ € A. Es decir, si (¢,t") # (q,t'), entonces
(ho F)(q,t) = h(q) = h(q') = (ho F)(q',t).

Es decir, existe G : U x I — U tal que G o (h x Id) = ho F y es continua. Como
consecuencia se tiene G(x,0) = x para todo z € U, G(z,1) € A para todo x € U y
G(z,1) = x para todo = € A; esto es, A es un retracto por deformacion de U.

Se deduce por tanto que la inclusiéon de A en U induce un isomorfismo entre sus
grupos fundamentales. Nuestro teorema entonces se reduce a la demostracion de la
siguiente afirmacion:

Sea fun lazo cuya clase genera w1 (S, p). Entonces la inclusion de U en X induce
un epimorfismo

m(U,a) = m (X, a)

cuyo nicleo es el menor subgrupo normal que contiene a la clase del lazo g = ho f.

Para probar este resultado, empezaremos por el homomorfismo 7 (U, b) — m1(X, b)
inducido por la inclusiéon relativa a un punto base b que no pertenece a A.

Sea b cualquier punto de U — A. Entonces X = U UV, siendo V =X — A, y
ademés U es conexo por caminos por ser homotdpicamente equivalente a A, que lo
es. Ademas, V es homeomorfo a int(B?), luego es simplemente conexo. El conjunto
UNV =V —xq es homeomorfo a int(B?) — {0}, de modo que es conexo por caminos
y su grupo fundamental es ciclico infinito. Como b es un punto de U NV, el corolario
4.3 implica que el homomorfismo

m1(U,b) — m (X, D)

inducido por la inclusion es sobreyectivo, y su niicleo es el menor subgrupo normal
que contiene a la imagen del grupo ciclico infinito 7 (U NV, b).

Para terminar la demostraciéon cambiaremos el punto base.

Sea ¢ un punto de B? en el segmento que une 0 con p y que no sea ninguno de
los extremos (por ejemplo, el punto medio), y sea b = h(q) € UNV. Sea fy un lazo
en ¢ dentro de int(B?) — {0}, cuya clase de homotopia es un generador del grupo
fundamental de int(B?) — {0} (Figura 20). Asi, la clase del lazo gy = h o fy genera
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Figura 20

m (U NV,b), y ya hemos comprobado que el homomorfismo m (U, b) — m1(X,b)
inducido por la inclusion es sobreyectivo, y su nicleo es el menor subgrupo normal
que contiene a dicha clase. Para obtener el resultado anilogo con punto base a
procederemos como sigue:

Sea 7 el segmento en B2 que une g con p y sea § el camino § = ho~ en U que
une b con a. Los isomorfismos inducidos por el camino § (ambos seran denotados
por ¢') conmutan como los homomorfismos inducidos por la inclusion en el siguiente
diagrama:

7T1<U7 b) T (Xa b)
& &
7T1(U7 CL) 7T1(X7 CL)

Por tanto, el homomorfismo de 71(U,a) en m(X,a) inducido por la inclusion es
sobreyectivo y su ntcleo es el menor subgrupo normal que contiene el elemento
' ((g0).

Por otra parte, la clase del lazo y~!-(fy-y) es un generador del grupo fundamental
de B% — 0 basado en p, y por tanto, el lazo es homotépico por caminos a f o a su
opuesto. Componiendo la homotopia correspondiente con h, se deduce que §~'-(go-9)
es homotopico por caminos en U a g. Es decir, §'([go]) = [g], ¥ el teorema queda
probado. O

Observacion. Obviamente, en el teorema 4.4 se puede cambiar B% por un poligono
y St por su frontera.

Teorema 4.5. Sea P un poligono y
w = (ail)61"‘(a’in)6n

un esquema para las aristas de P. Sea X el espacio cociente resultante y m: P — X
la aplicacion cociente. Si w aplica todos los vértices de P en un punto xg € X y st
ay, ...,ar son las distintas etiquetas del esquema, entonces w1 (X, xo) es isomorfo al



4.2. EL PRIMER GRUPO DE HOMOLOGIA. 39

cociente del grupo libre con k generadores, oy, ..., ay, por el menor subgrupo normal
que contiene al elemento
(v, )y, )™

Demostracion. Al ser X = P/R y estar en las condiciones del teorema 4.2 sabemos
que X es de Hausdorff y que la aplicacion ¢ : P — P/R es cerrada. Veamos que
estamos en las condiciones del teorema 4.4. Sea C'= Fr(P) y a: I — C un camino
cerrado que da la vuelta a C' en sentido antihorario (y genera por tanto m;(C')). Sea
A = ¢(C) C X, conexo por caminos y cerrado en X, y sea h =c: P — P/R. Es
claro que:

1. h(int(P)) = h(P—-C) = X — A y la restriccion de h, hlnyp) : int(P) - X —A
es biyectiva, ya que int(P) = P — C es saturado y de hecho cada punto del
int(P) solo esta relacionado con el mismo.

2. h(C) = ¢(C) = A, por definicién.

Ademés cada arista de C' da lugar a un “segmento de A”, de forma que dos aristas
con la misma etiqueta producen la misma imagen y todos estos segmentos se pegan
en un mismo punto p. Esto es, A es homeomorfo a una flor de k-pétalos.

Sabemos entonces que (A, p) es el grupo libre con k generadores ag, ..., ay,
donde «; es precisamente la clase del lazo imagen de arista con etiqueta a;, recorrida
en sentido antihorario.

Es claro que, [coa] = (a;,) - ... (o, ). Entonces, por el teorema 4.4, m1(X, p)
es del cociente de 7 (A) por el menor subgrupo normal que contiene a [c o o, de
donde se obtiene el resultado. O]

Teorema 4.6. Sea T, el n-toro. Entonces m(T),,) es isomorfo al cociente del grupo
libre de 2n generadores, oy, B1, ..., (i, Bn, por el menor subgrupo normal que contiene
al elemento

(arfray ' Brt).(anBray, ' B)

Demostracion. Este teorema es inmediato aplicando el Teorema 4.5 una vez com-
probado que todos los vértices del poligono correspondiente al n-toro se pegan en un
solo punto. En la Figura 21 se tiene un esquema de la demostracion de este hecho,
y para el caso general se deduce por induccion. O]

Teorema 4.7. Sea P, el m-plano proyectivo. Entonces m(P,,) es isomorfo al co-
ciente del grupo libre de m generadores, oy, ..., a,, por el menor subgrupo normal
que contiene al elemento

(). (am)?

Demostracion. Analoga al teorema anterior (Figura 22). O

Definiciéon 4.8. St X es un espacio conexo por caminos, se define
Hy(X) = m(X)/[m(X), m (X)]

donde [m(X),m(X)], generado por {[a][b][a] (D]~ tal que [a][b] € 7 (X)} es el
subgrupo de conmutadores de m(X).
Llamaremos a Hy(X) primer grupo de homologia de X.
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Figura 22

Observaciones.

. Es facil probar que st G1 = Gy entonces G1/|G1,G1] = Go/[Ge, Gal, y por lo

tanto en el caso de espacios conexos por caminos no hay ambigiedad en la

definicion de Hy(X).

. También se prueba sin dificultad que si N es un subgrupo normal de un grupo

G, entonces N D [G,G] y ademds, si H= G/N se tiene
G/G, G

N/[G,G]

2

H/[H, H|

3. Es conocido que si G es el grupo libre con n generadores, entonces G /|G, G]|

es el grupo abeliano libre con n generadores.

Teorema 4.9. Si T, es la suma conexa de n toros, entonces Hy(T),) es un grupo
abeliano libre de rango 2n.

Demostracion. Sea G el grupo libre de 2n generadores,aq, 31, ..., ao, B2, ¥ sea N el
menor subgrupo normal que contiene a a1 107 By ... Buc Bt Sabemos por el
teorema 4.5 que m(7,) = G/N. Entonces, si H = G/N,

H\(T,) 2 H/[H, H] %
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Ahora bien, G/[G, G| es el grupo abeliano libre de 2n generadores, Z*", y puesto
que es conmutativo, el elemento oy 8105 '8y ...anBra Bt + [G,G] es el 1, con lo
que Hy(T,) = 7*". O

Teorema 4.10. St P, es la suma conexa de m planos proyectivos, entonces el
subgrupo de torsion T(P,,) de H1(P,,) es de orden 2 y H\(P,,)/T(P,,) es un grupo
abeliano libre de rango m — 1.

Demostracion. Sea G el grupo libre con m generadores,aq, ..., @y, y sea N el menor
subgrupo normal que contiene a ajq;...qu,,, de forma que m (P,,) = G/N por el
teorema 4.5. Entonces, si H = G/N,

G/[G,G]

Hi(X)=H/[H, H] = NG G

—

Ahora bien, G/[G, G| es el grupo abeliano libre generado por las clases de aq, ..., vy,
que denotamos igual. Usando notaciéon aditiva, G/[G,G| = Z™ y N/[|G,G]| es el
subgrupo generado por 2ay + ... + 2a,,. Considerando la base aq, ..., a,,, 3 donde

B =01+ ... + ap, se tiene Hi(P,,) = @ = 5 = Zm 1 x (Z)27). O

Asi pues los grupos fundamentales del n-toro y del m-plano proyectivo no pueden
ser isomorfos porque en el primero no hay torsiéon y en el segundo si.

4.3. El Teorema de Clasificacion.
Teorema 4.11 (Teorema de clasificacion).

1. Toda superficie compacta y conexa es homeomorfa a S?, o al n-toro T, o al
m-plano proyectivo P,,.

2. Las superficies S%, 11, Ty, ..., Py, Ps, ..., son topoldgicamente distintas dos a dos.
Demostracion.

1. Por el teorema 2.22 la superficie es homeomorfa a un espacio obtenido de un
poligono plano pegando sus aristas por pares y por tanto se puede describir
con un esquema poligonal propio. Aplicando el teorema 3.13 se tiene que dicho
esquema es equivalente a uno del siguiente tipo:

a) aa~'bb~!, en cuyo caso, la superficie es homeomorfa a S2.

b) (arbra;*byt)(aghsas 'by ). (anbpa'bt), con n > 1, de esta forma la su-
perficies seria homeomorfa al n-toro T,,.

¢) abab, en cuyo caso, la superficies es homeomorfa a P;.

d) (a1a1)(agas)...(amam), m > 2, por ultimo la superficies es homeomorfa al
m-plano proyectivo P,,. m > 2.
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2. El grupo fundamental de la esfera es trivial, luego la esfera no puede ser iso-
morfa ni a T, ni a P,,.

Los grupos fundamentales de un n-toro y un m-toro con n # m son diferentes
porque sus grupos de homologia son libres conmutativos con diferente niimero
de generadores.

Anéalogamente sucede con los grupos fundamentales de un n-plano proyectivo
y un m-plano proyectivo con n # m, ya que sus grupos de homologia tienen
parte libre diferente.

Finalmente un n-plano proyectivo y un n-toro no puede ser isomorfos porque
en el grupo de homologia primero hay torsion y en el del segundo no.

O
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