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Prefacio

El presente documento constituye el Trabajo de Fin de Grado de Héctor Zalama
Alonso, es decir, un documento original que se presenta como ultima responsabilidad
para acceder al titulo de Graduado en Matematicas por la Universidad de Valladolid,
y que ha sido tutorizado por don Manuel Nunez Jiménez.

El objetivo del trabajo ha sido conectar dos objetos matematicos relacionados
de forma no evidente: las funciones elipticas, que son funciones meromorfas que
presentan una doble periodicidad en el plano, y las integrales elipticas, que son
integrales que involucran polinomios y que aparecen con sorprendente frecuencia en
problemas tanto de indole mateméatica como de indole fisica o ingenieril. Para este
propoésito se suponen conocidos algunos resultados sobre funciones analiticas, que
pueden encontrarse en cualquier texto de Variable Compleja, asi como de Topologia
General, que pueden encontrarse en el Apéndice.

El texto se divide en cuatro capitulos bien diferenciados. El primero aborda
cuestiones de Variable Compleja sobre la esfera de Riemann y presenta los conceptos
que seran clave para el posterior estudio de las funciones elipticas. El segundo
centra su estudio en estas funciones y en la funcién p de Weierstrass. En este
sentido, se incluye una breve lectura de esta funcion desde el punto de vista de las
curvas algebraicas complejas planas no singulares. El tercero constituye un acopio
condensado de numerosas férmulas que involucran una nueva familia de funciones
elipticas, cuya importancia radica en su enorme utilidad. El cuarto capitulo incluye
ejemplos de aplicacion de estas funciones.

Espero que el lector encuentre provechoso el presente trabajo, al menos, tanto
como ha sido para mi elaborarlo.

Para cualquier sugerencia, que seran bienvenidas, ya sea por presencia de erratas
o por cualquier otro motivo, se facilita el contacto hectorzalama@gmail.com.
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Capitulo 1

Funciones meromorfas en la esfera
de Riemann

1.1. Introducciéon. Generalidades de C

Es bien conocida la estructura de los llamados niimeros complejos: constituyen un
enfoque muy especial de R?, dando lugar a una extensién algebraica de R que junto
a la estructura topolégica tomada de R? definen sobre ese cuerpo una estructura
analitica fundamental. El estudio del cuerpo complejo, en sus muchas facetas y
aplicaciones es capital en las Matematicas.

Desde otro punto de vista, el geométrico, un plano puede ser compactificado
en una esfera de una forma natural incluyendo un punto, como es ampliamente
conocido: la compactificacion de Alexandroff. La combinacién de enfoques permite
incluir el punto co y extender la teoria de las funciones meromorfas en el plano a
funciones meromorfas en la esfera.

1.2. Esfera de Riemann. Proyeccion estereografica

Consideremos la esfera S? = {(z,y,2) € R¥*/2* + y* + 22 = 1} y el plano
{(z,9,0),z,y € R}, que identificaremos con C de forma natural:

(x,y,0) x z +iy =z € C.

Llamaremos N al polo norte de la esfera, es decir, al punto de coordenadas (0,0,1),
como se muestra en la imagen siguiente. También distinguiremos el polo sur, S, de
coordenadas (0,0,-1).

Consideramos la aplicaciéon 7 : S? \ {N} — C que a cada punto @ € S? lo envia
en la interseccién de la recta N@Q con C, P = m(()). Llamaremos a esta aplicacién
proyeccion estereogrifica v serda fundamental para el desarrollo del presente texto
pues nos va a permitir compactificar C de una forma razonable. Lo primero que
hemos de comprobar es que esta estd bien definida. Puesto que estamos tomando
@ # N, un vector director de la recta tendra una tercera componente necesariamente
no nula y por lo tanto la interseccién con C esta garantizada. Ademas, la interseccion
de una recta con una esfera solo puede ser de 3 tipos:
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CAPITULO 1. FUNCIONES MEROMORFAS EN LA ESFERA DE RIEMANN

Figura 1.1: Esfera y plano en las posiciones relativas citadas.

1. Vacia: descartamos este caso porque sabemos que N pertenece tanto a la recta
como a la esfera.

2. Unipuntual: este caso también estda descartado puesto que siempre estamos
tomando un punto Q distinto de N.

3. La ultima posibilidad es que la interseccion se dé en 2 puntos distintos, que
es precisamente nuestro caso. Esto nos asegura ademés que la aplicacion es
inyectiva. La observacion con respecto a un vector director de la recta que se
genera implica ademas la sobreyectividad.

Desde el punto de vista de las coordenadas, se tiene que si @ = (x1,z2,x3),
P = (x,y,0) y puesto que N, Q y P estan alineados:
x Y 1

I To 1—LE37

de donde, tras despejar, se obtiene que:

. x1 + 1wy
— 43

2
1—z3?

Recordando que 2% + 2% + 23 = 1, es sencillo comprobar que 2%+ y* + 1 =
de tal forma que podemos invertir 7 y se tiene que:

2¢ . 2y _ x?4yP-1

Ty = 224y2+1° To = 12+y2+1; T3 = 22 +y2+1°

Esto muestra que 7 es una aplicacion biyectiva, continua y de inversa continua, luego
es un homeomorfismo entre S? \ {N} y C.

Consideramos entonces el plano complejo extendido, ¥ = C U{oo} (6 C, depen-
diendo de la literatura), que no es sino el plano complejo usual junto con un punto
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1.2. ESFERA DE RIEMANN. PROYECCION ESTEREOGRAFICA

Figura 1.2: Proyeccién estereografica.

anadido, el punto del infinito, cuyo sentido quedara claro al extender 7 a este nuevo
conjunto.

Abusando de la notacién, volvamos la proyeccion estereografica, anadiendo N y
el punto del infinito: 7 : S? — ¥, que se comporta de igual forma que antes pero
con el anadido de que 7(N) = oo.

Es entonces claro, a la vista de las expresiones anteriores, que 7 lleva los puntos
cercanos a N a puntos de modulo “grande'’. Este aserto quedard precisado en lo
sucesivo cuando analicemos las propiedades topoldgicas de este nuevo conjunto, X.

Aunque hemos construido ¥ como C junto a un punto, oo, puesto que tenemos
una biyeccién entre éste y S?, consideremos en ¥ la topologia dada por 7 (cuya
restriccion a S? \ {N} nos devuelve la topologia que ya conocemos de C). Es
inmediato entonces comprobar como son los abiertos de X.

Proposiciéon 1.1. Los abiertos de ¥ son o bien abiertos de C o bien de la forma
(C\ K)U{x}, donde K es un compacto de C.

Demostracion. Los abiertos de ¥ son los abiertos de S? via el homeomorfismo 7.
En primer lugar, puesto que S? es Haussdorf, S?\ {N} es un abierto de S? y por lo
tanto C es un abierto de X.

Si U es un abierto de S? tal que co ¢ U, w(U) es un abierto de 3 contenido en
C, luego es abierto en C.

Si suponemos ahora que U es un abierto de S? tal que oo € U, se tiene que S?\U
es un cerrado de S?, que por ser compacto, se tiene que S?\ U es compacto y ademés
oo & (S?\ U). Por lo tanto m(S?\ U) es un compacto contenido en C, que podemos
llamar K. Al tomar complementarios, que se respetan por el homeomorfismo, se
tiene que 7(U) = (¥ \ K) = (C\ K) U {0}, ya que K C C. O

Se tienen entonces dos resultados de forma completamente directa:
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CAPITULO 1. FUNCIONES MEROMORFAS EN LA ESFERA DE RIEMANN

Teorema 1.2. X es compacto.

Corolario 1.3. Para cada sucesion de elementos de X, existe una subsucesion
convergente.

1.3. Comportamiento de las funciones en oo

Para las funciones definidas en subconjuntos de ¥ que sean a su vez subconjuntos
de C, podemos hablar de funciones analiticas, meromorfas, polos, desarrollos de
Taylor, etc. El objetivo es poder hablar en estos términos también para funciones
definidas en oo y entender su comportamiento en un entorno de este punto tan
“singular".

Definiciéon 1.4. Sea la funcién J tal que
J:N =% J(z)=2"" 2€(C\{0}), J(0) = oo, J(o0) = 0.

Proposicion 1.5. J asi definida es continua. Es mas, es un homeomorfismo de X
en 2.

Demostracion. Para ver el efecto que tiene J sobre ¥, vayamos a S2. Consideremos
J=mnloJom: S? — S2 Se tiene que si tomamos un punto distinto de N,

P= (1'1,332,273) c S? \ {N},

T1 + 179
1—.1'3

r1 — i.’]ﬂ'g

, luego Jom(P) = Tz
xs3

m(xy, x9,23) =

Por tltimo, volviendo con 7!, se concluye que:

A

J(z1, 22, 3) = (1, —Xa, —T3),

es decir, se trata de una rotacion de la esfera de angulo 7 en torno al eje x;. Puesto
que J(0) = 00, J(o0) = 0, es inmediato comprobar que j(N) =9, j(S) = N, luego
la expresion anterior para J es valida para todos los puntos de S2.

Es claramente una aplicacién biyectiva, continua y de inversa continua de S? en
5?2, luego es un homeomorfismo. Puesto que J = 7o Jor!, J es homeomorfismo de
Y en X por ser composicion de homeomorfismos. En particular, J es continua. [

Definicién 1.6. Diremos que f : X — X es continua, analitica, meromorfa etc. en
oo si f o J cumple dicha propiedad en 0.

Hemos definido como trabajar y dar sentido a una funcion “evaluada en infinito",
algo que puede llevar a cierta confusion. Es conveniente senialar que oo es la imagen
de N por la proyeccion estereografica y no es un numero. Sin embargo, la intuicion
de infinito como algo de gran tamano, queda precisada en el siguiente sentido:
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1.3. COMPORTAMIENTO DE LAS FUNCIONES EN oo

Proposicién 1.7. Consideremos la funcién identidad f : ¥ — X, f(2) = 2. Se tiene
que lim; |, f(2) = o0.

Demostracion. im0 2 = ll’m|§|‘>0 z = limiﬁo z =1im, o J(z) = oo, donde se ha

hecho uso de la continuidad de J y de que w — 0 <= |w| — 0. O

Definicién 1.8. Definimos el abierto B(co,r), r > 0, que llamaremos, abusando
del lenguaje, bola abierta centrada en oo, como sigue:

1
B(oo,r) = {z € C tales que |z| > =} U {o0}.
T

Estas bolas abiertas centradas en oo constituyen una base de entornos de dicho
punto por lo que seran ttiles en lo que a definir conceptos de convergencia se refiere.
En realidad, lo tinico que se ha hecho es tomar la imagen de B(0, ) por J, que como
es un homeomorfismo transforma una base de entornos de 0 en una base de entornos
de oo.

Ahora, puesto que ya sabemos trabajar con funciones definidas en C, queremos
incluir oo en sus dominios de definiciéon. Para hacerlo de forma continua, basta que
exista el limite:

Corolario 1.9. Sea D entorno de oo, f: (D \ c0) — ¥ continua. Supongamos que
existe

lim f(z) = lim f o J(=) = lim f <1> .

Z—00 z—0 z

Entonces podemos definir f(oco) como dicho limite y se tiene que f : D — X es

continual.

La siguiente definicion formaliza los conjuntos en los que vamos a definir propie-
dades, y que es conveniente recordar para lo sucesivo.

Definicién 1.10. Decimos que R es una region de 3 si R es un subconjunto no
vacio, abierto y conexo (equivalentemente conexo por caminos).

Es en estas regiones donde vamos a poder extender demostrar ciertos resultados
que son conocidos para funciones definidas en C. Algunos de ellos necesitaran peque-
nas adaptaciones para extender sus propiedades a ..

Teorema 1.11 (de los ceros aislados). Sea f una funcién analitica en una region R.
Sea 7; = {2 € R tales que f(z) = 0}. Entonces 7}, su conjunto derivado, es abierto
y cerrado en R.

T Aqui nuevamente se abusa de la notacién, puesto que las dos funciones son esencialmente
distintas al tener dominios de definicién diferentes. Esta préctica, como ya se hizo con m, es de lo
mas habitual al anadir puntos al conjunto de definicién.
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CAPITULO 1. FUNCIONES MEROMORFAS EN LA ESFERA DE RIEMANN

Equivalentemente, sea {z,}5°, una sucesion de elementos de Ty, que converge a
un elemento z € R. Entonces f es idénticamente nula en R.

Demostracion. Que sea cerrado esta claro. Para ver que es abierto, distingamos dos
casos:

En primer lugar, si w € T]’c,w # 00, entonces f, por ser analitica, o bien es
constante luego idénticamente nula y al ser todo R donde se anula, 7} es trivialmente
abierto en R, o bien tiene un cero de orden k en w. En el caso no trivial,

f(2) = (z —w)'g(2),

donde g es una funcién analitica en un entorno de w y no se anula en w. Pero
entonces g no se anula en un entorno de w por ser continua y es absurdo que w € 7}.

Supongamos ahora que oo € 7. Puesto que estamos suponiendo que f es
analitica en un entorno de oo, se tiene que f (%) es analitica en un entorno de 0.

Basta ahora definir f = f (1) (con cierta precaucién en su dominio de definicién) y

retomar lo expuesto en el parrafo anterior para f vy w = 0. ]

Supongamos ahora que f es meromorfa en un punto w € ¥, con un polo de orden
k € Z* (es decir, (z —w)¥ f(z) es analitica en un entorno de w), entonces escribimos
f(w) = oo. Se tiene que los polos de f corresponden con los ceros de J o f. Hay
entonces ciertas propiedades que emergen de forma natural:

1. Si f es meromorfa en X entonces es continua. Precisamente hemos aniadido el
punto oo para que este tipo de expresiones tengan sentido y poder dotar de
continuidad a las funciones meromorfas.

2. Las funciones meromorfas forman un cuerpo, que es una extension de los
complejos, identificando w € C con la funcién constante f,,(z) = w,Vz € X.
Esto es, si f, g son meromorfas, f + g es meromorfa y si g # 0, entonces f/g
es meromorfa también.

Cabe destacar que las funciones constantes iguales a un valor complejo son
meromorfas, pero no lo es la funciéon f: ¥ — X, f(2) = oc.

Los desarrollos de Laurent son conocidos para funciones meromorfas en C, y
queremos extender estos conceptos a funciones definidas en Y. Si f es una funcion
analitica no constante tal que para w, € C, f(w) = ¢ € C, entonces existe un k € Z*
minimo tal que f*)(w) # 0y f admite un desarrollo en un entorno de w de la forma

f(z)=c+ ikan(z —w)",

con ai # 0. Llamamos a este valor minimo de k la multiplicidad de la solucién de
f(2) = ¢ en w. Anédlogamente, si f es meromorfa en w, con un polo de orden k,
decimos que f(w) = oo con multiplicidad k, y f admite un desarrollo de la forma:

f2) =3 balz—w)"

n=—~k
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1.4. FUNCIONES RACIONALES

en un entorno de w, con b_;, # 0. Llamamos .1, b,(z — w)" la parte principal de
fen w.

Si ahora consideramos que w = 0o, se tiene que f(oo) = ¢ con multiplicidad &
si, y s6lo si foJ(0) = ¢ admite un desarrollo en torno a 0 como el anterior, es decir,
fold(z) =32, a,z" en un entorno de 0, o como suele escribirse,

f) =3 an (-

n=k

n —k
) = Z a_pz"

“ n=-—oo
en un entorno de oco. Por ultimo, f puede poseer un polo de orden k en oo de tal
manera que

fold(z) = i b, 2"

n=—k

o equivalentemente f(z) = Zﬁ:—oo b_,z", y llamamos parte principal de f en oo a
Sk b2

Los siguientes dos resultados ponen de manifiesto que las funciones meromorfas
en Y vienen determinadas por los polos y las partes principales en dichos puntos
salvo constante aditiva o multiplicativa.

Proposicién 1.12. Sean f, g funciones meromorfas en ¥ con polos en los mismos
puntos y con las mismas partes principales en estos polos. Entonces f = g + ¢ para
algina constante ¢ € C.

Demostracion. Basta considerar la funcién h = f — g, que es analitica ya que las
partes principales en los polos de f, g son iguales y por lo tanto se anulan al tomar
su diferencia. Pero entonces h es analitica y h(X) es un compacto de C, luego es
acotado, y en virtud del teorema de Liouville se tiene que h es constante. O

La version multiplicativa es completamente andloga:

Proposiciéon 1.13. Sean f, g funciones meromorfas con ceros y polos del mismo
orden y en los mismos puntos de C. Entonces f = ¢g para algin ¢ € C\ {0}.

Demostracion. Consideremos en este caso la funcion h = f/g, que por tener fy g
ceros y polos del mismo orden en los mismos puntos, se tiene h es analitica y h(X)
es compacto de C luego es constante, igual que en la proposicion anterior. Ademas
h no es idénticamente nula por no serlo f. O]

1.4. Funciones racionales

En lo sucesivo vamos a poder demostrar que, en definitva, las funciones meromor-
fas definidas en X son de un solo tipo: cocientes de polinomios. Las propiedades
algebraicas de éstos nos ayudaran a demostrar ciertas propiedades en cuanto a la
multiplicidad de las soluciones que encontremos.
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CAPITULO 1. FUNCIONES MEROMORFAS EN LA ESFERA DE RIEMANN

Definicién 1.14. Decimos que f es una funcion racional si es de la forma p/q donde
P, q son polinomios de coeficientes complejos y ¢ # 0. Si z € C y ¢(z) # 0, se tiene
que f(z) € C.Siz =006 q(z) =0, se define el valor de f(z) como el limite en dicho
punto, cuya existencia en X estd garantizada. De esta manera f es una funcién de
dien 2.

Las funciones racionales forman un cuerpo que denotaremos por C(z). Como
ocurria con las funciones meromorfas, podemos identificar las funciones racionales
constantes con C y se tiene que la suma y el producto de cocientes de polinomios
estd bien definido, asi como la division siempre que el denominador sea distinto de
0.

Decimos que dos polinomios, p,q son coprimos si no existe un polinomio no
constante que los divida a ambos. Podemos entonces considerar que f = p/q esta
definido siempre como cociente de dos polinomios coprimos (basta cancelar los
factores comunes, que por la continuidad de estas funciones no reportara problema
alguno) y diremos que f es irreducible. De esta manera, en aquellos z € C tales que
q(z) = 0 se tendra que f(z) = oo.

El teorema fundamental del algebra nos asegura ademas que podemos encontrar
en C todas las raices de un polinomio con coeficientes en dicho cuerpo (en términos
algebraicos, C es algebraicamente cerrado). Podemos entonces escribir:

f(z) =clz —a1)™(z — )" (2 = B1) " (2 = Bs) ™™,

donde ¢ € C, «; es un cero de orden m; y 3; es un polo de orden n;. Puesto que
hemos elegido el cociente irreducible, no hay informacion redundante, en el sentido
de que no hay ningun cero ni ningin polo repetido, oy # «;, 3; # B; si i # j, y los
ceros y polos también son distintos.

En cuanto al comportamiento en oo, se tiene que existira un cero en caso de que
iy m; > Y7 i n;, de orden precisamente > ;_; m; —».;_; n;, habra un polo en caso
de que 327y m; < >7 4 n;, deorden > 7 ;n; — > ;m;, y tomara el valor ¢ cuando
se dé la igualdad.

El siguiente resultado, fundamental para el estudio de las funciones meromorfas
en X, nos da una equivalencia entre la condicién algebraica de funcion racional y la
condiciéon de meromorfia:

Lema 1.15. Una funcién meromorfa y no constante f : 3 — X alcanza cada valor
¢ € C una cantidad finita de veces, contando multiplicidades.

Demostracion. Dado ¢ € ¥ el conjunto {z € o} tales que f(z) = ¢ es cerrado por la
continuidad de f en dichos puntos. Luego es compacto y por ser también discreto,
ha de ser finito. Ademas la multiplicidad en cada uno de estos puntos es finita. [J

Teorema 1.16. Sea f : 3 — >. Se tiene que f es racional si, y sélo si, es meromorfa.

Demostracion. La discusion anterior sobre el comportamiento de f en oo evidencia
que si f es racional, entonces es meromorfa en .
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1.4. FUNCIONES RACIONALES

Reciprocamente, supongamos que f es meromorfa. Sean {f, ..., fs} sus polos en
C y {n,...,ns} sus respectivos érdenes. Se tiene entonces que:

S

9(z) = f(=) [I(= = B)™

i=1

es analitica en C y meromorfa en co. Entonces g admite un desarrollo de la forma:
g=ag+ a1z + a222 + ...,

que por ser meromorfa en oo se deduce que ha de ser un desarrollo finito. Por lo
tanto g es un polinomio y se tiene que f es racional. O

Puesto que se ha probado que las funciones meromorfas en ¥ son exactamente las
funciones racionales, veremos que los grados de los polinomios que aparezcan en la
representacion irreducible de dicha funcion meromorfa juegan un papel importante
en cuanto a la multiplicidad de las soluciones.

Definicién 1.17. Sea f una funcién meromorfa, f = p/q irreducible. Llamamos
grado (u orden) de f al maximo de los grados de p y ¢. Lo denotaremos por grad(f),
igual que para el grado de los polinomios. Notemos que una funcién racional es
constante si, y sélo si, su grado es 0.

Teorema 1.18. Sea f : ¥ — ¥ meromorfa de grado d > 0. Entonces f alcanza
cada valor ¢ € Y exactamente d veces, contando multiplicidades.

Demostracion. En primer lugar, denotemos grad(q) = d,, grad(p) = d,.

Supongamos ¢ = oo. Entonces ya sabemos que f lo alcanza en los ceros de ¢,
que en total tienen multiplicidad dg, y lo alcanza también en oo si d, > d,, con
multiplicidad d, — d,. Entonces:

1. Sid, > d,, entonces d = d, y f alcanza oo d, veces (contando multiplicidades)
en C y una vez con multiplicidad d, — d, en oo, luego d, — d, + d, = d, veces
en Y, que es precisamente d.

2. Sidy > dp, f so6lo alcanza oo en los ceros de ¢, precisamente d, veces, que es
d.

Supongamos ahora que ¢ # 0o, y consideremos la funcién racional

1 q
g: =
f—c p—cq

que tiene polos precisamente en los puntos en los que f alcanza c del orden correspon-
diente al orden del cero.

Se tiene que p — cq, q siguen siendo coprimos. Esto se debe a que si exisitera un
divisor comun, h, entonces p — c¢q = ah, ¢ = bh, de modo que p = (a + bc)h, luego
P, q no serian coprimos. Luego grad(f) = grad(g) y lo explicado anteriormente es
aplicable a g. Se sigue que f alcanza ¢ un total de d veces, contando multiplicidades.

m
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CAPITULO 1. FUNCIONES MEROMORFAS EN LA ESFERA DE RIEMANN

Corolario 1.19. Sea f : ¥ — ¥ meromorfa y no constante. Entonces f(C) es o
bien todo C o, a lo sumo, excluye un punto.

Corolario 1.20. Sea f : X — X racional de grado d > 0. Entonces f tiene una
cantidad finita de puntos multiples en X y #{f~!(c)} = d ,Vc € ¥ salvo para dichos
puntos, en los que 1 < #{f7!(c)} < d.

Demostracion. La primera parte es consecuencia de que la derivada de una funcion
racional es racional, y tiene por tanto una cantidad finita de ceros y de polos en X.
Puesto que los puntos miltiples son aquellos en los que se alcanza un cero de orden
mayor o igual a 2, o aquellos polos de orden también mayor o igual a 2, la primera
parte queda probada.

La segunda parte es consecuencia de que, puesto que sabemos que la cantidad de
puntos donde se alcanza un determinado valor ¢ € ¥ es finita y las multiplicidades
son finitas, se tiene que si {wy,ws,...,w,} son dichos puntos con multiplicidades
{1, ko, ... kp}, ki > 1, se cumple que Y7 k; = d. Entonces #{f~*(c) = p}, que es
menor que d siempre que haya algin k; > 2. O

Supongamos que tenemos una funciéon meromorfa en z € X. Definimos el orden
de f en z como sigue:

k si f posee un cero de orden k en z
v, =< —k sif posee un polo de orden k en z
0 en otro caso

Se tiene que para los valores z € C, el orden corresponde con el menor exponente
en su desarrollo de Laurent en dicho valor, mientras que para oo corresponde al
menor valor del desarrollo de f o .J en un entorno de 0. Puesto que sabemos que
cualquier polinomio con coeficientes complejos puede ser factorizado totalmente en
Clz], se tiene que f(2) = cIlec(z — w)"™.

Se tiene por ultimo que si f = p/q, entonces vy, = deg(q) — deg(p), de tal forma
qQUe Voo = — D_yec Vw O €quivalentemente >, cx 14, = 0. Esto es importante en tanto
que es una igualdad que se cumple en otras superficies compactas como el toro, del
que nos ocuparemos mas adelante.
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Capitulo 2

Funciones elipticas

Habiendo contemplado y estudiado las funciones meromorfas en la esfera es el
turno de otra superficie compacta de interés: el toro. Se vera que las funciones
doblemente periédicas en C son precisamente las funciones elipticas, y el espacio
cociente de C via esta doble periodicidad es precisamente el toro, de ahi su estrecha
relacion.

2.1. Funciones peridodicas y grupos topolégicos

Es natural pensar en funciones periédicas en el dominio real: sin(z), cos(z) son
los ejemplos mas naturales de funciones periddicas y ambas tienen periodo 27. En
realidad, a partir de ellas es sencillo construir otras funciones de periodo no nulo: a
saber, si a € R\ {0}, se tiene que sin(*2%) es una funcién periédica de perfodo a.

Nuestro interés es generalizar esta idea para el cuerpo complejo. El ejemplo mas
sencillo de funciéon compleja periddica es e*, de periodo 27i. La principal diferencia
es que, puesto que C tiene estructura de R-espacio vectorial de dimensién 2, vamos
a poder distinguir periodicidad en varias direcciones. Ademas, estos periodos llevan
incorporada de forma natural una estructura de grupo que nos permitira clasificarlos

en 3 categorias distintas.

Definicién 2.1. Sea f : C — C una funciéon. Decimos que w € C es un periodo de

fsi
f(z) = f(z+w) VzeC.

Decimos entonces que f es periddica si w # 0. Llamaremos {2y al conjunto de todos
los periodos de f.

El conjunto £y posee algunas propiedades evidentes: 0 € Q; y si {2y = C entonces
f ha de ser constante. Ademas, si 0y = {0}, f no es periddica.

Teorema 2.2. Sea f : C — C una funcién y Q el conjunto de sus periodos.
Entonces €25 es un subgrupo de (C, +).

Demostracion. Comprobemos que se cumplen todas las propiedades de grupo:

» 0€Qy, yaque f(2) = f(2+0).
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CAPITULO 2. FUNCIONES ELIPTICAS

» Sean wy,wy € . Entonces f(z +wy +wy) = f((z4+w1) +ws) = f(z+w) =
f(2). Luego Qy es cerrado para la suma.

» Sea w € Qy. Entonces f(z —w) = f((z —w) +w) = f(z —w+w) = f(2).
Luego —w € (2.

]

En lo suesivo, vamos a trabajar con el grupo € y con el grupo cociente (C, +)/Qy
y el espacio que la relaciéon de equivalencia médulo 2y genera: el toro. Por ello, es
conveniente desarrollar un poco mas algunos resultados que combinan esta estructura
de grupo con la estructura topologica presente. Estos grupos se conocen como grupos
topologicos.

Definicién 2.3. Sea GG un grupo y e su elemento neutro. Decimos que G es un
grupo topoldgico si las aplicaciones de producto e inverso son continuas, es decir:

» p: G XG— G,p(x,y) =zy, p continua.
» i: G — G,i(x) =27, i continua.

Esta definicién implica directamente que la aplicacién 7 es un homeomorfismo
por ser i? la identidad en G. Es més, fijado un punto y, podemos definir

p‘; G =G, pZ(x) = xy.

Tanto esta aplicaciéon producto por y, y por la derecha como p;(x) = yx por la
izquierda son homeomorfismos. Esto nos permite concluir que en un grupo topolégico,
todos los puntos son topologicamente equivalentes a cualquier otro. Cada entorno
abierto de cada punto es homeomorfo a un entorno abierto del elemento neutro de
G. En resumidas cuentas, podemos remitirnos a los entornos de e e intentar explotar
las propiedades que el elemento neutro posee.

Dado un grupo G, definimos entonces @ como el conjunto de todos los abiertos
que contienen a e. De esta manera, si x € G, {p,(U),U € O} es el conjunto de todos
los abiertos que contienen a z. Ademas, O posee otras buenas propiedades:

» SiU,V €O, entonces UV € O, entendiendo que UV = {u-v,u € Ujv € V}.

» Si U € O, entonces U™! = {u™', u € U} pertenece a Q. Ademads, si U = U™,
decimos que U es simétrico.

Estos conjuntos abiertos son interesantes porque permiten estudiar topologica-
mente el grupo topologico fijandonos solamente en lo que ocurre en torno al elemento
neutro. De entre estos conjuntos, son especialmente interesantes los simétricos.
El siguiente resultado da cuenta de cémo podemos ”leer” los abiertos del grupo
topoldgico en términos de estos abiertos simétricos de O:

Definicién 2.4. Decimos que A C C es un subespacio discreto si Vz € A existe
un abierto U, de C tal que AN U, = {z}. Decimos que A es aislado si su conjunto
derivado, (el dado por los puntos de acumulacién) A" = ().

16 UNIVERSIDAD DE VALLADOLID m



2.1. FUNCIONES PERIODICAS Y GRUPOS TOPOLOGICOS

Teorema 2.5. Sea A C C. A es aislado si, y sélo si, es discreto y cerrado.

Demostracion. Supongamos que A’ = (). Sea € A. Para cada U abierto, z € U,
UNA # (. Puesto que x ¢ A’, existe un abierto V, x € V tal que VN A C {z}.
Puesto que la interseccion es no vacia, © € A luego es cerrado. Que sea discreto es
inmediato.

Reciprocamente supongamos A es discreto y cerrado. Sea © € A’. Por lo tanto
para cada U abierto que contenga a x, (U N A)\ {x} es no vacio. Por ser A cerrado,
x € Ay por ser discreto, existe V abierto que contiene a x tal que VN A = {x} en
contra de que x € A’.

]

Este concepto de subespacio topolédgico discreto es importante porque los grupos
de periodos de funciones meromorfas no constantes son discretos. Ademas,por la
propiedad de los ceros aislados para funciones meromorfas no constantes, veremos
que £y es hecho un subespacio aislado.

Lema 2.6. Sea U € Q. Entonces existe un V' € O simétrico tal que VV C U.

Demostracién. De la definicién de grupo topolégico, se sigue que p~1(U) es abierto
en G x Gy (ee) € p }(U). Esto implica que existen dos abiertos, Wy, Ws, entornos
de e tales que

Wl X W2 C p_l(U), W1W2 cU.

Llamando W = W;NW, y tomando V = WNW ™!, se tiene que V' € O, es simétrico
y VV C U. Es claramente no vacio porque e € V. O

Teorema 2.7. Sea G un grupo topologico de Hausdorff y H un subgrupo de G.
Supongamos ademas que H es discreto como subespacio del espacio G. Entonces H
es cerrado. Por lo tanto, la interseccion de H con conjuntos compactos es finita.

Demostracion. Por ser H subgrupo, e € H. Existe U abierto tal que U N H = {e}.
Existe ademas V entorno de e, simétrico y tal que VV C U. Sea z € H. Veamos que
p.(V) N H es unipuntual.

Si hubiera dos elementos en esa interseccion, hy, hs, verificarian:

h1 = 2V, hg = 2Vy = hl_lhg =

donde vi,v5 y v = vflvg pertenecen a V. Pero H NV = {e} luego h; = hy. Por
ser G de Hausdorff, podemos tomar un entorno W de z disjunto con h. Entonces
W N p.(V) es abierto, contiene a z y puesto que la interseccion de ese entorno con
H es no vacfa (2 € H) se concluye que z € H luego H es cerrado.

Ademéds {p,(V)}ren es una familia de abiertos disjuntos que recubre H. La
interseccion con un compacto es compacta y necesariamente es finita.

[]

Corolario 2.8. Sea f : C — C una funcién meromorfa y s el conjunto de sus
periodos. Entonces (2 es un subespacio aislado de C si, y sélo si, f es no constante.

Corolario 2.9. En un grupo topolégico compacto, cualquier subgrupo discreto es
finito.
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CAPITULO 2. FUNCIONES ELIPTICAS

En definitiva, tenemos que el grupo asociado a los periodos de una funcién f
meromorfa y no constante es un subgrupo discreto y cerrado de C. Esto nos va a
permitir clasificar todas las posibilidades para €;:

Teorema 2.10. Sea GG un subgrupo discreto de (C,+). Entonces G es isomorfo a
alguno de los siguientes grupos:

1. {0}.
2. Z, es decir, existe w € C\ {0} tal que G = {nw,n € Z}.

3. Z X Z, es decir, existen wy,wy € C\ {0} y linealmente independientes! sobre
R tales que G = {nw; + mws,n,m € Z}.

Demostracion. El resultado contempla la posibilidad de que G sea el grupo trivial.
Supongamos entonces que existe un w € G\ {0}. Nuestro primer paso serd demostrar
que existe un elemento de G \ {0} de médulo minimo. Llamaremos G’ := G \ {0} a
fin de agilizar la notacion.

La bola B(0, |w|) es compacta y por lo tanto la interseccién con G’ es finita y no
vacia. Podemos entonces tomar un elemento de médulo minimo: wy. Hay que tener
presente que esta eleccion no es tnica ya que al menos —w, también es un candidato
valido.

Consideramos a continuacion L = {uwy, u € R}, la recta generada por wy. Esta
claro que {nwy,n € Z} es un grupo contenido en L y en G. Existen entonces dos
posibilidades:

1. G C L, en cuyo caso G = {nwy,n € Z}. Esto se sigue de que si existiera un
w € G,w ¢ {nwo,n € Z}, existe un n tal que w = Mwy, y | —n| < 1, luego
w — nwg perteneceria a G’ pero

lw — nwy| = | Awy — nw| < ;|w0|,
yendo en contra de la minimalidad de su médulo.
2. Si G ¢ L tomamos w € G\ L y razonamos ahora con
(B0, [w))nG)\ L

que es finito y no vacio. Podemos seleccionar un nuevo w; de médulo minimo,
que necesariamente es linealmente independiente de wy ya que hemos eliminado
precisamente L. En este caso, veamos que necesariamente

G = {nwy + mwy,n,m € Z}.

Nuevamente, supongamos que existe un w € G, w ¢ {nwy + mwy,n,m € Z}.
De la independencia lineal de wy, wq, sabemos que w = awgy + Pwy, o, f € R.
Podemos entonces tomar los valores n, m tales que

La condicién de independencia lineal sobre R puede expresarse como sigue: wi,ws son
linealmente independientes sobre R si, y sélo si, son no nulos y % ¢ R.

18 UNIVERSIDAD DE VALLADOLID m



2.2. RETICULOS Y REGIONES FUNDAMENTALES: EL TORO

1
o=l <5y |8 —ml <

Se tiene que w — nwy — mw,; que pertenece a G’, pero

1 1
|lw — nwy — mw;| = |awy + fwy — nwy — mw; | < §|w0| + §|w1|,

donde el menor estricto se sigue de la independencia lineal. Por tultimo, por
la seleccién de wy, wy se cumple que |wg| < |wy| y podemos acotar finalmente
|w —nwy—muw;| < |wi|, llegando a una contradiccién como en el caso anterior.

Los isomorfismos con Z, Z x Z respectivamente son los dados por los conjuntos
{nwo,n € Z} y {nwy + mwy,n,m € Z}. O

Hemos por tanto clasificado todos los posibles grupos asociados a la periodicidad
de las funciones meromorfas. Esto a su vez nos va a permitir clasificar a dichas
funciones:

Definicién 2.11. Sea f : C — ¥ una funcién meromorfa. Diremos que f es no
periddica si 2y es el grupo trivial, que f es simplemente periddica si €1y es isomorfo
a Zy que f es doblemente periddica o eliptica si {0y es isomorfo a Z x Z. En este
ultimo caso diremos que {2y es un reticulo, y cualquier par de wp, w; € C tales que
Qf = {nwy + mwy,n,m € Z} diremos que forman una base de {2y.

Estos resultados seran tutiles y de interés para las secciones siguientes, en las que
los subgrupos de C son esenciales.

2.2. Reticulos y regiones fundamentales: El toro

Habiendo hecho un breve estudio de las regiones en donde es natural restringir
los dominios de funciones simplemente periddicas, las bandas verticales, centramos
ahora nuestra atencion en las regiones para las funciones elipticas.

Hemos definido reticulo como el conjunto €2; para funciones elipticas, es decir,
cuando €y ~ Z x Z. Queremos entonces estudiar a qué subconjuntos de C podemos
restringirnos a la hora de estudiar estas funciones. A diferencia de lo que pasaba
con las funciones simplemente periddicas, cuyas bandas eran esencialmente todas
iguales, podemos encontrar distintos tipos de regiones donde esta identificacion sea
posible. Antes de eso, debemos estudiar las bases de estos reticulos.

Dada una funcién eliptica y una base de su reticulo, {wy,ws}, es claro que
{w1, w1 + ws} también es una base. Esto se deduce de que para cada z € Qy,
si z admite una expresién de la forma z = nw; + mwsy, entonces también puede
escribirse como z = (n — m)w; + m(w; + wy). En general, si s1, sy es otra base de
(1¢, debe existir una transformacién de la forma:

$1 = awp + bw,

So = CWi + CWo
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CAPITULO 2. FUNCIONES ELIPTICAS

Ademas, a, b, ¢, d han de ser enteros. El siguiente teorema muestra cuales son los
posibles cambios de base:

Teorema 2.12. Con la notacion anterior, {s1, so} definen una nueva base de Q; si,
y s6lo si, ad — bc = £1.

Demostracion. Es conveniente escribir esta transformacion matricialmente:

()= 6 o) () - ()
M= (g g).

Ahora bien, si el det(M) = +1, entonces la transformacién es invertible y

()= (0) () == )6

Por lo tanto ambos conjuntos se pueden expresar como combinaciones lineales con
coeficientes en Z de elementos del otro conjunto, luego son iguales.
Reciprocamente, supongamos que dada la transformacion

(o) =2 ()

define efectivamente una nueva base. Entonces, ha de existir otra transformacion
que podemos resumir matricialmente en N tal que

(o) = ()

Pero entonces se deduce que NM = M N e iguales a la matriz identidad.
De aqui se deduce que el determinante de estas matrices ha de ser una unidad
de Z, que sélo son +1, luego ad — bc = +1.

donde, claro,

]

Estudiadas las bases para el reticulo, definimos a continuaciéon una relacion que
nos permitira identificar C via el cociente por el subgrupo €.

Definicién 2.13. Dados z1, 2o € C, diremos que son congruentes si z; — 25 € ). La
relacion de congruencia es de equivalencia. Escribiremos las clases indistintamente
por [z] 6 z+ 2. Diremos que dos elementos congruentes estdn en la misma érbita de
Q) vy las dérbitas son por tanto iguales que las clases z + (2.

Dada la relacion de equivalencia definida, se define a continuaciéon un tipo de
subconjuntos de C en los que vamos a tener toda la informacién resumida, poseyendo
un unico elemento de cada clase salvo en el borde:

Definicién 2.14. Decimos que un subconjunto P de C es una regién fundamental
si:
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2.2. RETICULOS Y REGIONES FUNDAMENTALES: EL TORO

» Es cerrado y conexo.
» Para cada clase de C/( existe algun representante en P.

» En el interior de P los puntos pertenecen a clases disjuntas.?
Proposicién 2.15.

Son especialmente interesantes las regiones fundamentales que geométricamente
son poligonos. La mas inmediata resulta ser la definida por el paralelogramo que se
forma con una base de ).

Las condiciones anteriores fuerzan a que la accion de €2 sobre C natural que
respeta las clases, dada por {t,(z) = z + w,w € Q} recubra el plano al aplicarse
sobre P recorriendo todo 2, de forma disjunta salvo por los bordes, que se solapan.
Esta forma de recubrir el plano se conoce como teselacion.

Otra manera de construir regiones fundamentales consiste en seccionar partes
del borde junto con parte del interior de la region fundamental y "pegarlo” por el
lado equivalente del borde.

S+i
=== 144
‘(?—&
1] SR P . 1
Figura 2.1: Teselacion Figura 2.2: Paralelogramo
de C. fundamental modificado.

Otro ejemplo de regiones fundamentales son las regiones de Dirichlet, que dan
lugar a poligonos. Estas regiones se caracterizan por ser las que se definen en torno
al origen, minimizando la distancia al 0:

Definicién 2.16. Llamamos region de Dirichlet asociada al reticulo €2 a
D(Q) = {z € C tales que |z| < |z —w| Yw € Q}.
Proposicién 2.17. D(Q2) es un poligono fundamental.

Demostracion. En primer lugar veamos que es convexo y cerrado. Eso es fruto de ser
interseccion de conjuntos convexos y cerrados. En efecto, para w = 0,|z| < |z — 0]
trivialmente. Para cualquier otro valor de 2\ {0} la desigualdad define un semiplano
cerrado, que es convexo y cerrado. Las intersecciones definen por tanto un conjunto
convexo y cerrado.

Para ver que es un poligono, falta ver que estamos considerando una cantidad
finita de semiplanos. La desigualdad planteada es equivalente a lo siguiente:

1
12| < |z —w| <= (z,w) < g\w\z,

2Esto no quiere decir que haya un tnico elemento de cada clase en el interior de P, es menos
restrictivo: indica que las clases que aparezcan en el interior lo hagan una tnica vez.
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donde ( , ) denota el producto escalar de los vectores z,w € R2.
Esto ocurre siempre si |z| < |w|/2 para todo w € €', que define un entorno de
0 por tener ' cota inferior positiva. Fijada una base wy, ws, cada w = nw; + mws
verifica
w|* = [n|*lwr[* + [na|*Jwa]® 4 2mn(w:, w).

Puesto que wy, ws no estan alineados, existe ov < 1 tal que |(wy, we)| < afwy]||wsl.
Entonces
wl* > (1 = a)(n*[w]” + m®ws]?).

Ademas |(z,w)| < |z|(|n||w1] + |m||ws]) luego si

1 — an?lw|* + m?jws|?

2 < S Tl = [l

la desigualdad que define el semiplano se cumple. Podemos afinar mas, ya que
(InlJwi] + |m||wa])? < 2(n?|wy|* + m?|we]?) luego tomando 2 tal que

l—«

2] < (Inlfw:| + |m]|ws])

se verifica la desigualdad. Pero si esto se cumple para ng, my entonces se verifica
también para cada pareja m,n tal que |m| > |myl|, |ng| > |n| por lo que basta que
se cumpla para una cantidad finita de puntos del reticulo.

Consideremos ahora un z € C y sea zp el elemento de médulo minimo en la
6rbita de z. Entonces |zg| < |29 — w| para cualquier w € Q y por lo tanto zg € D(Q).
Luego existe al menos un representante de cada clase en D(£2). De hecho, si se da la
igualdad, entonces o bien 2y pertenece al borde de D(€2) y —z también pertenece a
D(2), o bien no pertenece ninguno.

Ademas, si consideramos un punto del interior, los que aparecen con la desigualdad
estricta, no puede haber otro relacionado con él y por lo tanto es el inico representante
de su clase.

Por lo tanto es cerrado, convexo y cumple las condiciones sobre los representantes
de las clases y se tiene que D(f2) es una regién fundamental. Por la construccion, es
un poligono fundamental. O

)i ] @2 |01+,

Figura 2.3: Ejemplo de region de Dirichlet.

A continuacién y tras haber visto algunos ejemplos de regiones fundamentales y
cémo construirlas, veamos otro resultado importante sobre las regiones fundamentales,
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2.2. RETICULOS Y REGIONES FUNDAMENTALES: EL TORO

sobre el drea que encierran. Denotaremos por p(A) al area de un subconjunto A de
C.

El resultado es verdadero para una amplia variedad de regiones fundamentales
que se comporten razonablemente bien. Por simplicidad, se incluye la demostracion
solo para poligonos:

Proposiciéon 2.18. Sean P, P, dos poligonos fundamentales para 2. Entonces
wu(Py) = p(Py), donde p denota la medida de Lebesgue.

Demostracion. Lo primero que debemos notar es que para cada w € €, si denotamos
por t,(z) = z + w, entonces t,, es una isometria biyectiva. Por lo tanto dada una
teselacién, todas las "teselas” son necesariamente de igual medida.

Denotemos por Aq, Ay a los interiores de Py, P, respectivamente. Es claro, dado
que estamos trabajando con poligonos, que pu(P;) = u(A;).
Entonces UyeqPy N t,(Az) C Py puesto que As es el interior de una regién
fundamental, se tiene que los conjuntos P, N t,(As) son disjuntos. Luego, dadas
las contenciones:

p(Pr) > > p(PrNty(Az)).
wed

Puesto que t,, es una isometria para cada w € €2, podemos aplicar ¢_,, y obtener
t_w(P) N Ay. Ademads, puesto que se recorren todos los elementos de €2,

p(Pr) > Y p(tw(Pr) N Ag).

we
Hemos por tanto llevado las transformaciones via t,, a la regiéon P;, que por ser
regién fundamental cumple que Uyeqty,(Pr) = C, luego Uyeq(te(Pr) N As) = Ay, Se
tiene finalmente que u(Py) > Y cq i(tw(Pr) N Ag) > p(A2) = p(P,). Sin méas que
invertir los papeles de P;, P, se obtiene el resultado buscado. O

Habiendo estudiado ya algunas propiedades de estas regiones fundamentales y
haciendo especial énfasis en los poligonos, podemos estudiar el dominio natural para
las funciones elipticas: el toro.

Sabemos que si una funcién es doblemente periédica y conocemos su reticulo €2,
entonces es suficiente conocer el comportamiento de dicha funcién en el paralelogramo
dado por los extremos 0, w;, we, w; + we, donde wq, wy son los de médulo minimo
que se definieron apropiadamente en 2.10. En los bordes de esta region fundamental
han de tenerse en cuenta ademas las condiciones de periodicidad que definen ademas
una orientacion determinada asi como la equivalencia de los 4 vértices. El cociente
en este paralelogramo consistente en identificar los bordes como se ha indicado es el
toro, T.

Teorema 2.19. T es homeomorfo a C/Q, donde en C/S2 se considera la topologia
de subespacio heredada de C.

Demostracion. Denotemos por ¢ : C — C/€Q la aplicacién de paso al cociente y sea
P el paralelogramo fundamental dado por 0, wy, ws, w; 4+ wo. Identifiquemos T con
el cociente en este paralelogramo, via el homeomorfismo evidente con el cuadrado
unidad sobre el que se suele definir T. Notemos que T lo estamos viendo como un
espacio cociente.
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T por tanto es compacto y también lo es C/€2 porque C/Q = ¢(P). Basta por lo
tanto que exista una aplicacion biyectiva y continua entre ellos. Consideremos

d:C/QA—T, &) =72".

Esta bien definida pues la relacion de equivalencia en P con que identificamos T es
la restriccion de la relacion médulo €2 en C a P. Es por tanto sobreyectiva. Ademas
es inyectiva porque si [z] # [w] entonces tienen representantes distintos en Py por
lo tanto 2' # wT.

O

Y.

all Aa

El /

Figura 2.4: Construccién habitual de T desde el cuadrado unidad.

2.3. Propiedades de las funciones elipticas

Tras lo comentado en el apartado anterior, podemos entender las funciones
elipticas no sélo como funciones meromorfas de ¥ en ¥ equipadas con la condicion
de periodicidad que las define, sino directamente como funciones de T en Y. La
compacidad del toro nos permitird recuperar ciertos resultados sobre funciones
meromorfas en la esfera.

Definicién 2.20. Llamaremos F(£2) al cuerpo de las funciones elipticas con reticulo
). Este cuerpo es una extensiéon natural de C que se puede identificar con las
funciones elipticas constantes.

El siguiente teorema nos ofrece una informaciéon similar a la que se probd para
funciones meromorfas en la esfera sobre funciones elipticas. En definitiva, nos indica
que hay ciertas condiciones que determinan las funciones elipticas.

Teorema 2.21. Sean f,g funciones elipticas con respecto del mismo reticulo €.
Entonces, se verifica:

= Si tienen los mismos polos y las mismas partes principales en torno a dichos
polos entonces f(z) = g(z) +¢,c € C.

= Si tienen polos y ceros del mismo orden en los mismos puntos respectivamente
entonces f = cg,c € C.

Demostracion. Basta darse cuenta de que f — g, f/g son elipticas y por las hipdtesis
en cada caso son analiticas luego son constantes. En el segundo apartado ha de
notarse que por hipotesis, si g fuera idénticamente nula también lo seria f y el
enunciado se cumpliria trivialmente. O
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Consideremos entonces f una funcién eliptica con respecto de un reticulo €2 y
sea ¢ € ¥. Sabemos que las soluciones de f(z) = ¢ son aisladas y que cada solucién
tiene la misma multiplicidad, finita. En este sentido sélo estamos fijandonos en el
caracter meromorfo de f. Ahora, dado P un paralelogramo fundamental para f,
por ser compacto ha de tener una cantidad finita de estas soluciones y al menos un
representante de cada una de las soluciones. Queremos ademés que estas soluciones
estén en el interior de un poligono para poder recorrer el borde, que llamaremos
0P, y que sea un camino sin polos ni ceros. Esto viene garantizado por el siguiente
resultado:

Lema 2.22. Sean [ay], [as), ..., [aw], [B1], [B2], -, [Bs] respectivamente las clases de
ceros y polos de una funcién eliptica f. Entonces existe un poligono que contiene un
representante de cada clase en su interior y por lo tanto ninguno en la frontera.

Demostracion. Consideremos el poligono fundamental dado por los vértices 0, wyg, wy,
wo + wy. Por ser poligono, contiene al menos a un representante de cada clase.
Tomemos un tnico representante de cada clase y excluyamos aquellos que estan en
el borde. Los puntos restantes en el interior definen un conjunto compacto, por ser
finito, y por lo tanto existe un punto de éstos que minimiza la distancia al borde.
Sea esta distancia € > 0 ya que hemos excluido los puntos del borde precisamente.

Entonces el poligono
€ Wy +w
P+ Rt ULt
2 |wg + w1 |
contiene a todos los anteriores y a un unico representante de cada uno de los que
estaban en el borde. O

Trasladando P a P+t para algun t € C podemos suponer que no hay soluciones
en el borde de P, que denotaremos por dP. Por lo tanto todas las soluciones
estan en el interior de P. Denotemos por zi, 29, ..., 2, a dichas soluciones y por
ki, ks, ..., k, sus multiplicidades. Puesto que hemos llevado las soluciones al interior
del paralelogramo, no hay ninguna "repetida”, en el sentido de que [z;] # [z;] si ¢ # j.
Si Yr, ki =m, diremos que f(z) = ¢ tiene m soluciones, contando multiplicidades.
Definimos asimismo el orden de f como el nimero de soluciones de f(z) = oo.
Esta eleccion de polos y multiplicidades, paralelogramo fundamental y la notacion
empleada serdn comunes en lo sucesivo, salvo que se indique lo contrario.

Teorema 2.23. Sea f una funcion eliptica y m su orden. Entonces f es constante
si, y s6lo si, m = 0.

Demostracion. Si f es eliptica es meromorfa y si ademéas es constante entonces no
tiene polos y m = 0. Reciprocamente, supongamos que f no tiene polos. Se tiene que
f(C) = f(P), pero P es compacto luego su imagen es un compacto de X, pero al no
tener polos ese compacto esta contenido en C luego f es acotada y por el teorema
de Liouville es constante. ]

Corolario 2.24. Una funcion eliptica y analitica es constante.
Podemos incluso dar condiciones sobre los residuos de funciones elipticas:

Teorema 2.25. La suma de los residuos de f en P es 0.

HECTOR ZALAMA ALONSO 25



CAPITULO 2. FUNCIONES ELIPTICAS

Demostracion. Hemos elegido P de forma adecuada para poder asegurar que f es
meromorfa en P pero analitica en un entorno de P. Se tiene entonces que [yp f(2)dz
es la suma de los residuos de f en los polos que haya en P. Pero basta darse cuenta
de que los lados opuestos de P recorren puntos equivalentes con orientacion opuesta
y por lo tanto la integral vale 0. O]

Corolario 2.26. No hay funciones elipticas con orden igual a 1.

Demostracion. Si hay un tnico polo de orden 1 la suma de los residuos no puede
anularse por tener un so6lo sumando no nulo, pero la integral de linea ha de valer 0
y se llega a una contradiccion. O

Los resultados anteriores nos alejan la posibilidad de construir funciones elipticas
"sencillas”. Es de hecho un problema construir funciones elipticas puesto que las
exigencias son elevadas. A continuacion se incluyen resultados sobre la multiplicidad
de las soluciones y el orden de una funcién eliptica, similares a los que se probaron
para funciones meromorfas en el primer capitulo.

Teorema 2.27. Sea f una funcién eliptica con orden m > 0. Entonces alcanza cada
c € X exactamente m veces contando multiplicidades.

Demostracion. Si tomamos ¢ = oo entonces el aserto es cierto puesto que es la
definicion de orden de f. Por lo tanto, supongamos ¢ € C.

En un paralelogramo la cantidad de polos de f es finita y la cantidad de puntos
tales que f = ¢ también. Podemos entonces desplazar P para suponer que f — ¢
es analitica y no nula en 0P luego f'/(f — ¢) es también analitica en OP. Se tiene
ademés que por ser f eliptica, lo son 'y f'/(f — ¢). Podemos entonces aplicar el
teorema A.1 y concluir que

/(9}3(]:)(”2_)6@:0.

Basta ahora atender a que f'/(f — ¢) tiene polos alli donde f — ¢ tiene polos
o ceros. Sabemos que con esta construccién el cociente tiene de hecho un residuo
de valor k alli donde tuviera un cero de ese orden y tiene un residuo de —k donde
tuviera un polo de ese orden. Puesto que la suma ha de ser 0, el cociente tiene m
ceros contando multiplicidades. O

Lema 2.28. Sea f una funcién meromorfa. Sea u una funciéon analitica y sea v un
camino cerrado y simple en C tal que f es analitica en 7. Sean Z,, P, respectivamente
las clases de ceros y polos de f contenidos en el dominio que tiene por borde la imagen
de 7. Si denotamos por m, el orden de un z € Z, y por n,, el orden de un polo de
un w € P, entonces

et D= Y mals) - 3 ntw).

2 f(2) z€Z, weP,

Demostracion. Lo que aparece en la integral es una funciéon meromorfa y analitica
en 0 P. Estudiemos los residuos de esa funcion.
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Puesto que u es analitica, sélo habra polos en los puntos en los que los presente
f'/f. Estos puntos son los polos y los ceros de f. Si z es un cero de orden m > 1
entonces f(z) = g(z)(z — 29)™ en un entorno de 2z, con g analitica y no nula en un
entorno de zy. Por lo tanto

G _ ) m
O BB I B

Por ser u, g analiticas g distinta de 0 en un entorno de zj, el primer sumando no
presenta residuo en z, mientras que el segundo presenta un residuo igual a mu(z).

Razonando de forma andloga con un polo wy de orden n > 1, se obtiene un
residuo igual a —nu(wp). Reuniendo todos estos puntos se deduce el resultado. [

Teorema 2.29 (de congruencia de drdenes de ceros y polos). Sean [aq], ..., [as),
(1], ..., [Bt] respectivamente las clases de los ceros y los polos de una funcién eliptica
f, de ordenes nq, ..., ng, my, ..., my. Entonces > ;= no; ~ Z;j m;[3; mod 2.

Demostracion. Podemos aplicar el resultado anterior a u(z) = z en un poligono
adecuado. Este poligono encerrara unos representantes de los polos y ceros aq, ..., au,,
B, ..., Bs. Por otro lado, utilizando las propiedades de periodicidad de f se obtiene
que la integral se anula, luego >/=) m;3; — 3215 n;a; = 0y, cambiando a; 6 B por
cualquier otro representante, se obtiene que Y:=% n;[ay] ~ =k my[Bi]

O

2.4. La ecuacion de gp(z)

Se ha mostrado que no es sencillo construir funciones elipticas no constantes. De
hecho, se ha probado que cualquier funcién eliptica ha de tener orden al menos 2.
Siguiendo tal vez esta idea, Karl Weierstrass encontré una funcion eliptica particular
para cada reticulo €2, de orden 2 y con la que sera posible construir todas las demas.

Para esta seccion sera necesario también disponer de herramientas sobre la
convergencia de series. Algunos de los resultados necesarios, por generales sobre
la convergencia de series de funciones, se incluyen en el Apéndice A. El problema
de ordenar los elementos de €2 se aborda a continuacion.

Consideremos una base B = {wy,wy} de . Notemos ademés que por ser € ~
7, x 7. se tiene que ) es numerable. Aunque poco intuitivo, se procede como sigue:
wo = 0. Ahora, consideramos los puntos de "una capa exterior”, es decir, aquellos que
pueden escribirse como nw; + mwy,n,m € Z, maz(|n|,|m|) = 1, es decir aquellos
que se pueden escribir como combinacion de enteros de médulo 1 como mucho y
ambos no nulos. La siguiente "capa” serd aquella en la que mazx(|n|,|m|) =2 y en
general, para k > 1, C;, = {nw; + mwy,n,m € Z,max(|n|,|m|) = k}. Cada una de
estas capas tiene una cantidad finita de elementos de €2 por ser compacta. De hecho,
puesto que todos los puntos de la capa C; pueden expandirse hacia la siguiente Cr 1
sin mas que tomar n+ 1 en los puntos (n,m)g,n =k 6 n—1si n = —k, y lo mismo
para m, se tiene que los puntos que no eran esquinas® se expanden hacia uno sélo y
las esquinas se expanden hacia dos posibles, luego se afiaden 4 puntos. La inclusion

3Las esquinas son los puntos (n,m) € Cj, tales que |n| = |m| =k . Es claro viendo la figura.
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de las nuevas esquinas incluye otros 4 puntos y en total #C..; = #Ci + 8, dando
lugar a la secuencia 8, 16,24, ... que empezaria en 1 si tomamos Cy = {0}. Luego
#Cp, = 8k, k > 0.

Hemos ordenado por tanto el conjunto de las capas y ahora, en cada una,
podemos ordenar los puntos recorriendo el siguiente orden, desde la esquina (n,m) =
(k,k):

wk,l = (k?, k?)g, wm = (k’, ]C — 1)[5, wkgk = (k‘, —k + 1)3
wk72k+1 = (IC, —k‘)g wk,gk_,_g = (/{7 — 1, —k‘) wk,4k = (—k’ + 1, —]{3)3
Wk 4k4+1 = (—k, _k)B W 4k42 = (—k, —k+ 1)3 Wy 6k = (—]f, k — 1)3
wk’6k+1 = (—k’, k’)[g wk76k+2 = (—k + 1, k)g wmk = (k’ — 1, k)lg

Esto define un orden para los elementos de €.

Figura 2.5: Representacion de C}, para k = 0,1, 2, 3.

Definicién 2.30. Sea Q un reticulo, Q' = Q\{0}. Definimos la funcién de Weierstrass

KJQ(Z)=+Z(Z_1%U)2—1

5
weY w

Proposicién 2.31. Sea p la funcién de Weierstrass asociada al reticulo €2. Entonces,
se verifican:

1. p esta bien definido para z € C\ €2, converge en los compactos contenidos en
C\ Q y presenta polos de orden 2 en los puntos de Q0 y ¢/(z) los presenta en
los mismos puntos y de orden 3.

2. pespary ¢(z) es impar.

3. p, ¢'(2) son elipticas y su reticulo es precisamente (.
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Demostracion. 1. Sea z un elemento de un compacto K contenido en C \ €. Sean
M = maz{|z|,z € K}, m = min{|z|,z € K} # 0. Basta advertir que

1 1 2(2wpg — 2)
Cow? wd uk G-t
y cada fnr es meromorfa. Suponiendo |w;| > |wq|, se tiene que n|ws| < |wpk| <
2n|w,|. Ademds, existe un ng tal que C, N K = 0, n > ng luego, para n > ng:

Anf2]|wi| + |2

n?|ws]?(nfwe| — [2])?’

[ frk(2)] <

de donde

o0

S S < 3 8n

n=ng k=1 n=ng

4n|z|jwy| + |2]? > 32nM |w;| + 8M?

<

n?|w*(njws| = |2))* — 5,

nfws|*(njws| —m)?

o0 —S8

que converge por ser esencialmente una serie de Riemann de la forma >277 'n
5 =2.

1. es entonces consecuencia de la convergencia de la serie anterior. Existe una
unica clase de polos de p que son de orden 2 y éstos son a su vez polos de orden 3
de g'. Se tiene ademés que ¢'(z) = =23 ,cqlz — w) 3.

Para 2., 3. observemos que el cardcter eliptico y par (o impar) es fruto de poder
reordenar los términos porque la serie converge absolutamente y € C (2,. Ahora
bien, si existiera un punto en el reticulo de p que no estuviera en 2, o deberia
exhibir un polo de orden 2 alli ya que lo posee en el 0. Pero esto va en contra de la
convergencia Vz € C\ €.

4. es consecuencia de la discusién anterior ya que existe una tunica clase de polos
de p que son de orden 2 y éstos son a su vez polos de orden 3 de g'. Se tiene ademés

que ¢/(2) = ~2 Tyeq(z — w)

con

]

Lema 2.32. La serie

>

weY

converge absolutamente si, y sélo si, a > 2. Se define GG, = Y ,cqqw™, n > 3
conocido como la serie de Eisenstein de orden n para ).

Demostracion. Tomemos una base wy, wq tal que |wi| > |ws|. n|ws| < |w| < 2n|w;|
para w € C,,, como en la demostracién anterior. Tomando a > 0 (ya que en otro
caso contrario la convergencia es imposible) se tiene

00 oo 8n [e's]
> Sn(nfua]) < 323" funs < S 8n(2nfun])
n=1 n=1 k=1 n=1

y por lo tanto la serie converge absolutamente si, y sélo si, 1 — a < —1, es decir,
a > 2. ]

Habiendo probado ciertas propiedades de g, desarrollemos su serie de Laurent

en torno a 0, p(z) = Y00, a,2". Los primeros coeficientes son claros a la vista de
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la expresion de o, a_o = 1y a_; = 0. Tengamos en cuenta que si w # 0, entonces
para z tal que |z| < |w|, (z —w) 2 = w2 X%, n(z/w)""", de tal modo que para z
en la zona de Dirichlet, que es un entorno de 0, se verifica

(2 —1w)2 It —ujz_/QwV - jz(l iU;/w) - i}jzi <Z)>n - ni”‘“) (w112>+11;

en virtud del Teorema A.3. Volviendo a @, usando de nuevo el mismo teorema y
reordenando sumatorios ya que la serie converge absolutamente:

weN n=1
donde las sumas para n impar desaparecen ya que w™""2 + (—w) "2 = 0. Reescri-
biendo en términos de las series de Eisenstein, obtenemos finalmente
1 > 1 "
p(z) = 2 + > (20 + 1)Gopia2™ = 2 + Y (n+1)Gpya2".

n=1 neN,n par

Derivando y desarrollando, se obtienen en un entorno de 0:

—2
¢'(2) = — +6Guz + 20G6z" + . ..
z

4 24
2 2
©o(2)° = %5 §G4 — 80Gg + 20,
60
60@(2) = ?G4 + 22(52

4 36
4@(2)3 = 5 + ?G4 + 60G6 + 22(53

Las funciones d; que aparecen son analiticas. Tomando 6 = 01 + do + 935 ¥y
reorganizando términos se obtiene un polinomio en (p(2), ¢'(z)) igualado a una
funcién analitica y eliptica que ha de ser constante. Pero ademas se anula en 0 y
por lo tanto:

Teorema 2.33 (Ecuacion fundamental de o(z)).
0 (2)* = 4p(2)* — 60G40(2) — 140G.

Esto nos lleva a la deseada conexion entre funciones elipticas e integrales elipticas.

dt

con las identificaciones evidentes y entonces, formalmente
dz

t=p"'(2) :/\/@

De este tipo de integrales nos ocuparemos en el tercer capitulo. De momento,
veamos que las raices de este polinomio ()(z) son todas distintas. El teorema siguiente
nos proporciona informacién explicita sobre los ceros de ¢'(2):

dz\? N
( > =42° — goz — g3 = Q(2)
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Teorema 2.34. Dada una base w;,» de un reticulo y p(z) su funcién de Weierstrass
asociada, las clases de los ceros de ©'(2) son

[w;/2] € C/Q : w; € {wy, we,wy + w2}
Se deduce que () tiene tres raices distintas.

Demostracion. Sea P un poligono fundamental de p tal que

w1 W Wy + wWo

0. — ==
2727 2

€ int(P).
Sabemos que ©'(z) es de orden m = 3. Por ser eliptica para ese reticulo y ser

] ’ . ’

con w; € {wy,wsy, w; +ws.} Estos valores pueden ser por tanto 0 6 co. Puesto que
es analitica en estos puntos, g'(w;) = 0. Por tltimo, los puntos en los que se anula
©'(z) son precisamente los mismos que anulan Q(z).

]

Corolario 2.35. Sean

ei = p(w;/2),w; € {wy,we, w; + wy}, €9 = 0.

©(z) = c tiene ceros de orden 1 para ¢ # e; y de orden 2 en estos puntos. Ademas,
e; # e; para i # j. Se deduce que p(z) = p(w) si, y solo si [z] = £[w].

Demostracion. La primera parte es inmediata porque @ tiene ceros de orden 2 alli
donde ¢’ se anula con orden 1.

Para ver que son distintos, definamosf;(z) = p(z) — e; para los e; finitos. f; tiene
un cero de orden 2 precisamente en w; y es de orden 2 luego es distinta de cero para
cualquier punto de una clase distinta a w;:

filw;) #0sii# j.

Por tltimo, si suponemos [z] = +[w] entonces p(z) = p(w) por ser @ eliptica y
par. Reciprocamente, supongamos que p(z) = p(w). Necesariamente p(w) = p(—2).
Puesto que es de orden 2, tiene como maximo dos raices distintas, de modo que
[w] = £[z]. Se verifica [z] = [—2z] = [w] precisamente cuando la raiz es doble, es
decir,

w € {wy/2,wy/2, (w1 + ws)/2}.

]

Definamos ahora L(€2) como el cuerpo de las funciones elipticas pares. Entonces
p(z) € L(2) C E(R). Se tiene que las funciones racionales de p(z) estan por lo tanto
contenidas en L(2). Veamos que de hecho toda funcion eliptica es reconstruible en
términos de p(2), ¢'(z). Denotemos por C(p) el minimo subcuerpo de E(2) que
contiene a C, p. Andlogamente para C(g') y C(p, ). Denotemos también por R(z)
el conjunto de las funciones racionales con variable x.
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Teorema 2.36. Sea f una funcién eliptica con respecto de un reticulo €2, ¢ la
funcién de Weierstrass asociada.

= Si f es una funcién eliptica par entonces f = Q(p),Q € R(x). Luego, puesto
que se cumple trivialmente la contencién contraria, L(£2) = R(p).

= Si f es eliptica, con la notacién anterior, se tiene que f = Q1(p) + Q2(p)¢’.
Se deduce entonces que E(Q2) = C(p, ¢).

Demostracion. Sea f una funcion eliptica par. Elijamos ¢, d € C distintos tales que
f(2) = ¢, f(2) = d tengan raices simples y distintas y no congruentes a 0 ni a w; /2.
Si a; (resp. b;) verifica f(a;) = ¢ (resp. f(b;) = d) también se verifica para —a;
(resp. —b;), 1 <i<my meselorden de f. Definamos la funcién g por

_ [ —c
g(Z) - f(Z) —d

0(2) — p(a;) tiene ceros de orden 1 de modo que

T p(2) — p(ai)
hz) = ry9(z) — p(b)

tiene ceros y polos del mismo orden y en los mismos puntos que g de modo que
g = Ah, A € C. Entonces (f —¢)/(f — d) es una funcién racional de p.
Supongamos ahora que f es una funcion eliptica impar. Entonces f /¢’ es eliptica
y par luego f(z) = ¢'(2)Q(p(2)).
Por 1ltimo, toda funcién eliptica f puede escribirse como

)+ 1(=2) | f(2) = f(=2)
2 i 2

f(z) =

donde el primer sumando es una funcién eliptica par y el segundo es una funcion
eliptica impar. La discusién previa sobre las funciones elipticas pares e impares
permite concluir que existen 1, Qs € R(x) tales que

f=Qi(p) + ' Qa(p).
0

En definitiva, todo elemento de L(£2) cumple una determinada ecuacién algebraica.
Conocido el reticulo de una determinada funcién eliptica, podemos obtener una
expresion en términos de @ y @', cuyos coeficientes podemos calcular y dependen
exclusivamente del reticulo.

2.5. El teorema de adicion

Las curvas elipticas son un tipo de curvas algebraicas de la forma y? = 23 +ax+b
cuyo determinante no se anule: A = 4a® + 27b* # 0. Podemos entonces estudiar la
curva proyectiva

Y(2) =(1:p(2): ¢'(2) = (12 :y),
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y denotemos por U, los puntos de la curva proyectiva. Sea

H(z:y:z2)=y*2® —40°2® — gowz* — g32°

un polinomio, cuyas soluciones podemos estudiar también en el plano proyectivo
complejo y son precisamente los puntos de la forma (1 : p(z) : ¢'(2)). Tenemos
entonces una biyeccion

L:C/Q\{[0]} = U, \ {00} C P*(C).

[ es una biyeccién porque para cada ¢ € C, p([z]) = ¢ tiene al menos un cero y
como mucho dos luego p toma todos los valores en C. ' separa los puntos en los que
¢ tiene ceros simples dando lugar a la biyecciéon, como se deduce del corolario 2.35.
Claramente podemos ampliar el dominio incluyendo [0] y tomando I'([0]) = oo, el
punto del infinito de la curva.

Sean vy, vy ¢  y tales que [v1] # £[vs]. Sean ¢, s € C tales que

O (v1) = tp(v)) + 55 9'(v2) = tp(va) + s,

es decir y = tz+ s es la recta que pasa por los puntos (p(v1), ¢'(v1)) v (p(v2), P'(ve)).
Puesto que [v1] # £[vs] tenemos p(v1) # ©(vq) luego

©'(v1) — ' (va)

t o) — (o)

©'(z) — (tp(z) + s) tiene un polo de orden 3 en 0, luego tiene 3 ceros. Dos de
ellos son respectivamente vy, v9 y llamemos al tercero vs. Necesariamente es de clase
distinta a los anteriores ya que vz ~ —(v; + v3) mod §2 en virtud de la proposicién
2.29. De esta manera,

p(v3) = p(—(v1 + v2)) = p(v1 + v2).

Entonces las raices de 42 — gox — g3 — (tx+ 5)? son precisamente p(v;), 1 = 1,2, 3
y son distintas dos a dos. Tenemos entonces

Az — p(v1))(x — p(v2))(x — p(vs)) = 4a® — gow — g3 — (to + 5)*.
Comparando los coeficientes de x2:
t2
p(v1) + p(v2) + p(vs) = R

Reuniendo todo lo anterior se llega a la ecuacion algebraica siguiente:

= p(v1 +12) = —p(v1) — p(v - o' (v1) — 9'(v2) ?
p(vs) = p(v1 +v2) = —p(vr) = p(v2) + 5 ( o) — p(vs) )

que, escrito en funcién de las coordenadas proyectivas:

1 _ 2
x3:_x1_x2_|_(y1 ?JQ) .
4 1 — X9

1
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Tomando el limite cuando v; — v, podemos también escribir

o2 = 20000+ 1 ()

Podemos definir entonces una suma de elementos de U, como

(L:iazgiy)+(L:mg:ys) = (1: a3 ys3).

Tomando como elemento neutro (0 : 1 : 0) se verifican las propiedades de un grupo,
compatible con p y esta estructura de grupo es importante para el estudio de las
curvas algebraicas planas no singulares.

Desde un punto de vista geométrico, la transformacion consiste en trazar una
recta que pase por los dos puntos P, P, dados y tomar la interseccién de esta con
la curva. La reflexion de este punto sobre el eje x nos da la imagen P3 = P, + Ps.

-(PHQ) ﬂ

[
\

/\P\+Q
Figura 2.6: Ejemplo de suma de puntos en la curva y? = 2% — 2z + 2.

2.6. Factorizacion de funciones meromorfas

Sabemos que los ceros y los polos de funciones meromorfas son aislados y que,
dados un ntmero finito de puntos y unos érdenes asociados, podemos construir una
funcién racional que tenga ceros y polos en los puntos que hayamos elegido. Esta
situacion no es tan sencilla cuando estan involucrados infinitos puntos y requiere de
nociones de convergencia de productos infinitos que se abordan a continuacion.

Definicién 2.37. Sea {z,}52; una sucesién de niimeros complejos y denotemos por
Py, = [1}_1 # el producto parcial k-ésimo. Decimos que el producto infinito [];7; 2,
converege si la sucesion {P, }°°, converge:

x

z, = lim P,.
11 = = lim P
n=1

El problema de la convergencia de productos infinitos se puede abordar de
distintas maneras. La que se expone parece ser la mas natural si tomamos como
referencia la definicion de serie pero presenta algunos inconvenientes frente a otras
alternativas. En el desarrollo se resuelven sin hacer referencia explicita.
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Proposiciéon 2.38. Sea {z}7°, una sucesién de nimeros complejos tal que existe
su producto infinito y ademas [[>2; z, # 0. Entonces lim,,_, 2, = 1.

Demostracion. Si el limite existe y es no nulo, entonces cada z, # 0 y se tiene que

) . by
lim z, = lim
n— 00 n—oo P4

=1.

]

Observacion 2.39. El resultado anterior es el andlogo al criterio necesario de
convergencia para series: para que se pueda sumar, los sumandos tienen que aproxi-
marse a 0. Para que el producto tenga sentido y sea mo nulo es necesario que los
multiplicandos tiendan a 1.

Definicién 2.40. Dado ¢ € R, para cada z € C existe un tnico 6 € [¢p, ¢ + 2) tal
que z = |z|e?. De esta manera puede definirse un logaritmo complejo

logs(z) = In(|z]) + 6.

logy es continuo en todo el plano menos la semirrecta que parte del origen y forma
un angulo ¢ con el eje real. Se verifica ademas

el9s(?) = 2 VYo e R,Vz € C.

Llamamos Log a la rama principal del logaritmo complejo, es decir, aquella tal
que ¢ = —my —m < Im(Log(z)) < 7 para todo z € C.

Proposicién 2.41. Sea {z}5°; una sucesion de niimeros complejos no nulos. [1°%; 2,
converge a un limite no nulo si, y sélo si, >°° | Log(z,) converge.

Demostracion. Denotemos respectivamente por P,, S, a los productos parciales y
a las sumas parciales. Se verifica que P, = e°*. Si S, — S, por la continuidad de la
exponencial, P — e°.

Reciprocamente, supongamos P, — P. Tomemos ¢ tal que logs sea continuo
en un entorno de P. Para n suficientemente grande, los P, estan en dicho entorno.
Entonces

logy(Py) = In(|Py|) + 6, — logs(P) = In(|P|) +ifp
S

con las identificaciones evidentes para los argumentos. Puesto que P, = e”", se
tiene que S,, = logy(P,) + 2mik, con k, € Z. Ademas S, — S,—1 = Log(z,) — 0
luego k, es constante de un término en adelante. Llamando kp a esta constante,
Sn — logy(P) + 2mikp. O

Lema 2.42. Sea {x,}>°, una sucesién de nimeros reales positivos. Se verifica que
* (14 z,) converge si, y sélo si, >o° ;| x,, converge.

Demostracion. Teniendo en cuenta que 1+z < e*, z € Ry que a+b < (1+a)(1+b)
para a,b > 0, que se puede extender sin dificultad por induccion:

T+ To+ o+ 2, < (T4 20) (1 + 29). (1 + 2y,) < P72t
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Definicién 2.43. Decimos que el producto [[02 (14 ¢,) converge absolutamente si
> (1 +|eu]) converge o equivalentemente, si la serie 2 |¢,| converge.

Proposicién 2.44. Si [[7° (1 + ¢,) converge absolutamente entonces converge.

Demostracion. Veamos que la serie 00, Log(1 + ¢,) converge.
De la convergencia absoluta de [[72; (1 + ¢,) se deduce la convergencia absoluta
de >>>° | ¢,. Sabemos que en un entorno de 0

[e.e]

Log(1 + 2) Z "“Z— = 2Nh(2)

con h analitica y h(z) — 1 si z — 0. Por lo tanto M = sup{h(z) : |z| < 1} < 0.
Existe N tal que |¢,| < 1sin > N. Tomando N > m > p podemos escribir

P
<MD |zl

n=m

p
Z Log(1 + 2,)

La serie del segundo miembro converge y por lo tanto es de Cauchy, luego el primer
miembro de la desigualdad estd acotado y se tiene que >p_; Log(1+cx) es de Cauchy
luego converge. O

Habiendo estudiado la convergencia de productos infinitos de nimeros complejos
se abordan a continuacion dos resultados relativos a la convergencia de productos
de funciones. Este es realmente el problema con el que debemos lidiar para definir
correctamente o(z) y (2).

Teorema 2.45. Sea {u,}>° ; una sucesién de funciones analiticas en una regién R.
Si la serie Z °, |un(2)| converge uniformemente en los compactos de R entonces
F(z) =TI, (1 + u,(2)) converge en los compactos de R, es analitica y F(z) = 0 si,
y sélo si, 1 4 g,(z) = 0 para algin n.

Demostracion. La convergencia absoluta del producto es consecuencia de la conver-
gencia absoluta de >°° | |u,(z)|. Consideremos K compacto de R. Existe N € N tal
que |u,(z)| < 1 para n > N. Tomando entonces n > N podemos escribir

n

ﬁ (14 ux(z Hll—{—uk ) T 1+ we(2)).

k=N

El primer factor es acotado por ser K compacto. El segundo podemos acotarlo
como en la proposicion anterior de modo que para N < m < p,

Zp: Log((1 + un(2))] < Z [un (2)||h(un(2))].

El segundo miembro converge uniformemente a 0 en K si m,p — oco. Por lo tanto
la serie T2 (1 4 u,(2)) converge uniformemente en K.

La analiticidad de F' se sigue de ser limite uniforme de meromorfas que convergen
uniformemente en compactos. Puesto que la convergencia uniforme implica la puntual,
F(z) =0si, y solo si, g,(z) = —1 para algin n < N.

O
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Corolario 2.46. Sea {f,}72, una sucesién de funciones analiticas en una regién R.
Si >0 | fu(2) — 1] converge uniformemente en los compactos de R entonces

f(2) = ﬁ fal2)

estd bien definido y f es analitica. Ademas f(z) = 0 si, y s6lo si, f,(z) = 0 para
algin n.

Teorema 2.47 (de derivacion logaritmica). Sea { f,, }n=100 una sucesién de funciones
analiticas en una region R cuyo producto converge uniformemente a f en los compac-
tos de R. Entonces 0%, f/ / f,, converge uniformemente en los compactos de R hacia

I'1f

Demostracion. Sea K un compacto de R. La convergencia uniforme implica que
existe N € N tal que |f(z) — 1| < 1 para n > N y para cada z € K luego f, no
tiene ceros en K. De esta manera podemos separar el producto y escribir f como
producto de dos funciones analiticas:

N

g=1I1rf:in=11 fu

n=1 n=N+1

y [ = gh. Puesto que h no tiene ceros (porque no los tiene ningun f, de los que
definen h) podemos escribir

f/_g/ h,_Nf;L h/
f_g+h_n; n+h'

De la convergencia del producto para n > N hacia un limite no nulo se deduce la
convergencia de 0% v, Log(f,) = ¢ de modo que h = e?. Por lo tanto h//h = ¢'.
Puesto que ¢ estd definida como una serie uniformemente convergente, podemos
derivar término a término y obtener
/ N 1 N 00 / oo fpf
n

n=N+1 f” n=1Jn
L]

Habiendo formalizado los conceptos de producto infinito y producto infinito
absolutamente convergente estudiemos una familia de funciones definidas de este
modo que seran ttiles para definir o y (.

2.7. Las funciones o(z) y ((z2)
Después de haber introducido g y haber desarrollado las herramientas necesarias

sobre la convergencia de productos infinitos se introducen otras dos funciones, también
debidas a Weierstrass: o(z) y ((2).
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Definicién 2.48. Definamos Fy(z) =1 — z y para m > 0,

E(2) = (1 — 2)exp (fj Zn)

n=1 n

—Log(

Esta sucesién de funciones converge a (1—2z)e 1=2) en el disco abierto unidad.

Poseen todas ellas un tnico cero de orden 1 en 0.
Proposicién 2.49.
Se verifica que |1 — E,,(2)] < |z|™"
Demostracion. El resultado es inmediato para m = 0. Tomando m mayor, tenemos:
) m—1 L mo,n mo.n
E ()= 2"1—-2)—1)exp|D> —]=—2"exp|D> —].
k=0 n=1 " n=1 "

Posee un cero de orden m en 0. Consideremos entonces el desarrollo de Taylor de
(1= En(2))/2™"" que es analitica en un entorno de 0. A la vista de la expresion de
E! los coeficientes del desarrollo de (1 — E,,(z)) son mayores o iguales que 0 y por
tanto también los de (1 — E,,,(2))/2™"!. Entonces, para |z| <1

<Zan| |”<Zan— 1 =1.

1-F,
zm—l—l

Lema 2.50. Consideremos un reticulo 2. Se definen o(z), ((2) como sigue:

J== 01 (1-2) i@ =2 ] 1y ()

wel) we)! w

C(Z):Z_/éj)>:1+zl+ L

_ w2’
z o gw 2w w

Estas funciones estan bien definidas, convergen absolutamente en C\€2 y uniforme-
mente en sus compactos. Ademéas o es impar.

Demostracion. La convergencia del producto que define o es equivalente a la de la
serie Y-, cqr (1 — Ea(z/w)). De la desigualdad anterior se tiene que

z 3
1—-F < |—
| 2(2/'11})‘ ’w

En el lema 2.32 se probo la convergencia para ese tipo de series para a > 2.
La imparidad de o se sigue de la convergencia uniforme del producto: podemos
reordenarlo. Tomando w y —w,

Ea(z/w) Ba(z /(=) = (1 = (/w))el/

de modo que el producto da lugar a una funcién par que, junto al factor z fuera del
producto deducimos que o es impar.
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Por otro lado, escribiendo ¢ = zh tenemos

o h+zh 1N

o zh z  h
La derivada logaritmica nos permite escribir

W)
o)

weN!

LB () 1
w Ey(z/w) 2 2ot

ety 2T W ey W 2w w

Derivando término a término en la expresién de ((z) se concluye que
1 1 1
/ = — _— = .

2
wel) w

Esta es la manera habitual de llegar hasta p(z) partiendo de o(z). Algunas propiedades
de estas funciones se recogen a continuacion:

Proposiciéon 2.51. Para \ # 0 se verifica:
n 0)a(Az2) = Aoq(2)
n (o(Az2) = 3Ca(z)

donde XQ2 = {\w,w € Q}.

Teorema 2.52. Definamos la funcién ¢ tal que ¢(w) = 1siw/2 € Qy ¢(w) = —1
en otro caso. Existe una funcion v : 2 — C con v Z-lineal sobre () tal que

((z+w) = ((z) = v(w) = vy

o(z+w)/o(z) = P(w)er =t/

Demostracion. p(z+w)— o(z) = 0y por lo tanto ((z+ w) — ((z) es una constante
que depende de w € €2. Por lo tanto

u ) — (4 w) — () =

luego
o(z +w) = o(z)e’* v,

La linealidad de v, ¢, se deduce de

O'(Z +wy + ’U)g) — Pwrtwa ity — O'(Z +wi + wQ) O'(Z + wl)
o(z) o(z+w) o(z)

— pPwy Z+Cw2 e’/wl Z+Cw1

Supongamos —w/2 ¢ ). Teniendo en cuenta que o es impar y evaluando en
z = —w/2 se obtiene e "w¥/2+¢w = 1 es decir, ¢, = v,w/2+ (2k + 1)mi. Teniendo
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2k+1)m

en cuenta que en estas condiciones ¢ (w) = —1 = ¢/ y tomando k£ = 0 llegamos

a
o(z +w) = —o(2)e" T2 = h(w)o(z)e e/,

Supongamos ahora que w/2 € €. Consecuentemente,

o(z+w)  o(z+w) o(z+w/2)
o(z)  o(z+w/2)  o(z)
y por lo tanto ¥ (w) = ¥?(w/2). Esto podemos repetirlo hasta que w/2" ¢ Q2 de
modo que Y(w) = (=1)*" = 1.

O

Proposicién 2.53. Consideremos ahora una base {wy, wy} y correspondientes vy, v5.
Entonces vyw; — vjwy = 2mi.

Demostracion. Basta tomar un poligono P + t con los ceros de ¢ y con 0 en el
interior, ya que 0 es su unico polo con residuo a_; = 1.

/6P ((2)dz = 2mi

y las integrales por lados opuestos agrupadas, verifican

1 1
/0 C(z+twy +we) — ((z +twy)dt = vowy ;/0 C(z+twe 4+ wq) — ((2 4 twsy)dt = vyws.

O

Veamos que la funcién o puede ser utilizada para factorizar funciones elipticas.
Para esto, primero notemos que
o(z+a+w)
o(z+a)
y por lo tanto dados {aq, ..., .}, {B1, ..., Br} tales que Y5 _; o ~ S7_; B; mod 2, la
funcién

_ ¢(w)€yw(z+w/2)eyu’a

i-10(2 — o)

i-10(z = fi)

es eliptica con respecto a €. Por lo tanto podemos construir funciones elipticas a
través de 0. Podemos entonces reconstruir p.

F(z) =

Teorema 2.54. Para cada a € C\ Q se verifica

~ola) = _o(z+a)o(z—a)
o) - pla) = - T A7ES0),

Demostracion. La funcion p(z) — p(a) tiene ceros en a y —a y tiene un polo doble
en 0. Por el principio de los ceros aislados ha de verificarse

z—a)o(z—a)

= o
o(2) — pla) = 7=

puesto que tienen polos y ceros del mismo orden en los mismos puntos. Multiplicando
ambos miembros por 2% y haciendo tender z — 0 se obtiene C' = —1/0%(a). O

Corolario 2.55. Toda funcién eliptica pertenece a C(c,0’), el cuerpo de funciones
meromorfas engendrado por o y o’.
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Capitulo 3

Integrales elipticas

3.1. Motivacion

Aunque hasta ahora se han estudiado las propiedades de las funciones elipticas
desde un punto de vista analitico y geométrico, es conveniente senalar que ademas,
este tipo de funciones resultan tener un amplio rango de aplicaciones tanto dentro
de las Matematicas como en otras disciplinas, por ejemplo, la Fisica. Esta ha sido
también una de las motivaciones mas importantes para su estudio.

Una manera de ilustrar el problema, que lo relaciona directamente con el nombre
elipticas, consiste en intentar calcular la longitud de una elipse E de semiejes a, b,
lo que nos lleva a una integral de la forma:

2

27 27 b
/ \/a2 cos?(t) + b2 sin?(t) dt = / CL\I 1— (1 - 2) sin?(t) dt
0 0 a

que no posee primitiva elemental. Notemos que para a = b si tiene y toma el valor
2ma, la longitud de la circunferencia.

Existe toda una familia de integrales de este y otros tipos que podemos estudiar
desde un marco mas general, el de las funciones meromorfas, que resulta ser increible-
mente variado y util para resolver problemas, tanto de interés puramente matematico
como aplicado en ramas como la Fisica o la Ingenieria.

3.2. Funciones 6

Existe una familia de 4 funciones, llamadas funciones €, que guardan estrechas
relaciones entre ellas y que, aunque no son realmente elipticas, satisfacen una cierta
pseudo-periodicidad que resultara fundamental para la definicion de las funciones
elipticas de Jacobi.

Definicién 3.1. Sea g € C, |q| < 1. Se definen respectivamente 6;(z, q), para i =
1,2, 3,4 como sigue:
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o0

91(27(]) — Z _Z-(_1)nq(n+1/2)2€i(2n+1)z . Z n (n+1/2)? sm((2n—i— 1)2),
n=—oo
05(2, q) Z q(n+1/2)2 i(2n+1)z - 9 Z q(n+1/2)2 cos((2n + 1)),
n=-—oo n=0
o 5 o0 5
Yo g e = 142> ¢" cos(2nz),
n=—00 n=1
0s(z,0) = > (—1)ng™ e = 1+2 Z )¢ cos(2nz).

La convergencia de estas series de Fourier puede establecerse en términos del
criterio el cociente, Teorema A.5. Tomando por ejemplo la serie que define 6; y
llamando a,(z) a su término general,

7 2n+2 2iz 2n+2| ,—2Im(z) __
1, e =0

| = lim |gq

n—o0

an+1‘

Qn

para cada z € C, por lo que la serie tiene radio de convergencia infinito. Para ¢ # 0
definimos 7 = —iLog(q)/m de modo que ¢ = €™ . 7 ha de tener parte imaginaria
mayor que 0 ya que |¢| < 1. Ademads, cuando ¢ sea real T serd imaginario puro.

0, y 65 son periddicas de periodo 27 mientras que #3 y 64 son periddicas de
periodo w. Ademas, se verifica que

9 (Z—|—7T7' — — Z n (n+1/2)? zTrTei(Qn—l—l)(z-l—WT) _ _(q 27,2) 10 ( )

n=—oo

Tomando p = ge?”*, podemos obtener relaciones andlogas para las demaés:

02(2) = pba(z +7T) ; O5(2) = pbs(z + 77) 5 04(2) = —pbs(z + 7T).

Podemos asimismo obtener relaciones entre estas funciones incrementando z por
7/2 6 m7/2 y comparando con sus definiciones, obteniendo:

01(z) = —Ox(z+7/2) = —ipbsy(z+77/2) = —ipbs(z+n/2+77/2) (3.0)
donde p = ¢'/*e'*.

Las funciones 6 poseen un periodicidad simple con 7 y una pseudo-periodicidad
con w7. Definiremos a partir de ellas otras funciones que son estrictamente elipticas,
gracias a las numerosas relaciones estas funciones que verifican entre ellas. Se define
la funcion

Os(x +y,q*)02(x — y,¢*) = O + 4, 4*)0s(x — y, %)
01 (2, 9)01(y, q)
Las propiedades de estas funciones, recogidas en (3,0) nos permiten concluir que

f es de hecho eliptica de periodos 7,277 en cada una de sus variables y no tiene
polos: 8 se anula en 0, de modo que contemplada como funciéon de z, se anula en 0

flz,y) =

42 UNIVERSIDAD DE VALLADOLID m



3.2. FUNCIONES 6

y el numerador toma el valor 05(y, ¢*)02(—y, ¢*) — O2(y, ¢*)03(—y, ¢*) = 0. Este cero
ha de ser de orden al menos 1 y por lo tanto no presenta un polo. Analogamente f
es constante con respecto de y. Por lo tanto, f es constante.

Notemos ahora que 61(7/2,q) = S ___ ¢"+tV/2? v ademas

05(0,¢%) = —bs(m, ¢%) Z G
05(0,¢%) = Os(m, > = Y &

De esta manera,

93(7Ta 92)92(07 q2) - 02(7T7 q2)03(07 q2)
01 (7/2,q)
9 (Zk q2k2) (Zz q2(l+1/2)2)
> m q(nJrl/2)2+(er/2)2 '

)

f(m)2,m/2) =

En el exponente del denominador, notemos que podemos reescribir (n + 1/2)% +
(m+1/2)* = (m+n+1)?/24(m—n)?/2. Se toman entonces las variables r = m+mn,
s =m — n. Este cambio de variable hay que hacerlo con precaucion ya que si tanto
m cOomo M son pares o impares, r y s seran pares. En caso de paridad cruzada entre
m y n, las nuevas variables seran ambas impares. Asi, para poder recorrer todos los
pares de enteros, r y s han de recorrer los pares de enteros simultaneamente pares
o impares. De esta manera,

- n 24 (m r 52 - r 2 52
Z q( +1/2)2+(m+1/2)2 Z (r+1)2/2+s2/2 _ Zq( +1)2/2 Z q /2
n, m=—oo T, S r=0 SEZ, s+r par

con las restricciones impuestas. Esta doble serie se puede separar en dos, respectiva-
mente para (r,q) pares e impares obteniendo

qn+1/2 (m+1/2)% _ i 2(r'+1/2)2 (Z q ) Z Z 26] (s/4+1/2)?

n,m r'=—o0 s'=—00 r/'=—00 s''=—00

que es precisamente 26,(0, ¢*)03(0, ¢*) y por lo tanto se verifica

01(x,9)01(y,q) = O3(x+y,¢*)0(x—y,¢*) — b2(x+y,¢*)0s(x—y.¢*) (3.1)

Consideraciones y manipulaciones analogas se pueden hacer para llegar a otras
igualdades, que se incluyen a continuacién resumidas:

01(2,9)02(y,q) = 01z +y,¢*)0s(x —y,¢*) + Ou(z+y ¢*)h(z—y,¢*) (32)
02(z,q)02(y, q) Os3(x +y,¢*)02(r —y,¢*) + Oa(x+y,¢*)0s(x —y,¢*) (3.3)
Os(z, q)03(y, q) Os(x +y,¢*)0s(x —y,¢*) + Oa(x+y,¢*)02(r —y,q*) (34)
Os(x,q)04(y, q) Os(x +y,¢*)0s(z —y,¢*) — bi(z+y,¢*)0i(x—y,¢*) (3.4)
04(2,9)0:(y,q) = Os(z+y,¢*)0s(x —y,¢*) — Oa(x+y,¢*)0(x—y,¢*) (3.6)
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Elevando al cuadrado (3.1) y (3.6) y restando, se obtiene

01(2)05(y)—6; ()63 (y) = (63(x +9,0°) — 3w + v, 4*)) (65(x — v, 4*) — 63(x — v, "))
Tomando y = 0 en (3.6) se tiene

03(2,q*) — 05(2,q%) = 04(z, 9)04(0, q)

que junto a la anterior igualdad nos lleva a

0i(z,0)03(y, ) =05 (2, )01 (y, q) = Oa(a+y, )0s(z—y, 9)05(0, ). (3.7)
Manipulando la ecuacion anterior seguin las relaciones (3.0), obtenemos
Oa(x +y)ba(z — y)05(0) = 03(2)05(y) — 02(2)03(y)
y
O3(x +y)bs(x — y)05(0) = 03()05(y) — 07 (2)03(y)

lo que nos lleva a 65(0) = 605(0) + 61(0) y 02(0)62(0) = 6%(0)63(0) + 65(0) que
resultan ser identidades clave para definir las funciones elipticas de Jacobi. Otra
transformacion desde (3.7), o alternativamente elevando al cuadrado (3.2) y (3.4) y
restando, nos lleva a

01(2+y)0s(2—y)02(0)03(0) = 61 (2)04(2)02(y)03(y)+01(y)04(y)02(2)03(). (3.8)

A continuacion se daran algunas propiedades relativas a las derivadas de las
funciones 0 y de sus cocientes. Con estas identidades, podremos estudiar las derivadas
de las funciones elipticas de Jacobi.

Derivando con respecto de x en (3.2) y tomando x = y = 0 obtenemos

01(0,9)02(0,q) = 201(0,¢*)04(0,¢°). (3.9)

Por otro lado, tomando z = y = O en (3.3) y (3.4) y teniendo en cuenta que 0;(0) = 0,
se obtienen respectivamente

03(07 Q) = 02<07 q2)03(07 q2) ) 93(07 Q)04(07 q) = 02(07 q2)
Dividiendo (3.9) entre estas dos tltimas ecuaciones, se obtiene

010, q) 010, ¢%)

92(0a Q)Q?)(Oa Q)94(Oa Q> ‘92(07 q2)93(07 q2)€4<0a (]2)

que podemos iterar para obtener

o0 0,(0,¢>)
92(07 Q)QS(Ov Q)94(07 Q) 92(07 q2n)93(0’ q2n)94(0’ QQn)

para n > 0. Puesto que |¢| < 1, ¢*® — 0 si n — oo. Notemos entonces que las
funciones @ verifican

01(2, q) = 2¢"*sin(2) + O(¢”*) ; 05(2,q) = 1+ O(q)

44 UNIVERSIDAD DE VALLADOLID m



3.3. FUNCIONES ELIPTICAS DE JACOBI

02(2, q) = 2¢""* cos(2) + O(¢°"*) ; O4(2,q) = 1 + O(q)

de modo que el cociente tiende a 1 cuando n — oo y se tiene 0 (0) = 65(0)05(0)0,4(0).
Este resultado también es de especial importancia en el desarrollo de la teoria.

Estudiemos por ultimo algunas identidades que involucren cocientes de estas
funciones. Derivando con respecto de y en (3.8) se obtiene

01 (x4y)0s(x—y) =01 (x+y) 0 (x—y)62(0)05(0) =

= 01(2)04() (05(y)03(y) + 02(y)03(y)) + O2(2)05(x) (01 (y)04(y) + 01(y)04(y))

Tomando y = 0, teniendo en cuenta que #,(0) = 65(0) = 65(0) = 6,(0) = 0y
reordenando obtenemos

01(0)04(0) O2(x)05(x) _ 0a(2)0(x) = Ou(x)01(2) _ d <91(~”€)>

0,(0)0,(0)  63(z) 03(z) ~ da \Oa(2)

que, haciendo uso de la identidad 07 (0) = 05(0)03(0)04(0) se resume en

(3

) — 2(0)60 () (2),/62(2).

Identidades similares pueden encontrarse en el citado libro de Lawden. Se resumen
las probadas anteriormente en el teorema siguiente.

Teorema 3.2. Se verifica:
= 03(0) = 65(0) + 03(0) y 03(0)65(0) = 67(0)63(0) + 65(0).
= 01(0) = 02(0)05(0)04(0).

= 5 (01(2)/04(x)) = 03(0)0a(x)05() /0% ().

3.3. Funciones elipticas de Jacobi

Habiendo estudiado algunas de las propiedades de las funciones #, definamos a
partir de ellas unas funciones elipticas, cuyas propiedades se deduciran del estudio
de las funciones 6.

Definicién 3.3. Sea q # 0, |g| < 1. Para z € C, escribamos u = 263(0). Se definen
las funciones de Jacobi sn, c¢n, dn:

donde la dependencia con ¢ es implicita. Puesto que 6; es impar y las demas son
pares, se tiene que sn es impar mientras que cn y dn son pares.
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En virtud del Teorema 3.2, se verifica sn?(u) + cn?(u) = 1, que resulta ser
una identidad andloga a la conocida para sin,cos. Podemos entonces definir los
parametros k = 65(0)/62(0), ¥ = 63(0)/63(0) que verifican k* + k> = 1, como
también se recoge en dicho teorema y operandolos con las funciones recién definidas
se obtienen las identidades

dn®(u) + k*sn?(u) = 1 ; dn®(u) — k*cn®(u) = k. (3.10)

Hemos de interpretar estas funciones en términos de otras funciones conocidas.
Notemos que se ha omitido la dependencia de estas funciones con ¢, implicito en las
funciones 0. Alternativamente, podemos indicar la dependencia con k, ya que

2
B0 (")
0300)  (1+2%2¢™)"

De esta manera k — 0 si ¢ — 0. Recordemos ademés que
01(2) = 2¢"*sin(2) + O(¢”") ; 65(2) = 1+ O(q)
02(2) = 2¢"* cos(2) + O(¢*) ; 04(2) = 1+ O(q)
luego, comparando con las definiciones de sn, cn,dn y tomando ¢ — 0 se obtiene
sn(u, k) — sin(u) ; en(u, k) — cos(u) ; dn(u) — 1.

Por lo tanto, podemos entender sn, cn como generalizaciones de las funciones sin, cos
con un parametro afladido que les otorga nuevas propiedades. Son, en un cierto
sentido que no se pretende precisar, una generalizacion analitica que permite ir
desde las funciones trigonométricas hasta las hiperbdlicas.

10 3,

Figura 3.1: Representacion de sn(z, (1 4 1)/2).

Teorema 3.4. Las funciones sn, cn y dn son elipticas.

Demostracién. Llamemos K = 763(0)/2, iK' = 7K (y por lo tanto K y K’ serdn
reales y positivos cuando ¢ sea real). Recordemos que las funciones 6 verifican la
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relacién 0;(z + 77) = +pb;(2). Notemos que K, iK' son linealmente independientes
ya que iK'/K =7y Im(t) > 0.

De la definicién de sn se deduce que sn(u) = sn(u + 2762(0)) = sn(u + 776%(0))
por lo que sus periodos son 4K y 2iK’. Es rutinario comprobar que 4K, 4iK’ son
periodos de cn y 2K, 4iK’ lo son de dn.

O]

Para homogeneizar estos tres pares de periodos, usaremos 4K, 4i K’ como periodos
de referencia de estas funciones, ya que son comunes a todas ellas, aunque no
primitivos para sn y dn. Estaremos interesados en manipular productos y sumas de
estas funciones y es por lo tanto conveniente estudiarlas desde un reticulo comin. En
este sentido, se definen las siguientes funciones, también conocidas como funciones
elipticas de Jacobi:

ns(z) = 1/sn(z) nc(z) = 1/en(z) nd(z) = 1/dn(z)
sc(z) = sn(z)/cn(z) cd(z) = cn(z)/dn(z) ds(z) = mnd(z)/sn(z)

cs(z) = cn(z)/sn(z) de(z) = dn(z)/en(z2) sd(z) = sn(z)/dn(z)

Manipulando estas funciones y teniendo en cuenta (3.0), podemos obtener rela-
ciones como

o 05(0) 01 (z+7m/2)  03(0)04(2) 1 1 1
K — —= = — —
sulu i) = o ) e 1772~ Ba(0)Br(2) ~ Fan(a) W
Junto a la anterior, se recogen otras relaciones:
sn(u) = —sn(u+2K) = sn(u+2iK’) (3.11)
sn(u+iK') = ;ns(u) ;sn(u+ K) =cd(u) ; sn(u+ K +iK') = lidc(u) (3.12)

Para poder utilizar estas funciones, necesitamos relacionarlas en términos de sus
derivadas. Derivando directamente sn con respecto de u y utilizando la identidad

L (61(z)/04(x)) = 63(0)02(x)03(x) /03 () obtenemos

0>(0)05(0)  0(2)

—5 = cn(u)dn(u

s (u)n(u)

lo que justifica la transformacién u = 263(0). Andlogamente podemos derivar las
expresiones que relacionan sn, cn y dn para obtener

icn(u) = —sn(u)dn(u) ;

d 2
du ——dn(u) = —k“sn(u)en(u).

du

Las derivadas de las demés funciones elipticas se deducen de las de sn, cn y dn.
Puesto que las derivadas de estas funciones dependen de otras de ellas, podemos
calcular derivadas sucesivas sin dificultad. Teniendo en cuenta que sn(0) = 0, cn(0) =
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1 y dn(0) = 1, podemos derivar hasta 3 veces y evaluar en u = 0 para obtener un
desarrollo de estas funciones:

En cuanto a los polos y el orden de estos, estas funciones presentan una singula-
ridad aislada alli donde 64 presente un 0. Recordemos que 64 es m-periddica y 7w7-
pseudo-periddica. Puesto que 04(7m7) = 61(0) = 0 se deduce que 6, se anula para
la clase u = 62(0)(mm + (n + 1/2)77) = 2mK + i(2n + 1)K’. Por lo tanto, en el
paralelogramo fundamental dado por los vértices —K,3K, —K + 2iK’,3K + 2iK’,
sn(u) presenta dos polos, u = iK'y u = 2K +iK'. En virtud de (3.12) se tiene

sn(iK' +u) = ksn(u)  ku (1 — 1/6(1+ k2)u2 + o(ud))

que tiene residuo 1/k en 0 y por lo tanto sn tiene residuo 1/k en iK’. Puesto que
sn(2K + iK'+ u) = —sn(iK' 4+ u), presenta otro polo en 2K + iK' con residuo —1/k.
Ademas cn presenta polos en los mismos puntos de modo que, tomando el mismo
paralelogramo, podemos escribir:

04(0) 0z(z +77/2)  1dn(u) 1 1—Fku?/2+o(u?)

en(iK’ +u) = 02(0) 0u(z +77/2)  iksu(u)  ikul— (1+k2)u2/6 + o(ud)

luego cn posee residuo 1/ik en iK' y puesto que ecn(2K + iK' + u) = —cen(iK' + u)
presenta en el otro polo un residuo de valor i/k.. Por ultimo, tomemos el paralelo-
gramo dado por —K, K, —K +4iK’', K + 41K’ en el que dn tiene polos en iK', 3iK’.
En torno a iK' tenemos

en(u) 1 1 —u?/2 + o(u?)

dn(iK’ + u) = isn(u) = iul — (1 + kQ)uz/G + O(US)

y por lo tanto el residuo es —i. Puesto que dn(3iK’ + u) = —dn(iK’ 4+ u), presenta
un polo en 3iK’ con residuo i.
Los célculos anteriores se resumen en la siguiente tabla:

Funcién Polos Residuos
sn iK', 2K +1K' 1)k, —1/k
cn iK' 2K +1K' —i/k,i/k
dn 1K', 3iK’ —1,1

y por lo tanto estas funciones son sencillas en tanto que las funciones elipticas
han de ser al menos de orden 2 y estas funciones lo son.
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3.4. Algunos teoremas de adicion

La periodicidad de las funciones # y de las funciones elipticas de Jacobi permite
deducir relaciones algebraicas entre ellas que son de gran utilidad e interés. Algunas
de estas relaciones elementales, que recuerdan a las conocidas para las funciones sin

y cos, se recogen a continuacion.
Dividiendo (3.8) entre (3.7) y tomando z = u/03(0), y = v/62(0) obtenemos

01 (z + y)02(0)03(0)
94(5(7 + y)04(0)

(0) 01(2)02(y)03(y)/04(y) + 01(y)0a()05(x)/04()
(0)  (Pu(x)ba(y) — 61(x)01(y))/(0a(x)04(y))

sn(u+v) =

_ 0%
o

sn(u)en(v)dn(v) 4 sn(v)en(u)dn(u)
1 — k2sn?(u)cen?(v)

Haciendo uso de las relaciones entre estas funciones, podemos deducir también
formulas analogas para cn y dn:
cn(u)en(v) — sn(u)sn(v)dn(u)dn(v)
1 — k2sn?(u)sn?(v)

cn(u +v) =

dn(u)dn(v) — k%sn(u)sn(v)dn(v)dn(u)
1 — k2sn?(u)sn?(v)

y tomando v = v deducimos las férmulas

dn(u +v) =

_ 2sn(u)en(u)dn(u)
sn(2u) = 1 — k?sn'(u)
_ 2en®(u) _ 2en®(u) + K*snt(u) —1 2sn?(u)dn?(u)
en(2u) = 1— k2snt(u) L= 1 — k2sn*(u) =1- 1 — k2sn*(u)
_ 2dn®(u) _ 2dn®(u) + k%snt(u) — 1 _ 2k*sn?(u)cn?(u)
dn(2u) = Tsn‘*(u) -1= 1 — k?sn*(u) =1- 1 — k?sn*(u)

Tomando la tltima expresién para cn(2u) y la primera para dn(u) deducimos que

1 —cn(2u)

sn?(u) = 1T dn2n)

Podemos entonces concluir que sn(K/2) = 1/4/1 4 k’. Transformando de acuerdo a

(3.10) obtenemos cn(K/2) = \/E,/\/(l + k) y dn(K/2) = VK.
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3.5. Integrales elipticas

A partir de este momento se restringe el estudio de algunas integrales al caso en
que tanto u como k son reales y 0 < k£ < 1, que se corresponde con el caso g real ya
que

)

2
2

20 \2
(0) _q1)2 (ZZO:O ¢ +2n)
s =4 5-
75(0) (1+257204™)
Bajo estas hipodtesis, se tiene que u es real si, y solo si, lo es z, de modo que sn,cn y
dn son reales si lo es u. También se verifica K € R. Se tiene sn(0) =0y sn(K) =1y
ademds sn’(u) = cn(u)dn(u) > 0 si u € [0, K|, de modo que podemos elegir la rama
de sn™! en la que sn : [0, K] — [0,1] es biyectiva. Consideraciones andlogas sobre
cn, teniendo en cuenta que cn(0) = 1, en(K) = 1y en?(u) +sn?(u) = 1, se tiene que
cn : [0, K] — [0, 1] es una aplicacién biyectiva que invierte la orientacién.

Del teorema de la aplicacion inversa, junto a las propiedades y profundas relacio-
nes que las funciones elipticas de Jacobi poseen, podemos obtener primitivas de
algunas integrales de la forma

k:

t2n
fan = / J(A+B2),/(C + Di2)

donde A, B,C, D € R. La aplicaciéon de la regla de la cadena nos permite reducir
estas integrales a combinaciones lineales de Iy, I5. Se estudiaran estos dos tipos de
integrales, que pueden encontrarse en la literatura como integrales elipticas de primer
tipo e integrales elipticas de sequndo tipo.

dt

3.5.1. Integrales elipticas de primer tipo
Tomando u = sn™!(z, k) en la rama elegida, obtenemos

i
du

en(u)dn(u) = \/(1 — 22)(1 — k22?)
ya que cn?(u) = 1 —sn(u)? y dn?(u) = 1 — k?sn(u)?. Por lo tanto, podemos escribir

T _1
sn Mz, k) =u= / ((1 —t3)(1 - l{:2t2)> *dt para 0 <z <1
0
y, en particular, K (k) = [y (1 —#*)(1 — k2t2))_1/2 dt, lo que nos da una relacién
entre estos parametros. Este tipo de integrales son conocidas como integrales elipticas
de primer tipo. Siguiendo este marco, existe toda una familia de funciones que
podemos llevar a una forma similar a esta a través de un cambio de variable sencillo:

: - 1
/ ((a2 —t3)(b* — t2)) 2 dt = asn_l(as/b, b/a) para 0 <z <b < a.
0

Podemos también tomar ¢ = sin(¢) para escribir esta integral en la llamada forma
de Legendre:

1 ¢ 1
sn~!(sin(¢), k) = /0 = do.
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Esta forma de escribirlo motiva considerar una primitiva de dn(u), que resulta ser

/dn(u)du = sin~*(sn(u))

cuya comprobacién es inmediata. Se define la funcién am(u, k), conocida como
amplitud, como la integral

am(u, k) = /Ou dn(v)dv.

Esta nueva funcién resulta ser importante ya que posibilita una lectura de sn,
cn nuevamente en términos de sin y cos, ya que en virtud de estas expresiones, se
verifica

~—

= — (am(u)) .
- (am(u)

En la Ciencia y la Técnica es habitual encontrase con integrales de este tipo
y podemos obtener soluciones analiticas. Al igual que con sn, podemos estudiar el
cambio de variable x = cn(u):

Zi = —sn(u)dn(u) = —\/(1 — 22) (k" + k2x?).

Teniendo en cuenta que cn(0) = 1, en(K) = 0y cn([0,u]) = [z, 1], se deduce

en " (z, k) = /1

T

(-2 +we) P a o<e<t.

Con un cambio de variable sencillo, podemos dar soluciéon a toda una familia de
integrales, que podemos expresar tanto en términos de cn como de sn, usando que

sn?(u) + cn?(u) = 1 y escribiendo 7 = /a2 + b2:

/: (0 + )0 = )" dt = Zen™! <x b) sl <m b>

r b'r r b r

para 0 < z < b.
Para completar las combinaciones posibles de ¢ sumando y/o restando, contemple-
mos la integral

dt, 0 <b<a, v >0.

z 1
/o V(2 +a?)(82 + 12)

Es posible compararla con la funcién sc(u) = sn(u)/cn(u) = x, cuya derivada
toma el valor

dr  cn’dn + sn’dn 5 9 sn? 2 z’
T oo A= @y R et = - R =

= \/(x2 + 1) (22 +1—k%a?) = \/(372 + 1)(1 + k222).
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Comparando con la integral previa y tomando s = ¢/b, obtenemos

@ 1 1 (:B a? —b2>
/ dt =—-sc |-, ——| .
0 \/(t2—|—a2)(t2+b2) a b a

Los casos cubiertos se resumen en una tabla a continuacion:

Integral Primitiva

/om (@ -y —) " ar = isn_l(fﬁ/b, b/a)

/b ((a2 + t2)(b* — t2))_1/2 dt = %cn_l(m/b, b/vVa*+b?)

a?+b

/:((a2+t2)(b2+t2))”2 dit = —sc a/b, V& — 2 /a)

3.5.2. Integrales elipticas de segundo tipo

A partir de las integrales elipticas de primer tipo, podemos estudiar otra familia
de integrales, de la forma
t2

dt
/ Va2 £+ 24/b2 + 12

Partiendo del caso en el que el tomamos la suma en ambos miembros del denomi-
nador, fijindose en la expresién de la derivada de ecn~! y multiplicando por #* se
verifica

t? 2 d et [t b
= _— n 77 e —
Va2 + 12/ — 2 a2+ b2 dt b Va2 +1?

y por lo tanto, tomando ¢ = ben(u) podemos reescribir la integral de la que partiamos
como

/ b?en? (u)(—bsn(u)dn(u)) gy — /Cn2 <u b) i
\/CL27+52 \/a2 - bQan \/1 —cn?(u) Va2 + b2 "Var+p?

tras sustituir el denominador por dn(u)sn(u), para el valor de k& dado. Analoga-
mente, podemos dar soluciones a otras integrales, en términos de sn?(u) y dn®(u),
como queda recogido en la tabla siguiente:
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I Primitiva

[t = ¥ fattan
NN = ) so(udu

2
dt =

/ ! _bz/cnz(u)du
Va2 + 212 — 2 Va2 + b2

2

t 2
/\/a2 Yo dt = —a/dn (u)du

Es conveniente notar que estas integrales, y en general todas las integrales cuyo
integrando es una funcion eliptica de Jacobi elevada al cuadrado, pueden reducirse
a una integral en términos de una sola funcion de Jacobi elevada al cuadrado. Para
las 3 integrales de este tipo aqui incluidas, se cumple que

/an(u)du =u— /k‘anQ(u)du = ku — k2/0n2(u)du.

La posibilidad de reducir el estudio de estas expresiones al estudio de, por
ejemplo, [dn®*(u)du motiva la definicién de una funcién especifica para ella. Se
define la funcién E(u, k) por

u sn(u) /1 — k2¢2
E(U, k) = /0 an(’U)dU = /0 ﬁ dt

Podemos obtener una forma de Legendre para esta funciéon, tomando el cambio de
variable § = sin~!(sn(v)) y v = sin~*(sn(u)), obteniendo

Ly, k) = /Ow J1 = k2sin?(6)dd

de modo que E(u, k) = L(am(u), k). Para ¢ = 7/2 se define L(n/2,k) = E(k).
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Capitulo 4

Aplicaciones

4.1. La longitud de la elipse y la lemniscata

El ejemplo que motivo originalmente la busqueda de estas primitivas fue la
longitud de la elipse. Este objeto geométrico resulté ser de especial interés para
Johannes Kepler! pues enuncié que las érbitas planetarias eran elipticas.

Figura 4.1: Elipse de semiejes a, b con los focos identificados.

Una parametrizacion habitual de este objeto es

v(t) = (acos(t),bsin(t))

para 0 <t < 2m. El que el calculo de la longitud de la curva se resume en

27 27 b2 27
Ly :/ [y(t)] dt :/ a1 — (1 - 2) sin’(t) dt:/ ay/1 — e?sin?(t) dt
0 0 a 0

con e = /1 —b?/a?, parametro que habitualmente es llamado excentricidad. En la
integral anterior puede escogerse un angulo menor que 27 para calcular la longitud
de un arco. Esta integral ha sido cubierta en el apartado anterior y se obtiene

L, =4aL(r/2,e) = 4aE(e).

Otra familia de objetos geométricos de interés es la de la lemniscata. Una representacion
grafica de esta figura se incluye a continuacion:

1(1571-1630) Fue un matemético, fisico y astrénomo del Sacro Imperio Romano Germénico
célebre por sus tres leyes que describen el movimiento de los planetas en el Sistema Solar.
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Figura 4.2: Ejemplo de lemniscata con los focos identificados.

Una parametrizacion de este tipo de curvas, en coordenadas polares, viene dada
por

r? = a? cos(20).

Obtenemos entonces una nueva integral en estas coordenadas, para calcular su
longitud, medida desde el punto (r, ) con r > 0 y orientada en el sentido en que r
crece hasta a:

[ V1472 (d0/dr))? dr = a? / \/ﬁdr _ 2 / T r21)(a2 — dr

lo que nos lleva a una integral eliptica de primer tipo, cuya evaluacion es inmediata
para a = b y se sigue que

C, =a’ /Ta \/ﬁdt = \;Licn_l(r/a, V2/2).

Tomando 7 = 0 obtenemos Cy = (a/v/2)K(v/2/2) y por lo tanto la longitud total
buscada toma el valor L = 2v/2aK (1/2/2).

Alternativamente, podemos encontrar una relacién entre la longitud de la lemniscata
y las funciones I' y B de Euler. Para ello basta notar que

4q /01(1 _ t4)71/2dt _ a/ol 873/4(1 o 8)71/2 — aB(1/4,1/2) = aF(;/é)/I;f)l/@

ya que se verifica B(z,w) = I'(2)['(w)/T'(z + w). Ademas, es conocido que

™

Fz)r1-=z =

sin(7z)’
de donde se deduce que T'(1/2) = /7. Sustituyendo entonces

T V2m
T(3/4) = sin(37w/4)['(1/4) - T(1/4)

se obtiene
a

V2T
Por lo tanto, se verifica 4K (1/v/2) = I'(1/4)//T.

Co = [?(1/4).
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Figura 4.3: Abstraccién geométrica de un péndulo.

4.2. El péndulo simple

En esta seccién se pretende resolver un problema clasico de mecanica: describir la
trayectoria de un péndulo, es decir, una masa puntual suspendida con una cuerda de
masa despreciable y longitud [, sometida exclusivamente a la accion de la gravedad,
g. La disposicién geométrica se ilustra a continuacion:

La formulaciéon hamiltoniana resulta ser muy adecuada para estudiar este proble-
ma por la sencillez y elegancia de las ecuaciones a las que se llegan, y puede
encontrarse en Thornton et al., 2004. Para resolver el problema adecuadamente,
hemos de identificar sus grados de libertad. En este caso sélo presenta 1, que podemos
describir a través del angulo que la cuerda define con la vertical. El hamiltoniano H
viene definido por la suma de su energia potencial y su energia cinética. Eligiendo
un sistema de referencia adecuado, podemos resumirlo en

2

_ Y
Hl,pg) =T+V = 5] mgl cos(0).

Este hamiltoniano, por ser independiente del tiempo, resulta ser una constante del
movimiento. Esta constante, desde un punto de vista fisico, es la energia del sistema
y define una ecuacién implicita H (6, py) = E. La derivaciéon del hamiltoniano con
respecto de sus variables permite obtener las ecuaciones del movimiento:

dpg —O0H .
E = W = mgl Sln(@)
de . 0H o Do

dt — Opg  mi®

Escribiendo df/dt = 0, de la segunda de las ecuaciones se deduce que py = Omi2.
Tomando w? = g/l podemos finalmente escribir

6% = 2w? cos() + e
donde e = E/(ml?). Se llega entonces a una ecuacién de la forma

0y do 01 do
9 \/2w2 cos(0) +e oo \/2w2 + e — 4w?sin?(0/2)
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que es una integral eliptica de primer tipo. Tomando por sencillez 6y = 0 deducimos
directamente que

2 Ny ———
wt = msn (Sln(29t), 2w/ 2w + 6) .

Se tiene entonces que a partir de

K(2w/\/2w2—i-e):/01 7 2wt e

— 12¢/2w? + e — 4w?t2

el periodo de la oscilacion es T' = 4K /w. Heuristicamente, para valores de energia
pequenos, podemos suponer unos valores de 6 controlados. Un desarrollo de Taylor
en 0 hasta orden 2 de sin(f) =~ 6 permite transformar la primera ecuacién del
movimiento en

0 = —w?0

~wt v resulta ser por tanto una oscilacion

que tiene por solucién general Cp et + Cye
habitual.
Es de notar como la diferencia entre sn y sin resulta ser sensiblemente mayor

cuanto mayor es el parametro k, como se recoge en la siguiente gréfica.

Figura 4.4: Representacion sin y sn para distintos valores de k.

La utilidad de este tipo de integrales reside en que proporcionan soluciones
analiticas de ecuaciones que aparecen en modelos fisicos con mejor grado de precision
en sus predicciones. Poder abarcar un mayor tipo de ecuaciones y funciones que las
verifiquen resulta ser enormemente util.

En este sentido se incluye el iltimo ejemplo, que desarrolla un modelo fisico que
describe con extraordinaria bondad las érbitas de los planetas.

4.3. Orbitas en el modelo relativista

En 1687 sir Isaac Newton publico el célebre Philosophie naturalis principia
mathematica. La trascendencia de la obra ha sido indiscutible por la variedad y
profundidad de los temas que trata. Entre ellos, se recoge la formulacion de la
interaccion gravitatoria entre dos cuerpos, via un potencial proporcional al producto
de sus masas y a 1/r, que da lugar a érbitas elipticas. El acuerdo entre las predicciones
de esta teoria y las observaciones de los astronomos fue un éxito sin precedentes. Tal
era el grado de precision que en 1846 Urbain Le Verrier predijo la existencia de un
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planeta desconocido en el Sistema Solar: Neptuno. Escasos dias méas tarde, Neptuno
fue avistado en la posicién predicha.

Sin embargo, existia un planta cuya érbita escapaba a las predicciones newtonia-
nas: Mercurio. Las orbitas planetarias deberian seguir elipses cuyos ejes permanecie-
ran fijos en el tiempo, pero Mercurio exhibe una trayectoria aparentemente eliptica,
pero cuyos ejes se mueven a una tasa fija de unos pocos segundos de arco cada siglo.

Figura 4.5: Representacion de la evolucién de la orbita de Mercurio. Es de notar
que ésta esta contenida en un plano.

Numerosas soluciones ad hoc fueron propuestas, desde la presencia de planetas
nuevos que corrigieran la trayectoria? hasta polvo no detectable con los instrumentos
de la época. Fue motivado por esta anomalia que Albert Einstein propuso una
correcciéon al modelo newtoniano que resulté ser enormemente satisfactoria para
explicar la 6rbita de Mercurio.

De acuerdo a la teoria de la relatividad, es posible estudiar la interaccion gravita-
toria entre dos cuerpos, de masas M y m respectivamente y que supondremos
puntuales, a través de una modificacion al potencial newtoniano. Definamos en
primer lugar la masa reducida del sistema como

mM

m+ M

La interaccion ocurre a lo largo de la recta que une los centros de masas, como
en el modelo newtoniano. Es decir, es una fuerza central, de modo que el momento
angular total L se conserva, como puede encontrarse nuevamente en Thornton et al.,
2004. Esto fuerza a que el movimiento se restrinja a un plano perpendicular a L.
Debido a este tipo de interaccion, se sigue mr + M 5 =0, y por lo tanto, tomando
7 = 11 — 73, el problema puede reducirse al estudio de una particula de masa p a
una distancia r del sistema de referencia. Se verifica

Yy 1= ol = oo
M 2 @

2Le Verrier propuso en 1859 la existencia de un nuevo planeta, Vulcano, del que no hubo nunca
evidencia experimental.

M:

l

r=
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donde F; es la fuerza a la que esta sometida la masa respectiva. El momento angular
toma el valor L = mi x @ y por lo tanto, en coordenadas polares, L = ,u7“2é.
Denotaremos | = L/u. El hamiltoniano final en el modelo relativista, tomado por
unidad de masa, adopta la forma

o e (1P
H<7"ﬂ“>9>9>:2+2—“<r+cw>:]5

donde se han sustituido py = ur29 =1y pr = m7 . pp permanece constante® ya que
OH /06 = 0. Esto permite deducir que 726* = [2/r? Por tltimo, efectuando el cambio
de variable s = 1/r y teniendo en cuenta que

ds 1z

o~ 22§
podemos reescribir la ecuacién del hamiltoniano para obtener

ds\> 2u , 2u, 2E
(d@) —ZTS—S +§S 12.

Por una cuestion de simplicidad, se realiza un cambio de escala de modo que tomando
s =ue/l?, v=2(u/cl)* y A = —2EI*/1* obtenemos

de\? 9 3
20 =2—e +7e — X =g(e).

Experimentalmente, se puede comprobar que v toma valores positivos muy pequenos
comparados con A, de ahi que la correccion relativista pueda ser despreciable para
casos en los que las distancias sean suficientemente grandes. Ademas, A ha de ser
mayor que 0 si suponemos que la energia es suficientemente baja como para que
el sistema esté efectivamente ligado y las masas no puedan separarse distancias
arbitrariamente grandes. Estas consideraciones, habituales en la resolucion de proble-
mas en Fisica que requieren de restricciones matematicas impuestas por la naturaleza
del problema en cuestion, permiten deducir que los ceros de este polinomio son todos
ellos distintos, sin mas que aplicar las formulas correspondientes a los ceros de un
polinomio de grado 3. Por lo tanto,

g(€) = (e = er)(e — &) (e — €3)

ordenando €1, €5 y €3 en orden creciente. La evaluaciéon con las férmulas explicitas
permite concluir que
0<er <1 <e <2< es.

Dado que g(€) > 0, € € [e1, €]. El intervalo [e3, +00) no es fisicamente aceptable ya
que eso conduciria a r — 0 si § — 00, lo que ocurriria en el caso de que el sistema
tuviera poca energia y tendiera a colapsar gravitatoriamente. Obtenemos de esta
manera la ecuacion

de

e—e1)(e—e)(e—e3)

vie= [+

3Esta es otra manera de deducir la conservacién del médulo de L.

60 UNIVERSIDAD DE VALLADOLID m



4.3. ORBITAS EN EL MODELO RELATIVISTA

Un tltimo cambio de variable, de la forma ¢ = €; + 72 transforma la integral anterior

en
2dr

o —
a /\/(62 —€) —7'2\/(63—61) — 72

que resulta ser una integral eliptica de primer tipo, que podemos evaluar directamente

y obtener
2 _ \/62—€1>
) = ———sn ! T/\€E — €, —F/—7=—x].
ﬁ V€3 — €1 < / 2 ! V€3 — €1

Por lo tanto, despejando 7 y deshaciendo el cambio de variable, se obtiene una
ecuacion para la trayectoria de la forma

ﬁ =€ + (62 - 61>SH2 (7(63 — 61)9) : (4~1>

ur 2

Los ciclos se completan a intervalos A8 = 4K /,/~ (e3 — €;). Por lo tanto, el desfase
del perihelio con cada ciclo completo es
4K
AP = —— — 2.
V(es —€1)

En el caso del Mercurio, este desfase es aproximadamente A®,, =~ 43" / siglo.
Por dltimo, si se desarrollan las raices ¢; del polinomio ¢ en funcién de ~ y
tomando €? = 1+ 2FI[?/u®? = 1 — X se obtienen

1—e)?
61:1—6—")/(26)4’0(’}/2)
1 3
€2=1+e+m+0(72)
2e
1
63:*—2"‘0(7)
Y

de modo que la ecuacién (4.1) puede ser resumida en

L p
-=5 (p + osn? (C@))
y donde se verifica

1 — 3
p=1-e— 2 o0,

2e
o =2+ (3e+1/e) + O(1?),
_ Loy
§_§ 4(3 e) + O(¥?).

De esta manera, en el caso particular de v = 0 y por lo tanto £k = 0 (ya que el
denominador tiende a c0), se obtienen p =1—e, 0 = 2¢, ( = 1/2 y la ecuacién (4.1)

se reduce a
I
—_ = 1—2

(1 —ecos(f))

<

que representa una Orbita clasica de excentricidad e.
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Apéndice A
Resultados auxiliares

Teorema A.1 (principio del argumento). Sea f una funcién meromorfa y sea v un
camino en C cerrado tal que f es analitica y no nula en «. Denotemos por Z; los
ceros de f y m, el orden de cada cero. Denotemos por Py sus polos y por n, el orden
de cada polo. Si denotamos por n(v,a) al orden de 7 en torno al punto a entonces

L/,
meg F(z) dz= Y n(v,a)ma — Y n(y,a)n,

aGZf aEPf

Lema A.2 (criterio M de Weierstrass). Sea A C C, f,(z) una sucesion de funciones
fn : A — C tales que:

» Para cada n, existe un M,, > 0 tal que || ful|co < M.
m > 2, M, converge.
Entonces Y 0%, fn(2) converge uniformemente en A y absolutamente para z € A.

Teorema A.3 (de convergencia de series de funciones analiticas). Sea R un dominio
de C, f,.(2) una sucesién de funciones analiticas en R tales que Y02, f,(z) converge
uniformemente a f(z) en los compactos de R. Entonces f(z) es analiticay > 00 | f7(2)
converge a f’(z) en los compactos de R.

Teorema A.4 (de la aplicacion abierta). Sea R un dominio y f : R — C una
aplicacion analitica. Entonces es abierta.

Teorema A.5 (criterio del cociente). Sea Y °° , a, una serie formal. Llamando

Qp41
Qn,

L= lim

n—oo

supuesto que éste existe, la serie converge absolutamente si L < 1 y diverge para
L>1.

"™ una serie formal.

Teorema A.6 (radio de convergencia). Sea Yo% a,(z — 2o)
Llamando

p = limsup |an|"™,
n—oo

la serie converge absolutamente en B(zg,1/p), admitiendo que 1/p pueda ser finito
o infinito.
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