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Resumen

Se considera una funcién analitica, definida mediante una serie de poten-
cias cuyo radio de convergencia es finito y positivo. Se presentaran algunos
de los resultados clasicos acerca del comportamiento de la funcién cuando
uno se aproxima a la frontera del disco abierto de convergencia. Se intro-
duciran los conceptos de sobreconvergencia, series lagunares y dominios de
holomorfia, entre otros, y se discutiran numerosos resultados relativos a la
existencia de puntos singulares en la frontera, posibilidad de prolongacion
analitica, arcos de holomorfia en la frontera, etc. Se mostrara también cémo
ciertas propiedades de los coeficientes de la serie de potencias (la anulacién
de parte de ellos, su signo, su cardcter entero, etc.) tienen consecuencias,
a veces sorprendentes, sobre la posibilidad de prolongar analiticamente la
funciéon suma mas alla del disco de convergencia.

Abstract: An analytic function is considered, defined by a power series
whose radius of convergence is finite and positive. Some of the classical results
about the behavior of the function when one approaches the boundary of the
open disk of convergence will be presented. The concepts of overconvergence,
lacunary series and domains of holomorphy, among others, will be introdu-
ced, and numerous results related to the existence of singular points on the
boundary, the possibility of analytic continuation, arcs of holomorphy on the
boundary, etc. will be discussed. We will also show how certain properties
of the coefficients of the power series (the vanishing of part of them, their
sign, their integer character, etc.) have consequences, sometimes surprising,
on the possibility of analytically continuing the sum function beyond the disk
of convergence.






Introduccion

Recordamos, de la asignatura de Variable Compleja, que dada una serie
de potencias Y~ a, (z — 2p)" se define su radio de convergencia, que suele
denotarse por p, como sigue:

(1) Si la serie converge inicamente en el punto zp, entonces p =0 .
(2) Si la serie converge en cada punto de C, se dice que p = 0.

(3) En otro caso, su radio de convergencia se define como el superior del
conjunto de los nimeros reales positivos r tales que la serie numérica
Yoo o lan|r™ es convergente.

Ademsds, estudiamos que en estas condiciones, el disco abierto B (zy, p) se
denomina abierto de convergencia de la serie (en el caso de que p = oo se
entiende que dicho disco coincide con C).

En este contexto, es bien conocido que la serie de potencias converge ab-
solutamente en B (zo, p) y, ademds, converge normalmente en los conjuntos
compactos contenidos en el abierto de convergencia. Sin embargo, del com-
portamiento en la frontera del abierto de convergencia, a priori, no tenemos
ninguin tipo de informacién.

En esta linea, en el presente trabajo trataremos de dar respuesta a la siguiente
cuestion:

¢ Qué relacion hay entre los coeficientes y las sumas parciales de una serie
de potencias y la posibilidad de que la correspondiente funcion pueda
extenderse holomdrficamente a ciertos puntos del disco de convergencia?

mediante el desarrollo de los teoremas de Fatou, Hadamard, Hurwitz, Os-
trowski, Pdolya, Porter, M. Riesz, y Szégo.
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Con este objetivo, siguiendo principalemente el libro de Sansone y Ge-

rretsen [0, pags 419-425], empezamos con un primer capitulo introductorio
en el que exponemos, entre otros, los conceptos de prolongacién analitica y
punto barrera de una serie de potencias, seguidos de algunos resultados basi-
cos relativos a la existencia y caracterizacion, para acabar desarrollando un
par de ejemplos ilustrativos.
Aunque la principal referencia bibliografica ha sido la antes mencionada, para
las pruebas de la existencia de puntos barrera y del teorema |[de Pringsheim-|
han sido utilizadas ideas similares a las expuestas en el primer libro
de Remmert [4, pdgs 234-235].

El segundo capitulo se inicia introduciendo la nocién de arco de holomorfia
de una serie de potencias, para posteriormente estudiar la relacién existente
entre la sucesién de coeficientes y el comportamiento (acotacién y convergen-
cia uniforme) de la sucesién de sumas parciales de la correspondiente serie de
potencias en sus arcos de holomorfia. Los principales teoremas que resolveran
esta cuestion seran el [de acotacion de M. Riesz| el [de convergencia de Fa-|
itou y M. Riesz|y, el |[de convergencia de Ostrowskil Finalizaremos el capitulo
con un criterio de no prolongacién que, como veremos mas adelante, quedara
englobado, junto con el teorema |de la brecha de Hadamard| en el teorema
lde la brecha de Fabry| La referencia seguida a lo largo de este capitulo ha
sido principalmente el texto més avanzado de Remmert [5, pdgs 244-248],
y ademds ha sido fundamental el uso del teorema cuyo enunciado
y prueba se encuentran desarrollados en el segundo apéndice, siguiendo la
exposicién realizada en [5], pdgs 148-151].

En la misma linea, de manera natural, se puede plantear la idea de que la su-
cesién de sumas parciales converja de manera uniforme en los compactos de
un dominio que contenga estrictamente al abierto de convergencia correspon-
diente. Sobre este fenémeno, denominado sobreconvergencia, trabajamos en
el tercer capitulo, que resulta estar muy ligado a los saltos en la sucesion de
exponentes de la correspondiente serie de potencias (esto es, los intervalos de
coeficientes nulos de la sucesion de coeficientes de la correspondiente serie de
potencias). Los denominados teoremas de la brecha seran nuestros resultados
claves en esta seccion. Para el desarrollo de los teoremas|de sobreconvergencial
lde Ostrowski|y [de la brecha de Hadamard|seguimos como principal referencia
[0, pags 249-256]; mientras que el desarrollo relativo al teorema
lo realizamos via la teoria de Turdn siguiendo el libro de Mont-
gomery [3, pags 85-91]. Ademés, se presentard una posible construccién de
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series sobreconvergentes, para la cual ha sido necesario hacer un estudio (al
que se dedica el tercer apéndice del trabajo) sobre los conceptos de domi-
nios de holomorfia, biholomorfia, aplicaciones finitas y singularidades en el
infinito; para este asunto hemos seguido las referencias [5 pags 112-118], [4
pags 281-284], [5, pags 211-213] y el texto de Galindo et al. [2, pags 269-270],
respectivamente.

El teoremade la brecha de Hadamard|nos asegura que las series lagunares de
Hadamard tienen a su abierto de convergencia como dominio de holomorfia,
este conocimiento nos puede llevar a pensar que, realmente, este tipo de series
no son en absoluto necesarias para especificar una cantidad no numerable de
funciones cuyo disco de convergencia coincide con su dominio de holomorfia.
Esta cuestion se desarrolla durante el capitulo 4 del trabajo, que se centra
en la exposicién y prueba del teorema |[de Fatou-Hurwitz-Polyal Nuevamente
la principal referencia bibliografica que se ha seguido es [5, pags 257-259].

Para finalizar, el quinto y ultimo capitulo del trabajo lo dedicamos al estudio
de series de potencias que tienen tan solo una cantidad finita de coeficien-
tes distintos. Nuestro principal objetivo sera probar que la funcion suma de
este tipo de series, o bien tiene al abierto de convergencia como dominio de
holomorfia, o bien admite una prolongacién analitica en forma de funcién ra-
cional con polos en las raices k-ésimas de la unidad para un cierto k natural.
Este resultado se recoge en el teorema [de Szegd, que requiere de la Teorfa
de Aproximacion de Runge para su prueba. Como referencia bibliografica
seguimos de nuevo el texto avanzado de Remmert, tanto para el desarrollo
del teorema [B, pags 260-264] como para introducir lo necesario de
la Teoria de Runge [0, pags 267-275].






Capitulo 1

Terminologia y primeros
resultados

El principal objetivo de este capitulo es introducir e ilustrar mediante
ejemplos los conceptos de prolongacion analitica, estrella principal, punto
barrera, prolongacién analitica radial y frontera natural relativos a una serie
de potencias con radio de convergencia finito, asi como presentar tres resulta-
dos fundamentales concernientes a puntos barrera de una serie de potencias.

En el primero de estos se muestra la imposibilidad de prolongar de mane-
ra analitica y radial una serie de potencias a través de un punto barrera.
El segundo nos garantiza la existencia de, al menos, un punto barrera en
la frontera del abierto de convergencia de la serie sobre la que se trabaja.
Por otro lado, restringiéndonos tinicamente al estudio de series de potencias
centradas en el origen de coordenadas que tienen radio de convergencia igual
a la unidad, el tercer resultado nos proporciona un criterio suficiente para
asegurar que el punto z = 1 sea barrera.

Para desarrollar la nociones tedricas anteriormente expuestas trabajaremos,
por comodidad, con series de potencias centradas en el origen de coordenadas,
siempre teniendo en cuenta que el estudio realizado se puede generalizar a
series de potencias centradas en un punto arbitrario del plano complejo sin
mas que realizar una traslacién.

13
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1.1. Prolongacién analitica

Sea f una funcién holomorfa en un abierto R que contiene al origen de
coordenadas. Por lo tanto, f admite un desarrollo en serie de potencias de la

forma
Z a,z" (1.1)

n=0

teniendo un radio de convergencia r positivo.

En virtud del principio de identidad, sabemos que f es la tnica funcion
holomorfa en R que coincide con la serie de potencias en un entorno
del origen. Por tanto, las propiedades de f estan integramente determinadas
por las de la serie (|1.1)).

Definicién 1.1. En estas condiciones se dice que f es una prolongaciéon

analitica de la serie ([L.1]) en el abierto R.

Definicién 1.2. Se define la estrella principal de la serie (1.1)) (o de la
correspondiente prolongacién analitica f) como el mayor abierto estrellado
respecto del origen de manera que existe una funcién holomorfa en dicho
abierto que coincide con la suma de la serie dentro del disco abierto de con-
vergencia.

Observacion 1. Es evidente, de la definicion anterior que la estrella principal
de la serie de potencias (|1.1]) contiene al disco abierto de convergencia de la
misma.

Definicién 1.3. Dado un punto a € C se denomina punto barrera de la
serie (1.1)) (o de la correspondiente prolongacién analitica f) si se verifican
las siguientes afirmaciones:

» El punto a no pertenece a la estrella principal de la serie (1.1]).

= Todos los puntos de la semirrecta que une a con el origen de coorde-
nadas, {ta : t € [0,1)}, pertenecen a la estrella principal de la serie

TI).

Definicién 1.4. Sea zy # 0. Se denomina prolongaciéon analitica radial
de la serie ([1.1)) a través del segmento [0, z] == {z = Az : A € [0,1]} a
una funcién holomorfa en todos los puntos del expuesto segmento (esto es,
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en un abierto que lo contiene) que coincide con la suma de la serie (1.1]) en
un entorno del origen de coordenadas.

Nota. En lo que resta de trabajo, siempre que hablemos de holomorfia en
un conjunto arbitrario nos referiremos a holomorfia en un abierto que lo
contiene.

Notacion. Denotaremos por B (c,7) a la bola centrada en el punto ¢ € C y
de radio > 0 y por C (¢, 7) a su frontera, esto es, la circunferencia centrada
en ¢ con radio r.

Una vez conocido el concepto de prolongacién analitica radial, vamos a
demostrar la imposibilidad de realizar este tipo de prolongacién a través de
un punto barrera.

Notacion. Sea D un dominio de C, esto es un conjunto abierto y conexo,
denotaremos por H (D) al conjunto de las funciones holomorfas en D.

Proposicion 1.5. Dada una serie de potencias, no es posible realizar una
prolongacion anlitica radial a través de un punto barrera de la misma.

Demostracidn. Sea z un punto barrera de la serie de potencias (L.1)), y sea
f la correspondiente prolongacién analitica cuyo dominio de holomorfia R
coincide con la estrella principal de la serie sobre la que estamos trabajando.
Veamos que no es posible prolongar radialmente la serie expuesta a través
del punto z.

Razonando por reduccién al absurdo, supongamos que existe una funcion ¢
holomorfa en un conjunto abierto U que contiene al segmento [0, o], y que
coincide con la funcién f en un entorno del origen, esto es, existe ¢ > 0 tal

que flBo.e) = B0,

En estas condiciones, estamos trabajando con dos funciones holomorfas en el
abierto UNR que coinciden en B (0, ), que se trata de un conjunto que tiene,
al menos, un punto de acumulacién. En virtud del principio de identidad, se
sigue que las funciones f y ¢ coinciden en el abierto U NR.

Llegados a este punto, podemos definir una funcién g holomorfa en U U R
como sigue
f(z) st z€eR,
9(2) =
o(z) si zeU.
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En primer lugar, observamos que la funcién g estd bien definida, pues si
z € UNR tenemos que f (z) = ¢ (2) y, por lo tanto, el valor de g (z) coincide
en ambas ramas de la definiciéon. Por otro lado, la holomorfia de la funcién ¢
es evidente por tratarse de una propiedad local. Es decir, si z € UUR tenemos
dos opciones (no excluyentes), z € U 6 z € R. En el primer caso, teniendo
en cuenta que ¢ es holomorfa en U, que es un conjunto abierto, existe r, > 0
tal que B(z,r,) C U de manera que ¢ € H (B (z,7,)) vy, en consecuencia
de la holormorfia de la funciéon ¢ en z, se deduce la de g. Andlogamente se
razonaria para el caso en el que z € R.

Ahora bien, podemos considerar un disco centrado en el punto zy con radio
J suficientemente pequeno de manera que B (2g,0) C U. Teniendo en cuenta
que los conjuntos C \ U y [0, 29| tienen interseccién vacia y son, respecti-
vamente, un conjunto cerrado y un conjunto compacto, la distancia entre
ambos es estrictamente positiva. Sea &y := dist (C \ U, [0, 29]) > 0, entonces
es evidente que B (2p,d9) C U.

A continuacién, consideramos el conjunto

Vo= U [0,2] = UB(AZO,/\do),

ZEB(Zo,(so) )\G[O,I]

donde la igualdad de conjuntos expuesta es evidente. De la primera definicién
es claro que V' es un conjunto estrellado respecto del origen y contenido en
U, mientras que de la segunda expresion, es evidente que V se trata de un
conjunto abierto.

Sy
—~
=

™
~—

e

N
o

Figura 1.1: Esquema gréfico.

En consecuencia, como U; := VU B(0,6) C UUR, g se trata de una
prolongacién analitica de f en U;. Ademas, como U; es un conjunto abierto
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y estrellado respecto del origen, de la definicién de estrella principal, se sigue
que U; C R. En particular 25 € R, lo cual es absurdo pues zp es un punto
barrera de f y, por lo tanto, no puede pertenecer a la estrella principal de la
misma.

Esto concluye la prueba de que no se puede prolongar de manera analitica
radial una serie de la forma (|1.1) a través de un punto barrera. [

Observacién 2. En lo que sigue de trabajo, teniendo en cuenta la definicién
de estrella principal y el resultado anterior, cuando razonemos con puntos
que no son barrera de una prolongacién analitica f afirmaremos, sin mas
detalle, que existen € > 0 y una funcién holomorfa g en un disco centrado en
el punto de interés y de radio € que coincide con la prolongacion analitica f
en la interseccion del dominio de holomorfia de f con el disco anteriormente
mencionado.

Para ilustrar las nociones introducidas, a continuacion, desarrollamos el
estudio de la estrella principal y los puntos barrera de una serie de potencias
concreta.

oo
Ejemplo 1.6. Un ejemplo sencillo seria considerar la serie geométrica, »_ 2".
n=0

Es bien sabido que dicha serie tiene radio de convergencia igual a la unidad
y que su suma coincide con la funcién

en el interior del abierto de convergencia, es decir, en B (0,1). Adem4s, es
evidente que f es una funcién holomorfa en C \ {1}, por lo tanto, f es una
prolongacion analitica de la serie geométrica en el abierto C\ {1}.

Vamos a probar que el punto z = 1 es un punto barrera de la serie geométrica
para concluir que la estrella principal de dicha serie es, por definicion, todo
el plano complejo menos la semirrecta de nimeros reales [1, 00) (el segmento
[0,1) estd contenido en el abierto de convergencia y, por tanto, pertenece a
la estrella principal).

Razonando por reduccién al absurdo, si z = 1 no fuese un punto barrera de
la serie geométrica, existirian € > 0 y una funcién g, holomorfa en B (1, ¢),



18 1.2. EXISTENCIA DE PUNTOS BARRERA

que coincide con f en B(0,1) N B(1,¢). Entonces, tomando una sucesién
creciente de nimeros reales positivos, {r,}>2, tendiendo hacia 1 tenemos

lim f (rn) = lim f (r) = lim g (r) = g (1) € C,
lo cual es absurdo, pues se verifica que

1
lim f(r,) = lim

n—00 n—oo 1 — 1,

= 00.
Por lo tanto, el punto z = 1 es un punto barrera de la serie geométrica vy,

en consecuencia, la estrella principal de dicha serie es todo el plano complejo
excluyendo la semirrecta de nimeros reales [1,00) (ver Figura (1.2)).

C\[1,0)

~N

Figura 1.2: Estrella principal de la serie geométrica.

1.2. Existencia de puntos barrera

Dada una serie de potencias de la forma ([1.1]), que suponemos tiene radio
de convergencia r finito y positivo, vamos a probar la existencia de, al menos,
un punto barrera en la frontera del disco abierto de convergencia de la misma.

Proposicién 1.7. Una serie de potencias de la forma (1.1)) tiene, al menos,

un punto barrera en la frontera de su disco de convergencia.

Demostracién. Denotemos por f a la suma de la serie (1.1]). Vamos a razonar
por reduccion al absurdo, suponiendo que no hay ningtin punto barrera en
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la frontera del disco de convergencia, es decir, ningiin punto z con |z| = r es
barrera.

Con la suposicién realizada, para cada zp € C(0,r) existen r,, > 0y
una funcién g,,, holomorfa en B (zy,7,,), que coincide con la funcién f en
B(0,7) N B (z0,72) -

Como consecuencia, tenemos la circunferencia frontera del abierto de conver-
gencia cubierta por una union infinita de bolas abiertas. Dado que una circun-
ferencia es un conjunto compacto, sabemos que existen un numero finito de
las mencionadas bolas que siguen formando un recubrimiento de la circunfe-
rencia frontera del abierto de convergencia, digamos By = B (z1,72,) ..., By =
B (zn,72,).

A continuacién, vamos a definir la funcién g, como sigue:

f(z) si zeB(0,r),

9(2) =
g, (2) si z € B;.

En primer lugar, vamos a probar que la funcién g esta bien definida en el
conjunto D := B (0,7) U (U;_, B:), separando dos casos:

= Caso 1: z € ((,c; B:)) N B(0,r) para algin I C {1,...,n}.
Es evidente, por definicién de las funciones g.,, que f(z) = g., (2)
para todo i € I (pues f|por)nB, = 9x|B0r)nB; luego, en particular,

f|B(0,r)ﬁ(ﬂi61Bi) = 93i|B(0,r)n(ﬂi€, 5;) para todo i € I).

= Caso 2: 2z € ((,e; Bi) \ B(0,7) para algin I C {1,...,n}.

Observamos que V; := ((,c; B:) N B (0,7) # 0, entonces existe Z € V.
Teniendo en cuenta que V; es un conjunto abierto, se sigue que existe
e >0 tal que B(Z,¢) C V].
De esta manera, para todo par de indices 7,7 € I tenemos que g, y
g-, son dos funciones holomorfas definidas en (,.; B; que coinciden
en el conjunto B (Z,¢) (conjunto que contiene, al menos, un punto de
acumulacién). En estas condiciones para todo par de indices i,j € I, el
Principio de Identidad, nos asegura que g, y g., coinciden en (,.; B;.
Luego hemos probado que g., (2) = g, (2) para todo i, j € I.

Por otro lado, razonando de manera similar a la Proposicién [1.5] se prueba
la holomorfia de la funcién g en B (0,7) U (IJ;—, B;). En particular, como el
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disco cerrado B (0,r) esté contenido en el dominio de definicién de g, que
se trata de un conjunto abierto, sabemos que existe ' > r de manera que
B (0,7") € D (ver Figura |1.3) y por tanto, la funcién ¢ es holomorfa en
B(0,r").

Para concluir, como las funciones f y ¢ coinciden en el conjunto B (0, ), te-
nemos que los desarrollos de Taylor centrados en el origen de ambas funciones
son idénticos. Teniendo en cuenta que el desarrollo de Taylor de la funcién
f coincide con la serie de potencias y, que la funcién g es holomorfa en
B (0,77), se deduce que la serie de potencias tiene radio de convergencia
mayor o igual que " > r, en contra de la hipétesis. En consecuencia, tene-
mos que debe existir, al menos, un punto barrera en la frontera del abierto
de convergencia de la serie (|1.1]). O]

Figura 1.3: Esquema gréafico.

Una consecuencia muy interesante del resultado anterior, es el denomina-
do teorema [de Pringsheim-Vivanti| que, en el caso de que la serie (1.1 tenga
radio de convergencia igual a la unidad, proporciona un criterio suficiente
para afirmar que el punto z = 1 sea un punto barrera de la misma.

Teorema 1.8 (de Pringsheim-Vivanti). Si el radio de convergencia de una
serie de la forma (1.1)) es igual a uno y todos los coeficientes de la misma son
numeros reales no negativos, entonces z = 1 es un punto barrera de dicha
serie.
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Demostracion. Denotemos por f ala suma de la serie ([1.1]). Vamos a razonar
por reduccién al absurdo, suponiendo que z = 1 no es un punto barrera de
dicha serie.

Entonces, existen £ > 0 y una funcién h, holomorfa en B (1,¢), que coincide
con f en los puntos del conjunto B (0,1) N B (1,¢).

Por lo tanto, la serie (|1.1)) tiene una prolongacién analitica, que vamos a
denotar g, en B (0,1) U B (1,¢) definida como sigue

f(z) st z€ B(0,1),

9(2) =
h(z) si z€ B(l,e).

El estudio de la buena definién y holomorfia de la prolongacién analitica g
en el conjunto B (0,1) U B(1,¢), se razona de manera andloga al realizado
en la Proposicién [1.5]

Ahora bien, observamos que existe R > % de manera que se verifica B (%, R) C
B(0,1)UB (1,¢) (ver Figura[L.4). Por tanto, el desarrollo de Taylor de g cen-
trado en zp = % tiene radio de convergencia p > R > %

N[ =

Figura 1.4: Esquema gréfico.

Como 5 € B(0,1) observamos que, para todo n € N, se verifica la

1
2
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igualdad ¢ (%) = f (%) En consecuencia, se sigue que

ig("),(%) (_D:iL,()(_;)

n=0 n=0

de donde se deduce que la serie de Taylor de f centrada en % tiene radio de
convergencia p > %

A continuacién, vamos a probar que para cada zy € C (O, %) el radio de
convergencia de la serie de Taylor de la funcién centrada en z; es, al menos,
1

Observamos que para todo zy se verifica la siguiente igualdad

" S N .
7™ (z) zgk(k—l)...(k— (n—1))apzt™" = ;—<k_n)!akz§
(1.2)
por tanto, se sigue que si |zg| = %,
1 = [k = [k n\N*" 1 1
— f(n) — k—n - R {CON ) I
'n!f (20)| = ; (n)akzo < 2 (n)ak (2) = (2> ;
(1.3)

donde se ha tenido en cuenta que a; > 0 para todo k € N.
Como consecuencia de la desigualdad (|1.3)) se deduce que

1 1

" 1 NI\ n
< lmsup | |=f™ (=
N—00 n! 2

y, en virtud de la féormula de Cauchy-Hadamard, tenemos que el radio de
convergencia de la serie de Taylor de f centrada en el punto zy es mayor o
igual que p.

, I o
lim sup (’mf( ) (%)

n—oo

En consecuencia, para todo zy € C (0, 3) la serie Yo7 L f(" (z) (z — z)"
tiene radio de convergencia, al menos, p luego es convergente en el abierto
B (20, p) donde p > % Esto implicaria que la frontera del abierto de conver-
gencia de la serie no presentaria ningin punto barrera, lo cual entra en
contradiccién con la Proposicion [1.7] O]
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1.3. Frontera natural

Cuando la circunferencia frontera del abierto de convergencia de una serie
esta integramente formada por puntos barrera, se dice que dicha circunferen-
cia es la frontera natural de la correspondiente serie.

En los siguientes subapartados, con la intencion de ilustrar el nuevo con-
cepto introducido, asi como los resultados del apartado anterior, desarrolla-
mos dos ejemplos de series de potencias cumpliendo que las fronteras de sus
discos de convergencia estan formadas, inicamente, por puntos barrera.

1.3.1. Un primer ejemplo

Como primer ejemplo ilustrativo, vamos a trabajar con la serie de poten-
cias siguiente

i 22, (1.4)
n=0

con el objetivo de, como ya se ha comentado, mostrar que toda la frontera del
abierto de convergencia de la misma esta formada, en exclusiva, por puntos
barrera.

En primer lugar, dado que la sucesién de coeficientes de la serie es, excluyendo
los casos nulos, la sucesion constante igual a 1, en virtud de la férmula de
Cauchy-Hadamard, sabemos que el radio de convergencia de la serie
es exactamente igual a la unidad. En estas condiciones, podemos aplicar
el teorema |[de Pringsheim-Vivanti que nos asegura que z = 1 es un punto

barrera de la serie (1.4)).

A continuacién, denotamos por f (z) a la suma de la serie (1.4)) e introducimos
un par de propiedades de la misma.

Lema 1.9. Para todo n € N, se verifica la igualdad

—_

F) = 2241, 2€B(0,1). (1.5)

3

i
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Demostracion. En efecto, si n € N:

o'} n—1 00 n—1 [e'e} n—1 o'}
f(z) = Z 25 2 + Z 25— S2* + Z 2R Z S2* + Z L2n2k
k=0 k=0 k=n k=0 k=0 k=0 k=0
n—1 o'} X n—1
IR NCINEDSEETICHE
k=0 k=0 k=0
como se queria probar. O

Lema 1.10. La funcion [ verifica lim, ;- f (r) = co.

Demostracion. Observamos que f ](0 1) €S una funcién positiva y estrictamen-
te creciente, de modo que existe, finito o infinito, L = lim, ;- f (7).

Ahora bien, tomando limites cuando z € R, z — 17, en la igualdad (1.5
se obtiene que L = n + L para cada n € N, lo que no puede ser si fuera
L € (0,00). Por lo tanto, L = oc. O

A continuacién, vamos a probar que existe un conjunto denso en C'(0,1)
formado por puntos barrera de la serie (|1.4]).

Lema 1.11. Sea n un niumero entero positivo, entonces todos los puntos de

la forma z = €, con § = ZZ para k = 0,1,...,2""'; son puntos barrera de
la serie ([1.4]).
Demostracién. Sean n un entero positivo y k € {0,1,...,2"7'}. Vamos a

razonar por reduccién al absurdo, suponiendo que z, = e*

barrera de la serie (|1.4]).

no es un punto

Dado que 2y no es punto barrera, sabemos que existen € > 0 y una funcion
h, holomorfa en B (zg,¢), que coincide con f en B (0,1) N B (zp,¢). Por lo
tanto, tomando 7 suficientemente préximo a 1 se tendria que rzo € B (20, )
y, en consecuencia, se verificaria

ll_lgf (rzo) = ll_rgh (rzo) = h(z) € C.
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Sin embargo, en virtud de los Lemas y y, teniendo en cuenta que
22" =1, se deduce que

n—1
hmf r2p) = hm (Z r20) 2 ( r20) )) Z'ZU + hmf )
k=0
1
k , k
- Zzg + lim (—Zﬁ +f(r)>
k=0 k=0
n—1
_ 2k . _
= (" —1) +im s o) =
k=0

lo cual es una contradiccion, por lo tanto, 2y es un punto barrera de la serie

=) 0

Para poder concluir que toda la circunferencia de convergencia esta formada
por puntos barrera, vamos a probar que el conjunto de los puntos barrera es
denso en la circunferencia de convergencia.

. 21k
Lema 1.12. El conjunto PB :={z : 2z =¢'2» T k=0,1,...,2" 1, n € N}

es denso en la circunferencia unidad.

Demostracion. Como el conjunto D = {g—f ck=0,1,...,2" n € N} es

denso en [0, 1] y la aplicacion h : [0,1] — [0, 27] definida por h(z) = 27z es

sobreyectiva y continua, entonces, sabemos que el conjunto D' = h (D) =
21k k=0,1,...,2"""; n € N} es denso en [0, 27].

Analogamente, como el conjunto D' = 2”’“ ck=0,1,...,2": n € N} es

denso en [0, 27| y la aplicacién g : [0, 27] —> C(O 1) definida por g(z) = €% es
sobreyectiva y continua, entonces, sabemos que el conjunto PB = g (D') =

. 21k
{z : z=¢€27Tk =0,1,...,2": n € N} es denso en la circunferencia
unidad. ]

Por 1ltimo, teniendo en cuenta que el conjunto de puntos barrera es denso en
la frontera del abierto de convergencia, vamos a probar que no existe ningin
punto en dicha frontera que no sea punto barrera.

Proposicion 1.13. Todos los puntos de la frontera del abierto de conver-
gencia de la serie (1.4]) son puntos barrera de la misma.
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Demostracion. Razonando por reduccion al absurdo, suponiendo que existe
z1 € C(0,1) que no es punto barrera, existirian ¢ > 0 y una funcién h,
holomorfa en B (z1,¢), que coincide con f en B(0,1) N B (z1,¢).

Sin embargo, por densidad existe zo € PBN B (z1,¢), y es claro que entonces
2o no serfa punto barrera. ]

Una vez hecho todo el desarrollo anterior, por definicién, sabemos que
la estrella principal de la serie (1.4]) es el disco abierto centrado en el origen
y de radio 1, y la circunferencia unidad es la frontera natural de la misma
serie.

1.3.2. Un segundo ejemplo

En este caso, con el mismo objetivo que en el subapartado anterior, vamos
a trabajar con la denominada serie de Laurent definida por

[e.e] n

3 1jzn. (1.6)

n=1

En primer lugar, veamos que la serie de Laurent converge uniformemente en
los compactos del disco unidad.

Lema 1.14. La serie (1.6) converge uniformemente en los compactos de
B(0,1).

Demostracion. Sea K un conjunto compacto contenido en B (0, 1), entonces
se verifica que K N(C\ B (0,1)) = (. Dado que la interseccién entre K (que
es un conjunto compacto) y C\ B (0,1) (que es un conjunto cerrado) es vacia,
sabemos que d (K,C\ B (0,1)) > 0. En consecuencia, existe r € (0, 1) tal que
K C B(0,r).

Ahora bien, si z € K observamos que se verifica la desigualdad

n n

r
<
1—rn

z
1—2zm

pues, en efecto, [2"| < 1"y |1 —2"| > |1 —|z]"|=1—|z]" > 1 —1"
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[oe} rn
n=1 1—rn

En virtud del criterio de comparacion, el caracter de la serie > es el

mismo que el Y 7 7" pues

,r.'fl

— 1
lim = = I =1€(0,00).
Jim = = lm o— (0, 00)

Por lo tanto, como la serie Y 2, r" es convergente (dado que r € (0,1)),
e . ’ . n . . .
también converge la serie numérica y -, 5= ¥; en virtud del criterio M-
Weierstrass, la serie funcional (1.6 converge normalmente en K. [

A continuacién, introducimos un resultado que nos permitiré reescribir
la serie ([1.6)) como una serie en potencias de z.

Teorema 1.15 (de las series dobles de Weierstrass). Sea {f,}22, una suce-
sion de series de potencias convergentes en un disco comiun B centrado en el
punto ¢, definidas por f, (z) =Y 1, a,(cn) (z = ¢)* para todo n € NU{0}.

Supongamos que la serie f(z) = >~ fn(2) converge normalmente en B.
oo (m)

Entonces, para cada k € NU {0} se tiene que la serie b, = Y > _jan ~ es
convergente en C y, también, que la funcion f es representada en B por la

serie de potencias
Z by (2 — )"
n=0

Demostracion. Consideramos la sucesién de funciones {g,}2°, definida por
Gn (2) = X 1o fx (2) para todo n € N. Por hipdtesis, es evidente que se trata
de una sucesiéon de funciones holomorfas en B que converge normalmente
hacia la funcién f.

En estas condiciones podemos aplicar el teorema de Weierstrass, que nos
garantiza que la funcién f es holomorfa en B y, ademads, afirma que para
cada k € N, la sucesién {g,(lk)};;":O converge uniformemente en los compactos
de B hacia la funcién f*). Esto es, para todo k € N se verifica:

£ (2) = tim g (2) = 1 SO () =30 G ()

Ahora bien, dado que la funcién f es holomorfa en B, puede representarse en
dicho conjunto por su serie de Taylor centrada en el punto ¢, es decir, para
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todo z € B

o0

f()
=

n=0

c) (2= o) ZZk ofkn () (z—e)", (1.8)

donde en la segunda igualdad se ha substituido f™ (c) por la evaluacién de
(1.7) en el punto c.

A continuacion, teniendo en cuenta que, por hipdtesis, tenemos que se verifica

E G Z——C

para todo k € NU {0}, derivando en la expresién anterior se sigue que

00 n N
1 () =S B0 (o

= 7

para todo k € N U {0} y para todo n € N y; por tltimo, evaluando en el

punto ¢ se obtiene que
™ (¢) = nla® (1.9)

para todo k € NU {0} y para todo n € N.
En conclusién, substituyendo (1.9)) en (1.8]) se verifica

00 oo 1, (k) o0 00
z)zzzk?ﬂb#(z—c)nzz< aﬁ) z—c)" Zb (z —c)"
n=0 ) n=0

k=0

para todo z € B, como se queria demostrar. O

Observacion 3. En las condiciones del resultado anterior, la funcién f puede
ser representada en B por la serie doble

= Z (Z a,(gn) (2 — c)")

y, lo realmente interesante, es que el teorema afirma que los sumatorios pue-
den ser intercambiados sin alterar la convergencia en B, ni el valor del limite.
Esto es, la funcion f también puede ser representada como

F) =Y (Z a;@) (z—0)".

k=0
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Una vez conocido el teorema |de las series dobles de Weierstrass| y de-
notando por f a la suma de la serie (1.6), podemos abordar el siguiente
resultado que nos porporciona una representacion de la misma en potencias
de z.

Lema 1.16. Sea n un numero entero positivo. Denotando por T, al nimero
de divisores de n se verifica la siguiente igualdad

n

i 1izn :ifnz". (1.10)
n=1

n=1

Demostracion. Es evidente que, para cada n € N, se cumple la igualdad

1izn :Zzlm (1'11)

p=1

y, en virtud del teorema [de las series dobles de Weierstrass, sabemos que
podemos escribir la serie (|1.6) en potencias de z sumando las series que
aparecen en ([1.11)) término a término.

Observamos que una potencia z* aparece en la serie Z,iozl 2 si, vy sélo si,
n es un divisor de k. Teniendo en cuenta que 7 es el nimero de divisores de
k, se verifica, trivialmente, la igualdad ([1.10]). O

En lo que inmediatamente sigue, vamos a probar que existe un conjunto
denso en C (0, 1) formado por puntos barrera.

Lema 1.17. Sean q un nimero entero mayor que 1 y p un nimero natural
coprimo de q. Entonces zg = €™/ es un punto barrera de la serie (1.6))-
(1.10)).

Demostracion. Sea g un entero positivo mayor que 1 y p un nimero natu-
ral coprimo con ¢. Razonando de manera andloga al ejemplo anterior, para
demostrar que zy = €*™/% es un punto barrera de la serie , vamos a
probar que lim,_,; f (rzp) = oo y; para ello, en particular, vamos a probar
que lim, 1 (1 —7) f (rz9) = 0.

Escribimos f como f (z) = f(27) + g (2) donde ¢ involucra los términos de
(1.6) que corresponden a indices n que no son divisibles por g.
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En primer lugar analizamos el término (1 —7r) f ((rz)?) para 0 < r < 1.
Dado que z§ = 1 tenemos

(=) () = (1= F () = (1=
n=0
1—r 1—rd 1 - rd
= ri" = 1.12
= T Z s (112)
Ienrm 1 ( 1 ) ro1
> — — = —log — 0
qe= n q 1—rae

Por otro lado, si n no es divisible por ¢ tenemos

n|2 n 2mnp 2 n . 2mpn 2
|1 —(rzo)"|"=(1—1r"cos + | r"sin
q q
2 2 2
=1—2r"cos ( 7mp> + 2" <cos2 < 7mp> + sin? ( 7mp))
q q q

2
=1-—2r"cos (ﬂ> + 2 (=2r™ 4 2r™)
q

2
=(1—-r") 42" (1 — COS (w)) > 47" sin? (LW)
q q

(1.13)

donde en la desigualdad estricta se ha tenido en cuenta que (1 —")* >0y
se ha aplicado la igualdad trigonométrica que relaciona el seno cuadrado de
un angulo con el coseno del dangulo doble.

Ahora, podemos encontrar un nimero entero A, tal que np = \,q +t con
te{l,...,q— 1}y, teniendo en cuenta que sin (A\,7) = 0y cos (A\,7) = %1,
se sigue que

sin? (%”p> - (sin ()\nﬂ + %))2 2
_ (sin () cos (%) + cos (\y) sin (%)) (1.14)
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donde, la ultima desigualdad se deduce del hecho de que los valores t = 1
y t = ¢ — 1 minimizan la expresién sin’® (7t/q); valiendo, en ambos casos,
exactamente sin® (7/q).

Por tanto, teniendo en cuenta ([1.13]) y (1.14)), para el término (1 —7) g (r20)
se verifica

| (1—=7)g(rz) |<|1—7=|Z|1_7’Z70020 - 1—7r Z(\/;
28111( )

I R (EG

1
(77 =) ()

En conclusién, de (1.12)) y (1.15), se deduce que lim, 1 (1 —7) f (rzy) = o0
y, por tanto, sabemos que zp es un punto barrera de la serie --.

< oQ.

(1.15)

En estas condiciones, razonando de manera analoga al ejemplo anterior,
tenemos que el conjunto de puntos barrera de la serie — es denso
en la circunferencia unidad y por tanto, todos los puntos z con |z| = 1 son
puntos barrera de dicha serie.

Esto concluye la prueba de que la estrella principal de la serie ((1.6))-(1.10))
es el disco abierto centrado en el origen de coordenadas y de radio uno, y la
circunferencia unidad es su frontera natural.






Capitulo 2

Convergencia en la frontera

Trabajando con funciones holomorfas en el disco unidad (que sabemos
que admiten una representacion en serie de potencias en el mismo), el objetivo
fundamental de este capitulo es estudiar la relacién existente entre la sucesion
de coeficientes de la correspondiente serie de potencias y la posibilidad de
que la sucesién de sumas parciales de la misma esté uniformemente acotada
o converja hacia una prolongacién analitica en arcos de holomorfia.

En la primera seccion de este capitulo se expone el concepto de arco de ho-
lomorfia de una funcién y, ademads, se presenta la prueba del lema de M.
Riesz, que pese a su cardcter méas técnico, nos resultara de gran ayuda para
realizar las pruebas de los tres teoremas principales de la siguente seccién y
de este capitulo; que son los teoremas de acotacién de M. Riesz, de conver-
gencia de Fatou y M. Riesz, y de convergencia de Ostrowski. En todos ellos
se presentan criterios suficientes, relativos a la sucesién de coeficientes de
la correspondiente serie de potencias, para garantizar diferentes propiedades
sobre la sucesion de sumas parciales de la mencionada serie. El primero de
ellos asegura la acotacién uniforme en arcos de holomorfia, y el segundo y
tercer resultados garantizan la convergencia hacia una prolongacién analiti-
ca en arcos de holomorfia, con la tnica diferencia de que, el tiltimo de los
resultados se restringe exclusivamente a series de potencias lagunares.

La ultima seccién se dedicara a presentar un criterio de “no convergencia’.

33
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2.1. Un lema de M. Riesz

Como se ha comentado en la introduccion del capitulo, vamos a centrar
nuestro estudio en funciones holomorfas

f(2)=2_ an" (2.1)

n=0

en el disco unidad, esto es, la serie que define a la funciéon f esta desarrollada
en potencias de z — 0 y tiene radio de convergencia igual a la unidad.

Empezamos introduciendo el concepto de arco de holomorfia para una
serie de potencias de la forma (2.1)).

Nota. A lo largo de este capitulo, vamos a referirnos como arco de una
circunferencia a un conjunto L conexo de forma que existe un intervalo
I=1a,b) CRcon 0<b—a<2nm, de modo que L = {e" : t €I}.

Definicién 2.1. En las condiciones anteriores, un arco cerrado L C C'(0,1)
se denomina arco de holomorfia de f si la funcién f puede ser prolongada
de manera holomorfa a todo punto de L.

Observacién 4. Sabemos que L # C (0, 1) puesto que existe, al menos, un
punto barrera en la frontera del disco abierto de convergencia de la serie

ED).

Una vez conocida la nocién de arco de holomorfia, exponemos el siguiente
resultado que nos garantiza la existencia de una prolongacién analitica de la
funcién f a todos los puntos de un arco de holomorfia de la misma.

Proposicién 2.2. Para todo arco de holomorfia L C C (0,1) de una serie de
la forma , que tiene radio de convergencia igual a uno, existe un sector
circular S cerrado con vértice en el origen de coordenadas tal que L C S yf
tiene una prolongacion holomorfa f en S.

Demostracion. Por definicién de arco de holomorfia, f puede prolongarse
de manera holomorfa a todo punto de L. Por lo tanto, para todo punto
we L CC(0,1) existe un disco B (w,r,) y una funcién g, € H (B (w,r,))
tal que f y g, coinciden B (0,1) N B (w, ).

Ahora bien, es evidente que L C |J,o; B (w, ). En consecuencia, tenemos el
arco de holomorfia L (que se trata de un conjunto compacto) recubierto por
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una infinidad de discos abiertos. Teniendo en cuenta la definicién de compa-
cidad, sabemos que existe un nimero finito de discos B (w,r,,), que siguen
formando un subrecubrimiento de L. Vamos a denotar a los correspodientes
discos por By = B (w1, 7w, ) ,-- -, Bi = B (wi, ry,) ¥, asu unién por B, es decir,
B:=BU---UBy.

En estas condiciones, es evidente, que
existe un sector circular S centrado
en el origen de coordenadas con ra-
dio R > 1 tal que

= LCS,

= SCB(0,1)U (UB)

A continuacién, pasamos a probar la

existencia de la prolongaciéon holo-
morfa f de f.

Figura 2.1: Existencia sector circular.

Definimos la prolongacién analitica f en U := B (0,1) U (U_,B;) (que es un
conjunto abierto que contiene a S) como sigue:

f(z) si ze B(0,1),

()=
9w, (2) si  z€ B

Solo resta verificar que la funcién f estd bien definida y es holomorfa en
U (abierto que sabemos que contiene al conjunto S). Atendiendo a la cons-
truccién de la misma, ambas propiedades se prueban de manera analoga al
razonamiento realizado en la Proposicién [L.7} O

Observacién 5. En lo que resta de capitulo, dada una funcion f definida
por y un arco de holomorfia L de la misma, consideraremos siempre
el sector circular S y la correpondiente prolongacion analitica f como los
construidos en la proposicion inmediatamente anterior.

Antes de seguir avanzando en la teoria que concierne este apartado, rea-
lizamos un pequeno inciso de notacién.
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21 Notacion. Sean f una funcién holo-
morfa de la forma , L un arco
de holomorfia de la misma y .S el sec-

Gﬁ S 2 tor circular correspondiente. Denota-
remos:

Wa " 2y 2y alos vértices de S (dis-

tintos del origen).
= w; al punto de interseccion de
C'(0,1) con el segmento [0, 21].
= wy al punto de interseccion de
C'(0,1) con el segmento [0, z5].
Luego |wi| = |we| = 1, y denotamos
s 1= |z1| = |22 > 1, es decir, el radio

Figura 2.2: Esquema grafico. del sector circular S.

Para lo que resta de capitulo, vamos a considerar las siguientes funciones
auxiliares:

~

gn (2) = W (z —wy) (2 — wy) (2.2)

[0.9]
para todo n € N, donde s, (2) = > azz* representa la n-ésima suma parcial
k=0

de la serie de potencias (2.1)) que define a la funcién f. Lo primero que vamos
a comprobar es la holomorfia en S de la sucesién de funciones g,.

Proposicion 2.3. Toda funcion g,, con n € N, es holomorfa en S.

Demostracion. En primer lugar, observamos que, para todo n € N, la n-
ésima suma parcial de la serie ([2.1)) es una funcién holomorfa en S, pues al
tratarse de un polinomio, es de hecho una funcion entera.

Para todo n € N, la funcién (f (2) — sn (z)) (z —wq) (2 — wy) es holomorfa
en S, por ser producto de funciones holomorfas en el mencionado conjunto.

Ademss, es evidente, que la funcién z"*! también es holomorfa en S para
todo n € N.

En consecuencia, sabemos que el tinico punto que podria dar problemas a la
hora de discutir la holomorfia de la funcién g, es aquel en el que se anula su
denominador, es decir, el punto z = 0.
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Con el objetivo de probar la holomorfia de las funciones g, en el origen de
coordenadas, vamos a probar la holomorfia de las mismas en el disco unidad.
Teniendo en cuenta que las funciones f y f coinciden en el conjunto B (0, 1),
y que f es representada en el mismo por la serie de potencias , para cada
z € B(0,1) las funciones g,, pueden ser reescritas como sigue:

A

on () = T () (o )
- S
z—wi) (2 — W) — (2:3)
- ( ;151 2 kz—() Anprpp2 T
= (z —wy) (2 — wo) Z an+1+k2k-
k=0

Es evidente que las funciones (z —w;) y (2 —wsy) son enteras por tratarse
de polinomios, por tanto, para probar la holomorfia de g,, en el disco unidad
basta con demostrar la holomorfia de la serie ZZO:() Ant1412" en el mismo (esto
es, probar que tiene radio de convergencia mayor o igual a uno). Llamamos
pn a su radio de convergencia. Entonces, se sigue que

1 1
1 = limsup |ag|*k = Hmsup |a, 14| nH1+k
k—o0 k—ro00

L\ ntl+k 1

= lim sup (]an+1+k|5> = Hm sup |ani144| % = p, "
k—o00 k—o00

En consecuencia, el radio de convergencia de la serie Y~ a,4114£2" es igual a

la unidad y, por lo tanto, hemos probado que las funciones g,, son holomorfas

en el disco unidad, luego en particular son holomorfas en el punto z = 0. [

Con la notacion establecida y los resultados expuestos, estamos en condicio-
nes de enunciar y probar el lema de M. Riesz. Este resultado nos proporciona
un criterio para garantizar la acotacién de la sucesién de funciones {g,}°2,
en el conjunto S; ademas, nos resultara de gran ayuda en el siguiente aparta-
do para realizar las demostraciones de los teoremas de acotacién de M. Riesz
y de convergencia de M. Riesz y Fatou.
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Lema 2.4 (de M. Riesz). Sea f una funcion de la forma (2.1)) con sucesion
de coeficientes acotada, y supongamos también que f es una prolongacion
analitica de f en S. Entonces la sucesion {g,}>2, estd acotada en S.

Demostracion. En virtud del teorema del médulo maximo sabemos que basta
con probar que la sucesion {g,}>°, estd acotada en 0S.

Por hipétesis, la sucesion de coeficientes de la serie (2.1]) esta acotada, luego
vamos a denotar A := sup{|a,| : n € N} que sabemos que se trata de una
cantidad finita.

Por otro lado, como f es una funciéon holomorfa en S, en particular, es con-
tinua en el mismo conjunto que se trata de un compacto; luego del teorema
de Weierstrass se sigue que existe una constante M > 0 tal que |f (z) | < M
para todo z € S.

Vamos a separar en tres casos el estudio de la acotacién de la sucesién {g, }o2
en la frontera de S.

Caso 1: z perteneciente al segmento de extremos 0 y w;.

= Siz=rw; con 0 <r <1 entonces para todo nimero natural n se tiene

o oo oo
f () =su(2)| =] > ™| < ) a2 = D axlr
k=n+1 k=n-+1 k=n-+1
0 0 Tn+1
<Y AF=A> =4 :
1—r
k=n+1 k=n+1
Como, ademas, se verifica que
|z —wi|=lrwy —w| =|r=1ljw| =1-r

|z —wo| < |z| + |wo| = rlwi| + |wo| < 1+1=2,

se sigue que

A 1
90 (2) | = |f (2) — 80 (2) IWIZ — wil[z — wy
rn+1 1
<A (1-r)2=24, neN.

1 —ppntl
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= Siz=rw;conl<r<sentonces para todo nimero natural n se tiene

n
E akzk

k=0

~

1 (2) =30 () [ = 1f (2) [+ |sn (2) | < M +

< M—I—i]akHz\k < M+iA7"k

k=0 k=0
n+1_1 n+1
M+ AT oMt AT
r—1 r—1
Como, ademas, se verifica que
|z —wi| = Jrwy —wi| =|r = 1|jwi|=7—1

|2 = wal < [2] 4 |wa| = rlwn| + Jwa| < 1+,

se sigue que

donde en la desigualdad estricta se ha tenido en cuenta que, como
r > 1, se verifican las desigualdades r — 1 < r y r"*!' > r y, por lo
tanto, :n;fl < 1.

= Si z =0 se tiene que |g, (0) | = |ap1wiws| < A para todo n € N.
= Siz = w; se tiene que g, (w;) = 0 para todo n € N.

Luego tenemos que la sucesién {g,}>°, estd uniformemente acotada por la
constante C := méax{0, (M + A) (1 + s),2A} en el segmento de extremos 0

y %1.

Caso 2: z perteneciente al segmento de extremos 0 y ws.
Es analogo al caso anterior cambiando w; por ws y viceversa.
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Caso 3: z perteneciente al arco circular que une z; y 2s.
En este ultimo caso, teniendo en cuenta que |z| = s se verifica, de manera
analoga al primer caso, la desigualdad

n+1

S
n <M+ A——:,
90 (2) | < M+ A —

valida para todo niimero n natural y, ademas, también se verifica
[(z—w) (z —wa) | < (2] + [wi]) (J2] + [wa]) = (s + 1) (s +1) = (1 +5)°,

Con las acotaciones anteriores, para todo n € N se sigue que

gntl 1 9 A 9
< =: (h.
|gn(z)y_(M+AS_1>Sn+1(1+s) <(M+S_1)(1+s) Cy

Por tanto, hemos probado que la sucesién de funciones {g, () }22, estéd aco-
tada uniformemente en 05 por la constante C' := max{C}, Cs}. O

2.2. Teoremas clave

En este apartado vamos a enunciar y demostrar los tres teoremas funda-
mentales de este segundo capitulo del trabajo.

Antes de abordar su estudio, realizamos un inciso de notacién e introduci-
mos un lema previo que nos sera tremendamente 1til para, posteriormente,
realizar las pruebas.

Notacion. Denotaremos |f|s = sup{|f(z)]| : z € S}.

Observemos que, si S es un sector cerrado de radio finito, es un compacto, y
toda funcién f holomorfa en S cumple que |f|q < oo.

Lema 2.5. Sea f una funcion de la forma y sea L un arco de holo-
morfia de la misma. Considerando el sector circular S y la correpondiente
prolongacion analz”tz’caf como en el apartado anterior, se verifica la siguiente
desigualdad:

f = sule < a7Ygalr (2.4)
donde a = min{| (z —wy) (z —wq) | : z€ L} > 0.
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Demostracion. Sea z € L, en consecuencia, |z| =1y se sigue que

, e @1 e
&) = D = T e~ T =) (2 — )|
el 190 (2)

“min{|(z —w)(z—wy)| : z€ L}
Dado que la desigualdad anterior es cierta para todo z € L, se sigue que

‘f — snlz < a7V gnlz-

]

Con el objetivo de motivar y destacar la importancia del primer teorema
que se estudiard en este apartado, exponemos un ejemplo introductorio.

Ejemplo 2.6. En el capitulo anterior, el Ejemplo se dedicé al estudio de
la estrella principal y puntos barrera de la serie geométrica y, como conclu-
sién, obtuvimos que el inico punto barrera era, precisamente, el punto z = 1.
De manera andloga, se puede tratar el caso de su serie derivada, llegando a la
misma conclusion. En consecuencia, se tiene que todo arco cerrado contenido
en C'(0,1)\ {1} es un arco de holomorfia de ambas series.

Pese a compartir el abierto de convergencia y el conjunto de puntos barrera,
la acotacién uniforme de las sucesiones de sumas parciales de ambas series
en los arcos de holomorfia presenta comportamientos muy diferentes.

En el caso de la serie geométrica, la sucesién de sumas parciales {s,}>,
viene dada, para todo n € N, por:

1 — Zn+1
Sn (2) = 1_.

Vamos a probar que se trata de una sucesion uniformemente acotada en todo
arco de holomorfia L C C' (0,1) \ {1}.

Sea L C C(0,1)\ {1}. Es evidente que LN {1} = 0 y, teniendo en cuenta
que L y {1} son conjuntos compactos, sabemos que existe d > 0 tal que
d = dist (L,{1}) = inf{|z — 1] : z € L}. En consecuencia, para todo nimero
natural n y para todo punto z del arco L, se sigue que

|1_zn+1| 1+|Z|n+1 2

= < = —
)= e S = 5
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cota que nos asegura la acotacion uniforme de la sucesién de sumas parciales
{8n}52, en el arco de holomorfia L.

Sin embargo, la sucesién de sumas parciales de la serie derivada no estd,
necesariamente, uniformemente acotada en todo arco de holomorfia de la
misma. Por ejemplo, considerando un arco de holomorfia L tal que —1 € L,
tenemos que la subsucesion {ts,}5°, evaluada en el punto z = —1 viene dada
por {n + 1}22, que sabemos que es una serie no acotada superiormente.

La razén por la que, en el ejemplo anterior, la acotacion uniforme de
las sucesiones de sumas parciales de ambas series en los arcos de holomorfia
presentan comportamientos diferentes se debe a que la sucesién de coeficien-
tes es acotada para la serie geométrica, pero no para la serie derivada. Este
resultado se recoge en el siguiente teorema.

Teorema 2.7 (de acotaciéon de M. Riesz). Sea f una funcion de la forma
(2.1), cuya serie de potencias tiene sucesion de coeficientes acotada. En-

e . o0 o n k1 oo z
tonces, la sucesion de sumas parciales {s, (2)}r>y = {D_j_garz"}oe, estd
uniformemente acotada en cada arco de holomorfia L de f.

Demostracion. Sea L un arco de holomorfia de la funciéon f, en virtud del

lema (Lema 2.4), existe una constante B > 0 tal que |g,|s < B
para todo n € N.

Por otro lado, teniendo en cuenta que la prolongacion analitica f es holomorfa
en S, sabemos que, en particular, f es continua en el arco de holomorfia
L, que se trata de un conjunto compacto. En estas condiciones el clasico
teorema de Weierstrass garantiza la existencia de una constante M > 0 tal
que |f (2)| < M para todo z € L.

Ahora bien, tomando z € L y haciendo uso, tanto de la desigualdad triangular
como de la acotacion ([2.4)), se sigue que

1/ (2) = [ (2) = sn (2)]
SIF @+ (2) = 5a(2) |
f(z)[+a'B<M+a™'B

[sn (2) ]

IN

para todo n € N, cota que no depende del punto z en cuestién. O
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Del ejemplo previo también se deduce que el simple hecho de que la
sucesion de coeficientes sea acotada no es suficiente para garantizar la con-
vergencia de la sucesion de las sumas parciales en L. Pues en efecto, para el
ejemplo de la serie geométrica la sucesion {s, (—1)}°°, no converge.

En el siguiente teorema se recoge una condicién suficiente para garantizar
dicha convergencia.

Teorema 2.8 (de convergencia de Fatouy M. Riesz). Sea f una funcion de la
forma (2.1)), cuya serie de potencias tiene sucesion de coeficientes verificando
lim,, o0 @, = 0. Entonces la sucesion de sumas parciales {s,}5°, converge
uniformemente en cada arco de holomorfia L de f (hacia la prolongacion
analitica de f en L).

Demostracion. Sea L un arco de holomorfia de la funcion f. Teniendo en
cuenta (2.4]), basta con probar que la sucesion {g,}>°, converge a cero en los
compactos de S.

En virtud del lema (Lema 2.4) sabemos que la sucesién {g, }°°,

esta uniformemente acotada en S. En estas condiciones, si probamos que el
conjunto A :== {z € S : lim, g, (z) € C} tiene, al menos, un punto de acumu-
lacién en S , podemos aplicar el teorema (ver Apéndice B, Teorema
que nos asegura que la sucesion {g, }52, converge uniformemente en los
compactos de S , y en particular en L.

Fijamos ¢ € (0,1). Vamos a probar que para todo z € S con |z| = ¢ se
verifica
lim ¢, (2) =0, (2.5)
m—0o0

esto es, el conjunto {z € S : 0 < |z| < 1} estd contenido en A. En conse-
cuencia, del teorema (Teorema , se deduciria la convergencia
uniforme de la sucesién {g,}52, en los compactos de S hacia una funcién g
que, por tanto, seria holomorfa en S. Del hecho de que la funcién g coincida
con la funcién idénticamente nula en {z € § : 0 < |z| < 1} (conjunto que
tiene al menos un punto de acumulacién), siendo ambas funciones holomorfas
en S , se sigue, en virtud del Principio de Identidad, que las dos funciones
coinciden en el conexo S. Es decir, la funcién limite g seria la funcién idénti-
camente nula.

A continuacién, pasamos a verificar ([2.5)). Con este objetivo, definimos &, :=
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SUD,,>m |@n| y Observamos que se cumple

N © m+1
1f(2) = sm ()| < ) anlg” <em

n=m+1

(2.6)

para todo z € S tal que |z| = ¢ y para todo m € N. Combinando, en la
definicién de la funcién g,,, tanto (2.6) como la desigualdad

2
[ (z —wi) (z —wo) | < (J2] + wi]) (2] + |wo]) = (T +4¢)",  (2.7)
se obtiene que, para todo nimero natural m y para todo z con |z| = ¢,

m+1 1 1 2
! <1+Q)2:€m—(1t(g , V]zl=¢ meN

9 ()| € et —

Por hipétesis se verifica lim,, ,o a, = 0, lo cual implica lim,,, ..o €,, =0y, en
consecuencia, para todo z con |z| = ¢, tenemos

(1 + q>2 m—00,

m < m 07
n ()] < 2
o, lo que es equivalente,
lim g, (2) =0,
m—0oQ
para todo z con |z| = g. O

Este teorema tiene una consecuencia inmediata que recogemos en el si-
guiente corolario. Se trata de un resultado muy interesante, pues asegura que
la clasica condiciéon necesaria de convergencia para una serie numeérica es,
bajo ciertas hipotesis, una condicién necesaria y suficiente.

Corolario 2.9. Si la serie Y.~ a,2" puede ser prolongada de manera ho-
lomorfa al punto z = 1, entonces

(0@

E a, es convergente <= lim a, = 0.
0 n—od

n=

Demostracion. La implicacién a la derecha es la condicién necesaria de con-
vergencia clasica.
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La implicacion restante es consecuencia del teorema (de convergencia de Fatoul

tomando L = {1}; puesto que tenemos que la sucesién de sumas
parciales converge hacia la prolongacion holomorfa en L, es decir, en z = 1:

sn(1) =) am = f(1) €C
m=0
por tanto, la serie ZZOZO a, es convergente. (]

Para poder tratar el tercer teorema clave precisamos de introducir la
nocién de serie lagunar.

Definicién 2.10. Una serie de potencias )~ a,2" se denomina serie la-
gunar si existe una subsucesién {m,, }>°, de la sucesién de los nimeros na-
turales que verifique las dos siguientes condiciones:

(L1) a; =0sim, < j < my,4; para algin n € NU {0},

(L2) lm (m,q1 —my,) = oc.
n—oo
En este dltimo resultado que se va a tratar, se recoge otra condicion
suficiente, relativa a series lagunares, para garantizar la convergencia de la
sucesiéon de sumas parciales hacia una prolongaciéon analitica en arcos de
holomorfia.

Teorema 2.11 (de convergencia de Ostrowski). Si la serie de potencias
f(z) = X0 gam, 2™ es lagunar con la sucesidn de coeficientes acotada,
entonces la sucesion de sumas parciales {sm, }>2,, definida por s, (z) =

n m . s
D b0 W 2™, converge uniformemente en cada arco de holomorfia L de f
(hacia la correspondiente prolongacion analitica f).

Demostracion. Nuestro objetivo es probar que lim, . | f — Sm, | = 0. Te-
niendo en cuenta la desigualdad (2.4), basta con probar que la sucesién
{gm,, }o2, converge a 0 en los compactos de S.

Fijamos ¢ € (0,1), razonando de manera analoga a la prueba del resultado

anterior, sabemos que; en virtud del teorema |de Vitalil (Teorema [B.8)), es

suficiente con demostrar que se verifica ([2.5))
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Definimos A := sup,,{|am, } < 0o y; observamos que, en este caso, se tiene

qmn+1

(&) =sm, ()< Y A=A (2.8)

k:mn+l

1—gq

para todo z € S tal que |z| = ¢q y, para todo n € N. Combinando, en la
definicién de la funcién g,,, las desigualdades (2.7)) y (2.8)), se sigue que

qanrl

(1+¢q)°
(1-q)q

para todo z € S tal que |z| = ¢ vy, para todo n € N.

|G, (2) | < A (1—|—q)2:A

e 2.9
g g q (2.9)

Ahora bien, teniendo en cuenta que 0 < ¢ < 1 y que estamos trabajando con
una serie lagunar que, por lo tanto, verifica la condicién (L2), se tiene que

lim q(mn+1=mn) =, (2.10)

n—oo

En consecuencia, enlazando (2.9) y (2.10]), para todo z con |z| = ¢, se deduce
que
2

m, (2) ] <A gmrtiTm —— (),
o ()] < AL

0, lo que es equivalente
lim gy, (2) =0,

m—ro0

para todo z verificando |z| = ¢ como queriamos. ]

2.3. Un criterio de no prolongacion

Para concluir este segundo capitulo, estudiamos dos resultados de no
prolongacién de series. El teorema |de convergencia de Ostrowski| jugara un
papel fundamental a la hora de demostrar dichos resultados.

Definicién 2.12. Un dominio G en C es denominado dominio de holo-
morfia de una funciéon f holomorfa en G si, para cada punto ¢ € G, el disco
centrado en ¢ en el cual la serie de Taylor de f converge estd contenido en

G.
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De la definicion anterior es inmediato que si GG es el dominio de holomorfia de
f, entonces si G O G es un dominio en el cual existe una funciéon f holomorfa

en G tal que f = f, entonces G coincide con G.
a

Proposicién 2.13. Sea Y " ap, 2™ una serie lagunar con sucesion de
coeficientes acotada y que diverge en todos los puntos de C (0,1). Entonces
su dominio de holomorfia es B (0,1).

Demostracion. Si B (0,1) no fuese su dominio de holomorfia, la suma f de
la serie admitirfa una prolongacién analitica en algiin punto z, € C (0,1),
y esto implicarfa que f admite un arco de holomorfia L. Por el teorema [d¢
lconvergencia de Ostrowskil, {s,,, }7°, convergeria entonces puntualmente en
cada punto de L, en contra de la hipdtesis. O

El siguiente resultado es una consecuencia inmediata de la proposicion
anterior.

Corolario 2.14. Toda serie lagunar Y - 2™ tiene B (0,1) como dominio
de holomorfia.

Demostracion. Basta observar que si z € C'(0,1), la serie no satisface la
condicion necesaria de convergencia. [

Para ilustrar un ejemplo de aplicacion de los resultados expuestos, pode-

mos considerar la serie de potencias dada por

o

22",

n=0
Considerando la sucesion {m,, }52, = {2"}22, se verifican, de manera trivial,
las condiciones (L1) y (L2) de la definicién de serie lagunar. En estas con-
diciones podemos aplicar el corolario anterior y deducir que el dominio de
holomorfia de esta serie es B(0,1) y, en consecuencia, su forntera natural es

C(0,1).

Este mismo ejemplo fue estudiado en el primer capitulo del trabajo, re-
quiriéndonos un mayor esfuerzo llegar a las mismas conclusiones. Gracias al
estudio realizado en este segundo capitulo, el andlisis del comportamiento en
la frontera del abierto de convergencia de ciertas failias de series de potencias
se reduce de manera considerable.






Capitulo 3

Teoria de sobreconvergencia

El objeto de estudio de este capitulo se centra en la nocién de sobrecon-
vergencia de una serie de potencias. Esto consiste, a grandes rasgos, en el
estudio de la existencia de subsucesiones de la sucesién de sumas parciales
(de la correspondiente serie) que converjan en los compactos de un dominio
que contenga estrictamente al abierto de holomorfia de la serie con la que
trabajamos.

En el primer apartado del capitulo introducimos el concepto de serie sobre-
convergente y analizamos un primer ejemplo. Los tres apartados restantes
los dedicamos al estudio de los denominados teoremas de las brechas que son
los resultados en los que centramos nuestro interés. Por su parte, en el cuarto
capitulo se expone una posible construccién de series sobreconvergentes.

3.1. Series de potencias sobreconvergentes

Comenzamos introduciendo el concepto de serie de potencias sobrecon-
vergente y analizando un primer ejemplo.

Definicién 3.1. Una serie de potencias

i a,z2" (3.1)
n=0

con radio de convergencia finito R > 0 se denomina sobreconvergente si

49
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existe una subsucesién de sumas parciales

mg
smk(z):Zanz" con mo<mg < e <my < -

n=0

de la serie (3.1) que converge en los compactos de un dominio que contiene
estrictamente al abierto de convergencia B (0, R).

3.1.1. Un primer ejemplo

En este primer apartado, vamos a desarrollar uno de los ejemplos mas
sencillos de series sobreconvergentes. Este ejemplo se debe a Ostrowski que
consideré la siguiente serie polinomial

D d[z(1-2)" (3.2)

donde d;;' = maxg<j<sn (4]) para todo n € N U {0}.

Antes de abordar el resultado que garantiza la sobreconvergencia de la serie
polinomial realizamos una serie de observaciones que nos ayudaran a
definir formalmente la serie polinomial como una serie de potencias
propia.

Lema 3.2. El coeficiente del polinomio [z (1 — 2)]*" que tiene mayor valor
absoluto es d;'. Ademds, ese mismo polinomio estd formado tinicamente por
Monomsios cjzj donde 4™ < 5 < 2-4™,

Demostracion. Como [z (1 — 2)]*" = 2" (1 — 2)*", haciendo uso del binomio
de Newton podemos desarrollar el polinomio dado en el enunciado de la
siguente manera:

2(1— )" = i (4]:) (1) 22"k = i (41:) (1)F 224"k

k=0 k=0

Vista la definicién de d;!, es evidente que d,, ! es el coeficiente del polinomio
[z (1— z)]4n con mayor valor absoluto. Por otro lado, la mayor potencia de
z que aparece en dicho polinomio es 224" (caso en el que j = 0) y la menor
potencia es 224" 1" = 21" (caso en el que j = 4"). O
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Con el resultado expuesto, ya podemos definir formalmente la serie po-
linomial (3.2]) como serie de potencias de la siguiente manera. Denotaremos

por
> on" (3.3)
n=0

a la serie de potencias que deriva de la serie polinomial (3.2]) y que queda
definida por

0 si n ¢ U, [4F, 2 4k,
Op =

j 4k . o k . . k
<_1)](j)dk si n=2-4 —jCOIle[O,Zl}.
Ademés, su correspondiente suma parcial de orden 2 - 4% viene dada por

2.4k

Sg.4 ( Z 02 = Z di [z (1—2)] v (3.4)

para todo k € N U {0}, y no cambia hasta la suma de orden 4k+1,

Una vez definida la serie de potencias (3.3) ya podemos hablar del concep-
to de sobreconvergencia, en el siguiente resultado se prueba que mencionada
serie es sobreconvergente.

Proposicién 3.3. La serie (3.3) es sobreconvergente. Su radio de conver-
gencia es 1, pero la sucesion de sumas parciales {sq.4x (2)}52, converge uni-
formente en los compactos del dominio de Cassini

Wi={z€C: |2(1-2)| <2} > (BOD\{1}) U (BILD\ {2}).

Demostracion. En primer lugar, observamos que los coeficientes del polino-
. 4n . . .

mio d, [z (1 — 2)]" tienen valor absoluto menor o igual que la unidad, cum-

pliéndose la igualdad, al menos, una vez para cada n € N U {0} (esto es

consecuencia directa del Lema |3.2)).

Ahora bien, como 2-4" < 2-2-4™ = 4" para todo n € NU{0}, se sigue que
los conjuntos FE,, = {m : 4" < m < 2-4"} son disjuntos dos a dos. Esto,
teniendo en cuenta la igualdad ([3.4 - ), implica que el coeficiente o; de la serie
. proviene del tinico monomio de grado j del correspondiente polinomio
dy [z (1= 2)]"" (es decir, aquel que tiene n tal que 4" < j < 2 47).
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En consecuencia, tenemos que |o,| < 1 cumpliéndose la igualdad una infini-
dad de veces, de lo que se sigue que limsup,,_,., V/|on| = 1. En virtud de la
formula de Cauchy-Hadamard, sabemos que el radio de convergencia de la
serie (3.3)) es la unidad.

Por otro lado, vamos a probar que lim,,_,o *\/ |d,| = % Usando la siguiente

notacion
4N i 4m
J) " ogigin \ j )

observamos que se verifican las desigualdades

() =5 ()= -2 () <rn(3)

de donde se sigue que
< <27
an4+1 = \J/)

. . . 7 p— n .
Ahora bien, por definicién d;! = (4J), en consecuencia

_4n < d < (471 + 1) 2_4n

luego tomando raices 4™-ésimas y limites cuando n tiende a infinito se sigue
que

lim V21" < hm W d,| < hm V(A + 1) 274

n—oo

de donde se deduce que
271 < lim %/|d,| <27t
n—oo
con lo que tenemos que lim,, ;o “/|d,| = % como pretendiamos probar.

En virtud, nuevamente, de la férmula de Cauchy-Hadamard se tiene que la
serie de potencias Y d,w*" tiene radio de convergencia igual a 2. Conse-
cuentemente, tenemos que su sucesiéon de sumas parciales {¢,}2, definida
por t, (w) = >} _, dyw* converge uniformemente en los compatos del con-
junto B (0,2) ={z € C : |z| < 2}.

Si probamos que se cumple la contencién de conjuntos

W:={2€C: |z(1-2)| <2} C B(0,2)
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se tendria que la sucesién {t, (z (1 — 2))}52, = {sn (2)}2°, convergeria uni-
formemente en los conjuntos compactos de W, lo que probaria la sobrecon-
vergencia de la serie (3.3)).

Para finalizar la demostracién, probamos a continuacién que W C B (0, 2). Si
|z| > 2, es obvio que |z —1| > 1y, por tanto, |z|-|1 — z| > 2, en consecuencia
C\ B(0,2) c C\ W,y tomando complementarios W C B (0, 2).

Ahora bien, dado un compacto K C W consideramos la funciéon entera
f : C — C, definida por f(z) = z(1 —z), y deducimos que f(K) C
B (0,2) es compacto. En consecuencia, de la convergencia uniforme de la
sucesion {t, (z)}22, en f (K) se deduce la convergencia uniforme de la suce-
sion {soqn (2)}22, en K.

Luego hemos probado que la sucesion {sg.4n (2)}52, converge uniformemente
en los compactos de W, y por tanto, queda probada la sobreconvergencia de
la serie (|3.3)). ]

B(0,2)

Figura 3.1: Dominio de Cassini.
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3.2. Teorema de sobreconvergencia de Ostrows-
ki

Comenzamos introduciendo la nocién de serie de potencias de Ostrowski,
que sera el objeto de estudio a lo largo de este apartado.

Definicién 3.4. Una serie de potencias f(z) = Y ° a,2" se denomina
serie de Ostrowski si existen 0 > 0 y dos sucesiones de ntimeros naturales,
{mn 3o v {nk}2,, verificando las siguientes condiciones:

(O1) 0<mg<mg<myg <ng <...<my <ng < ... conng—myg > omy
para todo k£ € NU {0},

(02) a; =0simy < j <mn para algin k € NU {0}.

Observamos que este tipo de series tienen infinitas brechas entre m; y
ng (brechas en el sentido de intervalos de coeficientes nulos), que crecen
uniformemente. Sin embargo, entre dos de estas brechas puede haber una
cantidad finita de elementos no nulos (los coeficientes con indices entre ny y

Mit1)-

Observacion 6. Teniendo en cuenta que, en la definicién de serie de poten-
cias lagunar se pedia que entre dos brechas hubiera un tnico elemento no
nulo, tenemos que no toda serie de Ostrowski es necesariamente una serie
lagunar.

Ejemplo 3.5. El ejemplo introducido en el apartado anterior, relativo a
la serie de potencias , es también un ejemplo de serie de Ostrowski.
Considerando my = 2 - 4% y ny = 451 para todo k € NU {0}, y 6 € (0,1) se
tiene que:

s 0<mg<ng<mi;<ng <---<my<ny <--- verificando, ademas,
nk—mk:4k+1—2-4k:2-4k:mk>5mk.

» 0; =0si my <j <ny para algin £k € NU {0}.
Luego, por definicién, la serie (3.3]) es de Ostrowski.

Teorema 3.6 (de sobreconvergencia de Ostrowski). Sea f(z) =Y 0" a,2"
una serie de Ostrowski con radio de convergencia R mayor que cero, y sea
A C C(0,R) un conjunto de puntos de la frontera de f que no son barrera.
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Entonces la sucesion de sumas parciales Sm, (2) = Y ot 4, 2"

los compactos de un entorno de B (0, R) U A.

converge €en

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, vamos a considerar R = 1 y;
ademds, vamos a tomar un punto ¢ € C'(0,1).

Dado que, por hipétesis, la serie >~ a,2" es de Ostrowski, existen ¢ > 0
: . ~ o :
y dos sucesiones de nimeros naturales {m};, vy {n}2, verificando las

condiciones (O1) y (02).

Ademas, vamos a considerar el polinomio
1 "
q(w)zﬁc(wp—l—wp )

donde p € Ny p > 6~!; y definimos la fucién

g(w)=flq) = anqw)"

n=0

que, por ser composicién de f € H (B (0,1)) con ¢ € H (C), claramente es
holomorfa en el conjunto ¢~ (B (0,1)) = {w € C : |¢(w)| < 1}.

Denotamos por Y b,w™ a la serie de Taylor de la funcién g centrada en
el punto 0 € ¢~ (B (0,1)), y por s, (2) y t, (2) las n-ésimas sumas parciales
de las series > anq (w)" y > 00, bpw", respectivamente.

Antes de seguir con la demostraciéon del resultado introducimos un lema
técnico.

Lema 3.7. Para todo w € C y para todo k € NU{0} se verifica la siguiente
tqualdad

Smi (¢ (W) = Lprymy (@)

Demostracion. En primer lugar, en virtud del teorema |de las series do-|
bles de Weierstrass| sabemos que la serie > b,w" proviene de la serie
Yo ang (w)" desarrollando los polinomios ¢ (w)" y agrupando la serie re-
sultante en potencias de w.

Gracias a lo anterior y, teniendo en cuenta que la ((p + 1) my)-ésima suma
parcial de la serie > °  b,w" tiene grado menor o igual que (p + 1) my, basta



56 3.2. TEOREMA DE SOBRECONVERGENCIA DE OSTROWSKI

con probar que la my-ésima suma parcial de la serie ), a,w" tiene grado
menor o igual que (p + 1) my y que si p > my, entonces el grado de los mono-
mios que forman el polinomio a,q (w)" es estrictamente mayor que (p + 1) my,
(pues, en ese caso, los polinomios expuestos no aportarian ningun término a
la suma parcial ¢4 1)m, (W) y, por tanto, tendriamos la igualdad deseada).

Observamos que la mayor potencia de w en el polinomio

o () = mzq () = izi (Z (;‘)ww)n—j)

se alcanza en el caso que n = my y 7 = 0. Por tanto, el grado del polinomio
Smy, (¢ (w)) es menor igual que (p + 1) my.

Ahora bien, de la condicién (02) se tiene que cada polinomio a,q (w)" con
f > my, sélo contiene monomios a;w? con j > pny. Esto es consecuencia de
que:

(i) Simy < p < ny se tiene que a, = 0.
(ii) Sing < p, dado que el polinomio a,q (w)" lo podemos reescribir en la
forma
m
A K e+ Du—j
D (j)” |
=0
observamos que s6lo contiene monomios a;jw’ con pu < j < (p+1) p.

I3

Por lo tanto, cada polinomio a,q (w)" con pu > my solo contiene monomios

ajw! con j > pp > pry.

Ademads, también de la condicién (O2), se sigue que
ng —my > omy, <= ni > mi + omg.

Por lo tanto, multiplicando a ambos lados de la desigualdad por p y teniendo
en cuenta que p > 6~ ! implica p - § > 1, obtenemos que

p-ng>(p+1)my.

En conclusion, por la observacion ya expuesta al inicio de la prueba, como el
polinomio ¢(,41ym, es de grado menor o igual que (p + 1) my, entonces, ningtin
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polinomio de la forma a, (¢ (w))" con u > my, contribuye a la suma parcial
t(p+1ym, (Pues sélo contienen monomios ajw’ con p - ny > (p + 1) my).

En consecuencia, queda probada la igualdad s,,, (¢ (w)) = t(pt1)m, (W) para
todo w € C y para todo k € N. ]

Un vez probado el lema técnico proseguimos con la demostracién del
teorema principal.

En primer lugar, teniendo en cuenta que ¢ € C(0,1), por lo que |¢| = 1,
observamos que:

= Siw € B(0,1) entonces, se sigue que
1 1 1 1
g (@) | = Flellwf’lo+ 1] = Jloflw + 1] < Slw+ 1] < 5 (1 + o)) <1

donde en ambas desigualdades estrictas se ha utilizado que |w| < 1y, en
la desigualdad restante, se ha aplicado la clasica desigualdad triangular.

= Siwe C(0,1)\ {1} entonces, se sigue que

1 1 1
4()] = SlwlPlo +1] = Slw+1] = Sl — (-1) | < 1

donde, en la desigualdad estricta, se ha utilizado que la maxima dis-
tancia entre dos puntos de la circunferencia unidad que no son pareja
de antipodales es siempre estrictamente menor que el didmetro de la
misma, que en nuestro caso es 2.

En consecuencia, se sigue que B (0,1) \ {1} C ¢ ' (B(0,1)). Ahora bien,
como la funcién g es holomorfa en el conjunto ¢~* (B (0, 1)), en particular,
también lo serd en el conjunto B (0,1) \ {1}.

1

Por otro lado, hemos considerado ¢ € C'(0,1) de manera general. Si, en par-
ticular, tomamos ¢ € A C C' (0, 1), al tratarse de un punto que no es barrera
de la funcién f, sabemos que f puede prolongarse de manera holomorfa al
punto ¢, denotamos a dicha prolongacién por f .

~

Teniendo en cuenta que ¢ (¢) = 1, si consideramos la funcién g = f o ¢, que
es una prolongacion analitica de g holomorfa en el punto 1, tenemos que g es
holomorfa en B (0, 1) (esto es, en un abierto que lo contiene), entonces existe
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r > 1 tal que g es holomorfa en B (0,r). En consecuencia la serie de Taylor
de g centrada en 0 tiene radio de convergencia mayor o igual que r > 1.

Ahora bien, las series de Taylor de § y g centradas en el origen son idénticas, y
por lo tanto, la serie de Taylor de g centrada en 0 tiene radio de convergencia
mayor estrictamente que la unidad.

Por lo tanto, la serie de Taylor Y >° / b,w™ de la funcién g y, en consecuencia,
la sucesién de sumas parciales {t(4+1)m, (W)}, converge en los compactos
de un disco abierto B (0,7) que contiene a B (0, 1).

En virtud del Lema 3.7 tenemos que s, (¢ (w)) = t(p+1)m, (w). Entonces, la
sucesién de sumas parciales s,,, (w) converge de forma compacta en g (B).
Dado que ¢ (B) es un dominio que contiene al punto ¢ = ¢ (1), la sucesién
de sumas parciales s,,, (w) converge de manera compacta en un entorno del
punto ¢ € A.

Este razonamiento es valido para todo ¢ € A, luego la sucesion de sumas
parciales s,,, (w) converge en los compactos de un entorno de B (0, 1)UA. [

3.3. Teorema de la brecha de Hadamard

Empezamos introduciendo la nocion de serie lagunar de Hadamard y
realizando algunas observaciones iniciales.

Definicién 3.8. Una serie de potencias » - a,z" se denomina serie la-
gunar de Hadamard si existen 6 > 0 y una sucesién {m,}>>, de nimeros
naturales verificando las siguientes condiciones

(H1) m,41 — m, > dm, para todon € NU {0},
(H2) a; = 0si m, < j < my4+1 para algin n € NU {0},
(H3) am, # 0 para todo j € NU {0}.

Observamos que este tipo de series tienen infinitas brechas entre m,, y
mp11, que crecen uniformemente. Sin embargo, a diferencia de las series de
Ostrowski, en este caso entre dos brechas hay un tinico elemento no nulo.

Observacion 7. De lo expuesto inmediatamente antes, se deduce que no
toda serie de Ostrowski es necesariamente una serie lagunar de Hadamard.
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Por el contrario, el reciproco si que se verifica, recogemos el resultado en
el siguiente lema.

Lema 3.9. Toda serie lagunar de Hadamard es también serie de Ostrowski.

Demostracion. Seay - a,z" una serie lagunar de Hadamard, entonces exis-
ten 0 > 0 y una sucesién {my}3>, de nimeros naturales verificando las con-
diciones (H1), (H2) y (H3).

Basta tomar ny = mgy1 y, por tanto, tenemos 0 > 0 y dos sucesiones de

nimeros naturales {m}2°, v {nr}22, que, evidentemente, verifican las con-
diciones (O1) y (O2) de la definicién de serie de Ostrowski. O

Ademas, podemos analizar si se verifican las mismas implicaciones pero,
en este caso, entre series lagunares y series lagunares de Hadamard. Parece
evidente, por los nombres de los dos conceptos, que toda serie lagunar de
Hadamard serd también serie lagunar.

Lema 3.10. Toda serie lagunar de Hadamard es también serie lagunar.
Demostracion. Seay - a,z" una serie lagunar de Hadamard, entonces exis-
ten 0 > 0 y una sucesion {my}°, de nimeros naturales verificando las con-

diciones (H1), (H2) y (H3). Para probar que también se trata de una serie
lagunar, basta verificar las condiciones (L1) y (L2).

La condicién (L1) se verifica trivialmente, pues expone lo mismo que la con-
dicién (H2). Por otro lado, de la condicién (H1) se sigue

lim (mu41 —my) >0 lim m,, =00 = lim (Mmy41 —my,) = 00
n—oo n—oo n—oo

que es exactamente la condicién (L2). O

Sin embargo, el reciproco no se verifica, observamos que de la condicién
(H1) se deduce

Mp+1 Mp+1

>0+1 = lim

my n—oo MMy

Mpi1 — My > OM, = >0+1>1. (3.5)

Por tanto, si consideramos una serie lagunar cuya sucesién {m,}>, no ve-
rifique (3.5) no cumplird la condicién (H1) y, en consecuencia, no sera una
serie lagunar de Hadamard.
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Ejemplo 3.11. Un ejemplo sencillo seria considerar la serie

> (3.6)

n=0

En este caso concreto, m,, = n? y escribiendo la serie como Y 7 ja,z" se
verifican:

(L1) aj =0 si m, < j < my,4; para algin n € NU {0}.

(L2) Um (myq —my) = lim ((n+1)*> —n?) = lim (2n+1) = cc.
n—o0 n—o00 n—00

Luego queda probado que la serie (3.6)) es una serie lagunar. Sin embargo,

como 9
1
= D

, anrl
lim
n—oo My, n—00 n2

no se verifica la desigualdad (3.5)) y, en consecuencia, no cumple la condi-
cién (H1), de donde se deduce que la serie (3.6 no es una serie lagunar de
Hadamard.

Observacién 8. En el apartado anterior expusimos que no toda serie de Os-
trowski era necesariamente una serie lagunar, pero no analizamos el recipro-
co. Con las implicaciones vistas en este apartado, podemos asegurar que
el reciproco tampoco se cumple. Dado que el concepto de serie lagunar no
implica el de serie lagunar de Hadamard, pero serie lagunar de Hadamard
implica serie de Ostrowski, podemos deducir que no toda serie lagunar es
necesariamente serie de Ostrowski.

SO SL

Figura 3.2: Esquema grafico. Familias de series.
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Denotando por:
= SL a las series lagunares,
= SO a las series de potencias de Ostrowski,
= SLH a las series lagunares de Hadamard;

en la Figura se representan las contenciones entres las distintas familias
de series que se han introducido.

Tras estas observaciones y ejemplos, pasamos al resultado de real impor-
tancia de este apartado.

Teorema 3.12 (de la brecha de Hadamard). Toda serie lagunar de Hada-
mard f(z) = Y7 a,z" con radio de convergencia R > 0 tiene el disco
B (0, R) como dominio de holomorfia.

Demostracion. Dado que la serie Y ja,z" es lagunar de Hadamard por
hipétesis, sabemos que existen § > 0 y una sucesién de nimeros naturales
{mn}>2, verificando las condiciones (H1), (H2) y (H3).

Denotamos por {s, ()}, ala sucesién de sumas parciales de f. Observamos
que, en esencia, las sucesiones {s, (2)}>°, v {sm, (2)}>2, son iguales (en
la segunda de ellas se eliminan las repeticiones, debidas a las brechas, que

aparecen en la primera).

En virtud de la definiciéon de radio de convergencia, sabemos que la sucesién

{sn (2)}5°, diverge en todo punto & ¢ B (0, R).

En consecuencia, del teorema|de sobreconvergencia de Ostrowskil, se sigue que
A = (), donde A nuevamente denota el conjunto de puntos que no son barrera
de la serie de potencias con la que estamos trabajando. En caso contrario,
si A # 0, existirfa zg € A tal que la sucesion {s,,, (2)}22, converge unifor-
memente en los compactos de B (0,1) U B (zg,¢). Sea w € B (zp,¢) \ B(0,1)
({w} es un conjunto compacto), entonces sabemos que » 7 o Gy, W™ < 00.
Sin embargo Y 07 a,2" = > 7 am, 2™y, en contra de la definicién de radio
de convergencia se tendria, que Y~ a,w" < co.

Por lo tanto A = (), entonces todos los puntos de C (0, R) son puntos barrera
de f. Esto es, la frontera del abierto de convergencia es la frontera natural de
la serie > a,2" y, por tanto, su dominio de holomorfia es el disco abierto
B (0, R). O
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3.4. Construccion de Porter de series sobre-
convergentes

A lo largo de este apartado vamos a trabajar con:

= un polinomio g # 0 de grado d que tiene al cero como raiz y, ademas,
tiene al menos otra raiz distinta de cero,

» una serie lagunar f (z) = > ", am, 2™ con radio de convergencia Ry
verificando m, 1 > dm,,.

Ademas, consideramos

9(2) == fla(z) =) amaq()",
V = {z€C : |q(2)] < R},

r = d(0,0V) e (0,00).

Con la consideraciones hechas, estamos en condiciones de enunciar y
demostrar la construccién de Porter de series sobreconvergentes.

Proposicién 3.13 (Construccién de Porter). La serie de Taylor "~ b,2"
centrada en 0 € V' de la funcion g € H (V) es sobreconvergente. En particu-
lar, tiene radio de convergencia r y su sucesion de sumas parciales tgy, (2) =
Zz;n(’; by, 2™ converge uniformemente en los compactos de V.

Ademds, la componente coneza VdeV que contiene al conjunto B (0,r) es
el dominio de holomorfia de g| .

Demostracion. Antes de nada, observamos que g = foq y, teniendo en cuenta
que la serie f tiene radio de convergencia R, es evidente que la funcién g es
holomorfa en {z € C : ¢(2) € B(0O,R)} =V.

Al igual que en el teorema|de sobreconvergencia de Ostrowskil la clave para
realizar la prueba de este resultado es tener en cuenta que se verifica

k
tam,, (2) =Y am,q ()™, k€N (3.7)
n=0
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Teniendo en cuenta que el polinomio t4,, tiene grado < dmy basta con
probar que los polinomios ¢ (z)"™ con 0 < j < k tienen grado < dmy,
mientras que si j > my se trata de polinomios formados por monomios
de grado estrictamente mayor que dmy (y por tanto no aportan nada a la
correspondiente suma parcial). Dado que ¢ (0) = 0, sabemos que el polinomio
¢ no tiene término independiente.

= Si 0 < j < my, basta con probar que el polinomio ¢ (2)™* tiene grado
menor o igual que dmy, pues, para el resto de valores de j es evidente
que el grado del correspondiente polinomio sera menor.

La mayor potencia de z que aparece en el polinomio ¢ (z)™* se obtiene
al multiplicar los monomios dominantes (que, por hipdtesis tiene grado
d) entre ellos, obteniendo como resultado un monomio de grado d - my,
como se queria probar.

= Sij > my, basta probar que para j = my el polinomio ¢ (2)™*** estd
formado por monomios de grados estrictamente mayores que dm,.

Teniendo en cuenta la observacién que se ha comentado antes (¢ no
tiene término independiente), la menor potencia que puede aparecer en
el polinomio ¢ (2)™"*! se obtiene al multiplicar entre sf los monomios de
grado 1, que se corresponderia con un monomio de grado my, 1 > dmy
(por hipétesis).

Por lo tanto, queda probada la igualdad (3.7]).

Del hecho de que la funcién g sea holomorfa en V', se sigue que la sucesion
de sumas parciales de la su serie de Taylor en 0 converge uniformemente en
los conjuntos compactos de su abierto de convergencia.

Ahora bien, la serie de Taylor Y ; b,2" de la funcién g converge en B (0,7)
pues, por definicién de r se tiene B (0,r) C V. Si el radio de convergencia
fuera mayor que r = d(0,0V), existirian puntos v € V tales que la serie
> o byv™ serfa convergente y, de la igualdad (3.7), se deducirfa que la se-
rie Zizo am, q (V)™ es convergente. Sin embargo, esto tltimo no es posible
puesto que v ¢ V implica que |g(v)| > R (y sabemos que la serie f tiene
radio de convergencia igual a R, luego en particular, dicha serie diverge en
el punto ¢ (v)). En conclusién, tenemos que 7 es el radio de convergencia de
la serie >~ b2".
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Es evidente que B (0,7) C V y, como el polinomio ¢ tiene al menos dos
raices distintas, en virtud del Corolario se tiene V # B (0,7). Ademas,
del teorema/de la brecha de Hadamard}, se tiene que B (0, R) es el dominio de
holomorfia de f, entonces del Teorema |C.14| se deduce que V' es el dominio
de holomorfia de g. O

3.5. Teorema de la brecha de Fabry

El objetivo de este ultimo apartado es enunciar y demostrar el Teorema
de la brecha de Fabry. Para realizar la prueba de dicho resultado precisamos
tres resultados auxiliares que estudiaremos a continuacion.

Observacion 9. Si P es un polinomio de grado n > 2, entonces la suma de
los residuos de 1/P (z2) en todos los ceros de P es cero.

Demostracion. Consideramos R, > 0 de manera que todos los ceros del
polinomio P estdan contenidos en la bola abierta B (0, Ry).

Denotando P (z) = ag + a1z + a9z + ... + a,2", observamos que

9 cy si n=2 9
lfm —— = —  lim

e C.

Por lo tanto, existe M > 0 tal que si |z9| > Ry se verifica

1 M

P F

Ahora bien, para R > Ry y teniendo en cuenta la cota anterior, es evidente
que

dz =20

lim
R— C(O,R)P(Z>

pues, en efecto, se tiene

]{ 1 M 27M poeo
C(0,R) P(2)

< 2rR—

0.
R? R
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Denotamos por Z (P) al conjunto de ceros del polinomio P. Como aplicando
el teorema de los residuos se deduce que si R > Ry,

1
Res (1/P,w ]{ dz,
Z / T o co.r) P (z)

w€eZ(P)
de lo anterior se deduce que sélo puede ser Y. Res(1/P,w) = 0. O
weZ(P)
Teorema 3.14 (Primer teorema principal de Turén). Sean by, ..., by nime-
ros complejos arbitrarios y zy, . .., zy numeros complejos verificando |z,| > 1

para 1 <n < N. Para v € N definimos la suma de potencias s, como

N
n=1

Entonces para cualquier entero no negativo M existe un indice v en el inter-
valo M +1 < v < M + N verificando

|sy| > (M, N) |so] (3.9)
donde .
(M, N) = (Z (M; k) 2’“) . (3.10)

Demostracion. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que los z, son dis-
tintos dos a dos; en otro caso, basta con agrupar los que sean iguales y reducir
el nimero de sumandos N.

Vamos a considerar nimeros complejos ayg, . .., any_1 que seran determinados
mas adelante. Trabajando con médulos y haciendo uso de la desigualdad
triangular es claro que se verifica

N-1
D ansariiio| < (Z\ >M+1<U<M+N‘3”" (3.11)
v=0

La suma de la parte izquierda es

N-1 N-1 N
_ M+1+4v
E AySM+14+v = E Qy E ann
v=0 v=0 n=1
N N—-1 N
_ M+1 vo__ M+41
= E bz, E ayzy = E bnzy T p (2n)
n=1 v=0 n=1

(3.12)
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donde p (2) = 320 o a2

Elegimos los nimeros complejos ay, . .., ay_1 verificando

p(z) =2, para 1<n<N. (3.13)

De esta manera, sustituyendo (3.13]) en (3.12)), se sigue que

N—-1 N N

E — E M+1 — E —
Ay SM+14v = bnzn p (Zn) - bn = 50

v=0 n=1 n=1

y; teniendo en cuenta (3.11)), para finalizar la prueba basta con demostrar

que
Shal< X (M) mcomyt ey

Escribimos el polinomio p de la siguiente manera:

k
ckH (z —zn) .

Mediante el calculo de residuos y teniendo en cuenta la Observacion [9} to-
mando R > |z;| para 1 < k < N, se verifica que

k= = Ldz. (3.15)

2mi Jo(o,) TThE) (2 — 2a)

=

B
Il

0

Por otro lado, observamos que las singularidades de la funcién definida por

z*M*l
k+1
Hnil (Z - Zﬂ)

estan contenidas en B (O, R), en virtud del teorema de los residuos, sabemos

que para todo R > R,

S—M-1 y—M-1
R A s
c(0.8) [Thty (2 — 2n) cor [1,5 (2= 2n)

n=1 n=1
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para todo R > R. Ahora bien, se tiene que

L—M-1 L—M-1
\% k—l—l—dz S 27 R max T N
co.r) [T,5 (2 — 2a) OB | TT,5 (2 = 2n) (3.16)
1 R~M-1 1
R &  RM¥y
donde
k41
0= mi — )| -
iy [ LG ==
Observamos que
k+1 ) k+1
0 = min Z—2,)| > 0= min Z— Zn
C(0,R) E( ) c(0.R) g( )
B (3.17)
k+1

> [ dist ({zn},C (o,}?)) >0

pues los conjuntos {z,} y C (O, R) son compactos para todo 1 <n < k+ 1.
En consecuencia, combinando las desigualdades (3.16)) y (3.17)) se deduce que

ZﬁM?l R—o0
co.r) [[2; (2 — zn) RM+25
y, por tanto, tenemos que para todo R > R se verifica

1 Z—M—l

. I — (3.18)
2mi Jewr) T2 (2 — 20)

Ahora bien, restando (3.18) a la igualdad (3.15)) obtenemos que
1 p(z) — 2z~ M1
po
21 Joor) T2 (2 — 20)

Teniendo en cuenta (3.13) sabemos que el integrando es holomorfo en cada
punto z, para 1 < n < N; por lo tanto, la tinica singulariadad del integrando
es el polo de orden M + 1 en el punto z = 0. Del teorema de los residuos se
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sigue que podemos reemplazar el conjunto de integracién anterior por una
circunferencia C' (0,7) con 0 < r < 1. De este modo, como la funcién definida
por
p(2)
k41
Hn:l (Z - Zn)

es holomorfa en B (0,7), concluimos que

-1 7M1
T Jeor) [ (2 — 2n)

k k+1 -1
= —(_1> 7{ H (1 — i) 2 Mgz
27Ti21 R | C(0,r) Zn

(-1)"

= ——Cup
21 Rk+1
donde
k+1 . —1 0o
H (1 - —) = ZCm,kzm para |z| < 1.
Zn
n=1 m=0

Para |z| < 1 podemos escribir

[e.9]

-3
—m . m
—_— = z, 'z
n
1—z/zp =
y, por tanto, tenemos
00 k+1 oo
E Crp2™ = H E 2, 2™
m=0 n=1m=0

de donde se deduce que los coeficientes C,, ; de la serie anterior vienen dados
por:

— —mi ,—m2 —mg
Crke = g 2] ey Pz k.

Teniendo en cuenta que |z;| > 1 para todo i = 1,...,k + 1, se sigue que
kE+m—1 (k+m—1)!
Onil < 2 ( k ) k! (m — 1)

MY,y myp €N
mi+-+mp=m

(k+m)!  m (k+m)!  (k+m
k! (m)! Frm s k! (m)! _< k )
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para todo m y para todo k. En particular, aplicando la desigualdad anterior
para m = M deducimos que

M+ k M+k
1Chri| < ( - ) = gl < ( k ) .
k |21+ 2 |
A continuacién, vamos a considerar los polinomios
N-1 &k N-1
p(z) = ckH(z—zn):Zavz“
k=0 n=1 v=0
N—1 N—-1
M+ Ek
P(z) = ( Ij ) +D" =) Az
k=0 v=0

y, comparando coeficientes, concluiremos que |a,| < A,.

En primer lugar, para hallar una expresion de los coeficientes a, relativos al
polinomio p, observamos que:
Qg =Co — C121 + CoZ122 — C3212223 + -+ + (—1)N71 CN_121%22 - - - ZN—1
a1 =C1 — Co (211 + 22) + C3 (2122 + Z1%3 + 2223)
— ¢4 (2122023 + 212224 + 212324 + 292324)

+ -+ (—1)N_2 cn—1 (2122 29+ -+ 2223 ... ZN—1)

Ay =Cy — Cyt1 (2’1 + 29 + -+ Zv+1) -+ Cy+2 (2’122 + -+ ZU+1ZU+2)

—+ 4 (_1>N—1—v CN-1 (Zl o BNl 2y ZN—I)

anN—-1 =CN-—1-

Ahora bien, tomando médulos en la expresién general para el coeficiente a,
y usando la desigualdad triangular, se sigue que:

lao] < Jeol ol (O T #lemal (P 2) + o genal (YT
Ay| = |Cy Cy Cy CN—
—+1 1 +2 2 N—1 N—l—U

_NZM’C (v+F <NZ”1 vk (M +o+k
B e N Y A SR v+k

(3.19)
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para todo v =0,..., N — 1, donde hemos tenido en cuenta que |z;| > 1 para
todoi=0,...,N —1.

Anélogamente, para hallar una expresién de los coeficientes A, relativos al
polinomio P, observamos que:

BSOS

k=0

de donde se deduce que:

p M N M+1 P M+ N -1

*7\o 1 N—-1 )

A M+1 n 2\ (M +2 R N—-1\/M+N -1

! 1 1 2 1 N-1 )

M+ v+ 1\ /[ M+v+1 N—-1\/M+N -1
A, = + + -+
v v+1 v N -1

v
_N71 EN\ (M + k _szl v+k\ /M+v+Ek
_k:v v k N — v v+ k ’

. |
R

Ahora bien, de la desigualdad (3.19)) y de la expresién general para los coefi-
cientes A,, se deduce que:

N—v—1 N—v—1
v+k\ /M+v+Ek v+k\/M+v+k
o] < = = A,
’“";;(k)(wk),;(v)(wk)

para todo v =0,..., N — 1. En conclusién:

=2

N—1 N—-1

M+ k
§ %<§1%:P1: oF
v=0 | | B v=0 ( ) < k >

0

o~
I

como se queria probar. O]
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Debido a la compleja estructura de la constante (3.10]), en la practica
suele sustituirse por

&(M,N) = (m) o (3.20)

Antes de demostrar que ¢ (M, N) > ¢(M, N) para probar que utilizar esta
nueva cota es licito, exponemos algunas propiedades y acotaciones bésicas.

Lema 3.15. Sean M y N niumeros naturales, entonces:
(1) Para todo nimero natural K > 1 se tiene

(=00

=0

(i1) Se verifica la desigualdad

(VD) = S5

(iii) Se verifica la desigualdad

(N —1)1> (ﬂ)Nl.

e

Demostracion.
(7) La prueba es trivial razonando por induccién sobre K.

(77) La prueba se realiza de forma directa haciendo uso de la definicién de
nimero combinatorio, y teniendo en cuenta que M + N — k < M + N para
todok=1,...,N — 2.

(7i1) La prueba resulta inmediata razonando por induccién sobre N y hacien-
do uso de la clésica desigualdad

(1 + %)N <e (3.21)

valida para todo ntimero natural V. O
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Con los resultados expuestos se sigue que:

c(M,N)" :Ni <M;k>2k - QNINZ‘:I (M];H{;>

k=0 k=0
v (MANY v (M N
N-1)= (N —1)!

M+ NN 20 (M + NNV
<ot M N) NL - <—e( + >> =¢(M,N)",
(%) N
y en consecuencia, se tiene que ¢ (M, N) > ¢ (M, N), como queriamos probar.

Lema 3.16. Supongamos que T (x) es un polinomio exponencial de N térmi-
nos de periodo 1, digamos

N

T(z) = bye”™ (3.22)

n=1

donde \, € Z para todon =1,...,N. Sea I un arco cerrado en T =R/Z y
denotemos por L a la longitud de I. Entonces

7\ N
) S (£ ) _
maix T (z)| > (26) mdx T (z) |

Demostracion. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que el polinomio
T () alcanza su maximo en z = 0.

» Six =0 €[ ladesigualdad se verifica de manera trivial.

» Siz =0 ¢ [ supongamos que I = [o, ] con 0 < a < f < 1. Vamos a

considerar

=5y M=|%],

de esta manera, vo € I para M +1<v < M + N.
Ahora bien, considerando z, = e**9 s, definido como en y
atendiendo a (3.22), observamos que s, = T (vé). En virtud del primer
teorema principal de Turan, aplincandolo con la constante ¢ (M, N), se
deduce que
méx [T (z) | > max |T (vo) | = max Ex
I M+1<v<M+N MA1<o<M+N

o (3.23)
> &(M,N)|T (0)] "< & (M, N) méx|T () |
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donde la segunda desigualdad se debe al teorema mencionado y la pri-
mera se debe a que el conjunto {vd : M +1<wv < M+ N} C 1.
Ademas, teniendo en cuenta

Q@ aN BN
M< - = = M+ N <
) -« + ~ -«
N ﬂ_a0<5<1
> S B_a=1
= MynN= g = Pe

observamos que:

o (o) (L) e

Combinando las desigualdades (3.23)) y (3.24) se sigue que

1\N1
. > (L . '
mIaX|T (x)] > (26) m]z}x|T ()]

como se queria probar.

Con esto se concluye la demostracion del lema. O

Lo realmente interesante de la acotacién probada es que no depende del
tamano de los enteros \,,.

Supongamos que f es una serie de potencias de la forma

oo

f(z)= Zanz’\"

n=1

con {\,}5%, una sucesién estrictamente creciente de nimeros naturales. El
teorema de Fabry afirma que la circunferencia frontrea del abierto de con-
vergencia de f es su frontera natural, si

)\n n—00
— — OQ.

n

Para probarlo, aplicaremos el Lema |3.16| a la serie de potencias de una pro-
longacion analitica adecuada de f. Sin embargo, dicha serie tiene infinitos
términos y el lema de interés se aplica s6lo a sumas finitas. En consecuencia,
introducimos el siguiente resultado que nos ayudara a “truncar” dicha serie
para, posteriormente, poder aplicar el Lema [3.16
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Lema 3.17. Sea f una funcion holomorfa en el disco unidad. Si considera-
mos 0 < r < 1, entonces existe un nimero positivo C' = C (r) tal que

(n)
n>Ck

para k suficientemente grande, digamos k > ko (f, 7).

Demostracion. Observamos que

n nk en\k
o - 3.25
<k)<k!<<k>’ (3:25)
la primera desigualdad equivale al Lema m (ii) y la segunda se debe al
Lema (iii).

Por otro lado, aplicando las desigualdades de Cauchy para las derivadas en
la bola cerrada de centro 0 y radio /3, se sigue que

‘f‘”) (0)‘ _méx{|f(z)| : =€ B(0,r/3)}

n! rn/3

(3.26)
para todo n € N. Ahora bien, teniendo en cuenta que 0 < r < 1, se tiene que

lim — =

n—oo 11/6 ’
por tanto, para n > ng (f,r) (esto es, para n suficientemente grande) se
verifica

méx{|f (z)| : z€ B(0,7/3)} < L (3.27)

yn/6’

puesto que, en virtud del teorema de Weierstrass sabemos que max{|f (2)| :
z € B(0,r/3)} < oco. Por lo tanto, combinando las desigualdades ({3.26) y

(3.27) se tiene que
1

rn/2

(3.28)

f™ (0)
‘ n!

E
para todo n > ng (f, 7).

Teniendo en cuenta (3.25]) y (3.28)) se sigue que
n\ [ S 0)] .k en\k o)/
S ()5 3 () e

n>Ck n>Ck
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El cociente entre dos términos consecutivos de la serie de numeros positivos
anterior es

k
e(n+1) ((n+1)—2k) /2
k " +1\*F 1\*
/ _ <n ) B2 (1 n _) 172
(%) r(n=2k)/2 n n (3.29)

1\" k/n
(1) e
n

y, por tanto, tomando C' > 6/log (1/r) y n > Ck se sigue que

ok/npl/2 o ok/Chyl/2 _ 1/, 1/2

— o8 (/M/5,1/2 — (1 /7) 8 p1/2 — 1/3, (3.30)

Considerando C' > 6/log(1/r), n > Ck y enlazando las desigualdades (3.29)

y (3.30), tenemos

k
1 k
(e (nl:— )) Pt 1)=2k)/2 _1/3 <%> p(n=20)/2.

y razonando por induccién, se prueba que

k
€ (’TL m) ((n+m)—2k)/2 1/3\™ (€n>k (n—2k)/2
-~ 7 < _ )
< k > " (T ) k "

En consecuencia, considerando C' € N tal que C' > 6/log(1/r) tenemos

f(n) e en (n—2k)/2 en (n—2k)/2
rnk < - r
< <(%> 7’<Ck2k)/2> Z (,,,1/3>n—0k

n>Ck
_ (egrw—z)/z)k i (Tl/s)"
n=0
=1 15 —17“1/3 (eC’r(C_2)/2)k.

(3.31)
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Teniendo en cuenta que lime_,o eCT€~2/2 = 0, eligiendo C' suficientemente

grande tendriamos que

1

eCr@=2/2 < 3 (3.32)

Enlazando las cotas (3.31) y (3.32)), y eligiendo k suficientemente grande,

concluiriamos
Z n\ | f™ (0)
k n!
n>Ck

rF < 1.

O

Después del estudio realizado, estamos en condiciones de enunciar y pro-
bar el teorema de la brecha de Fabry, comenzamos introduciendo la nocién
de serie de Fabry.

Definicién 3.18. Sea {\,,}°, una sucesion estrictamente creciente de nime-
ros naturales. Una serie de potencias Y - a,2* se denomina serie de
Fabry si verifica lim,,_,, )‘n—" = 00.

Notacién. En la prueba del siguiente resultado denotaremos e (o) = €™,

Teorema 3.19 (de la brecha de Fabry). Sea f (z) = Y77, a,2™ una serie de
Fabry con radio de convergencia igual a la unidad. Entonces el disco B (0,1)
es el dominio de holomorfia de f, esto es, la circunferencia centrada en el
origen de radio 1 es la frontera natural de f.

Demostracion. Razonamos por reducciéon al absurdo suponiendo que existe
zp € C'(0,1) tal que f puede ser prolongada de manera analitica al punto z.

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que zy = 1. Entonces existen > 0
y una funcién g holomorfa en B (1,37J) que coincide con f en B(0,1) N
B (1,3md). Consideramos, como es habitual, f la prolongacién holomorfa de
fen B(0,1)U B(1,3m0) definida por:

) f(z) si ze€B(0,1),
f(z) =
g(z) si ze€ B(1,3m0).

Fijamos 0 < r < 1 y consideramos ¢’ verificando |r —e (§/2)| =1 —1r + 4.
Observamos que ¢’ > 0 pues, en efecto:

l—r+d=r—e(8/2) >e(6/2)]—=|r|=1—r = § >0.
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A continuacién, consideramos el conjunto
S:={zeC: |z2|<1-¥¢/2}u{ze€C : |z—1] <2nd}.

Observamos que el conjunto S esta contenido en el dominio de holomorfia de
la funcion f (en la definicién de dicho conjunto la primera componente esté
contenida en el disco unidad y la segunda en la bola abierta de centro 1 y
radio 379).

Como S es un conjunto compacto y f es continua en S, en virtud del teorema
de Weierstrass, se sigue que p = max{|f (2)] : z € S} < oc.

Eligiendo ¢ suficientemente pequeno se tiene que el disco
{zeC : |z—re(a)|<1—1r+4/3}

estd contenido en S siempre que || < /2.

En consecuencia, en virtud de las desigualdades de Cauchy para las derivadas,
se sigue que

k! T (—r+8/3)"

J® (re <a>>‘ . n

para |a| < /3 < §/2.

Teniendo en cuenta que

el
;:5
O
Il

[~
N\
> 3
~__
=
:)_3
—
=
N

1
\'?T

n=k

aplicando el Lema 3.20 se deduce que

‘f@ (re (@) i (n) O ity (i~ Ry )

k! k n!

n=0
para k suficientemente grande, uniformemente en a.

Denotamos por N (X) al nimero de enteros A, que son menores o iguales
que X, esto es, N (X) es el ntimero de m < X tal que f™ (0) # 0. Luego,
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en virtud del Lema 3.19, se sigue que:

max

ok f(n)

> () S e -na)
26\ N(EK) ax

= ( o )N - |a\<afs/2

Ahora bien, haciendo uso de las desigualdades (3.33)) y (3.34]), observamos
que:

(3.34)

]2

n=

o

(k) Ck F(n)
mOE:LX f (;T (Ck)) < moé:lX nz% (Z) f n|(0) Tn_ke ((n o k‘) Oz)
(k) Ck F(n)
+ mcéx f (;(‘3 (Oé)) o 2 (Z) f n|(0) r"_ke ((n _ k’) O./)
k

% N(Ck) C n f(n) (0) .
=1+ (F) |a|<6)/(2 — (k> n fel(n—ka)
f® (re(a))

96\ N (CR)
<14+ | — max
0 la|<5/2

f® (re() i <n) £ (0) kg

k! —\k n!
N(Ck)
<1+ <%) 1+ ).
0 (1—7r+0d/3)

Teniendo en cuenta que, por hipétesis, tenemos que N (X) = o (X) cuando

X — 00 observamos que
96\ N(CH)
1+ (—e) 1+ a 11 =0
0 (1—r+4/3)

+ max
la|<d/2

lim (1 — 7+ & /4)"

k—oo
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pues
N(Ck)
(1—r+¢/4)" 1+<%) 1+ a -
0 (1—r+d/3)
k
N(Ck) 5 1)k
2 k 1— /4
= (1 —r+0/4)" + (—e) (L= 84 4 L0/
D e —— ) (1 -7+ 5’/3)
IH—OO>O k—oo h kv
—1 ——%50
Asi, tenemos que
(k) 1
k! (1—r40/4)

para k suficientemente grande, uniformemente en a.

Considerando raices k-ésimas y limites superiores cuando k — oo en (3.35))
deducimos que

f (re (@)
k!

limsup |
k—o0

1 1
< limsup / =
N k—>oop\/(1—7"+5//4)k 1—r+d/4

o, lo que es equivalente, la serie de potencias de f centrada en re («) tiene
radio de convergencia mayor o igual que 1 — r + ¢’ /4 para todo a.

Teniendo en cuenta que la serie de f centrada en re () coincide con la de
f y que r es arbitario en (0,1), deducimos que la serie de potencias de f
centrada en 0 tiene radio de convergencia mayor 1+ §'/4, lo cual contradice
la hipdtesis de que f tenga radio de convergencia igual a la unidad. En
consecuencia, C'(0,1) es la frontera natural de f. O

Aunque no lo vamos a desarrollar, en el articulo publicado por P. Erdos
[1] se recoge una prueba directa del reciproco del teorema |de la brecha de|
que fue enunciado y probado Pélya en 1939, cuyo enunciado es:

"Sea {m,}5°, una sucesion estrictamente creciente de nimeros naturales,
para la cual lim,,_,., m, /n = 0o. Entonces existe una serie de potencias
> ganz™ cuyo abierto de convergencia es la bola unidad y para la cual la
circunferencia unidad es su frontera natural.”






Capitulo 4

Teorema de
Fatou-Hurwitz-Pdélya

Se dedica este breve capitulo a la prueba de un resultado muy peculiar. Se
trata de probar que, dada una serie de potencias con su disco de convergencia
B, se tiene que el conjunto de las series que se obtienen a partir de ella
cambiando los signos de parte de sus términos, y para las que B es su dominio
de holomorfia, es equipotente con el de todos los posibles cambios de signos
de los coeficientes, es decir, tiene la potencia del continuo.

4.1. Revisién de la convergencia normal

Empezamos recordando el concepto de convergencia normal de una serie.

Definicién 4.1. Una serie de funciones ) f,, donde f, : X — C, se
denomina normalmente convergente en X si para cada punto z € X
existe un entorno U tal que Y | fulv < oo.

A continuacién enunciamos algunas propiedades relativas a la convergencia
normal que nos resultan familiares.

= Toda serie normalmente convergente en X es localmente uniformemente
convergente en X.

= Si f, es continua en X para todo nimero natural ny f =5 f,
converge normalmente en X, entonces la funciéon f es continua en X.
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= Toda subserie de una serie que converge normalmente en X, también
converge normalmente en X.

El resultado en el que centramos nuestra atencion, pues se utiliza en
el siguiente apartado para probar el teorema clave de este capitulo, es el
siguiente.

Teorema 4.2 (Teorema de reordenacion). Sty f, converge normalmente
en X hacia la funcion f, entonces para toda biyeccion, 7 : N — N, la serie
reordenada > >~ frm) también converge normalmente

n=0J7(n) 9 :

Demostracion. Por definicion, cada punto z € X tiene un entorno U tal
que > | falv < co. En virtud del teorema de reodenacién para series de
nimeros complejos se sigue que

S el = 2 aly < 0.
n=0 n=0

Aplicando el mismo teorema se tiene que, para r € X,

Zf‘r(n) (Zlf) = an ($) =f ($>

. . o0
De lo anterior se concluye que la serie ) > f;() converge normalmente a la
funcién f en X. m

A modo de generalizacion surge la siguiente proposicion, que es conse-
cuencia del resultado anterior.

Proposicién 4.3. Sea N = |J, . Ni una particion disjunta del conjunto de
los mimeros naturales. Supongamos que la serie Y f, converge normal-
mente en X hacia la funcion f.

Entonces la serie ZneNk fn converge normalmente en X hacia una funcion
: X — C para todo numero natural k la serie Y oo converge nor-

k ’ k=0 Yk

malmente en X hacia f.

4.2. Teorema de Fatou-Hurwitz-Pdlya

Estamos ya en condiciones de probar el teorema central de este capitulo.
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Teorema 4.4 (de Fatou-Hurwitz-Pélya). Sea B el disco de convergencia de
la serie de potencias definida por f(z) = >~ a,z". Entonces, el conjunto
de todas las funciones de la forma

o0
§ EnlnZ",
n=0

con €, € {—1,1} para todo n € NU {0}, cuyo dominio de holomorfia es B
tiene el cardinal del continuo, esto es, ¢ = 250,

Demostracion. Supongamos, sin pérdida de generalidad, B = B (0,1). En
virtud de la férmula de Cauchy-Hadamard, se sigue que

lim sup {/|a,| = 1.

n—oo

Ahora bien, consideramos una subserie h (z) = Y @y, 2™ de f verificando

" My > 2my,

w1y, oo ™/ |am, | = 1.

En estas condiciones, es evidente que h se trata de una serie lagunar de
Hadamard con radio de convergencia igual a la unidad. Luego, en virtud del
teorema |de la brecha de Hadamard] sabemos que B (0, 1) es el dominio de
holomorfia de h y, ademads, la serie h converge normalmente en B (0, 1).

A continuacién, a partir de la serie h(z) = > 7 @y, 2™ construimos una
infinidad de series hy, k € NU {0}, holomorfas en B (0, 1) de manera que:

s Toda serie h; es infinita.
» Cada término a,,, 2™ aparece Gnicamente en una de las series hy.

Esto es, realizamos una particién del conjunto NU {0}, de manera que todos
los conjuntos de la misma sean infinitos y disjuntos dos a dos, asi tenemos

Nu{0} = GNk y hp = Z A
k=0 neNy

para todo £ € N U {0}. De esta manera, en virtud de la Proposicién
tenemos que h = ho + hy + ... en B (0,1).
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Consideramos g := f — h y asignamos a cada sucesién n : N — {—1,+1},
n — n,, la serie

f77 ::g—|—770h0+771h1—|—...+77nhn—I—...

que resulta ser holomorfa en la bola unidad. Ademas, la serie de Taylor
centrada en 0 para cada funcién f, es de la forma

o
E Enn 2"
n=0

donde ¢ € {—1,+1} para todo n € NU {0}.

Llegados a este punto basta con probar que, a lo sumo existe una infinidad
numerable de funciones f, que no tienen el conjunto B (0, 1) como dominio
de holomorfia. En ese caso, el conjunto de todas las funciones de la forma
Yo gEnanz™ donde g, € {—1,41} cuyo dominio de holomorfia es B (0, 1)
tiene el cardinal del continuo.

Supongamos, razonando por reduccion al absurdo, que lo anterior no es cierto.
Esto es, supongamos que existe un conjunto no numerable de sucesiones
0 = {0n}°, tal que cada funcién fs puede ser extendida de manera holomorfa
a una raiz de la unidad (recordamos que el conjunto de raices de la unidad
es denso en la cirunferencia unidad).

Del hecho de que el conjunto de las raices de la unidad sea numerable, se
deduce que existen dos sucesiones distintas d y 6’ de manera que las funciones
fs v fs pueden ser prolongadas analiticamente a la misma raiz de la unidad.
Entonces la funcion

f5 = fyr = aoho + arhy + -+ aghy + -+

donde oy = § — ), € {—2,0,+2} para todo £ € NU {0}, no tiene el disco
unidad como dominio de holomorfia.

Sin embargo, sabemos que no todos los ay se anulan pues, por hipotesis, las
sucesiones ¢ y ¢’ son distintas y, por construccién, las series h,, son infinitas.
Entonces la serie de Taylor >~ b,2" de la funcién fs — fs centrada en 0 es
una serie lagunar de Hadamard. Ademas, sabemos que lim,, o, ™/ |ap,| =1
y, en consecuencia del teorema |de la brecha de Hadamard| se deduce que
B (0,1) es el dominio de holomorfia de f5 — f5 lo cual nos conduce a una
contradiccion. O]




Capitulo 5

Una extension del Teorema de
Szego

Trabajaremos a continuacién con series de potencias que tienen tan solo
una cantidad finita de coeficientes distintos. El objetivo fundamental de este
capitulo es demostrar que para la correspondiente funcién suma f, o bien
la circunferencia unidad se trata de su frontera natural, o bien admite una
prolongacién analitica en forma de funciéon racional con polos en las raices
de la unidad. Esto es lo que se recoge en el Teorema de Szego, resultado en
el que centraremos nuestra atencion.

En el primer apartado se introduce la notacion que se utilizara a lo largo
del capitulo, y ademas, se presentan dos resultados auxiliares. El primero de
ellos versa sobre aproximacién de funciones, y para su prueba resulta crucial
la teoria de aproximacion de Runge que se ha presentado en el Apéndice D.

Ademds, se presenta una variante del lema (Lema 2.4)), resultado

que fue estudiado en el segundo capitulo.

Teniendo en cuenta los dos resultados previos, el segundo apartado se centra
en demostrar un lema que sera utilizado en la siguiente secciéon para probar

una proposicién de la que se deduce el teorema

En el tercer apartado se motiva el desarrollo del teorema clave de este capitulo
mediante una analogia con las series geométricas y lagunares de Hadamard.
Una vez conocido el teorema [de Szegd], en la tltima seccién se presenta una
interesante aplicacion del mismo, en la cual se obtiene una caracterizacion

85



86 5.1. PRELIMINARES

para las raices de la unidad.

5.1. Preliminares

Fijamos ntmeros reales ¢, 1, s verificando 0 < ¢y — ¢ < 2ry s > 1,y
consideramos una variable § € [0, 1). Denotamos por G al dominio estrellado
centrado en el origen cuya frontera I' (9) estd formada por dos arcos circulares
concéntricos, 71 v 73, ¥ dos segmentos v, v 4 que conectan los puntos finales
de los distintos arcos. A continuacién, presentamos un parametrizacién de la
frontera I' (9):

(7 (1) = se st p<t<v,
v (1) = tet? si1-6<t<s,

Y3 (t) = (1—=08)et si o <t<2r+ ¢,

\74(t):tei¢ si 1—-0<t<s.

En la Figura se representa un posible dominio G con su frontera I" (¢)
orientada de acuerdo a la parametrizacién expuesta.

— m,/2

Va4

3

Figura 5.1: Dominio G y frontera I' (9).



CAPITULO 5. UNA EXTENSION DEL TEOREMA DE SZEGO 87

Se observa que, al hacer tender ¢ hacia 0, la bola centrada en 0 y encerrada
por I' () se expande y tiende hacia B (0,1).

A continuacién, pasamos a introducir dos resultados auxiliares que nos
seran de gran ayuda para posteriormente realizar la demostracion del Lema
que, como se ha adelantado en la introduccion, resulta de vital impor-
tancia para probar el teorema clave de este quinto capitulo.

Teorema 5.1 (de aproximacién). Eziste un nimero real 6y > 0 tal que, para
todo n > 0, eziste una funcion (que depende del n considerado)

Cqg—1 1

. C1 (&)
R(Z)—CO+;+;+”'+Zq,1 -

de manera que |R|rsy <1 para todo 6 con 0 < 6 < .
Demostracion. Como I' (0) N C'(0,1) es un conjunto compacto distinto de la
circunferencia unidad entonces, aplicando el Corolario[D.11], existe un entorno

UdeT (0)NnC(0,1)y una funcién

b by 1
Q) =bo+—+ 5+,

keN,

de manera que |Q|, < 1.

A continuacién, consideramos 7 > 1 de forma que I'(0) N B(0,r) C U.
Ademés, fijamos | € N tal que para Q (z) := z7'Q (2) se verifique |Q (2)| < 1
para todo z € I' (0) con |z| > r. Asi tenemos |Q|r@) < 1.

Ahora bien, sea V un entorno de ' (0) con |Q]y < 1. Para todo n > 0 existe
un numero natural m tal que |R|,, < n donde R := Q™. Para concluir, basta

con tomar dy > 0 suficientemente pequeno de manera que I' (0) C V para
todo & < 4. H

Antes de seguir con el siguiente resultado auxiliar realizamos una pequena
observacion.
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1—96 /P’7 V4

Gs

V3

Figura 5.2: Existencia sector circular.

Observacién 10. Sea f (z) = >~ a,z" una serie de potencias holomorfa
en el dominio Gs. Supongamos que f admite una prolongacién analitica f
en un entorno U de G5 UT (§). Entonces, para cada z € I' (§) existe r, > 0
tal que B (z,r,) C U. De esta manera, se tiene que

rgyc |J B(zr)cuU
z€I'(d)

Como I'(0) se trata de un conjunto compacto, existe una cantidad finita
de las anteriores bolas abiertas que lo siguen recubriendo. Si nos centramos
unicamente en las bolas abiertas cuyos centros se encuentran sobre las curvas
Y1,%2 ¥ V4, €s evidente que tenemos un margen para elegir las dos rectas y
el arco de un sector circular de manera que esté contenido en la unién del
dominio Gy y la cantidad finita de bolas abiertas mencionada (ver Figura
, se puede ver también la analogia con la Proposicion .

Ahora bien, en las condiciones anteriores, es evidente que el sector circular
S se puede elegir de manera que su radio sea exactamente s. Asi lo vamos a
considerar en lo que resta de capitulo (ver Figura |5.3]).
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Figura 5.3: Sector circular. Notacion.
Notacion. En el contexto expuesto sobre el sector circular S, vamos a denotar:
= 2, v 29 a las esquinas del sector circular S,

= W V we a los puntos de interseccion entre la circunferencia unidad y la
frontera del sector circular S.

Lema 5.2 (Variante del lema de M.Riesz). Supongamos que la serie de poten-
cias [ (z) = Y 07y anz™ tiene la sucesion de coeficientes acotada, y ademds,
supongamos que existe 6 > 0 tal que f tiene una prologancion analitica f en
un entorno de Gs UT (0). Entonces, existe una constante M > 0 tal que

<M (5.1)

para todo n > 1.

Demostracion. Como se ha comentado en la observacién previa, existe un
sector circular S con vértice en el origen de coordenadas y esquinas z1, 2o
tal que 71, 72 v 74 estan contenidas en S y la prolongacién analitica f es

holomorfa en el mismo. En virtud del lema (Lema2.4), la sucesion
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de funciones

o i) =s.2) h
{on (2)}ny = {T (z —wi) (2 — w2)
n=1
esta acotada en S.
Pongamos A := sup{|a,| : n € N} < oo, entonces para todos los puntos

z € 73, teniendo en cuenta que
|z —wi| <|z]+|wi| =1-0+1<2

para i € {1,2}, se deduce que

[o@) oo
9n ()] = ) ™| |2 = wi] |2 — wa| <44 |2
k=0 k=0

= 4A 4A
=4A 1—6)fr=—""7 =
2 (-0 =15 =3
k=0
Con lo que queda probado que la sucesién {g, (z)} -, estd acotada en I' (0).
Ahora bien, observamos que

f(z) — Sp—-1 (Z) Gn-1 (Z)

Zntl 2(z—wi)(z —ws)

Del hecho de que la funcién |z (z — wy) (2 — wy) | tiene minimo mayor que
cero en I' (§), se concluye que la sucesién

{f<z> — 501 (2) }“’
zntl _1

estd acotada en I'(0) o, lo que es equivalente, existe una constante M > 0
tal que

f(2) =501 (2)

2n+1

I(6)
para todo n > 1, como se queria probar. O

Terminamos esta seccidon con un resultado auxiliar.
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Lema 5.3. Sea f(z) = Y .~ a,2" una serie de potencias con sucesion de
coeficientes acotada y radio de convergencia igual a la unidad, cuyo dominio
de holomorfia no es B(0,1). Entonces, para cada € > 0 existe un nimero
natural ¢ y nimeros complejos cy, ¢, ..., cq—1 tales que

|Cotn + C1an1 + Colnta + o F Cu1lnig1 F gl < €

para todo n > 1.

Demostracion. Consideramos g como en el Teorema [5.1]

Como, por hipétesis, B (0,1) no es el dominio de holomorfia de f, existe un
dominio G (de la forma descrita anteriormente) de manera que f tiene una
prolongacion analitica f en un entorno de G5 U T (6).

Sin pérdida de generalidad suponemos que § < dy. Consideramos la constante
M como en el Lema[5.2] y determinamos la funcién
O SR S
R(Z)—Co+z+ +z‘1—1+z‘1
como en el Teorema de manera que, denotando por L a la longitud de la
curva I (0), verifique

2me
1Blee) < 377 (5.2)
En consecuencia, para todo nimero natural n se verifica la desigualdad
f(Z) — Sn—-1 (Z) f(Z) — Sn—1 (Z) 2me
R(z) n+1 = |R|F(5) n+1 < L (5:3)
r'(8) I'(8)
donde en la desigualdad se han combinado (5.1) y (5.2)).
Ahora bien, observamos que
R (Z) f (Z) _ni’fi—l (2)
z (5.4)
Cq Cqg—1 1 Qp,
= <co+——|—~-—|— — —) <—+an+1—|—an+gz+--->
z 24 24 Z

y, por tanto, de ([5.4)) resulta evidente que

F(2) — $p_1 (2
Res <R (2) 1) s, 1 ),0> = Colp + C1ans1 +  F Cu1Gnig1 + Anig,
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donde denotamos por Res ( 1, 5) al residuo de la funcién f en el punto 2.

Teniendo en cuenta que la funcién con la que estamos trabajando es holomor-
fa en Gg, y que I' (§) es una curva simple y cerrada, estamos en condiciones
de aplicar el teorema de los residuos, del que se deduce

Colp + Cllpy1 + +++ + Apgq = 2%” /F(5) R () 6 gnf:lb_l <§)d5 (5.5)

Para finalizar, basta con tomar médulos en la igualdad (5.5) y combinar la
clésica desigualdad para la integral de un médulo con (j5.3]) para concluir

1 F (&) = 5019
|Cotn + C1any1 + - A Anyq| < o ) (€) gn+l dg
1 f(2) =501 (2)
S %L R (Z) ZnJrl
()
1 _27e
< —[— =
—2r L c

5.2. Teorema de Szego

Las series geométricas de la forma Y (2™)" (donde m > 1) y las series
lagunares de Hadamard )7 ;2™ tienen todas radio de convergencia igual
a 1. Sin embargo, tienen comportamientos muy distintos en la circunferencia
unidad.

En el caso de las series lagunares de Hadamard, el teorema |de la brechal
lde Hadamard| nos asegura que el disco unidad se trata de su dominio de

holomorfia, esto es, la circunferencia unidad resulta ser su frontera natural.

Por el contrario, en el caso de las series geométricas, sabemos que pueden
ser prolongadas de manera analitica a una funciéon racional holomorfa en
C\{z € C : z™ = 1}. Es bien conocido que dicha prolongacién holomorfa
es la suma de la serie, que viene dada por la siguiente funcion

Fo) =3 ()= —

B

n=0
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En el caso de series de potencias que tienen sélo un numero finito de
coeficientes distintos se observa una cierta analogia en cuanto a que, o bien
el dominio de holomorfia es el disco unidad, o bien existe una prolongacion
racional holomorfa de la correspondiente serie (esto es lo que se expone en
el teorema de Szegd). Antes de pasar al estudio del teorema principal, intro-
ducimos un resultado previo que nos facilitarda en gran medida la prueba del
mismo.

Lema 5.4. Sea f (z) = Y ", an,2" una serie de potencias con sélo una canti-
dad finita de coeficientes distintos. Si B (0,1) no es el dominio de holomorfia
de f, entonces existen indices X y p con X < p verificando ayy; = a,4; para
todo numero natural j.

Demostracion. Separamos la prueba en dos casos.

= Si f es un polinomio sabemos que su dominio de holomorfia es C vy,
ademas sabemos que existe un indice N tal que a,, = 0 para todo
n > N. De esta manera, basta tomar niimeros naturales A y u tales
que A > u > N y, en consecuencia tenemos ay;; = 0 = a,4; para todo
nuimero natural j.

= Si f no es un polinomio, denotemos por dy,ds,...,d; a los distintos
nimeros complejos que aparecen en la sucesion de coeficientes de la
serie de potencias que define f.

Para k = 1 es evidente, pues la sucesion de coeficientes de la serie se
trata de una sucesién constante, denotemos la constante por a. En-
tonces, para todo par de indices A\,x € N con A < p se tiene que
ax+; = a = a,4; para todo nimero natural j.

Supongamos pues, que k > 2 y denotemos d := min{|d; — d;| : i #
j} > 0. Ahora bien, como la sucesion de coeficientes {a, }°°, es acotada,
podemos aplicar el Lema con ¢ := d/3. Luego existen un nimero
natural ¢ y nimeros complejos ¢y, c1, . . ., ¢4 verificando

d
|00an + C1Gp41 + -+ Cq—10n+4q—1 + an—i—q‘ S 57 (56)

para todo ntimero natural n.

A continuacién, consideremos todas las g-uplas (an, Gni1,- -, Gnig—1)
donde n € N. Dado que existe un ntmero finito de g-uplas que pue-
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den ser formadas con k nimeros distintos (concretamente k7) entonces,
existen numeros naturales A y g con A < p tales que

(ax, axst, - - ,a/\+q—1) = (@;u Qu+1y - - 7%+q—1) .

Teniendo en cuenta que se verifica ayi; = a,4; para 0 < j < g, se sigue

que
q—1 q—1
|@)\+q - au+q‘ = E CmQxtm T Axtq — § CmQptm + Qg
(i (i 2d
< E Cm@xm T Axrtq| T E CrnCptm + Quiq| < 3 <d,
m=0 m=0

donde la primera desigualdad es consecuencia de la desigualdad trian-
gular y en la segunda estamos usando ([5.6))

De la definicién de d se deduce que necesariamente |ayiq — Guiq| = 0,
lo cual implica ayy, = a,14 ¥y, en consecuencia, se tiene que

(axr+1, @rg2, - 7@)\+q) = (%H, Au+2y - - >a,u+q)-

Razonando de manera andloga, se deduciria que axiq41 = @uyq1- De
esta manera, puede probarse por induccién que ay;; = a,4; para todo
nimero natural 7, lo cual concluye la prueba.

]

Ahora ya estamos en condiciones de enunciar y demostrar el teorema
principal de este ltimo capitulo.

Teorema 5.5 (de Szegd). Sea f (2) =D -, anz" una serie de potencias con
s6lo una cantidad finita de coeficientes distintos. Entonces, o bien B (0,1) es
el dominio de holomorfia de f, o bien f puede ser prolongada analiticamente
a una funcion racional

donde p(z) € C[z] y k es un nimero natural.
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Demostracion. Suponemos que f no es un polinomio (si lo fuera, f se trataria
de una funcién entera y no hay estudio que hacer), entonces se tiene que
limsup {/|a,| = 1y, en consecuencia, la serie tiene radio de convergencia
igual a la unidad.

Si B(0,1) no fuera el dominio de holomorfia de f, en virtud del lema inme-
diatamente anterior sabemos que existen indices A y u con A\ < pu verificando
ax+; = au4; para todo nimero natural j.

En estas condiciones, considerando los polinomios

se sigue que f puede escribirse como
FR=P@E)+Q(:)ZM+Q(2) M V4. =P+ —

para z € B(0,1).

Ahora bien, denotando por p(z) := P (z) (1 — 2#7*) + Q (z) € C[2], la fun-
cién definida por

fy =22

] — A

es holomorfa en C\ {z € C : z#~* = 1} y, en consecuencia, se trata de una
prolongacién racional analitica de f. ]

5.3. Una aplicaciéon del Teorema de Szego

Teorema 5.6 (de Fatou). Sea R una funcion racional con las siguientes
propiedades:

(1) R es holomorfa en B(0,1) y tiene exactamente k polos en C(0,1),
todos de primer orden (k> 1).

(2) El conjunto {ag, a1, ...} de coeficientes de la serie de Taylor Y >" janz"
de la funcion R centrada en el origen no tiene puntos de acumulacion
en C.
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En estas condiciones, la funcion R puede ser escrita como
P (z)
1 — 2k

donde P es un polinomio de coeficientes complejos.

R(z)

Demostracion. Suponemos que A7 5, Ay %, ... ,/\,:1 € C'(0,1) son los polos de
la funcién R en C' (0, 1), entonces se verifica la ecuacién:

B By By, n
R(z) = 1—2)\1+1—z)\2+'”+1—z)\k+zbnz

donde la serie >~ 7 b,z" tiene radio de convergencia mayor que la unidad.
Esto implica que dicha serie es holomorfa en el punto z = 1y, en consecuencia,
se tiene que lim,, . b, = 0.

Ademas, teniendo en cuenta que para i =1,...,k se tiene que

1 - n.n
:l—,Z/\i:nZ:;)\iz7

se deduce que los coeficientes de la serie de Taylor de R en 0 vienen dados
por:

tp = BIN! + Byl + -+ + B\ + by, (5.7)

Ahora bien, tomando mdédulos en la ecuacién (5.7) y haciendo uso de la
desigualdad triangular se tiene que

donde hemos tenido en cuenta que |\;| = 1 para todo i = 1,..., k.

Combinando la desigualdad junto con el hecho de que la sucesion
{b,}22, es acotada, se concluye que el conjunto A := {ag, a1, ...} es acotado.
Sabemos que, por hipédtesis, el conjunto A no tiene puntos de acumulacién en
C, y como ademas hemos probado que es acotado, necesariamente se trata
de un conjunto finito.

En estas condiciones podemos aplicar el teorema que nos asegura
que R puede ser prolongada analiticamente a una funcién racional
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donde p(z) € Clz]. De esta manera, en virtud del principio de Identidad,
sabemos que la funcién racional R puede ser escrita como

R(2) = 1p_(zz)k

en B(0,1). O

Del teorema previo se deduce una interesante caracterizaciéon de las raices
de la unidad. Antes de introducirla realizamos un pequeno recordatorio sobre
la nocién de separabilidad de polinomios y una observacion que nos simpli-
ficara la prueba.

Recordamos, de la asignatura de Ecuaciones Algebraicas, que si K es un
cuerpo y P(X) € K [X] es un polinomio irreducible sobre K, se dice que
P(X) es separable sobre K si en un cuerpo de descomposicién L de P(X)
sobre K tenemos P(X) =a(X —ay)... (X —a,)dondea € Ky ay,...,q, €
L con oy # oy sii # 7.

Ademas, también estudiamos el siguiente criterio de separabiliad.

Proposicién 5.7. Sea K un cuerpo y P(X) € K [X] un polinomio irredu-
cible sobre K. Denotando por char(K) a la caracteristica de K :

(1) Sichar(K) =0 entonces P(X) es separable.

(17) Si char(K) = p > 0 entonces P(X) es inseparable si y sdlo si existe
Q(X) € K[X] con P(X) = Q(XP?).

Observacién 11. Si consideramos un polinomio @(z) irreducible sobre Z,
que sabemos que también es irreducible sobre Q, que es un cuerpo. Tenemos
que @ (z) es irreducible sobre el cuerpo @Q que tiene caracteristica igual a
0. En consecuencia, del apartado (i) del resultado inmediatamente anterior
sabemos que P (X) es separable, y por tanto, tiene todas sus raices distintas
dos a dos.

Introducimos a continuacion el resultado consecuente de interés.
Corolario 5.8 (Teorema de Kronecker). Si los ceros del polinomio
Q(z)=2"+ I S L R Ry Ry R </ [2],

donde n > 1, tienen todos valor absoluto igual a la unidad, entonces todos
los ceros de () son raices de la unidad.
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Demostracion. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que @) es irreducible
en 7Z. Entonces, de la observacién anterior, sabemos que () sélo tiene raices
de primer orden y la funcién racional 1/@ sélo tiene polos de primer orden
que estan contenidos en la circunferencia unidad.

Como ¢, es el producto de todos los ceros del polinomio ) se tiene que
lgn| = 1y, teniendo en cuenta que se trata de un nimero entero, se sigue
que g, € {—1,+1}. De esta manera, la serie de Taylor de 1/@Q) centrada en el
origen tiene coeficientes enteros (basta con hacer la divisién formal 1/Q).

En estas condiciones podemos aplicar el teorema y concluir que
existe un polinomio P (z) € C|[z] de manera que
1 P(z)
Qz) 12

0, equivalentemente,

1-2"=P((2)Q(2).

Observacion 12. Suponer que () es irreducible en Z no es un problema
puesto que si no lo fuera, existirian @1, ...,Q, € Z[X] irreducibles en Z y
monicos, de modo que Q(X) = Q1(X)...Q.(X), y bastaria con realizar la
demostracion anterior para cada uno de ellos obteniéndose para cada i =
1,...,m

Qi(z)  1—2k’

y en Consecuencia,

[Ta-) =& ][R,

i=1 i=1

De donde, trivialmente se deduce que si Q) («) = 0, entonces « es una raiz de
la unidad.

Asf se concluye que si Q(a) = 0, entonces o = 1, como se querfa

probar. O

En cursos de Algebra este resultado suele ser formulado de la siguiente
manera;

“Un entero algebraico distinto de 0 que, junto con todos sus conjugados,
tiene valor absoluto menor o igual que 1 es una raiz de la unidad. ”



Apéndice A

Convergencia de series
funcionales

En este apéndice, vamos a introducir el concepto de convergencia por
continuidad de una sucesién de funciones y probar que resulta equivalente a
la convergencia uniforme en los compactos cuando dicha sucesion converge a
una funciéon continua.

Sea X un espacio métrico. En primer lugar, introducimos el concepto de
sucesién (de funciones) continuamente convergente.

Definicién A.1. Una sucesién de funciones {f,}32, (con f, : X — C para
todo n € N) se dice continuamente convergente en X si, para toda
sucesion convergente {z,,}5°, C X, el limite lim f, (z,) existe en C.

n—oo

Observacién 13. En particular, usando sucesiones constantes, la sucesién
{fn}e, converge puntualmente en X a la funcién f : X — C, donde f (z) :=

lim, o0 fr ().

Una vez introducida la nociéon de convergencia por continuidad expone-
mos dos propiedades basicas, bien conocidas para limites de sucesiones.

Lema A.2. Sea {f,}>2, una sucesion de funciones continuamente conver-
gente, con limite puntual f. Si dos sucesiones {x),}>°, y {zl'}2, conver-

: : s : / \ 100
gen hacia el mismo limite x en X, entonces las sucesiones {f, (x))}5%, v
{fn (@) }22, tienen el mismo limite en C, que es f (z).

99
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Demostracion. Definiendo la sucesién {x,}5°, como xg, = b, ¥ Topt1 =
!
Th, 1, Sabemos que z,, — .

Ahora, por la convergencia por continuidad, tenemos lim f, (z,) = f ().
n—oo

Luego tomando subsucesiones también tenemos:
fon (2n) = f(2) = fon (23,) = f(2) = fu(2}) = f(2)

foni1 (T2n1) = f(2) = fana (x/2/n+1) — f(x) = falz)) = [(2)

Lo que prueba que {f, (z,)}, v {fu (z)}32, tienen el mismo limite en
C. O

Lema A.3. Para toda subsucesion { fp, }3>, de { [}, se tiene que
kh’m fo, (1) = f (2).
—00

Demostracion. En este caso definimos la siguiente sucesion

T, St 1<m<n

Ty St Np_1 <m < ny

Por tanto, lim x/, = z y, como consecuencia, tenemos lim f,, (2! )= f (z)

lo que implica que lim f,, (ZL‘;L ) = lim f,, () = f (2). O
k—o0 k k—oo

A continuacién, pasamos a probar que la funcién limite de una sucesién
de funciones continuamente convergente resulta ser continua, lo cual sabemos
que no es (siempre) cierto en el caso de convergencia uniforme.

Proposicién A.4. Si la sucesion {f,}:>, converge continuamente en X
hacia la funcion f, entonces f es continua (incluso en el caso de que las
funciones f, no sean todas ellas continuas).

Demostracion. Probaremos la continuidad secuencial de f. Tomamos x € X
y cualquier sucesién {z,}>2; C X que converja hacia x.

Sea € > 0, en virtud de la convergencia puntual, existe un subsucesion es-
trictamente creciente de indices de manera que

[ (20) = f (2i)] < 5. (A1)
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En virtud del Lema |A.3| sabemos que klfrn fy, () = f (x), por tanto, existe
—00

k. € N tal que, para todo k > k., se verifica

o (22) = f (2)] < 5. (A.2)

En consecuencia, aplicando la clasica desigualdad triangular y combinando
las desigualdades (A.1)) y (A.2) se deduce que

| (@r) = f ()] < [f (@r) = S (@) + oy (2x) = f (2)] < g+

£
2

=€

para todo k > k., lo cual prueba la continuidad de f en x. Dado que z es
arbitario en X, la funcion f es continua en X como queriamos demostrar. []

Ahora estamos en condiciones de mostrar el resultado de importacia,
anticipado en el primer parrafo de este apéndice.

Teorema A.5. Sea {f,}>2, una sucesion de funciones, con f, : X — C
para todo n € N. La siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. La sucesion {f,}5°, converge en los conjuntos compactos de X hacia
una funcion f € C(X).

2. La sucesion {f,}>°, es continuamente convergente en X.

Demostracion. Vamos a probar ambas implicaciones.

(1 = 2) Sea {z,}5°, una sucesién convergente en X y pongamos r =

lim =z,
n—oo

El conjunto L = {x,x1,2,...} es un conjunto compacto en X luego, por
hipétesis, tenemos lim |f — f,|r = 0. Ahora bien, como consecuencia, la
n—oo

sucesion {f (x,) — fn (z,)}02, converge a cero en C.

Dado que la funcién f es continua, en virtud del criterio secuencial de la
continuidad, tenemos que la sucesién {f (z) — f (x,)}22, también converge
a cero.

La sucesién resultante de sumar estas dos sucesiones que convergen a cero,
{f ()= fn () }22,, converge también hacia cero. Equivalentemente, tenemos
lim fn(xn) = f(z) € C, por tanto, la sucesion {f,}°°, es continuamente
n—oo

convergente en X.
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(2 = 1) Sea f la funcién limite, en virtud de la proposicién anterior,
sabemos que f € C (X).

Supongamos que existe un conjunto compacto K C X verificando
Im [f — falx # 0.
n—oo

Esto significa que existen un € > 0 y una subsucesién { f — f,,, }22, tales que,
para todo k € N se tiene

‘f_ fnk|K > &,

de manera equivalente, esto quiere decir que existen puntos z,, € K tales
que, para todo k € N, se verifica

|f (@) — fop (T0,)] > €.

Ahora bien, como K es compacto, podemos suponer que x,, — x (si fuese
necesario, tomariamos una subsucesién adecuada). Entonces, en virtud de la
continuidad de f, se deduce que

lim f (2,,) = / (2). (A.3)

k—oo

Por otro lado, por hipdtesis se tiene
ka for (@) = [ (@) . (A4)
— 00

Teniendo en cuenta las igualdades (A.3) y (A.4), es evindente que la sucesién
resta resultante converge a cero, esto es, lim f (z,,) — fu, (zn,) = 0 lo que
n—oo

contradice lo supuesto. O



Apéndice B
Teorema de Vitali

El objetivo fundamental de este apéndice es demostrar el teorema de
Vitali, que requerimos para poder probar el teorema|de convergencia de Fatou|

y el teorema [de convergencia de Ostrowski .

Empezamos introduciendo los conceptos de familia de funciones uniforme-
mente acotada y localmente uniformemente acotada; de los cuales derivan
los respectivos para sucesiones de funciones. Para ello trabajamos en un do-
minio D C C, esto es, un conjunto abierto y conexo.

Definicién B.1. Una familia F C H (D) se dice uniformemente acotada
en un subconjunto A C D si existe un numero real M > 0 tal que |f|4 :=
sup |f (2)| < M para toda funcién f € F.

2€A

Definicién B.2. Una familia F C H (D) se dice localmente uniforme-
mente acotada en D si cada punto z € D tiene un entorno U C D tal que
F es uniformemente acotada en U. Esto ocurre si, y sélo si, la familia F es
uniformemente acotada en todos los conjuntos compactos contenidos en D.
En particular, una familia 7 C H (B) en un disco B = B (c,r), r > 0, es
localmente acotada en B si, y solo si, es uniformemente acotada en todos los
discos B (¢, p) con p < 7.

Definicién B.3. Una sucesién de funciones {f,} ~, con f, € H (D) para
todo n € N, se dice (localmente) uniformemente acotada en D si la

familia {f, : n € N} es (localmente) uniformemente acotada.

103
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A continuacién, enunciamos dos lemas que seran realmente utiles para
probar el teorema de Montel, del que derivan el criterio de convergencia de
Montel y el teorema de Vitali como consecuencias casi inmediatas.

Lema B.4. Sea F C H (D) una familia localmente uniformemente acotada
en D. Entonces, para todo punto ¢ € D y para todo € > 0, existe un disco
B C D centrado en c tal que |f (w) — f(2)| < € para toda funcion f € F y
para todos w, z € B, es decir, F es localmente equicontinua en D.

Demostracion. Sean ¢ € D y € > 0. Elegimos r > 0 suficientemente pequeno
de manera que B (c,2r) C D, y de modo que F sea uniformemente acotada
en B (c,2r). Entonces sup{|f|g .2, 1 f € F} = My < o0.

c,2r

Sean w, z € B(c¢,r) C B(e,2r), en virtud de la formula integral de Cauchy,
para f € F tenemos:

Fw) =16 =5 | ) 4 = S1E) 4

B % C(c,2r) g —w - 2mi C(c,2r) g -z
1 10 Q)

2mi /C'(C,QT) (5 —w 5 -z g (B 1)
e [ e e |
a 2mi C(e,2r) (5 - U)) (5 - Z)

Cwes /O
- %W(A@wﬂf—wﬂf—@dg

Por tanto, como w,z € B(c,r) y

2 ¢ € C(c,2r) se sigue que
w
r
: e [(€—w) (€= 2)]
z =& —wl-[§— 2|

27"-7“:7“2

luego, tomando médulos en (B.1)),
Figura B.1: Esquema gréfico. deducimos:
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w2 £©)]
7 (w) =7 =) < =5 /C(c,zrn(g—w)(g—znd’i

< jw — 2| sup{[f ()| : £ C(c,2r)}

2 72

2
< |w — z|—Mj.
r

27 (2r)

Pongamos M = 2M;/r. Suponiendo que M > 0 basta con tomar § =
min {557, 7} y considerar B = B (c,0), pues para todos w,z € B(c,d) C
B (c,r) C B(c,2r) se tiene

[fw)=f) | <w—z-M=|w-ct+c—zM

5 €
< —clM —z2M < — M+ —M =
<|w—c|M+|c— z| i +2M g,

que es lo que queriamos probar. ]
Nota. Si M = 0, entonces sup{|f|p2) : [ € F} = 0 lo que significa que

la familia F esta formada tunicamente por la funcién nula. En este caso, el
lema anterior es evidente.

La prueba del siguiente lema resulta muy sencilla haciendo uso de la
propiedad de Bolzano-Weierstrass relativa a sucesiones complejas.

Lema B.5. Sea {f,}°, una sucesién de funciones, f, : D — C, acotada en
cada punto de D. Entonces para todo subconjunto numerable A de D existe
una subsucesion de { f,}32, que converge puntualmente en A.

Demostracion. Sea A = {ag,ay, ...} un subconjunto numerable de D.

Vamos a probar, por induccién completa, que para cada [ € N existe una
subsucesion { fi x}%2, tal que

1. La sucesion {fx}72,, converge en q;.
2. La sucesién {fi,}72, con [ > 1, es una subsucesion de { fu_1)x}32

Supongamos dadas las sucesiones {f;;}2>, para j < [, verificando las condi-
ciones 1 y 2 anteriores.
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Ahora bien, como A C C que posee la propiedad de Bolzano-Weierstrass,
sabemos que, como la sucesion {fu_1)x}32, es acotada en a; por hipétesis,
entonces existe una subsucesion {f;}72, de la sucesién {fu_1)r}iz, que
converge en a;, que es exactamente lo que queriamos probar. O

Ahora ya estamos en condiciones de enunciar y probar el Teorema de
Montel que es el siguiente.

Teorema B.6 (de Montel). Cada sucesion { f,}22, de funciones holomorfas
y localmentente uniformemente acotadas en D tiene una subsucesion que
converge uniformemente en los compactos de D.

Demostracion. Para empezar la demostracién elegimos un conjunto numera-
ble y denso A C D (bastaria con elegir A como el conjunto de los niimeros
racionales contenidos en D, esto es, el conjunto de ntimeros complejos que
tiene parte real y parte imaginaria racional contenido en D).

Dada una sucesion {f,}>2, de funciones holomorfas y localmente unifor-
memente acotadas en D (por tanto también son holomorfas y localmente
uniformemente acotadas en A), como A es numerable, en virtud del lema an-
terior sabemos que existe una subsucesion { f,,, }22, de {f.}°°, que converge
puntualmente en A.

. sz oo 1

A continuacién, vamos a probar que {f,, }7, converge uniformemente en
los compactos de D. Para demostrarlo, basta con probar que la sucesién
{fn. }32, verifica el criterio secuencial de la continuidad, esto es, lim f,,, (2, )
existe para cada sucesion {z,, }7°, verificando z, € Dy z, — z* € D.

Sea € > 0, en virtud del lema B.4, existe un disco B C D centrado en z* tal
que, para todo k € N y para todos w, z € B, se verifica

’fnk (w) - fmC (Z)‘ <e.

El hecho de que A sea denso en D nos garantiza que existe un punto a € ANB.
Ademds, como lim z,, = 2z* existe k; € N tal que z,, € B para todo k > k;.
La desigualdad

|fnm (an> - fnz (an>|
< ’fnm (an) - fnm (a)’ + |fnm (&) - fm (a)‘ + ‘fnl (a) - fnl (an)l
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nos permite deducir que, para todos m,[l > kq, se tiene

[ (Za) = Sy ()] < 26 + |, (@) = fy (a)]- (B-2)

Ademds, dado que lim f,,, (a) existe, entonces también existe ko € N tal que,
para todos m, [ > ks, se verifica

o (@) = fu (@)] < e (B.3)

Para concluir, enlazando lo obtenido en (B.2)) y (B.3) se tiene

| from (Zn) = Sy (20))] < 3e,

para todos m, > méx{ky, k2}, lo cual muestra que la sucesion { f,., (zn,) 220
es una sucesion de Cauchy y, por tanto, es una sucesiéon convergente. ]

Teorema B.7 (Criterio de convergencia de Montel). Sea {f,}°2, una suce-
sion de funciones holomorfas y localmente uniformemente acotada en D. Si
toda subsucesion de {f,}5°, que converge en los compactos de D, converge
hacia f € H (D), entonces {f,}22, converge en los compactos del conjunto

D hacia f.

Demostracion. Si{f,}5°, no converge en los compactos del conjunto D hacia
f € H (D). Esto significa que existe un subconjunto compacto K de D tal
que |f, — f|; no converge hacia 0. En consecuencia, existen ¢ > 0 y una

subsucesién { f,,, }22, tales que |f,, — f|x > ¢, para todo k € N.

Teniendo en cuenta que, por hipdtesis, la sucesion { f,,}5°, es localmente uni-
formemente acotada en D, entonces también lo serd la subsucesién { f,,, }32,-

Ahora dado que la sucesion {f,, }32, es de funciones holomorfas y localmen-
te uniformemente acotadas en D sabemos, en virtud del teorema
que existe una subsucesion de { f,, }72, digamos {f, }i%, que converge uni-
formemente en los compactos de D.

Ahora bien, como |f,, — f[x > € para todo [ € N (por ser subsucesién de
{fn.}320), entonces, f no puede ser el limite de dicha subsucesion, lo cual es
absurdo. [
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Teorema B.8 (de Vitali). Sea D un dominio en C, y sea {f,}5°, una
sucesion de funciones holomorfas y localmente uniformemente acotadas en
D. Supongamos que el conjunto

A:={weD : limf, (w) existe en C}

tiene, al menos, un punto de acumulacion en D. Entonces la sucesion { f,}22,
converge en los compactos de D.

Demostracion. En virtud del criterio de convergencia de Montel basta con
probar que todas las subsucesiones de { f,,}>°, que convergen uniformemente
en los compactos de D lo hacen hacia la misma funcién.

Ahora bien, supongamos que dos subsucesiones, digamos { f,, }720 v {/fn, }720,
tienen funciones limite distintas (g y h respectivamente). Por hipétesis sabe-
mos que las funciones g y h coinciden en A, pues si a € A tenemos

g(a) =1lim f,, (a) =1lm f, (a) =lm f,, (a) =h(a).

Dado que A C D es un conjunto que posee al menos un punto de acumulacién,
en virtud del Teorema de identidad, sabemos que como g y h son funciones
holomorfas en D que coinciden en A entonces g = h en D.

Lo que prueba que todas las subsucesiones de { f,,}°°, que convergen unifor-
memente en los compactos de D tienen la misma funcion limite. O



Apéndice C

Biholomorfia. Dominios de
holomorfia. Aplicaciones finitas.

En este apéndice recogemos las definiciones y los resultados relativos a
biholomorfia, dominios de holomorfia y aplicaciones finitas necesarios para
realizar las pruebas de las proposiciones que requerimos para la demostracion

de la [Construcciéon de Porterl

C.1. Aplicaciones biholomorfas

Definicién C.1. Sea D un dominio en C y sea f funciéon holomorfa en D.
Se dice que f es biholomorfa de D en D' si D' := f (D) es un dominio y la
aplicacién f : D — D’ tiene aplicacién inversa, f~! : D' — D, holomorfa en
D'

Teorema C.2 (de la aplicacién abierta). Sea f: D — C una funcion holo-
morfa y no localmente constante en el dominio D, entonces es una aplicacion
abierta.

Demostracion. Sea U un conjunto abierto de D y consideramos ¢ € U. Te-
nemos que probar que f (U) contiene un disco dentrado en f (c).
Como f no es constante en torno a ¢, existe un disco V' centrado en ¢ con

VcUy f(e) ¢ fVv)

109



110 C.1. APLICACIONES BIHOLOMORFAS

Por lo tanto, el nimero 2§ := min{|f (z) — f(c)| : z € OV} es positivo,
luego B (f (¢),0) C f(V) C f(U). Lo que concluye la prueba. O

Proposicién C.3 (Criterio de biholomorfia). Sea D un dominio y sea f :
D — C una funcion holomorfa e inyectiva. Entonces D' := f (D) es un
dominio en C y f' (2) # 0 para todo z € D. Ademds, la aplicacion f : D — D’
es biholomorfa y la inversa satisface

v
U w)

Demostracion. Del hecho de que f sea inyectiva se deduce que f no es local-
mente constante, entonces, en virtud del teorema |de la aplicacion abiertal se
sigue que f es una aplicacién abierta y, en consecuencia, D’ es un dominio.
Ademds, también se deduce que la inversa g := f~! : D’ — D es continua,
pues para todo conjunto abierto U de D se tiene que

(F7) () =

g (U)={2€D : g(x)eU}t={z€D : f'(x) €U}
={zeD :ze f(U)}=f(U)
puesto que D' = f (D) D f(U) y sabemos que f (U) es abierto en D’.

Como f es inyectiva, la derivada no puede anularse en ningiin disco contenido
en D pues, de acuerdo con el principio de identidad, el conjunto de los ceros
de f’ (denotémoslo por Z (f’)) es un conjunto discreto y cerrado en D lo cual
implica que M := f(Z (f’)) es un conjunto discreto y cerrado en D’.

Consideramos d € D'\ M y ponemos ¢ := f~! (d). Tenemos

f(z)=[(e)+(z=¢) fi(2)

donde f; : D — C es continua en ¢y fi(c) = f'(¢) # 0. Para z = [~ (w),
w € D' se sigue que

w=fl)+ (W - f(f W)

La funcién g = f1 0 f~! es continua en d y q (d) = f’ (c) # 0. Luego podemos
transformar la iltima ecuacion en
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para todo w € D’ suficientemente “cerca” de d. De donde se deduce que f*
es diferenciable en d y

1 1

U D =75 = 7@

para todo d € D"\ M.
Ahora bien, tenemos que f~! € H(D'\ M) NC(D'), de donde se sigue que

£~ es holomorfa en D’. Ademds, la ecuacién

(FY' @ f (F () =1

que se verifica en D'\ M ahora se verifica en todo D’ por continuidad luego,
en particular, f’'(z) # 0 para todo z € D. O

Lema C.4 (de aproximacién). Si B es un disco centrado en ¢ contenido en
D y f es holomorfa en D, entonces

f(w)—f(z) —f/(C>

w—Zz

< =19l

para todo w,z € B con w # 2.

Demostracion. En primer lugar, observamos que f (£) — f'(c) £ es una pri-
mitiva de f' (§) — f'(¢) en D, luego

F@) = F )~ f (w2 = / SO -y ()

Ahora bien, aplicando la clasica desigualdad para el valor absoluto de la
integral se sigue que

[ w©-re<ir-ropL-A
Combinando las desigualdades y (C.2)) se deduce que
fw)—f(z) _p

W —z

(c)

<|ff = 1)ls (C.3)

para todo w, z € B con w # z, como queriamos concluir. O
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Lema C.5. Sean f : D — C una funcion holomorfa y ¢ € D un punto tal
que [’ (c) # 0. Entonces exite un entorno U de ¢ con la propiedad de que la
restriccion f|,; : U — C es inyectiva.

Demostracion. Como f’(c) # 0, de la continuidad de f’ se deduce que existe
r>0talque B(e,r) C Dy |f — f/(e) |5 < | (c)|.

Entonces, para w, z € B (¢, r) con w # z necesariamente se tiene que f (w) #
f (2) pues, en otro caso, del lema anterior se deduciria que |f"(c)| < |f’ (¢) |
lo cual es absurdo.

En consecuencia, denotando U := B (¢, 1) tenemos que U es un entorno de ¢
contenido en D tal que la aplicacién f : U — C es inyectiva, como se queria
demostrar. O

Definicién C.6. Sea D un dominio en C. Una aplicaciéon holomorfa f : D —
C se denomina localmente biholomorfa en ¢ € D si existe un entorno
abierto U de ¢ contenido en D tal que la restriccion f|, : U — f(U) es
biholomorfa.

Proposicion C.7. Una aplicacion holomorfa f : D — C es localmente
biholomorfa en ¢ € D si, y sdlo si, f'(c) # 0.

Demostracion.

(=) Suponemos que existe U abierto tal que c € Uy f : U — f(U)
es biholomorfa. Entonces, por definicién, sabemos que la aplicaciéon inversa
f~r: f(U) = U existe y es holomorfa en f (U). Ademés, del teorema de la
funcion inversa se sigue que

FE - (f)=1

para todo z € U, luego es claro que f' (z) # 0 para todo z € U; en particular,
f'(¢) # 0, como se queria probar.

(«<=) Suponemos f’(c) # 0. El Lema afirma la existencia de un entorno
abierto U de ¢ contenido en D tal que la aplicacién fiy : U — f(U) es
inyectiva. Aplicando ahora el criterio de biholomorfia (Proposicién se
deduce que fjy es biholomorfa, como se querfa demostrar. O
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C.2. Conjuntos frontera bien distribuidos

Definicién C.8. Sea G un dominio en C. Si b es un punto frontera de G,
un disco V' C G se denomina disco visible de b si b € 0V. En este caso, se
dice que b es un punto frontera visible de G.

Definicién C.9. Sea G un dominio en C. Un conjunto M de puntos fron-
tera visibles de G se denomina bien distribuido si se verifica la siguiente
propiedad:

“Sea ¢ € Gy sea B un disco centrado en ¢ que interseca dG. Entonces en la
componente conexa de B N G que contiene el punto ¢ existe un disco visible
V para algin be M N B.”

Teorema C.10 (Existencia de conjuntos bien distribuidos). Cualquier do-
minio G de C tiene un conjunto frontera bien distribuido numerable.

Demostracion. Sea R un conjunto numerable y denso en G (bastaria tomar
R = (Q+iQ) N G). Para cada £ € R elegimos b € JG en la frontera del
mayor disco abierto V' C G centrado en &. El conjunto M, de todos esos
puntos frontera visibles be, es numerable.

Ahora, sea B un disco centrado en ¢ € G que interseca 0G. Si £ € R es
elegido suficientemente proximo a ¢ entonces el mayor disco V' C G centrado
en ¢ esta contenido, junto con OV, en By ce V.

Por construccion del conjunto M, V' es el disco visible de algiin punto b € M.
Como b € 0V C By V C BNG, entonces V esta contenido en la componente
conexa de BNV que contiene ¢ pues ¢ € V. Luego M es un conjunto frontera
bien distribuido. O

Proposiciéon C.11. Sea G un dominio de C. Todo conjunto frontera bien
distribuido de G es denso en 0G.

Demostracion. Sea M un conjunto frontera de GG bien distribuido. Vamos a
razonar por reduccion al absurdo, suponiendo que existe un conjunto abierto
U de 0G tal que UN M = (.

Sea ¢ € G suficientemente préximo a U y sea B (c,r) tal que B (c,7) N
0G C U. Entonces, por definicién, sabemos que en la componente conexa
de B(c,r) N G que contiene a ¢ existe un disco visible V' para algin punto
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be M N B. Entonces b € 0G N B C U vy, en consecuencia b € U N M lo cual
es absurdo. O

G

op

w

Figura C.1: Esquema grafico.

C.3. Dominios de holomorfia

Lema C.12. Sean G y G dominios en C y sea W una componente coneza
de G N G. Entonces se verifican:

(i) GNoOwW c dG,

(i) Si G ¢ G, entonces G N OW es un conjunto no vacio.

Demostracion.

(1) Sea q € Gﬂ@W; Como OW C W C G se sigue que ¢ € G. Siq € G
entonces, como q € _G se tendria que ¢ € W lo cual contradice que ¢ € OW.
En conclusién, ¢ € G\ G = 9G.

(i4) Supongamos CA?AgZ G, entonces G\ W # (. En otro caso, la inclusién
W C G implicaria G = W C G lo cual contradice lo supuesto.

Ahora bien, G\ W no es abierto pues G = WU (é \ W) donde W es abierto

yG=WU <@ \ W) es conexo. Sea p € G \ W pero no un punto interior,

entonces U U W # () para todo entorno U de p, esto es p € OW vy, por lo
tanto, p € G UJIW. n
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C G N ow
1174 >

Figura C.2: Esquema grafico Lema

Teorema C.13. Para una funcion f holomorfa en un dominio G, las si-
guientes afirmaciones son equivalentes:

(1) El dominio G es el dominio de holomorfia de la funcion f.

(2) No ezisten ningin dominio G ¢ G y una funcion f holomorfa en G
de manera que el conjunto {z € GNG : f(z) = f(z)} tenga puntos
mteriores.

(3) Todo punto frontera de G es punto barrera de f.

Demostracion. Vamos a demostrar: —(1) = =(2) = —(3) = —(1).

(=(1) = —(2)) Suponemos que G no es el dominio de holomorfia de f, en
consecuencia, existe ¢ € G tal que el disco de convergencia, que denotamos
por GG, de la serie de Taylor, que denotamos por f, de f en ¢ no esta contenido
en G.

Como f es holomorfa en G y f= f en la componente conexa, que denotamos
W, de GNG que contiene ¢, se concluye que W C {z € GNG : f(z) = f(2)}
y, por tanto, el expuesto conjunto tiene puntos interiores (lo cual equivale a

=(2)).

(=(2) = —(3)) Supongamos que G ¢ G, f € H (G) y W1 es una componente
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conexa de G N G tal que f‘ = flw,-
Wi

Teniendo en cuenta el lema previo, existe p € G N oW, C 8G. Ademss,
podemos asumir que p es un punto frontera visible de W; en virtud de la
Proposicién . Consideramos un disco U C G centrado en p v un disco
visible V- C W; para p € 0W;. Entonces U NV C W donde W es una
componente conexa de GNU.

Ahora bien, p € 9V N OG implica p € OW. Considerando ¢ := f ‘ entonces
U
glw = flw ya que V.NU C Wy, entonces p no es un punto barrera de f.

(=(3) = —(1)) Supongamos que p € JG no es un punto barrera de f, y sea
g una funcién holomorfa en un abierto U (con p € U) tal que gl = fly
siendo W una componente conexa de U N G.

Sea r el radio de convergencia de la serie de Taylor de g centrada en p.
Eligimos ¢ € W con |c — p| < r/2. El disco de convergencia de la serie de
Taylor de g centrada en ¢ contiene al punto p € dG. Como f y g tienen el
mismo desarrollo de Taylor centrado en ¢, G no es el dominio de holomorfia
de f. m

Ahora, estamos en condiciones de enunciar y probar el primero de los
resultados que se utilizan en la demostracién de la construccion de Porter de
series sobreconvergentes. Antes realizamos una pequenia observacién.

Observacion 14. Si ¢ es un polinomio no constante, entonces tiene grado
> 1. En consecuencia, si existe p € C tal que ¢’ (p) = 0 necesariamente ¢’ debe
ser un polinomio de grado > 1 (no puede tratarse de un polinomio de grado
0, pues en tal caso seria el polinomio idénticamente nulo y, en consecuencia,
el p seria un polinomio constante).

Teorema C.14. Sean G un dominio en C, ¢ un polinomio no constante y

G una componente conexa de ¢ * (é)

Si G es el dominio de holomorfia de f, entonces G es el dominio de holo-
morfia de la funcion f := (fo q> ‘G.

Demostracion. Razonamos por reduccién al absurdo, suponiendo que f pue-
de ser polongada de manera holomorfa a un punto p € dG. Entonces, exis-
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tirfan € > 0 y una funcién g, holomorfa en B (p,¢), tal que f|,, = gy en la
componente conexa W C B (p,e) N G de manera que p € OW.

= Supongamos ¢’ (p) # 0.

En virtud de la Proposicién[C.7]sabemos que ¢ es localmente biholomor-
fa en torno al punto p. Tomando ¢ suficientemente pequeno, podemos
suponer U = B (p,¢) y, por tanto, ¢ : U — G es biholomorfa.

Como p € JG entonces q( ) € OG luego tenemos G 7 G. Considerando
la funcién f:= g o (q|,)”", que es holomorfa en G se tiene que

(W) {zel@na : f(z)=]()}

Luego, en virtud del Teorema , se deduce que G no es el dominio
de holomorfia de f en contra de la hipétesis. En consecuencia, f no
puede ser prolongada de manera holomorfa a ningiin punto de 9G y;
por lo tanto, G es el dominio de holomorfia de f.

= Supongamos ¢’ (p) = 0.
Teniendo en cuenta el Lema se sigue que B (p,e) N OW C 0G.

Esto es, g es una prolongacion holomorfa de la funcién f a todos los
puntos frontera p € G que pretenecen a B (p,e) N OW.

De la Observacién [14] sabemos que ¢’ es un polinomio no constante y,
en virtud del principio de los ceros aislados, sabemos que p es un cero
aislado del polinomio ¢'.

A continuacion, vamos a probar que p es un punto aislado de la frontera
de G. Como p es un cero aislado del polinomio ¢’ existe un abierto B
tal que p € By BN Z(q) = {p}, esto es, todo punto p € B\ {p}
verifica ¢’ (p) # 0.

Supongamos que existe p € (B \ {p}) N IG entonces ¢’ (p) # 0y, esta-
mos en condiciones de aplicar el caso analizado anteriormente; por lo
tanto, se tiene que G no es el dominio de holomorfia de f, en contra
de la hipétesis. Por tanto, (B \ {p}) NOG = 0; lo cual prueba que p es,
efectivamente, un punto aislado de la frontera de G.

Del hecho de que p sea un punto aislado de la frontera de G se deduce
que ¢ (p) es también un punto aislado de la frontera de G.
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Ahora bien, como por hipétesis f puede ser prolongada analiticamente
al punto p, existe un entorno de p en el cual f estd acotada. Por la
definicion de la funcion f, esto implica que f esta acotada en un entorno
de ¢ (p), lo cual es absurdo pues G es el dominio de holomorfia de f
por hipotesis.

Por tanto, concluimos que f no puede ser prolongada analiticamente a
ninguin punto de la frontera de GG y, en consecuencia, G es el dominio
de holomorfia de la funcion f.

[]

Observacion 15. En las condiciones del teorema anterior veamos que, efec-
tivamente p € 0G implica ¢ (p) € 0G.

Demostracion. En primer lugar, teniendo en cuenta que gg~! (é) cG y

¢ (G) C q(G), observamos que:
Geg” <G> — ¢(G)CcG = q(G)cG = q(G) G

luego, necesariamente si p € dG entonces ¢ (p) € G=CGuad.

Para finalizar la prueba, a continuacién vamos a probar que ¢ (p) ¢ G. Ra-
zonando por reduccién al absurdo, suponemos ¢ (p) € G, en consecuencia,
existe 7 > 0 tal que B (¢ (p),r) C G. Ahora bien, como g se trata de una fun-
cién entera, sabemos que V := ¢~ (B (q(p),r)) es abierto y, ademds, p € V.
En consecuencia, existe € > 0 de manera que B (p,e) C V; de esta manera
el conjunto G UV es abierto y conexo con G UV C G, lo cual entra en con-
tradiccion con la hipdtesis (G es componente conexa y tenemos G C GUV).
Por lo tanto, concluimos que ¢ (p) € Gy, necesariamente ¢ (p) € 9G. ]

C.4. Aplicaciones finitas

Definicién C.15. Sea G un dominio en C y sea {z,}5°, una sucesién conte-
nida en G. Se dice que {z,}52, es una sucesién frontera en G si no admite
subsucesiones convergentes hacia un punto de G.

Lema C.16. Una sucesion de nimeros complejos, {z,}22,, €s una sucesion
frontera en C si, y sdlo si, lim, o |2,| = 00
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Demostracion. Probamos ambas implicaciones:

(=) Razonamos por contrarreciproco suponiendo que lim,,_, |2,| # 00. De
esta manera existe una constante M > 0 tal que, para todo n € N existe
m > n tal que |z,| < M.

Asi, tomando n = 1, existe un numero natural n; con n; > n verificando
|zn,| < M. Ahora bien, dado ny existe ny € N con ny > n; satisfaciendo
|zn,| < M. Andlogamente, dado ny existe n3 € N con ng > ny cumplien-
do |zn,| < M. Recurrentemente, construimos una subsucesion {z,, }3>, con
|zn, | < M para todo k € N.

Asi, tenemos {2,,}22, C B (0, M) que se trata de un conjunto compacto. En
virtud del teorema de Bolzano-Weierstrass, existe una subsucesion {anl Joad)

de {z,, }%2, convergente hacia un punto de B (0, M). En consecuencia, por
definicién, {z,}2% ) no es una sucesién frontera en C.

(<) Evidente. ]
Definiciéon C.17. Sean G y G’ dominios en C. Una aplicacién f: G — G’
se denomina finita si verifica:

“Si {2,}5°, C G es una sucesion frontera de G, entonces { f (z,)}5°, C G’
es una sucesién frontera de G'”.

Antes de seguir con el estudio de las aplicaciones finitas, hacemos una
breve revisén sobre las singularidades aisladas en el infinto.

Definicién C.18. Sea U un abierto de C y f una funcién holomorfa en U.
Si existe R > 0 tal que {z € C : |z| > R} C U, se dice que co es una
singularidad aislada de f.

Notacion. Denotaremos por B* (co,r) al conjunto {z € C : |z| > r}y
también utilizaremos la notacién B* (¢,r) = B (¢, ) \ {c}.

Observacién 16. Si co es una singularidad aislada de una funcién f y
tomamos R > 0 como en la definicion, la funcion g dada por

9(z) = f(1/2), =€ B"(0,1/R) (C.4)

estd bien definida y es holomorfa en B* (0,1/R), de modo que 0 es una sin-
gularidad aislada de g. Esta observacion da sentido a la siguiente definicién.
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Definicién C.19. Sea f una funcién holomorfa en B* (oo, R). Se dice que f
presenta una singularidad evitable, polar o esencial en oo si la funcion
g definida en presenta ese tipo de singularidad en 2y = 0. En caso de
que la singularidad sea polar, se define el orden del polo de f en oo como el
orden del polo de g en 0.

Teorema C.20 (Caracterizaciéon de singularidades esenciales en infinito).
Sean U C C un abierto tal que existe R > 0 con B* (0o, R) C U,y f: U — C
holomorfa. Son equivalentes:

a) oo es una singularidad esencial de f.
b) Para cada r > R, el conjunto f(B*(oco,7)) es denso en C.

¢) El desarrollo de Laurent de la funcion f en B* (oo, R) es de la forma
F(2) =300 ganz™+ > 0 bz, siendo a,, # 0 para infinitos indices
n.

Con las definiciones y resultados que se han enunciado a modo de recor-
datorio, realizamos la siguiente observacion que jugara un papel importante
en la demostracion del primer resultado sobre aplicaciones finitas que expo-
nemos.

Observacién 17. Sea f : C — C una funcién entera que no es un polinimo.
Entonces f presenta una sigularidad esencial en oc.

Demostracion. Dado que f es una funciéon entera no polinémica, su serie
de Taylor en torno al 0 viene dada por f(z) = >~ a,2z", donde infinitos
coeficientes a, son no nulos. Basta aplicar ¢) = a) del Teorema O

Proposicion C.21. Una aplicacion f : C — C es finita si, y solo si, f es
un polinomio no constante.

Demostracion. Vamos a probar ambas implicaciones.

(=) Razonando por contrarreicproco, vamos a suponer que f no es un
polinomio constante entonces, o bien es un polinomio constante, o bien no es
un polinomio. Analizamos los dos casos por separado:

= Si f es un polinomio constante, es claro que se trata de una aplicacién
no finita.
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Supongamos f (z) = zp € C, dada una sucesién frontera {z,}°°, en
C, la sucesion de las correspondientes imédgenes va a ser la sucesion
constante igual a 2y, y cualquier subsucesiéon de ésta convergera al punto
2o € C, por lo tanto {f (z,)}>2, no es una sucesion frontera en C y, en
consecuencia, f no es una aplicacién finita.

= Si f no es un polinomio, de la observacién inmediatamente anterior
sabemos que presenta una singularidad esencial en oc.

A continuacion, haciendo uso del teorema de Casorati-Weierstrass va-
mos a construir una sucesién frontera {z,}>°, en C de manera que la
sucesion de imagenes { f (z,)}22, no sea frontera en C.

Dado que para todo R > 0, sabemos que el conjunto f (B* (oo, R))
es denso en el plano complejo, fijado € > 0 razonamos de la siguiente
manera:

e Elegimos z tal que |29] > 1y |f(20)| < € (lo cual no supone
ningun problema pues el conjunto f (B*(co0,1)) es denso en el
plano complejo).

e Una vez determinado 2, elegimos z; de manera que |21| > |29 +1
y [f () [ <e/2.

e Una vez determinado z;, elegimos 2z, de manera que |2a| > |z1|+1
v If ()| <e/4

Iterando el proceso anterior construimos una sucesion {z,}52, C C
frontera en C pues, en efecto:

lim |z, > lim (|z0] + n) = oc.
n—oo n—oo
Por otro lado, la sucesién de imagenes { f (z,,)}°2, verifica

9
{ < i —_ =
nhm |f (zn) | nhm o =0

y, en virtud del Lema C.16 sabemos que no se trata de una sucesién
frontera en C.

De esta manera se concluye que f no se trata de una aplicacion finita.

(«<=) Sea {z,}>2, una sucesién frontera en C, entonces lim, o |2,| = 00.
Ahora bien, es evidente que lim,, , |f (2,)| = 00, de donde se deduce que
{f (z,)}52, es una sucesion frontera en C. O
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A continuacién introducimos tres propiedades bésicas de las aplicaciones
finitas.

Proposicion C.22. Sean G y G' dominios en C. Una aplicacion f : G — G’
holomorfa y finita verifica las siguientes propiedades:

(1) Todo conjunto f~'(w), w € G', es finito.
(ii) Para todo conjunto compacto L C G' se tiene que f~ (L) es compacto.

(ii1) f es sobreyectiva, esto es, f (G) = G.

Demostracion. (i) En primer lugar observamos que f no es constante pues,
en tal caso, ya sabemos que no se trataria de una aplicacién finita porque
toda sucesion frontera en GG tendria como imagen un sucesién no frontera en

G

Como f no es constante, necesariamente todo conjunto f~! (w) es localmente
finito en G. En caso contrario, tendriamos que existe zg € f~! (w) C G de
manera que para todo entorno U C G de z, se tiene que la interseccion
U N f~! (w) tiene cardinal infinito. En particular, lo anterior se verifica para
todo abierto U C G con z, € U, luego tenemos () £ UN f~ (w)\ {20}, lo cual
prueba que zg es un punto de acumulacién de f~! (w). En estas condiciones
tenemos que las funciones fy g : G — G, con ¢ (z) = w, son holomorfas en G
(conexo y abierto por ser un dominio en el plano complejo) y coinciden en el
conjunto f~! (w) que acabamos de probar que tiene un punto de acumulacién
en GG. En estas condiciones el principio de identidad afirma que las funciones
g v f coinciden en G , lo cual entraria en contradiccién con el hecho de que
la funcién f no es constante.

Razonando por reduccion al absurdo, supongamos que existe w € G’ tal que
el conjunto F' := f~!(w) es infinito. En este caso, dado que sabemos que
el conjunto F' es localmente finito, podemos extraer una sucesion frontera
{zn}52, C F. Sin embargo, la sucesién de la imagenes serd la sucesién cons-
tante igual a w € G’ que sabemos que no es una sucesién frontera en G’ y, en
consecuencia, deducimos que f no es una aplicacion finita, lo cual contradice
la hipdtesis.

(it) Vamos a probar que toda sucesién {z,}>2, C K := f~!'(L) tiene un
punto de acumulacion en K.
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Como {f (z,)}22, C L no es una sucesién frontera en G’, entonces {z,}>,
no es una sucesion frontera en G. En consecuencia, {z,}°, admite una sub-
sucesion convergente en G, esto es, existe 2 € G tal que 2 es un punto de
acumulacién de {z,}22 . Ahora bien, como K es cerrado sabemos que z € K.

(741) Supongamos, razonando por reduccién al absurdo, que f(G) # G’ en-
tonces f (G) tiene un punto frontera p € G'.

Consideramos una sucesién {z,}5°, C G con lim, o f (z,) = p, luego
{f (zn)}22, no es una sucesién frontera en G’ y, en consecuencia, {z,}>,
no es una sucesion frontera en G.

Por definicién, como {z,}52, no es una sucesién frontera en G, admite una
subsucesion convergente hacia un punto Z de G. Del hecho de que f sea una
funcién continua en G se deduce que p = f (2) € f (G), lo cual contradice lo
supuesto. O]

Proposicién C.23. Una aplicacion holomorfa f : B(0,1) — B(0,1) es
finita si, y solo si,
lim [f(2)] = 1.

|z]—1

Demostracion.

( =) Razonamos por contrareciproco, suponiendo que lim ;1 | f (2)| # 1.
Esto es, existe ¢ > 0 tal que para todo § > 0 existe z con |z| > ¢ tal que

e<|If (A =1U=1=]f(2)]

De esta manera, considerando, para todon € N, §,, = 1 — 47 se tiene que

existe z, con |z,| > 1 — y de modo que |f (z,) ]| <1 —e.

1
n+1
Ahora bien, dado que |z,| < 1 para todo n, tenemos que lim,, . |z,| < 1. Y,
por otro lado, tenemos

1
lim |z,| > lim <1 — ) =1

n—00 n—o00 n -+ 1

En consecuencia, lim,, . |2,| = 1 y la sucesién {z,}5° , es fronteraen B (0,1).

Sin embargo, la sucesion {f (z,)}22, sabemos que verifica lim, . |f (2,) | <
1 —¢e con e > 0, luego lim,, o |f(2,)] # 1, de donde se deduce que la
aplicacion f no es finita.
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(<) Sea {2,}22, una sucesién frontera en B (0, 1). Entonces sabemos que
lim,, o |2n] = 1y, combinando el criterio secuencial para la continuidad y la
hipdtesis se sigue que,

L= lim [f ()] =l [f (z0)]

lo que prueba que {f (z,)}>°, es una sucesién frontera en B (0,1) y, en con-
secuencia, la aplicacion f es finita. O

Lema C.24. Sean G un dominio acotado en C y g una funcion holomorfa
en G. Ademds, supongamos que g no se anula en G y que lim,_,s5 g (2)| = 1,
entonces g es constante en G.

Demostracion. Consideramos la funcién auxiliar f : G — C dada por f (2) =
1/g (2). Del hecho de que g (z) # 0 para todo z € G se deduce que la funcién
f esté bien definida y es holomorfa en G.

Por hipétesis sabemos que lim, 95 |g (2)| = 1 y, en virtud del teorema del
moédulo méximo, se deduce que, o bien g es constante en G, o bien |g (z) | < 1
para todo z € G.

Si g fuera constante en G ya tenemos el resultado probado, luego supongamos
que |g (2)| < 1 para todo z € G. En estas condiciones, tenemos que |f (z) | >
1 para todo z € G. Ademéds, por hipotesis se sigue que

Ii = lim 1 =1
i |f(2) | = lim 1/]g(2)[ =1,
y nuevamente en virtud del teorema del médulo méximo, tenemos que o bien

f es constante en G, o bien |f (z)| < 1 para todo z € G.

Si f fuese constante en GG también lo seria ¢ y, por tanto, tendriamos el
resultado demostrado. Supongamos que |f (z)| < 1 para todo z € G, en
estas condiciones tendriamos 1 < |f (z)| < 1 para todo z € G lo cual resulta
absurdo. En consecuencia, deducimos que f y, por tanto g, son funciones
constantes en G. O

Teorema C.25. Sea f una funcion holomorfa en B (0,1), son equivalentes:

(i) f:B(0,1) = B(0,1) es finita.
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(i1) Existen una cantidad finita de puntos ¢, ...,cq € B(0,1) donde d > 1,
yn e C(0,1) tales que:

d
f)=n]] =—=>

oz — 1

Demostracidn. (i) = (ii) El conjunto f~'(0) es finito y no vacio, denote-
mos por ¢y, ..., cq € B(0,1) los ceros de la funcién f en B (0,1) (donde cada
cero aparece tantas veces como el orden del mismo en la funcién f).

Consideramos, para 1 < n < d, las funciones auxiliares

Z— Cp

In (Z) =

chz — 1

que resultan ser holomorfas en el disco abierto unidad, pues el inico punto
en el que se anula el denominador es z = ¢,/|c,| ¢ B (0, 1).

Ahora bien, por construccién, la funcién g definida por

e
19 = T R

es holomorfa en B (0,1) y, ademds, no se anula en B (0, 1).

Por otro lado, para todo 1 < n < d, observamos que

g_cn
€ — 1

5 — Cpn
o —¢
donde £ € C'(0,1). Ademés, como f : B(0,1) — B(0,1) es holomorfa en el
disco unidad y finita, de la Proposicion C.23 se sigue que

lm | f, (2)] = =

|z|]—1

—1 (C.5)

Iim [f(2)] =1 (C.6)

|z|—1

Combinando las igualdades (C.5)) y (C.6)), y teniendo en cuenta la definicién
de g, se deduce que

lim |g(2)] = 1. (C.7)

|z]—1
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En estas condiciones, en virtud del lema previo, se concluye que g es una
funcién constante en B (0,1). Esto es g (z) = n, donde || = 1 de acuerdo
con ((C.7). En consecuencia, tenemos

Z—Cp

F) =nfi(z).. fa(z)=n]]=

nZ — 1

n=1

como queriamos probar.

(11) = (i) Para cada 1 < n < d sabemos que la correspondiente funcién
fn es holomorfa y no constante en B (0,1) y que verifica (C.5)), luego en
virtud del teorema del médulo méximo se tiene que |f,| < 1 para todo
z € B(0,1). En consecuencia, de la hipétesis se deduce que |f (z) | < 1 luego
f:B(0,1) — B(0,1).

Ahora bien, observamos que

d
’ ; f —Cpn
lim z)| = lim Zn)| = =1
tim 15 ()1 = Jim 7 Gl = ol [T | =5
y junto a la hipotesis de que f es continua en el disco unidad, se sigue que
que f es una aplicacién finita. n

Corolario C.26. Sea g un polinomio. Supoongamos que existe R € (0, 00) tal
que la region {z € C : |q(2) | < R} tiene un disco B (c,r), 0 < r < 00, como
componente conexa. Entonces q(2) = a(z — ¢)?, donde d > 1 y |a| = R/r?,

Demostracion. En primer lugar vamos a probar que la aplicacién g : B (¢,r) —
B (0, R) es finita. Para ello, consideramos una sucesién frontera {z,}°° v,
razonando por reduccién al absurdo supondremos que lim,, .« |q (2,) | # R.

En estas condiciones existen Ry < R y una subsucesion {z,, }2°, de manera
que |q (zp,)| < Ry para todo k € N.

Ahora bien, como {z,, }?2, es una sucesion frontera en B (¢, r) tenemos que
limy_so0 |20, — ¢| = r. Dado que B (¢, ) es un conjunto compacto, sabemos

. ~ : - o :
que la sucesion {z,, }32, admite una subsucesién convergente {2, }7%, hacia
un punto a € C (¢, r), esto es, |a —c| = .

A continuacién, vamos a probar que |¢(a)| = R, en particular, vamos a
probar que |¢(2) | = R para todo z € Fr(U), donde U = {z € C : |¢(2)| <
R}.
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Observamos que el conjunto {z € C : |q(z)| < R} es cerrado y contiene a
U. Teniendo en cuenta que g es una funcién continua tenemos:

Uc{zeC : |¢(2)| <R}

Por otro lado, C\ U es un conjunto cerrado y coincide con su adherencia. En
consecuencia

Fr(U)=UNC\U
C{z€eC :|q(z)|<R}In{zeC: |g(2)| > R}
={z€C: lq(z)| =R}

Lo que prueba que |g(z)| = R para todo z € Fr(U) y, en particular, para
a € B(c,r).

Ahora bien, tenemos que ’q (znklﬂ < Ry < R para todo | € N y; teniendo

en cuenta la continuidad de ¢, deducimos que |g¢(a)| < Ry < R, lo cual
entra en contradiccién con |¢(a)| = R. En consecuencia deducimos que
lim, o0 g (2,) | = Ry, por tanto, ¢ es una aplicacion finita.

Ahora bien, considerando el polinomio p (z) := ¢ (rz + ¢) /R tenemos que p :
B(0,1) — B(0,1) es una aplicacién finita (ver Observacién[18)). Del teorema
inmediatamente anterior, se deduce que p (2) = nz? donde n € C' (0, 1) (como
p es un polinomio necesariamente todos los ¢, del teorema anterior deben ser
nulos). Atendiendo a la definicién de p concluimos que ¢ (z) = n(z —¢)?,
como se queria probar. ]

Observacién 18. Si {z,}2° es una sucesion frontera de B (0, 1), entonces
{znr + ¢}5°, es una sucesion frontera de B (¢, r) pues:

lim [(z,r +¢) —c| = h;m Tz =
n—oo

n—oo

De esta manera
lim [p(z,)| = lim |¢(z,r+¢)/R|=R/R=1
n—oo n—oo

lo que prueba que {f (z,)}2, es una sucesién frontera de B (0,1) y, en con-
secuencia, p : B(0,1) — B (0, 1) es una aplicacién finita.






Apéndice D
El Pequeno Teorema de Runge

Este apéndice se centra en desarrollar los resultados previos necesarios
para, posterioremente, estar en condiciones de enunciar y demostrar el
lqueno Teorema de Rungel Nuestro interés se centra en una consecuencia del
mencionado resultado que requerimos para realizar la prueba del Teorema

B.Il

D.1. Foérmula integral de Cauchy para com-
pactos

Para la teoria de aproximacion, precisamos de la Férmula Integral de
Cauchy para conjuntos compactos en dominios arbitrarios. Nuestro punto de
partida serd la férmula integral de Cauchy para rectangulos.

Antes de enunciar el resultado que hemos adelantado en el parrafo anterior,
recordamos el teorema de Cauchy (en su versién homoldgica), resultado estu-
diado en la asignatura de Variable Compleja, ya que de éste es consecuencia
directa la férmula integral de Cauchy para rectangulos.

Teorema D.1 (Teorema de Cauchy. Versién homolégica). Sea U un abierto
y v una curva cerrada y de clase C' a trozos en U. Son equivalentes los
siguientes enunciados:

a) Para todo z ¢ U se tiene que n(v,z) = 0.

129
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b) Para toda funcion f holomorfa en U se tiene que ﬁy f(z)dz=0.

¢) Para toda funcion f holomorfa en U y para todo z € U \ v* se tiene
que
1 fw
1) 1) = o § T

271 yW—2Z

dw.

Teorema D.2 (Férmula integral de Cauchy para rectangulos). Sea R un
rectangulo compacto en un dominio D. Para toda funcion holomorfa f en D
se verifica
T Jor W 0 si 2¢ R.
Con el punto de partida expuesto, proseguimos con el resultado de interés
de este apartado.

Teorema D.3 (Férmula integral de Cauchy para conjuntos compactos).
Sean D un dominio de C y K # 0 un conjunto compacto en D. Entonces, en
D\ K existen una cantidad finita de segmentos horizontales y verticales, que
denotamos o1, ...,0,, de igual longitud de manera que, para toda funcion f
holomorfa en D, se verifica

f(z):%;/akf(w)dw, Le K. (D.1)

w—2Zz

Demostracion. Suponemos, sin pérdida de generalidad, que D # C. En caso
contrario, al ser K compacto, es evidente que existe r > 0 tal que K C B (0,r)
y basta tomar D = B (0,r).

En estas condiciones, teniendo en cuenta que K C D, se tiene que KNOD = ()
donde K es un conjunto compacto y dD es un cerrado y, en consecuencia,
§ :=d(K,0D) > 0. Consideramos, en el plano complejo, una malla paralela
a los ejes coordenados formada por cuadrados compactos con longitud de
lado igual a d verificando V2d < 6.

Como K es un conjunto compacto, interseca sélo una cantidad finita de
cuadrados de la malla, digamos @)1, ..., Q. Observamos que

k
K cl|JQicD.
=1
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La primera inclusion es evidente. Para probar la segunda fijamos un punto
¢; € Q; N K, por definicién del nimero § sabemos que B (z;,0) C D. Del
hecho de que el cuadrado Q; tenga didmetro v/28, se deduce que la distancia
del punto ¢; a todo punto de @Q; es menor o igual que v/2d. Como, por
construccién, v/2d < 4 se tiene que Q; C B (z;, d) € D. Dado que el punto
z; es arbitrario, este razonamiento puede realizarse para todos los cuadrados
Q; v, por tanto, la segunda inclusién queda probada.

Pasamos a considerar los segmentos o1, ..., 0,, que son parte de las fronteras
0Q); pero son lados no comunes a dos de los cuadrados ();. Observamos que

CJ o} CD\ K. (D-2)

En caso contrario, si K intersecara un segmento o;, entonces existirian dos
cuadrados de la malla con ¢; como lado comin, lo cual entra en contradiccién
con la eleccién de los o;.

Como los segmentos que comparten lados en distintos cuadrados de la malla
tienen fronteras orientadas con direcciones opuestas, se sigue que

Z de:Z/.%, zGD\(U@QZ).

im1 JoQi W T 2

Si ¢ es un punto interior de algtin cuadrado, digamos ¢ € éi, entonces de la
férmula integral de Cauchy para los rectangulos se deduce que

) dw = 27if (c) fw)

0Q; W — € oQ W — ¢

dw =0 para todo [ # i,

lo cual prueba ({D.1)) para los puntos del conjunto Ule Q.
Sea ¢ un punto de la frontera de un cuadrado, digamos ¢ € 0Q);. De (D.2))

sabemos que ¢ no pertenece a ningin segmento o; y, en consecuencia, las
integrales de la parte derecha de la igualdad estan bien definidas. Con-
sideramos una sucesion de puntos ¢, € Q, que converge hacia c. De lo ya
probado, sabemos que los puntos ¢, verifican (D.1)) y, por continuidad, se
deduce que el punto ¢ también verifica la misma igualdad. O
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D.2. Aproximacién mediante funciones racio-
nales

Empezamos probando un lema auxiliar que utilizaremos, junto al Teore-
ma [D.3] para demostrar el resultado siguiente y v* a su soporte.

Notacion. Dada una curva v, en lo que sigue, denotaremos por L (7) a la
longitud de la misma.

Lema D.4. Sea K un conjunto compacto en C. Sea o un segmento en C
disjunto del conjunto compacto K, y sea h una funcion continua en o*. En-
tonces, la funcion [ h(w) (w — 2) " dw, definida para z € C \ 0%, puede ser
uniformemente aproximada en K por funciones racionales de la forma

m
c
(4 *
E , donde c¢1,...,¢, €C y wy,...,wy €0".
Z—wy,

p=1
., ., —1 .
Demostracion. La funcién v (w, z) := h (w) (w — 2)~ es continua en o* x K.
Como o* x K es compacto, v es uniformemente continua en ¢* x K; luego
para cada £ > 0 existe 6 > 0 tal que

v (w,2) —v (W 2)| <e (wuw,2)€c"xo"xK con | —w| <4 (D.3)

Dividimos ¢ en subsegmentos my, ..., T, de longitud menor o igual que ¢ vy,
elegimos w,, € . Considerando ¢, := —h (w,) [ d,, para z € K se tiene
7

[ vl S LwW@—u%meSdm»

I

donde en la desigualdad se ha combinado la casica desigualdad para el médulo
de una integral con (D.3)).

Definiendo ¢ (z) :== > 7" ¢, (2 — w,) ™", que es continua en K, se tiene que

<elL(o), VzeK.

[rndo—ae)




APENDICE D. EL PEQUENO TEOREMA DE RUNGE 133

Proposicién D.5 (Lema de aproximacién.). Para cada conjunto compacto
K en un dominio D, existen una cantidad finita de segmentos oq,...,0, en
K de manera que toda funcion f holomorfa en D puede ser uniformemente
aprorimada en K por funciones racionales de la forma

n
Ci F'S
E , donde cl,...,ckGCywl,...,cuWGUai.
,12—%‘ =1
1= 1=

Demostracion. Consideramos segmentos oy, ..., 0, en D\ K como en el Teo-

rema y, en consecuencia, se verifica la igualdad (D.1)).

En virtud del lema previo, para ¢ > 0 existen funciones

qi(z)zzzf“;', donde wy; €0 y ¢ €C, 1<i<n,
p=1 He
tales que
1 w €
LI[L9 ) < 1<izn
2T | )y, W — 2 PR

Considerando ¢ = ¢; + ... + g, tenemos |f — q|x < €. Por construccion, ¢ es
una suma finita de términos de la forma ¢, (z — wk)fl donde wy, € U;;l o7,
que es lo que se queria probar. O

D.3. Teorema del cambio de polos

Antes de exponer el tltimo de los resultados previos que precisamos para
estar en condiciones de enunciar y probar el Pequeno Teorema de Runge
hacemos una pequena observacion.

Observacion 19. Sea S # () un subconjunto de un dominio G tal que todo

disco B C G centrado en un punto ¢ € S estd contenido en S, entonces
S=dG.

Teorema D.6 (del cambio de polos). Sea K un conjunto compacto en C.
Sean a y b puntos arbitrarios de una componente conera Z de C\ K. Enton-
ces (z — a)_1 puede ser aproximada uniformemente en K por polinomios en
(z — b)_l. En particular, si Z es la componente conexa no acotada de C\ K,
entonces (z — a)f1 puede aproximarse uniformemente en K por polinomios.
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Demostracion. Para w ¢ K, denotamos por L, al conjunto de todas las

funciones holomorfas en K que se pueden aproximar uniformemente en K
. . . . —1

mediante polinomios en potencias de (z — w) ™.

Con la notacion establecida, es evidente que se verifica un especie de propie-
dad transitiva: si (z —s)" € L,y (z —¢) " € Ly, entonces (z — s) € Ly,

La primera afirmacién que se realiza en el enunciado del teorema equivale
a probar que el conjunto S := {s € Z : (2 —s)"" € Ly} es exactamente
la componente conexa Z. Como b € S, teniendo en cuenta la observacion
anterior, basta probar que si ¢ € Sy B C Z es un disco centrado en c,
entonces B C S.

Sea s € B. La serie geométrica 3 °° (s —¢)" (2 —¢) """ converge normal-
mente en C \ B hacia (z —s)~". Como K N B = 0, la sucesién de sumas
parciales converge uniformemente en K hacia (z — s)_l, por lo tanto, tene-
mos (z — s)f1 € L.. Como, por hipétesis, ¢ € S de la propiedad transitiva
comentada antes, se sigue que (z — 3)71 € Ly, esto es, s € S. El razonamiento
es valido para todo s € B, como consecuencia, B C S como queriamos.

Por otro lado, si Z es la componente conexa no acotada, existe d € Z tal
que K C B(0,|d|). Entonces, todas las funciones (z —d)~" son uniforme-
mente aproximadas por sus polinomios de Taylor en K. En consecuencia de
la transitividad, (z — a)fl puede ser uniformemente aproximada en K por
polinomios. [

D.4. Teoria de Runge para conjuntos com-
pactos

Utilizando los resultados estudiados en los apartados anteriores, estamos
en condiciones de probar una primera versién del teorema de aproximacién.
Antes de enunciar el teorema realizamos un inciso de notacién.

Notacion. Dado un conjunto P C C, denotaremos por Cp [2] al conjunto de
funciones racionales cuyos polos pertenecen al conjunto P.

Teorema D.7 (de aproximacién. Versién 1). Sea K un conjunto compacto
de C. Si P C C\ K interseca cada componente conexa de C\ K, entonces
toda funcion holomorfa en K puede ser uniformemente aproximada en K por
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funciones en Cp [2].

Demostracion. Sea f una funciéon holomorfa en K y sea ¢ > 0. Como f es
holomorfa en un entorno abierto de K, de la Proposicién deducimos la
existencia de un conjunto compacto L en C, disjunto de K, y una funcién

donde wy,...,wy € L, tal que

If—alx < 5. (D.4)

DO | ™

Denotamos por Z; la componente conexa de C\ K que contiene al punto w;.

Si Z; es acotada, por hipdtesis existe un punto ¢; € Z; N P. Del teorema @
lcambio de polos|se deduce la existencia de un polinomio g; en potencias de
(z—t;)" tal que

; 1
5 < oTAR Vze K. (D.5)

—g;(2)

Z—w]'

Por el contrario, si Z; no es acotado, entonces la expresion (D.5]) sigue veri-
ficindose (en virtud del mismo teorema) pero, en este caso particular, g; se
trata de un polinomio.

Definimos la funcién racional g := g1 + ... + gx, observamos que todos sus
polos pertenecen al conjunto P y, ademas,

\f =9l <|f —dlx +a—glx

donde se ha aplicado la desigualdad triangular combinada con las desigual-

dades y . ]

Una manera equivalente de enunciar el resultado anterior se recoge en el
siguiente teorema.
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Teorema D.8 (de aproximacién. Versién 2). Sea K un conjunto compacto
en un dominio D. Si toda componente conexa de C\ K interseca C\ D,
entonces toda funcion holomorfa en K puede se uniformemente aprorimada
en K por funciones racionales holomorfas en D.

Demostracion. Basta con tomar P C C\ K verificando PN D = () y aplicar
el teorema anterior. O

El teorema de interés de este apéndice, resulta ser un caso especial del
teorema previo cuando se verifica D = C.

Teorema D.9 (Pequeno Teorema de Runge. ). Sea K un conjunto compacto
en un dominio D. Si C\ K es conexo entonces, toda funcion holomorfa en
K puede se uniformemente aproximada en K por polinomios.

D.5. Consecuencias del Teorema de Runge

Una vez conocido el [Pequeno Teorema de Runge estudiamos dos conse-
cuencias del mismo. La segunda de ellas resulta de gran importancia en el
quinto capitulo del trabajo, puesto que es utlllzada para probar un resultado

previo requerido para la prueba del teorema [d

Corolario D.10. Si K # C (0, 1) es un conjunto compacto (no vacio) conte-
nido en C (0, 1), entonces existe un polinomio P tal que P (0) =1 y |P|p < 1.

Demostracion. Como C\ K es conexo, del [Pequeno Teorema de Runge, se
sigue que existe un polinomio P tal que |P—1/k|x < 1. Entonces P := 1+2zP
es un polinomio que verifica

= P(0)=140-P(0) =1,

-LHK=MKF—1ﬂh<L
como se queria probar. O

Corolario D.11. Si K # C(0,1) es un conjunto compacto contenido en
C'(0,1), entonces existe un entorno U de K y una funcion

b1 1

b
Q) =bo+—+-+ 5+,
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con k> 1, tal que |Q|, < 1.

Demostracion. En virtud del corolario anterior sabemos que existe un poli-
nomio P (2) =1+ a1z + asz® + ... + a2" verificando | P, < 1.

Ahora bien, consideramos el polinomio Q () := P (2) 2%, es evidente que se
verifica ||, < 1. Razonando por continuidad, se deduce la existencia de un
entorno U de K tal que |Q|, < 1. O
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