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Introduccion

Exponemos en esta memoria la teoria elemental de grupos, espacios vectoriales y ani-
llos reticulados, enfocada desde el punto de vista de los espacios de funciones con-
tinuas, no hemos entrado a considerar la teoria de la medida. Hemos partido de los
grupos conmutativos ordenados y hemos avanzado hasta introducir la estructura de
d-algebra, probando sus propiedades basicas, pero sin llegar a estudiar las ®-algebras
uniformemente cerradas.

Esta memoria comparte con [Mar| algunos de sus objetivos (el paralelismo es grande
en el tercer capitulo y en la parte inicial del cuarto, ya que ambas memorias siguen lo
expuesto en [Pu]). Hemos tomado de [Mar]| la descripcién del planteamiento global.

Si X es un espacio topolégico, denotaremos por C'(X) la R-dlgebra de todas las fun-
ciones continuas de X en R con las operaciones definidas punto a punto:

(f+9)(x) = f(x)+g(z),
(fo)(x) = f(x)g(x),
(AN)(x) = Af(w),

para cada x € X y cada A € R. Consideramos también en C'(X) la relacién de orden
parcial definida punto a punto:

f<g sif(x) <g(x), para cada x € X.

Esta relacién de orden parcial no solo es compatible con el producto en C'(X), sino que
también lo es con su estructura vectorial, quedando asi C(X) dotado de estructura de
reticulo vectorial.

Sea f € C(X). Si f > 0, entonces v/f € C(X) y, por lo tanto, f es el cuadrado de otra
funcién de C'(X). Asi pues, f > 0 si, y solo si, f es un cuadrado en el anillo C(X).
Ademds, si g € C'(X), entonces f > g si, y solo si, f — g > 0. Vemos asi que el orden
de C'(X) queda determinado por su estructura de anillo. Con frecuencia, para estudiar
propiedades del anillo C'(X) es conveniente acudir a su estructura de orden.

Para cada espacio topoldgico X existe un espacio de Tychonoff Y tal que los anillos
C(X) y C(Y) son isomorfos. Es por ello que, para el estudio de las propiedades alge-
braicas de los anillos C'(X'), podamos limitarnos a considerar espacios de Tychonoff (o
espacios de Hausdorff completamente regulares), como asi haremos en adelante.

Diremos que una R-algebra A es de tipo C si existe un espacio topoldgico X tal que
A es [-isomorfa a C'(X), es decir, isomorfa como édlgebra y como reticulo.

Denotaremos por C*(X) la subdlgebra de C'(X) formada por las funciones acotadas. El
algebra C*(X) es ciertamente de tipo C, pues, si 5X es la compactificaciéon de Stone-
Cech del espacio X, entonces cada funcién continua y acotada f € C*(X) admite una

b}
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extension continua f? a 38X, y la aplicacién
C*(X) — C(BX)
fr—f°
es un [-isomorfismo.

Sea ahora Y un espacio intermedio entre X y X, es decir, X CY C SX. Puesto que
X es denso en Y (por serlo en fX), la aplicacién de restriccion

cy)— C(X)
f— flIX

es un [-morfismo inyectivo e, identificando C'(Y') con su imagen en C(X), podemos
considerar a C'(Y') como un élgebra intermedia entre C*(X) y C(X), es decir, C*(X) C
C(Y) € C(X). Ahora bien, no todas las algebras intermedias entre C*(X) y C'(X) son
de tipo C. Puede demostrarse que si f € C(X), pero f ¢ C*(X), entonces el dlgebra
intermedia C*(X)[f] formada por las expresiones polindmicas en f con coeficientes en
C*(X) no es de tipo C.

En el intento por encontrar una estructura algebraica que permita estudiar unificada-
mente las diferentes dlgebras de funciones continuas, Henriksen y Johnson [HJ] propo-
nen en 1961 la estructura de ®-algebra. Esta estructura ha sido la mas exitosa. Todas
las dlgebras intermedias son ®-dlgebras (de hecho, son ®-dlgebras uniformemente ce-
rradas). Plank [Pla] obtuvo ademds en 1971 el siguiente teorema de caracterizacion
(mejorando un resultado anterior de Henriksen y Johnson): Una ®-dlgebra A unifor-
memente cerrada y cerrada por inversion es [-isomorfa a C'(X) para algin espacio de
Lindelof X si, y solo si, cada ideal propio uniformemente cerrado de A esta contenido
en un ideal maximal real (es decir, en un ideal maximal cuyo cuerpo residual es R).

Sea A una ®-algebra. Un [-ideal maximal de A es un ideal sélido y propio de A que
no esta contenido estrictamente en ningun ideal sélido y propio de A. Probamos en la
memoria que todo /-ideal maximal de A es un ideal primo de A, pero no necesariamente
un ideal maximal de A. Vemos asi que el espacio de los [-ideales maximales de A es
un subespacio del espectro primo de A.

Finalizamos la memoria presentando sin demostracién el teorema de representacién de
Henriksen-Johnson (véase [HJ]): toda ®-dlgebra A es [-isomorfa a un dlgebra de fun-
ciones continuas extendidas sobre el espacio compacto y de Hausdorff M(A) formado
por los [-ideales maximales de A (con la topologia “hull-kernel”).

Pasamos a resumir el contenido de cada capitulo, mencionando la bibliografia utilizada
en cada uno de ellos.

En el capitulo de preliminares, damos las nociones bésicas de los conceptos con los que
trabajaremos durante toda la memoria. Estos incluyen las definiciones de orden parcial,
extremos superiores e inferiores, reticulos y subreticulos, K-algebras y morfismos entre
las diferentes estructuras que definimos. Ademas exponemos el concepto de dualidad,
el cual juega un papel muy importante durante toda la memoria, pues apoyandonos
en ¢l definimos la relacién de orden en el cono negativo, y también justifica que al-
gunas demostraciones se simplifiquen sin méas que acudir a este principio. Damos una
primera introduccion al algebra de funciones continuas, detallando sus operaciones y
propiedades elementales, y por ultimo, demostramos unos resultados que nos ayudaran
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a lo largo de la memoria para justificar algunos pasos en las demostraciones. Durante
este capitulo también damos los primeros ejemplos sobre lo visto en él. La bibliografia
utilizada para este primer capitulo ha sido [BKW], [GJ] y [AM].

En el capitulo siguiente ya entramos con profundidad en la primera de las estructuras
que estudiamos: los grupos reticulados. Para ello, partimos de un grupo conmutativo
G, al cual dotamos de una relaciéon de orden parcial compatible con su operacion,
obteniendo asi un grupo ordenado. Estudiamos las propiedades y probamos las resul-
tados mds importantes sobre ellos. A continuacién, definimos el concepto de grupo
reticulado, que no es mas que un grupo ordenado que tiene estructura de reticulo. Al
igual que con los grupos ordenados, los estudiamos con mas detalle, y en la seccion
siguiente definimos y presentamos las propiedades y resultados mas importantes sobre
los conceptos de parte positiva, parte negativa y valor absoluto de un elemento. La
importancia de ellos se deja ver a lo largo de toda la memoria. Finalizamos el capitulo,
primero introduciendo los [-morfismos, que son morfismos de grupos y de reticulos
simultaneamente. De ellos estudiamos ciertas propiedades que nos ayudaran en los
siguientes capitulos. Por 1ltimo, damos unos ejemplos, que retinen todo lo visto hasta
ese momento. Este capitulo se ha basado en la siguiente bibliografia: [BKW], [JR] y
[Ji].

El tercer capitulo estudia los reticulos vectoriales y su representaciéon como espacios
de funciones continuas. En la primera seccién estudiamos los conceptos mas elemen-
tales sobre ellos, apoyandonos en el capitulo anterior, e introducimos el concepto de
[-subespacio. Estudiamos el espacio cociente que inducen los [-subespacios, y definimos
el reticulo de elementos acotados respecto a un elemento e € E™. A partir de él surgen
las nociones de unidades débiles y fuertes de orden, y lo que siginifica que un reticulo
vectorial sea arquimediano. Exponemos los resultados y ejemplos més relevantes sobre
todo lo anterior.

En la seccién de representaciéon, ahondamos en el concepto de espectro de un reticulo
vectorial E, Spec E. Establecemos una biyeccion entre el conjunto de los [-subespacios
maximales de E* y los nicleos de elementos del espectro acotado de E, Spec E*. Dota-
mos de una norma tanto al reticulo de los elementos acotados E* como a C(Spec E*)
y definimos la aplicacién que se conoce como representacion de Riez de E*. La ultima
parte de esta seccién estudia todo lo anterior enfocado desde el espacio de funcio-
nes continuas C'(X) a través de diferentes resultados que vamos probando. Para este
capitulo nos hemos basado principalmente en [Pu] y [JR], utilizando en menor medida

también [Bki] y [Wi].

En el dltimo capitulo estudiamos una nueva estructura, que consiste en dotar a una
R-algebra de estructura de reticulo vectorial. Al igual que en el anterior capitulo,
tenemos dos secciones. En la primera definimos diferentes tipos de algebras, entre las
que se encuentran las ®-algebras, que son las mas importantes para nuestros propésitos.
Introducimos el concepto de [l-ideal y estudiamos lo mas importante de todo ello.

Por ultimo, terminamos la memoria presentando una serie de resultados que nos permi-
tan enunciar (sin demostrar) el teorema de representacion de Henriksen-Johnson. Nos
centramos, al igual que hicimos en reticulos vectoriales, en estudiar el caso de C'(X),
siendo X compacto y de Hausdorff. Estudiamos lo que se conoce como el algebra de
funciones extendidas sobre el conjunto de los [-ideales maximales de una ®-algebra A,
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dotado de la topologia hull-kernel (o topologia de Zariski). La bibliografia para este
ultimo capitulo se compone de [Pu], [JR] y [HJ].



Capitulo 1

Preliminares

En este primer capitulo damos las nociones bésicas de los conceptos con los que tra-
bajaremos durante toda la memoria. Estos incluyen las definiciones de orden parcial,
extremos superiores e inferiores, reticulos y subreticulos, K-algebras y morfismos entre
las diferentes estructuras que definimos. Ademads exponemos el concepto de dualidad,
el cual juega un papel muy importante durante toda la memoria, pues apoyandonos
en €l definimos la relacién de orden en el cono negativo, y también justifica que al-
gunas demostraciones se simplifiquen sin mas que acudir a este principio. Damos una
primera introduccion al dlgebra de funciones continuas, detallando sus operaciones y
propiedades elementales, y por ultimo, demostramos unos resultados que nos ayudaran
a lo largo de la memoria para justificar algunos pasos en las demostraciones. Durante
este capitulo también damos los primeros ejemplos sobre lo visto en él. La bibliografia
utilizada para este primer capitulo ha sido [BKW], [GJ] y [AM].

Extremos superiores e inferiores

Definicién 1. Una relaciéon de orden parcial en un conjunto E es una relacién bina-
ria en E que satisface las propiedades reflexiva, antisimétrica y transitiva. Como es
habitual, denotaremos una relacién de este tipo con el simbolo <.

Definicién 2. Sea E un conjunto parcialmente ordenado y A C E. Si el conjunto de

las cotas superiores de A tiene elemento minimo, este elemento se denomina extremo

superior (o supremo) de A. El extremo superior de A, cuando exista, se denotara con

VA, supA osupx, ysi Aesun conjunto finito, A := {x1,xs,...,x,}, escribiremos
z€A

preferentemente x, V o V - - - V x,,. Andlogamente para el extremo inferior (o infimo)
de A.

Si F' es un subconjunto de un conjunto parcialmente ordenado F (siendo el orden de
F el heredado de E), serd a menudo necesario utilizar una notacién del tipo VpA o
F-sup A para diferenciar el extremo superior de A en F' del calculado en E. Debemos
hacer notar, en relacién con los extremos superiores de A, en F'y en E respectivamente,
que la existencia de uno no implica la del otro y que, aun cuando existan ambos, pueden
no coincidir. Andlogamente para los extremos inferiores.
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Reticulos y subreticulos

Precisamos hacer algunas observaciones sobre las dos definiciones habituales (y coin-
cidentes) de reticulo: como conjunto parcialmente ordenado y como &dlgebra universal.

Definicién 3. Un reticulo es un conjunto parcialmente ordenado E en el que cada
par de elementos z,y € E tiene extremo superior z V y y extremo inferior x A y.

Es obvio que, para cualesquiera elementos z,y, 2z de un reticulo F, se verifica lo si-
guiente:

(asociatividad) zV(yVz)=(@Vy Vz, zAYAz)=(@Ay) Az,

(conmutatividad) zxVy=yVzx, zAy=yAux,
(idempotencia) rVr=x, xNx=u1,
(absorcién) zV(zAy)=xz, zxA(xVy) ==z

Definicién 4. Como algebra universal, un reticulo es un conjunto F dotado de dos
operaciones binarias, denotadas provisionalmente con x Ty y x_Ly, que poseen las pro-
piedades asociativa, conmutativa, de idempotencia y de absorcién.

A partir de las dos operaciones anteriores T y L puede introducirse una relacién de
orden parcial en F definiendo x < y si x 1y = x. El conjunto F con esta relacién de
orden parcial es un reticulo y, para cualesquiera =,y € E, se verifica que

zVy =xTy,
r ANy =axly.

Definicién 5. Sea E un reticulo. La definicién de subreticulo de E se hace atendiendo
a la definiciéon de E como algebra universal. Asi pues, un subreticulo F de E es un
subconjunto F' de E que es cerrado para las dos operaciones que definen F| es decir,
xVy € F, x Ny € F, siempre que z,y € F. Se adopta este mismo enfoque para la
definiciéon de morfismo de reticulos.

Sea E un reticulo y F' C E. El que F sea un reticulo con el orden heredado de F,
no significa que F' sea un subreticulo de E. Si F', con el orden heredado de E, es un
reticulo, entonces, para cada par de elementos z,y € F', existen x Vp y v = Ap y,
pero puede que estos elementos no coincidan con x Vg y :=2xVy y t Agpy:=x Ay
respectivamente. Vedmoslo con un ejemplo:

El conjunto R de los ntimeros reales con el orden usual es un reticulo, ya que es un
conjunto totalmente ordenado. El conjunto E := R3, con el orden producto (o definido
componente a componente), es también un reticulo, y se verifica que

(21, T2, 23) V (Y1, Y2, y3) = (21 V Y1, T2 V Y2, 73 V 23)

Sea I := {(x1, 22,7, + x3) : 11,72 € R} con el orden heredado de E. Puesto que R? y
F' son isomorfos como conjuntos ordenados ((z1,x2) +— (21, %2, 1 + x2)), concluimos
que F' es un reticulo. Ahora bien, tanto (2,—1,1) como (0,0,0) estan en F', pero, sin
embargo, (2,—1,1) Vv (0,0,0) = (2,0,1) ¢ F. Asi pues, F' no es un subreticulo de E.

Aplicaciones crecientes y morfismos de reticulos
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Definicién 6. Sea T : E — F una aplicacion entre conjuntos parcialmente ordena-
dos. Diremos que la aplicaciéon T' es creciente (o morfismo de conjuntos parcialmente
ordenados) si * < y implica que T(x) < T(y). Diremos que la aplicacién T es un
isomorfismo de conjuntos parcialmente ordenados) si T' es biyectiva y tanto 7' como
T~! son aplicaciones crecientes.

Veremos a continuacion un ejemplo de una aplicacién creciente y biyectiva que no es
isomorfismo. Para ello, nos bastara considerar dos relaciones de orden sobre un mismo
conjunto, una de ellas estrictamente mas fuerte que la otra. En esas condiciones, la
aplicacion identidad es biyectiva, y creciente en uno solo de los dos sentidos, luego, su
inversa no es creciente.

Sea E := R? con el orden usual (o definido componente a componente) y F' := R? con el

orden lexicografico. Recordemos que (x1,22) < (y1,¥2) sizy < y10 (1 =y1y T2 < 4a).
lex

Luego, (z1,22) < (y1,y2) implica que (x1,z2) < (y1,¥y2). Ademas, (1,2) < (2,1), aun-
lex lex

que (1,2) £ (2,1). Concluimos asi que la aplicacién identidad de E en F' es creciente

y biyectiva, pero su inversa no es creciente. De hecho, no existe ningin isomorfismo

de conjuntos parcialmente ordenados entre E' y F', ya que F' es totalmente ordenado

y E no lo es.

Definicién 7. SeaT : E — F una aplicacion entre reticulos. Diremos que la aplicacién
T es un morfismo de reticulos o (I-morfismo) si, para cualesquiera =,y € F, se verifica
que

T(xVy) =T(x)VT(y),

T(xAy) =T(x)NT(y).

Definicién 8. Diremos que un [-morfismo 7' : E — F' es un isomorfismo de reticu-
los (o l-isomorfismo) si la aplicacién T' es biyectiva. Es facil comprobar que si T' es
un [-morfismo biyectivo, la inversa 7! también es un l-morfismo y, por tanto, un
[-isomorfismo.

Se prueba también sin dificultad que si T es un [-morfismo, entonces 1" es una aplicacién
creciente, pero, como veremos en el siguiente ejemplo, lo reciproco no es cierto.

Consideremos tanto R? como R? con el orden producto, vy sea T : R?> — R? la
aplicacion definida por T'(xy,xs) := (x1,%2, 71 + x2). La aplicaciéon T es ciertamen-
te creciente, ahora bien T'((0,0) V (2,—1)) = T(2,0) = (2,0,2), que no coincide con
7(0,0) v T(2,—1) = (0,0,0) V (2, —1,1) = (2,0, 1).

Asi pues, en el caso de los reticulos, los morfismos como conjuntos ordenados (o aplica-
ciones crecientes) no coinciden con los morfismos como reticulos (I-morfismos), ahora
bien, si coinciden los dos conceptos de isomorfismo.

Sea T : E — F es una aplicacion creciente entre reticulos. Si x e y son dos elementos
cualesquiera de E, solo podemos asegurar que

T(x)vT(y) <T(xVy),

T(x)ANT(y) =T(xAy).
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Principio de dualidad

Sea (F, <) un reticulo. Consideremos en F la relaciéon binaria <’ definida por
x<'y sixz>u.

Se comprueba sin dificultad que <’ es una relacién de orden parcial (el orden dual)
que también dota a E de estructura de reticulo (el reticulo dual del de partida), y es
inmediato que

xV'y = xAy,
Ny = xVuy.

Cuando una propiedad P, que se expresa en términos de la relaciéon <, asi como en
términos de extremos superiores y extremos inferiores de pares de elementos, es cierta
en todo reticulo (F, <), entonces esa propiedad también es cierta en el reticulo dual
(E, <) y, por lo tanto, la propiedad P’ que se obtiene a partir de P permutando <
por > y permutando entre si los simbolos V y A también es cierta en todo reticulo
(E, <). Decimos que la propiedad P’ se obtiene a partir de P por dualidad.

Veamos un ejemplo de este situacién. Un reticulo F es distributivo si, para cualesquiera
x,y,z € F, se verifican las dos siguientes propiedades

rA(yVz) = (xAy)V(zA=z),
zV(yNz) = (xVy A(zVz2).

Veremos en la proposicion 37 que todo grupo reticulado es distributivo, pero, para
probarlo, nos limitaremos a demostrar que, en todo grupo reticulado, se verifica la
primera propiedad, ya que la segunda se obtiene por dualidad.

K-algebras

Siguiendo la terminologia de [AM], en esta memoria la palabra anillo se utiliza como
sinénimo de anillo conmutativo con elemento unidad 1. Un subanillo B de un anillo
A contendra el elemento unidad 1 de A, y un morfismo de anillos de A en C' llevard el

lde AenelldeC.

Definicién 9. Sea K un cuerpo. Llamaremos K-algebra a un anillo A dotado de un
morfismo de anillos K — A, el cual se denomina morfismo estructural de la K-algebra
A. Si A # 0 (anillo trivial), entonces el morfismo estructural de A es inyectivo e
identificaremos cada elemento de K con su correspondiente imagen en A, considerando
de esta forma a K como subanillo de A.

Si Ay B son K-algebras, un morfismo de anillos A — B se dice que es un morfismo
de K-algebras si hace conmutativo el diagrama

i

donde las flechas verticales representan los morfismos estructurales. Si consideramos K
como subanillo de las K-algebras, entonces un morfismo de K-algebras es simplemente
un morfismo de anillos que deja invariantes los elementos de K. Es frecuente encontrar
en la literatura (véase [JR]), y nosotros la hemos usado en la introduccién, la siguiente
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definicién alternativa de K-dlgebra.

Una K-algebra es un anillo A junto con una ley externa
KxA— A
(Na)— X-a

que dota a A de estructura de K-espacio vectorial y de forma que, para cualesquiera
a,b € Ay cualquier \ € K, se verifica

a(A-b)=(A-a)b=X\-(ab).

Si A es una K-édlgebra de acuerdo con la primera definicién y j : K — A es el morfismo
estructural, entonces, definiendo A - a := j(\)a, se obtiene la ley externa con la que
A satisface la segunda definicion. Reciprocamente, si A es una K-algebra segun la
segunda definicion, entonces la aplicacién

K— A
A—A-1

es un morfismo de anillos, que podemos tomar como morfismo estructural para que
A satisfaga la primera definicién. Ambas definiciones son, por lo tanto, equivalentes.
Habitualmente omitiremos el punto (-) que hemos usado con la ley externa.

Sea I un ideal de una K-élgebra A. Veamos que el anillo cociente A/I también es una
K-élgebra. Con la primera definicién, tomamos como morfismo estructural de A/ la
composicion del morfismo estructural X — A con el morfismo de paso al cociente
m:A— A/I. Con la segunda definicién, definimos A - 7(a) := 7(A - a).

Algebras de funciones continuas

Sea X un espacio topoldgico no vacio y RX el conjunto de todas las funciones reales
definidas sobre X. Siempre que no se advierta lo contrario, consideramos en R el orden
usual y en R¥ el orden producto (o relacién de orden punto a punto). La suma y el
producto de funciones también se define punto a punto. Asi pues, dadas f, g € RX,

(f+9)(x) = f(z)+g(x),
(fg)(x) = f(x)g(x),

f < gsi, ysolosi, f(z) < g(z), para todo z € X.

Como es habitual, f < g significa que f < gy que f # g. Luego, si f < g, existe xg € X
tal que f(xg) < g(zo). Queremos insistir en que f < g no significa que f(z) < g(x)
para todo x € X.

Se comprueba sin dificultad que esta relacién de orden parcial dota a RX de estructura
de reticulo vectorial. Dadas f, g € R¥, se verifica que

(fVvgz) = f(z)Vg(r),
(fAg)x) = f(z)Ag(x),
| f](z) = |f(2)l,

para todo x € X. Denotaremos frecuentemente con A la funcién constante sobre
cualquier conjunto cuyo valor constante es el niimero real .
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Dotamos a R¥ de estructura de R-algebra mediante el morfismo
R — R
A— A

Asi pues, si f € R¥ y A € R, entonces \f = Af.

Consideremos ahora el conjunto C'(X) de todas las funciones reales y continuas sobre

X, que es una subdlgebra de R¥. Puesto que la funcién valor absoluto |.|: R — R
es continua, si f € C(X), entonces |f| = |.|o f € C(X). Ademés, si f,g € C(X),
entonces

fVg=5(f+a+1f —gl) € C(X),
ng=%U+g—U—9D€C@1

Luego, C(X) es también un subreticulo de R¥.

Denotaremos con C*(X) la subdlgebra (y subreticulo) de C(X) formada por las fun-
ciones reales sobre X que son continuas y acotadas.

Teorema 10. El unico morfismo de anillos de R en si mismo es la identidad.

Demostracion: Sea ¢ : R — R un morfismo de anillos. De la igualdad ¢(1) = 1,
deducimos que ¢ es la identidad en Z, ya que, si n € Z*, entonces

Bn) = O(1+ 1+ 1) = 6(1) +6(1) + -+ 6(1) =,
d(=n) =—o(n) = —n.

Ademas, si ¢ € Q, entonces ¢ = m/n, donde m,n € Z y n # 0. De donde, ¢(q) =
d(mn~t) = ¢(m)d(n)~t = mn~! = q. Luego, ¢ también es la identidad en Q.

Por otra parte, puesto que ¢ lleva cuadrados en cuadrados, concluimos que, si z > 0,
entonces ¢(x) > 0. Ademas, si © > y, entonces x —y > 0, y se sigue de lo anterior
que ¢(x) — ¢(y) = ¢(x —y) > 0, por lo que ¢(x) > ¢(y). Luego, ¢ es una aplicaciéon
creciente.

Veamos finalmente que ¢ es la identidad en R. Supongamos, razonando por reduccion
al absurdo, que existe x € R tal que ¢(x) # =. Supongamos x < ¢(z). Elijamos ¢ € Q
tal que x < ¢ < ¢(x). Entonces, por ser ¢ creciente, ¢(x) < ¢(q) = ¢, lo que es
absurdo. Se razona andlogamente si z > ¢(z).

Proposicién 11. Todo morfismo de anillos de C(Y') en C'(X) es también un morfismo
de R-algebras.

Demostracion: Sea ¢ : C(Y) — C(X) un morfismo de anillos. Puesto que considera-
mos que R estd contenido tanto en C(Y) como en C(X), se trata de probar que ¢
deja invariantes los elementos de R (las funciones constantes). Sea A € R. Para ver
que ¢(A) = A, debemos probar que (¢(A))(xz) = A(z), para todo x € X. Observemos
que, si x € X, entonces la aplicacion

¢ C(X) — R
fr— f(z)
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es un morfismo de anillos. Del teorema precedente se desprende que la composicién
R C(Y) % O(X) 25 R
A= A —0(A) — (6(A))(z)

es el morfismo identidad. Luego, (¢(X))(x) = A = A(x).

Proposicién 12. Todo morfismo de anillos de C(Y') en C'(X) es también un morfismo
de reticulos.

Demostracion: Sea ¢ : C(Y) — C(X) un morfismo de anillos. Puesto que ¢ lleva cua-
drados en cuadrados, concluimos, como en el teorema anterior, que ¢ es una aplicacion
creciente. Ademas,

(¢(l91)* = (¢(l91*)) = o(g*) = (¢(9))*.

Tomando raices cuadradas en la expresién anterior, y teniendo en cuenta que ¢(|g|) > 0
por ser ¢ creciente, obtenemos que ¢(|g|) = |¢(g)|. Por otra parte, sabemos que, si
fyg € C(Y), entonces

fv9=%(f+g+|f—g\)-

De donde,
o(fVg) = %(¢(f) +o(g) +16(f) — ¢(9)]) = o(f) V o(9)-

Andlogamente se obtiene que ¢(f A g) = ¢(f) A é(g).
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Capitulo 2

Grupos conmutativos reticulados

En este capitulo ya entramos con profundidad en la primera de las estructuras que
estudiamos: los grupos reticulados. Para ello, partimos de un grupo conmutativo G, al
cual dotamos de una relacion de orden parcial compatible con su operacion, obteniendo
asi un grupo ordenado. Estudiamos las propiedades y probamos las resultados mas
importantes sobre ellos. A continuacion, definimos el concepto de grupo reticulado, que
no es mas que un grupo ordenado que tiene estructura de reticulo. Al igual que con los
grupos ordenados, los estudiamos con mas detalle, y en la seccién siguiente definimos y
presentamos las propiedades y resultados mas importantes sobre los conceptos de parte
positiva, parte negativa y valor absoluto de un elemento. La importancia de ellos se
deja ver a lo largo de toda la memoria. Finalizamos el capitulo, primero introduciendo
los [-morfismos, que son morfismos de grupos y de reticulos simultdaneamente. De
ellos estudiamos ciertas propiedades que nos ayudaran en los siguientes capitulos.
Por 1ltimo, damos unos ejemplos, que retinen todo lo visto hasta ese momento. Este
capitulo se ha basado en la siguiente bibliografia: [BKW], [JR] y [Ji].

2.1. Grupos ordenados

A partir de ahora supondremos que trabajamos con un grupo conmutativo G' dotado
de una relacién de orden parcial (<) y, como es habitual, denotaremos + a la operacién
definida en él y 0 a su elemento neutro.

Definicién 13. Diremos que G es un grupo ordenado si para todo a,b,x € G, a <b
implica a + x < b+ x. Esta definicion significa que las traslaciones de G son automor-
fismos de conjuntos ordenados.

Definicién 14. Sea G un grupo ordenado. El conjunto P = {z € G /x > 0} se
denomina cono positivo de Gy sus elementos se denominan positivos. Se dird que x
es estrictamente positivo si x > 0. Notemos ademas que a < b es equivalente a que se
cumpla b — a € P. Por lo tanto, el orden de G estd determinado por P.

Proposicién 15. Sea GG un grupo ordenado. El cono positivo P posee las siguientes
propiedades:

17



GRUPOS CONMUTATIVOS RETICULADOS 18

i) P+PCP
(i) PN—P ={0}, donde —P ={—z:2 € P}
Demostracion:

(i) Si0 < 2y 0 <y, sumando y en la primera desigualdad, obtenemos 0 < y < x+y,
lo que implica que x +y € P y se tiene lo que buscabamos.

(ii) Sea z € PN —P. Como x € —P, entonces —x > 0 y por tanto, sumando x a
ambos lados, tenemos 0 = x — x > x. Como ademas x > 0, entonces se deduce
que z = 0.

Llamaremos cono a todo subconjunto de un grupo ordenado G que verifique (i) y (ii).

Proposicién 16. Sea G un grupo cualquiera y sea P un cono de G. Existe en G un
unico orden parcial que hace a G un grupo ordenado y tal que P es el cono positivo.

Demostracion: Definamos la relacién a < bsi b—a € P. Se tiene

» g < aporquea—a=0¢cP.

» Sia<byb<g¢setienec—a=(c—b+(b—a) € P+ P C P,y por tanto
a<c.

» Sia<byb<a,entonces b—a € PN —P ={0}, y por tanto a = b.

Las tres propiedades anteriores implican que la relacion definida es de orden parcial.
Seaa <byz € G. Se tiene (x+b) — (x+a) =b—a € Py, por tanto, x + a < x + b.
Luego, G es un grupo ordenado. Ademsds, 0 < a es equivalente a que a € P, es decir,
P es el cono positivo de G.

En resumen, existe una correspondencia biyectiva entre los conos de G y las relaciones
de orden compatibles con la estructura de grupo. Cuando consideremos un solo orden
en (G, a menudo escribiremos P = G™. Si, por el contrario, consideramos mds de un
orden, denotaremos (G, P) al grupo G dotado del orden inducido por el cono P.

Observacién 17. Ciertamente, —P = {z € G /x < 0}, y a los elementos de tal con-
junto los denominaremos negativos. Es claro que — P también es un cono: si z,y € —P,
tenemos que x+y < y < 0y, por tanto, se cumple (i) en la proposicién 15. La segunda
propiedad es inmediata sin mas que notar que —(—P) = P. De esta forma podemos
definir un orden, al que llamaremos orden dual: x <y en (G, —P) si, y solo si, y < x
en (G, P).

Observacién 18. En todo grupo ordenado, x < y es equivalente a —y < —z. Como
consecuencia, la aplicacion 7' : (G, P) — (G, —P) definida como T'(z) = —z es un
isomorfismo de grupos: es claro que la aplicacién es biyectiva y, ademéds, T'(x + y) =
=—(r+y)=—-x—y=T(x)T(y), por lo que se trata de un morfismo de grupos.

Si H es un subgrupo de G, entonces Ht = GT N H es un cono de H, el correspondiente
al orden inducido en H por el orden de G.
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Recordemos que una aplicacion 7' entre conjuntos parcialmente ordenados es creciente
si x <y implica T'(z) < T(y).

Proposicién 19. Sean G y K dos grupos ordenados. Sea f un morfismo de G en K.
Para que f sea creciente es necesario y suficiente que se cumpla f(GT) C K.

Demostracion: Supongamos que f es creciente. Sea © € G*. Como z > 0y f es
creciente, entonces f(z) > f(0) = 0. Luego, f(z) € K.

Ahora supongamos f(GT) C KT, y veamos que f es creciente. Dados x,y € G tales
que = <y, se verifica que y — x € G y, por hipétesis, f(y) — f(z) = f(y —x) € K.
Luego, f(z) < f(y), es decir f es creciente

Proposiciéon 20. Un grupo ordenado G esta totalmente ordenado si, y solo si, G =
Gt uU-GT.

Demostracion: Si G esta totalmente ordenado, entonces, dados z,y € G, se cumple
xr <yoy < x. Tomando y = 0, obtenemos que, o bien x > 0, 0 z < 0, y de esta manera
G = GT U —GT. Suponemos ahora G = GT U —-G™. Si z,y € G, entonces se tiene
x —y € Gy, por hipétesis, o bien x —y € G, lo que implicax >y, 0 x —y € (—G™T),
lo que implica x < y. Luego, concluimos que G esta totalmente ordenado.

Definicién 21. Un conjunto parcialmente ordenado se dice filtrante si todo par de
elementos en él poseen una cota superior y una cota inferior.

Proposicién 22. Sea (G, P) un grupo ordenado. Para que G sea filtrante, es necesario
y suficiente que G = P + (—P).

Demostracion: Supongamos G filtrante. Sea x € GG. Existe un y tal que 0 <y, x <.
Entonces, y € Py, ademds, v —y € —P. Luego, x =y + (z —y) € P+ (—P).

Reciprocamente, sean a,b € G. Por hipotesis se tiene a = * — y, b = u — v, con
x,y,u,v € P. Se deduce entonces a < z < zr+uyb < u < x4+ u, y también
a>—-y>-y—vyb>-—v>—y—wv Porlo tanto, hemos encontrado una cota
superior y una cota inferior para a y b, luego G es filtrante.

Proposicién 23. Sea (G, P) un grupo filtrante, (H, Q) un grupo ordenado y f una
aplicacién de P en @ que verifica f(a +b) = f(a) + f(b). Entonces existe un tnico
morfismo creciente de G en H que prolonga a f.

Demostracion: Tomemos x € G. De acuerdo a la proposicién anterior, existen a,b € P
tales que * = a — b. Supongamos ahora que * = a —b = d — ¢ con a,b,c,d € P.
Se tiene ¢ +a = d + by, por lo tanto, f(c) + f(a) = f(d) + f(b), lo que implica
fla) = f(b) = f(d) — f(c).

Definimos f(z) = f(a) — f(b) si # = a — b. Debido al razonamiento anterior f estd
bien definida. Para mostrar que f es un morfismo, sea * = a — b, y = u — v con
a,b,u,v € P. Entonces t +y=a—b+u—v = (a+u) — (v+b), llegando a:

fla+y) = flat+u) = flo+0) = (fla) = f(b) + (f(u) = f(v)) = f(x) + f(y)

En conclusion, f es morfismo.
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Veamos que f prolonga a f. Para ello veamos primero que f (0) = 0. Dado que 0 = 040,
tenemos f(0) = f(0)+f(0) y, por tanto, f(0) = 0. Ahora, sea x € P. Se tiene x = z—0,
por lo que f(z) = f(z)— f(0) = f(z), y f prolonga a f. Por tltimo, por la proposicién
19 se tiene que f es creciente, ya que f(P) = f(P) C Q.

2.2. Reticulos

En esta seccién introduciremos el concepto de grupo reticulado, a partir de los grupos
ordenados que ya hemos visto y la estructura de reticulo que ya fue definida en el
capitulo anterior.

Recordemos que un reticulo era un conjunto parcialmente ordenado en el que cada par
de elementos tenian extremo superior e inferior.

Definicién 24. Un grupo reticulado es un grupo ordenado que tiene estructura de
reticulo.

A continuacién veremos algunas propiedades de los extremos inferiores, superiores y
las relaciones entre ellos.

Propiedades 25. Sea G un grupo ordenado y a,b,c € G. Entonces se tienen las
siguientes propiedades:

(i) Javb=3(a+c)V(b+c),ysetiene (a+c)V(b+c)=(aVDb)+c

(iii) 3avb=13

) (

(i) 3aAb=3 (a+c)A(b+c), ysetiene (a+c)A(b+c)=(aANb)+c

) (—a) A (=b), y se tiene (—a) A (=b) = —(a V b)

) (—
)
)

(
(
)
)

(iv) 3aAb=3 (—a)V (=b), y se tiene (—a) V (=b) = —(a A b)

(v) 3avb=3aAb, ysetieneaAb=a+b— (aVb)

(vi) 3aAb=3TaVb ysetieneaVb=a+b— (aAb)

Demostracion: Tanto (i) como (ii) se deducen de lo siguiente. La aplicacién T" definida
en G dada por T'(z) = x + ¢ es un automorfismo y, por lo tanto, es un isomorfismo. Se
cumple entonces tanto (a Vb) +c=T(aVb) =T(a) VT (b) = (a+c)V (b+ c) como
(anb)+c=T(aNnb)=T(a) NT(b) = (a+c)A(b+c).

Veamos ahora (iii) y (iv). Definimos la aplicaciéon T': (G, P) — (G, (—P)) dada por
T(x) = —x. Se trata de un isomorfismo de grupos y, por tanto, conserva tanto los
supremos como los infimos (se entiende V = Vp). Pero justamente los V en (G, —P)
son los A en (G, P), debido al orden dual que comentamos en una observacién anterior.
Y de manera analoga para los A. Por tanto, en resumen, tenemos: —(aVb) = T'(aVb) =
T(a)VT() =(—a)V_p(=b) = (—a) A (=b). De manera analoga se tiene para el caso
de los infimos..

Por tltimo veamos (v) y (vi). Probaremos solo la (v), ya que la otra se obtiene por
dualidad. Dicha propiedad se deduce de lo siguiente:
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aNb=(b—a+a)AN(b—b+a)=b+ ((—a) AN (=) +a=a+b—(aVD)

Donde la segunda igualdad es consecuencia de (ii), y la tercera de (iii).

Definicién 26. Llamaremos sup-semirreticulo (resp. inf-semirreticulo) a un conjunto
que cumple que, dados dos elementos, su extremo superior (resp. extremo inferior)
existe.

Observacién 27. Debido a las propiedades anteriores, si G es un grupo ordenado y
un inf-semirreticulo o un sup-semirreticulo, entonces GG es un grupo reticulado y se
tiene ademéds a + b = (a V b) — (a A b), para todos a,b € G.

Proposicién 28. Sean z,y, z,w € G tales que x + y = z + w. Entonces,
r+y=(xV2)+(yAw).
Demostracion: Se tiene:
(V) +yAw)=@VE@t+ty-—w)+yrw) =z+wVy) —w+(yAw) =
=z+(wVy)+yYAw)—w=cx+yt+tw—-—w=x+y

En la segunda igualdad hemos utilizado la propiedad 25.(ii), mientras que la cuarta se
tiene por la 25.(v).

Proposiciéon 29. Sea G un grupo ordenado, y sean y, z € G tales que existe y A z.
Seana=y— (yAz),b=z—(yAz), x=y— z Entonces se cumple lo siguiente:

(i) anb=0,a—b=z

(i) a=2Vv0,b=(—2)V0O=—(zA0)

Demostracion: Por la propiedad 25.(ii), tomando ¢ = —(y A z), obtenemos a A b =
(yAz)—(yAz)=0. Entonces es obvio, por como habiamos definido z, que z = a —b.

Por la propiedad 25.(iv) existe (—z)V(—y), y por la 25.(i) también existe (y—z)V(y—y)
y tenemos lo siguiente: (y—2)V(y—y) = y+((—2)V(—y)) = y—(yAz) = a. Esto quiere
decir justamente que a = z V 0. De manera analoga, existe (z — z) V (z — y) y se tiene
(z—2)V(z—y) = 24+ ((—2)V(—y)) = z2—(yAz) = b,y por ello b = (—z) V0O = —(zAO).

Proposicién 30. Sea G un grupo dotado de una estructura de sup-semirreticulo o
inf-semirreticulo. Las propiedades siguientes son equivalentes:

(i) G es un grupo reticulado

(ii) Para todo a,b,c € G, c+ (aVb) = (c+a)V (c+b).

Demostracion: Si G es reticulado, por la propiedad 25.(i) se tiene (ii). Reciprocamente,
si se cumple (ii), tenemos que G es ordenado: sia < b, (c+a)V(c+b) = c+(aVb) = c+b
y, por tanto, (¢ + a) < (c+ b). Teniendo en cuenta la observacién 27, deducimos que
G es un grupo reticulado (es ordenado y existen tanto V como A para dos elementos
cualesquiera).
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Teorema 31. Sea GG un grupo ordenado. Las condiciones siguientes son equivalentes:
(i) G es un grupo reticulado
(ii) Para cada x € G, existen a,b € G talesquex =a—by aANb=0.
(ili) Para cada z € G, existe z V 0.

Demostracion:

(i)= (ii): Supongamos G reticulado, y sea x € G. Sean y, z € G tales que x = y — z,
y definamos a y b como en la proposicién 29. Entonces, por esa misma proposicion,
obtenemos r =a —by aAb=0, como queriamos ver.

(ii)=-(iii): Por hipétesis, suponemos que existen a,b tales que z =a—by aAb=0.
Sean y = a, z = b. Se verifica que y A 2 = a A b = 0. Por tanto, podemos aplicar la
proposicién 29 y concluir que z V 0 existe y de hecho es igual a a.

(iii)= (i): Sean z,y € G. Entonces 0V (y — ) existe. Por la propiedad 25.(i) existe
también x + (0V (y —x)) =z V (r+y —x) =2 Vy. Y por la propiedad 25.(v) existe
aANby G es reticulado.

Proposicién 32. Un grupo reticulado esta totalmente ordenado si y solo si a Ab =0
implicaa=00b=0.

Demostracion: Si G es totalmente ordenado la condicion es evidente que se cumple, ya
que, o bien a < by tenemos a =0, 0 b < a y b= 0. Veamos el reciproco. Supongamos
que se cumple dicha condicion, y sea = € G. Por el teorema anterior, existen a, b tales
que z =a—byaAb=0. Esto, en particular, implica que, o biena =0y x = —b <0
(yaque b>0),0b=0yx=a<0.En conclusién, lo que acabamos de ver es que
G = P U —P. Por la proposicion 20 tenemos que G es totalmente ordenado.

La proposiciéon que viene a continuacién nos permitird caracterizar los grupos reticu-
lados a través del cono positivo P.

Proposiciéon 33. Sea GG un grupo ordenado. Las condiciones siguientes son equiva-
lentes:

(i) G es un grupo reticulado
(ii) G es filtrante y P es un sup-semirreticulo.

(iii) G es filtrante y P es un inf-semirreticulo.

Demostracion: Es evidente que (i)=-(ii) y que (i)=-(iii). Veamos las implicaciones que
faltan:

(il)= (i): Sea = € G. Existe un a tal que a < x,0, ya que G es filtrante. Tenemos que
a + P es sup-semireticulo, para todo a € G, ya que es isomorfo a P por la traslacién

t — a+t. Por ello, x V., p 0 existe; veamos que coincide con x V 0. Sea z una cota
superior de z y 0 en GG. Veamos que z € a+ P, lo que garantizara que xV,,p0 = z V0.

Tenemos 0 < z,x < z y, por tanto, a < = < z. Luego, 2z = a+ (2 —a) € a + P.
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Podemos afirmar entonces que z V 0 existe y coincide con el calculado en a + P. Para
concluir basta con aplicar el teorema 31.

(iii)=(i): Notemos primero que, para todo ¢ € G, ¢ + P es un inf-semireticulo, por el
mismo razonamiento que antes. Se tiene entonces la siguiente propiedad (que probamos
a continuacién): si a,b < z,y existe un v tal que a,b < v < z,v.

Puesto que G es filtrante, dados a, b, existe ¢ tal que ¢ < a,b. Luego, x,y € cP, ya que
¢ < z,y implica (x —c¢), (y—c) € P. Dedonde, v = c+(x—c) € c+ P,y =c+(y—c) €
c+ P. Veamos que v = x A, py satisface lo deseado. Ciertamente v < x,y. Probemos
que a,b < v. Observemos que a,b € ¢+ P, pues ¢ < a,b. Ademas, teniendo en cuenta
que a € ¢+ P, de a < z,y deducimos que a < v = Aoy p y. Andlogamente b < v.

Veamos a continuacién que G es un inf-semirreticulo y, por la observacion 19, podremos
concluir que G es un reticulo. Tomemos a < z,y, dado que G es filtrante. Asi pues,
x,y € a+ Py, puesto que aP es un inf-semirreticulo, existe ¢ = = A, p y. Probemos
que g =T A Y.

Ciertamente g = = A,yp y es una cota inferior de {z,y}. Veamos que ¢ es la mayor
de las cotas inferiores de {x,y} en G. Sea b < x,y. Debemos probar que b < g. Por
la propiedad que acabamos de probar, existe v tal que a,b < v < z,y. Como a < v,
entonces v € aP. Luego, v < x Aqyrpy =g. De b < v < g, deducimos que b < g.

Proposiciéon 34. Sea G un grupo reticulado, y x € G. Si nx > 0, para algin n € N,
entonces x > 0.

Demostracion: Por la aplicacién de manera recurrente de la propiedad 25.(ii), tenemos
la siguiente igualdad: n(z A0) = nx A (n — 1)z A ... Az A 0. Por tanto, se deduce lo
siguiente:
n(xA0)=nzA(n—1)xA .. ANzA0=
=n—1DzAn-=2)xA .. AzAN0=(n—1)(xA0)

La segunda igualdad es consecuencia de la hipétesis. Por tanto x A0 = 0, lo que implica
z > 0.

Definicién 35. Un grupo G se dice que carece (o es libre) de torsion si se cumple lo
siguiente:

para todo x € G,n € N, nx = 0 implica que z = 0.

Corolario 36. Todo grupo reticulado carece de torsion.

Demostracion: Sea G un grupo reticulado, y sea x € G. Si nx = 0, se tiene, por la
proposicién anterior, que x > 0. Tomando opuestos tenemos también n(—x) = 0 v,
aplicando de nuevo dicha proposicién, tenemos (—x) > 0. Luego, = < 0. En conclusién,
x =0,y G carece de torsion.

Proposicién 37. Un grupo reticulado es un reticulo distributivo, es decir, se satisfa-
cen las dos igualdades siguientes para todo z,y, 2z € G-

(i) zV(yAz)=(xVy A(zVz2)
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(i) zA(yVz)=(xAy)V(zAz)

Demostracion: Demostraremos solo (i), pues la segunda se deduce de la primera por
dualidad. Se tiene que x V (y A z) < x Vy, y también z V (y A z) < x V z. Por tanto
zV(yAz)<(zVy AxVz).

Seat =yAz. Det < ysededuce que 0 < y—ty, por tanto, x < y—t+z < y—t+(tVa).
Ademsds, 0 < (t V) — ¢, por lo que se deduce y < y —t+ (¢t V x) y, por tanto,
xVy <y—t+(tVx). Deigual forma se demuestra que x V z < z —t + (t V z).
Finalmente, llegamos a
(VyAN(zVz)<(y—t+ (V) A(z—t+(tVr)=
=(yNz)—t+(tVe)=tvVe=xV(yAz)

Teorema 38. Sea G un grupo reticulado. Sean aq, as, ..., a,, y b1, bs, ..., b, elementos
positivos tales que ay+as+...+ay, = by+bo+...+b,. Existen elementos (¢;;)1<i<m,1<j<n
tales que:

n m
a; = E Cij y bj = E Cij
j=1 i=1

Demostracion: Para demostrarlo, primero probamos el caso en que m = n = 2. Se
tiene, a; + as = by + by y, entonces, by — a; = as — by. Definimos:

ci1 = a; Aby, ci2 = a1 —ci1, ca1 = by —ci1, Co2 = az A by

Se tiene, ¢11 + 12 = a1 y ¢11 + ¢21 = by y, entonces:

C21 + Co2 — bl — C11 -+ (ag AN bg) = ((—al) V (—bl)) + bl + (CLQ A\ bg) =
= ((bl — al) V O) + (CLQ A\ bg) = (((12 — bg) V O) + (CLQ A\ bg) =
= as + ((—CLQ) vV (—bg)) + (CLQ VAN bg) = Q2

Cig + Coo = a1 — C11 + (CLQ VAN bg) = ((—CL1> V (—bl)) + a1 + (CLQ N bz) =
= ((ay — b)) VO) + (ag Aby) = ((by — az) VO) + (ax A by) =
= by + ((—a2) V (=b2)) + (az A ba) = bo

Por lo tanto, la propiedad se cumple en este caso. Pongamos ahora m > 2 y n > 2.
Supongamos la propiedad cierta para p < my ¢ =n. Como (ay + ... + @p_1) + @ =
by + ... + bn, por hipdtesis se tiene que existen elementos positivos (t})j<n v (])j<n

J
tales que: . .
Wt ot G =3t am =Y 1], b=t + ]
i=1 j=1

Consideramos la primera de las igualdades, y aplicamos de nuevo la hipdtesis de in-
duccién. Existen elementos (u;;)1<i<m—1,1<j<n—1 tales que, para ¢ < m — 1, se tiene:

n m—1
. /
a; = 5 ujj yparaj<mn, t;= E Ui
j=1 i=1
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: o _ " ] gy n__N\~moo
Si ponemos up,; = t7, se deduce an, = Y i) Up; y bj =)+t =310 wy

Hemos demostrado, por tanto, que la propiedad es cierta para p = m y [ = n. Inter-
cambiamos a; y b; y suponemos que el teorema es cierto para p = my ¢ < n. Entonces,
de manera andloga a lo anterior, se prueba que también se cumple parap =my q = n.
Por tanto, hemos visto finalmente todo lo que queriamos.

Corolario 39. Sea GG un grupo reticulado. Sean a, by, ..., b, elementos positivos de GG
tales que a < by + ... + b,. Entonces, existen elementos positivos (a;)1<i<, tales que
a=a,+..+a,ya <b;, para cada 1.

Demostracion: Si tomamos a' = by + ... + b, — a, entonces es evidente que a’ > 0y
que a +a’ = by + ... + b,. Por tanto, aplicamos el teorema anterior a dicha igualdad y
existen (¢ij)i<m,j<n tales que:

n n 2
CL:ZCU , a/:ZCQj y bj:ZCijzclj+02j
=1 j=1 i=1
Tomando a; = ¢y;, se tiene a; > 0, a = a1+...+a, y también a; < a;+co; = c1;+c9; = b;.
Corolario 40. Sea (G, P) un grupo reticulado. Si x,y, z € P, entonces = A (y + z) <

<(zAy)+ (zAz).

Demostracion: Como z A (y + z) < (y + z), aplicando el corolario anterior deducimos
que existen s, tales que x A (y +2) = s+t, con 0 < s <y, 0 <t < 2z Por tanto,
s < s+t <z, loque implica s < x A y. Por un razonamiento analogo, t < s+t < x
implica t < x A z. Concluimos entonces x A (y + z) < (z Ay) + (z A 2).

A continuacion introducimos el concepto de ortogonalidad y unas propiedades elemen-
tales.

Definicién 41. Sea (G, P) un grupo reticulado, y sean a,b € P. Se dice que a y b son
ortogonales, y lo denotaremos a_Lb, si a A b = 0.

Propiedades 42. Sea (G, P) un grupo reticulado, y sean a,b € P, ¢ € G. Se cumple
lo siguiente:

(i) albsi, ysolosi,a+b=aVb

(ii) Sialbyc >0, entonces a Ac=aA (b+c)
(iii) Si alb,¢>0y a<b+c, entonces a < ¢
)

(iv) Sialbyale, entoncesaNc=aA(b+c)=0

Demostracion: De la propiedad 25.(iv) tenemos a Ab = a+ b — a Vb, de lo que se
deduce de manera clara (i).

Es claro que a A ¢ < a A (b + ¢). Por otro lado, debido al corolario 40, se tiene
aN(b+c) < (anb)+(aNc)=aAc, donde la igualdad es consecuencia de la hipétesis.
Por tanto, se tiene (ii).
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A partir de (ii) se deduce de manera trivial (iii), ya que a < (b+ ¢) implica a A ¢ = a,
lo cual implica, a su vez, a < c.

Por tltimo, (iv) vuelve a ser consecuencia de (ii). Como a y ¢ son ortogonales tenemos
que ¢ > 0y, por (ii), tenemos: a A (b+ ¢) = a A ¢ = 0. Concluimos asi que a y b+ ¢
son ortogonales.

2.3. Parte positiva, parte negativa y valor absoluto.

En R¥ son bien conocidos los conceptos de valor absoluto, parte positiva y parte
negativa. En este apartado definiremos este concepto en el caso de grupos reticulados,
y daremos las propiedades y resultados ma&s relevantes. Supondremos entonces que
trabajamos siempre en un grupo conmutativo reticulado G.

Definicién 43. Sea x € G. Llamaremos parte positiva y, respectivamente, parte ne-
gativa de = alos elementos zt =2 V0yz~ = —-2V0=—(zA0).

Es evidente entonces que > 0 si, y solo si, z~ =0, y x < 0 si y solo si 1t = 0.

Observacién 44. Sea x € G. Debido a la proposicién 22, se deduce lo siguiente:

(i) r=at—a ,2" A" =0

De nuevo, por la proposicién 22 junto con esta ultima observacion, se tiene el siguiente
resultado cuya demostracién es trivial.

Proposicién 45. Sean x,y,z € G. Se verifica que r =y — z e y A z = 0 si, y solo si,
y=x"yz=ua".

Propiedades 46. Sean x,y € GG, n € N. Se verifican las siguientes propiedades:
(i) z <gysi,ysolosi, at <yt yy <a”
(i) (x+y)" <2t +y", (r+y)” <27 +y”
(iii) (nx)* =nz™, (nx)” =nx”
Demostracién: Veamos (i). Es evidente que, si & < y, entonces 2t =2Vv0 < yVvV0 =y*

y también y~ = —(yA0) < —(zA0) = z~. Reciprocamente, x = 27—z~ < yT—y~ =y.

Se tiene que = < 27 | y < yT, lo que implica z + y < 27 + y*. Por la propiedad (i)
que acabamos de probar, (z +y)" < 2™ +y*, ya que (zF +y")" = 2T + yT al ser
positivo 2T + y*. La otra desigualdad se razona de manera andloga.

Por ultimo, veamos (iii). Pongamos y = 2% , 2 = ™. Se tiene que x = y — z. Por tanto,
nx = ny — nz. Por otro lado, aplicando la propiedad 42.(iv) de manera recurrente con
b=c=y, b= c= z, obtenemos que ny_Lnz. Por la proposicién 45 se tiene entonces
que ny = (nz)T y nz = (nx)".
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Definicién 47. Sea a € G. Llamaremos valor absoluto de a al elemento |a| = a V —a.
Observacién 48. De la definicion, es inmediato que |a| = | — a|. También se deducen
las tres propiedades siguientes:

(i) |a] <z si,ysolosi, —z <a<ux

(ii) |a| >0

(iii) |a| =0 si, y solo si, a =0

Proposicién 49. Sean a,b € G. Se tiene |a —b| = (a V b) — (a A D).
Demostracion: Tenemos lo siguiente:
(aVvb)—(aAb)=(aVb)+(—aV—-b)=0Vb—a)V(e—bVO=|a—0bVO0=|a—D

La pentltima igualdad es consecuencia de la propiedad 25.(i), y la ultima es evidente
por la observacién anterior.

Observacién 50. Si en la anterior proposicién b = 0, entonces |a| = a™ + a™.

Propiedades 51. Sean a,b € GG,n € N. Entonces se verifican las siguientes propieda-

des:
(i) |na| = nla|

(ii) |a Vo] <la| v [b] < |af + [b]
)
)

(iii) |a+ 0|V |a —b| = |a| + |b]
1

(iv
Demostracion: A partir de la observacién anterior, junto con la propiedad 46.(iii),

tenemos lo siguiente: |na| = (na)t + (na)™ = n(a*) +n(a™) = n(at +a~) = nla|, y
por tanto se tiene (i).

| +b[ Aa—b] = [la] —[b]]

La segunda desigualdad de (ii) es evidente. La primera se deduce de lo siguiente:
lavbl=(aVb)V(—aN—-b) <aVbV—aV—b=la| Vb
La propiedad (iii) se tiene por lo siguiente:
ety Vi —yl=@+y V(e -y V-y V- =
= (lzl =) V(2| +y) = |z| + [y]
Por ultimo, veamos la propiedad (iv). Tenemos las dos igualdades siguientes:
(@+y) Az —yl=(z+y) ANz —y)V(@+y) Ay —2z) =
= (@ =y vV (y — [=])
(—z—y)A|r—yl = (=2 =y V (=y — |z])
Lo anterior es justo el miembro de la izquierda de (iv). Tenemos entonces:

(=l vy —lzD) vV (=z =)V (=y = lzl) = (=] = [yD) vV (Jy| = |=]) = [l=] = [y]]
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Observacion 52. De la propiedad (iii) se deduce de manera trivial un resultado bien
conocido como es la desigualdad triangular. La enunciamos a continuacion.

Proposicién 53. (Desigualdad triangular). Sea G un grupo reticulado conmutativo.
Entonces, para todo par de elementos a,b € G, se satisface |a + 0| < |a| + |b].

Proposicién 54. Sia > 0,b> 0, entonces a Ab =0 si, y solo si, a + b= |a —b|.

Demostracion: Supongamos a A b = 0. Por la proposicién 49, tenemos |a — b| = a V b.
Y, por la propiedad 42.(i), a + b = a V b. Luego, a + b = |a — b|.

Reciprocamente, supongamos a + b = |a — b|. Entonces, de nuevo por la proposicién
49, se tiene a+b=(aVb) — (aANb) <aVb<a+b. Estoimplicaa+b=aVby, por
la propiedad 42.(i), se tiene a A b = 0.

Proposicién 55. Sean a,b, ¢ € G. Entonces |(aVc)—(bVe)|+|(aNc)—(bAc)| = |a—Db.

Demostracion: Pongamos © = aAby t = |a— b|. Se tiene entonces, por la proposicion
49: aVb=|a—0bl+ (a ANb) =t+ x. Desarrollando cada uno de los términos de la
izquierda de la igualdad llegamos a lo siguiente:

[(ave)—=(bVe)|=(aVvbVve)—((anb)Ve)=(t+x)Ve)—(xVc)
[(anc)=(bAc)=((aVd)Aec)—(aNbAc)=((t+x)Nc)—(xAc)
Por lo tanto, lo que tenemos que demostrar es:

(t+z)Ve)—(zVe)+((t+z)ANe)—(zAc)=1t siy sdlosi

(t+x)Ne)—(zVe)=t+(zNc)—((t+z)Ve)

El lado izquierdo de la igualdad anterior es lo siguiente:
(t+2)ANe)=(zVe)=(—z A=)+ (t+x)ANc)=tAN(c—2)AN({t+ax—c)N0 =
=(c—xz)AN(t+x—c)NO, yaque t >0
Y el derecho es igual a:
t+@ne)—(t+z)Ve)=((—z—t)A—c)+(t+a)A(t+¢)) =
=tAN(c—2)ANt+z—c)ANO=(c—x2)AN(t+2—0c)AD

De esta forma hemos demostrado la igualdad que queriamos y se cumple la del enun-
ciado.

Corolario 56. Sean a,b € G. Entonces |[a™ —b"| <|a—b|y |a™ —b"| < |a —b|.

Demostracion: Se deduce de la proposicién anterior tomando ¢ = 0.

Proposicién 57. Sean a,b € G. Entonces a®™ A bt < (a +b)*.
Demostracion: Sea x = (a+b)". Observemos que © —a > —a, ya que > 0. Ademas:
r—b=(a+b)"—b=((a+b)V0)—b=
=((a+b)—=b)V(0—0b)=aV(-b) >a
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Luego, se tiene:
r—(aNb)=z+ ((—a)V(=b) =
=(x—a)V(x—0b >(—-a)Va=la| >0
En consecuencia, x — (a A b) + (a A b) > a Ab. De donde, © > a A b. Ademés, x > 0,

luego, = > (aAb) V0. Puesto que G es un reticulo distributivo (por la proposicién 37),
z>(aANb)VO=(aVO)A(DV0)=a" Ab". Luego, (a+b)t =z >at AbT.

2.4. Morfismos de grupos reticulados.

Definicién 58. Sean G'y H dos grupos reticulados y f una aplicacion de G en H. Se
dird que f es un [-morfismo si se dan las dos siguientes condiciones:

(i) f es un morfismo de grupos: f(a +0b) = f(a) + f(b), para todo a,b € G

(ii) f es un morfismo de reticulos: f(a V b) = f(a) VvV f(b) y f(a Ab) = f(a) A f(b),
para todo a,b € G

Si G y H son grupos reticulados y f : G — H es un morfismo de grupos tal que
flaVvb) = f(a)V f(b), para todo a,b € G, entonces, de las propiedades vistas en 25
se deduce que f es un [-morfismo. Andlogamente si f(a Ab) = f(a) A f(b), para todo
a,beqG.

Diremos que un [-morfismo es [-isomorfismo si es biyectivo. Veremos que la aplicacién
inversa de un [-isomorfismo es también un [-morfismo.

Proposicién 59. Sea f un l-morfismo de G en H. Se verifica lo siguiente:
(i) f(GT) S HT
(i) Si f(G) = H, entonces f(GT)=H*

Demostracion: Si x € G, se tiene x = x V 0 y, por tanto, f(x) = f(x) V0 € HT. Se
tiene por tanto (i).Veamos (ii): sea y € HT. Existe un = € G tal que f(z) = y. Se
tiene, V0 € Gty f(zV0) =y V0 =y. Se cumple entonces también (ii).

Proposicién 60. Sean G 'y H dos grupos reticulados y f : G — H un [-isomorfismo.
Entonces f~! es también un I-morfismo.

Demostracion: Es evidente que f~! es morfismo de grupos. Veamos que es morfismo
de reticulos. Para ello probemos que conserva los extremos superiores, ya que el caso
de los extremos inferiores es analogo.

Como f es inyectiva, nos basta ver que f(f~'(y1Vy2)) = f(f " (y1) V [ (y2)). Por un

lado, f(f~H(y1Vy2)) = y1 Vo y, al ser f l-morfismo, tenemos f(f~(y1) V [~ (y2)) =
FUF Y w)) vV F(fH(y2)) = y1 V y2. Por tanto, tenemos la igualdad buscada.

Observaciéon 61. Un morfismo de grupos que sea creciente no es necesariamente
un morfismo de grupos reticulados. Un ejemplo es el que vimos en el capitulo de
preliminares tras la definicién 8. Si tomamos la aplicacién identidad f de R? con el
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orden usual en R? con el orden lexicogréfico, se trata de una aplicacién creciente,
pero no es morfismo de grupos reticulados. En efecto, tomando los mismos puntos que
tomamos entonces, tenemos que (1,2) V (2,1) = (2,2) (con el orden usual), mientras
que (1,2)Vier(2,1) = (1,2). Por ello no es l-morfismo al no verificarse f((1,2)V(2,1)) =

f((1,2)) Vies f((2,1)).

Teorema 62. Sean G y H grupos reticulados y f un morfismo de grupos entre G y
H. La condiciones siguientes son equivalentes:

(i) f es [-morfismo
(ii) f(|z|) = |f(z)| para todo z € G
(iii) Si zLly, entonces f(x)Lf(y) para todo x,y € G

(iv) f(x™) = f(z)", para todo = € G

Demostracion:
(i)=(ii): Es evidente por la definicién tanto de [-morfismo como de valor absoluto.

|f(x)]. Si x>0,
>

0. Ademss, se

(ii)=-(iil): Supongamos que, para todo = € G, se verifica f(|z|) =
entonces f(z) = f(|z|) = |f(x)] > 0. Si Ly, entonces x > 0,y
verifica que |f(z) — f(y)| = [f(z —y)| = f(lz —y]).

Por la proposicién 54, tenemos que f(z)Lf(y) siy solo si f(z +vy) = f(Jx —y|). Y
esto es cierto de nuevo por tal proposicién, ya que x Ly siy solo si z +y = |z — y|.

(iii)=(iv): Como a* L x~, tenemos f(z*) L f(z~). Dado que f(x) = f(z™) — f(z7),

por la proposicién 45 concluimos f(z*) = f(x)".

(iv)=(i): Notemos que x Vy = = + (y — x)". Por tanto, se tiene:

flavy) =f@)+ f(ly—2)+) = fl2) + fly—2)" =
=[(@)+ (fly—2) V)= f(z)V [(y)

Luego, f conserva los extremos superiores; también conserva los inferiores debido a la
igualdad que ya fue probada anteriormente: xt Ay =z +y — (z V y).

Observacién 63. Si G es un grupo reticulado, la aplicaciéon x — nx es un morfismo
de grupos y, por la propiedad 46.(iii), conserva x*, por lo que el teorema anterior
garantiza que dicha aplicacion es un [-morfismo. De esto se deduce lo siguiente:

n(aVb) =naVnb y n(aAb)=naAnb, para todo n € Ny para todo a,b € G

Recordemos que un semigrupo es un conjunto no vacio junto con una operacién bi-
naria que es interna y asociativa. En nuestro caso la operacién + también cumple la
propiedad conmutativa y, por lo tanto, G es un semigrupo conmutativo o abeliano.

Proposicién 64. Sean GG y H grupos reticulados y sea f un morfismo del semigrupo
G™ en el semigrupo H que conserva V. Existe un unico [-morfismo de G en H que
prolonga a f.
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Demostracion: Por la proposicion 16, existe un tnico morfismo creciente de grupos f

que prolonga a f. Si z,y € G y t = x Ay, se tiene que (f(z Vy) — f(t) € Gty
entonces:

flle=t)V(y—1) =
= fle =)V fly—t)=(flx)V f(y) - )

Por tanto f(z Vy) = f(z) V f(y), y se tiene que f es morfismo.

flxvy) = ft)

2.5. Ejemplos

En este ultimo apartado del capitulo veremos algunos ejemplos relacionados con los
conceptos vistos en él.

Ejemplo 65. Consideremos una familia (G;);e; de grupos ordenados. Sea G = 'HIGi
1€
el producto cartesiano de los G;. Pongamos G = HI (Gy)*. Se ve facilmente que G*
1€

es un cono. Define por tanto un orden en G: si * = (2;)ie; Y ¥ = (Yi)ier, * < y equivale
a x; < y; para todo ¢ € I, es decir, se trata del orden “componente a componente”.
Si ahora suponemos que cada uno de los G; es reticulado, entonces G es reticulado y
e Vy = (ziVyi)ier, v Ny = (i \Yi)ier-

Diremos que G es el producto directo (o producto cartesiano) de los grupos reticulados
G;. Se tiene, ademas, que las proyecciones sobre cada uno de los GG; son [-morfismos.
Siz = (2;)ier € G, llamaremos soporte de = al conjunto S(x) ={i € I /x; # 0}.

Ejemplo 66. Sea G = 'HlGi el producto directo de la familia (G;);er v sea @G,
1€ el

el subgrupo de G formado por los elementos que tienen soporte finito. Tal subgrupo

conserva los extremos superiores e inferiores, por lo que es también un grupo reticulado,

y lo llamaremos suma directa. Se cumple que la inyeccién canénica de G G; en G es
iel

un [-morfismo.

Cuando [ sea finito, como es habitual en estos casos, denotaremos a la suma directa

simplemente por G; & ... & G,

Ejemplo 67. Si X es un espacio topoldgico, el conjunto C'(X) de las funciones con-
tinuas sobre X a valores reales (en el que tanto la suma como la relaciéon de orden se
definen “punto a punto”) es un grupo reticulado, en el cual se tiene:

(f Vg)(x) =sup (f(x),g(r))
(f Ng)(x) =inf(f(x),g(x))

Ejemplo 68. El grupo S de las sucesiones (z,)neny de nimeros reales es un caso
particular del ejemplo anterior, cuando X = N, y en él se verifica: (z,)n V (Yn)n =

(Tn V Yn)n-

En S, existen muchos subgrupos que son grupos reticulados. Algunos de los mas rele-
vantes son los siguientes:
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= El subgrupo de las sucesiones acotadas.
= El subgrupo de las sucesiones convergentes.

» El subgrupo de las sucesiones que convergen a 0.



Capitulo 3

Reticulos vectoriales

Este capitulo estudia los reticulos vectoriales y su representacién como espacios de fun-
ciones continuas. En la primera seccién estudiamos los conceptos mas elementales sobre
ellos, apoyandonos en el capitulo anterior, e introducimos el concepto de [-subespacio.
Estudiamos el espacio cociente que inducen los [-subespacios, y definimos el reticulo de
elementos acotados respecto a un elemento e € E*. A partir de él surgen las nociones
de unidades débiles y fuertes de orden, y lo que siginifica que un reticulo vectorial
sea arquimediano. Exponemos los resultados y ejemplos mas relevantes sobre todo lo
anterior.

En la seccién de representaciéon, ahondamos en el concepto de espectro de un reticulo
vectorial E, Spec E. Establecemos una biyeccion entre el conjunto de los [-subespacios
maximales de E* y los niicleos de elementos del espectro acotado de E, Spec E*. Dota-
mos de una norma tanto al reticulo de los elementos acotados E* como a C(Spec E*)
y definimos la aplicacién que se conoce como representacion de Riez de E*. La ultima
parte de esta seccién estudia todo lo anterior enfocado desde el espacio de funcio-
nes continuas C'(X) a través de diferentes resultados que vamos probando. Para este
capitulo nos hemos basado principalmente en [Pu] y [JR], utilizando en menor medida
también [Bki] y [Wi].

3.1. La estructura de reticulo vectorial

De ahora en adelante todos los espacios vectoriales que consideremos seran sobre el
cuerpo de los niimeros reales R.

Definicién 69. Un espacio vectorial ordenado es un espacio vectorial E dotado de
una relacién de orden parcial < compatible con la estructura vectorial, es decir, que
si x,y € E y se verifica que x < y, entonces se dan las dos siguientes condiciones:

(i) 4+ 2 <y+ z, paratodo z € F
(il) Az < Ay, para todo A € R
Al igual que hicimos en el caso de grupos, definimos el concepto de cono y examina-

remos la relacién de orden que un cono induce en E. Notemos que la tinica diferencia
se da en la propiedad anadida que requerimos en la siguiente definicién.

33
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Definicién 70. Sea E un espacio vectorial. Llamaremos cono a todo subconjunto de
E que cumpla las siguientes tres propiedades:

i) c+CcccC
(i) CN—-C ={0}
(iii) AC C C, para todo A € R

Si E es un espacio vectorial ordenado, llamaremos cono positivo de E al conjunto
Et ={x € E:x > 0}. Es sencillo ver que dicho conjunto satisface las tres propiedades
descritas anteriormente. Ademads, a partir de él podemos definir el siguiente orden
parcial :

r<ysiysolosiy—az € ET"

Reciprocamente, dado un cono C' sobre un espacio vectorial F, entonces en F podemos
definir la siguiente relacion: si x,y € E:

r<ysiy—xelC
Dicha relacién es un orden parcial y dota a E de estructura de espacio vectorial
ordenado cuyo cono positivo es C.

Definicién 71. Sea E un espacio vectorial ordenado. Dados z,y € FE, llamaremos
intervalo cerrado de extremos z e y al subconjunto [z, y] de E definido por la igualdad:

[z,y]={2€FE: r<z<y}l=(x+E")Nn(y— E")

Definicién 72. Un reticulo vectorial (o espacio de Riesz) es un espacio vectorial
ordenado que posee estructura de reticulo.

Un subespacio vectorial F' de un reticulo vectorial E se dice que es un subreticulo
vectorial de E (o subespacio de Riesz) si el supremo y el infimo calculados en E de
todo par de elementos de F estan en F', es decir, si xVy y x Ay estan en en F' siempre
que z,y € F.

Al igual que hicimos en el capitulo anterior con los grupos, definimos también aqui los
conceptos de parte positiva, negativa y valor absoluto de manera similar.

Sea E un reticulo vectorial. Dado € E, recordemos los conceptos que vimos en el
anterior capitulo sobre la parte negativa, la parte positiva y el valor absoluto de .
Se trata de elementos de ET que se denotan respectivamente %, 2~ y |z|, y estaban
definidos como:

T =2Vv0, 27 =(-2)VO0, |z|=2V -2

Se deduce entonces que |z| = 0 si y solo si z = 0, y que dado otro elemento y € E se
satisface:

r<ysisolosi —y < —x, ysixz >0, entonces

ly| < x sisolosiy e |[—x, 1]

A continuacién damos ejemplos tanto de reticulos vectoriales como de subreticulos
vectoriales.
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Ejemplo 73. El cuerpo R de los niimeros reales, con su orden usual, es un reticulo
vectorial.

Ejemplo 74. Sea X un conjunto y R¥ el espacio vectorial de todas las funciones
reales definidas sobre X con las operaciones definidas mediante

(f+9)(x) = f(z)+g(z), f,g € R¥
(Af)(x) =Af(z), A eR

En R¥X tenemos la siguiente relacién de orden, a la que llamamos “orden punto a
punto” (u orden puntual):

Sean f,g € R*, f < g si f(z) < g(r) paratodor € X

Con dicho orden, R¥ es un reticulo vectorial.

Ejemplo 75. R" con el orden componente a componente es un reticulo vectorial.
Se ven de manera sencilla las dos condiciones de espacio vectorial ordenado, y si
= (T1,,Tn), Y = (Y1,--,Yn), se tiene zVy = (x1 V y1,...,2, V y,). Es un caso
particular de lo anterior, tomando X = {1,2,...,n}.

Ejemplo 76. R", n > 2, con el orden lexicografico es un reticulo vectorial. El caso
n = 2 se le suele denominar plano lexicogrdficamente ordenado. De nuevo es sencillo
comprobar que es un espacio vectorial ordenado, y ademas posee estructura de reticulo
ya que esta totalmente ordenado.

Lema 77. (Descomposicion de Riesz). Sea E un espacio vectorial y sean x,y,z € E
tales que z € [0,z + y|. Entonces existen 2.y’ € ET tales que z = 2/ + ¢ y
' €[0,z], ¥y € [0,y]. En particular, se deduce [0, x] + [0,y] = [0,z + y].

Demostracion: Puesto que el espacio vectorial E es un grupo con la operacion +, esto
se deduce del corolario 39, que fue probado en el capitulo anterior.

A continuacién se presenta un lema que retune varias propiedades que merecen la pena
tener en cuenta, ya que seran usadas en varias ocasiones mas adelante. La mayoria de
estas propiedades ya fueron probadas en el capitulo anterior de grupos. Esto se debe
a que todo espacio vectorial E es un grupo con la operacién suma (+).

Lema 78. Sea E un reticulo vectorial y sean x,y,z € E. Se cumplen las siguientes
propiedades:

(vii) Siz,y,z > 0entonces x A (y+2) < (zAy)+ (xAz)
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(viii) Si nz > 0 para algin n € N, entonces z > 0

(ix) Para todo n € N se tiene n(z Vy) = nx Vny, n(z Ay) =nz Any
(x) 2(zVy)=z+y+ |z -y

(xi) [Ax| = |\||z| para todo A € R

(xii) xA(yVz)=(xAy)V(xAz), zV(yAz)=(xVy A(zV=2)

Demostracion:

Por lo comentado antes del lema, de estas doce propiedades, todas menos la (xi) se
cumplen en grupos y ya fueron demostradas. La propiedad (vi) también se verifica
en grupos, pero la probamos ahora ya que no fue vista antes. Por ultimo, (x) es
consecuencia de (ix) y también lo vemos.

Dado x € E es evidente que, o bien x > 0, o x < 0y, por tanto, —z > 0. Entonces se
verifica [z =2V —2z=2V—-2VOV0=(zV0)V(—xzV0) =xtVa .
Tomando en (ix) n = 2 tenemos:

20@Vy)=@+r)V(y+ty) =c+y+(e-yVy-2)=c+y+lz—y
Eso muestra (x). Veamos ahora (xii). Probémoslo para A > 0 (el otro caso es andlogo).
Por un lado:

Ar < Az| y — Az = A—z) < Az| = |Az] < Az
Y como A > 0, tenemos entonces || = [$Az] < $|Az| = Az| < [Azl.

Observacién 79. La propiedad (viii) del lema anterior se puede extender a lo siguien-
te:
Si Az > 0 para algtin A € R*\{0}, entonces z > 0

Esto se deduce de que al ser A > 0, se tiene

1 1

Az >0-=0

AT A
Esto implica = > 0. Por otro lado, (ix) también se puede generalizar de forma anédloga
a lo siguiente:

Para todo A € R, se tiene AM(x Vy) = Az V Ay, ANz Ay) =z ANy

La demostracién es analoga a como se hacia en grupos, considerando el isomorfismo
de conjuntos parcialmente ordenados x +— Azx.

Observacién 80. Conviene recordar algunos resultados del capitulo anterior que se
mantienen en este caso. De la propiedad (ii) se deduce que, para que un espacio
vectorial ordenado sea un reticulo vectorial, basta con que exista x V 0 para todo
x € E. Esto se debe a que xVy = x+ (0V (y — x)). Por otro lado, las propiedades (i),
(ii) y (xiii) son vélidas para familias arbitrarias de elementos de un reticulo vectorial
E.

Recordemos que dados dos reticulos F, F', un morfismo de reticulos entre E'y F' es
una aplicacién T': E — F que cumple las dos propiedades siguientes:

(i) T(xVy)=T(x)VT(y), para todo =,y € F
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(ii) T(xANy) =T(xz) NT(y), para todo z,y € E

Definicién 81. Sean F y F reticulos vectoriales. Una aplicacion T : F — F es un
morfismo de reticulos vectoriales o, abreviadamente, un I-morfismo (si no hay lugar a
confusién) si es una aplicacién lineal y un morfismo de reticulos.

Un morfismo de reticulos vectoriales es isomorfismo de reticulos vectoriales (o I-iso-
morfismo) si es biyectivo. Andlogamente a lo que pasaba en el capitulo anterior con los
grupos, la inversa de un isomorfismo de reticulos vectoriales es también un morfismo
de reticulos vectoriales. Esto lo vemos en la siguiente observacion.

Observacion 82. Para que una aplicacion lineal entre reticulos vectoriales sea un
[-morfismo, basta con que mande supremos en supremos o infimos en infimos. Esto se
debe a la igualdades de (i) en el lema 78. De ellas se deduce que si T' es un morfis-
mo de reticulos vectoriales que conserva los supremos, entonces se tiene lo siguiente
(andlogamente se harfa en el caso de que conservase los infimos):

—T(xAy) =T((=2) vV (=y)) = (=T(x) V (=T(y)) = =(T(x) NT(y))

En relacién con lo comentado en la observacién 80, otra condicién suficiente para
que una aplicacién lineal entre reticulos vectoriales sea [-morfismo es que se tenga
T(xVv0)=T(x)VT(0) para todo = € E.

Veamos que la aplicacién inversa de un [-isomorfismo es también [-morfismo (y, por
lo tanto, [-isomorfismo). Sea T : F — F un [-morfismo, y z,y € F. Existen por tanto
z,w € F tales que T'(2) = z, T(w) = y. Tenemos que ver que la aplicacién inversa
T~ conserva los supremos e infimos. Esto tltimo viene dado por lo siguiente:

T Hovy) =T HT()VT(w) =T T(zVw))=2Vw=T""x)vT y)
Por 1ltimo, se tiene que una aplicacién lineal 7" es [-morfismo si, y solo si, |T(x)| =
T(|z]), para todo = € E. Esto se debe a la siguiente igualdad:

2@Vv0)=2cV0=z+(zV(—2)) =z + |z
Por tanto, T es [-morfismo si, y solo si, se tiene lo siguiente:
2T (xV0)=2(T(z)vVT(0) =T(z)+ (T(x) vV (-T(z)) =T (z) + |T(x)|

De esto ultimo se deduce lo que queriamos.

Definicién 83. Sea F un reticulo vectorial. Un subconjunto S de E se dice que es
solido si se satisface:

{xe E:|z| < |s[} €S, paratodo s € S

Se comprueba sin dificultad que la interseccion de subconjuntos sélidos de F es un
subconjunto sélido de E. Llamaremos [-subespacio de E a todo subespacio vectorial
suyo que sea solido. Un [-subespacio propio serda mazimal cuando no esté contenido
estrictamente en ningin [-subespacio propio de E.

Se verifica que todo [-subespacio de E es un subreticulo vectorial de E. Esto se deduce
de que si z,y € S, entonces |z A y| < |z| y, por ser S sélido, z Ay € S. Por el lema
78.(iii) concluimos que también z Vy € S.



RETICULOS VECTORIALES 38

Ejemplo 84. Sea A el subespacio vectorial de C([0, 1]) formado por todas las funcio-
nes que cumplen f(1/2) = 0. Se trata de un [-subespacio. Esto se deduce de que si
g € A, entonces |g(1/2)| = 0. Por tanto, si f € A es tal que |f| < |g|, con g € A, se
obtiene que f(1/2) =0y, por tanto, f € Ay A es sélido. Veremos més adelante que
este caso se puede generalizar, y probaremos que, de hecho, se trata de un [-subespacio
maximal.

Proposicién 85. Sea E un reticulo vectorial. Entonces se cumplen las dos siguientes
propiedades:

(i) La interseccién de subreticulos vectoriales o [-subespacios son subreticulos vec-
toriales o l-subespacios respectivamente. Por lo tanto, tiene sentido hablar del
subreticulo vectorial o [-subespacio generado por un subconjunto de E.

(ii) Sean F,F, l-subespacios de E. Entonces la suma algebraica F; + F5 es un
l-subespacio de E. Si f € (Fy + Fy)", entonces existen f; € F,", fo € Ff
tales que f = fi1 + fo. En particular, si Fy N Fy, = {0} ysi f € (Fy + F2)™,
entonces f = fi + fo, f1 € F}", f2 € Fy.

Demostracion: (i) es trivial. Veamos por tanto (ii). Es claro que F1+F; es un subespacio
vectorial de E. Sean f € Fy + F,, g € E tales que |g| < |f|. Entonces f = fi + f2 con
f1 € Fi, fo € F3. De la desigualdad siguiente,

g" < lgl < fI < fal + | ol

por el lema de la descomposicién de Riesz deducimos que existen ¢’, ¢” en E tales que
g =9 +49",0<qg <|fi], 0 < ¢" < |fa]. Por ser Fy, Fy l-subespacios tenemos que
g € Ff, ¢" € Fyf, porlo que gt € F[" + F,f. Andlogamente se ve que g~ € " + F;".
Por tanto F} + F3 es un [-subespacio.

Finalmente, sea f € (F; + F»)". Tomando g = f en el razonamiento anterior llegamos
a lo que queriamos probar.

A continuacion veremos los reticulos vectoriales en espacios cociente. Para ello consi-
deraremos un reticulo vectorial E' y un [-subespacio F' suyo. Consideraremos el espacio
cociente F/F, cuyos elementos los denotaremos 7, donde = € E.

Definicién 86. Sean 7,7 € F/F. Definimos T < 7 si existen x; € T, y; € 7 tales que
1 < Y.

A continuacion se encuentra un lema que usaremos para ver que la relacién que aca-
bamos de definir es una relaciéon de orden parcial.

Lema 87. Sean 7,y € E//F. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) =
(ii) Para todo x; € T, existe y; € ¥ satisfaciendo 1 < 1
P

(iii)

Demostracion:

<Y

ara todo z1 € T, y; € ¥, existe ¢ € F satisfaciendo y; — x1 > ¢
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(i) = (ii): Sea z; € T. Veamos que existe un y; € 7 tal que 1 < y;. Dado que 7 <7
por hipétesis, existen z’ € T, vy € ¥ tales que ' < 3. Por definicién, z; = = + f,
¥ =x+ f,y =y+ f}, para ciertos fi, f{, f5 € F. Por tanto, deducimos lo siguiente:

=@ -2)+2' < —2)+y =y +(h-f))=y+ (ot fi—f)
Dado que f5+ f1 — f] € F, el y; buscado es y; =y + (f5 + f1 — f1), v se satisface lo
que pretendiamos.
(ii) = (iii): Sean z; € T,y; € y. Por hipdtesis, existe un ¢y € g tal que z; < y/. Se
verifica entonces lo siguiente:

n-—r=m—yY)+W -—x)zn -y

Tomando ¢ = y; — ¥ se concluye lo que se queria demostrar, pues ¢ € F'y y; —x1 > q.
(iii) = (i): Por hipétesis, existe ¢ € F' tal que y3 — 21 > ¢ o, lo que es lo mismo,
Y1 > x1 + q. Tomamos entonces xo =21 +q €T, Y2 =y1 € 7.

Observacion 88. El orden en el cociente que hemos definido antes se trata de un
parcial. La propiedad reflexiva es clara. Para la propiedad transitiva, sean 7,73,z € E/F
tales que ¥ <7y, ¥y < Z. Por el lema anterior, existen q;,q, € F' tales que y — x > ¢,
z —1Yy > qq. Por tanto, z — x > q1 + @2, v se tiene entonces ¥ < Z.

=

Veamos por tltimo la propiedad antisimétrica. Sean T,y € E/F talesqueT < 7,7 <
De nuevo por el lema anterior existen qi,qy € F tales que y —x > q1, © — y > qo.
Esto implica, en particular, que y — x < —¢q9, * —y < —qy, y por tanto |z — y| <
(—q1) V (—q2) € F. Como F es sélido, se tiene x —y € F, y entonces T = 7.

Teorema 89. FE/F con el orden parcial definido anteriormente es un reticulo vectorial.
En particular, se satisface:

TVy=xzVy, TAy=x Ay paratodoz,y€c E

Demostracion: Veamos primero que E/F es un espacio vectorial ordenado. Veamos
para ello las dos condiciones de la definicién 69.

Sean 7,9,z € E/F tales que T < 7. Aplicando la propiedad (iii) del lema 87, afirmamos
lo siguiente:
T+Z <Y+ 7Zsi,y solo si, existen x1,y1,21 € E/F, q € F tales que
(+z)—(r1+21) =y —21 > ¢
Esto equivale a * < 7. Por lo tanto, se tiene la primera condicién.

Veamos la segunda. Sea A € RT. Si A = 0, es claro que AT < A\y. Si A > 0, dividimos
a ambos lados entre A\, y entonces AT < Ay equivale a T < ¥, lo cual era cierto por
hipotesis.

Veamos ahora que es un reticulo y que se tienen las igualdades del enunciado. Probamos

la relativa a los extremos superiores al ser la otra andloga. Por un lado, es claro que
rVy>zT,xVy>7y,esdecir,zVy <z Vy.

Por tltimo, veamos la desigualdad contraria, para asi concluir la demostracion. Sea
Z € F/F una cota superior de {7, y}. Existen por tanto ¢;, go € F tales que z—x > ¢,

Z—=Y 2 Q.
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Pongamos ¢ = ¢; A ¢2. Es obvio que z — x > ¢q, 2z — y > q. Esto implica
2>+ Vy+q =@Vy +q=z2—(xVy) >q

Esto es lo mismo que decir Z > x V y, por lo que concluimos que t Vy =7 V.

Observacién 90. Sea 7 : F — E/F la aplicacién de paso al cociente, que manda a
un elemento z € E en su clase T € E/F. Entonces del teorema anterior se deduce que
7 es morfismo de reticulos (obviamente es lineal y, ademés, 7(z V y) = m(x) V 7(y)).

Veamos que m(E™) es el cono positivo de E/F. Si x € ET, es decir, si > 0, entonces
ciertamente 7(x) =T > 0. Y reciprocamente, si T > 0, existe un x; € T tal que z; > 0
0, lo que es lo mismo, 21 € ET. Luego, T = n(x1) € m(ET)

Corolario 91. Dado un [-subespacio F' de un reticulo vectorial F, existe una biyecciéon
natural entre el conjunto de los [-subespacios de E que contienen a F'y el conjunto de
[-subespacios de E/F.

Demostracion: Si consideramos la aplicacién 7 de paso al cociente de la observacién
anterior, es bien conocido que las aplicaciones “imagen directa” e “imagen inversa’de
dicha aplicacion establecen una biyeccion entre los subespacios vectoriales de E que
contienen a F'y los subespacios vectoriales de E/F'. Para concluir, al ser 7 un morfismo
de reticulos vectoriales, dichas aplicaciones transforman [-subespacios en [-subespacios.

Definicién 92. Sea E un reticulo vectorial. Fijado un elemento e € E™, definimos el
conjunto

E*(e) ={x € E: |z| < ne para algin n € N}

Es claro que E*(e) # O (pues ne € E*(e) para todo n € Z), y es facil ver que dicho
conjunto es un subreticulo vectorial de E, a el cual llamaremos reticulo de los elementos
acotados de E respecto a e.

Definicién 93. Sea e € E™. Diremos que e es una unidad débil de orden si, para cada
x € BT, se satisface

x:\/{yeE*(e): 0<y<uz}
Dado que 0 < z Ae < z, se tiene que {y € E*(e) : 0 <y < z} # . Llamaremos
unidad fuerte de orden al elemento e si E*(e) = E.

Definiciéon 94. Diremos que un reticulo vectorial es arquimediano si dados x,y € E™T,
el que nx < y, para todo n € N, implica z = 0; o equivalentemente, si dados
r e E, ye E, el que nx <y, para todo n € N, implica x < 0.

El siguiente lema muestra diferentes formas equivalentes de decir que un reticulo vec-
torial dado es arquimediano.

Lema 95. Sea F un reticulo vectorial. Se satisfacen las siguientes equivalencias:

(i) E es arquimediano.
(ii) Siz € E*, entonces inf {Z:n=1,2,..} =0
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(i) Si z € Et,x # 0, entonces el conjunto {nz : n = 1,2,...} no estd acotado
superiormente.

Demostracion:

(i)=(ii): Si y es una cota inferior del conjunto {¥ : n = 1,2,...}, entonces para todo
n € N, se verifica y < % | es decir, yn < z, y por ser arquimediano F concluimos que
y = 0y que el infimo de tal conjunto es 0.

(ii)=-(iil): Supongamos que el conjunto {nz : n = 1,2, ...} estd acotado superiormente.
Entonces existe un y € E* tal que nz <y para todo n € N, lo que implica z < £ para
todo n € N, y por tanto que inf {£ :n =1,2,...} >0, llegando asf a contradiccién.

(iii)=-(i): Sean z,y € E* tal que nz < y para todo n € N. Puesto que el conjunto
{nz: n=1,2,...} estd acotado superiormente por y, entonces x = 0.

Ejemplo 96. Sea R" con el orden lexicogréafico. Ya sabemos, por un ejemplo anterior,
que se trata de un reticulo vectorial. Sin embargo, no es arquimediano. Basta considerar
x = (0,1,0,...,0), ¥y = (1,0,...,0). Tenemos que, para todo n € N, nx < y, pero
x#0=(0,...,0).

Proposicion 97. Sea E un reticulo vectorial arquimediano y e € ET. Son equivalen-
tes:

(i) e es una unidad débil de orden.
(i) z =V, (z Ane), para todo = € E*.

(iii) Si x A e =0, entonces z = 0.

Demostracion: Sea x € ET. Veamos cada una de las equivalencias:

(i)=(ii): Es evidente que z A ne < x, para todo n € N. Sea z € F tal que z A ne < z,
para todo n € N. Veamos que x < z. Por hipodtesis, al ser e unidad débil de orden,
tenemos la igualdad siguiente: © = \/{y € E*(e) : 0 <y < x}. Si tomamos y € E*(e)
tal que 0 < y < z, entonces se tiene que existe un n € N tal que y = yAne < xAne < z.
Por tanto, tenemos = < z, lo que termina de demostrar la igualdad que queriamos ver.

(il)=(iii): Supongamos que x A e = 0. Por tanto, x € ET. Por hipétesis, se tiene
z =\, (z A ne), para todo x € ET. Ademads, por el lema 78.(vii), tenemos x A ne <
n(z Ae) =0, con lo que concluimos z = 0.

(iii)=(i): Sea z € ET tal que 0 <y < z, para todo y € E*(e). Veamos que = < z, es
decir, que A z = z. Pongamos t = (x — 2 A z) Ae. Paratodoy € E*(e), 0 <y <=z
se tiene:

t+y<t+azAz<z—axzAz+xANz==x

Comot € E*(e),0 <t < x, por lo anterior con y = t obtenemos 2t < z, y por induccién
se tiene nt < z. Al ser E arquimediano, concluimos ¢t = 0, es decir, x = x A z.

Observacién 98. De la proposicion anterior (en concreto la propiedad (iii)) deduci-
mos que si e es una unidad débil de orden, entonces e = 0 si, y solo si, £ = {0}.
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Ejemplo 99. Si X es un espacio topoldgico, entonces C'(X) es un reticulo vectorial
arquimediano en el que la funcion constante 1 es una unidad débil de orden. Esto se
ve facilmente debido a la proposicién anterior, ya que si f € C(X), con f A1 =0,
entonces f = 0.

Si denotamos con C*(X) el conjunto de las funciones de C'(X) que son acotadas en el
sentido usual, entonces C*(X) = C'(X)*(1). Esto es claro por la definicién de C'(X)*(1),
ya que es justamente el conjunto de las funciones que, en valor absoluto, son menores
que un determinado n € N, es decir, las funciones acotadas.

Hasta el final de esta subseccién, y con el objetivo de aligerar la notacién, haremos
las siguientes consideraciones. Los reticulos vectoriales serdn no nulos, y si e es una
unidad débil de orden o unidad fuerte de orden, la llamaremos simplemente unidad
débil o unidad fuerte, y al conjunto E*(e) lo denotaremos simplemente E*.

En el siguiente lema usaremos un resultado bien conocido como es el lema de Zorn.
Recordemos que el lema de Zorn garantiza que todo conjunto parcialmente ordenado
no vacio en el que toda cadena (subconjunto totalmente ordenado) tiene una cota
superior, contiene al menos un elemento maximal.

Lema 100. Sea E un reticulo vectorial con unidad débil e. Todo [-subespacio de E*
esta contenido en un [-subespacio maximal.

Demostracion: Veamos en primer lugar que la unidad débil no puede pertenecer a
ningin [-subespacio propio de E*. Si F' es un [-subespacio de E* tal que e € F,
entonces, para todo x € E*, existe n € N tal que |z| < ne € F, y por ser solido F' se
tiene x € F', por lo que F' no es propio.

Sea T un [-subespacio propio de E*, y sea S la coleccion de todos los [-subespacios
propios de E* que contienen a T'. Si {F;};c; es un subconjunto de S que estd ordenado
totalmente por inclusién, entonces F' = | J, F; es un [-subespacio de E* que contiene a
T, y ademés propio porque e ¢ F| es decir, F' € S. Por el lema de Zorn, concluimos
que existe un [-subespacio maximal que contiene a F'y, en particular, a 7.

El siguiente resultado se deduce de manera evidente del lema anterior.

Corolario 101. Si F es un reticulo vectorial con unidad débil e, entonces en E*
existen [-subespacios maximales.

Lema 102. Sea F un reticulo vectorial. Si los tinicos [-subespacios que admite E son
los triviales, entonces E es isomorfo a R como reticulo vectorial.

Demostracion: Primero veamos que E es arquimediano y totalmente ordenado. Para
ello, sean z,y € ET tales que ny < z, para todo n € N, y consideremos el I-subespacio
Sy generado por y:

S, ={z € F:|z] < \y para algiin \ € R"}.
Siz € 5, entonces existe m € N tal que ny < my, para todo n € N. Esto implica

y < 0y, por tanto, y = 0. Si, por el contrario, x ¢ S, entonces, por hipétesis, S, = {0},
es decir, y = 0. Por tanto, E es arquimediano.
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Probemos ahora que E esta totalmente ordenado. Tenemos que ver que dado =z € F,
x < 0o x>0, para concluir aplicando la proposicion 20. Esto es lo mismo que decir
2zt =002~ = 0. Supongamos =~ > 0, por lo que S,- = E. Por tanto, existe n € N
tal que 7 < na~, de manera que 7 =z Ana” < n(at Az~) = 0. Como se tenia
x~ > 0, se concluye xt = 0. Andlogamente se ve el caso 1 > 0.

Veamos finalmente que existe un isomorfismo entre R y E. Para ello, fijamos x > 0
y definimos la aplicacién ¢ : R — FE dada por ¢(A) = Az. Es evidente que dicha
aplicacion es lineal e inyectiva. Veamos que también es sobreyectiva. Sea y > 0. El
conjunto {A € R: Ay < z} es no vacio porque S, = E, y estd acotado superiormente
debido a que E es arquimediano. De igual manera, el conjunto {\ € R : z < Ay} es
no vacio porque S, = I, y estd acotado inferiormente por 0.

Sean o = sup{A € R: \y <z}, f = inf{\ € R: 2z < Ay}. Probemos que son méximo
y minimo respectivamente y que, de hecho, a« = (. Por ser « el supremo, se tiene
(o — %)y < z, para todo n € N, lo que implica n(ay — z) < y para todo n € N, y
por tanto ay < z, es decir, « € {\A € R : Ay < z}. Con un razonamiento andlogo,
g€ {XeR:z < \y}. Evidentemente o < 3, y si existiese un A tal que a < A < 3,
entonces se tendria A\y € = y x £ Ay, lo cual es imposible por ser E totalmente
ordenado. En conclusién, a = B ey = a™'x = p(a™!), y por tanto es sobreyectiva la
aplicacion.

Para terminar, solo queda ver que ¢ y ¢! son ambos morfismos de reticulos vectoriales.
Es claro que ambos son aplicaciones lineales, y dado que E es un reticulo vectorial se
tienen las siguientes igualdades que muestran que también son morfismo de reticulos:

AV 1) = AV p)z = Az V px = p(A) V o(p)
el xVvy) =2 zVvy) =xTavATly=p (@) Vel (y)

Para dichas igualdades hemos utilizado las observaciones 79 y 82. En conclusion, la
aplicacion ¢ que hemos definido es un isomorfismo entre R y E.

El siguiente corolario es esencial para lo que se verd en la siguiente subseccion. Si E es
un reticulo vectorial y H C E, diremos que H es un [-hiperplano si es un [-subespacio
de FE tal que E/M = R (isomorfismo como reticulos vectoriales).

Corolario 103. Todo [-subespacio maximal de un reticulo vectorial es un [-hiperplano.
Reciprocamente, todo [-hiperplano de un reticulo vectorial es un [-subespacio maximal.

Demostracion: Lo primero es evidente por la definicién que acabamos de dar y el
lema anterior. Veamos entonces lo reciproco. Sea H un [-hiperplano de E, y F un
[-subespacio que contiene a H. Tenemos que ver que F' = FE.

Consideramos el morfismo de paso al cociente 7 : E — E/H. Por el corolario 83,
7(F) es l-subespacio no nulo de E/H, que es isomorfo a R. En particular, se tiene
7(F) = E/H (ya que es un subespacio no nulo de uno de dimensién 1). Dado que
H C F, se tiene la siguiente iguadad, con la que concluimos la demostracion:

F=7n'n(F)=7r"%E/H)=E.
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3.2. Representacién de reticulos vectoriales

Definicién 104. Sea E un reticulo vectorial con unidad débil e. Definimos respecti-
vamente el espectro de F respecto de e y el espectro acotado de E respecto de e como
los siguientes conjuntos:

Spec E = {w : E — R, morfismo de reticulos vectoriales tal que w(e) =1}

Spec E* = {w : E* — R, morfismo de reticulos vectoriales tal que w(e) = 1}

Observacién 105. Por el corolario 96, tenemos que, si M es un [-subespacio maximal
de E*, entonces es un [-hiperplano, y por tanto E*/M es un R-espacio vectorial de
dimension 1. Ademas, en la demostracién del lema 100 vimos que la unidad débil e no
puede pertenecer a ningtn [-subespacio propio de E*, por lo que e ¢ M. Esto implica,
en particular, w(e) > 0, y se tiene que mw(e) es base de E* /M (si z € E*, m(x) = An(e),
A eR).

Todo lo anterior tiene como consecuencia que la siguiente composicién sea un morfismo
de reticulos vectoriales w : E* — R con w(e) = 1:

B S B/M S R
r — Am(e) — A

Tenemos que ¢ es isomorfismo y, en conclusion, existe una correspondencia biunivoca
entre Spec E* y el conjunto de todos los [-subespacios maximales de £*. En particular,
se ve de manera sencilla que el [-subespacio maximal M es justamente el nicleo de
dicha composicion, es decir, M = ker w. Mas aun, todo Il-subespacio maximal es
nucleo de algin w € Spec E*, y reciprocamente, si w € Spec E*, entonces ker w es un
[-subespacio maximal.

Lo primero es evidente con la construccién que acabamos de hacer, por lo que veamos
lo reciproco. Para ello, veremos que, si denotamos M = ker w, entonces M es un
[-hiperplano y, aplicando el corolario 96, M es un [-subespacio maximal.

Sean y € M, x € E tales que |z| < |y|. Entonces se tiene lo siguiente:

w(@)| = w(lz]) < w(lyl) = lw(y)] = 0.
Por tanto, z € M,y M es un [-subespacio. Veamos ahora que E*/M es isomorfo (como
reticulo vectorial) a R. A partir del diagrama siguiente, tenemos que probar que W es

morfismo de reticulos vectoriales, y dado que era isomorfismo vectorial, concluimos
que M es [-hiperplano.

Er — 5 R

L 27

B /M
Necesitamos ver que @(|7|) = [w(7)|. Por definicién, |@(Z)| = |w(x)|. Por ser 7 morfis-
mo de reticulos vectoriales, |Z| = |7(z)| = w(|z|) = |z|. Por tanto, llegamos a lo que

queriamos:

@ (@) = w(fz]) = wllz]) = lw(z)]
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A continuacién veremos que podemos definir una norma sobre E* y la aplicacién
conocida como representacion de Riesz de E*.

Recordemos el concepto de topologia débil (o topologia inicial): dado un conjunto X
y una familia indexada (Y;);c; de espacios topoldgicos con aplicaciones f; : X — Y,
la topologia débil sobre X para las aplicaciones (f;);c; es la menos fina tal que dichas
aplicaciones son continuas.

Observacién 106. Sea F un reticulo vectorial arquimediano con unidad débil e. Sea
x € E*. Definimos la siguiente norma en E*:

|lz]le = inf{A € R : |z| < Xe}

Se comprueba sin dificultad que, en efecto, se trata de una norma y que |e|l. =
1. Veamos que dicho infimo es, en realidad, un minimo. Sea n € N. Por definicién
de infimo, se satisface |z| < (||z]lc + 2)e, esto es, n(|z| — ||z[lce) < e. Por ser E
arquimediano, se tiene |z| < ||z||.e, por lo que ||z||. pertenece al conjunto, y se trata
de un minimo.

Sea x € E*. Definimos la funcién & como sigue:

Spec E* L R

w — T(w) =w(x)

Debido a lo anterior, las funciones T son continuas y tenemos, de forma natural, la
aplicacién E* — C(Spec E*) que manda x a Z. Tal aplicacién es lo que se conoce como
representacion de Riesz de E*. Es facil comprobar que es un morfismo de reticulos vec-
toriales y, por la observacion 105, su nicleo es la interseccién de todos los [-subespacios
maximales de E*.

Consideramos ahora la topologia débil definida por las funciones T sobre Spec E*.
Las funciones ¥ definidas anteriormente separan puntos de Spec E*, es decir, dados
wy,ws € Spec E*, con w; # we, existe un x tal que Z(w;) # Z(ws). Como w; # ws,
existe un x € E* tal que wy(x) # wq(z). Luego, T(w1) = wi(z) # wa(x) = T(ws).

Spec E* es un subconjunto de R¥", viendo a este tltimo como producto de copias de
R, es decir, R¥" = I,cp+ R,, donde R, = R, para todo x € E*. Més atin, Spec E* es un
subespacio topolégico de RF" esto es, la topologfa inducida en Spec E* (topologia de
subespacio) por la topologia producto coincide con la topologia débil para las funciones
z.

Aclaremos esto ultimo. Por la transitividad de las topologias débiles (véase [Bki)), la
topologia inducida en Spec E* por la topologia producto es la topologia débil para las
aplicaciones p, oi, donde 7 es la inclusién de Spec E* en R y p, : [lep-R, — R, =R
la proyeccion z-ésima. Basta ahora comprobar que p, o i = x. Para ello, sea x € E* y
w € Spec E*. Tenemos:

(P2 0 1) (W) = Pa((W(2))acp) = w(z) = T(W).

Observamos finalmente que, si vemos Spec E* como subespacio de Il,cg+ R,, entonces
el morfismo de representacién de Riesz es © — T = p,|spec B+
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Proposicién 107. Sea E un reticulo vectorial arquimediano con unidad débil e. En-
tonces Spec E*, dotado de la topologia débil definida por los elementos de E*, es un
espacio topoldgico compacto y no vacio.

Demostracion: Primero vemos que Spec E* # (). Esto se debe al corolario 101 junto
con la observacion 105, ya que en el corolario vimos la existencia de [-subespacios
maximales, y en la observacion que estos estaban en biyeccién con Spec E*.

Para probar que Spec E* es compacto, veremos que es cerrado y subconjunto de un
compacto, luego compacto. Veamos que es cerrado. Para ello, sea wg € Spec E* y
probemos que wy : E' — R es lineal, morfismo de reticulos y satisface wy(e) = 1.

Para la linealidad, tenemos que probar que dados x,y € E*, \,u € R, se satisface
wo( AT + py) = dwo() + pwo(y). Es evidente que existen aplicaciones w : E* — R que,
evaluadas en x +y, = e y, valen respectivamente wo(x + ), wo(x) y wo(y). Dado € > 0,
consideramos el abierto no vacio 2 de RE" definido como sigue:
Q={weR" : jwz+ py) —wo(Az + py)| < e} N
N {w e RF : |w(z) — wo(x)] < e} N
N{weR" : w(y) —wo(y)] < e}
Tomamos w € QN Spec E* # @, y dado que w’ es lineal, sumamos 0 = \w' () +
pw' (y) —w (Ax + py) v, aplicando la desigualdad triangular, llegamos a lo siguiente:
|wo(Az+py) — Adwo(x) — peo(y)| <
< Jwo(Az + py) — w' Az + wy)|+
+ |\’ () = Awo () |+
+ [ (y) — peoo(y)] < (14 A+ |al)e
Como € es arbitrario, tenemos lo que buscdbamos. Para probar que wy es morfismo de
reticulos, veamos que, para todo x € E*, se tiene |wy(x)| = wo(|z|). Si se da lo anterior

concluimos aplicando lo visto en la observacién 82. De manera similar al razonamiento
. . . , * . .
que seguimos anteriormente, sea ahora II el abierto no vacio de R¥" siguiente:

MI={weRF : |wx)—w(z) < %}ﬁ
N {weR” : fu(le]) —wollel)| < 5}

Consideramos w' € II N Spec E* # @ vy, andlogo a lo que hicimos antes, sumamos
0=w'(|z]) — |w' ()| y aplicamos la desigualdad triangular:
’ ’ €
lwollz]) = lwo(@)]| < wo(l2]) = w (Jz])| + llo (2)] = wo(2)]] < 5 + 5 =e
Por tanto wy es morfismo de reticulos. Por tltimo, veamos que wy(e) = 1. La proyeccion
7. : RE" — R, que manda w en 7. (w) = w(e), es continua, por lo que se tiene que la

imagen de la adherencia de un conjunto esta contenido en la adherencia de la imagen
de dicho conjunto. En particular:

Te(Spec E*) C m.(Spec E*) = {w(e) : w € Spec E*} = {1}

Se tiene entonces, wy(e) = 1y, por tanto, Spec E* es cerrado. Para ver la compacidad,
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podemos ver R como un producto de copias de R y entonces, si probamos que las
iméagenes de los elementos de las proyecciones son acotadas, Spec E* sera un subespacio
cerrado de un producto de intervalos cerrados y acotados de R, que es compacto, y
Spec E* sera compacto.

Dado x € E*, por definicién, existe n € N tal que |z| < ne. Dado que w € Spec E* es
creciente, tenemos: |w(x)| < w(|z]) < nw(e) =n, y Spec E* es compacto.

Observacion 108. Gracias a la proposicién anterior, podemos definir en C'(Spec E*)
la norma del supremo, || ||s, como sigue: dada f € C'(Spec E*),

[ flloe = sup{|f(w)| : w € Spec E7}.

Con esta norma y la que definimos en la observacién 100 sobre E*, tenemos el siguiente
resultado en relacion con la representacién de Riesz.

Teorema 109. Sea E un reticulo vectorial arquimediano con unidad débil e. Enton-
ces, E* es isométrico a su imagen por la representaciéon de Riesz E* — C(Spec E*).
Como consecuencia, dicha aplicacion es inyectiva, es decir, la interseccion de todos los
[-subespacios maximales de E* es nula.

Demostracion: En E* consideramos la norma definida en la observacién 106, mien-
tras que en C(Spec E*) la de la observacién anterior. Queremos ver que se tiene

||i||oo = ||5E||e

Sea x € E*,x # 0. Por lo que vimos en la observacién 106, tenemos que |z| < ||z||.e.
Esto implica que, para todo w € Spec E*, se tiene |w(z)| < w(|z|) < ||z||e. Por tanto,
1200 < [l]]e-

Veamos la desigualdad contraria. Sea v = sup {# € R : fe < |z|} # ©. Como se
demostrd en el lema 102, dicho supremo se alcanza y es méaximo. Tenemos entonces
que ve < |z|. Como |z| < ||z||ee, si v = ||z||ce, tendriamos |z| = ||z||.e y por tanto
para todo w € Spec E*, w(|z|) = ||z||.. Es decir, habriamos visto ||Z||e = ||2]|]e-

Supongamos que existe A tal que v < A < [|z||e, en cuyo caso Xe £ z y |z| £ Xe.
Entonces, (Ae — |z|)™ > 0y (Ae — |z])~ > 0. Razonando como en la demostracién del
lema 102, deducimos que (Ae —|z])™ & S(ne—ja|)+, €8 decir, S(re—[z))+ €s un l-subespacio
propio de E*. Por el lema 100, existe un [-subespacio maximal M en E* que contiene
a S(re—|x|)+- Por la observacion 105, sea w € Spec E* tal que ker w = M. Se satisface:

w(re — [z]) = w((Ae = |2)" = (Ae = |2])7) = —w((Ae = |z[)7) <0
Esto es, tenemos w(|z|) > A, lo que implica ||z||oc > A. Como el A era arbitrario

cumpliendo v < A < ||z]|., concluimos ||z > ||zl||., como queriamos ver.
p Y es ) es q

Vemos a continuacion cémo se define la convergencia en un reticulo vectorial. Daremos
para ello las siguientes definiciones.

Definicién 110. Sea F un reticulo vectorial y e € E™T.

Una sucesién {x,}, en E se dice que es e-uniformemente de Cauchy si, para todo
e > 0 (e € R), existe un entero positivo v tal que, si n,m > v, entonces, |z, —z,,| < €e.
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Una sucesién {z,}, en E se dice que es e-uniformemente convergente si existe v € E
tal que, para todo € > 0, existe un entero positivo v tal que si n > v entonces
|z, — x| < ee. Si {x,}, es e-uniformemente convergente, se ve sin dificultad que el
elemento x es tnico y se denomina limite e-uniforme de la sucesion {z,, },.

Un subconjunto D de E se dice que es e-uniformemente cerrado si, cada sucesion
e-uniformemente de Cauchy de D, es e-uniformemente convergente a un elemento de
D. Un subconjunto D de E se dice que es e-uniformemente denso en E si, cada
elemento de E, es limite e-uniforme de una sucesion de D.

Ejemplo 111. Sea X un espacio topoldogico. Consideramos la funciéon constante A,
siendo A € R, A > 0. Dicha funcién es continua, y es sencillo ver que en C(X) las
nociones de la definicién anterior sobre la convergencia uniforme respecto a A coinciden
con las nociones usuales de convergencia uniforme.

Lo mismo ocurre cuando X es compacto y de Hausdorff y sobre él consideramos la
topologia definida por la norma del supremo. Las nociones anteriores coinciden con
las de “sucesion de Cauchy”, “sucesion convergente”, “conjunto cerrado” y “conjunto
denso”para dicha topologia.

En la demostracion del siguiente resultado, haremos uso del teorema de Stone-Weiers-
trass, cuya demostracién puede verse en [Wil.

Teorema 112. Teorema de caracterizacion: Un reticulo vectorial arquimediano E es
l-isomorfo a C'(K) para algin espacio topolégico compacto Hausdorff K si, y solo si,
en F existe una unidad fuerte e para la cual E es e-uniformemente cerrado.

Demostracion: Supongamos en primer lugar que K es compacto y de Hausdorff. La
funcién constante igual a 1 es una unidad fuerte, y cada sucesiéon de Cauchy en C(K)
es convergente, ya que el limite uniforme de una sucesion de funciones continuas es
continua. Luego en C(K) existe una unidad fuerte e (¢ = 1) para la cual C(K) es
e-uniformemente cerrado.

Por hipétesis, E es [-isomorfo a C'(K) mediante un [-isomorfismo ¢ : C(K) — E. En-
tonces, se tiene que ¢(1) es una unidad fuerte en F para la cual E es e-uniformemente
cerrado.

Veamos lo reciproco. Sea E un reticulo vectorial arquimediano en el que existe una
unidad fuerte e para la cual E es e-uniformemente cerrado. Por definiciéon de unidad
fuerte, tenemos que £ = E* (= E*(e)). Por la proposiciéon 99, el morfismo de repre-
sentacién de Riesz es un [-morfismo inyectivo ¢ : E — C(Spec E*) que lleva z en Z.
Para terminar, basta por tanto que dicho morfismo es sobreyectivo, ya que Spec E* es
compacto y de Hausdorff.

Como ¢(e) = 1, entonces ¢ es un l-isomorfismo entre E'y ¢(E) y ¢(F) es 1-uniforme-
mente cerrado. Como en C(Spec E*) consideramos la topologia definida por la norma
del supremo, en particular tenemos que ¢(FE) es cerrado para dicha topologia. Para
ver ¢(E) = C'(Spec E*) y, por tanto, que se tenga ¢ sobreyectiva solo nos falta probar
que ¢(FE) es denso en C(Spec E*). Aplicando el teorema de Stone-Weierstrass se tiene
esto ultimo. En conclusion, ¢ es el [-isomorfismo que buscabamos.
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Lema 113. (Lema de Urysohn) Sea X un espacio compacto y de Hausdorff. Si Ay B
son dos subconjuntos cerrados y disjuntos de X, entonces existe una funcién continua
f:X—10,1talque f=0en Ay f=1en B.

En [Wi] puede verse la demostracién en un caso més general, suponiendo solo que X
es un espacio normal.

Lema 114. Sea X un espacio compacto y de Hausdorff. La topologia de X coincide
con la topologia inicial para las funciones de C'(X).

Demostracion: Sea 7 la topologia original de X y 7; la topologia inicial para las
funciones C'(X). Puesto que la topologia 7 hace continuas a las funciones de C'(X),
concluimos que 7; C 7. Luego, la aplicacién identidad (X, 1) ) (X, 7;) es continua.
Puesto que (X, 7) es compacto, en cuanto veamos que (X, 7;) es de Hausdorff, podremos
concluir que la identidad es también una aplicacién cerrada y, en consecuencia, un
homeomorfismo.

Para probar que (X, 7;) es de Hausdorff, basta observar que el lema de Urysohn nos
garantiza que las funciones de C'(X) “separan puntos”, es decir, que dados dos puntos
distintos cualesquiera x1, 1o € X, existe f € C(X) tal que f(z1) # f(x2).

Observacién 115. El lema anterior es cierto con solo exigir que el espacio X sea de
Tychonoff (véase [GJ]).

Sea X un espacio compacto y de Hausdorff, y sea a € X. Es obvio que la aplicacion
¢o: C(X)— R
fo= fla)

es un morfismo de reticulos vectoriales tal que ¢, (1) = 1.

Teorema 116. Sea X un espacio compacto y de Hausdorff. La aplicacién
X £ Spec C(X)
a = ¢

es un homeomorfismo.

Demostracion: Probemos en primer lugar que p es biyectiva, viendo que, para cada
morfismo de reticulos vectoriales ¢ : C'(X) — R con ¢(1) = 1, existe un tnico a € X
tal que ¢ = ¢,. Sea ¢ un tal morfismo y supongamos, razonando por reduccién al
absurdo, que, para cada a € X, existe f, € C(X) tal que ¢(f,) = du(fa).

Para todo a, sea g, = |fo — ¢(f2)1], siendo 1 la funcién constante igual a 1. Entonces,

ga(a) = |¢a(fa) = ¢(fa)| > 0y ¢(ga) = [¢(fa) — d(fa)$(1)| = 0. Por lo tanto, para todo
a € X, existe una funcion g, tal que g,(a) > 0, es decir, X = U;e;{x € X : g,,(x) > 0}.
Por ser X compacto y cada una de las g, continuas, existen aq, ..., a,, € X tales que

X=U; {reX:g,(x) >0}, ie{l,...m}

Tomamos ahora g = g4, V ... V ga,,. Entonces, g(z) > 0, para todo x € X. Dado que g
es continua y X es compacto, existe un § > 0 tal que g(z) > 9§, para todo x € X. Por



RETICULOS VECTORIALES 50

lo tanto, ¢(g) > ¢(d1) = ¢ > 0. Sin embargo, también tenemos lo siguiente:

O(9) = (gay) V . V ¢(ga,,) = 0

Por tanto, hemos llegado a contradiccion, y debe de existir un a € X tal que ¢ = ¢,.
Solo falta ver la unicidad, la cual se deduce del lema de Urysohn, ya que si tenemos
a,b € X con a # b, por dicho lema existe un f € C(X) tal que f(a) =0y f(b) = 1.
Por ello no puede darse ¢, = ¢.

Recordemos ahora (véase la proposicién 107, teniendo en cuenta que C'(X) = C*(X)
por ser X compacto) que la topologia de Spec C'(X) es la topologia inicial para las
funciones f, variando f en C'(X). Concluiremos que p es un homeomorfismo si vemos
que la topologia de X coincide con la topologia inicial para las funciones f ou. Eso es
cierto, como consecuencia del lema precedente, con solo observar que f op = f, para

cada f € C(X).

Corolario 117. Sea X un espacio compacto y de Hausdorff. Los [-subespacios maxi-
males de C'(X) son los conjuntos de la forma M, = {f € C(X) : f(a) =0}, a € X.

Demostracion: Como ya hemos comentado anteriormente, la aplicacién ¢, : C(X) — R,
¢a(f) = f(a), es un morfismo de reticulos vectoriales tal que ¢,(1) = 1. Luego
M, = ker ¢, es un [-hiperplano y, por lo tanto, un [-subespacio maximal.

Reciprocamente, sea M un [-subespacio maximal de C'(X) = C*(X). Sabemos (véase
la observacién 105) que M = ker w, para cierto w € Spec C'(X). Ahora bien, segin el
teorema anterior, existe a € X tal que w = ¢,. De donde, M = ker ¢, = M,.

Si ¢ es una aplicacién continua de Y a X, ambos compactos y de Hausdorff, definimos

la siguiente aplicacion: o
C(X) — C(Y)

fo= foo

Se trata de un morfismo de reticulos vectoriales tal que ®(1) = 1. Reciprocamente,
tenemos el siguiente corolario:

Corolario 118. Sean X e Y dos espacios compactos y de Hausdorff, y & un morfismo
de reticulos vectoriales de C(X) a C(Y) con ®(1) = 1. Entonces, existe una tnica
funcién continua ¢ : Y — X tal que

O(f)=foo (f€C(X))
Demostracion: Para todo y € Y, podemos aplicar el teorema anterior a la funcién
f = (®(f))(y), y existe un tnico elemento ¢(y) € X tal que, para todo f € C(X), se

tiene (P(F)ow () = [(6(w))

Por tanto, obtenemos la aplicacién ¢ : Y — X con la propiedad del enunciado:

O(f)=fod (fe€C(X))
Solo nos queda ver la continuidad de ¢. Para ello, sea U un abierto de X y probemos

que su contraimagen es abierto en Y. Sea b € ¢~ '(U) C Y. Por el lema de Urysohn
aplicado a los cerrados disjuntos ¢(b) y X \ U, existe un funcién f € C(X) tal que

f(@b)) =1y f=0en X\U.
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Definimos g = ®(f). Tenemos que g € C(Y), g(b) = f(¢(b)) =1y g=0enY\o ' (U).
Ademés, el conjunto {y € Y : g(y) > 0} es abiertoen Y ybe {y € Y : g(y) > 0} C
¢ Y (U) (ya que g era nula en el complementario de ¢~*(U)). Por tanto, ¢~ (U) es
abierto de Y, al ser entorno de cada uno de sus puntos, y ¢ es continua.

Corolario 119. Sean X e Y espacios compactos y de Hausdorff. Las siguientes con-
diciones son equivalentes:

(i) X e Y son espacios homeomorfos.
(i) C(X) y C(Y) son anillos isomorfos.

(iii) C(X) y C(Y) son reticulos vectoriales isomorfos.

Demostracion:

(i) = (ii): Sea ¢ : ¥ — X un homeomorfismo. La aplicacién continua ¢ induce el
morfismo de anillos C(X) — C(Y), f +— f o ¢, cuyo inverso es el morfismo de anillos
inducido por ¢~ .

(i) = (iii): Sea ® : C(X) — C(Y) un isomorfismo de anillos. Sabemos (véanse las
proposiciones 11 y 12 en preliminares) que ® es también un isomorfismo de reticulos
y de R-dlgebras. Luego, ® es un isomorfismo de reticulos vectoriales.

(i) = (i): Sea ® : C(X) — C(Y) un isomorfismo de reticulos vectoriales y sea
u = ®(1). Tomamos un v € C(X) tal que ®(v) =1 (ya que ¢ es sobreyectiva). Dado
que v es continua y X compacto, esta acotada y existe un ntimero positivo ¢ tal que
v < cl. Entonces 1 = ®(v) < ¢®(1) = cu. Esto implica que u(y) > 0, para todo
y € Y. Definimos el [-isomorfismo ¥ de la siguiente forma:

_ (@)

Este [-isomorfismo satisface W(1) = 1. Ahora, aplicando el corolario anterior a ¥ y a
U1 existen funciones ¢ : Y — X v ¢ : X — Y tales que

U(f)=fopr y ¥ (g)=gods
Si z € X, para todo f € C(X), se tiene (PU(f))(x) = (f o (¢1 0 ¢2))(x). Aplicando

el lema de Urysohn, llegamos a las igualdades y = (¢1 0 ¢2)(y) v & = (¢1 0 ¢2)(x). Por
tanto, ¢1 y ¢9 son inversas la una de la otra, y X e Y son homeomorfos.

Observaciéon 120. Sea E un reticulo vectorial arquimediano con unidad débil e.
Como hicimos anteriormente, dotamos a Spec E de la topologia débil definida por E:
dado z € F tenemos la funcién Z siguiente:

Spec E LR
w — T(w) =w(x)

La aplicacién Z que manda w € Spec E en (w(z)).er € RE es inyectiva, ya que
separa puntos de Spec F, siendo la topologia de Spec E justamente la inducida por la
topologia producto de R¥. Ademés se ve, con una prueba igual a la de la proposicién
107, que Spec E es cerrado R”.

Podemos definir entonces una aplicacién natural £ — C(Spec E), la cual se conoce
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también como representacion de Riesz, y se trata de un morfismo de reticulos vecto-
riales.



Capitulo 4

O - Algebras

En este ultimo capitulo estudiamos una nueva estructura, que consiste en dotar a
una R-algebra de estructura de reticulo vectorial. Al igual que en el anterior capitulo,
tenemos dos secciones. En la primera definimos diferentes tipos de algebras, entre las
que se encuentran las ®-algebras, que son las mas importantes para nuestros propésitos.
Introducimos el concepto de [-ideal y estudiamos lo mas importante de todo ello.

Por 1ltimo, terminamos la memoria presentando una serie de resultados que nos permi-
tan enunciar (sin demostrar) el teorema de representacion de Henriksen-Johnson. Nos
centramos, al igual que hicimos en reticulos vectoriales, en estudiar el caso de C'(X),
siendo X compacto y de Hausdorff. Estudiamos lo que se conoce como el algebra de
funciones extendidas sobre el conjunto de los l-ideales maximales de una ®-algebra A,
dotado de la topologia hull-kernel (o topologia de Zariski). La bibliografia para este
ultimo capitulo se compone de [Pu], [JR] y [HJ].

4.1. La estructura de P-algebra

En este primer apartado definiremos conceptos béasicos y daremos resultados elemen-
tales que nos permitan abordar el tema con mas profundidad més adelante.

Definicién 121. Llamaremos R-dlgebra a todo anillo A # {0} dotado de un morfismo
de anillos R — A, el cual se denomina morfismo estructural de la R-algebra A. Al ser
el morfismo estructural inyectivo, identificamos R con su imagen en A y consideramos
que R es un subanillo de A, como es usual.

Si A y B son R-dlgebras, una aplicacion A — B se dice que es un morfismo de
R-dlgebras si es un morfismo de anillos que deja invariante a R, es decir, si es un
morfismo de anillos que hace conmutativo el diagrama

%

Si A es una R-algebra e I es un ideal propio de A, entonces la composicién del morfismo
estructural de A con el morfismo de paso al cociente A — A/I dota a A/I de estructura
de R-algebra, que serd la que consideraremos de ahora en adelante. Esta estructura

93
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es la tnica para la cual el morfismo de paso al cociente A — A/I es un morfismo de
R-algebras.

Definicién 122. Llamaremos [-dlgebra a toda R-dlgebra A dotada de una relacién
de orden <, que sea compatible con su producto (es decir, si a,b € A son tales que
a<byc>0,entonces ac < be) y que la dota de estructura de reticulo vectorial.

Sean A y B l-dlgebras. Diremos que una aplicacion T : A — B es un morfismo de
[-algebras si es morfismo de R-algebras y morfismo de reticulos vectoriales. Llamaremos
isomorfismo de l-dlgebras a todo morfismo de [-dlgebras biyectivo. Diremos que A y
B son [-isomorfas si existe un isomorfismo de [-algebras entre A y B.

Observacién 123. Sean A y B [-algebras y T : A — B un morfismo de algebras.
Dado que A y B son reticulos vectoriales, para T es véalido todo lo que comentamos
en la observacién 82. Por ello, T sera [-morfismo si, y solo si, se cumple cualquiera de
las condiciones de dicha observacién. Tal y como probamos en la proposicién 60, si T’
es un isomorfismo de [-dlgebras su inversa es también un morfismo de [-algebras.

Definicién 124. Sea A una [-dlgebra. Diremos que un ideal I de A es un [-ideal si
I es un subconjunto sélido de A. Un [-ideal mazximal es un [-ideal propio que no esta
contenido estrictamente en ningin [-ideal propio.

Cada [-ideal maximal de una [-dlgebra es, por lo tanto, un ideal sélido, pero puede que
no sea un ideal maximal (véase el ejemplo 143). Por otra parte, cada ideal maximal
que sea sélido es un [-ideal maximal, puesto que no esta contenido estrictamente en
ningun [-ideal propio del algebra en cuestién.

Al igual que hicimos en la demostraciéon del lema 100, se prueba también en este caso
que todo [-ideal propio esta contenido en algin /-ideal maximal.

Observacién 125. Sea [ un ideal propio de una [-dlgebra A y sea 7 : A — A/l
el morfismo de paso al cociente. Andlogamente a lo expuesto en el teorema 89 y la
observacion 90, se demuestra también en este caso que (A1) es el cono positivo para
una estructura de [-dlgebra sobre A/I tal que m es morfismo de [-dlgebras si, y solo
si, I es un [-ideal. En dicho caso, existe una biyeccion natural entre el conjunto de los
l-ideales que contienen a I y el conjunto de los l-ideales de A/I. Esto es el andlogo a
lo visto en el corolario 91. Ademas, los l-ideales maximales se corresponden por dicha
biyeccion.

Ejemplo 126. Sea X un espacio topoldgico, entonces C'(X) es una l-dlgebra. Si Y es
un subconjunto de X, e Iy = {f € C(X) : f(Y) = {0}}, entonces Iy es un l-ideal de
C(X).

Proposiciéon 127. Sea A una [-dlgebra. Para todo a,b € A se satisfacen las dos
siguientes propiedades:

(i) cland) <caAcby claVb)>caVch, para todo ¢ € AT
(ii) |ab] < |al[b]
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Demostracion: Se prueban sin dificultad las desigualdades de (i). Probemos ahora (ii).
Teniendo en cuenta la observacion 48, se sigue de lo siguiente:

—lal|p] = —(a" +a”)(bT +b7) = —a"b" —atb —a bt —a"b <
<abt—atb —a b T +a b =(at—a )b -b7) =
=ab<a"b" +aTb +a"b" +a"b” = |a||b|

Definicién 128. Una subdlgebra B de una [-algebra A se dice que es una [-subdlgebra
si B es un subreticulo de A.

Ejemplo 129. Sea A una l-algebra. Fijado e € AT, sea A*(e) el subreticulo vectorial
de A formado por los elementos de A que son acotados respecto de e. Supongamos
que e-e € A*(e) y que 1 € A*(e). Dados a,b € A*(e), por la propiedad (ii) de la
proposicién 127 se satisface lo siguiente:

lab| < |a]b] < (nie) - (nge) = (ning)e - e < (ningng)e

Por tanto, ab € A*(e). En conclusién, hemos visto que, en este caso, A*(e) es una
[-subdlgebra de A. Como consecuencia, si 1 > 0, entonces A*(1) es una [-subdlgebra
de A.

Proposicién 130. Si J e [ son [-ideales de una [-algebra A, entonces
I+J={a+b:acl beJ}
también es un l-ideal. Si, ademéds, 1 € AT, entonces se satisface la igualdad
(I+J)NA*(1)=1INnA*(1)+ JNA* (1)

Demostracion: Primero veamos que el ideal I +J = {a+b : a € I,b € J} es
sélido. Sea ¢ € A tal que |¢|] < |a+0b|, con a € I y b € J. Tenemos que ver que
c € I+ J. Dado que |[¢|] = ¢™ 4+ ¢, es claro que ¢t < |a| + |b] y ¢& < a| + [b].
Aplicando el lema de descomposicién de Riesz, existen aqy,as € I, by,by € J tales
que 0 < a3 < a|, 0 < ay < |al, 0 < by < |bl, 0 < by < |b]. El hecho de que
pertenezcan a I y a J se debe a que tanto I como J son sélidos. En consecuencia,
c=ct—c = (ag —az)+ (by —by) € I + Jy, por tanto, I + J es un [-ideal, al ser un
ideal sélido.

Es evidente que INA*(1)+JNA*(1) C (I+J)NA*(1). Veamos por tanto la inclusiéon
contraria. Sea ¢ € (I +J) N A*(1). Entonces c =a+b € A*(1),cona € I, b € J. Apli-
cando de nuevo la descomposicién de Riesz, existen ay, as, by, by tales que 0 < a; < |al,
0<ay<lal, 0 <b <1b,0 < by <|bl. Al igual que antes, como [ y J son sélidos,
entonces aq,as € I, by, by € J.

Por otro lado, ¢ € A*(1), lo cual implica que existe un n € N tal que |¢| < n. Ademis,
se verifica la desigualdad a; < ¢t < |¢|. Obtenemos entonces que a; € A*(1), al estar
acotado también por n. Andlogamente se ve que as, by, by € A*(1). En conclusién,
c=ct—c =(ag —ag)+ (by — b)) e INA*(1) + JNA*(1).

A continuacién definimos el concepto de f-algebra y ®-dlgebra, y damos unas propie-
dades sobre ellas. El resto del apartado versara sobre estos conceptos.
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Definicién 131. Diremos que una [-algebra A es una f-dlgebra si tiene la siguiente
propiedad: si a,b € A son tales que a A b = 0, entonces, para todo ¢ € A", se satisface
a A bc = 0. Llamaremos ®-dlgebra a toda f-algebra que sea arquimediana.

Propiedades 132. Sea A una f-algebra. Dados a,b € A se satisfacen:
(i) c(aVvb)=caVcbyclaAb)=caAcbparatodoce A"
(i) [ab| = |al|t
(iii) si @ Ab =0, entonces ab = 0. En particular, a*a™ =0
(iv) a® = |a|?* > 0. En particular, 1=1-1>0
(v) sia,b>0,entonces 0 < ab— (ab A nb) < %aQb, para todo n € N.
)

(vi) ab = (aVb)(aAb). Como consecuencia, si I es un l-ideal de A y a > 0, entonces
a € lsi,ysolosi,aNlel.

Demostracion:
(i): se prueba de manera andloga a la propiedad (ix) del lema 78.

(ii): Si a € AT se deduce de (i):

[abl = (ab) V (—ab) = alb V (~b)] = alb| = |ab]
Hemos utilizado (i) en la segunda igualdad en lo anterior. En general, lo que se tiene
es lo siguiente:

alb] = a™|b| — a”|b| = |a™b] — |a7b] < [la™b] — |a”b]| <
<la*tb—a"b| = |ab|

De igual forma se prueba —alb| < |ab| y, por tanto, |a||b| = (a|b]) V (—alb]) < |ab|. La
otra desigualdad es justamente la propiedad (ii) de la proposicién 127.

(iii): Si a Ab =0, entonces a,b > 0. Al ser A una f-algebra, aplicando la definicién 2
dos veces consecutivas (con ¢ = a y ¢ = b) obtenemos ab A ab = 0, es decir, ab = 0. En
particular, dado que a* Aa~ = 0, se obtiene a*a™ = 0.

(iv): Por la anterior propiedad, tenemos que ata™ = 0, por lo que a®> = (a™ —a™)%? =
(a™)?—2a%ta™ + (a™)? = (a™)*+ (a™)% Por otro lado, |a]* = (a™)?+2atTa™ + (a7)? =
(a™)? + (a™)?. Concluimos entonces a® = |a|*.

(v): Sean a,b < 0. De la propiedad 78.(iv) se tienen las igualdades (ab — nb)™ =
ab — (ab Anb) y (ab—nb)~™ = nb — (ab A nb), por lo que se satisface:

(ab — (ab Anb)) A (nb— (ab Anb)) = (ab—nb)* A (ab—nb)~ =0

De aqui, y puesto que A es una f-algebra, tomando ¢ = = > 0 obtenemos la siguiente
cadena de implicaciones:

(ab — (ab A nb)) A (%nb - %(ab/\ nb)) =0 =
= (ab— (ab A nb)) A (ab— a(%b Anb)) =0 =
= ab + (—(ab A nb) A —a(%b Anb)) =0 =
= ab — ((ab Anb) V a(%b/\nb)) —0=

= ab = ((abAnb) v a(%b Anb)) < (ab A nb) + a(%b A nb)
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Para pasar de la segunda a la tercera ecuacion hemos utilizado el lema 78.(ii), mientras
que, para la siguiente implicacién, hemos utilizado la propiedad (i) del mismo lema.
Por tanto, obtenemos de esta manera que ab — (ab A nb) < a(2b A nb) < La?b.

(vi): Por la propiedad 78.(iii), tenemos @ +b = a V b+ a A b. Se verifica entonces lo
siguiente:

ab—(aVb)(aAb)=ab—(aAb)(a+b—aAb)=
=ab—[a(a Ab) +b(aAb) — (a AD)?] =
=(a—aAnb)(b—aAb)=(a—b)T(a—0b)"

De nuevo, la propiedad 78.(iv) justifica la tultima igualdad. Aplicando la propiedad
(iii) que acabamos de probar, obtenemos lo que buscabamos, ab = (a V b)(a A b).

Observacién 133. Sea A una [-algebra, y sean a € A, « € R. Cuando escribamos
a < «, entenderemos que a € A via la inclusiéon natural R — A. Cuando A es una
f-algebra, por la propiedad (iv) anterior, 1 € A" y el orden que A induce en R es el
orden usual de R. Esto significa que a < § en R si, y solo si, a < § en A.

Observacién 134. Sea A una ®-algebra. Entonces A es un reticulo vectorial arqui-
mediano en el que 1 > 0 es una unidad débil. Por tanto, tenemos en A también las
nociones de la definicién 92: A* = A*(1) serd la subalgebra de los elementos acota-
dos de A (A* serd también ®-algebra). Spec A* es un espacio topoldgico compacto y
de Hausdorff, y Spec A es un espacio topoldgico realcompacto. Tenemos entonces las
representaciones que vimos en su momento A* <— C(Spec A*) y A — C(Spec A).

Ejemplo 135. Si X es un espacio topoldgico, es claro que C(X) es una ®-dlgebra.
Como vimos en el ejemplo 111, las nociones de convergencia en C(X) coinciden con
las cldsicas. Ademds, C*(X) estd formado por las funciones de C'(X) acotadas en el
sentido usual, es decir, C'(X)* = C*(X).

Ejemplo 136. Sea X = Rt C R, y sea A el conjunto de las funciones continuas en
X que son eventualmente funciones polinémicas, esto es, f € A si, y solo si, f € C(X)
y existen un y € X y un polinomio p € R|z] tales que f(z) = p(z), para todo = > y.
Veamos que A es una P-algebra.

Se comprueba sin dificultad que A es un subanillo de C'(X). Ademds, A contiene a
las funciones constantes, asi que la imagen del morfismo estructural R — C(X) esta
contenida en A. Luego, A es una subdlgebra de X.

Para ver que A es un subreticulo de C'(X) nos basta probar que si f € A, entonces
|f| € A. Sea pues f € A. Existen, por lo tanto, un polinomio py y € X tales que f = p
en [y,00). A partir de un cierto w > y, el signo de p(z) coincide con el del coeficiente
principal del polinomio p (si p fuese el polinomio nulo la situacién seria trivial). Asi
que, a partir de w, o bien |f| = p, o bien |f| = —p.

Concluimos que | f| es eventualmente una funcién polinémica. Luego, A es una l-subélge-
bra de la ®-dlgebra C'(X) y, por lo tanto, una ®-algebra.

Lema 137. Si la unidad de una [-algebra A es una unidad fuerte, entonces A es una
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f-élgebra. En particular, si A es una l-dlgebray 1 > 0 en A, entonces A*(1) es una
f-élgebra.

Demostracion: Supongamos que 1 es una unidad fuerte de A. Entonces, por definicion,
A*(1) = Ay 1le At es decir, 1 > 0. Sean a,b,c € AT con a Ab= 0. Existe un n € N
tal que a, b, c < n. Se satisface entonces lo siguiente:

0<aANbc<aAnb<naAnb=n(aNnb)=0

Por tanto, a A bc = 0 y A es una f-algebra. Aplicando lo que acabamos de probar,
tenemos que A*(1) es una f-dlgebra, ya que A*(1) es una l-dlgebra, 1 € AT y 1 es una
unidad fuerte de A*(1).

Recordemos que un elemento = de un anillo A se dice que es nilpotente si existe algin
n € N tal que 2™ = 0.

Lema 138. En una ®-algebra A no existen elementos nilpotentes no nulos.

Desmostracion: Sea c € A tal que ¢ = 0, para algin p. Veamos que, necesariamente,
¢ = 0. Podemos suponer que p es el menor nimero par que lo satisface, en cuyo caso
c® =0 =|c|P y, por tanto, podemos suponer ¢ > 0. Existe un k& € N tal que p = 2k, y
denotamos d = ¢*. Se verifica entonces (md)? = m2d*> = m*c? = 0, para todo m € N.

Aplicando la propiedad 132.(v), obtenemos 0 < md — (md A 1) < (md)? (tomando en
ella a = md, b = 1, n = 1). Es decir, tenemos md = md A 1 o, lo que es lo mismo,
md < 1, para todo m € N. Al ser A arquimediana, necesariamente d = 0. Si p = 2,
entonces k = 1 y, por tanto, ¢ = d = 0 y terminamos. Si, por el contrario, p > 2,
entonces o k o k+ 1 es par y menor estrictamente que p, llegando asi a contradiccion.
Hemos visto entonces que el inico elemento nilpotente que puede haber es el 0.

Corolario 139. Sea A una ®-dlgebra. Para cualesquiera a,b € A™ se satisface
agbsiysolosia2§b2

Demostracion: Es claro que a? < b? cuando a < b. Veamos lo contrario. Supongamos
que a®> < b%. Sea c=a—aAby probemos que ¢ = 0, es decir, que a = a A by, por
tanto, a < b. Aplicando la propiedad 132.(vi) tenemos lo siguiente

ab= (aAb)(aVb)=T[ala AD)] A [blaVDb)]=
= (a®V ab) A (abV b*) = (a®> A b?) V (ab)

Donde la dltima igualdad se obtiene aplicando el lema 78.(xii). De lo anterior se deduce
a’* Ab? < ab. Por otro lado, dado que a = aAb+c, se tiene a® = (aAb)*+c*+2c(aNb) >
(a A b)? + ¢ Juntando todo esto llegamos a

a>=a*ANb*=a* Nb* A (ab) = (a AD)* < a* — 2

Concluimos entonces ¢ = 0. Como en A no hay elementos nilpotentes no nulos, por
el lema anterior, se tiene que ¢ = 0 y terminamos.

Teorema 140. Sea A una [-algebra arquimediana. Son equivalentes:

(i) A es una ®-algebra.

(ii) 1 es una unidad débil.
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(i)=(ii): Por la propiedad 132.(iii), si a € A con a A1 =0, entonces a-1 = a = 0. Por
la proposicién 97.(iii), concluimos que 1 es unidad débil de A.

(ii)=-(i): Probemos que A es una f-dlgebra. Sean a, b, ¢ € A" tales que a A b = 0.
Tenemos que ver que aAbc = 0. De nuevo por la proposicién 97 y dado que 1 es unidad
débil, esto equivale a que se vea a A bc A1 = 0. De acuerdo con el lema 138, esto es lo
mismo que ver que (a AbcA1)* =0 (A*(1) es una ®-dlgebra por el lema 137 al ser A
[-dlgebra y 1 > 0 en A*(1)). Por un lado se verifica

(anbeA1)? <alaNbe A1) Abela ANbe A1) A (aAbe A1)

Y a(aAbe A1) Abc(a ANbe A1) A (aAbe A1) =0sib(aAbeAl) =0.De nuevo equivale
a ver [b(a Abc A1) A1]* =0, por el mismo razonamiento que antes. Esto se deduce de
lo siguiente:

0 < [blanbe A1) A1 < [blaAbe A1) Al][blaAbeAl)] <
<(OAD(an1)b<(aAD)Db=0
La penultima desigualdad es consecuencia de la definicién de [-algebra, mientras que

la dltima se debe a que (bA1)(a A1) <ay (bA1)(aA1l)<b. Por tanto hemos visto
lo que queriamos y A es una ®-algebra.

4.2. Representacion de P-algebras

Concluimos la memoria presentando el teorema de representacién de Henriksen-Johnson
(que no demostramos): toda ®-algebra A es l-isomorfa a un dlgebra de funciones con-
tinuas extendidas sobre el espacio compacto y de Hausdorff .#(A) formado por los
l-ideales maximales de A (con la topologia hull-kernel).

Sea A una f-dlgebra y B C A. Denotaremos con S(B) el menor [-ideal de A que
contiene a B, es decir, la interseccién de todos los [-ideales de A que contienen a B.

Lema 141. Si A es una f-algebra y B C A, entonces

n

S(B)={ce A:|c] < Z |a;b;|, para cierto n € N y ciertos a; € A, b; € B}
i=1
Demostracion: Basta tener en cuenta la desigualdad triangular |c; + o] < |eq| + |eo
y que |ac| = |al|c| por ser A una f-algebra.

Proposicién 142. Todo [-ideal maximal de una ®-algebra es un ideal primo, pero no
necesariamente un ideal maximal.

Demostracion: Sea M un l-ideal maximal de una ®-algebra A. Veamos que M es un
ideal primo de A. Sean a,b ¢ M. Veamos que ab ¢ M.

Supongamos que ab € M. Consideremos el conjunto
S(a) ={c € A:|c| <|ax| para algin x € A}

Segun el lema precedente, se trata del menor [-ideal de A al que pertenece a. Puesto
que S(a) 4+ M es un ideal sélido (véase la proposicién 85) que contine estrictamente a
M, del cardcter maximal de M se deduce que S(a) + M = A. Asi que 1 = ¢; + my,
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c1 € S(a),m; € M. Andlogamente, 1 = cg + ma, ¢ € S(b), my € M. De donde,
1= (c1 +mq)(ca + ma) = c1(ca +ma) + my(ca +msg) = cr1c2 + c1ma + my(co + ma)
En la expresion anterior el término c¢;ms 4+ mq(cy + mo) pertenece a M. Ademads
lcrca| = |erl|ca] < |axy||bas| = |abzixs| € M

Como M es sélido, concluimos que cico € M y, en consecuencia, 1 € M, lo que es
absurdo (pues M es ideal propio). El siguiente ejemplo muestra que un [-ideal maximal
puede no ser un ideal maximal.

Ejemplo 143. Consideremos la ®-algebra A del ejemplo 136. Recordemos que X = R™
y que A es la [-subdlgebra de C'(X) formada por las funciones que son eventualmente
polinémicas.

Consideremos M = {f € A : f es eventualmente 0}, que es, ciertamente, un un /-ideal
propio de A.

Veamos en primer lugar que M no es un ideal maximal del anillo A. Sea f la inclusién
de X en R, es decir, f(x) = x, para todo € X. Ciertamente f € A\ M. Veamos que
1 ¢ (f)+ M y, en consecuencia, M estard contenido en en el ideal propio (f) + M.

Supongamos, razonando por reduccion al absurdo, que 1 = fg+ m, siendo g € Ay
m € M. Puesto que g € A, existe un y > 0y p[z] € R[z] tales que g = p en [y, 00).
Luego, (fg — 1)(z) = zp(x) — 1 si x € [y,00). Ahora bien, como fg — 1 € M, existe
un w >y tal que fg —1 =0 en [w,00). Asi que zp(z) —1 =0 si 2 € [w,o0), lo que
es absurdo, ya que el polinomio zp(z) — 1 no puede tener infinitas raices.

Veamos ahora que M es un [-ideal maximal de A. Sea f € A\ M, y sea S(f) el menor
el menor l-ideal de A que contiene a f. Recordemos (véase el lema 141) que

S(f)={g9 € A:lgl <|[fh|, para algin h € A}

Debemos probar que S(f)+ M = A. Puesto que S(f) = S(|f|), podemos suponer que
f > 0. Veamos que S(f)+ M contiene una unidad de A.

Determinemos las unidades de A. Dada g € A, sea

Z(g) = f7(0) = {x € X : g(x) = 0}
Supongamos que g es una unidad de A. Entonces Z(g) = @ y la funcién % pertenece
a A. Luego, existe y > 0 tal que g y % son funciones polindmicas en [y, 00). Sean
p,q € R[Z], p(2) = ap + ... + a,2"™, tales que g = py é = ¢ en [y,00). Como el
polinomio pg — 1 se anula en [y, c0), concluimos que pg — 1 = 0. De donde, p = ag y

q= % Concluimos que un elemento g de A es una unidad si, y sélo si, Z(g) =Dy g
es eventualmente una constante (no nula).

Volvamos a nuestro objetivo de probar que S(f)+ M contiene una unidad de A. Como
fe AT\ M, existe y > 0y existe p(z) € R[Z], p(z) = ap + ... + a,2", tales que f =p
en [y,00). Como p # 0, pues f ¢ M, podemos suponer que a,, # 0. Como, para X
suficientemente grande, el signo de p(z) coincide con el de a,, concluimos que a,, > 0.

Supongamos que en S(f) hay una funcién g que es eventualmente una constante no
nula. Consideremos la funcién |g|, que también estd en S(f) y es eventualmente una
constante positiva. Existe, por lo tanto, ¥ > 0 y una constante a > 0 tal que |g| = a
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en [y, 00). Consideremos la siguiente funcién i : X — R
—sr+1 si xel0,y]
h(z) =
0 st x € [y,00)
Ciertamente h € M y la funcién |g| + h es una unidad de A que estd en S(f) + M.

Luego, para terminar, nos basta encontrar en S ( f ) una funciéon g que sea eventualmente
una constante no nula.

Recordemos que f = p en [y, 00), siendo p(z) = ag + ... + a,2" y a, > 0. Una vez
superada la ultima raiz del polinomio p'(z), la funcién p(x) es creciente y lim, .o, p(x) =
00, ya que a, > 0. Puesto que f = p en [y, o0), existe w > y tal que f es creciente y
f >1en [w,00). Consideremos la funcién g : X — R definida por

flz) si zel0,w)

g(x) =
fw) si z € fw,o0)

Es obvio que g € Ay que 0 < g < f. De donde g € S(f), v g es eventualmente una
constante no nula.

Sea X un espacio topolégico no vacio. Dado a € X, la aplicacién

cX) 2 R
f = fla)

es un morfismo sobreyectivo de [-algebras. Luego, M, = ker ¢, es un ideal maximal
solido y, por lo tanto, un [-ideal maximal.

Proposicién 144. Sea X un espacio compacto y de Hausdorff no vacio. Los [-ideales
maximales de C'(X) coinciden con los ideales maximales, y son exactamente los con-
juntos de la forma M,, a € X.

Demostracion: Hemos visto en el ejemplo precedente que los conjuntos M, son tanto
ideales maximales como [-ideales maximales. Probemos ahora que todo ideal maximal
es de esa forma.

Sea M un ideal maximal de C'(X) y R el conjunto de ceros comunes a las funciones
en M, es decir

R={xe X: f(r)=0paratodo f € M}

Veamos que R # (). Supongamos razonando por reduccion al absurdo, que R = .
Entonces, para cada x € X, existe un f, € M tal que f,(z) # 0. Dado que f, es
continua, existe un entorno abierto U, de x en X donde f, no se anula nunca. Por
la compacidad de X, existe un numero finito de abiertos U,,, ..., U,, que cubren a X.
Definimos la siguiente funcién

f=h+ 6+t
Luego, f no se anula en ningin punto de X, ya que f,, no se anulaba en ningtin punto
de U,,, 7 = 1,...,n y tenfamos X = U,, U...UU,,. Por tanto, f es una unidad de
C(X). Pero esto contradice f € M, y entonces se tiene que R es no vacio. Sea a € R.
La inclusién M C M, es clara, y dado que M es maximal tenemos que M = M,.
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Veamos finalmente que todo l-ideal maximal de C'(X) es también de la forma M,. Sea
N un l-ideal maximal de C'(X). Sabemos (véase la proposicién 142) que N es un ideal
primo. Sea M un ideal maximal conteniendo a N. Sabemos ya que M = M,, para
cierto a € X. Puesto que M, es un ideal sélido y propio de C'(X) que contiene a N,
del caracter maximal de NV, se deduce que N = M,.

Observacion 145. En las ®-dlgebras uniformemente cerradas (que no vemos en esta
memoria), como es el caso de C'(X), los ideales primos son [-ideales y, en consecuencia,
los ideales maximales coinciden con los [-ideales maximales (véase [Pu] y [GJ]).

Definicién 146. Sea A una ®-élgebra. Denotaremos .# (A) (o simplemente .# cuan-
do no haya confusién) al conjunto de [-ideales maximales de A. Sea B un subconjunto
de A. Se define el conjunto ¥ (B) como

V(B)={Me.#: BCM}
Obsérvese que ¥ (B) = ¥ (I(B)) = ¥ (I7(B)), donde I(B) es el ideal sélido generado

por B, es decir, el minimo ideal sélido de A que contiene a B.

Proposicién 147. Sea A una P-algebra. Entonces se satisface lo siguiente:

(i) 7(A) =0, 7({0}) = .4

(ii) Si (B;)ies es una familia de subconjuntos de A, entonces ‘ﬂl”//(Bi) = ”//('UIB,-).
1€ 1€

(iii) Si By C son subconjuntos de A, entonces ¥ (B) U ¥ (C) = ¥ (I(B) N 1(C)).

Demostracion: (i) y (ii) son sencillas de ver. Probemos entonces (iii). Es obvio que

V(I(B)),7(1(C)) € ¥ (I1(B)NI(C)). Luego, ¥(B)U ¥ (C) € ¥ (I(B)NI(C)).
Veamos ahora que 7 (I(B)NI(C)) C ¥ (B)U ¥ (C). Lo probamos por reduccién al
absurdo. Supongamos que existe un M € .# tal que M € ¥ (1(B)NI(C)), M ¢ ¥ (B),
M ¢ ¥(C). Luego, BZ M y C ¢ M. Existen, por lo tanto, b € B\ M, c € C'\ M.
Consideremos el conjunto
S() ={w e A: |w| < |bz|, para algin z € A}
Segun el lema 141, se trata del menor ideal sélido de A al que pertenece b.
Puesto que S(b) + M es un ideal solido (véase la proposicién 85) que contiene es-
trictamente a M, del cardcter maximal de M se deduce que S(b) + M = A. Asi que
1 ="0b; +my, by € S(b), m; € M. Andlogamente, 1 = ¢; + ma, ¢; € S(c), mg € M. De
donde,
1= (bl + ml)(cl + mg) = b1<61 + mz) + m1(01 + m2> = b101 + b1m2 + m1(01 + m2)
En la expresion anterior el término byms + mq(c; + mse) pertenece a M. Ademads
’b1C1’ = |b1H01’ S |b$1HC£C2| = |bC£L‘1Qf2| € [(B) N [(C) Q M
Como M es soélido, concluimos que byc; € M y, en consecuencia, 1 € M, lo que es
absurdo (pues M es un ideal propio).

Debido a esta proposicién, podemos definir la topologia siguiente en .7 .
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Definicién 148. Sea A una ®-dlgebra. Definimos en . la topologia cuyos cerrados
son los conjuntos ¥'(B), siendo B subconjunto de A. Esta se conoce con el nombre de

topologia hull-kernel (o también con los nombres de topologia de Stone o topologia de
Zariski).

Lema 149. Para cada a € A, sea D(a) = {M € .# : a ¢ M}. Los conjuntos D(a),
a € A, constituyen una base de abiertos de .Z .

Esto se deduce del hecho de que los conjuntos D(a) son los complementarios de los
conjuntos ¥ ({a}), los cuales forman una base de cerrados de ..

Proposicién 150. Sea A una ®-algebra y .#(A) el conjunto de los [-ideales maxima-
les de A con la topologia hull-kernel. Se verifica que .#(A) es un espacio compacto.

Demostracion: Nos basta considerar recubrimientos abiertos formados por abiertos
de una base.

Sea (D(a;))icr un recubrimiento abierto de .#(A). Asi pues, para cada M € .#(A),
existe a; tal que a; ¢ M. Luego el conjunto {a; : i € I'} no estd contenido en ningin
l-ideal maximal. Sea S(a; : i € I) el menor [-ideal que contiene al conjunto {a; : i € I}.
Si S(a; : i € I) fuese un ideal propio, entonces estaria contenido en algin [-ideal
maximal, lo que no es cierto. Luego, S(a; :i € I) = A, es decir, 1 € S(a; :i € I).

Del lema precedente se deduce que 1 < |ajaq|+ ... + |aya,|, para ciertos o; € A y
ciertos a;. Puesto que D(a;) = D(|a;|), podemos suponer que a; > 0y, asf,

1 <l|aila; + ... + |anlan € S(ay, ..., an)

Puesto que S(ay,...,a,) es sélido, concluimos que 1 € S(ay,...,a,). Por lo tanto, el
conjunto {ar, ..., a,} no estd contenido en ningun Il-ideal maximal, es decir,

D(a1)U...UD(a,) = #(A).

Definicién 151. Sea X un espacio topoldgico, y sea R = R U {400} la recta real
extendida (o compactificacién de R por dos puntos). Para una funcién f : X — R,
definimos R(f) = f'(R) = {z € X : f(z) € R} y denotamos con Z(X) el conjunto
de las funciones continuas f : X — R tales que R(f) es un abierto denso de X.
Llamaremos funciones continuas extendidas a los elementos de Z(X). Es evidente que

C(X) C 2(X).

Definicién 152. Consideremos en Z(X) el orden y las operaciones definidas punto
a punto. Sean f,g € Z(X). Se ve sin dificultad que las funciones fV gy f A g son
continuas y que R(f)NR(g) C R(fV g)NR(f A g). Puesto que la interseccién de dos
abiertos densos de X es un abierto denso de X, concluimos que fVgy f/Ag pertenecen
a Z(X). Asi pues, Z(X) es un reticulo.

También se ve sin dificultad que, si A € R, entonces A\f € Z(X), pero, como veremos
en el siguiente ejemplo, no podemos afirmar que Z(X) sea cerrado para la suma y la
multiplicacién. Si existiesen funciones h, k € Z(X) tales que

hz) = f(z) + g(z), k(z) = f(z)g(z)
para todo € R(f) N R(g), entonces a h y k se les llama suma y producto, respecti-
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vamente, de f y g, y se denotan f + g y fg. Observemos que al ser R(f) N R(g) un
abierto denso de X, dichas operaciones estan bien definidas (pero no estan definidas
punto a punto).

Ejemplo 153. Sea X = N U {oco} la compactificacién por un punto de N. Sean
fi(z) =z +sen x, fo(r) = 2=, g(x) = —x, si z € N, y sean fi(00) = 00, fa(c0) =0,
g(00) = —o0. Es claro que f1, fo, g € 2(X), pero las funciones f; + g y fog no estén
definidas (punto a punto).

Teorema 154. (Henriksen-Johnson). Sea A una ®-dlgebra. Se verifica que .Z(A) es

un espacio compacto y de Hausdorff y que el dlgebra A es [-isomorfa a un algebra A
de funciones extendidas sobre .Z (A).

Demostracion: La demostracion completa puede verse en [HJ]. Nosotros nos vamos
a limitar aqui a asociar a cada elemento a € A una funcién continua extendida

a€ D((A(A))).
Fijado a € Ay M € #(A), sea M(a) la imagen de a por el morfismo de paso al
cociente A — A/M. Si a € AT, definimos

a(M)=1inf {AeR: M(a) <A}
sobreentendiendo que inf @) = co. Si a € A, definimos

a(M) = @ (M) — (M)

De la igualdad a™a~ = 0 (véase 132) deducimos 0 = M(a*a™) = M(at)M(a™) v,
puesto que A/M es un dominio de integridad por ser M un ideal primo (véase 142),
concluimos que, o bien M(a™) = 0y, en consecuencia, a, (M) =0, o bien M(a~) =0
y, en consecuencia, a= (M) = 0. Asi que a(M) = at (M) — a= (M) esta bien definido,
ya que uno de los sumandos es 0.

Queremos insistir en que las operaciones definidas en A= {a : a € A} son las indu-
cidas por las operaciones en Z((.#(A)) (véase 152). Asi pues, para comprobar que
@+ @ =, +as y que @1ds = a1ds, basta probar que (@ + @)(M) = ar + az(M) y
que (ayas)(M) = ajas(M), para todo M € R(a;) N R(ay).
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