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El objetivo de este trabajo es recopilar y explicar todos los conceptos e ideas necesarios para
que un alumno que acaba de terminar el grado, pueda entender tanto el contexto en el que
aparece como la demostraciéon del Teorema de Schlessinger. En este sentido, si damos por
conocidas las asignaturas del grado, el texto es autocontenido a nivel 16gico. Ademds, con el
objetivo de hacer accesible el texto, salvo en casos muy claros, no se deja ninguna demostracion
al lector y se explicitan todos los detalles de los razonamientos hasta el final.

Para entender el Teorema de Schlessinger tenemos que introducir la teoria de deformaciones,
que es el contexto original en el que surge el teorema. Aunque la teoria de deformaciones
se puede explicar con variedades, sin introducir los esquemas, para enunciar y demostrar las
condiciones de Schlessinger necesitamos objetos geométricos que representen la idea de un
espacio de parametros infinitesimal. Esto se consigue mediante el uso de anillos con elementos
nilpotentes, que no tienen cabida en la geometria algebraica de variedades. Por tanto, para
poder entender el contexto y la geometria de este problema, debemos introducir la nocién
de esquema. Ni la teoria de deformaciones ni los esquemas son necesarios para enunciar o
demostrar el teorema de Schlessinger. Pero sin el contexto que aportan, el teorema pasa de ser
una solucién brillante a un problema complejo, a ser un sinsentido abstracto sobre funtores.
Ademas, el Teorema de Schlessinger se enuncia y prueba en términos de funtores de k-algebras
Artinianas, por lo que necesitamos introducir también algunas nociones de teoria de categorias
y algunas propiedades de las k-algebras Artinianas.

Los tres primeros capitulos, Algebra Conmutativa, Teoria de Categorias y Geometria Alge-
braica, son una introduccién a las herramientas necesarias para los capitulos posteriores. En el
primer capitulo se presentan las nociones basicas de dlgebra conmutativa, que serdn necesarias
mas adelante. Mucho del contenido de este capitulo es el propio de un primer curso de algebra
conmutativa y podria haber sido eliminado, sin embargo, dado que el temario de dicha asig-
natura es muy variable y no todo el mundo la ha cursado, se ha mantenido el capitulo integro.
En el segundo capitulo se define lo que es una categoria y un funtor y se dan las propiedades
universales que definen los objetos con los que vamos a tratar. En el capitulo 3 se define lo que
es un esquema tratando de motivar el porqué de esta definicién y cémo leer su geometria, con
especial hincapié en los esquemas asociados a anillos Artinianos y su interpretacion infinitesi-
mal. Me gustaria aprovechar para agradecer a Ana Bravo, profesora de la UAM que durante
una beca de verano en Madrid me ensené a manejar e interpretar la geometria del algebra
conmutativa, lo cual ha sido clave para el desarrollo de los capitulos 1 y 3.

Tras estos tres capitulos podemos comenzar a adentrarnos en la teoria de deformaciones, dando
las definiciones necesarias de deformacién inducida, local e infinitesimal. Una vez entendidas
estas, presentaremos las ideas de deformacién formal versal y semiuniversal en términos de
anillos. Disponer de esta ultima seria lo ideal, pues de existir codificaria toda la informacién
sobre las deformaciones. El dltimo capitulo estd dedicado a las condiciones de Schlessinger.
En él, volvemos a presentar las ideas de deformacién versal y semiuniversal ahora en términos
de funtores. Esto nos va a permitir llevar a cabo argumentos mucho mas complejos sin tener
que arrastrar toda la notacién. Finalmente probaremos las condiciones de Schlessinger, donde
acaba nuestro viaje.

Dado que no es hasta el capitulo 4 cuando se presenta la teoria de deformaciones, conviene
tener una nocién intuitiva de qué es una deformacién y por qué es interesante. Esto nos
permitird saber a donde nos dirijimos y nos motivard durante los capitulos de preparacién que
pueden parecer disconexos. Supongamos que tenemos una hipersuperficie X C A™ dada por
f(x) = 0. Una posible deformacién de esta hipersuperficie consiste en considerar la variedad
X C A" x A™ dada por F(xz,t) de tal forma que F(z,ty) = f(x). La manera de interpretar
esta informacién es pensar en las fibras sobre cada ¢, dadas por F~1(A" x {t}) = X, como



una de las hipersuperficies que resultan de deformar X. Por ejemplo, podemos considerar una
deformacién donde la fibra ¢ = 0 es una cuspide y las demaés fibras t # 0 son nodos

F(z,y,t) =2* + ty* + y°.

Figura 1: Fibras de la deformacion para t = —2,t = —1y ¢t = 0.

La idea de deformacién es importantisima y ubicua en la geometria pues al fin y al cabo res-
ponde a una idea muy simple, parametrizar una familia de objetos que guardan relacién entre
ellos y estudiar qué propiedades se pueden deducir de entenderlos como un todo y no uno a
uno. Por ejemplo, si estamos estudiando un objeto muy complejo nos puede interesar defor-
marlo conservando ciertas propiedades y estudiar el objeto deformado en vez del original. Asi,
podemos convertir una variedad muy singular en una menos singular o lisa, o convertir una
variedad en una variedad térica y aprovechar las buenas propiedades de esta tltima. Es intere-
sante también el estudio de familias de variedades con las mismas singularidades, denominadas
deformaciones equisingulares. Dada la ubicuidad de las deformaciones en la geometria nos gus-
taria disponer de un objeto universal que, dada una variedad X, codificase toda la informacién
de las deformaciones de X sin redundancia. Grothendick dio condiciones necesarias para que
dentro de una teoria dicho objeto exista. Lamentablemente son muy pocos los casos en los que
se verifican estas condiciones. Es necesario por tanto disponer de una nocién méas débil que
se pueda usar cuando no exista la deformacion universal. Lo mejor a lo que se puede aspirar
es a la existencia de una deformacién semiuniversal, que también codifica toda la informacion
sobre las deformaciones pero de forma posiblemente redundante.

Schlessinger en su teorema da condiciones necesarias y suficientes para que exista una defor-
macion semiuniversal formal. Esta deformacion semiuniversal formal es el analogo a construir
una solucién para una ecuacion diferencial como una serie de potencias, tras hallarla, hay
que probar que la serie es convergente, en nuestro caso que la deformacion es algebrizable.
Es decir, tenemos que estudiar si la deformacién semiuniversal formal se puede concretar en
una deformacién semiuniversal. En el marco algebraico, el problema de la algebrizacién de la
deformacion es extremadamente dificil y no hay muchos resultados al respecto, aunque los que
existen son muy relevantes. En otros marcos como en el analitico, la existencia de una defor-
macién semiuniversal formal implica la existencia de una deformacién semiuniversal. Esta es
otra de las virtudes del Teorema de Schlessinger, al enunciarse en términos de funtores la can-
tidad de contextos en los que se puede aplicar es enorme, tanto de marcos como de objetos. Se
pueden deformar variedades, singularidades, morfismos, morfismos fijando el objeto de partida
y/o el de llegada, etc. Ademas, todo esto se puede hacer considerando variedades algebraicas,
analiticas, o de cualquier otro tipo. Siempre que se pueda construir el funtor de deformacién,
el Teorema de Schlessinger tiene cabida. Desde su publicacion el Teorema de Schlessinger se ha
vuelto fundamental en la teoria de deformaciones, no solo por el resultado sino por las técnicas
de la demostracion, en las que los anillos de Artin juegan un papel fundamental.



El articulo original de Schlessinger [10] es muy escueto y presupone que el lector conoce una gran
cantidad de construcciones propias de la teoria de categorias. Tanto es asi que apenas menciona
las dos construcciones méas importantes para la demostracién del teorema. En primer lugar,
cémo dotar al espacio tangente al funtor tr, de estructura de espacio vectorial, y en segundo
lugar, cémo se construye una accién de tx sobre las fibras de una aplicacién F(p). Aunque son
un poco més explicitos que Schlessinger, los libros [I1] y [6] también estan dirigidos a expertos
en el tema, por lo que también dejan una gran cantidad de demostraciones al lector. En este
texto aparecen todos los detalles de estas construcciones, que a pesar de ser tediosas, no son
triviales. Tras enunciar el teorema, en lafobservacion 5.16|se explica como las condiciones (Hp) y
(H2) permiten dotar a tr de estructura de espacio vectorial. En la observacién fobservacion 5.18|
construimos la accién de tr y probamos que la condicién (H;) implica que esta accién es
transitiva, lo cual es fundamental para la prueba. Finalmente, durante la prueba del teorema
hacemos explicitos muchos argumentos que se omiten tanto en el articulo original como en la
bibliografia. El tener que completar todos los detalles ha supuesto que este ultimo capitulo, a
pesar de ser aproximadamente una quinta parte del texto, ha consumido el grueso del tiempo
y esfuerzo.
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1. Algebra Conmutativa

En este capitulo presentaremos los conceptos y técnicas del algebra que vamos a usar. Durante
todo el texto, usaremos la palabra anillo para referirnos a anillos conmutativos y con unidad,
consecuentemente los morfismos de anillos deberan enviar el 1 en el 1. Se dan por conocidas
las nociones més basicas del dlgebra como ideal, anillo Noetheriano, médulo,...,etc. Los temas
que aqui se tratan brevemente se pueden encontrar mucho més detallados en [9], [1] y [2].

1.1. Primeras definiciones
Vamos a comenzar dando algunas definiciones y resultados que son esenciales para lo siguiente.

Definicién 1.1. Dado un ideal a de un anillo A se define el radical de a, que denotamos \/a,
como Ja={f € A| f* € a para algin n}.

Definicion 1.2. Dado un anillo A definimos el nilradical VO de A como el radical del ideal
(0), es decir, el ideal formado por los elementos nilpotentes de A.

Proposicién 1.3. Dado un anillo A se tiene que el nilradical VO es la interseccion de todos
los primos.

Demostracion. Consideramos R la interseccién de todos los primos de A. Si f € A es nilpotente
y p es primo, entonces f* =0 € p y por tanto f € p por ser p primo.

Reciprocamente, si f no es nilpotente consideramos (g, C) el conjunto parcialmente ordenado
de ideales a tales que f™ ¢ a para todo n. § no es vacio porque contiene al ideal 0. Ademas,
dada una cadena de ideales ay, esta tiene una cota superior que es |J ., ax = a. Veamos que
a efectivamente es un ideal. Si z,y € a existen ay, > z y ay, 3 y. Como es una cadena, uno
de los dos ideales debe contener al otro y por tanto x e y estdn ambos en uno de los dos
ideales, en el que estard también x + y. Probar que si b € a entonces bx € ay que 0 € a es
inmediato. Podemos por tanto aplicar el lema de Zorn, que nos dice que existe un elemento
maximal b € §. Vamos a ver que b es primo. Consideramos z,y ¢ b, entonces los ideales
() + b e (y) + b contienen a b estrictamente por lo que no estdn en §, es decir existen m,n
con f* € (x)+by f™ € (y) + b de manera que f™ = c1xz + by y f™ = coy + be. Entonces, el
elemento f™"*™ = cicomy + c1box + bicay + b1be € (zy) + b luego (zy) + b no estd en §F y por
tanto (zy) ¢ b. Lo que hemos visto es que si f no es nilpotente debe existir un ideal primo b
al que f no pertenece y por tanto no esta en la interseccién de todos los ideales primos. O

Proposicién 1.4. Dado un ideal I de un anillo A, su radical VI es la interseccion de los
ideales primos que lo contienen.

Demostracion. Aplicamos la proposicién anterior al anillo A/I junto con la biyeccién entre
ideales de A/I e ideales de A que contienen a I. O

Definicién 1.5. Dado un anillo A definimos el radical de Jacobson J(A) como la interseccion
de todos los ideales maximales de A.

Proposicién 1.6. = € J(A) si y solo si 1 —xy es una unidad para todo y € A.
Demostracion. Si existe y tal que 1 — zy no es una unidad, el ideal generado por (1 — zy) estd

contenido en algiin maximal m, pero como = € J(A) C m se tiene que (1 —zy) + 2y =1 € m,
que es absurdo.



Si z no esta en algin maximal m entonces m y x generan A. Por tanto, l =yz —mcony € A
y m € m. Se sigue que 1 — zy € m, luego no es unidad. O

Proposicién 1.7. Sipy,po,..,pn son una cantidad finita de ideales primos tales que (), p; C p
también primo entonces existe un p; contenido en p.

Demostracion. Supongamos que p1,..p,—1 no estan contenidos en p. Tomamos entonces x,, €
. Si consideramos x; € p; \ p se tiene que x122,..,x, € ();9; C P y como p es primo alguno
de los elementos de ese producto debe estar en p. Los n — 1 primeros no lo estan luego debe
ser x, € p y por tanto p,, C p. [

Definicion 1.8. Dado un anillo A se define una cadena de ideales de A como un subconjunto
de los ideales de A que estd totalmente ordenado para la inclusion. Es decir, una cadena de
ideales en A se puede representar como ag C a; C ag C .. C a,. Ademds se dice que esta cadena
tiene longitud n, es decir, la longitud es la cantidad de inclusiones propias y no la cantidad de
tdeales en la cadena.

Definicién 1.9. Dado un anillo A se define su dimension dim(A) como la longitud mdzima de
una cadena de ideales primos en A, coviniendo que la dimension es infinito si dicho mdximo
no existe. Aprovechamos para recordar que el propio A se excluye tanto de la definicion de
tdeal primo como de la de ideal maximal.

La definicién de dimensién que hemos dado se debe a Krull y hay 6 o 7 definiciones equivalentes
a ella. Nosotros por comodidad nos quedaremos con esta, sin embargo resulta muy interesante
ver cémo definiciones en principio tan alejadas unas de otras resultan ser equivalentes.

Definicion 1.10. Un anillo A con un solo ideal mazximal se denomina anillo local. A veces
se denota por (A,m), donde se entiende que la primera letra denota el anillo y la sequnda el
ideal mazimal. Ademds al cuerpo k = A/m se le llama cuerpo de residuos. (No confundir con
el cuerpo de fracciones de un dominio A).

Definicién 1.11. Dada una k-dlgebra local (A,m) diremos que tiene a k como cuerpo de

residuos si (A/m) ~ k y ademds el isomorfismo cumple que
1d

T

k A A/m k.

En otras palabras, el isomorfismo entre A/m y k manda la clase k& de un elemento del cuerpo
en el propio k. Esto, que puede parecer un detalle sin importancia, va a ser muy relevante pues
vamos a trabajar con morfismos de k-algebras que deben respetar por tanto el morfismo de
estructura y nos van a permitir deducir propiedades importantes.

Si A/m ~ k pero no existe un morfismo con la propiedad descrita arriba, diremos que el cuerpo
de residuos de A es isomorfo a k en vez de decir que el cuerpo de residuos de A es k.

1.2. Algebra homologica

Definicién 1.12. Dada una sucesion de morfismos de A-mddulos

Pi

Pit1
M; 1 M; " M4
decimos que esta es exacta si Im(p;) = Ker(pi+1) para todo i.

Las sucesiones exactas de morfismos son una herramienta muy util en algebra que permite
expresar relaciones complejas de una manera visual.



Como ejemplo, dado un morfismo de anillos ¢ : A — B se tiene la sucesion exacta

00— Ker(p) —>A—">B B/Im(p) —0.

En el caso de que ¢ sea inyectiva se reduce a

0 A—*-B B/Im(p) —=0

v si ¢ es sobreyectiva

0——>Ker(p) —>A—2>B 0.

Las sucesiones exactas como estas dos ultimas, que comienzan y terminan con 0 y solo tienen
tres médulos no triviales, se llaman sucesiones exactas cortas. Como toda sucesién exacta de
morfismos se puede separar en sucesiones exactas cortas, normalmente basta con estudiar estas.

Proposicién 1.13. (El lema de los 5) Dado un diagrama conmutativo de A-mddulos con filas
exactas como

A - Ay B Ay s A T A

lfl lfz lfs lfcl lfs
B B B Bs

By —2~ By 2+~ B; '~ B, Bs

si fo y fa son isomorfismos, f1 es sobreyectiva y f5 es inyectiva, entonces fs es un isomorfismo.

Demostracion. Comenzamos por la inyectividad. Sea = € Ker(fs), por ser el diagrama con-
mutativo se tiene que fi(ay(z)) = Ba(f3(z)) = B4(0) = 0. Como fy es isomorfismo, ay(z) =0
y, por ser la sucesién exacta, existe un y € Ay tal que a3(y) = x. Ahora, de nuevo por ser el
diagrama conmutativo, B3(f2(y)) = fa(as(y)) = f3(x) = 0, luego fa(y) € Ker(B3) y por ser
las filas exactas existe z € Bj tal que 52(2) = f2(y). Finalmente, al ser f; sobreyectiva existe t
con fi(t) = z. Como el diagrama conmuta, fa(aa(t)) = S2(f1(t)) = P2(z) = f2(y) y como fa es
isomorfismo, as(t) = y. Con esto hemos acabado pues, al ser la sucesién exacta, as(az(t)) =0,
pero por otro lado ag(as(t)) = as(y) = z, luego = = 0.

Para ver que f3 es sobreyectiva consideramos x € Bs. Como fy es isomorfismo, existe y € Ay tal
que f4(y) = Ba(z). Al conmutar el diagrama sucede que f5(as(y)) = B5(f1(y)) = B5(B1(y)) = 0,
la dltima igualdad se da por ser las filas exactas. Entonces, como f5 es inyectiva as(y) = 0
y, al ser las filas exactas, existe z € As tal que ay(z) = y. De nuevo por la conmutatividad
del diagrama, B4(f3(2)) = falau(2)) = fa(y) = Ba(x), de manera que = — f3(z) € Ker(Ss).
Existen por tanto ¢t € By con f3(t) = = — f3(2) y w € Ay con fa(w) = t. Se tiene que
fa(as(w)) = Ps(fa(w)) = P3(t) = x— f3(z). Despejando de esta ecuacién y usando la linealidad
de f3 se tiene que f3(as(w) + z) =z y f3 es sobreyectiva. O

Estas demostraciones consisten basicamente en hacer en cada paso lo 1inico que se puede hacer,
lo que las hace bastante mecanicas. Tanto es asi que se las conoce como “diagrama chasing”
(seguir o cazar el diagrama en espafiol). También se las suele llamar en tono irénico “abstract
nonsense” (sinsentido abstracto) por el hecho de que cuando uno termina la demostracién
tiene la sensacién de no haber obtenido ningtn tipo de intuicién de qué esta sucediendo y sin
embargo estd completamente convencido de que el resultado probado es cierto.



Proposicion 1.14. Dada una sucesion exacta de A-mddulos

0 My —2 > My —2 > M,y 0

se tiene que My es Noetheriano (Artiniano) si y solo si My y Ms son Noetherianos (Artinia-
nos).

Demostracion. Si Ms es Noetheriano, dada una cadena ascendente Ng C Ny C Ny C ... C
N,, C ... de submddulos de M, se tiene una cadena ¢(Ny) C ¢(N1) C p(N2) C ... C ¢(N,,) C
... de submddulos de Ms. Por tanto, debe existir n tal que ¢(N,) = ©(Np41). Como ¢ es
inyectiva se tiene que p'(p(A)) = A y por tanto N,, = N,,41. De igual manera pero usando
la sobreyectividad se prueba para Ms.

Supongamos ahora que M; y Ms son Noetherianos. Dada una cadena Ny C N; C Ny C
... C N, C ... de submédulos de My consideramos ahora la cadena ¢~ '(Ny) C ¢ 1(Ny) C
e Y (N2) C ... C p71(IV,,) C ... de submédulos de M y la cadena ¢(Ng) C ¢(N1) C ¢(No) C
... C ¢(Nyp) C ... de submddulos de M3. Como ambos son Noetherianos, eligiendo un n suficien-
temente grande se tiene que ¢ (V) = ¢ Y (Npui1) ¥ ¢(N,) = ¢(Nyy1). Podemos construir
entonces el siguiente diagrama conmutativo

00— (Ny) 2> N,

e

0—— ‘7071(Nn+1) d Npy1 ¢(Nn+1) -

Las filas del diagrama son exactas por ser el diagrama original exacto. Los morfismos verticales,
salvo el central, son todos la identidad y por tanto isomorfismos. Podemos aplicar entonces
el lema de los 5 y obtener que la inclusién de N, en Npy; es un isomorfismo y por tanto
Ny = Npai1. O

1.3. Lema de Nakayama

El lema de Nakayama es una herramienta fundamental del dlgebra conmutativa y por tanto de
la geometria algebraica. Aunque su enunciado mas general habla de ideales contenidos en el
radical de Jacobson J(A) se suele aplicar principalmente a anillos locales (A, m) donde todos
lo ideales estédn contenidos en J(A) = m. Bajo el apodo lema de Nakyama se recogen varios
enunciados diferentes que pueden o no ser equivalentes. De igual manera, en este texto cuando
nos refiramos al lema de Nakayama serd al propio lema o a cualquiera de sus corolarios.

Proposiciéon 1.15. Sea M un A-mddulo finitamente generado y a un ideal de A tal que
aM = M. Entonces, ezxiste y = 1(mod a) tal que yM = 0.

Demostracion. Consideramos x1, 9, .., T, generadores de M. Como M = aM se tiene que
deben existir coeficientes b;; € a tales que

€Tr; = E bijﬂj‘j.

En forma matricial esta ecuacién se puede escribir como Bx = x o equivalentemente (B —
Id)x = 0. Si multiplicamos a la izquierda por la adjunta de la matriz (B — Id) obtenemos
det(B —Id)x = 0. Nétese que la construccién de la adjunta solo requiere de sumas y productos
por lo que no supone ningin problema a pesar de trabajar en un anillo y no en un cuerpo.
Solo falta ver que det(B — Id) = 1(mod a). Los coeficientes de la matriz (B — Id) estdn
todos en a salvo los elementos diagonales, por tanto, nos basta con ver qué sucede con el
término del determinante que resulta de multiplicar los elementos diagonales. Este término es



de la forma [[(b;; — 1). Expandiendo el producto, el tinico término que no estd en a es el que
resulta del producto de los —1 por tanto det(B — Id) = +1(mod a) y nos basta con tomar
y = tdet(B — Id). O

Proposicién 1.16. (Lema de Nakayama) Sea M un A-mddulo finitamente generado y a C
J(A) un ideal de A, entonces aM = M implica que M = 0.

Demostracion. Por la proposicién anterior existe y tal que yM = 0 y ademds y = 1(mod a),

es decir, y = 1+ a con a € a. Como a C J(A) entonces a € J(A) y la caracterizacién de los

elementos de J(A) nos dice que 1+a = y es una unidad. Entonces, M =y~ lyM =y~ (yM) =
-1

y - 0=0. O

Proposicion 1.17. Sea M un A-mddulo finitamente generado, N C M wun submddulo y
a C J(A) un ideal. Si M = aM + N entonces M = N.

Demostracion. Consideramos el médulo M/N que es finitamente generado por serlo M. Se
tiene entonces que

M/N = (aM + N)/N = (aM)/N = a(M/N).
Aplicando la proposicién anterior se obtiene que M/N = 0 y por tanto M = N. O

En un anillo local (4, m) un A-médulo M /mM tiene ademds estructura de (A/m = k)-espacio
vectorial. El producto por escalar dado por @-m = am (cuidado con dénde se toma cada clase)
esta bien definido pues dados a; ~ as y m1 ~ mq se tiene que

aymi — agmg = aymi — agMmg + aymg — ayma = (a1 — az)me + aj(m; — ma).

Entonces, como aj ~ ag se tiene (a3 — az) € m y por tanto (a1 — ag)mg € mM. Por otro lado,
como mj ~ mg entonces (m; — meg) € mM, por tanto, (a1 — az)ma + a1(mi — mg) € mM
y la operacién estd bien definida. Esta estructura de (A/m = k)-espacio vectorial es muy
importante en geometria algebraica y en dlgebra conmutativa, haremos mas hincapié en ello
en el capitulo 3. De momento nos quedamos con algunos resultados ttiles de la cara algebraica.

Proposicién 1.18. Dado (A, m) un anillo local y M un A-mddulo finitamente generado, si los
elementos my, ma, ...m, de M son tales que my,ma, ... My, generan M /mM como A/m-mddulo,
entonces los m; generan M como A-mddulo. En particular, si tomamos m; una base de M /mM
obtenemos un sistema de generadores minimal de A.

Demostracion. Consideramos N el A-médulo generado por los elementos m;. Ahora como los
m; generan M /mM como A/m-médulo, se tiene que dado m € M existen a; € A tales que
m =Y a;m;. Que estas dos clases de equivalencia sean iguales significa que existe y € mM tal
que m =y + Y a;m;, por tanto M = N +mM y aplicando la proposicién anterior obtenemos
M =N. O

1.4. Topologia I-adica

Definicion 1.19. Dado un ideal I de un anillo A y un A-mddulo M consideramos los submddu-
los
M2OIMDIPM2..2I"M D ...

Podemos definir entonces una base o sistema fundamental de entornos abiertos de cada punto
x €M comoB={x+1I"M | x € M}. La topologia que definen estos entornos recibe el nombre



de topologia I-ddica del A-mdodulo M. Ndotese que estos entornos no son mds que las clases de
equivalencia modulo I™ M .

Proposicion 1.20. La coleccion de entornos definidos arriba son, efectivamente, una base de
entornos de una topologia.

Demostracion. Si x € (y + 1™ M) N (z 4+ I"M), tomamos n = maz{ni,na} y es inmediato
comprobar que x € x + "M Cy+I"MNz+ " M. Ademés dado y € x + I"M se cumple
que y+ I"M C x4+ I"M. La primera condicién nos permite asegurar que el conjunto formado
por uniones de estos conjuntos es una topologia y la segunda que efectivamente estos conjuntos
son una base de entornos abiertos de la topologia asi definida. O

Noétese que el propio A es un A-médulo, de manera que tiene sentido considerar en él la
topologia I-adica.

Vamos ahora a probar una serie de resultados que nos van a ayudar a entender mejor esta
topologia.

Proposicion 1.21. La suma 4+ : M x M — M vy el producto por un escalar - : Ax M — M
son continuos con la topologia I-ddica. En particular (M,+) es un grupo topoldgico y (A, +, )
es un anillo topoldgico.

Demostracion. Para cualquier punto (x,y) y cualquier entorno bésico de su imagen U = (z +
y)+ I™M podemos tomar un entorno V = (z+ I["M) x (y+ I""M) del punto (z,y) de manera
que la imagen de V esta contenida en U y por tanto la aplicacién es continua.

De manera andloga, dado (a,z) y un entorno basico de su imagen U = ax + I" M, podemos
considerar V' = (a + I"™) X (z + ™M) que es un entorno de (a, ) y tiene su imagen contenida
en U. O

Proposicién 1.22. La topologia I-ddica es Hausdorff si y solo si (\o—y I"M = 0.

Demostracion. Si la topologia es Hausdorff, como I™M es una base de entornos de 0, dado
cualquier € M existe un m tal que x ¢ I"™M y por tanto x ¢ ()., I" M. Reciprocamente,
si (o, I"M = 0, dados = # y se tiene que = + ()~ I"M = x luego existe un m tal que
y & x+ I"™M y por tanto necesariamente x ¢ y + I"'M, ademds = + "M Ny + "M =0
luego el espacio es Hausdorff. O

Definicién 1.23. Dado un A-mdédulo M con la topologia I-ddica se dice que una sucesion a,
de elementos de M es de Cauchy si para cada k € N, existe ng tal que (an — am) € I*M para
todo n,m > ng.

Definicion 1.24. Dado un A-mddulo M con la topologia I-ddica se dice que M es completo
st toda sucesion de Cauchy es convergente.

Ejemplo 1.25. Si consideramos el anillo de polinomios K|z|, la sucesion fo(x) =1; fi(z) =
1+ folx) = 1 +2+ 2% frlz) = 22:0 " es claramente de Cauchy, pues si n > m,
(fa — fm) € (z)™. Sin embargo, el limite de esta sucesion, que es la serie infinita  ,° ,x",
no estd en el anillo K|x| que por tanto no es completo. Se puede probar que el anillo de series
formales K[[z]] es completo y de hecho es lo que vamos a definir como anillo completado
respecto de la topologia (x)-ddica de K|x|. Para quien esté familiarizado con ellos, los enteros
p-ddicos Z, son el completado de Z con respecto a la topologia generada por el ideal (p) y sin

embargo guardan entre ellos una relacion diferente a la que hay entre K[x] y K|[[z]].



Definicion 1.26. Dado un anillo A con la topologia I-ddica, consideramos A el conjunto
de sucesiones de Cauchy de A y definimos la relacion de equivalencia dada por: {xy}02, ~
{yn}22, si la sucesion x, — y, converge a 0. Si definimos la suma y el producto coordenada
a coordenada A es un anillo. La demostracion es completamente andloga a la que se realiza
cuando se define R como el conjunto de las sucesiones de Cauchy de Q con esta misma relacion
de equivalencia.

Este anillo ademds contiene a A como subanillo mediante el morfismo dado por

p:A— A

a— (a,a,...,a,...).

Definicion 1.27. Un anillo A para el cual la aplicacion ¢ antes definida es isomorfismo se
denomina anillo completo.

Hasta aqui hemos dado una nocién topoldgica de lo que es el completado de un anillo. Como es
habitual en matematicas, hay una construccion equivalente, en este caso desde el punto de vista
algebraico. Manejar ambas definiciones va a resultar clave en la demostracion del Teorema de
Schlessinger. Sin embargo, debemos esperar al segundo capitulo, donde introduciremos algunas
nociones de teoria de categorias como el limite inverso, para ver la definicién algebraica y la
equivalencia entre ellas.

1.5. Localizacién

Definicién 1.28. Dado A un anillo y S un conjunto multiplicativamente cerrado (incluyendo
el producto vacio, es decir el 1), se define la localizacion de A en S como el conjunto Ax S junto
con la relacion de equivalencia (ai,s1) = (az,s2) si existe h € S tal que h(a1s2 — azs1) = 0.
Este conjunto se denota como S™'A y sus pares como % Si ademds se consideran en S™1A

a182+a2s1
S1892

y producto definido como 492 = 9192

; ; ar 4 ay _
las operaciones suma definida como s T5 = o = res)

S~1A tiene estructura de anillo cuyo 0 es % ysules %

Comprobar que estas operaciones estan bien definidas junto con las propiedades conmutativa,
asociativa y distributiva, mas alld de ser extremadamente tedioso, no aporta nada. Nos limi-
tamos a comentar que para probar que el producto esta bien definido hay que usar el clasico
truco de sumar y restar un producto cruzado.

Conviene remarcar que en el caso de que S no contenga ningun divisor de 0 la condicién de
que exista h € S tal que h(ais2 — azs1) = 0 es equivalente a que (a;sy — azs1) = 0, que
es la condicién usual para Q. El porqué de la aparicién de h en la definicién es el hecho de
que un divisor de 0 nunca puede ser una unidad, por tanto, si f € S es tal que fg = 0, al
anadir el inverso de f estamos obligando a g a ser 0 pues queremos que fT = ¢ y también que

fg _ 0 g _ 0

=% = %. Estas dos condiciones nos dicen que deberfa ser { = 7, sin embargo no sucede

que 1-g—0-1 = 0. Es por esto que debemos anadir A en la definicién. En este caso tendriamos

h=fy flg—0)=0.

Ejemplo 1.29. EIl primer ejemplo consiste en tomar S = {1, f, f?,..., f,...}. Si por ejemplo
A = Rlz,y] y f es irreducible, ST'R[x,y] es el conjunto de cocientes de polinomios cuyo
denominador se anula en la curva f. Veremos mds adelante que este anillo se corresponde
justamente con las funciones racionales que estan bien definidas en el complemento del conjunto
de ceros de f. Esta construccion es muy frecuente, por lo que se suele abreviar la notacion y
referirse a ST'A simplemente como Ay.



Ejemplo 1.30. Dado que ningun ideal propio contiene al 1 no podemos localizar en los ideales.
Sin embargo, si p es un ideal primo su complemento S = A\ p es multiplicativamente cerrado,
pues si f,g ¢ p entonces fg ¢ p, y podemos localizar en S. Al contrario que en el ejemplo
anterior, si A = Rz, y] y tomamos p = (f), que es primo por ser f irreducible, el anillo que
resulta es el de cocientes de polinomios cuyo denominador no se anula en la curva que define f.
Este anillo se corresponde por tanto con las funciones racionales de la curva en R. Este anillo
también aparece con frecuencia y tiene notacion especial Ap. En mi opinion es una notacion
contradictoria el hecho de que Ay sea localizar en f y Ay localizar en el complemento de p, sin
embargo esta notacion estd universalmente extendida y por tanto la vamos a mantener.

Este segundo ejemplo es el que le da a la localizacién su nombre. Cuando localizamos en el
complemento de un ideal primo obtenemos un anillo que nos da informacion de lo que sucede
en el conjunto de ceros de ese ideal. La intuicién detras de esto es que al transformar todos
los elementos que no estan en p en unidades, de alguna manera pierden la complejidad de las
relaciones entre ellos que les aporta el hecho de no ser invertibles, quedando solo en el anillo
la estructura debida a p. Es decir el anillo A, es un anillo local con ideal maximal p.

Definiciéon 1.31. Dado un morfismo entre dos anillos o : A — B y p un ideal primo de B,
podemos considerar la localizacion del morfismo en p, que es el morfismo ¢p @ Ay-1,) — By

definido como pyp(a/f) = ¢(a)/p(f).

Para comprobar que este morfismo esta bien definido, en primer lugar comprobamos que si
f & ¢ (p) entonces p(f) ¢ p y por tanto la imagen efectivamente estd en By,. Para comprobar
que no depende del representante, tomamos a/f ~ b/g es decir, existe h ¢ o (p) tal que
h(ag —bf) = 0. Entonces, ¢(h) ¢ py w(h)[e(a)p(g) — e(b)e(f)] = 0, luego estéd bien definido.
Para ver que respeta la suma, el producto, el cero y el uno se razona igual usando el hecho de
que ¢ es morfismo.

Proposicién 1.32. Dado un morfismo f : A — B y S C A multiplicativamente cerrado,
si para todo s € S se tiene que f(s) es una unidad en b, entonces existe un unico f tal que
foi=f, dondei es la inclusion de A en la localizacion.

Demostracion. Si f es un morfismo se tiene que cumplir que f(1) = f(s-s~1) = f(s)f(s™).
Por tanto, la tinica opcién es definir f(s~') como f(s)~!'. Una vez definido el morfismo en
los inversos de s, la imagen de cualquier elemento de S™'A queda determinada. Es sencillo
comprobar que f asi definido es un morfismo. O

1.6. Producto tensorial

El producto tensorial de dos A-algebras M,N es un objeto, M ® N, que nos permite transformar
biunivoca y linealmente aplicaciones bilineales que salen del producto cartesiano B : M X
N — R, en aplicaciones lineales que salen de M ® N. El producto tensorial es increiblemente
util y sirve para formalizar conceptos matematicos muy diferentes. Uno de los ejemplos mas
bonitos que hay de su uso es la construcciéon del invariante de Dehn para un poliedro, que
caracteriza completamente cuando un poliedro puede transformarse en otro mediante cortes
rectos y pegados (problema de Hilbert nimero 3). Mds en la linea de este trabajo, como
veremos mas adelante, el producto tensorial de anillos esté relacionado con el producto fibrado
de variedades y por tanto sirve para formalizar la idea de pegar dos variedades a lo largo de
una subvariedad comun. En términos del producto tensorial se enuncia también la nocién de
modulo plano y morfismo plano, que es la nocién técnica que permite formalizar la idea de
deformacion.

Definicion 1.33. Dados M y N A-mddulos, se define el A-mddulo producto tensorial como



M ® N = AM*N /R donde AM*N es el A-mddulo libre que tiene como base los elementos
de M x N. Es decir, un elemento de AM*N es una combinacién lineal finita de la forma
Yoy ai- (mi,n;). R es el submddulo generado por elementos de la forma:

(m,n1 4+ n2) — (m,n1) — (m, na)

(my,ma,n) — (m1,n) — (mz2,n)
a-(m,n) — (am,n)

a-(m,n) — (m,an).

La clase de (m,n) en el producto tensorial se denota como m®mn. De la definicion se sigue que
los elementos de la forma m @ n son un sistema de generadores de M ® N y que se cumplen
las relaciones:

m® (ny+n2) =men; +mng

(mi+m2)@n=m; @n+ma@n

alm®mn) = (am) @n =m ® (an).

Estas relaciones nos aseguran que la aplicacion m: M x N — M ® N definida como w(m,n) =
m®n es A-bilineal.

Vamos a probar ahora la propiedad universal que caracteriza al producto tensorial.

Proposicién 1.34. El par (M N, ) cumple que dada una aplicacion A-bilineal g : M X N —
B, existe un unico morfismo de A-mddulos f: M Q@ N — B de tal manera que g factoriza a
través de , es decir, g = fomw. Ademds, para cualquier otro par formado por un A-mddulo P y
aplicacion A-bilineal 7 : M x N — P cumpliendo esta propiedad, existe un unico isomorfismo
entre h: P— M ® N que cumple moh =T.

Demostracion. Dado que AM*N tiene como base los elementos de M x N, podemos definir a
partir de g una tinica aplicacién bilineal § : AM*N tal que §(m,n) = g(m,n). Para ver que
esta aplicacion “pasa al cociente” necesitamos asegurarnos de que se anula en los elementos de
R, pero los elementos de R son justamente aquellos en los que debe anularse una aplicacién
bilineal como g, de manera que la aplicacién f: M ® N — B dada por f(m ®n) = g(m,n)
estd bien definida y obviamente cumple que g = f o m. Ademds, es la Unica pues si queremos
que se cumpla g = f o w debemos definir f(w(m,n)) = f(m ®n) = g(m,n), pero como estos
elementos son un sistema de generadores determinan f completamente.

Si existiese otro par (P,7) con esta propiedad, aplicando la propiedad a M ® N con g = 7
existe un unico f tal que 7 = f o m. Aplicdndosela a P con g = 7 se tiene que existe un tinico
f' con T = f o 7. Sustituyendo una igualdad en la otra se obtiene m = f o f om. Aplicando una
vez més la propiedad probada para M ® N con g = w, la unicidad nos dice que f of = Id.
Igualmente se prueba que f o f = Id y por tanto son isomorfismos. 0

Es muy importante darse cuenta de que la notacion M ® N es ambigua pues M y N pueden ser
moédulos sobre varios anillos y el producto tensorial depende del anillo que estemos considerando
ya que cocientaremos por unas relaciones u otras. Debido a esto, se suele denotar debajo del
simbolo ® sobre qué anillo consideramos los médulos. En el caso de la definicion escribiriamos
M A N.

Proposicién 1.35. Si los elementos m; y n; generan M y N como A-mddulos entonces los
elementos m; @ n; generan M @ N como A-mddulo.



Demostracion. Un elemento de M ® N es de la forma ), ai(x; @ yx) con x € M e y, € N.
Ahora, todos los xj se pueden expresar como una combinaciéon lineal finita de los m; y los yi
de los nj. Se tiene entonces que ), ap(xr ® yp) = > ar(D_; Nikms) @ (ZJ WHikMj) = Dk =
2o aeAik (e ® (320 pieng)) = 325 2o 205 ki tijr(mq @ ny). O

Ejemplo 1.36. En muchas ocasiones el producto tensorial de dos modulos resulta ser el modulo
0. Esto nos dice que los morfismos de estructura de ambos no son compatibles a la hora de
definir una aplicacion bilineal. Como ejemplo vamos a ver que Q®zZ/(n) = 0. Los elementos de
la forma (§ ®c) son un sistema de generadores por lo que si todos ellos son 0 habremos acabado.
Usando las relaciones que definen el producto tensorial se tiene que (7 ® ¢) = (ngr ®c) =
(g ®c) = (gr@nc) = = @0=0®0.

mn

De manera completamente andloga a la construccién que hemos hecho para dos médulos y
aplicaciones bilineales, se puede hacer la misma construccion para una cantidad finita arbitraria
n de médulos y aplicaciones n-lineales. Se obtiene asi un médulo M7 ® Ms ® ... ® M,, con la
propiedad universal de que cualquier aplicaciéon n-lineal que salga de M; x My x ... x M,
factoriza de manera tnica a través del producto tensorial y ademas este médulo es tinico salvo
isomorfismo tnico.

Proposiciéon 1.37. Dados tres A-mddulos M, N, P se tiene que:
I) M®N ~ N ® M. Ademds, el isomorfismo es unico si pedimos que f(x @ y) = (y ® ).

IIN) MON)@ P~M®(N®P)~M®®N ® P. Ademds, el isomorfismo es inico si pedimos
que f(zQY)®z) =Ry ® =

III) A® M ~ M. Ademds, el isomorfismo es inico si pedimos que f(a ® x) = ax.

Demostracion. Dado que las tres demostraciones se basan en la misma idea, vamos a hacer
solo la correspondiente a II) por ser la més complicada de todas. Lo tnico que hay que hacer
en la demostracion es probar que las aplicaciones definidas por las condiciones impuestas en
el enunciado son verdaderamente morfismos, una vez hecho eso es automético que uno es el
inverso del otro.

Fijamos z € P y definimos el morfismo f: M x N — M ® N ® P como f(z,y) =2 Qy® z.
Este morfismo es bilineal y por tanto factoriza a través de M ® N, es decir, existe un morfismo
fr  M®N — M ® N® P dado por f,(z®y) = 2 ® y ® z. Podemos entonces construir la
aplicaciéon g : (M@N)x P — M ® N ® P dada por g(t,z) = f.(t). Esta aplicacién es bilineal y
de nuevo induce un morfismo h : (M@N)®P — MN®P dado por h((zQy)®z2) = QYR 2.
Para construir el morfismo inverso definimos yt : M X N x P — (M ®@ N)® P como pu(z,y, z) =
(zr®y)®z. Como esta aplicacion es trilineal define un morfismo7: MN®P — (MQN)® P
dado por T(x ®y ® z) = (r ® y) ® z. Como h y 7 son claramente inversos el uno del otro, son
isomorfismos. O

Definicién 1.38. Dados dos anillos A y B un (A, B)-bimddulo es un A-médulo M que es
también un B-mddulo M de tal manera que las estructuras son compatibles, es decir, a(bx) =
b(ax) para todoa € Abe B yx e M.

Dados dos anillos A, B, un A-médulo M, un B-médulo P y un (A, B)-bimédulo N se puede
dotar a M ®4 N de estructura de B-médulo con el producto b(m ® n) = (m ® bn). Por tanto,
M ®4 N es también un bimdédulo pues las dos estructuras son compatibles al serlo la de N.
De igual modo, se puede dotar a N ®p P de estructura de bimédulo. Finalmente, dado que
M ®4 N es un bimédulo podemos repetir la construccién anterior y dotar a (M ®4 N)®p P de
estructura de A-mdédulo haciendo a((z®4y)®pz) = (a(z®4Yy))@p 2. Es decir, ( M@ N)®p P
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es también un bimddulo, de igual manera se puede proceder con M ®4 (N ®p P) que pasa a
ser también un bimoédulo.

Proposicién 1.39. Los mddulos (M @A N)®RpP y M®4 (N ®p P) que acabamos de construir
son isomorfos como (A, B)-bimddulos.

Demostracion. Al igual que en la proposicién anterior, la demostracién consiste en comprobar
que los morfismos que queremos definir efectivamente lo son. En este caso, esta la dificultad
anadida de probar la multilinealidad de las aplicaciones que vamos a definir. Consideramos
f:(M®yN)x P— M®y (N ®p P) definida por f(z ®y,2) = x ®4 (y ®p z). Vamos a
comprobar la B-bilinealidad de esta aplicacion. La comprobacion de que respeta la suma es
inmediata, y respeta el producto en ambas entradas pues

fb(z®ay), 2) = f(z@aby, 2) = 204 (by®p2) = 2@ Ab(Y®p2) = b(x®A(yRpB2)) = bf (+@4y, 2)

f(x@ay,b2) =2 @4 (y®pbz) =2 ®@ab(y®p2) =bx @A (y®@p 2)) =bf(x@ay,2)

Por tanto, esta aplicacién B-bilineal induce un morfismo de (M @4 N)®p P en M ®4 (N ®p P)
dado justamente por g((z®ay)®p2) = ®4 (y®@p 2). Faltaria construir el morfismo inverso de
este y los dos morfismos que nos dan el isomorfismo como A-mddulos. Todos ellos se construyen
de manera andloga y no tiene sentido extenderse mas con la prueba. O

Dadas B y C A-algebras el producto tensorial B® 4C tiene, ademas de estructura de A-mddulo,
estructura de A-algebra.

Definicion 1.40. Dadas dos A-dlgebras f : A — B y g : A — C se define el A-dlgebra
B ®4 C dada por el morfismo de estructura

p:A— B®s4C
pla) = fla)®@1=1®g(a)

y el producto
(b1 ® Cl)(bg ® 02) — (blbz X 0102).

El producto se define solo para tensores puros y se extiende a combinaciones lineales de estos
mediante la propiedad distributiva del producto respecto a la suma, propiedad que se cumple
entonces por definicién. Dicho esto, es inmediato comprobar que para cualquiera de las igual-
dades de la el producto no depende del representante y por tanto estd bien
definido. Comprobar esto junto con todas las demaés propiedades de la definicién de A-algebra
es rutinario.

1.7. Modulos planos

Definiciéon 1.41. Dado un A-mddulo M diremos que M es un A-mddulo plano si para cual-
quier morfismo inyectivo de A-mddulos f : N1 — Ns se tiene que el morfismo f ® Id :
N1 @M — No® M es también inyectivo.

Proposicién 1.42. Si M es un A-mdédulo plano y tenemos ¢ : A — B entonces M ® 4 B es
un B-mddulo plano.
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Demostracion. Dados dos B-médulos N1, No y un morfismo inyectivo entre ellos f queremos
ver que el morfismo

Idyeg, )@ f: (M ®aB)@p N1 — (M ®4 B) @p N»

es inyectivo. Como B es un bimédulo, aplicando la [proposicion 1.39|y la|proposicion 1.37|se de-
duce que (M®4B)®pN; ~ M®4(B®pN;) ~ M & 4 N;. Esto nos da el diagrama conmutativo

Id(yme 4 B)RS

(M ®4 B) ®p Ny (M ®a B) ®p Napz

! |

M @4 Ny J M ®4 Nj.

Ademds, como conocemos la forma de los isomorfismos podemos hallar g explicitamente.

= p20 (Idpe,p) ® f)m@1@n) = p(m®1 f(n)) =m®e f(n)

. Es decir, g = Id4 ® f que, por ser M un A-médulo plano, es inyectivo. Si g es inyectivo el
diagrama anterior nos dice que Idyg ,p® f también lo es y por tanto M ® 4 B es un B-mddulo
plano. O

Definiciéon 1.43. Dado un morfismo de anillos ¢ : A — B diremos que ¢ es un morfismo
plano si B es un A-mddulo plano con el morfismo de estructura .

1.8. Anillos Artinianos

Damos por conocida la nocién de A-médulo Noetheriano y sus caracterizaciones cldsicas. Nos
centraremos en este punto en caracterizar los A-médulos de Artin o Artinianos. Antes de
comenzar recordamos que si consideramos A como A-médulo los submédulos de A son los
ideales.

Definiciéon 1.44. Se dice que un A-mddulo M es Artiniano si cualquier cadena infinita de
submaodulos descendente es estacionaria. Es decir, si dada una cadena de submdodulos

My>MyDMyD..DM,D..

existe un ng tal que M, = M,+1 para todo n > ng.

Proposicion 1.45. Si M es un A-mddulo Artiniano y N es un submddulo de M entonces
M/N es Artiniano.

Demostracién. Una cadena My O My D My O ... D M, D ... de submédulos en M/N se
corresponde con el paso al cociente de una cadena My D My D My D ... D M, D ... de
submédulos de M que contienen a N. Como M es Artiniano, M,, = M, 11 de un n en adelante
y por tanto M,, = Mpt1. L]

Dos de las caracteristicas més importantes de los anillos Artinianos son las siguientes.

Proposicién 1.46. Si A es Artiniano todo ideal primo de A es maximal. En particular,

VO = J(A).
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Demostracion. Dado p un ideal primo de A, A/p es un dominio de integridad Artiniano. Si
consideramos x #* 0, se tiene que los ideales generados por las potencias de x forman una
cadena descendente (z") D (z"*1), por tanto, existe un n tal que (z™) = ("), lo que quiere
decir que 2" = 2"y con y € A/p, y, puesto que A/p es un dominio, esto implica que zy = 1
y por tanto z es una unidad. Como cualquier elemento no nulo x es una unidad, A/p es un
cuerpo y por tanto p es maximal. O

Proposicion 1.47. Si A es Artiniano entonces tiene una cantidad finita de ideales mazximales.

Demostracion. Consideramos Z el conjunto de los ideales que son interseccion finita de ideales
maximales, es decir, Z ={a C A | a =m; NmaNmgN..Nm,}, junto con la relacién de orden
C. La condicién de que A sea Artiniano nos dice que cualquier cadena de 7 tiene una cota
inferior en A. Por tanto, el Lema de Zorn nos asegura que existe un elemento minimal en 7.
Sea b =m; Nme NmgN...Nm, ese elemento minimal. Veamos que entonces estos son todos
los ideales de A. Dado cualquier ideal maximal m se tiene que m N b = b por la maximalidad
de b. Esto significa que m D m; Nmy Nmg N ...Nm,, lo que implica que m D m; para algin i y
como son ideales maximales, necesariamente m = m;. ]

Proposicién 1.48. Si A es Artiniano entonces el nilradical v/O de A es nilpotente.

Demostracion. Por ser A Artiniano existird k tal que (v0)* = (v/0)**1. A partir de ahora, nos
referiremos a este ideal como a. Supongamos contra nuestra hipétesis que a # 0. Consideramos
entonces (§, C) el conjunto parcialmente ordenado de ideales b tales que ab # 0. Este conjunto
es no vacio pues av/0 = a # 0, luego V0 € §. Por ser A Artiniano cualquier cadena en § tiene
una cota inferior. El lema de Zorn nos dice entonces que existe ¢ minimal en §. Como ¢ € §,
existe = € ¢ tal que za # 0 pero entonces (x)a # 0 y por la minimalidad de ¢ debe ser (z) = .
Se tiene también (za)a = (z)a? = (z)a # 0. Por tanto, de nuevo por minimalidad (z)a = (z),
esto quiere decir que z € (z)a y por tanto existe y € a tal que z = zy lo que implica que
x = zy" para cualquier n. Finalmente, recordamos que y € a = (v/0)* C v/0 y por tanto existe
m tal que " = 0. Esto implica que z = xy™ = 0, es decir (z) = ¢ = 0. Sin embargo, por estar
en § deberfa ser ca # 0 y hemos llegado a una contradiccién al suponer (v/0)* # 0. O

Pudiera parecer que la condicién de ser Artiniano es otro tipo de condicién de finitud similar a
la condicion de ser Noetheriano. La realidad es que la condicién de ser Artiniano es mucho maés
fuerte que la de ser Noetheriano. Nuestro objetivo ahora es probar esto y para ello necesitamos
introducir algunos conceptos y proposiciones.

Si a es un ideal de Ay M es un A-médulo tal que aM = 0, entonces M es un (A/a)-médulo
con el producto Tm = xm. Este producto esta claramente bien definido pues, si a € a, se tiene
am = 0 y entonces (x + a)m = xm + am = xm. De igual manera, si M es un (A/a)-médulo
también es un A-mddulo sin més que definir am = am. Por tanto, si tenemos un A-médulo M
y un ideal a tal que aM = 0, entonces M serd Noetheriano (Artiniano) como A-mdédulo si y
solo si lo es como A/a-médulo.

Proposiciéon 1.49. Para un k-espacio vectorial V' son equivalentes:
I) V tiene dimension finita.
II) Es Noetheriano como k-mddulo.

III) Es Artiniano como k-mddulo.
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Demostracion. 1) = 1I) y III) es directo. Si V tiene dimensién finita, una cadena de
submodulos, es decir subespacios vectoriales, tiene a lo sumo una cantidad finita de elementos
diferentes pues, en cada contencién de la cadena, la dimension de los espacios vectoriales tiene
que aumentar o disminuir en al menos una unidad. Al estar la dimensién de los subespacios
acotada, solo puede haber una cantidad finita en una cadena.

Para ver II) o III) = 1) usamos el contrarreciproco. Si V' tiene dimensién infinita, existen
{x;:}:2, linealmente independientes. Entonces, los submédulos V;, generados por (z1, z2, ...2n) ¥
U, generados por (Zp, Tyn41, ..., Tntk, ---) Son cadenas ascendente y descendente no estacionarias.

O

Proposiciéon 1.50. Si A es un anillo en el que el ideal 0 es un producto de ideales mazimales
(no necesariamente distintos), 0 = mymg...m,,. Entonces, A es Noetheriano si y solo si es
Artiniano.

Demostracion. Consideramos para cada i = 2,3...n el (A/m;)-médulo
Mz’ = mlmQ...mi_l/mlmg...mi.

Como A/m; es un cuerpo, la proposicién anterior nos dice que M; es Artiniano si y solamente
si es Noetheriano. Ademads, como m;M; = 0, se tiene que M; es Noetheriano o Artiniano como
A-médulo si y solamente si lo es como A/m;-médulo. Por tanto, los M; son A-médulos Noethe-
rianos si y solamente si son Artinianos. Por ultimo, vamos a ver que los M; son Noetherianos
si y solamente si A lo es, y que los M; son Artinianos si y solamente si A lo es. Tendremos
entonces que para los M; ambas condiciones son equivalentes y equivalentes ademas a que lo
sea A. Por tanto, A serd Noetheriano si y solamente si es Artiniano. Vamos a ver esta ultima
parte.

Si A es Noetheriano o Artiniano, esta claro que los M; lo son, pues son cocientes de submoédulos
de A. Si los M; son todos Noetherianos podemos construir la sucesién exacta

0—— mmyg..M; —Mmy..M; | —> Mi —0.

Para i = n, el primer término de la sucesién es 0 y el tercero es M,,. Aplicando la
se deduce que mims...m;_1 es Noetheriano, es decir, para i = n — 1 el primer término
de la sucesion es Noetheriano. Como M;_1 lo es por hipdtesis, mymom;_o es Noetheriano. Ite-
rando este proceso llegamos a que m; es Noetheriano y entonces consideramos la sucesion
exacta

0 my A A/m; —0

donde m; y A/m; son Noetherianos. Este tltimo lo es por ser un cuerpo, y por tanto lo es A.
De igual manera, se prueba que si todos los M; son Artinianos también lo es A. ]

Proposicién 1.51. Si a es un ideal radical y el producto xy € a, entonces a = y/a+ (z) N

va+(y).

Demostracién. Que a estd contenido en la suma de esos dos ideales es obvio pues a = /a C
Va+(z). Siz € /a+ (z)Ny/a+ (y) significa que existen aj,az € a y c1,ca € A tales que
2" =aj+cixy 2™ = ag + coy. Entonces 2" = ajas + ajcay + asciy + cicary € a4y como es
un ideal radical, z € a. ]

Proposicién 1.52. En un anillo Noetheriano A cualquier ideal radical es interseccion de una
cantidad finita de primos.
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Demostracion. Vamos a razonar por reduccién al absurdo junto con el lema de Zorn. Con-
sideramos (§, C) el conjunto parcialmente ordenado de los ideales radicales de A que no son
interseccion de una cantidad finita de primos. Si negamos nuestro resultado, este conjunto es
no vacio. Ademds, por ser el anillo Noetheriano, cualquier cadena de § debe tener una cota
superior. El lema de Zorn nos asegura entonces que existe un elemento maximal a para C en
§. El ideal a no puede ser primo pues seria intersecciéon de primos y no podria ser un ele-
mento de §. Podemos encontrar entonces x,y ¢ a tales que zy € a. Aplicando el resultado
anterior obtenemos a = \/a + (z)N \/a + (y). Como a es maximal en §, tanto y/a + (x) como
v/ a—+ (y) deben ser interseccién finita de primos, pero entonces a también lo es. Llegamos asi
a un absurdo al suponer que § era no vacio. ]

Proposiciéon 1.53. Si A es Noetheriano entonces cualquier ideal a de A cumple que existe un
m tal que (/a)™ C a.

Demostracidn. Supongamos que 1, g, ...T; generan /da, existen por tanto r; tales que z° € a.
Consideramos m = Y _ r;, entonces el ideal (1/a)™ estd generado por los monomios de la forma
ot ah? . .x* donde Y n; = m. Por cémo hemos definido m se tiene que para cada posible
eleccién de los n; siempre existe un ¢ tal que n; > r;. Para este indice, 2" € a y por tanto el

monomio estd en a. Como esto pasa para cada uno de los monomios, (v/a)™ C a. O

Como corolario inmediato se tiene que en un anillo Noetheriano el nilradical es nilpotente.

Proposiciéon 1.54. Un anillo A es Artiniano si y solo si es Noetheriano y su dimension es 0.

Demostracion. Si A es Artiniano sus ideales primos son maximales, por tanto, no se puede
construir una cadena de mas de 1 ideal primo y entonces su dimensién es 0. Consideramos m;
los ideales maximales de A. Como en un anillo Artiniano el nilradical es nilpotente, existe k
tal que [[mF C (Nm;)¥ = J(A)* = (0). Por tanto, el ideal (0) es producto de maximales y por
la [proposicién 1.50, A es Noetheriano por ser Artiniano.

Supongamos A Noetheriano y de dimensién 0. Como /0 es un ideal radica, existe una cantidad
finita de ideales primos p; tales que v/0 = () p:. Vamos a probar que estos son todos los ideales
primos de A. Dado p primo, como (0) C p, entonces /0 C /p = p de manera que (\p; C p.
Esto implica que existe un i tal que p; C p, pero como A tiene dimensién 0, necesariamente
p; = p. Ademds, también por tener dimensién 0, estos primos son todos maximales. Se tiene
entonces que v/0 = (\m; y de nuevo existe un m tal que [[mf C (Nm;)* = (V0)* = (0). Al
igual que antes, A es Noetheriano si y solo si es Artiniano. O

Proposicién 1.55. Si (A,m) es un anillo Noetheriano local entonces se da una de las dos
stguientes condiciones excluyentes:

I) m™ # m™*L para todo n.

II) m"™ = 0 para algin n y entonces A es Artiniano.

Demostracion. Supongamos que no se cumple I). Entonces, existe un n tal que m" = m"!
pero aplicando el lema de Nakayama se tiene que m™ = (0). Para ver que es Artiniano, vamos
a ver que tiene dimensién 0. Si p es un ideal primo de A entonces m™ = (0) C p. Tomando
radicales obtenemos m C p. Por la maximalidad de m se tiene que m = p y por tanto solo
hay un ideal primo m, luego la dimensién es 0. La proposicién anterior nos dice que A es
Artiniano. O
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2. Teoria de Categorias

2.1. Introduccion

La teoria de categorias es una teoria matematica relativamente moderna, mediados del siglo
XX, que se fija en el hecho de que en practicamente cualquier area de las matematicas se tienen
unos objetos de interés y unas transformaciones validas entre ellos, morfismos. La teoria de
categorias desprovee a estas teorias de sus detalles finos y se fija en las conclusiones que se
pueden obtener si miramos solo a los objetos, morfismos y las relaciones que entre ellos surgen.
Uno de los objetivos de este trabajo es mostrar como esta teoria, aparte de ser un lenguaje
unificado para muchas teorias matemaéticas, es también una herramienta que puede resultar
muy util.

Hasta la publicacion de la paradoja de Rusell en 1901, era generalmente aceptado que dada una
proposicion logica existia un conjunto que contenia a todos los elementos que verificaban esta
condicién. Esto conducia irremediablemente a paradojas que terminarian siendo solucionadas
con la axiomatica de conjuntos de Zermelo Fraenkel. En esta teoria, las condiciones para crear
un conjunto son mucho mas restrictivas y evitan paradojas como la de Rusell. Sin embargo,
esta teorfa nos priva de poder considerar conjuntos que parecen inofensivos como “el conjunto
de todos los espacios topoldgicos” y con los cuales nos gustaria trabajar. Es por esto que surge
la nocién de clase, una clase es una coleccién de conjuntos que cumplen un predicado. De esta
manera, podemos hablar de la clase de todos los espacios topolégicos sin ningtin problema
de incurrir en contradicciones o paradojas, pues una clase solo puede contener conjuntos y
no a otras clases. Estas clases son el marco perfecto para la teoria de categorias que busca
justamente trabajar con colecciones de objetos como “todos los conjuntos” o “todos los anillos
conmutativos”.

Por ultimo, antes de comenzar remarcar que cuando escribamos A € C siendo C una clase,
queremos decir que A es uno de los conjuntos de la coleccién C y en ningin caso debe interpre-
tarse como que A es un elemento del conjunto C, pues C no es un conjunto. También cuando
escribamos B C A nos referiremos a que cada conjunto de la clase B esta en la clase A.

Definicién 2.1. Una categoria (A, M, o) consiste en una clase A de objetos y una clase M de
morfismos o flechas f que salen de un objeto A € A, que llamaremos dominio de f, Dom(f)
y llegan a otro objeto B € A, que llamaremos codominio de f, Cod(f). Toda esta informacion
se expresa de la manera habitual f : A — B. Finalmente, o es una operacion que actia
exclusivamente en pares de morfismos (f,g) que cumplen que Cod(g) = Dom(f) y nos da un
morfismo h = f o g cumpliendo Dom(h) = Dom(g) y Cod(h) = Cod(f). Ademds, para que
esta clase sea una categoria se tiene que cumplir que:

I) Para todo objeto A € A existe un morfismo Idy : A — A cumpliendo que para todo
f:B— A setiene Idgo f = f y para todo g: A —> B se tiene g = go Ida. Este morfismo
se llama la identidad de A.

II) La operacion o es asociativa, fo (goh) = (fog)oh.

Si tenemos una categoria (B,G,*) de manera que B C A, G C M y o|g = x, se dice que
(B,G,*) es una subcategoria de (A, M,o). Ademds, habitualmente denotaremos la categoria
con el simbolo que hace referencia a la clase de los objetos.

Ejemplo 2.2. La clase de todos los espacios topolégicos junto con las aplicaciones continuas
definen la categoria de espacios topoldgicos, que denotaremos Top. La clase de todos los anillos
junto con los morfismos de anillos define la categoria de anillos, que denotaremos R. La clase
de todos los conjuntos y las aplicaciones de conjuntos definen la categoria de conjuntos, que
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vamos a denotar Sets.

Como siempre en matemdticas, al presentar una teoria se dan los objetos de interés, en este
caso categorias, y después se dan las transformaciones entre ellos. En el caso de la teoria de
categorias las transformaciones son los funtores.

Definicién 2.3. Un funtor covariante F entre dos categorias (A, M) y (B,N') es una asigna-
cion que asocia a cada objeto de A € A un objeto de F(A) € B y cada morfismo f € M un
morfismo F(f) € N cumpliendo que:

) F(Ida) = Idg(a).-
II) F(fog)=F(f)oF(g).

Ejemplo 2.4. El ejemplo mds sencillo de funtor es el funtor de olvido, que va de una subca-
tegoria B C A en la categoria A y simplemente se olvida de la estructura adicional que tenian
los objetos de B. Por ejemplo, tenemos el funtor de olvido entre T opC Sets y que envian un
espacio topolégico (X, T) en el conjunto subyacente X. Bajo la accion de este funtor, la recta
real con la topologia usual y la recta real con la topologia de Sorgenfrey tienen la misma ima-
gen, que es R como conjunto. Otro ejemplo de funtor olvido es el funtor entre la categoria de
variedades riemannianas y la categoria de variedades diferenciales, lo que hace aqui el funtor
es olvidarse de que la variedad tiene una métrica.

Ejemplo 2.5. El primer ejemplo de funtor que nos da informacion relevante es 11, el funtor
asociado al primer grupo fundamental de un espacio topoldgico. Este funtor va de la categoria
de espacios topoldgicos puntuados, esto es, un espacio topoldgico con un punto destacado, en
la categoria de grupos. Haciendo uso de este funtor se puede probar que no existe ninguna
aplicacion continua del disco unidad D en la esfera unidad S*.

Definicién 2.6. Un funtor contravariante F entre dos categorias (A, M) y (B,N) es una
asignacion que asocia a cada objeto A € A un objeto F(A) € B y cada morfismo f € M un
morfismo F(f) € N con la particularidad de que se invierten el dominio y codominio. Si el
morfismo f va de A en B el morfismo F(f) va de F(B) en F(A). Las propiedades que debe

cumplir son andlogas pero invirtiendo el orden de composicion para que tenga sentido:
1) F(Ida) = Idga)-
II) F(f og) = F(g) o F(f).

Ejemplo 2.7. Los funtores contravariantes son igual de frecuentes que los covariantes, el uso
de unos u otros es una cuestion de necesidad. Por ejemplo, si consideramos la categoria de
anillos R, fijado un anillo A podemos construir un funtor Hom(—, A) que envia un anillo B en
el anillo Hom(B, A) de morfismos de B en A. Si tenemos un morfismo de anillos f : B — C'y
queremos asociarle un morfismo Hom(—, A)(f) no hay ninguna manera razonable de definir la
actuacion de este morfismo sobre un elemento ¢ € Hom(B, A). La informacion que tendriamos
seria la siguiente

con la cual no hay nada que hacer.
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Sin embargo, si invertimos la direccion del morfismo y tratamos de definir Hom(—, A)(f) de
Hom(C,A) en Hom(B, A), la construccion es inmediata y natural. Dado v € Hom(C, A) se
define Hom(—, A)(f)(¢)) = ¢ o f

A

wof wT

B_t.c

A parte de como ejemplo, este funtor junto con Hom(A,—) definido de manera andloga, nos
serdn utiles mds adelante.

Definicion 2.8. Dadas dos categorias A y B se dice que son isomorfas si existen funtores
F:A— ByD:B— Atales que FoD = Idg y Do F = Idy, donde Idy y Idg son los
funtores identidad.

La nocién de categorias isomorfas es muy restrictiva y raramente sucede que dos categorias
sean isomorfas. Aparece entonces la nocién de categorias equivalentes, que es menos restrictiva
que la de categorias isomorfas pero es igualmente 1til. Para dar esta nocién primero tenemos
que decir qué entendemos por un morfismo entre dos funtores.

Definicion 2.9. Dados dos funtores F y G entre las categorias A y B, un morfismo de funtores
T entre F y G consiste en dar para cada objeto A € A un morfismo 74 : F(A) — G(A) entre
las imdgenes de A por los dos funtores de manera que, dado un morfismo de A, f : A — B,
el siguiente diagrama conmute

F(4) - 6(4)
lf(f) J{g(f)

F(B) —2=G(B).
Es interesante remarcar aqui que, para cada A, 74 es un morfismo de B. Ademads, solo hace
falta definir 7 para los objetos de la imagen de F no para todos los objetos de la categoria B.

Ejemplo 2.10. Vamos a construir ahora con todo detalle dos ejemplos de funtores y un ho-
momorfismo entre ellos. Consideramos la categoria de anillos R y la categoria G de grupos. El
hecho de que son categorias es inmediato.

Definimos dos funtores GLy(-) y U(-) de la categoria R en la categoria G.

El primer funtor envia un anillo A en el grupo de matrices invertibles n X n con coeficientes en
A, GLn(A), y un morfismo de anillos f : A —s B en el morfismo de grupos, f : GL,(A) —
GL,(B), que consiste en aplicar f a cada entrada de la matriz. Veamos que efectivamente es
un funtor.

Hay que comprobar que f es un homomorfismo de grupos. Esto se deduce del hecho de que al
ser f morfismo de anillos respeta la suma y el producto, vedmoslo. Dadas matrices M, N, P €
GL,(A) tales que M - N = P se cumple que

F(P) = fpig) = £ manig) = Y f(mag) f(ngg) = F(M) - F(N).
=1

i=1

Ahora hay que comprobar que el funtor manda la identidad en la identidad y respeta la com-
posicion. Lo primero es trivial y lo seqgundo se deduce de

fog(A) = (f og)ai) = flg(aij)) = [ o g(A).
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El funtor U envia un anillo A en su grupo de unidades U(A) y un morfismo de anillos f :
A — B en la restriccion flyay. Esta restriccion es morfismo de grupos por serlo f de anillos
y la comprobacion de que el funtor respeta la composicion y la identidad es de nuevo inmediata.

Vamos ahora a construir un homomorfismo T : GLy,(-) — U(+). Tenemos que dar para cada
anillo A un morfismo de grupos T4 de GL,,(A) enU(A). Este morfismo va a ser el determinante

74 : GLy(A) — U(A)
M — Det(M).

Vamos a comprobar que efectivamente el siguiente diagrama conmuta y por tanto Det() serd
un homomorfismo de funtores

GL,(A) 2L~ 1(A)

o

GL,(B) 24> 1(B).

La comprobacion de que el diagrama conmuta es idéntica a la de que f respeta el producto.
Como en el determinante solo hay involucradas sumas y productos y f es un homomorfismo de
anillos, da igual aplicar f a cada entrada y calcular el determinante que calcular el determinante
y luego aplicar f.

Por tanto, Det es un morfismo entre los funtores GL,(—) y U que ademds ejemplifica la ob-
servacion antes hecha de que no necesitamos definir el morfismo para todos los objetos de la
categoria. El morfismo Det no tiene sentido para la inmensa mayoria de los grupos, sin em-
bargo, estd perfectamente definido para los grupos de matrices donde estd contenida la imagen
de F. Por 4ltimo, aunque en rigor el homomorfismo Det es una aplicacion distinta depen-
diendo de los espacios de salida y llegada y deberiamos llamarlas de manera diferente, con el
objetivo de no recargar la notacion, cuando tengamos un morfismo de funtores denotaremos a
cualquiera de los T4 simplemente como T.

Definicion 2.11. Dadas dos categorias A y B, dos funtores entre ellas F y D y un morfismo
de funtores T : F — D, se dice que es un isomorfismo de funtores si para cada objeto A € A
se tiene que el morfismo T4 es un isomorfismo de la categoria B. En este caso se dice que los
funtores son isomorfos, F ~ D.

Definicion 2.12. Se dice que dos categorias A y B son equivalentes si existen funtores co-
variantes F y D tales que F oD ~ Idg y Do F ~ Idy. Si los funtores son contravariantes
hablamos de antiequivalencia o equivalencia dual.

Un ejemplo extremadamente sencillo nos permite ver por qué esta definicién es mucho mas
natural que la de categorias isomorfas.

Ejemplo 2.13. Consideremos dos categorias A y B. Los objetos de A van a ser pares (V, By),
donde V' es un espacio vectorial de dimension finita sobre R y By es una base ordenada de V.
B va a consistir en la coleccion de espacios vectoriales R™ con n > 0. Nos gustaria que estas
dos categorias fuesen isomorfas, sin embargo, la enorme cantidad de objetos que hay en la
primera nos lo impide. Definimos F : A — B que envia (V, By) en (R*™V) B.), donde B,
es la base candnica, y envia una aplicacion lineal f : V — W en la aplicacion lineal F(f), que
tiene la misma matriz en las bases candnicas de los R™ que en las bases By y By . Definimos
el funtor D que envia R"™ en (R™, B.). En contra de lo que pueda parecer, estos funtores no
nos dan una equivalencia, pues si tomamos R[z]/(z?) se tiene que D(F(R[z]/(2?))) = R%. Hay

19



demasiados objetos en la categoria A a los que queremos hacer corresponder uno solo de la
categoria B, lo que impide que la composicion de los funtores sea la identidad. Sin embargo, si
podemos hacer que estas categorias sean equivalentes, basta definir el morfismo de funtores T
entre Id4 y Do F como el isomorfismo que manda la base By de (V, By) en la base candnica
de RP"™(V) | Esto nos arregla el problema, pues D o F es isomorfo a Id 4 mediante 7 y F o D
es propiamente el funtor Idg.

2.2. Construcciones

La teoria de categorias solo nos permite demostrar y trabajar con propiedades categéricas, esto
es, propiedades que se pueden enunciar exclusivamente en términos de morfismos y objetos sin
hacer ningun tipo de referencia a la estructura subyacente a los objetos de la categoria. La
ventaja de esto es que los funtores nos permiten traspasar esta informacion entre las categorias.
Los objetos definidos mediante una propiedad universal son objetos categoéricos pues no requie-
ren mas que la nocién de morfismo para ser definidos. Las definiciones mediante propiedades
universales no nos aseguran la existencia de estos objetos, solo nos dicen qué propiedades
los caracterizan. En esta seccién vamos a definir y probar que existen una serie de objetos
universales que van a ser necesarios a lo largo de la demostracion del Teorema de Schlessinger.

Definicion 2.14. Dados dos objetos A y B de una categoria C, se define el producto denotado
por A X B como un objeto que cumple lo siguiente:

Ezxisten dos morfismospri: AXx B — A ypro: Ax B — B cumpliendo que dados otros dos
morfismos f1:Y — Ay fo: Y — B existe un unico morfismo f:Y — A x B tal que el
stguiente diagrama conmuta

Y
\
\
f1 :f f2
\
Y
o AxB o2 B.

Definicién 2.15. Dados dos objetos A y B de una categoria C, se define el coproducto A|[ B
como un objeto que cumple lo siguiente:

Ezisten dos morfismos iy : A — A[[B eiy: B — A[] B cumpliendo que dados otros dos
morfismos cualesquiera fi : A — Y y fa: B —Y existe un inico morfismo f : A[[B —Y
tal que el siguiente diagrama conmuta

Y
A
!
!
!
!

f

A B.

!
i1 AllB i
Esta dualidad entre producto y coproducto se extiende a todas las definiciones de objetos
universales. Invirtiendo el sentido de los morfismos en las definiciones se obtiene el objeto dual,

al que se le aniade el prefijo co-.
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Definicion 2.16. Dado un diagrama conmutativo, como el siguiente, en una categoria C

se dice que este cuadrado es cartesiano si dado cualquier otro objeto L en C y otro par de
morfismos j1 : L — B y jo : L — C que también hacen el diagrama conmutativo, existe un
inico morfismo pu: L — A tal que priop = j1 y proop = jo. Es decir, el morfismo punteado
del siguiente diagrama conmutativo existe y es unico

Ji

h A L B

el
/) T

C ——=D.

2

Definicion 2.17. Dados dos morfismos fi : B — D y fo : C — D en C, se define el
producto fibrado C' xp B del par de morfismos como un objeto de C que cumple lo siguiente:

Ezxisten pr1 : C xp B — B ypro: C xp B — C de tal manera que el diagrama

pri

CXDBHB

es conmutativo y cartesiano. Notese que la notacion C X p B solo tiene sentido si se sabe cuales
son los morfismos f1 y fo.

Para que tenga sentido hablar del producto fibrado y no de un producto fibrado, necesitamos
la siguiente proposicion.

Proposicion 2.18. FEl producto fibrado es unico salvo isomorfismo unico.

Demostracion. Supongamos que tanto A junto con pri y pra como L junto con j; y jo hacen
que el diagrama sea cartesiano. Primero aplicamos la condicién de ser cartesiano al diagrama
formado dos copias de A con los morfismos pry y pro

A .

pri

Id
*

A
C
Como Id : A — A cumple que priold = pry, si A es cartesiano debe ser el inico morfismo con
esta propiedad. Ahora por hacer L y A el diagrama cartesiano existen dos morfismos tinicos
w:L — Ay XN: A— L tales que pry o = jr v jr © A = prg. Si sustituimos una de
estas condiciones en la otra, se obtiene pri o uo A = pri. Esto quiere decir que el morfismo

g = po A es un morfismo de A en A que cumple que pri o g = prg, pero el inico morfismo con
esta propiedad es Id luego o A = Id. Razonando igual con L se llega a que A o y también es

pri
——

B
pr2

I’
—D.

f2
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la identidad y por tanto p y A son isomorfismos. Si existiese un isomorfismo 7 distinto de p
cumpliria que pry o 7 = ji y por ser el diagrama cartesiano deberia ser p = 7. 0

Este esquema de demostraciéon que hemos usado para ver que el producto fibrado es tinico
salvo isomorfismo tinico es el mismo que se usa para probar que cualquier objeto universal es
tnico salvo isomorfismo unico. De aqui en adelante se dara por entendido, aunque no se diga,
que estas construcciones son Unicas salvo isomorfismo tnico.

Proposicion 2.19. En la categoria Sets el producto fibrado existe y viene dado por el conjunto
C xp B = {(¢,b) € C x B | fi(b) = fa(c)}. Los morfismos pr1 y pra son las proyecciones
restringidas a este subconjunto que acabamos de definir.

Demostracion. Que el diagrama formado por los morfismos que acabamos de definir junto con
f1 ¥ fo es conmutativo es obvio. Solo resta probar que dado L y morfismos j; y jo que hacen
el diagrama conmutativo existe un tnico p con las propiedades de la definicion. Este u es el
morfismo de p: L — C xp B definido como p(l) = (fa(c), f1(b)). Es obvio que priopu = j; y
que 4 es Unico porque la propiedad pr; o i = j; define completamente el morfismo pu. O

Proposicion 2.20. En la categoria de anillos R existe el producto fibrado C Xp B que tiene
como conjunto base el producto fibrado de conjuntos y las operaciones definidas componente a
componente.

Demostracion. Este conjunto es cerrado para la suma y producto y por tanto es un subanillo
del anillo producto. Efectivamente, dados (c1,b1) y (c2,b2) se tiene que (c; + c2,b1 + ba) es
un elemento del conjunto, pues fa(c1 + c2) = fa(er) + fa(c2) = f1(b1) + fi(b2) = f1(b1 + b2).
Andlogamente se comprueba para el producto. El morfismo p es el mismo que para los conjuntos
y para probar que es un morfismo de anillos solo hay que usar que j1 y jo lo son. De nuevo, como
las proyecciones de un elemento del producto lo definen por completo, la propiedad pr;ou = j;
hace que p sea tnico. O

Definicion 2.21. Dado un diagrama conmutativo en una categoria C

ALB

4

C——=D
i
se dice que este cuadrado es cocartesiano si dado cualquier otro objeto Z en C y otro par de
morfismos 71 : B — Z y 7 : C — Z que también hacen el diagrama conmutativo, existe un
unico morfismo s : D — Z tal que soiy = T1 y S0 iy = To. Fs decir, el morfismo punteado
del siguiente diagrama conmutativo existe y es Unico

Al B
f2l iil
C—>D

[

—_—

Definicion 2.22. Dados dos morfismos fi1: A — B e fo: A— C en C, se define la suma
amalgamada o pushout, B| |, C, del par de morfismos, como un objeto de C que cumple que:
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Existen iy : B — B||4,C eiy : C — B| |, C de tal manera que el diagrama que forman
Junto con fi1 y fo es conmutativo y cocartesiano.

Proposicion 2.23. Dados dos morfismos en la categoria de anillos R, f1 : A — B1 y
fo i A —> Bs, la suma amalgamada es el anillo producto tensorial By ® 4 By junto con los
morfismos i1(x) = v ®@ 1 e is(y) = 1 ® y, donde se entiende que By y By son A-dlgebras
mediante los morfismos f1 y fa.

Demostracion. Supongamos que existe otro anillo Z y un par de morfismos 7 y 72 que hacen
el siguiente diagrama conmutativo

f1 By

)

By *Z.;B1 ®A Bz

Podemos considerar entonces la aplicacién g : By x By — Z definida por g(z,y) = 71(x)12(y).
Si consideramos Z como un A-algebra a través del morfismo 710 fi = 10 fo, esta aplicacién es A-
bilineal pues g(z1 + z2,y) = 71(21 + 22)72(y) = T1(21)72(y) + 71 (22)72(y) ¥ también g(az,y) =
n(ax)r2(y) = ni(fila)z)na(y) = n(fi(a))n(z)r2(y) = a(n(z)n2(y)). Se tiene entonces que
por la propiedad universal del producto tensorial, existe un tinico morfismo s tal que g(z,y) =
s(r ® y). En particular, 71 (z) = g(z,1) = s(x ® 1) = s(i1(z)) y el diagrama conmuta. Al igual
que para el producto fibrado, s es tinico pues la condicion s o i = 7% fija las imdgenes por s de
los elementos de la forma (z ® 1) y (1 ® y) que son un sistema de generadores. O

Finalmente, vamos a definir los limites inversos o limites proyectivos. Esta nociéon es menos
comun que las que hemos visto hasta aqui pero igualmente importante. Como ya adelantamos,
esta construccion es una manera equivalente de definir el completado de un anillo respecto de
la topologia I-addica. Disponer de los dos puntos de vista va a ser clave para la prueba de las
condiciones de Schlessinger, donde el objeto que buscamos es el limite inverso de unos anillos
Artinianos construidos por induccion.

Definicion 2.24. Dada una sucesion de objetos A, de una categoria C y una sucesion de
morfismos m, : Any1 — Ay, el limite inverso es un par (A, {vn}52,) formado por un objeto
A € C y una sucesion de morfismos v, : A — Ay, que cumplen que v, = T, © Yp11 de tal ma-
nera que dado otro par (Y,{fn}>,) con las propiedades anteriores, existe un unico morfismo
u:Y — A que hace el siguiente diagrama conmutativo




La idea detras de esta definicion es construir el limite de los A,,, algo asi como A, lo que seria
el dltimo eslabén de esa cadena infinita. Si observamos esta cadena, vemos que desde cada uno
de los A,, existe un morfismo a cualquier A,, con m < n, que denotamos por f, ., que es la
composiciéon de los 7;. La propiedad que cumplen estos fy, ., es que fnmi1 = T © frm. Tras
esta observacién, esta definicién, que podria resultar algo oscura, se vuelve bastante natural. Si
A es el “ultimo” eslabdén de la cadena, deberd tener un morfismo -, a cualquiera de los A,, y
estos deberan cumplir la misma propiedad relativa a las m, que cumplen los morfismos entre el
resto de elementos de la cadena. Finalmente, el hecho de pedir que dado otro par (Y, {3,}5°;)
exista un unico morfismo u es para asegurarnos de que no hemos anadido nada innecesario en
A. Es decir, si hemos encontrado otro objeto Y con esta propiedad en el camino para construir
Y hemos pasado por A.

Vamos ahora a probar que los limites inversos existen en la categoria de Sets y en la ca-
tegoria de anillos R. Las construcciones para R y Sets son andlogas, siendo la de R un poco
mas compleja. Nos limitaremos a hacer esta ultima.

Proposicién 2.25. Fl limite inverso existe en la categoria de Anillos.

Demostracion. Dada una cadena de morfismos

T g Tn—1

Ag=——7— ... An

Tn

Aq

consideramos el anillo producto A = 1172 | A;, con suma y producto componente a componente.
Definimos entonces A el subanillo de A

A= {(an)%ozl eI, A, | an = Tn(any1)}.

Vamos a probar que A es efectivamente un subanillo y que es el limite inverso de la cadena.

El elemento neutro del producto estd en A pues al ser 7, morfismos de anillos, m,(1) = 1y
por tanto el elemento (1,1,...,1,...) estd en A.

A es cerrado para la suma y producto pues dados (an)oq, (b)), € A se tiene que, de nuevo
por ser m, morfismo de anillos, si 7, (ap+1) = an ¥ T (bnt1) = by, entonces m,(an41 + bny1) =
7"'n(an-‘rl) + 7"'n(bn—&—l) =an + bn y 71'n(an—i-l : bn—l—l) = 7Tn(an—l—l) : 71'n(bn—&—l) = Qnp - bn

Luego, efectivamente A es un anillo. Solo nos queda definir los Yn ¥ comprobar que se cumplen
las propiedades pedidas.

La definicién de ~, es la esperada ’yi((an);’f’:l ) = a; y el hecho de que ~,, = 7, 0,1 se deduce

inmediatamente de la propia definicién de A.

Supongamos ahora que existe un (Y, 5,) que cumple 3, = m, o B,—1. Entonces, el morfismo
u:Y — A que buscamos estd dado por u(y) = (B1(y), B2(y), ..., Bu(y), ...). Este elemento
estd en A gracias a la condicién 8, = 7, o B,—-1. Que u es un morfismo de anillos se deduce
de que cada componente de u es un morfismo de anillos y en A las operaciones estdn defini-
das componente a componente. Que este u hace el diagrama conmutativo es inmediato pues

Yi(w(y)) = Yi(B1(y), B2(y); s Bn(y), ) = Bily)-

Solo resta ver la unicidad. Supongamos que existe v : ¥ — A cumpliendo todo lo an-
terior. En particular, v cumple que v;(v(y)) = Bi(y) para todo i pero ~;(v(y)) no es més
que la componente i-ésima de v(y), que debe ser por tanto S;(y). Se deduce entonces que

v(y) = (B1(Y), B2(Y); -+ Buly), ) = u(y)-
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El morfismo u es por tanto tinico y A es el limite inverso. O

Proposicion 2.26. Si consideramos la cadena de anillos
Tn—1

A/T A= AJn <"

se tiene que el limite inverso de esta cadena A es isomorfo a /i, que el completado de A para
la topologia I-ddica, es decir .
A~ A=1im A/
(_

Demostracion. Definimos el morfismo de anillos
o A— A
O((T1, Ty ey Ty o)) = {Tn o

Vamos a ver que el morfismo no depende de la eleccion de representante en cada uno de los
A/I*. Supongamos dos elecciones de representantes (1,29, ..., Ty, -..) ¥ (Y1,Y2; s Y, o). Las
im4genes de cada uno de estos representantes son {x, }>,{y,}>%, pero como yj — xp € A/I*
se tiene que {y, —x,}7>; tiende a 0 y por tanto dan lugar a la misma clase de equivalencia en
/1, luego la aplicacién estd bien definida. Una vez visto esto, el hecho de que es un morfismo de
anillos es inmediato al ser la suma y el producto en ambos anillos componente a componente.
Por tanto, vamos a centrarnos en ver que ¢ es un isomorfismo.

Comenzaremos por ver que es sobreyectiva. Dada la clase de equivalencia de una sucesién
de Cauchy {z,}°°, vamos a construir (yi,v2, ..., Yn,...) € A preimagen de {zp}>2,. Como z,
es de Cauchy, para k € N tomamos el minimo ny, tal que x, —,, € I* para todo n,m > n;, y tal
que ny > ni—1. Definimos entonces y;, = @, . Al construir y;, de esta manera, se tiene que x, es
una subsucesién de x,, y al ser x,, de Cauchy es inmediato comprobar que su diferencia tiende a
0 y entonces estan en la misma clase de equivalencia. Por tanto, ©(y1, y2, -..; Yk, ---) = {Zn}02 .
Falta comprobar que (y1, 42, ..., Yk, ...) € A. Para ello, hay que ver que mj(ypr1) = yr. Como
Ng1 = Ng, se tiene que Tp, , — Tp, € 1 k 1o que implica la condicién que querfamos y por
tanto ¢ es sobreyectiva.

Vamos ahora a ver que ¢ es inyectiva. Supongamos que ¢(Z1,Z2, ..., Tn,...) = 0. Vamos a ver
que Z; = 0 para todo 4. Si la imagen por ¢ es 0, entonces {z,} 2, tiende a 0 y por tanto
existe n; > 4 tal que z,, € I ¢, Sin embargo, por la condicién que define el lfmite inverso,
T; = Tn, mod I' y por tanto x; = 0. O

Esta equivalencia entre la visién topoldgica y la algebraica nos permite ver el completado
como algo mas manejable, el limite inverso, mientras que podemos usar toda la potencia de
las nociones topoldgicas. Volviendo a nuestro ejemplo de antes, trabajar con el completado
del anillo de polinomios respecto de (x) como limite inverso es bastante cémodo y nos llevaria
enseguida a descubrir que es isomorfo a las series de potencias, algo que no es tan claro con
la definicién topolégica. Reciprocamente, comprobar que los completados respecto de (z) y
(23) son isomorfos con la nocién de limite inverso es tedioso, mientras que con la descripcién
topoldgica basta comprobar que las topologias inducidas son la misma, lo cual es inmediato.

Para terminar vamos a ver algunas propiedades de los anillos completos que nos van a resultar
dtiles mas adelante.

Definicién 2.27. Se dice que un anillo local (A, m) es completo si es completo para la topologia
m-ddica. Ademds, cuando estemos trabajando con este tipo de anillos denotaremos por Ay al
anillo cociente A/mF,
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Proposicién 2.28. Dados dos anillos locales y completos (A,m4) y (B,mp), existe una bi-
yeccion entre los morfismos locales o : A — B y las sucesiones de morfismos compatibles
p; + Ay — B;. Por compatibles nos referimos a que hacen conmutativo el diagrama

T ™ Tn—1 s
A Ay L R
\L‘Pl l@? l@n
By <— By < —— B <
™1 ™2 Tn—1 Tn

Durante esta prueba y durante todo el texto, reservaremos las letras -, para denotar los
morfismos de A en A,, de un anillo local completo.

Demostracion. Dado un morfismo ¢ : A — B, la condicién de ser local, p(m4) C mp, nos
permite pasar el morfismo 7; o ¢ a los sucesivos cocientes obteniendo asi una sucesién de mor-
fismos ¢; que son claramente compatibles. Reciprocamente, dada una sucesién de morfismos
compatibles ¢; podemos definir la imagen de un elemento x € A como el elemento de B
dado por la sucesion p;(v;(z)). Para que esto defina un elemento de B, debe cumplirse que
Ti—1(wi(vi(x))) = pi—1(vi—1(x)). Esta propiedad se cumple pues, al ser el diagrama conmuta-
t1vo, ;1 0 ©; = j—1 © T;—1 €NtONCes ;1 0 Y; ©Y; = PYj—1 O Ti—1 0 Vi = P;i—1 0 Yi—1-

Vamos a ver que estas construcciones son inversas la una de la otra. Dado ¢ vamos a ver que
el morfismo que inducen los ¢; es el propio (. Para esto, no hay més que darse cuenta de que,

por definicién, la clase de ¢(z) en B; es el elemento ¢;(v;(x)). Por tanto, la imagen de z por
el morfismo que inducen los p; es efectivamente p(z). O

Proposicién 2.29. Un anillo local Artiniano (A,m) es completo.

Demostracion. En un anillo local Artiniano se cumple que existe un n tal que m” = 0 y por
tanto la cadena de morfismos de la definicién de completado es

Tn—1

Am<—T" A/m2<—" A/mn = A <14 A 1d

Esté claro entonces que tomando como ; el paso al cociente A — A/m’ si i < n, o ~y; = Id si
i >n A, cumple las propiedades que definen el limite inverso. ]

Proposiciéon 2.30. Un morfismo local de un anillo local completo A en un anillo local Arti-
niano B, factoriza a través de A; para algin i.

Demostracion. Dado un morfismo local ¢ : A — B, podemos considerar la sucesion de
morfismos ¢; : A; — B;. Como ya sabemos, existe un i suficientemente grande para el cual
B; = B de manera que ¢ factoriza como ¢ = @; 0 ;. O

2.3. Funtores Representables y Pro-representables

Una nociéon muy relevante de la teoria de categorias de la que vamos a hacer uso, es la de
funtor representable y prorepresentable. Aunque desgraciadamente los funtores que vamos a
usar no van a cumplir estas condiciones sino otras méds débiles, es interesante conocer cuédl es
la idea que perseguimos con esas definiciones mas débiles.

Definicion 2.31. Dado un funtor F de una categoria C en la categoria de conjuntos Sets,
se dice que el funtor es representable si existe un objeto R en C de manera que los funtores
Hom(R,—) y F son isomorfos. Tambien se dice que R representa el funtor F.
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Esto es interesante porque para comprender muy bien el funtor F basta con entender en
profundidad el objeto R que lo representa, con la ventaja anadida de que el objeto R esta en
la categoria C por lo que, aparte de ser un conjunto, tiene una estructura, y podemos usar la
teoria de C para estudiarlo.

Ejemplo 2.32. Dados dos A-mddulos M, N, podemos definir el funtor Bil(M, N; —) que envia
un A-mddulo T en el conjunto de aplicaciones bilineales de M x N en T y que envia una
aplicacion f : T — L en la aplicacion Bil(f) definida por Bil(f)(g(m,n)) = f o g(m,n).
Este funtor es representable. De hecho, ya hemos estudiado el A-mddulo que lo representa,
M ®4 N. Sabemos que hay una biyeccion entre las aplicaciones bilineales con salida en M x N
y los morfismos con salida en M ® N. Esto nos permite entender las aplicaciones bilineales
entendiendo el producto tensorial. Por ejemplo, probar que no existe ninguna aplicacion bilineal
no nula con salida en Z/(n)®Q y llegada en cualquier anillo, parece a priori una tarea bastante
complicada. Sin embargo, ya vimos que no era dificil probar que Z/(n) ® Q ~ 0.

Definicion 2.33. Dado un objeto R que sea limite inverso de elementos de una categoria C,
es decir R =lim R; con R; € C, se define el funtor hr como el funtor Hom(R, —) restringido
a la categoria C.

Debemos restringir el funtor a C porque R no tiene por qué estar en la categoria. Si consideramos
por ejemplo la categoria de anillos Artinianos, el limite inverso de los anillos k[z]/(z") es el
anillo de series de potencias, que no es Artiniano.

Definicion 2.34. Un funtor F de una categoria C en Sets, se dice que es pro-representable si
existe un objeto R = lim. R; con R; € C de tal manera que el funtor F es isomorfo al funtor
hg.

La nocién de pro-representable es lo mejor a lo que podemos aspirar una vez que sabemos que
el funtor con el que estamos trabajando no es representable. Aunque el objeto R no esté en la
categoria C, si tenemos alguna forma razonable de trabajar con los limites inversos, como sucede
con los anillos, la pro-representabilidad tiene casi todas las ventajas de la representabilidad.
Lamentablemente, en el caso de las deformaciones los funtores con los que vamos a trabajar
no van a ser ni representables ni pro-representables.
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3. Geometria Algebraica

En la geometria algebraica moderna la definicién de variedad algebraica se amplia al concepto
de esquema para permitir trabajar con elementos nilpotentes. Estos elementos permiten forma-
lizar algebraicamente la idea geométrica de desplazamiento infinitesimal. De la misma manera
que el espacio proyectivo permite enunciar en Teorema de Bézout en su forma mas completa,
los esquemas proporcionan ademas un marco de trabajo mas amplio donde se pueden probar
resultados més fuertes. En este capitulo introduciremos la nocién de esquema y explicaremos
cémo los anillos Artinianos se corresponden en este contexto con nociones infinitesimales, que
tendran vital importancia durante el Teorema de Schlessinger. Los principales textos introduc-
torios a la teorfa de esquemas son [3] y [5] que han sido también nuestra principal referencia
para este capitulo.

3.1. Haces

El primer ingrediente que necesitamos para dar la definicién de esquema es la nocién de haz.
Esta definicién trata de encapsular las propiedades fundamentales que caracterizan al conjunto
de funciones de un tipo dado sobre una variedad.

Definicion 3.1. Dado un espacio X con topologia T, un prehaz O de anillos sobre X consiste
en:

1) Para cada abierto U € T dar un anillo O(U).

2) Para cada contencion V- C U dar un morfismo de anillos llamado restriccion

puv : O(U) — O(V).

De tal manera que se cumplan las siguientes condiciones:

I) El anillo asociado al vacio es trivial, O(() = 0.

II) El morfismo de restriccion de U en si mismo es la identidad, pyy = Id.

III) Los morfismos de restriccion son compatibles. SiW C V C U entonces pyw ©puv = puw -

Las nociones de prehaz y de haz, que en seguida veremos, se pueden dar facilmente en términos
de categorias y funtores. El lenguaje de las categorias solo debe utilizarse cuando sirva para
esclarecer y no para oscurecer. Como en mi opinién este no es el caso, nos quedaremos con la
definicién clasica.

Esta definicién, que puede parecer bastante oscura la primera vez que uno se encuentra con
ella, lo resulta algo menos si se tiene en mente el siguiente ejemplo. Sea O(U) = {f : U —
R | f continua} y pyy(f) = f|lv. La notacién pyy (s) = s|y se usa para cualquier tipo de haz,
incluso cuando pyy no es la restriccién a V, de hecho, los elementos de O(U) no tienen por
qué ser funciones. Con este ejemplo en mente, las condiciones que vamos a anadir ahora para
que un prehaz sea un haz van a resultar completamente naturales.

Definicion 3.2. Un haz de anillos sobre X es un prehaz O sobre X que cumple las siguientes
condiciones:

IV) Silos V; forman un recubrimiento por abiertos del abierto U y s € O(U) es tal que s|y, =0
para todo i, entonces s = 0. (Si la restriccion de una funcion es 0 en todos los abiertos, es que
la funcion es 0).
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V) Si los Vi forman un recubrimiento por abiertos del abierto U y tenemos s; € O(V;) tales
que silv,nv; = sjlvinv; para todo i,j, entonces existe s € O(U) tal que sly, = s; para todo i.
(Podemos definir una funcion a trozos siempre que estos coincidan en las intersecciones).

Dada una variedad algebraica X sobre un cuerpo k, si definimos O(U) como el conjunto de
funciones regulares de U en k y pyy como la restriccion, tenemos un haz. Dado que buscamos
generalizar el concepto de variedad algebraica, este haz sirve como referencia para muchas de
las propiedades que le vamos a exigir a los esquemas.

En esta linea, si nos fijamos en una variedad algebraica tenemos algo mas que la informacién
de las funciones regulares en un abierto U. Dado un punto P € X, podemos considerar los
gérmenes de funciones en P. Es decir, pares (U, f), donde U es un abierto que contiene a Py
f € O(U), médulo la relacién de equivalencia (U, f) ~ (V, g) si existe un abierto W Cc UNV y
h € O(W) tal que f|lw = g|w = h. Este anillo de gérmenes de funcién en P es la localizacion
del anillo O(X) en el ideal maximal mp.

Basandonos en esto, definimos para un haz O el conjunto de gérmenes de O en un punto P € X
como el conjunto de pares (U, s) con U abierto tal que P € U y s € O(U), médulo la relacién
de equivalencia (U, s) ~ (V,r) si existe un abierto W C UNV con P € Wyt € O(W) tal
que s|lw = r|lw = t. Vamos a denotar el conjunto de gérmenes como Op. Vamos a ver que este
conjunto es un anillo.

Proposicién 3.3. Op es un anillo con las operaciones
(U,s) + (V,r) = (UnV,rluav + slunv)
(U,s)-(V,r) = (UNV,rluav - sluav)-

Demostracion. Como siempre, la unica dificultad consiste en probar que las operaciones asi
definidas no dependen de representantes. Una vez visto eso, las propiedades conmutativa,
asociativa y distributiva de suma y producto se deducen del hecho de que esas propiedades se
verifican en O(U N'V). Los elementos (X, 1) y (X,0) son los respectivos neutros.

Veamos entonces que las operaciones estan bien definidas. Dados (Ui, s1) ~ (U, s2) y (Vi,71) ~
(Va,72) queremos ver que (Uy N V1, 71|u;nv + s1lvinve) = (U2 N Va, ra|uynv, + s2]usn1s)- Como
(U1, s1) ~ (Us, s2), existe un abierto W7 C Uy NV y s3 € O(W7) tal que las restricciones de s1
v s3 a W7 son s3, y existe un Ws para r1 y 2. Tomando W = W; N Wy y las correspondientes
restricciones s4 y r4 se tiene que (W, s4 + r4) cumple que W C (U3 NVy) N (U N Va) y dado
que las restricciones de los s; y r; coinciden en abiertos més grandes que W lo hacen también
en W. OJ

Como se habrd podido comprobar, mantener la notacién de la restriccién hace que la nota-
cién sea ridiculamente recargada. Es por ello que si s es un elemento de O(U), también nos
referiremos a su restriccion a V' C U como s siempre y cuando no haya ambigiiedad.

Definicién 3.4. El par (X, O) formado por un espacio topoldgico X equipado con un haz de
anillos O recibe el nombre de espacio anillado. St ademds, como en el caso de las varieda-
des algebraicas, los anillos de gérmenes sobre los puntos son anillos locales, se llama espacio
anillado en anillos locales.

Hay una gran cantidad de objetos geométricos que cae en esta categoria: variedades algebraicas,
variedades diferenciables de clase C*, variedades analiticas, esquemas... El estudio de estos
objetos geométricos como espacios anillados nos permite tener en cuenta la estructura de las
funciones en ese espacio a todas las escalas.
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Definicion 3.5. Dados dos haces O y H definidos sobre el mismo espacio X, un morfismo de
haces f*: O — U consiste en dar para cada abierto U un morfismo oy : O(U) — H(U) de
tal manera que el siguiente diagrama conmute (los morfismos horizontales son las restricciones)

oU) —=0(V)

ool Jo

H(U) —= H(V).

Como ya hemos dicho, se puede definir la nocién de haz en términos de teoria de categorias,
no es casualidad por tanto que esta definicién sea completamente andloga a la de morfismo de
funtores.

Ejemplo 3.6. Para motivar la definicion de morfismo de espacios anillados que vamos a dar,
vamos a fijarnos en qué sucede en el caso de los espacios topologicos. Supongamos que tenemos
dos espacios topoldgicos X e Y con sus haces de funciones continuas O(X) y H(Y) y una
aplicacion continua f: X — Y. Vamos a estudiar qué sucede con los haces. Lo primero que
debemos observar es que dada una funcion h : X — R, no hay ninguna manera natural de
construir una funcion de Y en R. Sin embargo, dada una funcion g : Y — R si podemos
construir una aplicacion de X en R mediante la composicion g = go f

x—t.vy

\x\ig
g

R.

Esta misma construccion nos sirve para cualquier abierto de Y. Es decir, dada una aplicacion
continua f tenemos para cada abierto V- C Y el siguiente morfismo

fFEH(V) — O (V)
g—golf
Notese que a pesar de tener el morfismo f* definido en cada uno de los H(V') con V abierto
de Y, esto no es un morfismo de haces pues el haz O no estd definido sobre el mismo espacio

topoldgico que el haz H. Es importante remarcar también que mediante f* no llegamos de
manera directa a todos los abiertos de X, solo a aquellos que son contraimagen de uno de 'Y .

Queremos tratar de dar la definicién de morfismo de espacios anillados imitando lo que sucede
en este ejemplo. Lo primero que hay que solventar es el hecho de que los haces estan definidos
sobre espacios distintos. Para ello, vamos a definir ad-hoc un haz sobre Y que cumpla justo lo
que buscamos.

Definicién 3.7. Dado un espacio anillado (X, O), un espacio topolégico cualquiera Y y una
funcion continua entre ellos f: X — Y, se define en Y el haz f,O como

£O(V) = O(f~1(V)).
donde V' es abierto de Y.
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En el ejemplo anterior, consistiria en asociarle a cada abierto V de Y el anillo de funciones
continuas de f~'(V) en R. De esta manera, las aplicaciones f# podrian definir un morfismo de
haces. Concretamente

fEHV) — fOW)
h— hof.

Esperamos que este ejemplo haga méas digerible la definiciéon de morfismo de espacios anillados.

Definicién 3.8. Dados dos espacios anillados (X,0) e (Y,H), un morfismo de espacios
anillados consiste en una aplicacion continua f : X — Y y un morfismo de haces de Y,
ft:H"H — £.0. Normalmente nos referiremos al morfismo como f a secas entendiendo que
f% es el morfismo de haces asociado.

Si tratamos de componer morfismos de espacios anillados (f, f#) : (X,0) — (Y,H) v (g, ¢") :
(Y,H) — (Z,G), los morfismos de haces de los que disponemos son

fFeH(V) — £O(V)
g GW) — g.H(W).

Estos morfismos no se pueden componer directamente porque los haces sobre los que actian
no estan definidos sobre el mismo espacio topolégico. Para solventar esto, solo tenemos que
transportar el haz O de X a Y mediante f,O y una vez visto como un haz en Y transportarlo
de nuevo a Z mediante g.(f«(O)). Por definicién, este haz en Z asocia a cada abierto W
de Z el anillo O(f~!(g=*(W))). Una vez hemos hecho esta operacién ya podemos definir el
morfismo entre los haces que para cada abierto W de Z esta definido como la composicion
ffogh: G(W) — gu(f+(O)). Es bastante directo comprobar que los morfismos asi definidos
conmutan con las restricciones y por tanto este morfismo es efectivamente un morfismo de
haces que, junto con la aplicacién continua go f, es lo que definimos como el morfismo de haces

composicién de (f, f*) v (g, g%).

Definicién 3.9. Dado un morfismo de haces f entre (X,0) e (Y,H) y un punto P en X, se
define el morfismo inducido entre los anillos de gérmenes Hypy y Op como

ff; : Hf(p) — Op
(U,h) — (f7HU), F4 ().

Debemos comprobar que esta aplicacion estd bien definida. Dados (Ui, h1) ~ (Ua, he) existe
un abierto Us C Uy N Uy donde las restricciones coinciden, es decir hi|y, = haly,. Entonces,
Y U3) ¢ YU N f~YUs) y por definicion de morfismo de haces, f* conmuta con la
restriccion. Por tanto, fﬁ(hl)\fq(UB) = f{(hlvs) = fr(haly,) = fﬁ(hQ)‘f—l(US) Yy flﬁa estd bien
definido. Que es morfismo es directo de las propiedades de la suma y producto de funciones
respecto a la composicion.

También de esta definicion se sigue que el diagrama

1t
o) —L= 1.0U)

L,

Hyp) Op

es conmutativo, donde los morfismos verticales envian un elemento del haz s a su clase o
germen en el anillo local (U, s).
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Definicién 3.10. Un morfismo entre dos espacios anillados en anillos locales (X, 0) e (Y, H),
consiste en una aplicacion continua f : X — Y y un morfismo de haces de Y, ft:H — f,O
de tal manera que el morfismo inducido entre el anillo de gérmenes de cada punto, flﬁg :
Hypy — Op, es un morfismo local.

Definicién 3.11. Se dice que un morfismo de espacios anillados (en anillos locales) f es un
isomorfismo de espacios anillados (en anillos locales) si existe g morfismo de espacios anillados
(en anillos locales) tal que fog=go f=1Idy ftogt=g'o ff = Id.

3.2. Spec

Vamos a ir construyendo poco a poco el objeto geométrico con el que trata la geometria al-
gebraica, los esquemas. Esta construcciéon da un espacio de trabajo méas rico donde se pueden
obtener resultados més fuertes. A cambio, los objetos con los que estamos tratando son técni-
camente mucho mas complicados y mas dificiles de interpretar que las variedades. Otra de las
ventajas por las que merece la pena introducir los esquemas es porque permiten dar geometria
a los anillos propios de la aritmética. Para ejemplificar estas dos cosas, a medida que vayamos
introduciendo las definiciones vamos a estudiar cémo se ven las variedades algebraicas en el
contexto de los esquemas junto con algiin ejemplo de la aritmética.

Definicién 3.12. Dado un anillo A, definimos el espectro de A como el conjunto Spec(A) =
{p C A | p ideal primo de A}.

Definicién 3.13. Dado un anillo A y un ideal a, definimos V(a) = {p | a C p, p ideal primo de A} C
Spec(A). Si escribimos V(S) con S un conjunto cualquiera, se debe interpretar como V (I(5)),
donde I(S) es el ideal que genera S en A.

Proposicion 3.14. Dada una coleccion arbitraria de ideales a; de A se cumple que:
I) V(aya,) = V(a) UV (ag).

IV a) =nNV(a).

II) V(ay) C V(ag) <= a1 D 4/aa.

Demostracion. 1) Dado que a,a, C (a1 Nay), la contencién O es inmediata. Supongamos ahora
que p € V(aya,). Si a; C p hemos terminado. En caso contrario, existe a1 € a; tal que a; ¢ p,
entonces, dado az € ag, el elemento ajay € a,a, C p por ser p primo. Como a; ¢ p, debe ser
az € p luego ag C p y por tanto p € V(az) C V(a;) UV (az).

IT) Por definicién, > a; es el menor ideal que contiene a todos los a;. Por tanto, (> a;) C p si
y solamente si a; C p para todo .

III) El radical de un ideal es la interseccién de todos los ideales primos que lo contienen.
Si V(a1) € V(ag), entonces cada ideal primo que contiene a a; contiene a ay y por tanto
Va1 D y/as. De igual modo, si /a1 D /az, dado p tal que a; C p, entonces /a1 C\/p=py
por tanto as C /az C y/a; C p. O

Definicién 3.15. Dado un anillo A, definimos en el conjunto Spec(A) la topologia cuyos
cerrados son los conjuntos de la forma V (a) con a ideal de A. El hecho de que V(0) = Spec(A)
y V(A) = 0 junto a las propiedades I) y II), nos asequran que estos conjuntos efectivamente
definen una topologia en Spec(A). Esta topologia recibe el nombre de topologia de Zariski.

Al igual que se hace siempre en estos casos, vamos a usar Spec(A) para referirnos tanto al
conjunto como al espacio topolégico.
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Ejemplo 3.16. Vamos a ver como es esta topologia en el anillo que representa el plano afin
complejo Clx,y]. Para empezar, tenemos muchos mas puntos que si viésemos el plano afin como
variedad. En Spec(Clx,y]) hay tantos puntos como ideales primos y sabemos que hay tantos
ideales primos como variedades irreducibles. La manera de interpretar estos ideales primos es
la siguiente:

Los ideales de la forma my, = (z — a,y — b) representan los puntos p = (a,b). Como sabemos,
estos ideales son mazximales, lo que quiere decir que estos puntos son cerrados, pues m, =
V(my). Los ideales primos restantes son de la forma p = (f) con f un polinomio irreducible,
sin embargo, estos puntos no son cerrados. De hecho, sabemos que f(a,b) = 0 si y solo si
f € (z—a,y—>). Es decir, la adherencia de p son todos los puntos m,, en los que f se anula,
y ademds el propio p. A este punto se le llama el punto genérico de la curva f. Mds ain,
tenemos el punto correspondiente a (0), en cuya adherencia estd todo el espectro. Este punto
representa todo el plano. Una manera de pensar en este espacio es como tres copias del plano
afin una sobre la otra. En la copia de mds arriba, viven los puntos variedades de dimension 0,
en la copia de debajo viven las curvas irreducibles variedades de dimension 1 y en la ultima
copia las variedades de dimension 2, es decir, todo el plano. Esta manera de pensar estd en
resonancia con la idea de dimension de Krull de cadenas de ideales primos.

Ejemplo 3.17. En un tono mds aritmético, vamos a estudiar el espectro de Z. Los ideales
primos son los generados por los nimeros primos y el (0). Los generados por los primos son
todos mazimales, por lo que se corresponderdn a puntos cerrados. El ideal (0) se corresponde
con el punto genérico de todo Z, en cuya clausura estdn todos los ideales primos. En la linea
de pensamiento del ejemplo anterior, podemos pensar en esto como dos rectas. En la de arriba
viven los ideales de los nimeros primos y la de abajo es la correspondiente al 0. Muchisimo
mds tlustrativo de las aplicaciones aritméticas, aunque también muchisimo mds complejo, es
el estudio de Z[z].

Definicién 3.18. Dado f € A se define el conjunto abierto D(f) = Spec(A)\ V(f).
Proposicién 3.19. El conjunto B={D(f) | f € A} es una base de la topologia de Zariski.

Demostracion. Para ver que B es una base hay que comprobar que cualquier abierto U de
Spec(A) se puede escribir como unién de elementos de B. Si U es abierto, por la definicién de
la topologia de Zariski, U = Spec(A) \ V(a) para algin ideal a. Vamos a ver que

U=JD()

f€a

La igual se tiene debido a que

peEU < p¢V(a) < ag¢p < 3fcal|f¢p < pe| /D)
f€a

O]

Ya casi hemos terminado de definir el objeto geométrico Spec(A) solo nos falta anadirle el haz
de anillos que nos va a dar lugar a la estructura que buscamos.
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Definicién 3.20. Dado un anillo A definimos sobre el espacio topoldgico Spec(A), el haz O
como
oU)={s:U— |_| Ay | s(p) € Ay y s es localmente un cociente}.
peU

Que s sea localmente un cociente quiere decir que para cada p € U existe un entorno de p
V C U y elementos f,g € A tal que para cada q € V se tiene que s(q) = % € Ay. Como
aplicaciones pyy tomamos las restricciones de U a V.

Proposicién 3.21. El objeto que acabamos de definir es un haz de anillos.

Demostracion. En primer lugar, hay que probar que O(U) es un anillo. Esto es sencillo, pues
dadas s1 y s en O(U) se tiene que si si1(p) € Ay y s2(p) € Ay entonces s1 + s2(p) € Ap.
Por otro lado, si tenemos entornos de p, Vi y Vo, en los que s; y s estan representadas por
% y %, tomamos como entorno V3 NV, y en él s; + s9 estard representada por % ?fg,
pues para q € V4 N Vs, como ni f; ni fo estdn en q que es un ideal primo, fi fo no esta en q.
De manera analoga, se comprueba que el producto de funciones de O(U) estd en O(U). Las
propiedades conmutativa asociativa y distributiva se deducen de las homénimas en A, puesto
que las operaciones entre funciones se definen punto a punto. Finalmente, la funcién s(p) = 0
para todo p y s(p) = 1 para todo p, hacen el papel de neutro para suma y producto. Por tanto,

O(U) es un anillo.

Vamos a ver ahora que estos anillos, junto con las aplicaciones pyy definidas como la restriccion
usual, tienen estructura de haz de anillos.

La condicién I) la vamos a imponer por definicién, O(()) = 0. II) y IIT) son inmediatas del hecho
de que pyy es la restriccién de las aplicaciones. Por tanto, O es un prehaz. Finalmente, como
O(U) son realmente aplicaciones y pyy restricciones, las propiedades IV) y V) se verifican. Si
la restriccion de s a cualquier abierto es 0, la aplicacién s es nula. Si tenemos s; definidas en
abiertos V; de manera que coinciden en las intersecciones, podemos definir s(p) = s;(p) para
cualquier ¢ tal que p € V;. Dado que las s; son localmente cocientes en V;, s también sera
localmente un cociente tomando el mismo entorno y representantes que para s;. ]

Al igual que hemos hecho antes, si no hay confusién usaremos Spec(A) para referirnos in-
distintamente al conjunto, al espacio topoldgico y al espacio anillado. Si fuese necesario, se
especificard cudl de las estructuras nos interesa.

Vamos a dar ahora unas propiedades bésicas de este haz que nos van a ser muy utiles para el
estudio de Spec(A).

Proposicién 3.22. Para todo p € Spec(A), el anillo de gérmenes O, es isomorfo al anillo
local Ay.

Demostracion. Recordamos que el anillo de gérmenes O, son clases de equivalencia de pares
(U, s). Definimos el morfismo
p:0p — Ay

(U, s) — s(p).

Este morfismo estd bien definido porque si (V,r) es otro representante de la clase, estos deben
coincidir en un entorno de p y por tanto en p. Vamos a probar que ¢ es sobreyectiva. De la
propia definicién de la localizacién, se sigue que cualquier elemento de A, es de la forma % con
fige Ay f ¢ p. Por tanto, la secciéon dada por % estd bien definida en D(f), que es un entorno
de p, y el par (D(f), %) es el elemento de O, que buscdbamos. Para probar la inyectividad,
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tomamos dos pares distintos (U,s) y (V,r) tales que s(p) = r(p). Por la definicién de Oy,
deben existir dos entornos de p en los que s y r estan dados por cocientes de elementos de
A. Tomamos la intersecciéon de esos dos entornos, que denotamos por W, en la cual podemos
suponer que s = % yr= %. De nuevo por la definicién de localizacién, si % = % en Ay,
existe h ¢ p tal que h(g1fo — g2f1) = 0. Tenemos entonces que D(h) N W es un entorno de p
en el que s = t, pues en cualquier ¢ € W N D(h) se tiene que s = % yr= g—; por estar en W.

Como ademds q € D(h), se tiene que h ¢ ¢ y por tanto la condicién h(gyf2 — g2f1) = 0 nos

sirve también para asegurar que % = % en Aq. Como s y r coinciden en un entorno de p, su
clase de equivalencia es la misma y ¢ es inyectiva. O

Lo que nos dice la prueba de esta proposiciéon es que los gérmenes de las secciones del haz
estan univocamente determinados por su valor en un punto. Esto puede chocar pero, como
veremos mas adelante, a pesar de que necesitamos definir el haz mediante estas aplicaciones,
los elementos de O no son exactamente las funciones de Spec(A). En realidad, el valor de estas
funciones en un punto va a venir dada por su imagen en el cuerpo de residuos en p, es decir,
s(p) € Ap/p. Esto quedara més claro tras tratar con ejemplos.

Proposicién 3.23. Dado un elemento f € A se tiene que O(D(f)) = Ay.

Demostracion. Definimos el homomorfismo ¢ : Ay — O(D(f)) como ¢(a/f") = s, donde s
es la aplicacién s : O(D(f)) — |,y 4p definida por s(p) = a/f" € Ay. Esto siempre tiene
sentido pues, si p € D(f), entonces f ¢ p y por tanto en A, podemos considerar el elemento

a/fm".

Veamos que ¢ es inyectiva. Si ¢(a/f™) = p(b/f™), entonces para cada primo p € D(f) se tiene
que a/f" =b/f™ en A, . Por tanto, existe un elemento h ¢ p tal que h(af™ —bf") =0 en A.
Consideramos a el anulador de (af™ — bf™). Se tiene entonces que h € a 'y h ¢ p, de manera
que a ¢ p. Para cada p en D(f), existird un h con esta propiedad, por tanto, V(a) N D(f) = 0.
Esto significa que cualquier primo que contiene a a no estd en D(f), es decir, estd en V(f)
y por tanto cualquier primo que contiene a a contiene a (f). Esto implica que \/m CVay
como f € /(f), existe k tal que f* € a. Sin embargo, a es el anulador de af™ — bf", luego se
tiene que f!(af™ —bf™) = 0 lo que implica que a/f™ = b/f™ en Ay.

La sobreyectividad es la parte mas rocosa de esta prueba pues, sin mas informaciéon que las
fracciones que representan a una funcién localmente, tenemos que construir un elemento de
Ay que represente esa misma funcion en todo D(f), lo cual es bastante tedioso. Tomamos un
elemento s € O(D(f)). Por la definicién de O(D(f)), se tiene que existe un recubrimiento de
D(f) por abiertos V;, en los que s estd dada por un cociente a;/g; donde g; ¢ p para todo
p € Vi, es decir, V; C D(g;). Como los D(h) son una base de la topologia, podemos refinar
el recubrimiento a D(hj;;) C V;. Como D(hj;) C Vi C D(g;) entonces V(g;) C V(hj) v la
|proposicién 3.14| nos dice que entonces 4/ (hj;) C \/@ . Por tanto, h;-li = cg; para algin n,
de manera que a;/g; = cja;/hl;. Como D(hj;) = D(h7;), renombrando los A, como dy, y cja;
como by, podemos suponer que D(f) estd recubierto por abiertos de la forma D(dy) y en cada
uno de esos abiertos s estd dado por by /d.

Vamos a ver que se puede cubrir D(f) con una cantidad finita de estos abiertos.

Spec(A)\ V(f) = D(f) | D(dx) = [ J(Spec(A) \ V(dr)) = Spec(A) \ (()(V (d))

esto es equivalente a ((V(dg)) =V (>_dr) C V(f). Lalproposicién 3.14| nos dice de nuevo que
esto es equivalente a /f € 1/)_ di lo que a su vez equivale a que existan m € Ny [; € A con
i=1,2,...,r, tales que f™ = > l;d;, donde la suma es finita por la definicién del ideal suma.
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Podemos entonces recorrer la cadena de equivalencias en sentido inverso, sustituyendo todos los
dj, por los que generan f™ que son finitos, y de esta manera llegamos a que D(f) C J;_; D(dk).

Para terminar, en D(d;) N D(d;) = D(d;d;) tenemos dos representantes distintos de s, b;/d; y
bj/d;. La inyectividad, que hemos probado en el apartado anterior, aplicada a Ag,4;, nos dice
que dos elementos que den lugar a la misma aplicacién son iguales. Por tanto, b;/d; = b;/d,;
en Ag,q;. Debe existir entonces n tal que (d;d;j)"(bid; — bjd;) = 0. Como hemos conseguido
reducir los d; a una cantidad finita, podemos encontrar un n que funcione para todos los pares
de d;d; posibles, de manera que la ecuacién d;‘“(d?bi) — d?“(d}‘bj) = 0 (%) es valida para
todo 7,j. Renombrando una tltima vez los elementos d?“ = t; y di'b; = e;, tenemos que
D(t;) = D(d;) = D(h;) y, en cada uno de estos abiertos, s estd representado por e;/t; =
dlb; /d?“. La ecuacién (x) que acabamos de deducir nos dice que e;t; = e;t; para todo i, j.
Como ya hemos visto que si los D(t;) recubren D(f) entonces se puede escribir alguna potencia
de f en términos de los t;, f™ = > u;t;. Entonces, si consideramos e = > u;e;, se tiene que
para cada indice i, t;je = > pjte;. Si utilizamos que e;t; = e;t;, la ecuacién se transforma
en tie = Y pjtie; = Y ptje; = fe; y entonces e/ f € Ayg es el elemento que buscabamos.
Efectivamente, en cada D(t;) la tltima ecuacién nos dice que e/ f™ = e;/t; que es el elemento
que representa a s en ese abierto. Como los D(t;) recubren D(f), se tiene e/f™ representa s
en todo D(f). O

Proposicién 3.24. O(A) = A.
Demostracion. Es un corolario de la proposicién anterior teniendo en cuenta que D(1) = A. [

Definicién 3.25. Liamamos esquema afin a un espacio anillado en anillos locales (X, O) que
es isomorfo como espacio anillado en anillos locales a Spec(A) para algin anillo A.

Vamos a comprobar ahora que en los casos de variedades algebraicas hay una forma de inter-
pretar el haz que hemos dado como el haz de funciones racionales y, que las propiedades que
acabamos de probar son generalizaciones de las que esperariamos para variedades. Después,
veremos como se interpretan los casos que se salen de las variedades algebraicas.

Ejemplo 3.26. Sea R = Clx,y]/(x® + y + 22 — 1). Vamos a ver cémo podemos interpretar
una funcion s : U — LlpeU Ay del haz de R. Como una funcion que sale de Spec(R) y llega a
distintos cuerpos segun el punto p que consideremos. Tomamos en el abierto D(z) la funcion s
representada por x;ﬁ;zl En primer lugar, hay que darse cuenta de que estos polinomios son
elementos de R, de manera que este cociente es lo mismo que 75252. Se cumple entonces que para
todo p € D(z) se tiene z ¢ p, que era un requisito para nuestra s. Si nos fijamos primero en los
puntos cerrados, my, = (z—a,y—>b, z—c), que son los que tienen equivalente cldsico, la imagen
de s en estos puntos nos deja un poco frios pues s(my) = % € R, es la propia funcion pero
vista en el anillo An,. Si queremos asignar un valor en un cuerpo a esta funcion, podemos
pasar al cociente Ry, /my, ~ C. En este anillo cociente, x = a,y = b, z = c, es decir, la imagen
de s en el cociente no es otra cosa que la evaluacion, recuperando asi la nocion cldasica. Veamos
ahora qué pasa con la imagen de s en un punto no cerrado. Tomamos por ejemplo el punto
p=(z—1/2) € D(z). De nuevo no obtenemos un valor en un cuerpo s(p) = 7“;52 € Ry. Sin
embargo, una vez hemos localizado en p, este ideal se ha convertido en maximal y, si pasamos
ahora al cociente k(p) = Rp/p = (R/p)p, tenemos un cuerpo que podemos considerar el cuerpo
donde evaluar nuestra funcién. En este caso es un cuerpo conocido pues R ~ Clz, z] mediante
el morfismo que envia y en x> + 22 — 1, de manera que R/p ~ Clz,y]/(z — 1/2) ~ Clz] y al
localizar en (z —1/2), que es el ideal 0 del cociente, se tiene que k(p) = C(z). Este anillo es el
formado por las funciones racionales en una variable. De hecho, si evaluamos estas funciones

en un valor x = a, obtenemos el valor de la funcién original en el punto (a,b,1/2), que no
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depende del valor de b. En este caso, no parece que haya ningiun fendmeno muy diferente al
caso de variedades algebraicas, lo que es bueno, pues pretendiamos que los esquemas fuesen una
generalizacion de las variedades algebraicas. Ademds, los teoremas que hemos probado encajan
perfectamente con lo que sabemos. Las funciones racionales de la variedad que representa R
estdn dadas justamente por los elementos de R, las funciones racionales en el complemento
de una subvariedad dada por f son cocientes de elementos de R donde el denominador es una
potencia de f, es decir, Ry y, finalmente, los gérmenes de funciones en un punto p estdn dados
por el anillo local Ry, .

Ejemplo 3.27. Vamos a ver ahora un caso donde la intuicion de las variedades desaparece.
sComo son los elementos del haz de Spec(Z)? En un abierto bdsico, por ejemplo D(3), son
fracciones donde el denominador es una potencia de 3. Consideramos 7/9 € Zs. ;Qué pasa
cuando evaluamos estas funciones en diferentes puntos? Por ejemplo en p = (2), en teoria
s(p) = 7/9 € Z3y, pero al igual que en el ejemplo anterior, si solo hacemos esto nos quedamos
igual, es el mismo elemento visto en otro anillo. Si queremos obtener un valor en el cuerpo,
debemos pasar al cociente Z(2)/(2) = Fa y aqui obtendremos 7/9 = 1. Si queremos evaluar
ahora en (13) tenemos que en F13 7/9 = 73 = 21 = 8. Por dltimo, si quisiésemos evaluar en
el punto genérico (0), obtendriamos el valor 7/9 en el cuerpo Q. Vemos que a diferencia de lo
que pasaba en el caso anterior, nuestra funcion toma valores en un cuerpo muy diferente en
cada punto, tanto que incluso tienen caracteristicas distintas. Quizds aqui se pueda entrever
mejor por qué puede resultar interesante esta estructura. La funcion s evaluada en (p) nos da
los resultados de la operacion 7/9 en el cuerpo primo de caracteristica p. Esto nos permite
tener un pensamiento geométrico en la aritmética.

Definicién 3.28. Llamamos esquema a un espacio anillado en anillos locales (X, O) tal que,
para cada punto P € X, existe un entorno U de P cumpliendo que el espacio topoldogico U y
la restriccion del haz O a U es un esquema afin.

Definicion 3.29. Un morfismo de esquemas es un morfismo de espacios anillados en anillos
locales entre esquemas.

Vamos a ver ahora como dado un morfismo entre dos anillos ¢ : A — B, se puede definir
un morfismo f entre los esquemas afines dados por estos (f, f) : Spec(B) — Spec(A). Este
morfismo de esquemas se define de la siguiente manera:

La aplicacién f entre los espacios topoldgicos viene dada por f(p) = ¢~ !(p). Hay que probar
que es continua, para ello, vamos a ver que la contraimagen de un cerrado es cerrada. Cualquier
cerrado de Spec(A) es de la forma V (a) con a un ideal de A. Se tiene entonces que f~(V(a)) =
V(p(a)). Sip € f~Y(V(a), significa que f(p) = ¢ 1(p) D a, lo que implica que ¢(a) C
o(e~1(p)) C p, luego p € V(p(a)). Reciprocamente, si p € V(p(a)) el ideal generado por ¢(a)
est4 contenido en p y por tanto a C ¢ (p(a)) € o t(p) = f(p), es decir, p € f~H(V(a).
Concluimos entonces que f es continua.

Continuamos ahora definiendo los morfismos de anillos que dan lugar al morfismo de haces
ff. Para cada p € Spec(B), podemos localizar el homomorfismo ¢ en p para obtener un
homomorfismo local ¢y : A,-1(,) — Bp. Para definir un morfismo de haces tenemos que
dar, para cada abierto V de Spec(A), un morfismo entre O(V) y el haz f,O(V) = O(f~1(V)).
Definimos este morfismo como el morfismo que envia s € O(V) en la aplicacién fi(s) € f,O(V),
definida como f*(s)(p) = wp(s(f(p))). El siguiente diagrama hace un poco més clara esta
definicién.
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1#(5) L Ap-1g)

LI Bq

ge (V)

Nétese como el esquema de construccién del morfismo ff es idéntico al del para
aplicaciones continuas, salvo que hay que traducir la llegada debido a la peculiaridad de nuestro
haz de tomar valores en distintos anillos segiin el punto y segiin el esquema.

Vamos a comprobar, paso a paso, que esto que hemos definido es realmente un morfismo entre
esquemas.

Esta composicién tiene sentido, pues si p € f~1(V) entonces f(p) € V de manera que s(f(p))
es un elemento de Ayyy = A,-1(,) sobre el que podemos hacer actuar ¢, para obtener un
elemento de B,. Para ver que f* es un morfismo, observamos que f*(s1 + s2)(p) = @p[(s1 +
52)(f(P)] = @p[s1(f(P)) + 52(f(0))] = @p(s1(F(P))) + @p(s2(f(0))) = FA(s1)(p) + [*(52)(p)-
De manera andloga se prueba que f* respeta el producto, el cero y el uno. Falta ver que
estas funciones estdn dadas, localmente, por un cociente. Dado p € f~1(V), existe un entorno
U donde ¢y(s(f(p))) estd dado por un cociente de elementos de B. Como sabemos que s
estd dada por un cociente, existe a/g tal que, en un entorno U C V de ¢~ 1(p), se tiene que
s(q) = a/g € Aqy g ¢ q. Si se cumple esto, entonces ¢(a)/p(g) representa f(s) en f~1(U).
Efectivamente, dado q € f~1(U) se tiene que como g ¢ f(q) = ¢ 1(q) entonces ¢(g) ¢ q y

ademds ¢q(s((f(1)))) = @q(a/g) = p(a)/¢(g) € Aq.

Hay que comprobar también que estas aplicaciones cumplen las condiciones para ser un morfis-
mo de haces, es decir, que conmutan con la restriccion. En este caso no hay ningtin problema,
pues en nuestro haz los morfismos de restriccién son restricciones en el sentido usual. Dados
dos abiertos U C V de Spec(A), si s € O(V) se tiene que las funciones de f~1(U) dadas por

eo(slu(F(8))) = ep(s(f(9)))] ;1) son obviamente la misma,

Por tultimo, para ver que esto es un morfismo de espacios anillados en anillos locales, ne-
cesitamos ver que el morfismo en los anillos de gérmenes de los puntos es local. Para ello,
vamos a comprobar que el morfismo entre O,-1(,) y Op es gy (entendido bajo el isomorfismo
probado en la [proposicion 3.22)). En esa proposicién probamos que una clase de equivalen-
cia (U, s) de O,-1(,) estaba unfvocamente determinada por el elemento s(o~Y(p)). De igual

modo, la clase imagen (f~1(U), f*(s)) estd determinada por su valor en p, que resulta ser
oo (s(f(p))) = wp(L(p)), y por tanto el morfismo en los anillos de gérmenes es @y.

Lo siguiente que debemos hacer ahora es comprobar que dados dos morfismos de anillos ¢ :

38



A— By ¢: B — C el morfismo de esquemas h asociado a ¢ o ¢ es la composicién en
orden contrario de los morfismos de esquemas f y g asociados ¢ y a ¢ respectivamente, esto
esh=gof.

La comprobacion, més alla de estar recargada de notacion, es bastante directa. Para las apli-

caciones entre espacios topoldgicos se tiene que h(p) = (¢ o )~ L(p) = o (¢ 1 (p)) = g(f(p)).

Para los morfismos de haces hay que comprobar que la composicién de morfismos de haces
FHg*(s)) = FH(9p(5(9(p)))) = dp(g1(p)(5(9(f(p)))) es lo mismo que el morfismo de haces que
induce la composicién (g o f)* = (¢ 0 )y(s((g o f)(p))), lo que es cierto sin mas que acudir a
la definicién de cada uno de los objetos que aparecen. Mds sencillo aiin es comprobar que el
morfismo de espacios anillados en anillos locales inducido por la identidad es la identidad.

Estas dos condiciones juntas nos dicen que Spec() es un funtor contravariante de la categoria
de anillos en la categoria de esquemas afines que envia un anillo A en Spec(A) y un morfismo
de anillos ¢ en el morfismo de esquemas que en la construccién anterior hemos llamado f. De
ahora en adelante, en concordancia con la notacion para funtores, llamaremos a este morfismo
Spec(p) o S(¢) para abreviar.

Nuestro objetivo es probar ahora que este funtor es en realidad una antiequivalencia de cate-
gorias. Para ello, vamos a definir un funtor de la categoria de esquemas afines en la categoria
de anillos y vamos a comprobar que la composicién de ambos es la identidad. Esto es notable-
mente mas facil que el camino inverso, lo cual es l6gico si comparamos la complejidad técnica
de los morfismos de esquemas afines con los morfismos de anillos.

Dado un morfismo de esquemas afines (f, f*) : Spec(B) — Spec(A), hemos probado en la
[proposicion 3.24 que O(Spec(A)) = Ay O(Spec(B)) = B, por tanto, nuestro morfismo de
haces f¥ nos da, mediante el isomorfismo de la [proposicién 3.23] un morfismo de anillos entre
Ay B que vamos a definir como morfismo asociado a (f, f%).

Esta correspondencia serd un funtor si conmuta con la composicién. Esto es, si el morfismo
asociado a (f, f%) o (g,¢") es la composicién en orden contrario de los morfismos asociados a
(f, fH v (g, g%). Si repasamos la definicién de la composicién de morfismos de espacios anillados
en anillos locales, el morfismo entre haces de la composicién era justamente la composiciéon de
los morfismos entre haces (una vez estos habian sido trasladados para hacerlos compatibles),
por tanto, no hay nada que comprobar. Tampoco hay que hacer nada para ver que la identidad
induce la identidad.

Proposicién 3.30. El funtor Spec es una equivalencia de categorias entre la categoria de
anillos y la categoria de esquemas afines.

Demostracion. Para ver esto hay que comprobar que compuestos en ambos sentidos, los fun-
tores que hemos definido son isomorfos a la identidad. No hay ninguna duda de que esto es asi
para los objetos de la categoria, la parte dificil es comprobarlo para los morfismos.

Supongamos que tenemos un morfismo de anillos ¢ : A — B. Entonces, este induce un
morfismo (f, f#). Este morfismo f* actia en un elemento s € O(Spec(A)) como fi(s) =
wp(s(f(p))). Para ver qué morfismo induce esto entre A y B tenemos que usar el isomorfismo
descrito en la [proposicion 3.23| que nos dice que, para s, existe un unico a € A tal que s(p) =
a € Ay. La imagen de este a por el morfismo que induce (f, f ﬁ) serd el elemento que representa
la aplicacién ¢, (s(f(p))) = pp(a) = ¢(a). Entonces, esta aplicacién esta representada por ¢(a),
de manera que el morfismo de anillos que induce (f, f*) es de nuevo ¢.

De igual manera, dado (f, f*) el morfismo inducido, ¢ envia un elemento a de A que representa
a s, en el elemento p(a) que representa f%(s). Cuando definimos el morfismo en los anillos de
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gérmenes de los puntos flﬁg, vimos que el siguiente diagrama era conmutativo
©
A B

O(Spec(A)) —L= O(Spec(B))

Op

B,.

Si leemos este diagrama bajo las identificaciones que nos dan los isomorfismos de la
v la [proposicion 3.23| los morfismos verticales que envian cada funciéon s en su
evaluacion en el punto se convierten en los morfismos de localizacion i, j. Como el morfismo fg

es local, se tiene que j_l((fg)_l(p)) = f(p). Si calculamos la contraimagen por el otro camino
del diagrama obtenemos ¢~ (i~ 1(p)), de manera que ¢! (p) = f(p). Sin embargo, esta es la
definicién de la aplicacién continua inducida por ¢ que debe ser por tanto la propia f. Una
vez que sabemos esto, vamos a ver que f; es ¢y, que se deduce de la propiedad universal de la
localizacion. Si x ¢ f(p) = ¢~ 1(p) se tiene que i(¢(x)) & p y por tanto es una unidad. Todos
los elementos de A \ ¢(p) van a parar mediante i o ¢ en una unidad, por tanto, la propiedad
universal de la localizacién para el anillo A, nos dice que este morfismo factoriza de manera
Unica a través de i. Como fg y ®p son dos morfismos que hacen el diagrama conmutativo
son iguales. Una vez sabemos esto, se tiene que dada una aplicacién s € O(U), como el dia-
grama de la conmuta y los morfismos verticales son la evaluacion, se tiene que
fi(s)(p) = f(s(f(p))) Como hemos visto que f(p) = ¢ 1(p) vy que ¢, = fg, se tiene que
fi(s)(p) = fg(s(f(p))) = op(s(¢7(p))), que es la definicién del morfismo de haces que induce
. O

Esta proposicién que acabamos de probar nos dice que cualquier propiedad que se pueda probar
en lenguaje de categorias para anillos serd cierta también para los esquemas afines y viceversa.
Es natural entonces que surja la duda de por qué hemos montado todo este lio para definir
un objeto que es técnicamente muy complejo y no aporta nada. Esta pregunta es compleja y
requiere de un conocimiento de la teoria de esquemas mucho mas avanzado, pero trataremos
de dar una pequena justificacién. En primer lugar, no todos los problemas se pueden enunciar
en términos de categorias por lo que hay problemas de anillos que no se podrian resolver con
esquemas y viceversa. Para los problemas que si que son equivalentes, tenemos la ventaja de
poder contar con la intuicién y herramientas propias de la geometria, que no tendriamos si nos
limitamos a anillos. Habra ocasiones en las que tener una intuicién geométrica del problema
nos aporte enfoques distintos a los algebraicos, que pueden llevarnos a plantear tanto soluciones
como problemas nuevos. Por ultimo, al igual que las variedades afines no permiten probar los
teoremas en toda su generalidad y pegamos varias para construir variedades proyectivas que
se comportan mejor, los esquemas afines no son el objeto geométrico que permite probar los
teoremas mas potentes, para ello, necesitamos pegar varios esquemas afines que dan lugar a
un esquema. Debido a esto ultimo, hay que manejar la equivalencia entre esquemas afines y
anillos con cuidado, por ejemplo, un objeto que cumpla una propiedad universal en la categoria
de anillos va a cumplir la misma propiedad universal en la categoria de esquemas afines no
en la categoria de esquemas en general. Aunque no lo vamos a ver en este trabajo esto tiene
implicaciones importantes a la hora de algebrizar la deformacién semiuniversal formal que nos
da el Teorema de Schlessinger.
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3.3. Espacio tangente y anillos de Artin

El objeto original de estudio en el que estabamos interesados eran las variedades algebraicas
afines. La teoria de deformaciones nos obliga a trabajar con esquemas afines, por tanto, este es
el marco en el que nos vamos a mover. Sin embargo, no debemos olvidar cudl era nuestro interés
original y por ello vamos a fijar un cuerpo k y a trabajar con k-algebras finitamente generadas
y no con anillos en toda su generalidad. Ademés, vamos a considerar solo los morfismos de
esquemas dados por morfismos de k-dlgebras para eliminar automorfismos indeseados.

Definicion 3.31. Diremos que un esquema X es un esquema sobre k o un k-esquema si existe
un morfismo X — Spec(k) al que llamaremos morfismo de estructura. En el caso afin, es
decir, X = Spec(A), segin la antiequivalencia de categorias hay un morfismo k — A, es
decir, A es una k-dlgebra.

Definicion 3.32. Diremos que X es un esquema algebraico sobre k o un k-esquema algebraico
S1:

Es un esquema afin X = Spec(A) con A una k-dlgebra finitamente generada o si es un k-
esquema y ademds para cada punto x € X existe un entorno afin v € Spec(A) C X de tal
manera que la restriccion del morfismo de estructura a Spec(A), vista bajo la antiequivalencia,
es un morfismo de tipo finito. Es decir, A estd finitamente generado como k-dlgebra.

No cabe duda de que la antiequivalencia que probamos para anillos y esquemas afines se
traduce instantdneamente a una antiequivalencia entre k—esquemas afines y k-algebras o entre
k-esquemas algebraicos afines y k-dlgebras finitamente generadas.

Definicion 3.33. Un morfismo de esquemas afines sobre k o k-morfismo es un morfismo de
esquemas f : Spec(A) — Spec(B) que conmuta con los morfismos de estructura. Es decir, el
stguiente diagrama es conmutativo

Spec(A) d Spec(B)

~

Spec(k).

Nos restringimos a morfismos de este tipo para evitar problemas con los automorfismos de los
cuerpos, que no nos aportan informacién relevante sobre la geometria.

Ejemplo 3.34. Si tomamos Spec(C), solo hay un ideal primo (0) de manera que el espacio que
estamos considerando es un punto. Si nos restringimos a morfismos de C-dlgebras, obviamente
solo hay un automorfismo del punto en si mismo, que es lo que queremos. Sin embargo, hay una
cantidad enorme de automorfismos de C si solo consideramos su estructura como anillo. Este
problema, que hemos ejemplificado con C, aparece siempre que el cuerpo sobre el que trabajamos
tenga automorfismos. Es por esto que vamos a limitarnos a morfismos de k-dlgebras.

Definicion 3.35. Dado un esquema afin X y un punto x € X correspondiente a un ideal
primo p, definimos el ideal maximal de x, que denotamos como my, como el ideal maximal del
anillo de gérmenes O,. Ademds, se define el cuerpo de residuos de xz, que denotamos k(x),
como Oy /m,. Con lo que hemos visto en la seccion anterior, se tiene que k(x) ~ Ap/p. De
hecho, también se suele denotar a este cuerpo como k(p).

Definicion 3.36. Dado un esquema afin X y un punto x € X, se dice que el punto es k-
racional si k(z) ~ k.

Proposicién 3.37. Dado un cuerpo K y un esquema afin X = Spec(A), es equivalente dar
un punto x € X y una inclusion k(z) — K que dar un morfismo f : Spec(K) — X.
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Demostracion. Dado un punto z € X, podemos construir muchos morfismos de Spec(K) en
X que cumplan que f(0) = x. De hecho, para ello basta con tomar un morfismo de anillos
p: A— K tal que Ker(f) = x. Sin embargo, si ademés nos dan una inclusién particular de
k(z) — K, podemos decidirnos por uno de estos morfismos. Concretamente, el morfismo de
A en K viene dado por

A——A/my = k(z) — K.

Reciprocamente, dado un morfismo f : Spec(K) — X se tiene un morfismo ¢ : A — K. El
punto f(0) viene dado por p = Ker(p). Ademds, como el morfismo llega en un cuerpo, se tiene
que la imagen de todos los elementos que no estan en p es una unidad. Por tanto, el morfismo
factoriza a través de la localizacion en p

A—2S K

|~

Ay

de donde se deduce que k(z) = Ap/Ker(py) ~ Im(ypp) C K, lo que nos da la inclusién que
buscabamos. O

En este ejemplo se ve como un esquema es mucho mas complejo que el espacio topoldgico
subyacente. Todos los cuerpos K tienen como espectro un espacio topoldgico unipuntual, sin
embargo, no podemos construir una aplicacién que envie el punto Spec(K) a cualquier punto
x de otro esquema. Necesitamos que exista una inclusién de k(x) en K.

El siguiente ejemplo que vamos a considerar es k[x]/(z?), que de aqui en adelante vamos a
denotar por k[e]. Al igual que con un cuerpo, Spec(k[e]) es unipuntual pues el dnico ideal
primo es el generado por (¢). Sin embargo, a diferencia de como pasaba con los cuerpos, la
estructura de k[e] como esquema o como anillo es mucho més rica, como vamos a ver ahora. El
péarrafo que viene a continuacién solo pretende dar una justificacién intuitiva de cémo entender
Spec(kle]). Todo lo que en él se cuenta quedard justificado con los resultados que probaremos
inmediatamente después.

En A,lg podemos considerar la variedad dada por dos puntos a y b. El esquema que representa
esta variedad es R = k[z]/((z — a)(x — b)), que tiene como puntos los ideales maximales
(r —a),(x — b) y el punto genérico (0). Aunque no lo vamos a probar, se podria dar un
morfismo de esquemas de Spec(R) en otro k-esquema algebraico afin X que enviase los puntos
a y b a otros dos puntos k-racionales cualesquiera de X. Si ahora pensamos en hacer tender
a — b lo que sucede en A}ﬁ es que los dos puntos se van acercando hasta confundirse en uno
solo. Sin embargo, el anillo que obtenemos no es el correspondiente a un solo punto k, sino
un anillo con un poco més de estructura, k[e]. Podemos pensar en el punto de k[e] como en
un punto junto con una direccién tangente. Si pensamos en lo que sucede con el morfismo
que habiamos construido, los dos puntos de X se irian acercando el uno al otro y en el limite
obtendriamos un punto de X y la direccién por la cual se acercaba el otro punto. Si pensamos
en el proceso que acabamos de describir, es exactamente como se construye la idea de vector
tangente a una variedad diferenciable.

Definicion 3.38. Dado un esquema X y un punto x € X, se define el espacio tangente a x,
que denotaremos T, como el k(z) espacio vectorial dual de m,/m2. T, = (m,/m2)*.

Ejemplo 3.39. Vamos a ver qué forma tiene el espacio tangente en distintos puntos de una
curva. Tomamos por ejemplo la cispide R = Clz,y]/(x? — y3) y calculamos la dimension del
espacio tangente en el punto singular (0,0) correspondiente al ideal primo po = (x,y) y en un
punto no singular (1,1) correspondiente al ideal primo p; = (x — 1,y —1). Comenzamos por el
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punto no singular. El anillo local en p1 es Ry, . Como la localizacion y el cociente conmutan,
este anillo es Clz,yly, /(2% — y®) y el ideal mazimal es por tanto el generado por (x — 1,y —1).
Estd claro entonces que x — 1,y — 1 son un sistema de generadores de m;/m2. Sin embargo, no
son una base. Al cocientar por (v? —y3) = (z —1)? +2(x —1)— (y—1)3 -3y —1)2 = 3(y — 1)
hemos anadido la relacion 2(x — 1) —3(y —1) = —(x — 1)? + (y — 1)3 + 3(y — 1)2 € m2. Por
tanto, x — 1,55 — 1 no son base. Basta con uno de ellos para generar m,/m2, pues se tiene
2(x—1) = 3(y—1). El espacio tangente, que es el dual de este, tiene por tanto dimension 1 que
es lo que esperariamos de un punto no singular de una curva. Vamos ahora con pg. Al igual que
antes, x,y son un sistema de generadores del ideal m, y por tanto 2%, xy,y? son un sistema de
generadores de m2. En este caso, podemos ver que x,y si son base de m;/m2, pues, a diferencia
que en el caso anterior, la relacion que hemos introducido expresada en potencias de x,y no
contiene ningin elemento de grado 1. Esto hace imposible c1x + coy = f122 + foxy + f3y> pues
todos los términos de la derecha tienen grado mayor estricto que 1. El espacio cotangente y por
tanto el tangente tienen entonces dimension 2, que es lo que esperariamos del punto singular
de la cuspide pues cualquier recta que pasa por ese punto la corta con multiplicidad 2.

Vamos a formalizar ahora la idea que hemos comentado anteriormente de como dar un morfismo
de Spec(k[e]) en X = Spec(A) es lo mismo que dar un punto x y un vector tangente 7. Vamos
primero con un ejemplo.

Ejemplo 3.40. Supongamos que queremos construir un morfismo de Spec(k[e]) en Spec(R),
donde R = Clz,y]/(x®> — y®) y k = C. Esto es equivalente a dar un morfismo de anillos
¢ : R — kl[e]. La propiedad fundamental del anillo cociente nos asegura que dar un morfismo
de R en k[e] es lo mismo que dar un morfismo de k[x,y] que se anula (2 — y?). Supongamos
que p(z) = a+ve y ¢(y) = b+ we. La condicién anterior se escribe como 0 = p(x? — %) =
(a+ve)? — (b+we)3 = (a® —b®) + (2av — 3b*w)e. Aqui vemos claramente como para construir el
morfismo debemos elegir por un lado un punto (a,b) de nuestra curva y por otro lado (v, w) un
vector que sea tangente a la misma en (a,b). Si elegimos (a,b) = (1,1), para que la ecuacion
se anule necesariamente 2v = 3w, que concuerda con el hecho de que dim(T,) = 1. Si hacemos
(a,b) = (0,0), la ecuacion para el coeficiente de £ se cumple automdticamente y tenemos
libertad para elegir (v,w), lo que de nuevo concuerda con dim(T,) = 2. En rigor, el elemento
del espacio tangente no es (v, w) sino la aplicacion lineal de m;/m2 — C que vamos a construir
a continuacion. Como ya vimos, (x — a), (y — b) es un sistema de generadores de m,/m2. Se
define entonces la aplicacion que envia c1(x — a) + co(y — b) € my/m2 en c1v + cow. Habria
que comprobar que esta aplicacion estd bien definida pero las relaciones que hemos hallado que
deben cumplir (v,w) nos lo aseguran.

La generalizacién de este ejemplo viene dada por la proposicién siguiente.

Proposicién 3.41. Dado un k-esquema algebraico afin X = Spec(A) y un punto k-racional x
hay un isomorfismo de k-espacios vectoriales entre el espacio tangente a X en x y los morfismos
de esquemas de ¢ : Spec(kle]) — X que envian el unico punto de Spec(kle]) en x.

Demostracion. Denotamos por m,, al ideal correspondiente a z. Lo primero que debemos notar
es que el morfismo entre los anillos locales Ay, y k[e]: determina el morfismo entre los esquemas
y por tanto entre los anillos A y k[e]. Geométricamente, esto es porque Spec(k[e]) solo tiene un
punto, y la definicién de morfismo de espacios anillados consiste en dar una aplicacién continua
f, que estd determinada por la eleccion de x, y para cada abierto de la contraimagen de f un
morfismo entre los anillos de los respectivos haces. Spec(k[e]) es unipuntual, por tanto, solo
hay un abierto y solo hay que dar un morfismo, que es el morfismo entre los anillos locales.
Algebraicamente, el motivo de esto es que k[e] es un anillo local, de manera que localizarlo
en (g) es inocuo. Por tanto, podemos recuperar el morfismo ¢ : A — k[e] definiéndolo como
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() = Ym, (7). Vamos a aprovechar esto para definir la estructura de espacio vectorial de los
morfismos de Spec(k[e]) en X.

Si x es k-racional significa que An,/m,; = k, lo que es equivalente a que Ay, = k @ m,.
Entonces, por ser ¢, un morfismo de k-dlgebras deja fijos los elementos de k y, por tanto,
©“m, (A+m) = A+1(m)e, donde [ es una aplicacién lineal de m, en k. Podemos definir entonces
(A como el morfismo de A en k[e] determinado por el morfismo local (up+A)m, (A+m) =
A+ (plp(m) + Ay (m))e.

Finalmente, definimos el isomorfismo como sigue:

A un morfismo ¢ le vamos a asociar la aplicacién [ : m,/m2 :— k dada por la aplicacién
[ de la construccién anterior. Lo tinico que hay que comprobar es que esta aplicacion pasa
al cociente. Efectivamente, dados mj, mg € m, se tiene que om,(mimsa) = l(mims)e, pero
por ser ¢p, morfismo de anillos ¢y, (Mm1ma) = pm, (M1)em, (Mm2) = (I(my)e)(l(m2)e) = 0.
Luego, efectivamente [ se anula en m2 y pasa al cociente. Comprobar que es un isomorfismo es
inmediato. O

Vemos aqui ya de manera mas formal la interpretacién que habiamos dado de Spec(k[e]) como
un punto y un vector infinitesimal. Ya tenemos dos formas de describir el espacio tangente T.
Para la demostracién del Teorema de Schlessinger vamos a necesitar una tercera caracterizacion
del espacio tangente T, en este caso en términos de derivaciones.

Definicion 3.42. Dados una k-dlgebra A y un A-mdédulo B, definimos una k-derivacion de A
en B como una aplicacion d: A — B que

I) Es k-lineal.
II) Cumple la regla de Leibniz d(xy) = xd(y) + yd(x).

Nétese que estas condiciones obligan a que d valga 0 en los elementos de k, pues d(1) =
d(1-1) = 1d(1) + 1d(1) = 2d(1). Estas aplicaciones tienen estructura de k-espacio vectorial
con las operaciones obvias. La definicién pretende extender la definiciéon de derivacién que
tenemos en los anillos de polinomios procedente del andlisis a anillos en general. En términos
de derivaciones, la tercera caracterizacién de T, es la siguiente.

Proposicién 3.43. Hay un isomorfismo entre Ty, y Dery(Am,, k), donde Dery(Am,, k) denota
las k-derivaciones que salen del anillo localizado en x y llegan en k.

Demostracion. En primer lugar hay que notar que solo hay un morfismo de A,,, en k, que es
el paso al cociente. Mediante este morfismo, dotamos a k de estructura de Ay, -mddulo, que
nos permite considerar derivaciones. Una vez visto esto, dado [ un elemento de T}, definimos
la derivacién d : Ay, — k dada por d(\ +m) = [(m). La linealidad de esta aplicacién es
clara. Vamos a ver que cumple la regla de Leibniz,

d(()\l + ml)()\g + mQ)) = d()\l)\z + Aimo + Aamq + mlmg) =
= l()\lmQ + domq + mlmg) = All(mg) + )\Ql(ml)

Por otro lado, (A1 + mq) - d(Aa + m2)) + (A2 + ma) - d(A1 + my1), recordando que el morfismo
de estructura es el paso al cociente, se convierte en A; - d(A2 + m2)) + Ao - d(A1 + mq1) =
A1l(me) + A2l(m1), que cumple por tanto la regla de Leibniz y es una derivacién. De igual
manera, dada una derivacién d : A, — k, esta define una aplicacién de m,/m2, pues d debe
anularse en m2. Esto es debido a que d(mimsg) = mid(ma) + mad(m;), pero los m; acttian en
k como 0 por tanto d(mimz) = 0 y d es una aplicacién lineal de m,/m2. Estd claro que estas
construcciones son inversas la una de la otra y por tanto son un isomorfismo. O
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En el caso de que tengamos Spec(R) con R un anillo local, las proposiciones que acabamos de
ver nos dicen que Hom(R, k[e]) = Tr = Dery(R, k), donde Tx es el espacio tangente al tinico
punto de R. Esto serd bastante relevante durante la demostracion del Teorema de Schlessinger.

Las ideas que acabamos de presentar de cémo los morfismos de Spec(k[e]) estdan en corres-
pondencia con los vectores tangentes, se pueden generalizar a 6rdenes superiores si en vez de
considerar k[z]/(x?) consideramos k[z]/z™ con n arbitrario. En este caso, obtendriamos un
esquema con un unico punto pero cuya estructura de espacio anillado es mas compleja. Los
morfismos de estos anillos estarian en correspondencia con arcos infinitesimales de curvas de
grado (n — 1), que pasan por el punto de la variedad con un orden de tangencia n o con
derivaciones de orden superior, temas en los que no vamos a entrar pero que son de gran
interés.
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4. Deformaciones

La nocién de deformacién es la que nos sugiere la intuicién. Tenemos un objeto geométrico
Xo y queremos considerar una familia de objetos X; indexados por un parametro t que sur-
gen de realizar modificaciones en nuestro objeto original. Ademaés, queremos que haya algun
tipo de relacién entre X; y Xo. Es por esto que hemos dado la nocién de planitud, que es
la formalizacién algebraica de esta idea. La condiciéon de platitud nos permite conservar al-
gunos invariantes entre las fibras de la deformacién. Estos invariantes codifican informacion
geométrica importante que se mantendra por tanto constante en las fibras de la deformacién.
Por ejemplo, dada una variedad X, si somos capaces de deformar X hasta una variedad con
buenas propiedades (térica, no singular,...etc), podemos emplear las propiedades de estas para
calcular sus invariantes, que deberan coincidir con los de X.

Las deformaciones son un tema de actualidad sobre el que no hay mucha bibliografia y la que
hay tienen un nivel bastante elevado. En el marco algebraico destacan principalmente [I1] y
[6], el primero de ellos es mas abstracto con menos ejemplos pero también, en mi opinién, mas
preciso. El propio Hartshorne comentd, durante un curso impartido en la universidad de Buenos
Aires en 2011, que lo interesante de [6] eran los ejemplos y ejercicios mucho més que la teoria.
Dicho curso esta disponible on-line y es una gran introduccion a la teoria de deformaciones. El
marco analitico tiene resultados més potentes y mas ejemplos, [4] trata el caso analitico con
gran detalle y contiene ademds una gran cantidad de ejemplos computables.

4.1. Introduccién a las deformaciones

Definicion 4.1. Una deformacion £ de un esquema X consiste en dar la informacion del

diagrama cartesiano
i1

X X
i2l ¢
Spec(k) — S

S0

donde todos los morfismos son morfismos de k-esquemas y el morfismo ¢ es plano y sobreyec-
tivo. Al esquema X se le llama esquema o espacio total de la deformacion y a S se le llama
espacio de pardmetros. Normalmente, se suele denotar a la deformacion por el par (€,S).

La idea que hay detras de esta definicion es la siguiente:

FEn el espacio X tenemos los objetos que resultan de deformar X formando un todo. El morfismo
¢ nos permite “elegir’ cual de estos objetos queremos mirar. Cada fibra f~!(s) sobre un
elemento de S se corresponde con uno de los objetos X que forman parte de la deformacién.
Podria parecer que no hemos impuesto ninguna condicién al morfismo i; y que podria no
haber en X ninguna fibra que fuese isomorfa a X. Sin embargo, al pedir que el diagrama sea
cartesiano, en particular se tiene que X ~ X xg Spec(k).

Las deformaciones que acabamos de definir son deformaciones de X como variedad abstracta
sin espacio ambiente. Estas no son las tinicas deformaciones que existen. Se puede deformar la
variedad vista en un espacio ambiente, se puede deformar un morfismo entre dos variedades,
se puede deformar un morfismo dejando fija la variedad de salida o la de llegada... Ademas,
a cualquiera de estas deformaciones se les puede anadir condiciones a las fibras, dando lugar
por ejemplo a deformaciones equisingulares, donde todas las fibras tienen el mismo tipo de
singularidad. Esencialmente cualquier objeto geométrico se puede deformar. La existencia de
esta gran cantidad de deformaciones justifica la generalidad del enunciado del Teorema de
Schlessinger, que trabaja con un funtor arbitrario F al que se le exigen muy pocas propiedades.
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A modo de ejemplo vamos a dar también la definicién de deformacién de una variedad en un
espacio ambiente.

Definicion 4.2. Una deformacion de un esquema X C Y consiste en dar la informacion del

T

11 X

diagrama

J1 Yy S

Jo
Spec(k) ——= 5

donde los morfismos del cuadrado inferior son una deformacion y todos los morfismos del
cuadrado superior son inclusiones.

En la definicién de deformacién abstracta aparece el producto fibrado de dos esquemas, y, en la
definicién de deformacion de X en Y, aparece una inclusion de k-esquemas. No hemos definido
ninguna de estas dos cosas ni lo vamos a hacer. El objetivo aqui es solo motivar las definiciones
de deformacion local e infinitesimal, que daremos con todo rigor, y presentar el marco general
de la teoria en la que aparece el Teorema de Schlessinger. De aqui en adelante consideraremos
siempre X = Spec(By) un k-esquema algebraico afin.

Ejemplo 4.3. Vamos a ver un ejemplo de una deformacion de la ciuspide. Tomamos By =
Clz,y]/(z* +v°), X = Spec(A), como espacio total X = Spec(B) con B = Clz,y, t1,ta] /(x> +
y3 +t1y +ta) y por dltimo nuestro espacio de pardmetros serd A®. Los morfismos que definen
nuestra deformacion son i : B — By dado pori(x) =z, i(y) =y, i(t;)) =0 y ¢ : Clz,y] - B
dado por ¢(t;) = t;. Esta deformacion contiene entre sus fibras tanto curvas singulares, por
ejemplo la fibra del punto (—3,2) € A? correspondiente a la ecuacion x2 + y> — 3y + 2 tiene
un punto singular en (0,1) € A%, como curvas requlares, la fibra del punto (1,1) € A? es
reqular en todos sus puntos. Podemos usar el siguiente razonamiento para hallar las fibras
singulares. Para que la fibra tenga un punto singular necesariamente % = 2z = 0, es decir,
los puntos singulares de cualquiera de las fibras tienen © = 0. Sabiendo esto, calculamos el
discriminante respecto a la variable y del polinomio que define una fibra. Este discriminante
vale —4t3 — 27(to + x)%. Donde el discriminante se anule tendremos o un punto singular de la
fibra o un punto de tangencia vertical, se puede comprobar que en nuestro caso todos los puntos
son singulares. Sabiendo que necesariamente r = 0 en los puntos singulares, la fibra tendrd un
punto singular para los valores de los pardmetros que verifiquen —4t3 — 27t2 = 0. Haremos uso
de esto mas adelante.

El estudio de estas deformaciones que acabamos de presentar es tan interesante como complejo,
especialmente cuando permitimos que el espacio de pardmetros S tome cualquier forma. Una
manera de comenzar el estudio de las deformaciones es mirar deformaciones locales o infinite-
simales, donde restringimos la forma de S. El estudio de estas deformaciones locales permite
después obtener resultados sobre las deformaciones generales. Vamos entonces a definir las ca-
tegorias a las que van a pertenecer nuestros espacios de parametros y en las que mas adelante
vamos a definir los funtores de deformacién.

Definicién 4.4. Denotaremos por A a la categoria que tiene por objetos k-dlgebras Noetheria-
nas, locales, con cuerpo de residuos k y como morfismos los morfismos locales de k-dlgebras.
Denotaremos por Ar la subcategoria de k-dlgebras Artinianas, locales, con cuerpo de residuos
k. Finalmente, denotamos por Aala categoria que tiene por objetos k-dlgebras Noetherianas,
locales con cuerpo de residuos k que ademds son completas.
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Las definiciones que vamos a dar de aqui hasta el final del capitulo se van a dar para deforma-
ciones abstractas, pero conviene tener en cuenta que estas mismas definiciones se pueden dar
para todos los tipos de deformaciones que hemos mencionado antes, deformaciones de X en Y,
deformaciones de morfismos, de morfismos con variedad de partida o llegada fija, deformaciones
equisingulares, etc.

Definicion 4.5. Una deformacion local de un k-esquema algebraico afin X es una deformacion
donde el espacio de pardametros S es un esquema afin, S = Spec(A) con A un objeto de A, y
el espacio total de la deformacion X es también un k-esquema algebraico afin.

Definicion 4.6. Una deformacion infinitesimal de un k-esquema algebraico afin X es una
deformacion donde el espacio de pardmetros S es un esquema afin S = Spec(A) con A un
objeto de Ar y el espacio total de la deformacion X es también un k-esquema algebraico afin.
Notese que todas las deformaciones infinitesimales son locales.

Definicién 4.7. Una deformacion infinitesimal con espacio de pardmetros k[x]/(x™ 1) recibe
el nombre de deformacion infinitesimal de orden n.

Ya vimos cudl era la interpretacién geométrica de los anillos de la forma k[x]/(z™). No es de ex-
trafiar por tanto, que deformaciones que tengan anillos Artinianos como espacio de pardmetros
sean deformaciones infinitesimales.

Dado que todos los objetos que aparecen en las deformaciones locales e infinitesimales son
afines, la antiequivalencia de categorias nos permite ver una deformacién local o infinitesimal
de cualquiera de las dos maneras siguientes

XO X BO%B

Tl N

Spec(k) —2> Spec(A) %

-~

La condicion de que Xo ~ X Xgpee(a) Spec(k) se traduce para anillos en que By ~ k ®4 B
gracias a la antiequivalencia. Frecuentemente, haremos como aqui y, abusando de la notacién,
llamaremos de la misma manera a los morfismos de k-dlgebras y a su correspondiente morfismo
de esquemas. A partir de aqui vamos a utilizar esta equivalencia constantemente y hablaremos
de anillos o esquemas indistintamente segin sea mas conveniente. A pesar de esto, en algunas
ocasiones presentaremos los dos diagramas con la intencién de que quede claro exactamente
cudl es la traduccién de una categoria a la otra. Con el objetivo de clarificar la informacién
importante, en los diagramas omitiremos la parte correspondiente a Spec(k) siempre que no
sea relevante.

Nétese que no hay eleccién del morfismo sy pues Ker(sp) es un ideal de A que cumple que
A/Ker(so) ~ k y, por tanto, es maximal. Sin embargo, en A solo hay un ideal maximal, luego
Ker(sp) = m. Ademds, los elementos de k deben quedar fijos por sg. Estas dos cosas juntas
nos dicen que el morfismo sy no es otro que el morfismo de paso al cociente. De igual manera,
el morfismo de k en By debe ser el morfismo de estructura. Estas observaciones justifican la
eliminacién de esa parte del diagrama cuando no sea relevante.
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Definicién 4.8. Dadas dos deformaciones locales de X, ¢ con espacio total X = Spec(B) y
¥ con espacio total Y = Spec(B), ambas con el mismo espacio de pardmetros S = Spec(A),
diremos que son isomorfas si existe un isomorfismo local de A-dlgebras T : B— B que hace
que el siguiente diagrama sea conmutativo

By

/N /N,

AN A

Definicién 4.9. Dada una deformacion local § de X dada por ¢ : X = Spec(B) — S =
Spec(A) y un morfismo local de k-dlgebras ¢ : A — A consideramos el diagrama

X

i

Bo<*—B—L Aiw,B

1

k A A

donde los morfismos p y So estdn definidos como p(a ®b) =1i1(b) y so(a) = a. Cada cuadrado
del diagrama es conmutativo por construccion. Comprobamos que los morfismos que hemos
anadido conmutan para la parte superior. Estd claro que pu(j1(b)) = u(1l ® b) = i1(b). Por otro
lado, dado un elemento a € A se tiene que si sop(a) = X € k entonces a = X+m con A\ € k y
m € my. Por ser ¢ morfismo de k dlgebras local So(¢(a)) = so(A+m) = A. Se define entonces
la deformacion inducida por ¢ como la deformacion siguiente

By " A ®a B
T sz
k A.

S0
Para ver que esto es efectivamente una deformacion habria que probar que el diagrama es

cocartesiano y que jo es un morfismo plano. Respecto a lo primero, si el diagrama original era
cocartesiano, necesariamente By ~ k@4 B ~ k® ; A® B, luego nuestro diagrama también es

cocartesiano. La|proposicion 1.44 nos asequra que st B es un A-mddulo plano entonces A®uB
es un A-mddulo plano y por tanto jo es un morfismo plano. Denotaremos a esta deformacion

como Defx(¢)(§).
Ejemplo 4.10. Partiendo del[ejemplo /.3 vamos a ver un ejemplo de deformacion inducida.

Habiamos visto que las fibras de los puntos (t1,t2) que cumplian 4t3 +27t3 = 0 eran singulares.
Podemos entonces, mediante un morfismo ¢ : A — A2, inducir una deformacién donde todas
las fibras sean singulares.
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Como tenemos la suerte de que la curva del espacio de pardmetros de la deformacion 4t3 +
27t3 = 0 es parametrizable, podemos construir un morfismo de ¢ que la recorra. Este morfismo
estard dado, en términos de anillos, por o(t1) = —3t%, p(t2) = 2t3. Con este morfismo la
deformacion inducida que resulta es

B(] u B 9 k[t] ®kj[t1,t2} B

o T%

El anillo k[t] @y, 1) B es isomorfo a k[z,y,t]/(z? + 3> — 3t% + 2t3). Esto es debido a que,
al tomar el producto fibrado sobre k[t,ta], se cumple que ¢(t;) ® 1 = 1 ® @(t;). Esto permite
probar sin dificultad que 1 : k[z,y,t]/(z? + y> — 3t2y + 2t3) — k[t] Rty ,to) B dado por

Pr)=1@z,9(y) =10y,9({) =t®1

es un isomorfismo.

Este morfismo estd bien definido pues (x? 413> —3t2y+2t3) = (1222 +9°) — (3t?@y)+23 1.
Como 3t?®1 = 1®t1 y 2301 = 1®ta, entonces, Y(x?+1y° —3t2y+2t3) = 1@x2+y3+-t1y+ts = 0.
Es sobreyectivo pues en su imagen hay un sistema de generadores. Veamos que es inyectivo.
Para ello basta ver que si Y(q(z,t)) = 1 ® 22 + y3 + t1y + ta, entonces q(x,t) = 0. Se tiene
que q(z,t) = 22 + > + p(t,y) con Y(p(t,y)) = tiy + ta = (=3t2 @ y)(2t3 ® 1). Si escribimos
p(t,y) = az(y)t3 +az(y)t? +a1(y)t+ao(y) la condicion anterior nos dice que a1(y) = ao(y) =0,
que az(y) = —3y y que az(y) = 2. Este isomorfismo nos dice que la deformacion inducida por
© es
Cla,yl/(2? + y*) <——Cla, y]/(«? + 4 — 362y + 20°)

| [

C C[t].

Esta deformacion contiene exactamente las fibras singulares de la deformacion dellejemplo 4.5,

Proposicién 4.11. Dada una deformacion local de X = Spec(By), ¢ : X = Spec(B) —
S = Spec(Ay), y dos morfismos locales de k-dalgebras, ¢ : Ay — Ay y ¢ : Ay — As, la
deformacion inducida por el morfismo ¢ o ¢ es isomorfa a la deformacion que induce Y a
partir de la deformacion que induce @. Es decir, Defx (1 o ¢)(§) =~ Defx (V) (Defx(p)(§)).

Demostracion. No hay nada que decir de los morfismos sg pues deben ser siempre el paso al
cociente. Solo hay que ocuparse por tanto del morfismo de la parte superior. Se tienen los dos

12
ﬂ"h i, 1 ;.n t1
BQ<7BHA1®AOB*>A2®A1A1®AOB BO%BHAQ(X)AOB
N
ke Ay ——— Ay - Ay ke Ao — 4,
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Queremos probar que el isomorfismo canénico entre (A2®4, A1®4,B) v (A2® 4, B), llamémoslo
7, nos da el isomorfismo de las deformaciones. Para ello hay que comprobar que el siguiente

diagrama es conmutativo
By
/ y
T

As XA, Aq ®AOB As ®A0B
\x %
As.

Efectivamente, ua(7(aa ® b)) = p2(a2 ® 1 @ b) = p1(ag @ b) = i1(b) = us(az ® b) = i1(b) y
también 7(ta(az)) = T(a2 ® 1) = a2 ® 1 ®@ 1 = pa(ag). O

La proposicién que acabamos de probar nos permite definir un funtor en términos del cual
vamos a enunciar la teoria de deformacion formal.

Definicion 4.12. Dado un k-esquema algebraico afin X definimos el funtor de deformacion
local de X, que denotaremos como Defx, como un funtor de la categoria A en la categoria
Sets cuya actuacion en los objetos viene dada por

Defx(A) = {clases de isomorfismo de deformaciones locales de X sobre A}

y envia un morfismo ¢ en el morfismo que definimos mds arriba como Def(yp), que envia una
deformacion & en la deformacion Def(p)(§).

Que el funtor respeta la identidad es claro pues la deformacion inducida por la identidad a partir
de £ es isomorfa a &. Lalproposicion 4.11| nos asequra que el funtor respeta la composicion, por
tanto estas dos cosas nos asequran que el funtor estd bien definido.

Abusando de la notacién, llamaremos De fx también al funtor anterior restringido a la categoria
Ar, es decir, al funtor de deformaciones infinitesimales. Siempre que pueda haber lugar a
confusién especificaremos a cual nos referimos. Sin embargo, llegado un punto del texto solo
trabajaremos con el funtor de deformacién infinitesimal.

4.2. Deformaciones semiuniversales

Definicién 4.13. Una deformacion local §& de X = Spec(By) con espacio de pardmetros
Spec(A) se dice que es universal si dada cualquier deformacion n con espacio de pardametros
Spec(C') existe un unico morfismo ¢ : A — C' tal que Def(p)(&) = n.

Idealmente, este es el objeto que nos gustaria conseguir, pues los morfismos de S nos darian
de forma precisa toda la informacién sobre las posibles deformaciones locales de X. Lamen-
tablemente, salvo en casos muy sencillos este objeto no existe, por lo que debemos relajar la
definicién de deformacién universal a la siguiente definicién.

Definicién 4.14. Una deformacion local §& de X = Spec(By) con espacio de parametros
Spec(A) se dice que es semiuniversal si dada cualquier deformacion n con espacio de pardme-
tros Spec(C) existe un morfismo ¢ : A — C' tal que Def(p)(§) = n y ademds el morfismo
que induce © en los espacios tangentes es unico. Es decir, si o1 y @2 son dos morfismos que
inducen 1 entonces ¢ : ma/m% — meo/mZ, coincide con Gy : ma/m%y — meo/mZ,.

Dado un esquema algebraico X = Spec(By), probar si existe o no una deformacién universal
para este esquema es un problema realmente complejo que no esta resulto en todos los casos y
requiere técnicas que van mucho mas alla de las que se pueden adquirir en el grado o méster.
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Incluso aunque nos diesen explicitamente la deformacién semiuniversal local, probar que esta
efectivamente lo es es un trabajo complicado. Esta tultima dificultad es exclusiva del marco
algebraico ya que en el marco analitico se pueden dar bastantes ejemplos de deformaciones
semiuniversales. De hecho, se puede dar la forma explicita de la deformaciéon semiuniversal de
cualquier singularidad aislada de una hipersuperficie, en esta demostracién, para probar que
la deformacién que se obtiene a partir de la semiuniversal es isomorfa a la que buscdbamos,
se construye por induccién una serie de potencias y después se prueba su convergencia. Es
por esto que esos mismos ejemplos no nos sirven en nuestro caso. Lo que se hace en el marco
algebraico es imitar esta idea usando los anillos de Artin. Podemos pensar en la construcciéon
de una serie de potencias término a término como aproximaciones de “Taylor” de orden cada
vez mayor. Dada una serie de potencias f(z) € k[[X]], lo que estamos haciendo al construir las
aproximaciones sucesivas es hallar la imagen de f en los anillos k[[z]]/(z").

De igual modo, si en el marco algebraico tenemos un anillo R que es la base de una deformacién
semiuniversal local &, los morfismos de truncamiento 7, : R — R, inducen una serie de
deformaciones &, = Def(v,)(£) que son infinitesimales, pues el anillo R, es de Artin. Ademas,
si la deformacion & es semiuniversal, cualquier deformacién infinitesimal n con espacio de
pardmetros A se obtiene mediante un morfismo ¢ : R — A como Def(¢)(§) = n. Sin
embargo, al ser A de Artin se tiene que existe un cierto n que permite pasar ¢ al cociente,
esto es, oy, = ¢ y por tanto n = Def(p)(§) = Def(@)(Def(m(§))) = Defp(&n). Es decir,
para cada deformacion infinitesimal 7, existe un n suficientemente grande de manera que la
deformacién n se puede obtener como una deformacion inducida a partir de &,. Lo que vamos
a hacer entonces es recorrer el camino inverso en busca de la deformacién semiuniversal local.
Vamos a construir una sucesién de deformaciones infinitesimales &, con la que vamos a obtener
informacién sobre la deformacién semiuniversal local. Para ello, nos bastara con trabajar con
el funtor de deformacién infinitesimal Defx .

Definicion 4.15. Una deformacion formal de X viene dada por un anillo R de A Y una suce-
sion de deformaciones &, con espacio de pardmetros R, de tal manera que Def(m,)(En+1) >~ &n.
Es decir, una deformacion formal de X consiste en el siguiente diagrama de deformaciones

/ BO

B1 B2 T \}
¢1T ¢2T ¢nT ]
Rl ™1 R2 T2 Tn—1 Rn Tn

Definicién 4.16. Una deformacion formal de X dada por (&,, R) se dice que es versal si
cumple la siguiente propiedad

e
R

m
Ry, <~—Rp,.
\y _ -

5 ®

@
Dada una deformacidn infinitesimal (n,T) y dos morfismos de k-dlgebras de Ar, ) : T — Ty
o: Ry, — T, que cumplen que Def(v)(n) = Def(P)(&n), existe un m suficientemente grande



y un morfismo ¢ : Ry, — T de manera que pop = pom y Def(p)(&m) =1, donde w es la
composicion de los Tp 0 Tpt1 © ... 0 Tyy—1. St ademds el morfismo que induce @ en los espacios
tangentes es unico, se dice que la deformacion es semiuniversal.

Si en la definicién hacemos T = k y C = By, lo que obtenemos es que dada cualquier defor-
macién infinitesimal (n,T), existe un m suficientemente grande de manera que (n,7") es una
deformacién inducida por (&, Ry,). Ademés, las condiciones que hemos impuesto nos asegu-
ran que, aunque puede suceder que (n,7) y (', T") no estén inducidas por &, para el mismo
n, la forma de obtener ambas deformaciones como deformaciones inducidas es compatible y
existe un m suficientemente grande de manera que ambas son inducidas por &, y por tanto
por cualquier & con ¢ > m.

Una vez definido qué entendemos por deformacién versal y deformacion semiuniversal formal,
las construcciones que vienen a continuacién son demasiado complejas para presentarse en los
términos que venimos manejando hasta aqui y resulta mucho més conveniente comenzar a
hablar en términos de categorias y funtores. Resulta casi mégico observar como las definiciones
abstractas que damos en términos de funtores terminan encajando a la perfeccion para darnos
el objeto que buscabamos.
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5. Deformacion Formal

En el capitulo anterior hemos planteado y entendido el problema en términos de anillos o
esquemas afines. Sin embargo, para dar la solucién debemos plantear el problema en términos
de funtores. Esto no es debido a que la teoria de categorias disponga de herramientas mas
potentes, de hecho nosotros solo la vamos a usar como un lenguaje o notacién alternativa. La
potencia en este caso resulta del hecho de que al pasar nuestro problema al lenguaje de los
funtores, eliminamos la informacién irrelevante y descargamos la notaciéon. Una deformacion
pasa de ser un diagrama conmutativo entre cuatro esquemas, a ser un elemento & de un conjunto
Defx(A), una deformacién inducida se puede escribir como Defx (¢)(£). En general podemos
representarlo todo de una manera ma&s simple sin perder informacién.

5.1. k-algebras locales Noetherianas y Artinianas

Para enunciar el teorema en términos de funtores, lo primero que debemos hacer es probar
unos resultados sobre las categorias Ar, Ay A (ver [definicién 4.4), que son las categorias de
las que van a partir nuestros funtores.

Proposicion 5.1. En Ar existe el producto fibrado.

Demostracion. La construccién y prueba es idéntica a la ya hecha para anillos. Lo tnico que
vamos a probar es que el producto fibrado de dos objetos de Ar es un objeto de Ar. Supongamos
p:C — A : B— Ay suproducto fibrado B x4 C.

B x 4C eslocal con ideal maximal n = pri*(mp) = pry *(m¢), vedmoslo. Sea (b, ¢) un elemento
que no es unidad, entonces, ni b ni ¢ lo son pues, si por ejemplo ¢ lo fuese, ¢(c) seria una unidad y
por tanto 1(b) seria una unidad. Sin embargo, por ser 9 local, si ¢(b) es unidad necesariamente
b es una unidad, por tanto también lo seria (b, c). Si (b, ¢) no es una unidad b € mp y ¢ € m¢
por lo que (b, c) € n.

Veamos que B x4 C es Artiniano. Como mp esta finitamente generado, los mgl /mé; son
(k = B/mp)-espacios vectoriales de dimensién finita y por la [proposicién 1.49|son k-mdédulos
Artinianos. Consideramos entonces las sucesiones exactas cortas

0 — m4!/mly — B/mly — B/mlyt — 0

Razonando por induccién como en lafproposicion 1.50|se llega a que B es un k-espacio vectorial
de dimensioén finita. De igual manera C' es un k-espacio vectorial de dimension finita y por tanto
B x4 C C B x (' es un k-espacio vectorial de dimensién finita. Como los ideales de B x 4 C
son en particular k-espacios vectoriales necesariamente B x 4 C' es Artiniano.

Finalmente, para ver que tiene cuerpo de residuos k observamos que, como pri(n) C mp,
entonces pry pasa al cociente pr;. Esta aplicacién sale de un cuerpo luego es inyectiva, ademas
es sobreyectiva pues, dado A € k los pares (A, A) estdn en B x4 C por lo que (B x4 C)/n ~
B / mp = k. L]

Proposicién 5.2. Dado un morfismo ¢ : (A,m) — (B, n) de A se tiene que ¢ es sobreyectivo
s1 y solo si el morfismo en los espacios cotangentes @, : t% — t lo es. Donde t%) = t't‘tA/m?4
y t =mp/mj

Demostracion. Si ¢ es sobreyectivo, es obvio que ¢, lo es. Supongamos ahora que @, es so-

breyectivo. Lo primero que tenemos que hacer es considerar el siguiente diagrama (Flechas en
solido)

54



k— > —_
J/Id @ icp 1d
v
k B B/n k
\/
1d

El primer diagrama del cuadrado conmuta pues ¢ es un morfismo de k-algebras. El segundo
cuadrado conmuta por la definicién de . La flecha punteada la definimos como el morfismo @
visto a través del isomorfismo con k y por tanto conmuta por definicién. Una vez que hemos
visto que todo el diagrama conmuta, el hecho de que los isomorfismos de A/m y B/n con k
sean la identidad, nos fuerza a que la flecha punteada sea la identidad y por tanto @ debe ser
un isomorfismo, en particular sobreyectivo.

Lema 5.3. Bajo estas hipétesis, dado n € n existe un m € m tal que o(m) =n+1 con | € n?.

Demostracion. Consideramos (g1, 92, .., gn) una base de n/n? que, por el lema de Nakayama, es
ademds un sistema de generadores minimal de n. Existen por tanto \; € k tales que @ = > \;7;.
Es decir, n = ng+Y_ A\igi con ng € n?. Ademds, por ser ¢, sobreyectiva existen f; € m/m? tales
que ¢.(f;) = gi, es decir, o(fi) = gi + n; con n; € n2. Como ¢ es morfismo de k-algebras, los
A; permanecen fijos y se tiene entonces que ©(>_ i fi) = > (Nigi + \ing) =D Nigi + D \in; =
n—mng+ Y, Ain;, luego m = > \; f; es el elemento que buscdbamos. O

Vamos ahora con la prueba de la proposicién.

Dado by € B, se tiene que existe ag € A tal que p(ag) = b o, lo que es equivalente, p(ag) =
bop + b1, donde b; € n. Por el lema anterior, podemos encontrar m € m con ¢(m) = by + be
y by € n2. Si consideramos a; = ag — m se tiene p(a1) = by — ba. Vamos a probar ahora por
induccién que, dado a,—1 tal que p(a,—1) = by + by con b, € n™, existe a, cumpliendo que
(CLn — an_l) em”, go(an) =bo+bnt1 Y bnt1 € ntl,

Si b, € m", se tiene que b, = Y t;1tia...tin, donde t;; € n. Por el lema anterior, existen r;; € m
con ¢(rij) = tij +sij ¥ sij € n?, pero entonces @3 ri17i9...7in) = > (ti1 +8i1) (tin + 8i2) .. (tin +
s;n). Si analizamos los términos que resultan de cada uno de estos productos, el término de
orden mds bajo en n corresponde al producto de todos los t;; y el siguiente término de orden
mds bajo es una suma de productos donde aparecen n—1 veces los ¢;; y una vez s;;, que es por lo
tanto un elemento de n”*1. Es decir, el sumatorio que tenemos es de la forma S tintioe. tin +
con s; € n"t1. La suma de los productos t;; dan b, y la suma de los s; da un resto b,41, por
tanto, hemos encontrado un elemento m,, = > riire...r, € m™ tal que @(my,) = by + bpt1.
Para terminar basta con tomar a,, = ap—1 — My,

Se tiene entonces que a, es de Cauchy para la topologia m-adica, pues dado ng, si n,m > ng
entonces a,, — an, € m"™. Como A es completo, esta sucesion tiene limite a = lim a,,. Ademas,
la sucesion de las imédgenes es también de Cauchy con respecto a la topologia n-adica. De
hecho, su limite es by. Solo falta ver que ¢ es continua para estas topologias, pues entonces
v(a) = p(limay,) = lim ¢(a,) = by, y habremos terminado. No cabe duda de que ¢ es continua
pues, al ser local, ¢(m) C n, por tanto, m C ¢~ 1(¢p(m)) C ¢~ L(n). Por otro lado, ¢~1(n)
es un ideal que debe estar contenido en m, luego ¢ !'(n) = m. Esto implica también que
¢~ 1(n") = m™. Como estos son una base de entornos de 0 y la suma es continua, con esto
basta para asegurar que ¢ es continua. O
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Definicién 5.4. Se dice que un morfismo sobreyectivo ¢ : B — A de Ar es una extension
pequena si Ker(p) es un ideal principal (t) # 0 tal que (t)m = 0.

Este tipo de morfismos va a jugar un papel crucial en lo que sigue debido a que cualquier
aplicacién sobreyectiva de Ar se puede factorizar como una sucesién finita de extensiones
pequenas. Por tanto, en muchas ocasiones nos podremos reducir al caso en el que el morfismo
sea una extension pequena.

Proposicion 5.5. Cualquier aplicacion sobreyectiva, no inyectiva de Ar factoriza como una
sucesion finita de extensiones pequenas.

Demostracion. Dado ¢ : B — A morfismo local y sobreyectivo de anillos de Artin, vamos a
probar que existen una cantidad finita de extensiones pequenas cuya composicion es ¢. Dado
J = Ker(yp) tomamos t € J, t # 0, y consideramos el ideal (t). Por ser B local, () C m y por
ser ademds Artiniano, existe [ tal que m! = 0. Estas dos cosas juntas nos aseguran que existe
un ¢ minimo tal que (t)m? = 0. Si tomamos s € ()m4~!, s # 0, se tiene entonces que el ideal
generado por s es principal, no nulo, cumple que (s)m = 0 y estd contenido en Ker(y) pues
(s) C (t)m?~1 C (t) C J. Las tres primeras condiciones nos dicen que la aplicacién de paso al
cociente

7: B — B/(s)

es una extension pequena. La tdltima condicién nos dice que podemos factorizar ¢ a través de
esta extension, es decir, que existe ¢ tal que pom = . Si denotamos C7 = B/(s), el diagrama
que resulta es el siguiente

B—"s0y -2 A

Hay ahora dos posibilidades. La primera es que Ker(p) = 0. Si esto sucede ¢ es un isomorfismo
y por tanto ¢ ya era una extensién pequenia pues Ker(y) = Ker(m). Si por el contrario
Ker(p) # 0, podemos hacer con Cy la misma construccién que con B y encontrar un ideal
principal (s1) C C tal que la aplicacién cociente

VI Cl — Cl/(sl)

es una extension pequena a través de la cual factoriza . Iterando este proceso n veces lle-
garfamos al siguiente diagrama

B—C —Cy—..—C,— A.

Vamos a ver que en un numero finito de pasos llegamos a que el morfismo de C,, en A tiene
ntcleo 0 y por tanto nos basta con llegar hasta C),_; para factorizar . Razonamos por reduc-
ci6én al absurdo. En primer lugar, debemos observar que (s1) es un ideal no nulo de B/(s), es
decir, es el paso al cociente de un ideal de B que contiene a s. Abusando de la notacién vamos
a llamar a este ideal de B también (s1). Se tiene entonces que (s) C (s1) donde la contencién es
estricta por ser (s1) no nulo en B/(s). De igual modo, (s2) serd un ideal de C1/(s1) = B/(s1),
es decir, un ideal de B que contiene a (s1), de donde se sigue que (s) C (s1) C (s2). Si el proceso
no termina nunca tendriamos una cadena infinita de ideales, lo cual va contra la hipdétesis de
que B es Artiniano y por tanto Noetheriano. ]

Definiciéon 5.6. Un morfismo p : B — A de Ar se dice que es esencial si para cualquier
morfismo q : C — B se tiene que, si po q es sobreyectivo, entonces q es sobreyectivo.

Proposicién 5.7. Sip: B — A es una aplicacion sobreyectiva de Ar cumple que:

I) p es esencial si y solo si la aplicacion entre los espacios cotangentes p, es un isomorfismo.
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II) Si p es una extension pequena, entonces, p no es esencial si y solo si tiene una seccion
s:A— B tal que pos=1Id.

Demostracion. 1) La aplicacién pq es sobreyectiva si y solo si (pq). = p«q« es sobreyectiva. Por
ser p, isomorfismo esto sucede si y solo si g, es sobreyectiva y por la [proposicion 5.2| ¢ también
lo es. Por tanto, p es esencial.

Reciprocamente, si p es esencial consideramos g, g2, .., g» una base de t%. Como p es sobreyec-
tiva, existen f1, fa, ..., f € mp tales que p(fi) = g;, lo que implica p(f;) = g;. Consideramos el
anillo C = k[f1, fo, .., fr] C By el morfismo de inclusién ¢ : C — B. Se tiene entonces que poi
es un morfismo sobreyectivo. Si p es esencial eso significa que i es sobreyectivo, luego C' = B.
Por tanto, los f; son un sistema de generadores del ideal maximal de B. Esto implica que los
fi son un sistema de generadores de t, luego dimg(t) < dimy(t%), pero ya habiamos dicho
que p. era sobreyectivo, luego p, debe ser un isomorfismo.

IT) Si p es una extensién pequena, p tiene un nicleo que no es 0 y por tanto, si tiene una
seccién s como po s = Id, los elementos del nicleo de p no pueden estar en la imagen de s. Es
decir, s no es sobreyectiva. Entonces, p no es esencial pues p o s = Id, que es sobreyectiva, y
sin embargo s no lo es.

Reciprocamente, si p no es esencial, el anillo C' construido en la parte I) de esta proposicién
debe ser propiamente un subanillo de B, pues ya hemos visto que C' = B implicaria que p es
esencial. Vamos a ver que p restringido a C nos da un isomorfismo p : C' — A cuyo inverso
es la seccién que buscdbamos. p|c es sobreyectivo pues por construcciéon de C' tenemos que
p«|c lo es. Vamos a ver entonces que es inyectivo. Si p es una extensién pequena, existe t € B
tal que Ker(p) = (t) y si p no es isomorfismo, por el apartado I) sabemos que p, tampoco lo
es. Como si que es sobreyectivo, se sigue que p, no es inyectivo, luego existe v € mp \mQB tal
que p.(v) = 0. Es decir, p(v) € m% y por tanto es de la forma p(v) = > \;jgig;. Entonces,
v—"Nijfifj € Ker(p), de donde se deduce que ut =v — > \;j fifj con p € k. Como v ¢ m%
entonces t ¢ mQB. Tenemos asi que t € mp \sz. Vamos a usar esto para ver que t ¢ C'y por
tanto p|C' es isomorfismo. Si t € C, deberia ser t = > a;f; pero en este caso tendriamos que
0 = p«(t) = p(aifi) = a;g;. Como los g; son por hipétesis base de t¥, a; = 0, que implicarfa
t =0, lo cual es absurdo. Por tanto, t ¢ C'y p|c es isomorfismo. O

Proposicién 5.8. Dada una extension pequena p : B — A cuyo nicleo es (t) y un morfismo
f:R— A, se tiene que dos morfismos g1 y g2 de R en B cumplen que po g; = f si y solo si
g1(x) — ga(x) = d(x)t, donde d(x) es una derivacion de R en k. Ademds, esta derivacion es la
unica con dicha propiedad.

Demostracién. En primer lugar, como (¢)? = 0, se puede dotar a t de estructura de A-médulo
mediante la multiplicacién = -t = p~!(2)t, que esté bien definida porque si yi,y2 son ambos
contraimagenes de x entonces y; — y2 € Ker(p) y (y1 — y2)t = 0. Ademas, el morfismo f nos
permite dotar a (t) de estructura de R-médulo mediante -t = f(r) -t = p~L(f(r))t.

Si pog; = po ge, entonces po (g1 — g2) = 0, por tanto, Im(g1 — g2) C (t). Asi para cada
x € R existe un elemento que vamos a denotar d(z) tal que gi(z) — g2(z) = d(x)t. A pesar
de que d(x) no es 1nico, si lo es la clase de d(z) en B/mp = k, pues si (di(z) — da2(x))t =0
entonces dj(r) — d2(x) € mp. Se tiene por tanto que g1(zy) — g2(xy) = d(zy)t. Por otro lado,
g1(2y) — g2(0) = 91(2)(91() — 9a(1)) + (1) (91(2) — 92(2)) = t{1 (2)d(z) + g2(3)d(y)) =
t(zd(y) + yd(x)). La dltima igualdad se cumple teniendo en cuenta la estructura de R-médulo
de (t). Por tanto, si definimos d : R —» k como d(x) = d(x), es una k— derivacién de R en k
que estd determinada de forma tinica como ya hemos visto. O
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5.2. El problema en términos de funtores

Necesitamos ahora introducir una serie de funtores auxiliares para la demostracién de las
condiciones de Schlessinger.

Vamos a ver primero como, dado un funtor 7 de A en S, podemos extender F a un funtor F
de A en S. Dado (R, m) en A se tiene que R,, estd en A. Por tanto, podemos aplicar F a la
siguiente cadena, donde los morfismos son los truncamientos

st ) Tn—1 Tn

Ry,

Ry Ry

Obteniendo asi lo siguiente

F(R) 25 FRyy L2l T pp y 20

Definimos entonces el funtor F de A en & como el limite inverso de la cadena anterior

F(R) = lim F(Ry,).

Un elemento & de F (R) es por tanto una sucesién de elementos &, € F(R,) compatibles, es
decir, &, = ]:(ﬂ-n)(gn+1)'

De igual modo, ya vimos que un morfismo ¢ : R — S de A era equivalente a una sucesion
compatible de morfismos de Ar que daban lugar al siguiente diagrama

R Ry R,
PRk
S1 So Sh

Podemos entonces definir el funtor F actuando sobre los morfismos como F ((p)(é) = 1), donde
M = F(pn)(&). El diagrama conmutativo que hemos considerado antes nos asegura que los

elementos 7, son compatibles y por tanto 7 es efectivamente un elemento de F(S).

La existencia y unicidad del limite inverso en la categoria de conjuntos probada en la
sicién 2.25| nos asegura que la definiciéon de F asi dada es correcta.

En general, partiendo de un funtor F definido en A, si consideramos la restriccién de F a Ar,
la extensién que acabamos de construir mediante el limite proyectivo no tiene por qué coincidir
con el funtor original.

En lo sucesivo conviene tener en mente la[definicion 2.33|de hgr pues va a ser un funtor clave en
la prueba del teorema. Lo primero que necesitamos es ver como dado un morfismo de funtores
¢ : hp — F, podemos obtener un elemento distinguido &g € F (R) asociado Idp y viceversa,
si seleccionamos un elemento é e F (R) a partir de él se induce un morfismo ¢ : hg — F.
Ademds, veremos que estas construcciones son inversas la una de la otra. Si tomamos £g el
elemento asociado a la identidad del morfismo ¢ y construimos el morfismo asociado a &g,
obtenemos nuevamente c¢. De igual manera el elemento asociado a la identidad por el morfismo
inducido por f es el propio f . Vamos ahora con la construccién de &g.

Proposicion 5.9. Dado R en la categoria A y un funtor F, existe una biyeccion entre los
morfismos de funtores ¢ : hg — F y los elementos de F(R).

Demostracion. Consideramos R en la categoria A, el funtor hp asociado a este R y un funtor
cualquiera F de A en Sets. Dado un morfismo entre los funtores ¢ : hg — F, se considera el
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diagrama conmutativo siguiente, recordamos que R,, = R/m"

T ™ Tn—1 Tn

Ry <—7—— ... R,

Ry

71 72

donde cada 7, es el paso al cociente de R a R,, y 7, es el paso al cociente de R,4+1 a R,.
Por tanto, se cumple que v, = 7,(7n,—1). Dado que 7, es un morfismo local de R en R,, se
tiene que 7, € hr(R,) y podemos por tanto aplicar ¢ a cada uno de los 7,, obteniendo asi
c(m) = & € F(Ry,). De esta manera, hemos obtenido un elemento &, en cada F(R,,). Ahora,
por el hecho de que ¢ sea un morfismo de funtores se tiene que el diagrama

hi(Ry) ~— hp(Ri) ~— ... < hp(Ry) ~— ...

Pk |-
F(R) ~—— F(Ro) =~ .~ F(Rp) ~—— ...

es conmutativo y por tanto tenemos que

F(mn)(En+1) = F(mn)(c(yn+1)) = (hr(mn)(Ynt1)) = c(Tn 0 Ynt1) = () = &n.

Es decir, los &, definen un elemento de lim, F(R,,) = F(R). Vamos a denotar a este elemento
§r = (&n)nly-

Reciprocamente, seleccionado un elemento é de R, vamos a construir un morfismo de funtores
de hg — F. Dado un anillo Artiniano A vamos a construir una aplicaciéon que, abusando
de notacién, vamos a llamar € : hg(A) — F(A). Cada elemento ¢ de hr(A) es un morfismo
local de R en A. Como ya hemos visto, un morfismo local de un anillo completo en uno de
Artin factoriza como ¢ = ¢, 07y, para un n suficientemente grande. Por otro lado, un elemento
é e F (R) es equivalente a una sucesién compatible &, € R,. Teniendo estas dos cosas en
cuenta, definimos el morfismo de funtores como

é(@) = ]:(cpn)(gn)

Hay que comprobar que f cumple la propiedad necesaria para ser un morfismo de funtores
de que, dado p : B — A, se cumple € o hr(p) = F(p)o €. Dado ¢ € Hom(R, B), se tiene
Eohr(p)(p) =E&pop) =F(poel)(én) y Fp) o &lp) = F(p)F(om)(Em) = F(p o om)(&m)-
A pesar de que m y n no tiene por qué ser iguales, la compatibilidad de &, y ¢, nos dice que
esos dos elementos son el mismo y por tanto é es un morfismo de funtores.

Falta comprobar que estas dos construcciones son inversas la una de la otra. Supongamos que
€ es el elemento que induce ¢, vamos a ver que € : hgr(A) — F(A) es exactamente ¢. Dado
¢ € hr(A), se define £(¢) como F(pn)(En), pero &, es por definicién ¢(v,) y por definicién de
morfismo de funtores F(p,)(c(vn)) = ¢(hr(vn)(m)) = c¢(¢n © ¥n) = ¢(p). Finalmente, vamos
a ver que el elemento que induce el morfismo inducido por é es el propio f . El elemento que
induce € se define como &, = £ (vn). Tendriamos que tomar ahora el morfismo a través del cual

: R —> R, factoriza, pero este morfismo es la identidad, luego () = F(Id)(&,) = & vy €l
elemento que induce f es efectivamente f O
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Dado un morfismo entre funtores de anillos de Artin ¢ : F — G, para cualquier morfismo
@ : B — A de Ar se tiene el siguiente diagrama conmutativo

FB) 2L Fa

La propiedad universal del producto fibrado nos asegura entonces que existe un morfismo 7
entre F(B) y el producto fibrado F(A) xg4) G(B) . Como ademéds estamos en la categoria de
conjuntos, conocemos cémo es el producto fibrado y podemos dar explicitamente el morfismo

¥ F(B) — G(B) xg(a) F(A)

Una vez hemos construido este morfismo podemos definir qué entendemos por liso (smooth).

Definicién 5.10. Un morfismo de funtores ¢ : F — G se dice que es liso (smooth) si para
cualquier ¢ : B — A el morfismo inducido ¢ : F(B) — F(A) Xgay G(B) es también
sobreyectivo.

Hemos visto que cualquier aplicacién sobreyectiva de Ar factoriza como una sucesién de ex-
tensiones pequenias. Si probamos que un funtor que es liso para dos morfismos lo es para la

composicién, nos bastard con comprobar que un funtor es liso para extensiones pequenas para
poder asegurar que es liso.

Proposiciéon 5.11. Si un morfismo ¢ : F — G de Funtores de Ar es liso para ¢ : B — A
y ¢ : D — B entonces es liso para ¢ o ¢.

Demostracion. Con las hipdtesis del enunciado se tiene el siguiente diagrama

/HEK
F(D) F(e) F(B) F(p) F(A)
g(Dw(A).

G(po9)

Queremos probar que el morfismo inducido 1 es sobreyectivo

Y F(D) — F(A) Xga) G(B)
Y(b) = (F(p o ¢)(d),c(d)).

Para ello, tomamos z € F(A) y w € G(D) tales que ¢(z) = G(p o ¢)(w) = G(p)[G(0)(w)].
Es decir, (2,G(¢)(w)) € F(A) Xg(ay G(B). Entonces, por ser el morfismo liso para ¢, existird
un y € F(B) tal que F(p)(y) = z vy c(y) = G(¢)(w). Esto de nuevo significa que (y,w) €
F(B) xgy G(D) y por ser liso para ¢, existe d tal que c(d) = w y F(¢)(d) = y. Este d es
el elemento que buscdbamos, pues F(p o ¢)(d) = F(¢)[F(p)(d)] = F(p)(y) = z y ademds
¢(d) = w. Concluimos entonces que el morfismo de funtores es liso para ¢ o ¢. O
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Definicién 5.12. Dado un anillo R de A y un elemento & € ]:"(R), diremos que el par (R, é)
es una deformacion versal formal si el morfismo de funtores que induce € : hp — F es liso.

Definiciéon 5.13. Dado un funtor de Ar se define el espacio tangente al funtor tx como la
imagen del funtor en ke], tx = F(kle]). Veremos mds adelante como dotarle de estructura de
k-espacio vectorial.

Definicién 5.14. Dado un anillo R de A y un elemento & € f(R), diremos que el par (R,é)
es una deformacion semiuniversal formal si es versal y ademds el morfismo inducido entre los
espacios tangentes a los funtores tr — tr es una biyeccion.

A priori, esta definicién de deformacién semiuniversal formal no se parece en nada a la que
dimos en el capitulo 4. Sin embargo, si uno escribe las condiciones necesarias para que el
morfismo £ entre hr() y Defx sea liso, recupera como por arte de magia la [definicién 4.16
5.3. Condiciones de Schlessinger

Dados dos morfismos de Ar ¢ : C — Ay ¢ : B — A, podemos, como ya hemos hecho en
otras ocasiones, considerar el diagrama siguiente

I

B—— A.
P

Partiendo de aqui, vamos a tomar dos caminos. En primer lugar podemos completar este
diagrama con el producto fibrado en la categoria Ar y después aplicarle nuestro funtor F. La
segunda opcion es aplicarle el funtor a ese diagrama y después considerar el producto fibrado

en la categoria de conjuntos. Esto nos da lugar al siguiente diagrama
F(pr1)

El morfismo p existe por la propiedad universal del producto fibrado. De hecho, como se ve en
la demostracién de la existencia, u = (F(pr1), F(prz2)).

El Teorema de Schlessinger nos dice qué condiciones debe de cumplir p para que un funtor
tenga una deformacién semiuniversal.

Teorema 5.15. Si F es un funtor Ar en Sets cumpliendo que F(k) es unipuntual, F (k) =
{&o}, condicion a la que nos referiremos como (Hy), y consideramos p el morfismo construido
en el diagrama anterior,

entonces F tiene una deformacion semiuniversal formal si y solo si cumple que
(Hy): p es sobreyectivo para toda extension pequenia B — A.

(H2): p es una biyeccion si A =k y B = k[e] .
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(H3): El espacio tangente al funtor, tr = F(k[e]), tiene dimension finita como k-espacio
vectorial.

Antes de pasar a la demostracion del teorema, vamos a ver qué herramientas podemos construir
gracias a estas hipdtesis y qué implicaciones tienen.

Observacioén 5.16. La condicion (Hs) habla de la dimension del espacio tangente al funtor,
sin embargo, mosotros no hemos dotado a tr de estructura de espacio vectorial. Resulta que
las condiciones (Hy) y (Ha) son suficientes para dotar a F(kle]) de estructura de k-espacio
vectorial de la manera siguiente:

Aplicando (Hz) con B = C = k[e] se llega a que F(k[e]) X ray F(kle]) ~ F(kle] xx k[e]). Como
F(k) es unipuntual, se tiene que F(kle]) x zxy F(k[e]) = F(k[e]) x F(kle]) = tz x tF. Esto
nos da la siguiente propiedad que vamos a usar para definir la estructura de k-espacio vectorial
en tr. Consideramos los diagramas siguientes, donde pr; son proyecciones de anillos y T; de
conjuntos

F(pr1) F(pr1)

F(k xx kle])

F(kle) x kle]

a - N -
tr Xtrp——>1tFr {&o} xtr ——tr

T2 T2
- | - L]

tr {60} {&o} ——{é}-

Se tiene que F(pr;) = ;0 p. Cuando se tiene un diagrama de este estilo, se suele decir que
el funtor F conmuta con los productos. FEste hecho va a ser fundamental a lo largo de toda la
demostracion de las condiciones de Schlessinger, pues es el que nos va a permitir trabajar con
la estructura de espacio vectorial de tr.

Definimos la aplicacion + : k[e] xj k[e] — k[e] como (a+bie) + (a+ bae) = (a+ (b1 +b2)e) y
dado d € k la aplicacion d : k[e] — k[e] como d(a + be) = a + dbe. Podemos entonces definir
en tx la suma como la composicion p~' o F(+) y el producto como F(d). Escribir con todo
detalle la comprobacion de que, con estas operaciones, tx es un espacio vectorial, seria eterno,
stn embargo, no son rutinarias. Haremos, a modo de ejemplo, la comprobacion de la propiedad
distributiva y de que la imagen de {§o} = F(k) por el morfismo de estructura es el neutro
de la suma. En todos los casos la demostracion se reduce a enunciar la propiedad buscada en
términos de morfismos, pues es al nivel al que podemos trabajar con el funtor.

Para ver la propiedad distributiva basta comprobar que el siguiente diagrama es conmutativo

—1
tr x tr —s F(k[e] xp kle]) 2L 15

J/]-'(d)
—1
tr Xtr *'u;f(k[&“] Xk k[é‘]) L(—Flt]:.

.F(d)x]-'(d)l J:(dxd)l

El cuadrado de la derecha conmuta porque lo hacen las operaciones + y d que hemos definido
antes. Solo falta comprobar que conmuta el de la izquierda. Observamos que dada una aplicacion
arbitraria f, si 7, 0 f = F(d) o 7, necesariamente f = F(d) x F(d). Usando entonces que
Tiou = F(pry), se tiene riopo F(dxd)ou™t = F(pr;)oF(dxd)ou™?t, pero F(pr;)oF(dxd) =
F(d) o F(pr;), luego F(pr;) o F(d x d) o p=' = F(d) o pr; o p=' = F(d) o 7;. Por tanto,
po F(dx d)out =F(d) x F(d), el diagrama de la izquierda conmuta y se da la propiedad
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distributiva.

Este ejemplo ilustra por qué se dice que F conmuta con los productos. Gracias al isomorfismo
p del primer diagrama, se tiene que F(d) x F(d) = po F(d x d) o u~t. En general, esto
sucede con todas las aplicaciones siempre que se tengan diagramas como los de arriba, pues
F(pr;) =10 p.

Para probar que la imagen de &y por el morfismo de estructura i, definido como i(a) = a + O¢,
es el neutro, queremos comprobar que el siguiente diagrama conmuta

—1

Fli)xId
tr — > {&} x thtf X tp — 5
—1 -1
For N l l“ F(+)

Flk i kle]) T2V (le] x kle])-

Esto es debido a que sabemos que siguiendo el camino inferior, la composicion de los morfismos
es la identidad. Efectivamente, +o(ix Id)opr~(a+be) = +o(ixId)(a,a+be) = +(a,a+be) =
a+ be. Como F es un funtor, esta propiedad se mantiene para los morfismos transformados
por F. El tridngulo de la derecha del diagrama conmuta por cdmo hemos definido la suma en
tr. Bl cuadrado central conmuta porque el funtor conmuta con los productos. Por ultimo, el
triangulo de la izquierda conmuta sin mds que ver el diagrama de la derecha al principio de
la definicion de tx. Por tanto, la composicion de los morfismos de arriba es la identidad, pero
esa composicion no es otra cosa que la aplicacion que envia & € tr a £ + &, luego & es el
neutro para la suma.

Durante la prueba del Teorema de Schlessinger se usa también que dado un morfismo ¢ :
hr — F, la aplicacion ¢ : Hom(R, k[e]) — tr es lineal si consideramos en tr la estructura
de k-espacio vectorial que acabamos de dar. Nos vamos a limitar a dar los diagramas cuya
conmutatividad implica la linealidad de c. La comprobacion de que efectivamente conmutan es
muy similar a las que ya hemos hecho.

tRXtR&HOm(R,k[g} Xk k[s])mt}? tr hr(d) th
N N T
tr Xtr F ]:(/C[S] Xk k[g])WtFXt}— t}—mt}—'

Observacion 5.17. Al igual que para comprobar que un morfismo de funtores es liso, basta
comprobarlo para extensiones pequenas debido a que cualquier morfismo sobreyectivo factoriza
como extensiones pequenas. Una prueba similar nos permite comprobar que p es sobreyectivo
para cualquier morfismo sobreyectivo de Ar solo con serlo para extensiones pequenas, condicion

(Hy).

Observacioén 5.18. Lo ultimo que necesitamos hacer para la prueba del teorema es definir dos
acciones de grupo dadas por los espacios tangentes a los funtores hg y F.

Dada una extension pequena p: B — A y un elemento f € hr(A), lalproposicion 5.8 nos dice
que dos elementos de la fibra de hr(p)~t(f) se diferencian en un elemento de Dery(R, k) ~
Hom(R, kl[¢]) = tg. Es decir, podemos definir en el conjunto hr(p)~'(f) una accién del grupo
tr que es ademds transitiva y libre, pues dados dos elementos de la fibra existe un unico
elemento de tr que los relaciona. Esto se puede enunciar diciendo que la siguiente aplicacion
es biyectiva
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tR X hR(B) — hR(B) XhR(A) hR(B)
(v,9) — (v(9),9)-

También se puede definir una accion de tr sobre la fibra F(p)~'(n). Esta es mds complicada
de definir y es donde entran de nuevo las propiedades (Hy) y (Ha).

La propiedad (Hz) nos da un diagrama como los que ya conocemos
F(pr1)

‘t]: X t]:L>t]:

|

tr —{¢o}

donde o es un isomorfismo.

Definimos entonces la aplicacion j : B Xy, k[e] — B como j(b,x + ye) = b+ yt, donde t es el
generador del Ker(p), y la accién p : F(B) xtx como p = F(j)oa~t. Para comprobar que esto
efectivamente define una accién del grupo tx en F(p)~1(n), tenemos que comprobar primero que

plp(n, &), &) = p(n', & + &) y después que sin' € F(p)~'(n) entonces p(n, &) € F(p)~ (n).

Para probar que la accion del grupo conmuta con la suma hay que utilizar los isomorfismos
que nos da (Ha)

F(B xy, kle] x, kle]) —

X F(B) x tr x tr

F(B x kle]) x t

A Id
F(B x, kle) xi kle]) = F(B) x F(k[e] xy, k[e)) == F(B) x t x t5

Se tiene que o X Ido Ay y Id X o Aa son dos morfismos que cumplen que F(pr;) = 1,0 f

1 = 1,2,3. La propiedad universal del producto cartesiano, en este caso de tres factores, nos

dice que el morfismo con esta propiedad es unico y por tanto son iguales.

Una vez sabemos esto, para probar que la accion conmuta con la suma de tr consideramos el
diagrama siguiente

1
F(B) x tr x tz U5 F(B) x F(k[e] . kle]) =2

Fkfe
l* |
F(B xy Ke]) x tr — o F(B xp Kle] x5 Ke]) 9SPSR (B x kle])
f(j)xzdl lm)
F(B) x tr F(B).

alxIdl

l]—'(jx[d)

F(B xx kle]) — 22

El morfismo que resulta de componer la arista superior y la arista derecha del diagrama es
Justamente p(n',&1 + &) y el que resulta de componer la arista izquierda y la inferior es
p(p(n',&1),&), de manera que si el diagrama conmuta hemos terminado. El cuadrado supe-
rior izquierdo conmuta, tal y como acabamos de ver. El superior derecho e inferior izquierdo
conmutan una vez mds porque el funtor F conmuta con los productos. Finalmente, el cuadrado
inferior derecho conmuta por ser la imagen por F del diagrama conmutativo que resulta del
hecho de que j(b, (z1+ y1€) + (z2 + y2¢)) = j(j(b, ¥1 + y1€), 21 + y18) = b+ (y1 + yo2)t.
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Finalmente, vamos a ver que efectivamente p actia sobre las fibras F(p)~t(n). En primer lugar
hay que probar que la aplicacion o : B Xy k[e] — B x4 B dada por o(b,x +ye) = (b+ yt,b) es
un isomorfismo. Es inyectivo pues si (b+ yt,b) = (0,0) entonces b =0 ey =0, comoz =b
entonces (b, x + ye) = 0. Es sobreyectiva porque dados elementos (b1,b2) € B x4 B, se cumple
que p(by — by) = 0, luego by — by = yt con y € k. Entonces, la imagen por o del elemento
(b2, ba + ye) es (b1, ba). Se tiene entonces la siguiente composicion
B: F(B) x tr 2= F(B x4 kle)) 22 F(B x4 B) —= F(B) x 74, F(B).

Dado que o(b,a + ye) = (j(b),b), se tiene que B(&,1) = (p(n',€),n'), pero esta aplicacion
tiene llegada en el producto fibrado F(B) X z(4) F(B), lo que quiere decir que Fp)(p(n', ) =
F(p)(n') = n. Por tanto, la accion p actiia efectivamente sobre las fibras de F(p)~1(n). Ademds,
la condicion (Hy) nos dice que como p es una extension pequena, el ultimo morfismo de esta
composicion es sobreyectivo. Como los otros dos son isomorfismos, 3 es sobreyectivo y por
tanto la accion de tx en las fibras de p es transitiva.

El dltimo hecho importante que debemos remarcar sobre estas acciones es que a pesar de que
las hemos definido de manera distinta, si se realiza la ultima construccion para F = hpg, se
recupera la definicion que hemos dado en términos de las derivaciones. Efectivamente, la accion
de un morfismo ¢ € Hom(R, k[e]) sobre un morfismo ¢ : R — B, dada por la aplicacion
hr(j), es () = hr(j)(p,v), donde (p,1) es un morfismo de R en k[e] xj B. Finalmente,
hr()(p, ) (z) = (Y(x)+1(x)e, Y (x)) = Y(x)+1(x)t. Sivolvemos a la|proposicion 3.45 que nos
relaciona Hom(R, kle]) y Der(R, k), comprobamos que esta accion es exactamente la accion
dada por las derivaciones que hemos definido antes.

Una vez visto esto ya estamos en condiciones de probar el Teorema de Schlessinger.

Demostracion. (del Teorema de Schelssinger)

Supongamos primero que (R, é) es una deformacién semiuniversal y probemos que se cumplen
(Hy), (H2) y (Hs). Para probar (Hjp), consideramos p : B — A una extensién pequena y
f: C — A un morfismo cualquiera. Queremos ver que, entonces, p (ver es
sobreyectiva. Tomamos (n1,72) € F(B) X #(4) F(C), que cumple por tanto que F(p)(m) =
F(f)(m2) =n € F(A). Ahora, por ser la deformacién semiuniversal, se tiene que la aplicacién
Y : hr(B) — hr(A) Xxa) F(B) inducida por ¢ es sobreyectiva y que también lo es £ :
hr(C) — F(C). Con estas dos cosas tenemos que existen ¢ € hr(B) y ¢ € hr(C) tales que
é(d)) =ney ¥(p) = (fop,&). Esta tltima condicién significa que pop = fop y que é(gp) =&.
Consideramos entonces ¢ X ¢ € hr(B x4 C). Por cémo hemos elegido ¢ y ¢ se tiene que el
clemento £(¢x ¢) € F(Bx4C) cumple que pu(£(¢x ¢)) = (11,12). Esto prueba que la condicién
(Hy) se verifica.

Para comprobar (Hz) hay que comprobar que, si B = k[e] y A = k, p es una biyeccidn.
Acabamos de ver que p es sobreyectiva, por tanto, solo hay que probar que es inyectiva.
Por ser (R,€) semiuniversal, £ : hg(k[e]) — tr es una biyeccién. Supongamos que existen
pr.p2 € F(k[e] x) C) tales que pu(p1) = p(p2) = (m,m2) € F(k[e]) x F(C). Al igual que antes
podemos encontrar un ¢ € hr(C) tal que £(¢) = 2. Observamos entonces que, por ser £ una
biyeccion entre hp(k[e]) v tr, se tiene que, F(k[e] xj C) ¢, hr(kle]) =~ F(k[e] xi C). Entonces
el morfismo 1 inducido por f ,

hi(kle] x5 C) X1, hr(kle]) — F(k[e] xix C) x¢, hp(kle]) ~ F(k[e] xx C)

es sobreyectivo y por tanto existen ¢; X ¢ € hg(kle] X C) X hr(k[e]) tales que ¢(p; x ¢) = p;.
En particular, {(¢1) = &(¢2) = m. La biyectividad de & entre hgr(k[e]) y tx nos dice que
©1 = 2, lo que implica que p; = py y prueba (Hz). Una vez tenemos (Hz2) podemos dotar
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a tr de estructura de espacio vectorial que, debido a la biyeccién entre hr(k[e]) v tr, tendrd
dimensién finita, lo que prueba (Hs).

Reciprocamente veamos que, si se verifican (Hy), (H1), (H2), (Hs), entonces F tiene una defor-
macién semiuniversal. Consideramos t1, ta, ..., t, una base de tr, definimos S = k[[T}, T3, ..., T}]]
y n el ideal maximal de S. Vamos a construir el anillo R como el limite inverso de una serie
de cocientes Ry de S, y é como una sucesién de elementos §, € F(R,). Tomamos Ry = k y
como primer elemento &y. Después, tomamos Ry = S/n? ~ k[e] X}, ... X k[¢]. La condicién
(Hs) aplicada r veces nos dice que F(R1) ~ tr X ... X ty. Por como se define el morfismo
inducido por é , el morfismo entre los espacios tangentes queda definido con la eleccién del
primer elemento &1, pues un morfismo de R en k[e] factoriza con n = 1. Buscamos por tanto
el elemento & € F(R;1) que induce el isomorfismo entre hp, = Hom (R, k[e]) y tr. Veamos
que este elemento es & = (t1,t9, .., t,). Efectivamente, el morfismo que induce este elemento
estd definido como &;(¢) = F(p)(&1). Entonces, dado que una base de Hom(Ry, k[¢]) son las
proyecciones en cada uno de los factores, y, al probar que ¢ era un espacio vectorial, vimos que
F(pri) = 7 o p, se tiene que & (pry) = F(pri)(&1) = 7i(t1, ta, .., tr) = t;. Por tanto, el morfismo
inducido por ¢; manda una base de Hom(Ry, k[¢]) en una base de tr, luego es un isomorfismo.

Supongamos ahora que ya tenemos construidos pares (o, Ro), (&1, R1), ..., (&g, Rq) tales que
R; = S/J; , donde los ideales J; cumplen n't! C J; C J;_1 y F(m)(&ir1) = &. Los (&, Ro) ¥y
(&1, R1) ya construidos verifican esto trivialmente. Vamos a probar, por induccién, que podemos
construir R,41 que extiende esta familia. Buscamos entonces un ideal J de R,, minimal entre
los ideales que cumplen:

a)nJ, C J C J,.
b) existe &41 € F(Ryp1) tal que F(mg)(€g11) = &

En primer lugar, el conjunto de estos ideales es no vacio pues el propio J, cumple a) y b).
Los ideales que cumplen a) son subespacios vectoriales de J,/nJ,, por tanto, la interseccién
de dos ideales que cumplen a) sigue cumpliendo a). Solo falta ver que la interseccién de dos
ideales que cumplen b) cumple b), pues entonces podremos tomar como ideal minimal J la
interseccién de todos los ideales que cumplen a) y b).

Sean [ y L ideales que cumplen a) y b), vamos a ver que K = I N L también lo cumple. En
primer lugar, podemos ampliar el ideal I hasta que I + L = J; sin modificar su interseccion.
Podemos suponer entonces que I +L = J, y LNI = K. Como vamos a tener que trabajar con
clases de equivalencia moédulo los distintos ideales, para aligerar un poco la notacién vamos
a denotar las clases simplemente con subindices, es decir ||k = zx. Definimos entonces el
isomorfismo siguiente

f:S/K — S/Ixg;, S/L

TK — (.CL‘[,{BL).

No cabe duda de que el morfismo estd bien definido, pues K estd contenido en I,L y .J,. Para
ver la inyectividad, tomamos = € S tal que x;y = x;, = 0, entonces, x € I N L = K, luego
xg = 0. Para ver la sobreyectividad, tomamos z,y € S tales que x;, = y,,, esto significa que
existe j € J, tal que x —y = j, pero como J;, = [ + L, existeni € I yl € L coni+1 = j,
por tanto, x = y + i + [. Se tiene entonces que (y + [)x es el elemento que buscamos, pues
(y+ 1) = (x—1i); =7y también (y + 1) = yr. Obtenemos asi el siguiente diagrama
F(f)
]:(S/K) 4>]:(S/I XS/Jq S/J) H']:(S/I) X]:(S/Jq) S/L

La propiedad (H7) nos dice que el segundo morfismo de la composicién es sobreyectivo, como
el primero es un isomorfismo, la composicién es sobreyectiva. Con argumentos idénticos a los
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que hemos usado en las observaciones previas al teorema se prueba que esta composicion es el
morfismo (F(nr), F(wp)). Si Iy L cumplian b), existen &7 y &1, que se proyectan en &;, y por
ser el morfismo sobreyectivo, existe {x cuya imagen es el par (£7,£1). Por tanto {x se proyecta
también sobre §;. Luego K también cumple a) y b). Por tanto, podemos tomar la interseccién
de todos los ideales que cumplen a) y b) como nuestro J,11 y como ;41 cualquier elemento
de F(K) que se proyecte sobre ;.

Acabamos de probar por induccién que podemos construir la sucesién ;, R,. Tomamos enton-
ces J =(),Jg y R =S5/J. Por cémo hemos construido los Jy, se cumple que los J; = Jg/J
son una base de la topologia n-ddica de R. Por tanto, R es el limite inverso de los R, = R/ J,
entonces, la sucesién de elementos que hemos construido, f = g, es efectivamente un elemento
de F (R). Solo resta probar que (é , R) es una deformacién semiuniversal de F. Es decir, que el
morfismo que induce é entre hr y tr, es liso e induce un isomorfismo en los espacios tangentes.

Ya vimos que debido a nuestra eleccién de &; los espacios tangentes hr(k[e]) y t 7 eran isomorfos.

Falta probar que el morfismo es liso. Para ello hay que ver que dada una extensién pequena,
p: B — A, el morfismo 1, es sobreyectivo. Conviene tener en mente el
diagrama

hp(B) —— F(B)
hR(p)i lf(p)
hr(A) = F(A).

Lo que hay que probar es que dados ¢ € hr(A) y ' € F(B) tales que

y existe ¢ € hr(B) tal que

Pero hr(p)(¢) = pod, por tanto, buscamos ¢ un levantamiento de ¢ que induzca la deformacién
n’. Vamos a probar en primer lugar que, si encontramos un levantamiento cualquiera de ¢
hemos terminado. Supongamos que tenemos ¢ tal que hr(p)(¢) = ¢. Consideramos entonces
el diagrama conmutativo

£xé
hr(k[e]) x hr(B) tr x F(B)

) B

Exé
hir(B) Xpp(a) hr(B) === F(B) X 54y F(B)

donde B1 y B2 son las acciones de grupo de tg y tr. Como ya vimos, ambas acciones de grupo
vienen dadas por el morfismo hz(j) y F(j), de manera que £ conmuta con las iméagenes de ese
morfismo. Eso, junto con el argumento que venimos usando de que los funtores conmutan con
los productos, nos permite probar que el diagrama es conmutativo.

Sabiendo eso, tomamos £(¢) = 1", Esta deformacion no es i’ pero si que cumple que F(p) () =
7. Por tanto, n” estd en la fibra de F(p)~!(n) y, como ya vimos, la accién de tr en estas fibras
es transitiva. Es decir, existe un elemento ¢ € tx tal que, 82(¢,n") = (n',n"). Consideramos
entonces el elemento (v, $), contraimagen de (¢, ") por el morfismo € x €. Finalmente, tenemos
B1(¢,d) = (b,0) € hr(B) Xhp(4) hr(B) y, por tanto, ¢ es el morfismo que buscabamos. Al

estar el par (g?), ¢) en el producto fibrado, (;3 también es un levantamiento de ¢, y ademads, como
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el diagrama de las acciones es conmutativo, se tiene que é (qg) = n/. Acabamos de probar que,
si encontramos ¢ tal que hr(¢) = ¢, podemos usar las acciones que hemos construido para
llevarlo a otro levantamiento que induce la deformacién que buscdbamos. Solo falta entonces
probar que, si tenemos un morfismo de ¢ : R — A, siempre lo podemos levantar a un morfismo
de R en B.

Consideramos una extensién pequena p : B — A, un morfismo ¢ : R — A y una deformaciéon
7 € F(B), tales que, (@) = 1y F(p)(n) = n. Sabemos que ¢ factoriza a través de algin
R, = S/J, y, por otro lado, como R es un cociente de series de potencias, el morfismo ¢ se
puede levantar a un morfismo 3 de S en B. Esto ultimo porque, al ser S un anillo de series
de potencias, podemos considerar a; € A las imdgenes de las variables x; de S, y construir el
levantamiento enviando x; a cualquier elemento de p~!(a;). Juntando toda esta informacién se

obtiene el siguiente diagrama
S \F\
Rq XA B——=2DB
|

R Ry—— A.

El morfismo w existe por la propiedad universal del producto fibrado. Ademas, la proyeccion
p’ es una extensién pequenia pues, su nicleo son los elementos de la forma (0,b) con p(b) = 0.
Es decir, Ker(p') = 0 x Ker(p), que es por tanto el ideal principal generado por (0,t) donde ¢
es el generador de Ker(p). Se tienen entonces dos posibilidades, que p’ tenga o no una seccion.
Si p’ tiene una seccién hemos acabado pues podemos usar la seccién para levantar ¢. Si p’ no
tiene seccién, por la [proposicién 5.7] es esencial y, como p’ o w es sobreyectivo, se deduce que
w es sobreyectivo.

Una vez sabemos que w es sobreyectivo, denotamos J = Ker(w). Como la primera componente
w envia S en S/J,; = Ry, se tiene que, si w(y) = (0,0), en particular y € J, y por tanto J C J,.
Siy € mJg, y = > miji conm; €my j € Jgy, entonces, w(y) = > w(m;)w(j;) y, como
w es local, w(m;) estd en el ideal maximal de R, x4 B. Por otro lado, p/(w(j;)) = 0, luego
w(j;) € Ker(p'). Como p’ es una extensiéon pequeria, el producto de un elemento de su nticleo
por cualquiera del maximal es 0 y, por tanto, w(y) = 0. Es decir, mJ, C J C J,;. Ademds, por
hipétesis tenemos &, y 1’ que van a parar a 7. Esto implica por la propiedad (H;) que existe un
elemento ¢ € F(R, x4 B) ~ F(S/J) cuya imagen por F(p') es &,;. Entonces, J es un ideal de
S que cumple las propiedades que cumplia el ideal J,41. Pero habiamos elegido J;;1 minimal
de entre los que cumplian dichas propiedades, por tanto, J,41 C J y el morfismo w factoriza
a través de R4 1. Tenemos entonces el siguiente diagrama conmutativo

S\w
Rq+14>Rq XABHB

S

p
R R,——A.

La composicién del paso al cociente de R a R441, compuesto con el morfismo a través del cual
factoriza w, seguido del morfismo de R, x 4 B, nos da un levantamiento de ¢ = ¢4(my), lo que
concluye la prueba del teorema y el texto. O
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