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Introduccion

Este trabajo nace a raiz la lectura de la primera parte de [Conway]. Como
su titulo anuncia, en The symmetries of things se nombra y clasifica un
catdlogo inmenso de grupos de simetria. En particular, John H. Conway
introduce una notacién novedosa (la signatura orbifold) y una prueba original
(su teorema mdgico) para la clasificacion de los 17 grupos cristalogréficos del
plano. Desarrollando las ideas de William P. Thurston, Conway utiliza los
orbifolds como herramienta fundamental, lo que le permite clasificar también
otras familias de grupos de simetria.

Nuestro objetivo principal es, por un lado, estudiar el concepto de orbifold
siguiendo [Thurstonl] y, por otro, clasificar los grupos cristalograficos del
plano e incluso otros tipos de grupos, como se indica en [Conway].

Los grupos cristalograficos se utilizan para estudiar las simetrias de las es-
tructuras cristalinas: moléculas cuyos atomos se ordenan de forma periédica.
No es de extranar que los cristalografos hayan sido los primeros en estudiar-
los rigurosamente. Los 17 grupos cristalograficos del plano fueron clasificados
por primera vez a finales del siglo XIX por Fedorov. Y unos anos mas tarde
Fedorov, Schonflies y Barlow enumeraron los 230 grupos cristalograficos del
espacio (ver [Montesinos| para mas detalles).

Tras haber sido clasificados, los grupos cristalograficos continian siendo
objeto de investigacion mateméatica. A principios del siglo XX, Bieberbach
prob6 varios teoremas fundamentales (teorema , en los que caracteriza
los grupos cristalogréaficos en dimension n y resuelve parte del 18.° problema
de Hilbert (en dimensién n hay solo finitos grupos cristalograficos médulo
isomorfismo). Unos anos después, Zassenhaus publicé un algoritmo capaz de
enumerar los grupos cristalograficos en dimensién n. Y en la década de 1970
Thurston, entre otros, utilizo los grupos discretos de isometrias y los orbifolds
para producir avances sustanciales en geometria y topologia de dimension
3, consiguiendo estar mas cerca de resolver la conjetura de Poincaré, que
finalmente fue resuelta por Perelman, Medalla Fields 2006. Para mas detalles,
consultense las notas histéricas sobre los grupos cristalogréficos de [Delgado,
notas bibliogréaficas 2], |[Ratcliffe, seccién 7.7] y [Thurston2, seccién 4.2].



2 INDICE GENERAL

Ademas, a lo largo de la historia del arte la simetria ha sido utilizada co-
mo recurso estético. Sin salir de Espana, en la Alhambra podemos disfrutar
de bellos motivos simétricos que cubren paredes, suelos y techos, donde se
han encontrado ejemplos de los 17 grupos cristalograficos. Este monumento
inspiraria al artista M. C. Escher, quien volvié a poner de manifiesto el po-
tencial artistico de los grupos de simetria. Pueden verse varios ejemplos en
[Montesinos].

En cambio, los orbifolds son objetos matematicos recientes. Fueron defi-
nidos por primera vez en 1956, [Satake|, con el nombre de V-manifolds. Pero
no fue hasta que Thurston los renombré como orbifolds en sus conferencias
[Thurstonl] que realmente tomaron relevancia. Mientras que Satake se centr6
en su geometria diferencial, Thurston exploré las nociones topoldgicas de los
orbifolds, especialmente los recubrimientos.

Un orbifold es, localmente, el cociente de un abierto de R por un grupo
finito de automorfismos. Para nuestro objetivo, nos interesara estudiar la
estructura de orbifold de E?/G, siendo E? el plano euclideo y G' un grupo
cristalografico.

Actualmente los orbifolds se estudian empleando teoria de categorias, en
vez de a través de cartas locales como se venia haciendo. Se han utiliza-
do grupoides [Moerdijk] y stacks [Lerman| para definir la categoria de los

orbifolds.

En el primer capitulo de la memoria desarrollaremos las nociones de teo-
ria de grupos, topologia y geometria necesarias para este trabajo. Empeza-
remos estudiando las acciones continuas de grupos y los grupos discretos de
automorfismos en la topologia compacto-abierta. Después recordaremos la
clasificacién de movimientos euclideos. Definiremos los grupos cristalografi-
cos y algunas nociones relacionadas siguiendo la terminologia que empleaba
Thurston. También enunciaremos los teoremas de Cartan-Dieudonné (|1.2.15))
y de Bieberbach , fundamentales en el estudio de grupos de isometrias.

El segundo capitulo es la parte central del trabajo, ya que trata el estudio
general de los orbifolds. Definiremos el concepto de orbifold siguiendo la
fuente original, que son las notas de [Thurstonl]. Después estudiaremos los
grupos locales, que permiten definir los puntos singulares o regulares del
orbifold. Gracias a la informacién almacenada en los grupos locales de E?/G
podremos recuperar el grupo cristalografico GG. Tras presentar una lista de
ejemplos que nos seran de utilidad en el capitulo 3, acabaremos definiendo
los recubrimientos y la caracteristica de Euler generalizados a orbifolds. La
relacién entre los recubrimientos y la caracteristica de Euler (teorema [2.5.5)
es fundamental para probar el teorema mdgico de Conway .
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También seguiremos las notas de [Caramello|, que utilizan una notacién
mas moderna. Sin embargo, las demostraciones que exponemos en este capi-
tulo aparecen como ejercicios tanto en [Caramello] como en [Thurstonl], y
los detalles que hemos anadido han supuesto el nucleo del trabajo invertido
en la memoria.

En los capitulos 3 y 4 se clasifican los grupos cristalograficos del plano y
los grupos finitos puntuales del espacio respectivamente. En ambos capitulos
se enuncia primero el teorema mdgico de Conway y , que nos
indica qué orbifolds debemos considerar. Y después recuperamos los grupos
de simetria desarrollando cada orbifold (ver tablas y .

Dado que vamos a nombrar los orbifolds que necesitemos con la signa-
tura de Conway y Thurston (definicién , le asociaremos esta misma
signatura a los grupos de simetria. Esta notacion nos dara informacion sobre
los elementos de simetria del grupo y su dominio fundamental. En compara-
cién con lo anterior, los contenidos de esta parte son méas bien corolarios que
ilustran las aplicaciones que pueden tener los orbifolds.

Aunque la memoria concluya aqui, en [Conway| se enumeran también los
primeros elementos de la familia infinita de grupos cristalograficos del plano
hiperbdlico H?, utilizando otro teorema mdgico. También se generaliza la
notacion orbifold para clasificar los 230 grupos cristalograficos espaciales (los
detalles se pueden ver en [Conway2]).

Por tdltimo, un breve comentario sobre las figuras de esta memoria. Las
imégenes de grupos cristalograficos han sido creadas con la ayuda del software
libre Morenaments, de [Gagern|]. Actualmente se puede descargar en la pagina
web de Imaginary. Las teselaciones simétricas de la esfera han sido generadas
con la ayuda de Tegula, de [Zellex]. Este programa permite manejar una base
de datos de teselaciones de la esfera, el plano y el plano hiperbdlico.

Me gustaria agradecer a Santiago toda su ayuda y consejo durante el
trabajo. Ha sido un placer aprender con él.
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Capitulo 1

Topologia, geometria y
simetrias

Los conceptos que se presentan en este primer capitulo nos serviran pa-
ra estudiar los grupos cristalograficos y su relacién con los orbifolds en el
resto de la memoria. En la primera secciéon definiremos, sobre un espacio
topoldgico, los conceptos de accién continua y grupo discreto de automor-
fismos. También introduciremos varias definiciones relacionadas con acciones
propiamente discontinuas siguiendo [Thurston2].

Pasando al caso particular de los espacios métricos, en la segunda seccion
veremos que las acciones propiamente discontinuas y los grupos discretos son
conceptos equivalentes como se indica en [Scott] y se prueba en [Ratcliffe].
Ademas, estudiaremos el grupo de isometrias del espacio euclideo E™ siguien-
do a [Blanco), [Delgado] y [Rafcliffe]. Finalmente, en la seccién[L.3|definiremos
los grupos cristalograficos y presentaremos varios resultados fundamentales
de [Ratcliffe] y [Thurston2], algunos sin demostrar dada su complejidad, pero
que necesitaremos en el trabajo.

1.1. Acciones continuas de un grupo

El concepto de acciéon de un grupo G sobre un conjunto X aparece de
manera natural cuando GG es un grupo de simetria de X. Como trabajaremos
con espacios métricos, y por tanto topoldgicos, primero vamos a estudiar
las acciones continuas, es decir, las que respetan la estructura topoldgica.
Para ello, G debe estar dotado de una topologia compatible con su operacion
interna.

Nota. Si G es un grupo que actiia sobre un conjunto X, denotaremos
a(g,x) = gz, siendo o : G x X — X la accion.

5
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Definicién 1.1.1. Un grupo topolégico G es un grupo (G,-) dotado de
una topologia 7 tal que 7 es compatible con - en el siguiente sentido:

= La operacion interna de grupo - : GxG — G es una aplicacion continua,
dotando a G' x G de la topologia producto.

» La aplicacién G — G dada por g — g~! es continua.

Definicién 1.1.2. Dado un espacio topolégico X y un grupo topoldgico G,
una acciéon continua de G sobre X es una aplicacion continua G x X — X
que cumple las siguientes condiciones:

» ex = x para todo z € X, siendo e el elemento neutro de G.
» g(hz) = (gh)z para todos g,h € Gy x € X.

Definimos en X la relacion de equivalencia xRy <= dg € G : gz = y.
Se define la aplicacion de paso al cociente p : X — X/R. Llamamos espacio
de 6rbitas al conjunto de clases de equivalencia X/G := X/R dotado de la
topologia cociente por la relaciéon R. La érbita de un punto x es su clase de
equivalencia y se denota G - x. El grupo estabilizador o de isotropia de
un punto x € X es el subgrupo de G formado por los elementos que dejan
fijo x denotado G, :={g € G : gz =z} < G.

Sea Aut(X) el grupo de automorfismos de X, es decir, los homeo-
morfismos de X en X. Queremos representar las acciones continuas sobre X
como subgrupos de Aut(X). De esta manera interpretamos las acciones como
subgrupos de un mismo grupo.

Definicién 1.1.3. Una representacién r del grupo topoldgico G en Aut(X)
es un homomorfismo de grupos r : G — Aut(X).

Lema 1.1.4. Sea o una accién continua de GG sobre X. Dado g € G, llamemos
a, 1 X — X ala aplicacién continua o, () = gz. Sea & : G — Aut(X) dada
por &(g) = «,. Entonces & define una representacion de G por automorfismos
de X. En particular, &(G) = {oy : g € G} es un subgrupo de Aut(X).

Demostracion. Por definiciéon de acciéon sabemos que oy, = a4 0 oy, v que
a. = idyx. Luego para todo g en G se tiene que oy 0 ay-—1 = idx, de donde se
deduce que o es un automorfismo de X. Es decir, 4(g) € Aut(X). Como la
primera igualdad implica que &(g)o&(h) = &(gh), entonces & : G — Aut(X)
es homomorfismo de grupos como se queria ver. O

Definiciéon 1.1.5. Una accién de G sobre X es fiel (o efectiva) cuando el
unico elemento de G que deja fijos todos los puntos de X es el neutro.
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Proposiciéon 1.1.6. Sea a una accién continua de G sobre X. Entonces son
equivalentes:

= « es fiel.
» keré = {e}.
» & es isomorfismo entre Gy un subgrupo de Aut(X).
Demostracion. La demostracion es inmediata por el lema [1.1.4] ]

Al hablar de acciones de G fieles, estamos hablando de subgrupos de
Aut(X) isomorfos a G o, equivalentemente, de representaciones de G in-
yectivas. Por lo tanto, de aqui en adelante supondremos que todas las
acciones son fieles o, lo que es lo mismo, grupos de automorfismos de X.

Definicién 1.1.7. Diremos que una acciéon de GG sobre X es libre si el tnico
elemento de G' que deja algin punto fijo es el neutro.

Nota. Las acciones libres son siempre fieles. Ya que si solamente el elemento
neutro tiene puntos fijos, entonces solamente el neutro deja fijos todos los
puntos. Obsérvese también que las acciones libres son las que para cada
punto x € X, su grupo estabilizador, G, es el trivial.

Ejemplo 1.1.8. Veamos un ejemplo de acciéon a que no sea fiel. Sea D,, el
grupo diédrico de orden 2n, generado por la reflexién o y el giro g del plano
euclideo. Definimos la accién a : D,, x E? — E? como

or=z y gr=g()

para cada reflexién o € D,, cada punto z € E? y cada giro g € D,,. Esta
claro que las reflexiones y el neutro dejan fijo todo el plano, por lo que a no es
una accién fiel. De hecho la representacién & nos da &(D,,) = C,, < Aut(E?),
el subgrupo de giros de D,,.

Ejemplo 1.1.9. Algunos ejemplos de grupos que actian libremente son los
grupos de movimientos de E? formados por traslaciones y/o reflexiones con
deslizamiento, ya que estos movimientos no dejan ningtn punto fijo. También
son acciones libres los giros que actiian sobre una circunferencia, o sobre el
plano sin el origen (asi se evita que el origen quede fijo).

Nuestro objetivo ahora es definir la nocién de grupo de automorfismos
discreto. Para ello tenemos que dotar a Aut(X) de una topologia, 7%, que
llamaremos compacto-abierta. Veamos cémo se construye. Primero recorda-
remos algunos resultados basicos de topologia sobre bases y subbases.
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Lema 1.1.10. Dado (X, 7) un espacio topolégico y un subconjunto B C 7,
son equivalentes:

= La topologia 7 es la menor o mas gruesa de X que contiene a B. Es
decir, si otra topologia 7 cumple que B C T entonces tenemos que
TCT.

= El conjunto B formado por las intersecciones finitas de elementos de
B forma una base de 7. Consideramos X € B como la interseccion de
cero elementos de B.

Demostracion. Supongamos que 7 es la menor topologia que contiene a B.
Cualquier topologia que contenga a B también debe contener todas las in-
tersecciones finitas de B, es decir, tenemos que B C 7. El conjunto 7 for-
mado por uniones de elementos de B es cerrado para intersecciones finitas
y uniones. Luego 7y es una topologia siendo B una base. Ademas, cualquier
topologia que contenga a B debe contener las uniones de B, luego tenemos
que B C 179 € 7. Y por ser 7 la topologia mas gruesa que contiene a B,
deducimos que 7 = 7y. Es decir, B es base de 7.

Supongamos ahora que B es una base de 7 y hay otra topologia B C 7.
Entonces B C 7 por el mismo argumento que antes. Luego 7 C 7 y queda
probado que 7 es la mas gruesa topologia que contiene B. O

Definicién 1.1.11. Dado (X, 7) espacio topolégico, una subbase de la to-
pologia es una coleccion B C 7 que cumple las condiciones equivalentes del
lema [1.1.10] Reciprocamente, dado B C P(X) definimos la topologia ge-
nerada por la subbase B como el conjunto de uniones de intersecciones
finitas de elementos de B.

Nota. Cualquier subconjunto B de P(X) puede ser subbase generadora de
alguna topologia. Esto es porque B = {N, B; : B; € B,n € N} UX cubre
con sus elementos X y ademas si un punto x esta en la interseccion de dos
conjuntos de B, entonces siempre se tiene que x € B; N By € B. Estas dos
condiciones son suficientes para que B sea base de alguna topologia y por
tanto son suficientes para que B sea subbase.

Lema 1.1.12. Sea B subbase del espacio topologico (X,7) y sea Y C X.
Entonces By = {Y NV : V € B} es subbase de (Y, 7y). Donde 7y es la
topologia de subespacio

Demostracion. Denotemos con B (resp. By) el conjunto de intersecciones
finitas de elementos de B (resp. By). Luego By = {YNW : W € B}, ya que
siW =N, V;conV; € B,entonces YNW =N, (V;NY) con V;NY € By.
Como B es base de 7, entonces By es base de 7. Por lo que By es subbase
de Ty . ]
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Definicién 1.1.13. Sea (X, 7) un espacio topolégico. Definimos la topolo-
gia compacto-abierta 7 sobre Aut(X) como la generada por la subbase

By, ={(K,U): K C X compacto, U € 7},
donde (K,U) := {f € Aut(X) : f(K) C U} son los abiertos subbdsicos.

Noétese que 73 tiene a By = {N_,(K;,U;) : n € N, (K;,U;) € Bg} como
base. Veamos ahora algunas propiedades del espacio (Aut(X), ) que pueden
consultarse en [Dugundji] o [Munkres].

Lema 1.1.14. Dados U, U; abiertos y K, K; compactos de X, tenemos las
siguientes relaciones:

1. K, C Ky,Uy CU, = (K1,Uy) C (Ko, Us)
2. N, (K;,U) = (UL K;,U)

3. N (K, Uy) = (K, N, U;)

4. N (K, U;) C (U K, 0, U;y)

Demostracion. Las cuatro propiedades son consecuencia de la definicion de
abierto subbésico (K, U). Para probar (1) obsérvese que f(K3) C f(K;) C
Uy CUysif € (Ky,Up). Para ver (2) y (4) hay que tener en cuenta que
U f(K;) = f(UK;). La prueba de (3) es inmediata de la definicion. O

Lema 1.1.15. Si X es un espacio Hausdorff, entonces (Aut(X), 7;) también
es Hausdorft.

Demostracion. Sean f # g € Aut(X), entonces existe un punto zyp € X
tal que f(zg) # g(xo). Como X es Hausdorff, podemos separar f(xy) de
g(xo) por abiertos disjuntos U y V. Luego ({zo},U) y ({xo}, V') son entornos
abiertos disjuntos de f y g respectivamente. ]

Lema 1.1.16. Dado g € Aut(X), la aplicacion ¢, : Aut(X) — Aut(X) defi-
nida por ¢4(h) = gh es un automorfismo del espacio topologico (Aut(X), 7).
Es decir, ¢, € Aut(Aut(X)).

Demostracion. Sabemos que ¢, es una biyeccion por ser ¢,-1 su inversa. Si
vemos que ¢, es continua para todo g € Aut(X), entonces se tendra también
que @41 es continua, concluyendo la demostracion. Para comprobar la con-
tinuidad de ¢, basta con asegurarse de que la imagen inversa de cualquier
abierto subbésico (K,U) € By sea abierta. Ya que entonces también serd
abierta la imagen inversa de cualquier abierto basico de By.

Observemos que h € cp;l(K, U) siy solo si gh € (K,U), lo que equivale
a que h € (K,g7"(U)). Luego ¢, '(K,U) = (K,g7'(U)) € 7, y asi queda
demostrada la continuidad de ¢,. [



10 CAPITULO 1. TOPOLOGIA, GEOMETRIA Y SIMETRIAS

El espacio (Aut(X), 1) no es, en general, un grupo topoldgico (ver [Dijkstral).
Pero la topologia compacto-abierta cumple una propiedad que resulta sufi-
ciente para lo que buscamos si X es localmente compacto y Hausdorff.

Proposicién 1.1.17. Sea (X, 7) un espacio localmente compacto y Haus-
dorff. Consideremos la aplicacién de evaluacién o : Aut(X) x X — X dada
por (f,x) — f(z). Entonces la topologia compacto-abierta sobre Aut(X) es
la mas gruesa que hace que la aplicacion de evaluacién sea continua.

Demostracion. Siguiendo la prueba de [Arens|, veamos primero que 7 es
mas gruesa que cualquier otra topologia para la que a es continua. Después
comprobaremos que « es continua considerando 7.

Sea 7 una topologia sobre Aut(X) que hace que « sea continua. Tomando
K compacto y U abierto de X, sea W = (K,U) € By abierto de 7. Para
ver que W € 7, veamos que para todo f € W existe un entorno Wy € 7
contenido en W. Asi se conseguiria que By C 7, luego 7, C 7.

Una vez elegido f € W € By, tomemos z € K, luego f(z) € U. Entonces,
por la continuidad de « considerando 7, a~'(U) es abierto de Aut(X) x X.
Por lo que existen V,, € X entorno de z y Wy, C Aut(X) 7-entorno de f
tales que (f,z) € Wy, xV, C a ' (U). Es decir, paratodoy € V, y g € Wi,
se tiene g(y) € U.

Tenemos un recubrimiento por abiertos U,cx Ve 2 K, luego por la com-
pacidad de K existe un subrecubrimiento finito U, V,, 2 K. Definimos
el 7-entorno Wy = (o, Wy, de f. Y tenemos que si g € Wy entonces
g(K) C g(Ur, Vi) C U, es decir, g € W = (K,U). Por lo que Wy C W
para todo f € W, con W; T-entorno de f. Esto prueba que W € 7, entonces
By C 7, luego 7, C 7.

Veamos, para acabar, la continuidad de « considerando 7. Tomando U
abierto de X, veamos que a~'(U) es abierto. Sea (f,z) € a~'(U), entonces
f7HU) es un entorno de x. Como X es localmente compacto y Hausdorff,
existe K C f~1(U) compacto que es adherencia de un entorno abierto V' de
(véase [Munkres, teorema 29.2]). Luego W = (K,U) es 7p-entorno de f tal
que (f,r) € W x V C a~}(U), probando asf la continuidad de a. O

Una vez tratadas las principales propiedades de la topologia compacto-
abierta en Aut(X), pasamos a definir los conceptos relacionados con grupos
de automorfismos que utiliza [Thurston2] para el estudio de los orbifolds y
los grupos cristalograficos.

Definicion 1.1.18. Sea (X, 7) un espacio topoldgico, y G un grupo de au-
tomorfismos de X. Diremos que G es discreto si tiene la topologia discreta
como subespacio de (Aut(X), 7).
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Proposicién 1.1.19. Sea G un subgrupo de Aut(X). Consideremos la to-
pologia compacto-abierta. Entonces son equivalentes:

1. G es discreto.
2. Los conjuntos unipuntuales son abiertos de G.
3. Los conjuntos unipuntuales forman una base de la topologia de G.

4. Los conjuntos unipuntuales forman una subbase de la topologia de G.
5. {idx} es abierto en G.

Demostracion. Las implicaciones triviales son (4) = (3) = (2) = (1) = (4)
y también (2) = (5).

Por ultimo probemos (2) < (5). Veamos que {g} es abierto en G, con
g € G. Gracias al lema sabemos que multiplicar por g € G nos da un
automorfismo ¢, en el espacio topolégico (Aut(X), 7). Como G es subgrupo
y subespacio de Aut(X), la restriccion de ¢, a G es también automorfismo
de G. Dado que {idy} es abierto en G, entonces {g} = ¢,({idx}) también
lo es, quedando probada la tltima implicacién. O

Definicién 1.1.20. Sea « la accién por evaluacién de G < Aut(X) sobre X.

1. Decimos que « tiene orbitas discretas si todo punto x € X tiene un
entorno U tal que solo finitos g € G cumplen que gr € U. Es decir,
G N ({z},U) es finito.

2. Decimos que a es wandering si todo punto z € X tiene un entorno U
tal que solo finitos g € G cumplen que gU NU # ().

3. Sea X localmente compacto. Diremos que la accién « es propiamente
discontinua (o que G actia propia y discontinuamente) si para cada
compacto K de X hay solo finitos g € G tales que gK N K # ().

Nota. Es importante observar que las variedades topoldgicas son localmente
compactas y Hausdorff, ya que veremos acciones propiamente discontinuas
sobre estas. En el caso de grupos de isometrias en espacios lo suficientemente
buenos, la discretitud y los tres conceptos anteriormente definidos son equi-
valentes (teorema [1.2.6)).

Lo que en [Thurston2] se llama o6rbitas discretas y wandering se usa a
veces como definicion de accién propiamente discontinua ya que no parece
haber consenso en la literatura sobre la definicion de esta propiedad. En el
caso general estos tres conceptos no son equivalentes. Solo se puede asegurar
una cadena de implicaciones como veremos a continuacion.
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Proposicién 1.1.21. Sea (X, 7) un espacio topologico Hausdorff y G un
subgrupo de Aut(X).

1. Sila accién de G sobre X (suponiendo que es localmente compacto) es
propiamente discontinua, entonces es wandering.

2. Sila accién de G sobre X es wandering, entonces tiene 6rbitas discretas.
3. Si la acciéon de G tiene Orbitas discretas, entonces G es discreto.

4. La accién de G sobre X tiene orbitas discretas si y solo si para to-
do punto x € X, su orbita es un espacio discreto G - x de X y su
estabilizador GG, es finito.

Demostracion. (1) Propiamente discontinua implica wandering. Porque todo
punto tiene un entorno compacto K y todo compacto cumple que el conjunto
{g€G:gKNK # 0} es finito.

(2) Wandering implica orbitas discretas, ya que para todo z existe un
entorno U tal que {g € G : gU NU # 0} es finito. Como este conjunto
contiene a G N ({z},U), que también es finito, G tiene 6rbitas discretas.

(3) Veamos que tener drbitas discretas implica la discretitud de G com-
probando que {idy} es abierto en G, ya que por la proposicién esto
equivale a que G sea discreto. Estamos suponiendo que para cada x existe un
entorno abierto U tal que ({z},U) NG es finito. Claramente idx € ({z},U).
Ademds, (Aut(X),7;) es Hausdorf gracias al lema [1.1.15] Por lo tanto po-
demos separar idy de cada uno de los finitos g; € ({z},U) N G por abiertos
disjuntos W, V,, de Aut(X). Y asi se tiene que GN({z}, U)NN~, Wi = {idx }
es abierto de G.

(4) Veamos que tener 6rbitas discretas implica que las érbitas son espacios
discretos y los estabilizadores son finitos. Dado x € X, sea y € G'-x un punto
de su 6rbita. Entonces y tiene un entorno U que contiene finitos puntos de
la 6rbita {y,v1,....,yn} = U NG -z, por tener G 6rbitas discretas. Como X
es Hausdorff, se puede separar y de cada ¥, ..., y, por abiertos disjuntos V;,
W, en U y asi se consigue un entorno abierto V= (L, V; de y tal que
VNG -z = {y}. Luego cada punto de G - = es abierto de la érbita, por lo
que esta es un espacio discreto.

Comprobemos ahora que los estabilizadores son finitos. Fijemos un punto
x € X. Como G tiene orbitas discretas, existe un entorno W de x tal que
G N ({z}, W) es finito. Como es claro que G, € G N ({z}, W), se tiene que
el estabilizador de x es finito.
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Veamos por tltimo que si las érbitas son espacios discretos y los estabi-
lizadores son finitos, entonces G tiene érbitas discretas. Como las érbitas de
GG son espacios discretos, entonces para todo punto x € X existe un entorno
U tal que UNG -z = {x}. Por lo tanto, ({z},U)NG = G, el subgrupo esta-
bilizador de x. Pero como sabemos que G, es finito, queda probado (4). O

1.2. Grupos de isometrias

En esta seccién dejamos el caso general de los espacios topoldgicos para
centrarnos en el caso particular de los espacios métricos. Siguiendo [Ratcliffe]
vamos a probar la equivalencia entre las acciones continuas definidas en[1.1.20]
bajo ciertas condiciones sobre X.

Definicién 1.2.1. Un espacio métrico (X, d) esta formado por un conjun-
to X y una métrica o distancia d. Una métrica d sobre X es una aplicacion
d: X x X — [0,00) que satisface las siguientes condiciones:

1. d(z,y) =0 < z =y, para todo =,y € X.
2. d(z,y) = d(y,z), para todo z,y € X.
3. d(z,z) < d(x,y) + d(y, x), para todo x,y,z € X.

En un espacio métrico (X, d) podemos definir la bola abierta y la bola
cerrada de centro z € X y radio 7 > 0 como el conjunto

B(z,r)={y € X :d(z,y) <r}, Blz,r)={yeX :d(z,y) <r}.
El conjunto de las bolas abiertas de (X,d) forma una base B, para 74, la
topologia inducida por d. Asi, al hablar de espacios métricos, les estamos
dotando también de estructura de espacios topologicos.

Definicién 1.2.2. Dados (X, d), (Y, p) espacios métricos, una isometria de
X en Y es una aplicacion f : X — Y que conserva las distancias, es decir,
que d(x1,x2) = p(f(x1), f(z2)) para todo par de puntos. Notese que f es
automdticamente inyectiva y continua. Llamaremos Iso(X) al grupo de iso-
metrias biyectivas de X en X. Tenemos que Iso(X) es subgrupo de Aut(X).
También consideramos Iso(X') como subespacio de Aut(X) con la topologia
compacto-abierta.

Nota. Para que Iso(X) sea un grupo, se necesita la biyectividad de las iso-
metrias. Por ejemplo, consideremos (coo(R),dw), €l espacio métrico de las
sucesiones reales con un nimero finito de términos no nulos, con la distancia
inducida por la norma del supremo. La aplicacién f(aq, as,...) = (0,a1,as, ...)
es una isometria lineal pero no tiene inversa, por no ser sobreyectiva.
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Nota. Para probar el teorema [1.2.6] en espacios algo mas generales que los
euclideos, seguiremos las ideas de |[Ratcliffe]. Pero nos restringiremos a espa-
cios métricos méas amigables, los finitamente compactos.

También necesitaremos el teorema de Ascoli generalizado a es-
pacios de funciones continuas con la topologia de la convergencia compacta
[Munkres, teorema 47.1]. Pero lo enunciaremos adaptado a nuestra situacion,
ya que Aut(X) es subespacio de C(X, X), el espacio de funciones continuas
de X en X. Ademas, si X es métrico, la topologia compacto-abierta coincide
con la de la convergencia compacta sobre C(X, X), como se puede ver en
[Munkres, teorema 46.8].

Definicién 1.2.3. Diremos que un espacio métrico es finitamente com-
pacto si todas sus bolas cerradas son compactas. Notese que los espacios
euclideos son finitamente compactos, y los espacios finitamente compactos
son localmente compactos y Hausdorff.

Definicién 1.2.4. Sea (X, d) un espacio métrico y sea S C C(X, X). Se dice
que S es equicontinuo respecto de d si para todo zyp € X y todo € > 0,
existe un entorno U de zy tal que d(f(xo), f(x)) < € para todo punto z € U
y toda aplicacién f € S.

Teorema 1.2.5 (de Ascoli). [Munkres, teorema 47.1]. Sea (X, d) espacio mé-
trico localmente compacto y Hausdorff. Dotemos a C(X, X) de la topologia
compacto-abierta y sea S C C(X, X). Entonces S esté contenido en un com-
pacto de C(X, X) si y solo si S es equicontinuo respecto de d y, para cada
r € X, el conjunto

S ={f(x): €S}

tiene clausura compacta.

Teorema 1.2.6. Sea (X, d) un espacio métrico finitamente compacto y sea
G un grupo de isometrias de X. Entonces las siguientes condiciones son
equivalentes:

1. La accién de G es propiamente discontinua.

2. La accion de G es wandering.

3. La accién de G tiene érbitas discretas.

4. Las orbitas de GG son espacios discretos y sus estabilizadores son finitos.

5. El grupo G es discreto.
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Demostracion. Recordando la proposicion [1.1.21] tenemos la cadena de im-
plicaciones (1) = (2) = (3) < (4) = (5). Si probamos (5) = (1), ya hemos
terminado.

Sea K compacto de X. Para llegar a (1) suponiendo (5), necesitamos ver
que S = {g € G : gK N K # ()} es finito. Veamos que S estd contenido
en un compacto C' empleando el teorema de Ascoli (1.2.5)). As{ tendremos
que la interseccién de C' con G es compacta, ya que G es cerrado en Aut(X)
como puede verse en [Ratcliffe, teorema 5.3.5, lemas 3 y 6]. También sabemos
que C'N G es discreto por serlo G. Luego S estara contenido en un discreto
compacto C' NG y por tanto serd finito.

Veamos que & cumple las hipotesis del teorema de Ascoli. La equiconti-
nuidad de S es clara ya que estamos manejando isometrias: para todo x € X
y todo £ > 0 existe un entorno B(z,¢) tal que d(gzx, gy) = d(z,y) < €, para
todo g € S y todo y € B(z,¢).

Veamos por ultimo que S, es compacto para cualquier z € X. Si S, estd
contenido en una bola cerrada (luego compacta por ser X finitamente com-
pacto), entonces S, es compacto, ya que los cerrados dentro de un compacto
son compactos. Asi que solo necesitamos ver la acotacion de S, para saber
que su adherencia esta contenida en una bola cerrada. Sean z € X, g € S,
y € Ky §(K) el didmetro de K. Entonces tenemos que

d(y, gx) < d(y, gy) + d(gy, gz) < 26(K) +d(z,y) =: R,

por lo que S, C B(y, R). Luego S es finito y entonces concluimos que G
actua propia y discontinuamente.

]

Definicién 1.2.7. Llamaremos espacio euclideo n-dimensional E™ al es-
pacio métrico (R", d) con la métrica euclidea. Dentro de E"*!, consideramos
la esfera unitaria con la métrica dada por la restriccion de d a la esfera. Es-
te espacio métrico se designa por S" y se suele llamar espacio esférico (o
esfera) n-dimensional.

Nota. El espacio euclideo E" tiene mas estructuras que la de espacio métrico.
También es un espacio vectorial y afin de dimension finita, y esta dotado de
producto escalar (el usual) y norma. Suponemos conocido el hecho de que las
isometrias de E" son afinidades. Y si dejan fijo el origen, las isometrias son
aplicaciones lineales. De hecho, las isometrias lineales quedan representadas
por las matrices ortogonales, mientras que las isometrias afines se pueden
expresar como una isometria lineal seguida de una traslacién. Todos estos
resultados pueden consultarse en [Ratcliffe].
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Nota. Podriamos haber dotado a S™ de una métrica intrinseca, pero nos
serda beneficioso que haya una relacion entre la métrica de la esfera y la
del espacio ambiente euclideo. Asi se establece una identificacién entre las
isometrias lineales de E"*! y las isometrias de S™, que son restriccién de las
anteriores |[Ratcliffel teorema 2.1.3]. Teniendo en mente lo que conocemos
sobre espacios euclideos podemos pasar a definir los siguientes grupos.

Definicién 1.2.8. E(n) := Iso(E") llamado grupo euclideo o de movi-
mientos, es el grupo de isometrias (afines) de E™. No debe confundirse con
O(n) :=Iso(S" 1), el grupo ortogonal, formado por las isometrias lineales
de E", que coinciden con las isometrias de S*~!. Entre los movimientos de E"
se encuentran las traslaciones en una direccion v, dadas por t,(z) = = + v.
El grupo de traslaciones de E" se denota con 7'(n). Observemos que 7'(n)
es isomorfo a R™ a través de t, — v.

Veamos algunos resultados sobre el grupo euclideo y sus subgrupos. El
objetivo sera poder aplicarlo en la clasificacion de los grupos cristalograficos.
Pero antes recordemos un resultado de teoria de grupos.

Lema 1.2.9. Dado un grupo G, un subgrupo H de GG y un subgrupo normal
N de G, son equivalentes:

1. NH=Gy NNH=/{1}.
2. Para cada g € G existen n € N, h € H unicos tales que g = nh.

3. moi: H <= G — G/N es un isomorfismo, con i la inclusién del
subgrupo H y 7 la proyeccion al cociente.

4. Existe una sucesion exacta de grupos que escinde a la derecha
j P
1< N<SG7H —» 1,
o

siendo 7 y j las inclusiones en G. Es decir, N = kerp, poi = idy.

Demostracién. (1) = (2) Como NH = G, todo g puede escribirse como nh.
Si g se puede escribir como nh = nh, entonces se tiene queﬁ_ln = hh™!es
un elemento que estd en NN H = {1}. Luegon=ny h = h.

(2) = (3) Veamos que 7 o ¢ es sobreyectiva tomando g € G/N. Podemos
representarlo como § = nh = hh~'nh = h, ya que h-'nh € N por ser N
subgrupo normal. Luego 7 o i(h) = g, que prueba la sobreyectividad.

Veamos ahora la inyectividad. Si dado h € H ocurre que w(h) = 1, es
porque h € N. Pero esto nos da h =1-h = h-1, y para que la representacion
de h sea tnica, h debe ser el elemento neutro. Luego 7 o 7 es inyectiva.
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(3) = (4) Como sabemos que 7 o i nos da el isomorfismo G/N ~ H, los
morfismos j : N < G (inclusién) y p := (7 oi) ' o : G — H nos dan una

sucesion exacta 1 < N <5 G = H —» 1. Esto es claro, al ser j monomorfismo,
p epimorfismo y j(N) = N = ker(p). Ademaés la sucesién escinde a la derecha
por i : H — G, pues tenemos que poi = (mroi)loroi=idg.

(4) = (1) Veamos que NH = G. Tomemos g € G y sea h = p(g)~! € H.
De las igualdades

p(g-h) =plg) p(i(h)) =plg)-h=1

deducimos que gh pertenece a kerp = N. Sean € N tal que n = gh, entonces
podemos expresar g como np(g) con n € N y con p(g) € H. Y asi queda

probado que G = NH.
Tomemos ahora g € N N H. Entonces las igualdades

g9 =pli(9)) = p(g) = p(i(9)) =1
prueban que N N H = {1}, gracias a la sucesién exacta escindida. ]

Definicién 1.2.10. Dados los grupos H < G, N < G decimos que G es
producto semidirecto de N y H, que escribiremos con G = N x H, si se
cumple cualquiera de las propiedades equivalentes del lema [1.2.9]

Proposicién 1.2.11. E(n) = T(n) x O(n)

Demostracidn. Veamos que se satisface la propiedad (1) del lema [1.2.9] Es
claro que las traslaciones y las isometrias lineales son isometrias, luego ya
tenemos T'(n), O(n) < E(n). Veamos que T'(n) < E(n). Dada la traslacion de
T ay, ty =ty € T(n),y g € E(n) veamos que gt,yg " = oo € T(n).
Lo comprobaremos en coordenadas. Si gz = Az + b, entonces tenemos que
g lz=A"Yz-0) yque

gtmyg_lz = A(A_l(z —b)ty—x)+b=z2+Ay+b— (Ar+b) =ty (2)-

Por lo que las traslaciones forman un subgrupo normal de E(n).

Es facil ver que T'(n)NO(n) = {idg~ }, ya que T'(n) actta libremente pero
todos los elementos de O(n) dejan fijo el origen. Por ultimo, sabemos que
T(n)O(n) = E(n), porque una isometria afin es producto de una isometria
lineal y una traslacion. ]

Dado que O(n) se puede representar como las matrices n X n ortogonales
(A" = A71) de coeficientes reales, tenemos que |AAY| = |A]> = |I,| =1 y el
determinante de estas matrices serd 1 o —1. A los elementos con determinante
1 se les llama rotaciones de O(n).
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Definicién 1.2.12. Definimos SO(n), el grupo ortogonal especial, co-
mo el subgrupo de O(n) de las rotaciones. Entonces definimos dentro del
grupo euclideo SE(n) = T(n) x SO(n), el grupo euclideo especial o de
movimientos directos.

De esta manera, diremos que un movimiento de F(n) es directo si estd
en SE(n). De lo contrario, diremos que se trata de un movimiento indirecto.
Dado un grupo de movimientos G < E(n), denotaremos con Gt = GNSE(n)
a su subgrupo de movimientos directos.

Lema 1.2.13. Sea G < E(n). Entonces G tiene indice 2 o 1 en G, depen-
diendo de si tiene movimientos indirectos o no.

Demostracién. Es evidente que si G < SE(n), entonces G = G y por tanto
|G : G| = 1. Si por el contrario existe 0 € G — G, entonces Gt NoGT = 0.
Ademéas cGT = G — G, ya que si 7 es indirecto, entonces 07 es directo y
por tanto 7 € oG*. Luego [G : GT] = 2. O

Definicién 1.2.14. Dado un subgrupo G < E(n), definamos los siguien-
tes grupos: llamaremos al grupo libre abeliano T'(G) := G N T (n) el grupo
de traslaciones de G y a F(G) := G/T(G), el grupo puntual de G. De
esta manera, tenemos el diagrama conmutativo , donde las sucesiones
horizontales son exactas y escinden a la derecha como en el lema Asi
podemos descomponer cualquier grupo de movimientos como producto semi-

directo G = T(G) x F(G).

fid} —— T(G) G F(G) —— {id}

J J (1.1)

{id} —— T'(n) —— E(n) —— O(n) —— {id}

Para tratar los grupos cristalograficos en los siguientes capitulos, vamos
a enunciar la clasificacién de movimientos que necesitaremos. Omitimos la
demostracién por ser elemental en un curso de Algebra lineal y Geometria.
Primero, recordemos el teorema de Cartan-Dieudonné.

Teorema 1.2.15 (de Cartan-Dieudonné en E™). [Blancol, teorema 6.1]. Todo
movimiento ¢ € F(n) sobre el espacio afin euclideo n-dimensional se pue-
de descomponer como producto de a lo sumo n + 1 reflexiones respecto de
hiperplanos.

Una vez visto el teorema de Cartan-Dieudonné, procedemos a enumerar
los distintos movimientos de F(2) segun sus puntos fijos. También enuncia-
remos la clasificacién de isometrias de O(3), que necesitaremos en el cuarto
capitulo. Las demostraciones pueden encontrarse en [Blanco] por ejemplo.
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Proposicién 1.2.16 (Clasificacion de movimientos sobre E?). Cada movi-
miento de F/(2) es de uno de los siguientes tipos:

1.

2.

La identidad, idg:: fija todo el plano y es directa.

Reflexién respecto de una recta [, o;: fija la recta [ y es indirecta.

. Giro de dngulo 0 € (0,27) con centro en P € E?, gpy: fija el punto P

y es directo. Si § = 7, se llama simetria central.

Traslacion por un vector v € R? — {0}, ¢,: sin puntos fijos y directa.

. Reflexién con deslizamiento (o trasreflexion) respecto de la recta [

mediante un vector v en direccion [, oy = ojt, = t,0;: sin puntos fijos
e indirecta.

Proposicién 1.2.17 (Clasificacién de isometrias de O(3)). Toda isometria
de O(3) pertenece a una de las siguientes clases:

1.

2.

La identidad, idgs: deja fijo todo el espacio y es directa.
Reflexion respecto del plano vectorial 11, opp: deja II fijo y es indirecta.

Giro respecto de la recta vectorial [ de angulo 6 € (0,27), g9: deja [
fija y es directa. Si # = 7, se llama simetria respecto del eje [.

Giro indirecto (o rotorreflexién) con II plano y [ recta vectoriales
tales que II L [ y angulo 6 € (0,2n), es el producto ongre = greom:
deja {0} = IINI fijo y es indirecto. Si @ = 7 se llama simetria central.

Acabamos esta seccion caracterizando ciertos grupos discretos de isome-
trias. Estos resultados se presentan a titulo informativo, ya que no son es-
trictamente necesarios para la clasificaciéon de los grupos cristalograficos. Por
tanto omitiremos las demostraciones.

Proposiciéon 1.2.18. [Ratcliffe, teorema 5.3.2] Los subgrupos discretos de
T'(n) son exactamente los generados por m < n traslaciones con vectores
linealmente independientes, por lo que son isomorfos a Z™.

Nota. Los subgrupos discretos de T'(n) se llaman reticulos o redes. En
cristalografia, un reticulo se interpreta como el conjunto de puntos en el
espacio correspondientes a cada vector de traslacion del reticulo.

Proposiciéon 1.2.19. [Ratcliffe, teorema 5.3.1] Los subgrupos discretos de
O(n) son exactamente los finitos.



20 CAPITULO 1. TOPOLOGIA, GEOMETRIA Y SIMETRIAS

De hecho, la clasificacién de los subgrupos finitos de O(3) se presentara en
el cuarto capitulo, como consecuencia del teorema mdgico de Conway .
Enunciamos ahora la clasificacién de los subgrupos finitos de O(2), que puede
consultarse en [Delgado].

Proposicién 1.2.20. Los subgrupos finitos no triviales de O(2) son o bien
grupos ciclicos C), generados por una rotacién de orden n > 2, o bien diédricos
D,, generados por una rotaciéon de orden n y una reflexion, siendo n > 1.

1.3. Grupos cristalograficos

Una vez conocidas las propiedades de los grupos de isometrias, acabamos
este capitulo definiendo los grupos cristalograficos y presentando los teoremas

de Bieberbach (1.3.4).

Definicién 1.3.1. Dado un subconjunto F' de un espacio métrico (X, d), se
define el grupo de simetria de F' como el grupo G(F) de isometrias que
dejan F' invariante.

Definicién 1.3.2. Un grupo cristalografico n-dimensional o de Bieber-
bach G es un grupo de isometrias de E" discreto y cocompacto (E"/G es un
espacio topoldgico compacto).

Definicién 1.3.3. Sea G < Iso(X) en el espacio métrico (X, d). Un subcon-
junto D de X es un dominio fundamental de G si cumple las siguientes
condiciones:

= El conjunto D es un abierto conexo de X.

» Los abiertos de la familia {gD},ec son disjuntos dos a dos.

» X = UgEGgT~

Nota. Los grupos cristalograficos admiten dominios fundamentales por ser
discretos. Ademads, por ser cocompactos, los dominios fundamentales pueden
tomarse con adherencia compacta. Para mas detalles, ver [Ratcliffel teore-
ma 7.5.1].

Como ejemplos de dominios fundamentales, en muchas figuras de esta
memoria se anade un dominio fundamental del grupo gracias a Morenaments,
como en la figura y las que siguen a la figura 3.1

Para terminar el capitulo, enunciamos los resultados de Bieberbach, que
son fundamentales en el estudio abstracto de los grupos cristalograficos. Las
demostraciones pueden encontrarse en la seccion 7.5 de [Ratcliffe].
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Teorema 1.3.4 (de Bieberbach). [Thurston2l, teorema 4.2.2].

1. Un grupo G es isomorfo a un grupo discreto de isometrias de E™, para
algin m, si y solo si G tiene un subgrupo de indice finito que es libre
abeliano de rango finito (isomorfo a Z™ con n < m).

2. Un grupo cristalografico n-dimensional GG contiene un subgrupo normal
de indice finito que es libre abeliano de rango n y es igual a su propio
centralizador. Este subgrupo es el subgrupo de traslaciones y queda
caracterizado por ser el tnico subgrupo abeliano maximal de indice
finito.

Reciprocamente, si G tiene un subgrupo normal de indice finito que es
libre abeliano de rango n y es igual a su propio centralizador, entonces
G es isomorfo a un grupo cristalografico n-dimensional. Si G es libre
de torsion, no hace falta pedir que el subgrupo sea igual a su propio
centralizador.

3. Si G y G’ son grupos cristalograficos de dimensiones n y n’ isomorfos,
entonces n = n’ y existe a : E" — E” una afinidad que conjuga G
con G.

4. Dado n, solo existen finitos grupos cristalograficos n-dimensionales sal-
vo equivalencia afin.
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CAPITULO 1. TOPOLOGIA, GEOMETRIA Y SIMETRIAS



Capitulo 2

Orbifolds

“This terminology should not be blamed on me. It was obtained
by a democratic process in my course of 1976-77. An orbifold is so-
mething with many folds; unfortunately, the word ‘manifold’ already
has a different definition. I tried ‘foldamant,” which was quickly dis-
placed by the suggestion of ‘manifolded.” After two months of pa-
tiently saying ‘no, not a manifold, a manifoldead,” we held a vote,
and ‘orbifold” won.”

— W. Thurston

Los contenidos de este capitulo constituyen la parte central de la memoria.
Primero, vamos a definir el concepto de orbifold, que generaliza el concepto
de variedad. En lugar de ser localmente euclideo, un orbifold es localmente el
cociente de un abierto de R™ por un grupo de automorfismos. Y la informacién
de estos grupos se almacena en las cartas de orbifold.

Después, en la seccion procederemos a estudiar varias propiedades
de los orbifolds, principalmente los grupos locales y las singularidades. Y
tras unos ejemplos que nos seran de utilidad en la clasificacion de los grupos
cristalogréficos, trataremos los recubrimientos de orbifolds en la seccién [2.4]
Por tltimo, en la seccién se generaliza la caracteristica de Euler a los
orbifolds. Nos es de gran interés el teorema [2.5.5] que relaciona los recubri-
mientos con la caracteristica de Euler y sera la base de la clasificacion de los
grupos cristalograficos.

Para exponer la teoria de los orbifolds seguimos, como la mayoria de tex-
tos introductorios, las notas de [Thurstonl]. También utilizamos terminologia
de [Caramello], que es una referencia mas reciente.

23
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2.1. Definiciones y preliminares

Recordemos primero las definiciones de variedad topoldgica y de variedad
topolodgica con borde.

Definicién 2.1.1. Una variedad (topoldgica n-dimensional) es un espacio
topoldgico M que cumple tres condiciones:

» Es localmente euclideo: Cada punto de M tiene un entorno abierto
U que es homeomorfo a un abierto V' de R™. Se llama carta a estos
homeomorfismos ¢ : U — V. Un conjunto de cartas que cubre M se
llama atlas.

s Es T5: M es un espacio de Hausdorff.

= Cumple el segundo axioma de numerabilidad: La topologia de M
tiene una base numerable de abiertos.

Nota. Cuando dos cartas ¢1 : Uy — Vi v ¢ : Uy — V5 se solapan, es decir,
U, N U, # ) podemos definir el homeomorfismo

¢2 o gbl_l : ¢1(U1 N UQ) — ¢2(Ul N UQ)

que llamaremos aplicaciéon de transiciéon o cambio de cartas. Los cam-
bios de cartas no necesitan cumplir mas propiedades para funcionar correcta-
mente con variedades topologicas. Pero cuando definamos los orbifolds
tendremos que exigir mas condiciones a los cambios de cartas, como ocurre
por ejemplo con la estructura de variedad diferenciable.

Notese que, por ser localmente euclideas, las variedades son también lo-
calmente compactas, al serlo R".

Definicién 2.1.2. Consideremos R} = {(z1,...,2,) € R" : 21 > 0} como
subespacio de R". Una variedad con borde (topolégica n-dimensional) es
un espacio Hausdorftf M que cumple el segundo axioma de numerabilidad y
en el que cada punto tiene un entorno abierto homeomorfo a un abierto de
R} (en vez de R™ como en variedades sin borde).

Un punto p de una variedad con borde M es interior (resp. de borde) si
para alguna carta ¢, el punto ¢(p) pertenece al interior (resp. a la frontera) de
R?” . El borde de una variedad con borde M es el subespacio M de puntos
de borde de M.

Nota. La definicion de punto de borde o interior no depende de la carta
elegida, ya que los cambios de carta son homeomorfismos en el entorno de p
donde se solapan. Luego todas las cartas de p envian el punto o bien al
interior, o bien a la frontera de R}.
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Nota. El borde OM de una variedad n-dimensional M es una variedad de
dimension n — 1. Esto se puede comprobar tomando una carta ¢ : U — V de
cada punto de borde. Podemos definir ¢ = ®lunan, que es homeomorfismo
sobre su imagen contenida en R"~! = Fr(R"). De esta forma, a partir de un
atlas de M podemos construir un atlas de OM.

Las cartas orbifold van a ser mas complicadas que las de variedad. Para no
alargar mas la definiciéon [2.1.4] definamos antes las aplicaciones plegadoras.

Definicién 2.1.3. Una aplicacion ¢ : U — U continua y sobreyectiva se lla-
ma plegadora si U es abierto de R" y existe I' grupo finito de automorfismos
de U asociado a ¢ tal que se cumplen las siguientes condiciones:

= La aplicacién ¢ es I'-invariante: ¢ oy = ¢, para todo v € T,

» Existe un homeomorfismo A : U/F — U tal que ¢ = h o p, siendo
p: U — UJT el paso al cociente. Es decir, tenemos el diagrama con-

mutativo (2.1]).
/
b% lh (2.1)

Definicién 2.1.4. Un orbifold (topolédgico n-dimensional) O estd formado
por un par (Xp,.A) donde:

= X es un espacio topoldgico Hausdorff que cumple el segundo axioma
de numerabilidad, llamado espacio subyacente de O.

w A= {(¢; : U, — U;,T;) }ier es un atlas orbifold n-dimensional. Los
elementos del atlas se llaman cartas orbifold n-dimensionales.

Cada carta orbifolds estéd formada por:
= Una aplicacién ¢; plegadora, con T'; < Aut(U;) asociado.
= Un abierto 01 de R™.

» Un abierto U; de Xo. La coleccién de abiertos U = {U, }ies cubre Xp y
cumple la siguiente condicién necesaria de base: si existe x € U;NU;
con U;, U; € U entonces existe U, € U de manera que x € U, C U;NU;.

Ademas, las cartas orbifold de un atlas orbifold son compatibles.
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Diremos que las cartas de un atlas orbifold son compatibles si cada vez
que tenemos U; C U; se cumplen las siguientes condiciones:
» Existe f;; : I'; = I'; monomorfismo de grupos

» Existe v¢;; : U; — U, inmersién topolégica, es decir, 1;; es continua,
inyectiva e induce un homeomorfismo con su imagen.

» La inmersion 1;; es equivariante respecto de fi;, es decir, para todo
v € I'; y todo z € U; tenemos que ¢;;(vx) = fi;(7)¢i;(z). Ademas, el
diagrama (2.2) conmuta.

U —2 U; )T, ————— U,
[ 5 (2.2)
~ R fi
Uj — U;/ fi; () : U; /Ty — U;
pj
&;

Donde p; es el paso al cociente; h;, h; son homeomorfismos dados por las

aplicaciones plegadoras ¢;, ¢;; y ¥, fi; estan inducidas por ¢;;, fi;(I;) < T
respectivamente.

Nota. La compatibilidad entre cartas y la condicién necesaria de base son
indispensables para la estructura de orbifold. Gracias a estas propiedades,
la informacion del grupo de cada carta orbifold hace que el grupo local esté

bien definido (ver [2.2.4]).

Nota. Es comun en la literatura escribir en un abuso de notacién z € O en
lugar de x € Xp, que es lo correcto.

Definicién 2.1.5. Dos atlas orbifold A, B sobre X» son equivalentes si
AU B es otro altas orbifold de X, es decir, se tiene compatibilidad entre las
cartas. Una estructura de orbifold sobre un espacio subyacente Xp es la
clase de equivalencia de un atlas orbifold.

Nota. Con la relaciéon de equivalencia de atlas se subraya que, como en
el caso de las variedades, las cartas no son intrinsecas a la estructura de
orbifold sobre un espacio subyacente. Cuando trabajamos con un orbifold
estamos tomando una clase de equivalencia de atlas orbifold para un espacio
subyacente. En algunos casos se podra considerar un atlas maximal o uno
con pocas cartas, dependiendo de lo que la situacién requiera.
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Definicién 2.1.6. Diremos que un orbifold O es conexo, compacto, o
cualquier otra propiedad topoldgica si lo es su espacio subyacente Xp.

Lema 2.1.7. Supongamos que trabajamos con el atlas maximal para la es-
tructura de orbifold de O. Dada una carta (¢ : U — U,T') con z € U,
podemos obtener una carta (¢|y : V' — V,T'z) tal que

» V C U es conexo de R,
Vv

o(V) C U (luego también serd conexo de Xp),

Y(z) = {Z}, es decir, su fibra es unipuntual y

b
= [z < T es el subgrupo estabilizador.

Demostracion. Sea la carta (¢ : U — U,T), con z € U. Escojamos un
T € ¢'(x) y consideremos su estabilizador I'; = {y € T : vZ = #}. Como
U es un abierto de R”, es variedad topolégica. Y como I es finito, actia de
forma propiamente discontinua. Luego podemos aplicar el lema [2.3.3] que
luego veremos para variedades en general, y conseguir

= un entorno conexo V de # contenido en U tal que
] 'y‘N/ =V, para todo yelzy
. 'yf/ N V, para todo y € I' — I';.

Luego la restriccion de los elementos de T'; a V es el grupo asociado de
la aplicacion plegadora ¢l : V. — V = ¢(V), como se puede ver en el
diagrama ([2.3]).

7 LV,
h

\ (2.3)
)

v

Recordemos que estamos considerando el atlas maximal para la estructura
de orbifold de O. Las cartas de V' C U son compatibles trivialmente, ya
que los morfismos fy, ¥y son las inclusiones. En el resto de cartas del
atlas que cumplan W; C V o V' C W, tenemos compatibilidad ya que hay
compatibilidad para W7, C U y V C U N Wy C W, siendo Wy, Wy abiertos
de otras cartas del atlas maximal. Luego (¢|y : V — V,T;) es una carta del
atlas maximal con las propiedades deseadas.

O
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Definicién 2.1.8. Sea O un orbifold topolégico. Llamamos carta funda-
mental de x € X a toda carta orbifold (¢ : U — U,T") tal que U es conexo,
¢ Hx) = {2} y T =T}, el grupo estabilizador de 7 en T.

Nota. En el lema hemos visto que si trabajamos con atlas maximales,
podemos tomar una carta fundamental para cualquier punto. Y la podemos
elegir contenida en la carta orbifold que deseemos. Es decir, los abiertos
de las cartas fundamentales forman una base de abiertos de Xp.
Por tanto, a partir de ahora no causard problema suponer que el abierto U
de la carta con la que trabajemos sea conexo, o que ademas la carta sea
fundamental.

2.2. Grupo local

Ahora vamos a definir los conceptos de grupo local y de punto regular o
singular. Para ello tendremos que ver en la proposicion que el grupo
local esta bien definido. Pero antes enunciamos el siguiente teorema sobre
grupos finitos de automorfismos.

Teorema 2.2.1 (de Newman). [Dress, teorema 1]. Si I' es un grupo finito de
automorfismos sobre una variedad topoldgica M conexa, entonces el conjunto
de puntos con estabilizador trivial es abierto y denso en M.

Corolario 2.2.2. Si I es un grupo de automorfismos sobre una variedad
topoldgica M conexa tal que el conjunto de puntos con estabilizador no
trivial tiene interior no vacio en M, entonces I' es infinito.

Demostracion. Este corolario es un caso del contrarreciproco de [2.2.1] Si el
conjunto de puntos con estabilizador no trivial tiene interior no vacio en M,
entonces el conjunto de puntos con estabilizador trivial no es denso en M.
Por lo que I' no puede ser finito. O

Definicién 2.2.3. Sea z € X y tomemos una carta (¢ : U — U, I') tal
que ¢(z) = x € U. Llamamos grupo local o grupo local de isotropia I'; a
la clase mddulo isomorfismo de I'; < T, siendo I'z = {y € I : 4(Z) = 2} el
estabilizador de Z en I'.

Nota. Es importante distinguir el siguiente matiz. El grupo I'; es el estabi-
lizador de & € R™ en I' mientras que I',, es el grupo local de x € X, bien
definido salvo isomorfismo como veremos a continuacién. Es decir, I'; es un
representante modulo isomorfismo de I',,. Con esta notaciéon remarcamos que
estos dos grupos no son exactamente lo mismo.
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Proposicién 2.2.4. El grupo local de cada punto x es tnico salvo isomorfis-
mo, es decir, no depende de cartas ni del representante T en la carta elegida.

Demostracion. Basta con ver que si U; C U; cubren z, siendo las cartas
orbifold (¢; : U; — U, I;) y (¢; : U; — U;,T';) con ¢;(%;) = ¢;(%;) = =,
entonces I'z, = I'z,. Ya que si tenemos dos cartas cualesquiera con abiertos U;,
U; tales que z € U; N Uj, entonces existe U, C U; N U; también abierto de
una carta que cubre x con Uy, C U;, U;. Esto es porque, por definicién, el
conjunto U de abiertos de cartas orbifold cumple la condiciéon necesaria de
base. Asi se tendra la isomorfia de grupos a través de T en la carta Uy,
es decir, I'z, ~ I'z, ~ I'z,. Siendo precisos, I'z, = (I';)z,, pero haremos esta
simplificacién.

Supongamos entonces que U; C U; cubren z, con aplicaciones plegadoras
¢i(#;) = x = ¢;(F;) v grupos asociados T, T;. Sea §; = y;(#;) € Uj, luego
gracias al diagrama tenemos que

$; (%) = v = ¢i(T:) = @5 0 ¥ij(Ti) = ¢;(7;)-
Como ¢; proyecta g, y & sobre x, tenemos que existe v € I'; tal que y; = v;.

Veamos que f;;(T';,) < ~I'z,~7~". Tomemos g € I';,. Entonces obtenemos
por las igualdades

Bp =y i () = v Wy (9T:) = v f(9)8 = (v fii(9)7)E;

que v f;;(g9)y € Tz, si g € Ty,. Por lo que f;;(T'z,) < ATy "

Veamos ahora que fyF;;j'y_l < I'j,. Tomemos h € I'z; y entonces
~ o~ ~ 1N\ ~
Ui =& = vhi; = (Yhy™)g;
implica que yhy™! € [y, si h € I'z,. Es decir, se tiene que fyF;ijy—l <TIy,.
Ya hemos conseguido f;;(I'z,) < 7Fij’y*1 <Ty,, solo falta I'y, < fi;(T'z,).

Sea g € I'y,, queremos ver que g pertenece a fi;(I'z,). Como g deja g; fijo,
tenemos que §; € gvi;j(U;) N y;(U;). Luego A = gibii(U;) N y;(U;) es un
abierto no vacio de U -

Puesto que I'; tiene orden finito, el conjunto D de puntos de Uj con
estabilizador trivial es abierto y denso gracias al teorema [2.2.1] Esto quiere
decir que existe Z € AN D. Como Z € D, tenemos que I'; = {1}. Y como
Z € A, existen @, b € U; tales que z = gyij(a) = %j(i)). Dado que el diagrama
conmuta, obtenemos la igualdad

6i(b) = 65 (15 (0)) = ¢;(9v45(a)) = ¢i(a).
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Luego, como ¢;(@) = ¢;(b), existe h € T; tal que ha = b. Y entonces tenemos
que

zZ= wz’j(l;) = %’j(hd) = fij(h)%j(d) = (fij(h>g_1)wij(g) = (fij(h)g_l)g-

Por lo tanto f;;(h)g~' € T's = {1}. Es decir, al tomar g € Ty, existe h € T;
tal que f;;(h) = g. Veamos que h € I';, para acabar. Sabemos que

Vij(E:) = §; = 995 = fij (Wi (Z:) = i (hay).
Pero como 1);; es inyectiva, implica que &; = hZ;. Asi tenemos finalmente que
Iy, < fi;(I'z,), luego queda probada la unicidad de I', salvo isomorfismo por
las siguientes relaciones:

Yi — J
]

El grupo local de un punto es un invariante del punto del orbifold y
nos dara informacion sobre la estructura de orbifold en ese punto. El grupo
local sera de gran importancia para conocer mas propiedades de los orbifolds.
Veamos ahora terminologia para los puntos segtin su grupo local.

Definicién 2.2.5. Dado un punto z € Xp, diremos que x es regular si
I', = {1} y diremos que z es singular si su grupo local no es trivial. El
conjunto de todos los puntos singulares de Xo se llama lugar singular
de Oy se denota Xp = {x € Xp : ', # {1}}.

Definicién 2.2.6. Sea O un orbifold topolégico y I" un grupo finito cual-
quiera. Denotaremos a los siguientes subespacios topoldgicos del espacio sub-
yacente:

ZF:{.Z‘EX()IFEF:E}.

Cada componente conexa Y, de cada Xr se llamara estrato de O. Y llamare-
mos estratificaciéon canénica de O a la uniéon disjunta Xp = U, X, Notese
que Xy = Xo — Xo. Los simbolos a en los estratos X, son simplemente
indices en algtin conjunto 1.

Nota. Cada estrato de un orbifold es una variedad topolégica sin borde
(véase [Caramello, seccion 1.3]). Pero probar esto excede los objetivos de
este trabajo. Ademéas no haremos uso de esta propiedad. Lo que si veremos
es que el lugar regular ¥y, es una variedad (proposicion [2.3.1)) y que es
abierto y denso en X (proposicion [2.2.7).
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Proposicién 2.2.7. El lugar singular ¥ de un orbifold O es un cerrado de
interior vacio de X¢. En particular, es nunca denso (su clausura tiene interior
vacio).

Demostracion. Sea x € Yo y sea (¢ : U— U, [') una carta fundamental
de z. Tenemos que U NYXp # ), por ser U entorno de x, pero entonces existe
¢(y) =y € UNZXo, es decir, {1} #I'; <T' =T, por ser carta fundamental
de z. Por tanto ', = T' # {1}, luego z € Xp. Por lo que Xp es cerrado
en X@.

Veamos ahora que el interior de ¥p es vacio. Si x es un punto interior
de Yo, existird un abierto U de una carta fundamental (¢ : U—U, ') de
x tal que x € U C ¥p. Esto es porque los abiertos de cartas fundamentales
forman una base de abiertos (lema 2.1.7). Como U C ¢ estd formado por
puntos de grupo local no trivial, entonces U es una variedad conexa donde
todos sus puntos tienen estabilizador no trivial por I'. Por el corolario del
teorema de Newman tenemos que I' es infinito, lo que contradice que
I' sea el grupo finito asociado a una carta orbifold. Luego x no puede ser un
punto interior a Xp. O]

2.3. Ejemplos

Veamos unos cuantos ejemplos de orbifolds para afianzar ideas. Empece-
mos por el caso trivial de orbifold, que son las variedades.

Proposicién 2.3.1. Un orbifold O con Xy = () es también variedad, es decir,
un atlas orbifold sobre Xy es un atlas de variedad topoldgica del espacio
subyacente Xp.

Reciprocamente, una variedad M tiene estructura de orbifold tal que
Y = 0, es decir, un atlas de variedad puede ser interpretado como un atlas
de orbifold siendo todos los grupos asociados a las aplicaciones plegadoras
de las cartas triviales.

Demostracion. Si todos los puntos del espacio subyacente son regulares, en-
tonces todas las cartas orbifold (¢ : U — U,T") son también cartas de variedad
¢:U=U/T = U. Porque I' = {1} y U = U/{1}. Es decir, ¢ : U = U
es homeomorfismo, con U abierto de R” y U abierto de Xop. Y por tanto el
atlas de orbifold es atlas de variedad sobre el espacio subyacente Xp.

La segunda parte es igual de facil. Considérese un atlas maximal sobre
una variedad, que sera de orbifold ademas de atlas de variedad. O

Nota. Existen orbifolds cuyo espacio subyacente es una variedad pero no
todos sus puntos son regulares. Como es el caso de la funda de almohada en
el ejemplo [2.3.5]
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Hay variedades y orbifolds que pueden verse como cocientes (globales) de
otras variedades por ciertos grupos. Estos son significativos porque aparece-
ran en el estudio de grupos cristalograficos. Veamos la siguiente coleccion de
ejemplos de grupos de simetria actuando sobre el plano euclideo.

2.3.1. El toro y la botella de Klein

Consideremos el grupo Z? actuando sobre E? mediante traslaciones, es
decir, (1,0) - x = x+ u,(0,1) - x = x + v, con u, v vectores linealmente
independientes de E2. Este es uno de los grupos cristalogrificos que busca-
mos clasificar. Sea ¢ : E? — [E?/Z? la proyeccién de paso al cociente, con
[E?/7Z? = T? el toro. Uno estarfa tentado a decir que ¢ es una carta orbifold
que cubre todo el toro, pero algo falla: el grupo asociado Z? es infinito.

R A s

}T TOROT TCROT TOROT
—_—— >

}T TOROJ‘ TOROT TORoy

}y TOROT TORO]‘ TOR@}

Figura 2.1: El toro como cociente E? /Z2.

Para darle al toro estructura orbifold no nos queda mas remedio que tomar
varias cartas con grupo asociado trivial, es decir un atlas de variedad usual
como en la proposicion [2.3.1] Pero no es absurdo querer cubrir el toro con la
proyecciéon E?/Z2, de hecho esa idea se formaliza mediante los recubrimientos

de orbifolds que veremos en la seccién 2.4 Y lo mismo ocurre con la botella
de Klein.

La botella de Klein se obtiene habitualmente identificando los lados opues-
tos de un rectangulo, un par en el mismo sentido y el otro en sentido opuesto.
Podemos teselar el plano moviendo ese rectangulo por traslaciones 7 en di-
reccion perpendicular al par de lados emparejado en el mismo sentido, y
reflexiones con deslizamiento o en direccién perpendicular al par empareja-
do en sentido opuesto. Estas simetrias generan un grupo infinito GG, que al
cocientar el plano por él volvemos a obtener la botella de Klein. De hecho el
grupo G es también cristalografico, denominado X x o pg en la tabla|3.3] Por
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XK N
RN
KRN

Figura 2.2: La botella de Klein como cociente E?/G.

lo tanto nos beneficiard estudiar la botella de Klein E?/G de la misma forma
que el toro E?/Z?: como orbifolds. Precisamente, como orbifolds recubiertos

por T? (véase el ejemplo [2.4.9)).

2.3.2. Espejos y bordes

En el espacio euclideo E™ consideramos el grupo G = {1,0x}, siendo
ou la reflexién respecto de un hiperplano H. El espacio M := E"/G = R"
tiene estructura de variedad con borde, donde OM = H. Pero ademas tiene
estructura de orbifold, ya que las cartas de variedad en el borde pueden
tomarse como orbifold: en vez de tomar h: V' — U con V abierto de R} con
puntos de borde, tomamos ¢ = hop: U — U siendo p : U — U/G = Vel
paso al cociente y U = V Uay (V) abierto de R”. Ademés, el espacio anterior
puede cubrirse con una sola carta ¢ : E" — E"/G, ya que G es finito. Gracias
a esta idea, tenemos el siguiente resultado.

Proposicion 2.3.2. Cualquier variedad con borde M puede ser dotada tam-
bién de estructura de orbifold, siendo su borde como variedad el lugar singular
como orbifold ¥, = OM, con grupos locales con una reflexion G = {1,0}.

En la terminologia de Thurson y Conway, un punto de borde visto como
parte de un orbifold se suele llamar punto de espejo para distinguirlo de la
estructura de variedad con borde.

Nota. Para evitar confusiones se omitira el concepto de orbifold con borde,
donde lo tinico que cambia es que los abiertos U se toman en R? . Esto podria
dar lugar a malentendidos, confundiendo 0O con Xsp o con 0Xp. Ademas,
no se necesita para la clasificacion de los grupos cristalograficos. Por lo que
nos limitaremos a trabajar con orbifolds sin borde, pudiendo ser el espacio
subyacente de alguno de ellos una variedad con borde (espejo).
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2.3.3. (M, G)-orbifolds

Dado un grupo G que actia sobre una variedad M, nos planteamos dotar
de estructura de orbifold al espacio cociente M/G. Lo llamaremos también
(M, G)-orbifold. Empecemos con unos lemas.

Lema 2.3.3. Dada una variedad M y un grupo de automorfismos G que
actia de forma propiamente discontinua, tomemos un punto £ € M y un
entorno U de Z. Entonces existe un abierto & € U; C U, que podemos elegir
conexo, cumpliendo las siguientes condiciones:

» gU; = U;, para todo g € Gj.
» gU;NU; =0, para todo g € G — Gj.

Demostracién. Vamos a construir el entorno Uz y comprobar que cumple lo
que queremos. En virtud de la proposicién [[.1.21] la accién de G es wande-
ring ya que actia de forma propiamente discontinua. Por lo tanto, existe un
entorno abierto U de Z contenido en U tal que S = {g € G : gUNU # 0}
es finito. Ademas podemos elegir U conexo queddandonos con la componente
conexa que nos interesa. Luego {g;}¥., = & — G es finito. Y podemos se-
parar por abiertos disjuntos € V; de cada imagen ¢;& € U;, por ser M de
Hausdorff. Asi reducimos U al entorno abierto

k
V=Un(Ving'Uy)).
i=1
Definimos U; = Ngecs 9V5 que es un entorno abierto de Z, por ser intersec-
cion finita de entornos abiertos. Lo hemos obtenido reduciendo el entorno
original sucesivamente U O U D V O Uj;. Comprobemos que cumple las dos
propiedades que queriamos ver. Si g € Gz, entonces

gUs = ) ghV = () hV = Us.
heGz heGz

Ya que g permuta los elementos del grupo estabilizador. Si g ¢ S, entonces
gV NV =0.Y puesto que Uz C V, deducimos gUz N Uz = ). Por tltimo, si
g; € S — Gz, entonces

Dado que Us CV; ﬂg{lUi. ]

Lema 2.3.4. Dada una variedad M y un grupo de automorfismos G que
actia propia y discontinuamente, entonces la aplicacion p : M — M/G de
paso al cociente es abierta. Ademés, M /G es Hausdorff y cumple el segundo
axioma de numerabilidad.
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Demostracion. Para ver que p es abierta, tomamos un abierto U de My
comprobamos que p(U) sea abierto. Lo que equivale a que p~'(p(U)) sea
abierto, por ser p aplicacion cociente. Como la relacién de equivalencia del

cociente es la inducida por la accién de G, tenemos que

p ' (p(0) = gU.

geG

Y dado que G < Aut(M), cada conjunto de la unién es abierto, por serlo U.
Luego p~'(p(U)) es abierto, que equivale a que p(U) lo sea.

Hemos probado que p es abierta. Veamos que M/G = p(M) cumple el
segundo axioma de numerabilidad por cumplirlo M y ser p sobreyectiva y
abierta. Sea B una base numerable de M. Entonces B = {p(B) : B € B} es
base numerable de M /G, ya que cubre M /G por abiertos y cualquier abierto
U de M/G cumple que p~(U) = U,c; By, con B; € B, luego tenemos que
U =pp ' (U)) = pUic; Bi) = Uies p(Bi), con p(B;) € B.

Veamos por tltimo que M /G es de Hausdorff. Para dos puntos distintos
z,y € M/G existen z,7 € M tales que p(Z) = x y p(y) = y. Luego = # 3.
Como M es localmente compacto y Hausdorff podemos separar & de ¢ por
entornos compactos disjuntos U, V. El compacto K = UUV cumple, por ser
la accion de G propiamente discontinua, que el siguiente conjunto es finito:
{9€G:gKNK #0} ={g:}_, Como ¢;& # gy, podemos separar ¢;& de §
por abiertos disjuntos Ui, ‘7; respectivamente. Por lo tanto

U=0n(Ng0), V=Vn(7

i=0 =0

son entornos disjuntos de Z, § respectivamente, tales que gU NV = () para
todo g € G. Luego p(U), p(V) son entornos disjuntos de x e y, por ser p
abierta. O

Teorema 2.3.5. Si M es una variedad topoldgica n-dimensional y G es un
grupo de automorfismos que acttia propia y discontinuamente, entonces M /G
tiene una estructura natural de orbifold topolégico n-dimensional.

Demostracion. Escribiremos p : M — M /G para denotar la aplicacion de
paso al cociente. Usaremos la notacién « € M/G y & € M para puntos de
la fibra de z. Y los entornos construidos como en el lema [2.3.3] se designaran
Uz, con U, := p(Ux)

El espacio cociente M /G sera el espacio subyacente sobre el que defini-
remos la estructura de orbifold. Gracias al lema , ya tenemos que M /G
es Hausdorff y satisface el segundo axioma de numerabilidad. Por lo tanto,
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el resto de la prueba se dedicard a la construccién de un atlas orbifold sobre
el espacio topologico subyacente M/G. Veamos primero que todos los pun-
tos tienen carta orbifold U, contenida en cada entorno abierto U y después
comprobaremos la compatibilidad.

Escojamos entonces un punto x € M/G y 7 en su fibra p~*(z). Queremos
construir una carta orbifold contenida en el entorno abierto U de x. Sea
U C p~Y(U) un entorno abierto de # € M homeomorfo a un abierto de R™.
Aplicando el lema [2.3.3 tenemos garantizada la existencia de un entorno
conexo U; de Z contenido en U que cumple lo siguiente:

» gU; = U;, para todo g € Gj.
» gU; NU; = 0, para todo g € G — G;.

» Existe o : W — U; homeomorfismo, con W abierto de R”. Dado que
Uz C U son abiertos de M.

Por las propiedades de U; tenemos que U, := p(Ux) = Uj/G &~ Ux/Gm
Donde consideramos G < Aut(U;) restringiendo el dominio de sus elementos
al entorno. Y entonces tenemos que ¢ = po ¢ : W — U, es una aplicacién
plegadora, con T', := {¢"togoyp : g € Gz} < Aut(W) grupo local de x
asociado, que es isomorfo a Gz. Luego (¢ : W — U,,I';) es una carta orbifold.
En el diagrama se pueden ver con mayor claridad las aplicaciones p,,

h, inducidas por la aplicacion plegadora ¢.

W —2 .

J x E)U (2.4)

W/T, — U, = U,/G;

Nétese que la coleccién de abiertos i = {U, CU : v € U € Tayyc} en M/G,
asociados a aplicaciones plegadoras, cumple la siguiente propiedad: dado un
punto z € U, NV, podemos construir un entorno W, € U y una aplicacién
plegadora, con z € W, C U, NV,. Esto se consigue aplicando de nuevo el
lema y la construccién que acabamos de hacer. De hecho U es una base
de abiertos para la topologia de M/G. Y cada abierto basico U, forma parte
de una carta fundamental (¢ : W 2 Uz — U,,T',) de algiin punto = € M/G.

Una vez visto para la coleccion U, tenemos que ver que la coleccion de
aplicaciones plegadoras A = {(¢ : W = U; — U,,TI'.)}u,eu satisface la
definiciéon de atlas orbifold para terminar la demostracion. Es decir, falta ver
que hay compatibilidad entre las cartas de A.
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Sean U, C V, abiertos de U que tienen respectivamente cartas de orbifold

(s : W; 2 Uz = Uy, Ty) y (p; : W; = \7g — V,,I'y) donde W;, W; son
abiertos de R™. Sabemos que p~*(U,) C p~*(V,). Ademds, como gUsz v f/g son
conexos para todo g € G, debe existir algin o € G tal que oU; C f/g Gracias
a la existencia de ¢ € GG, podemos construir las siguientes aplicaciones: Por
un lado

inj Uz — ‘7y
es una inmersion topolégica dada por 1%(2) = ¢Z para todo Z € U;. Por otro
lado

.fij : Gj; — GQ
es un monomorfismo de grupos dado por fij(g) =ogo~t. Ya quesi g € Gz,
entonces ogo ! € 0Gzo ! = Goz < Gy, ya que 0 € \N/g Estas aplicaciones
con tilde inducen las aplicaciones sin tilde necesarias para la compatibilidad
de cartas de orbifold. Es decir,

Yij 2 Wi = W

es una inmersién topolégica dada por ¥;;(w) = ¢; ' 0 1y 0 p;(w). Se puede
ver en el diagrama conmutativo (2.5) como se relacionan estas aplicaciones
continuas.

W, ®i ﬁf{; P U,

Jwij J%‘ j (2'5)

¢ T p
W Vi Uy
Por otro lado, la aplicacion sin tilde
fZ] : Fz — Fy

es un monomorfismo de grupos definido como fi;(7) = fij(¢; ' 0 go ¢;) =
90]'_1 o fij(g) op;. Yaque I', = {p; ' ogoyp; : g € Gz} y de la misma forma
r,= {goj_l ogow;: g€ Gy}. Se puede ver en el diagrama conmutativo ([2.6))
cémo se relacionan los morfismos de grupos.

FxLFy

:%T %]T (2.6)

Con estas aplicaciones asi definidas, tenemos que ¢; = ¢; 0 15, ya que si
tomamos w € W;:

¢i(w) = plpi(w)) = p(owi(w)) = (pow;) 0 @) (opi(w)) = ¢; 0 hij(w).
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Veamos por tltimo que 1);; es equivariante respecto de f;;. Dados w € W;
vy =¢; ogoy; €', es decir, g € G;. Entonces se tiene

Vi (w) = @5 H(owi((p; ogop:)(w))) = (@) to(oogos™)ow;)(¢; togop;)(w)
= (07" 0 fij(9) 0 ;) (05" 0 Ui 0 i) (W) = fij (V)i (w).

Como hemos visto que ¢;(w) = ¢; 0 ¥y (w) v Vi (Yw) = fi;(7)i;(w) para
todos w € W; y v € T, tenemos que el diagrama (2.2)) de la definicién
conmuta.

W, =2 U, U, =2U;/G: = W;/T,
Jﬂ’ij \Mij }Z)” \
W, —1 V; . Vil fis(Gs) ——— V, 2 V3/G; = W, /T,
W
¢;j

(2.7)

Asi concluye la demostracién. Hemos podido dotar a M /G de una estructura
de orbifold.

O

Corolario 2.3.6. Si M es una variedad topoldgica n-dimensional y G es un
grupo de automorfismos que actiia de forma libre y propiamente discontinua,
entonces M /G es otra variedad topolégica n-dimensional.

Demostracidn. Sabemos que M/G tiene estructura de orbifold por [2.3.5 Pe-
ro como (G actua libremente, los estabilizadores de cada punto son triviales.
Luego Xy = 0, y por la proposicién tenemos que M /G es una varie-
dad topologica. O

2.3.4. La mesa de billar y esquinas

Tomemos un rectdngulo R en E2. Sea G el grupo generado por las re-
flexiones respecto de las rectas del rectangulo R. Entonces GG es un grupo
cristalografico, ya que es discreto porque el estabilizador de cada punto del
plano es finito y la 6rbita de cada punto es discreta (teorema , y T(Q)
es isomorfo a Z2. En la tabla el nombre de G es 2222 o pmm.

Tenemos que el espacio cociente E?/G es homeomorfo al rectdngulo con
borde, R, que tomamos inicialmente, a su vez homeomorfo a un disco ce-
rrado. Pero si consideramos la estructura natural de orbifold de E?/G del
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teorema [2.3.5] nos queda algo distinto a un disco. El lugar singular del orbi-
fold O = E?/G es todo el borde de Xp = R. Nétese que el espacio subyacente
X es una variedad con borde. Todos los puntos singulares de O son de es-
pejo salvo los cuatro vértices del rectangulo R, estos cuatro tienen por grupo
local a D5, el grupo diédrico de 4 elementos. Los puntos singulares de este
tipo se llamaran puntos de esquina (de orden 2).

De esta forma, la estructura de orbifold de E?/G distingue perfectamente
entre los puntos regulares, los especulares y las esquinas. Una imagen mental
de este orbifold es una mesa de billar: un rectangulo donde los lados y los
vértices hacen rebotar las bolas de billar.

Figura 2.3: Mesa de billar.

El ejemplo de la mesa de billar sirve para tener una idea intuitiva sobre
los puntos de espejo y de esquina. Las singularidades de este tipo tienen
reflexiones en sus grupos locales y se encuentran en el borde del espacio
subyacente.

2.3.5. La funda de almohada y conos

Si G es el grupo que hemos visto en el ejemplo anterior, el subgrupo G
de movimientos directos también es cristalografico, ya que Gt < G sigue
siendo discreto y T(GT) = T(G) es isomorfo a Z2. De hecho, el grupo G*
estd generado por giros de orden 2 en torno a los vértices del rectdngulo R.
Como luego veremos, el nombre de G en la tabla es 2222 o p2.

Mientras que R es dominio fundamental de G, para obtener un domi-
nio fundamental de G podemos tomar dos copias adyacentes de R como
marcan las rectas negras en la figura . Luego el espacio cociente E?/G™T
es homeomorfo a la esfera S?, ya que se estan identificando los bordes del
dominio fundamental segiin indican las flechas.
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El orbifold P = E?/G™ tiene a la esfera como espacio subyacente. Ade-
mas tiene cuatro puntos singulares con grupo local Cs, ciclico de orden 2.
Los representantes en el plano de los cuatro puntos de ¥p se pueden ver
coloreados en la figura [2.4] Llamaremos puntas de cono (de orden 2) a las
singularidades de este tipo.

3L 11 IR
2L 71 IR
23RS 127

Figura 2.4: Funda de almohada.

7

Es importante darse cuenta de que, a diferencia de los puntos de esquina,
las puntas de cono estan en el interior del espacio subyacente Xp y no en el

borde (proposicién (3.1.3)).

2.3.6. Orbifolds geométricos

Hasta ahora hemos visto orbifolds topoldgicos, donde se utilizan aplicacio-
nes continuas. Pero para nuestro propésito solo nos interesan las isometrias
de un espacio métrico, por lo que nos restringiremos a ciertos tipos de or-
bifolds. Esto facilitard enormemente deducir ciertas propiedades y eliminara
casos patolégicos.

Definiciéon 2.3.7. Un orbifold diferenciable n-dimensional es un orbifold
topoldgico en el que los elementos de los grupos locales y las aplicaciones de
transicion 1);; son aplicaciones diferenciables C* entre abiertos de R".

Definicién 2.3.8. Diremos que un orbifold topoldgico O = (X/G, A) es un
(X, G)-orbifold geométrico si X es variedad riemanniana y G es un grupo
de isometrias de X que actiia propia y discontinuamente.

Nota. Para lo que nos ocupa, estudiaremos (X, GG)-orbifold geométricos don-
de X serd E2 0 S? y G serd un grupo cristalografico plano o un subgrupo
discreto de O(3).



2.4. RECUBRIMIENTOS DE ORBIFOLDS 41

2.4. Recubrimientos de orbifolds

En esta seccion definiremos los recubrimientos de orbifolds y veremos
alguna propiedad basica. Esto nos sera de utilidad cuando definamos la ca-
racteristica de Euler. Pero primero definiremos lo que es un morfismo de
orbifolds siguiendo el estilo de [Caramello]. Utilizaremos cartas fundamenta-
les, definidas en ([2.1.8)).

Definicién 2.4.1. Sean O y P orbifolds topolégicos. Definimos un morfis-
mo de orbifolds f : P — O como una aplicacién continua f : Xp — Xo
que admite un levantamiento local compatible en cada punto. Esto es,
para cada x € Xp se satisfacen las siguientes condiciones:

= Existen cartas fundamentales (¢ : U — U,T,)dexy (¢ : V = V,Tj)
de f(z) con f(U) C V.

» Existen un morfismo de grupos f, : I'y — I'f,) y una aplicacién con-
tinua f, : U — V tales que f, es equivariante respecto de f,, es decir,

Fo(v) = Fo(0) Ju(§), %5 € U, ¥y € T,.. Y el diagrama (2.8) conmuta.

U,y
s » (2.8)

f
U——YV
Un morfismo de orbifolds es un isomorfismo si existe un morfismo que es su
aplicacion inversa. Es decir, al componer las aplicaciones en ambos sentidos
se obtiene la identidad.

Teorema 2.4.2 (La categoria de los orbifolds). La identidad y la composi-
cién de morfismos de orbifolds son morfismos de orbifolds.

Demostracion. En primer lugar, idp es una aplicacién continua en el espacio
subyacente. Ademas, para cada punto z € X induce en cada carta funda-
mental (¢ : U — U,T,) las aplicaciones id, : [y — I, y id, : U — U, que
cumplen todas las hipdtesis de la definicion por ser aplicaciones identidad. Y
trivialmente la aplicacion identidad es morfismo de orbifolds.

En segundo lugar, dados los morfismos f: O — Py g: P — Q, veamos
que gof : O — Q es morfismo de orbifolds. Estéa claro que gof : Xpp — Xg es
una aplicacién continua. Veamos que en cada punto se tiene un levantamiento
local compatible.
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Tomemos = € Xp, con f(z) =y € Xpy gly) =2 € Xg. Como fyg
son morfismos de orbifolds, tenemos que existe una pareja de cartas funda-
mentales (¢, U,T';), (¢1, V4,1y) (resp. (¥, Va,Ty), (x, W, T',)) que inducen un
levantamiento compatible para f (resp. g).

0L
bbb e
— W Vo == W

Para simplificar las cosas, I'y,I'y, ', representan los grupos locales de cada
punto moédulo isomorfismo. Nétese que g, o f» no estd bien definido, por
lo que buscaremos entornos mas pequenos para poder definir g, o fo. Asi
podremos unir los diagramas conmutativos y tener un levantamiento
local compatible de go f en x.

Como vimos en el lema 2.1.7, existe y € V3 C V3 NV, de una carta
fundamental de y dada por (v5 : Vs — V5, T y)- Sea Uy = Myer, 'yf L(Vs),
que es un entorno abierto de ¥ = ¢~!(x) invariante a todos los elementos
de T',. La restriccién de los elementos de la carta (¢ : U — U,T',) a este
nuevo abierto nos da otra carta orbifold (¢ : Uy — Up, T';). De esta manera,
redefinimos f, y gy como f$| by ¥ Gy © V32 (32 es la inmersién de cambio de
carta). Luego g, o fs 1 Uy — W es una aplicacién continua. Y obtenemos el
diagrama conmutativo - deseado.

Us Vs W
J o ng JX (2.10)
Uy — Vs —2 W

Ademaés, los morfismos de grupos f;, g, permiten definir el morfismo
gyo Jo:Tw = 120 Y gy o [, es equivariante respecto de gy o f.. Ya que, dados
u € Uy, v € I', tenemos que

Gy © fx(’yﬂ) = gy(fx(’)/)ﬁc(a)) =gy o fo(7)gy 0 fx(a)

Queda probado que existe un levantamiento local compatible para cada punto
x € Xo. Por lo tanto, la composicion de morfismos de orbifolds es de nuevo
morfismo de orbifolds. O

Corolario 2.4.3. Sean dos orbifolds isomorfos O = P y sean los puntos
x € Xo, y € Xp emparejados por el isomorfismo de orbifolds. Entonces los
espacios subyacentes son homeomorfos Xp = Xp y los grupos locales son
isomorfos I'y ~ T',.
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Demostracion. Sabemos que existen los morfismos de orbifolds f: O — Py
g:P — Otalesque f(z) =y, gof =idoy fog = idp. El teorema 2.4.2) ase-
gura que las aplicaciones anteriores son morfismos de orbifolds. Luego esta
claro que los espacios subyacentes son homeomorfos. Ademas, los levanta-
mientos locales compatibles son de la forma g, o f» = id,. En particular, los
morfismos de grupos asociados son g, o f, = idr,, f; o g, = idr,. Por lo que
los grupos locales son isomorfos. ]

Definicién 2.4.4. Un recubrimiento de orbifolds es un morfismo de orbi-
folds sobreyectivo p : P — O tal que todo punto z € X tiene un entorno
abierto U que esté bien recubierto por p. Un abierto U estéd bien recubierto
por p si existe una carta orbifold (¢ : U—U, I') que cumple las siguientes
condiciones:

» La imagen inversa p~'(U) = U,c; U; es unién disjunta de abiertos
de Xp, que llamaremos hojas.

» Cada hoja U; admite una carta de la forma (¢; : U — U;,T';), con
I < Ty tal que el diagrama (2.11]) conmuta.
g g

b s (2.11)

U, =2U; —— U=U/T

Cuando la fibra p~!(z) de los puntos regulares x consta de r € N puntos,
decimos que p es un recubrimiento de r hojas. Si la fibra de cada punto
de O es finita, diremos que esta finitamente recubierto por P.

Nota. Dado el diagrama y A C U, tenemos que p~'(A) NU; =
di(¢~(A)). Para comprobarlo nétese que ¢ = p o ¢;, siendo todas ellas
sobreyectivas. Esto serd utilizado en el lema [2.4.5] También es importante
notar que en ambos resultados se utilizara la misma construccion de cartas
fundamentales.

Veamos que el nimero de hojas de un recubrimiento de orbifolds esta bien
definido. Es decir que el cardinal de cada fibra, si son finitas, es el mismo
para todos los puntos regulares (proposicion [2.4.6)). Pero antes probaremos
un lema.

Lema 2.4.5. Sea p : P — O un recubrimiento de orbifolds. Sea U un abierto
de X bien recubierto por p. Entonces para cualquier z € U existe una carta
fundamental (¢ : V>V, [';) con V' C U bien recubierto por p. Ademés 1
descompone, en cada hoja del recubrimiento p, como en el diagrama .



44 CAPITULO 2. ORBIFOLDS

Demostracién. Sea (¢ : U — U,T) una carta en O bien recubierta por p.
Luego tenemos que existen las cartas en P (¢; : U — U, I[';) para cada hoja
U; en Uie; U; = p71(U) y cumplen el diagrama . Tomemos una carta
fundamental (1) : V' — V,I',) de z como las construidas en el lema m

y Es decir, se cumple que

= V C U es abierto conexo de Xp,

» V C U es abierto conexo de R”,

= =9y y v (z) = {7},

» [\, =TIz < T, siendo I', el grupo local de = en la carta v y I'; el
subgrupo estabilizador de T en I,

. g‘N/:f/paratodogEny
= gV NV =0 paratodo g €T —T,.

Veamos ahora como construir una carta para cada hoja tal que cumpla
el diagrama . Pero primero hay que ver cudles son las hojas de V.
Obsérvese que ¢~ !(z) = {Z} pero ¢~!(z) =T - 7, la érbita de Z. Y por las
propiedades de V enumeradas, tenemos que o~ (V) = Uger gV C U es unién
de abiertos conexos, iguales o disjuntos dos a dos. De hecho, definiendo G
como un conjunto formado por un representante de cada clase por la izquierda
de T', en T', tenemos que ¢~ 1(V) = Ugeg gV es unién disjunta de abiertos
conexos. Y para cada ¢ € I se cumple que

oi(J gV) = (¢ (V) =p (V)N UL

geg

Definamos ahora 1;, = ¢; 0 g : V. — ¢;(gV) = gV /T; para cada idice
i € I'y cada g € T'. Donde de hecho gV /T; = gV /T; N Tz, ya que el resto
de elementos de T; envian gV a otro abierto disjunto. Definamos también
el grupo I';, := ¢ (I NT,z)g = (¢97'Tig) N Tz, que es subgrupo de T',.
Sea Vi, = qﬁi(gf/) C U;, abierto conexo de Xp. Entonces tenemos que la
aplicacion plegadora (v; 4 : V=V g+ Lig) es una carta en P. De hecho es una
carta fundamental para x;, = ¢;(¢%), ya que V es conexo, 1);, ) (wig) = {7}

y I'i g deja T fijo.

Como se puede ver en el diagrama ([2.12)), a partir del diagrama cuadrado
exterior hemos obtenido el cuadrado interior, siendo ambos conmutativos.
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Luego V' esta bien recubierto.
idg
e N —
idg
" f" ﬁ’ s (212)

U, 20U «—— VT, 2V, 2 VEV/T, — UZU/T

W

O

Nota. Gracias al lema [2.4.5 sabemos que los entornos abiertos V' de x bien
recubiertos de las cartas fundamentales de = forman un sistema funda-
mental de entornos de x en Xp.

Proposiciéon 2.4.6. Sea O un orbifold conexo recubierto finitamente por
p : P — O. Supongamos que o € Xp — Xp tiene r puntos en su fibra
p~ (o). Entonces todos los puntos regulares tienen r puntos en su fibra.
Ademas, para cualquier x € Xy tenemos la siguiente ecuacion:

= ¥ = ¥ e (213)
(x) 7%

zep~H(x zep~(x)

Nota. Los grupos locales son finitos por la definiciéon de orbifold y la suma
es finita por estar O finitamente recubierto. Nétese también que el indice
de I'; en I', solo tiene sentido cuando consideramos I'; < I',. Para ello, se
pueden tomar cartas (¢ : U — U,T) de 2y (¢; : U — U;,Ty) de & como en
el diagrama . Es decir, se toma U bien recubierto por p.

Demostracion. Sea x € Xp, llamemos s(z) a la suma (2.13) asociada a ese
punto. Nétese que si x es regular en O, entonces T € p~!(z) lo es en P, ya
que I'; < T, en alguna carta bien recubierta. Ademas se tiene que

s(e)= > [Mo:Tsl= 3 {1} {1} =p"(2)l.

zepi(x) zep~H(x)

Sea S, := {z € Xp : s(x) = r}. Tenemos que s(zg) = |p~*(zo)| = r, por
hipotesis. Luego xy € S,.. Si conseguimos ver que S, es cerrado y abierto en el
conexo Xp, tendremos que Xp = S,.. Asi quedara probada la formula
y en particular el nimero de hojas de un recubrimiento no dependera de un
punto regular arbitrario, como queriamos ver.

Comprobemos primero que S, es abierto en X». No hara falta ver que es
cerrado, porque Xo — S, = U, S5 serd abierto por el mismo razonamiento.
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Téngase en cuenta que Xop = U,ey Sn, por la finitud del recubrimiento.
Tomemos entonces x € S, y veamos que tiene un entorno U contenido en S,.

Si x € S, es regular, tiene una carta fundamental (¢ : U — U, {1}) con
U bien recubierto por p. Es decir, U es homeomorfo a un abierto U de R” y
cumple que p~'(U) = Ul_, Ui con U; = p(U;) = U abiertos de Xp para cada
i. Luego cada punto y de U es también regular con r = [p~!(y)|. Por lo tanto
xr € U C S, prueba que x es interior a 5.

Si por el contrario x € S, es singular, entonces tendra una carta fun-
damental (¢ : V. — V,T,), con I', # {1} y con V bien recubierto por p,
como en el lema [2.4.5 (Siendo p~'(V) = U;_; Vi, s < r y denotando con
(; = V. = Vi,T,,) a la carta de la hoja V;). Si z € V es regular, sean
Zep(2) y 2z € p~(2). Entonces ¢"1(2) = T'- % es su 6rbita por I en V
y también ¢; *(z;) = Iy, - 2. Dado que z es regular, conocemos el niimero
de puntos de su érbita, obteniendo [~'(2)| = |T'| y |[¢; *(2:)| = |Ts,|. Luego
tenemos la igualdad |¢;(¢~1(2))] = [[ : T',,]. Ya que en ¢;(x»"'(2)) hay un
punto por cada clase de I';, en I'. Por lo tanto

S S

s(z) = Ip(2)l = X[ (2))| = D_[Fa : ) = s(@) =1

i=1 =1

Si ahora tomamos y € V singular, podemos tomar una carta fundamental de
y contenida en V' bien recubierta. En dicha carta existirdn puntos regulares
z. Pero como pertenecen a V', razonando como antes, concluimos que

S

r=s(z) = ‘pil(z)’ = Z[Fy Tyl = s(y).

i=1

Y asi queda probado que x € U C S, es un punto interior a S,, sea regular
o singular. O]

Veamos ahora un tipo particular de recubrimiento de orbifolds.

Teorema 2.4.7. Sea M una variedad conexa sobre la que acttia un grupo
G < Aut(M) de forma propiamente discontinua. Sea H < G (luego su accion
también es propiamente discontinua). Entonces p : M/H — M/G es un
recubrimiento de orbifolds. Y si el indice de H en G es finito, entonces p es
un recubrimiento de [G : H] hojas.

Demostracion. Con el objetivo de ver que p es recubrimiento, primero com-
probaremos que es morfismo de orbifolds encontrando un levantamiento local
compatible utilizando un par de cartas fundamentales. Y después probare-
mos que p es recubrimiento de orbifolds, comprobando por ultimo que tiene
|G : H] hojas, de ser finito.
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Trabajaremos con un atlas maximal de cada orbifold, luego contendra las
cartas fundamentales construidas en el teorema Llamaremos a las apli-
caciones de paso al cociente pg : M — M /Gy py : M — M/H. Nétese que
pe = popg. Tomemos z € M y definimos los puntos y = pg(2), * = pa(2),
luego p(y) = x. Podemos tomar (¢ : V' — U,,I';) una carta fundamental de =
como las construidas en [2.3.5] Sean H, < G, los estabilizadores de z, con
G, ~ T, el grupo local de x € M /G y H, ~ T, el grupo local de y € M/H.
Entonces podemos tomar (¢' : V' — Uy, T'), que es carta fundamental de y

a partir de la carta fundamental ¢ de z, donde U, = py(U,). Para verlo mas
claro, estos son los diagramas de las cartas:

vV —F U, vV —2 U,
prx lpH J zx lpc; (2.14)
V/T, —“ U, = U,/H, VT, = U, = U./G.

Donde ¢ es homeomorfismo entre los abiertos V' C R" y UZ C M.
Veamos que p es morfismo de orbifolds topologicos. Obsérvese que te-

nemos que p(U,) = p o pu(U.) = pa(U.) = U,. También sabemos que la
inclusién H, — G induce un monomorfismo p,, : Iy < I';;, como ocurria en
el diagrama . Y la identidad idy es equivariante respecto de p,,, al serlo
trivialmente idg_ respecto de la inclusion H, < G.. Luego el diagrama
conmuta, siendo idy = p,, el levantamiento local compatible. Por lo que p

es morfismo de orbifolds.

o\ U, —> U, | (2.15)

Veamos ahora que cada punto admite un entorno abierto bien recubierto
por p. Para ello, tomaremos el mismo par de cartas fundamentales que hemos
usado. Es decir, veamos que U, esta bien recubierto por p. Recordemos que
Pa = popy, siendo todas estas aplicaciones sobreyectivas, luego tenemos que

p N(U.) = pu(pc(U.) = pu (| 9U.) = U pu(gU.).

geG geG

Donde estos abiertos pH(gUZ) son iguales o disjuntos dos a dos. Nétese que

con el diagrama ([2.15) queda probado que U, = py(U,) es una hoja de U,.
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Veamos ahora que U, := pr(gU.,) es una hoja para todo g € G (pudiendo
darse el caso de que haya hojas repetidas).

Queremos construir una carta (¢ : V' — U,,T'y) que cumpla el diagra-
ma ([2.11) para terminar de probar que U, esta bien recubierto por p. Sea
pg = gop:V — gU,. Claramente es un homeomorfismo, luego ¢, es una
carta de variedad. Ahora, al igual que definimos ¢' = pyop, sea ¢ 1= pgoy,.

v
g ¢
A X‘ (2.16)

Para verificar que ¢;, es una carta de orbifold tenemos que encontrar su grupo
asociado T, < Aut(V). Por definicién de py, sabemos que U, = gU,/H =
gUZ/ng. Siendo H,, = gH,g "' el estabilizador de gz. Luego, de la misma
manera que ¢ induce un isomorfismo entre el estabilizador y el grupo local
H, ~ T, (véase , tenemos que ¢, induce un isomorfismo de grupos
entre el estabilizador H. y el grupo local I, (4.). De forma mas explicita, el
isomorfismo es

Hy, > T, (g2) = @Ql(gﬂzg_l)wg = @_leSO =:T.

Es decir, acabamos de comprobar que los puntos pg(gz) e y = pu(z) tienen
el mismo grupo local en V. Definimos I'y := T',, (4.), ya que es el grupo
asociado a (b; que queriamos. Ademaés, se cumple que I'y =T", < T';, una de
las condiciones de la definicién de recubrimiento.

Vv —* UZ N gUz
J{Pyx JPH J{pgm lPH ( 2 . 1 7)
V/T, L’ U, = UZ/Hz V/T, L Uy = gUZ/HgZ

En el diagrama podemos ver como hemos obtenido una carta para cada U,
a partir de la de U,. Ademés es una carta que verifica el diagrama ([2.11))
porque ) 3

p(dy(V)) = popu(gU.) = pa(U.) = Us.
Luego queda demostrado que U, esta bien recubierto por p.

Supongamos ahora que [G : H] es finito. Veamos que este es exactamente
el nimero de hojas del recubrimiento. Para ello, comprobaremos que p es un
recubrimiento finito (de orbifolds conexos). Y aplicando la proposicién m,
solo hard falta calcular el cardinal de la fibra de un punto regular.
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Si tomamos un punto x € M/G y un entorno U, como los que hemos
construido, tenemos que p~'(U,) = Uyeq Uy Pero esta unién esté formada
por abiertos iguales o disjuntos dos a dos. Sea Z C G un subconjunto de tal
forma que p~!(U,) = Ugez Uy sea unién disjunta. Luego si g # h pertenecen
a Z, entonces Hg # Hh. Ya que de lo contrario se tendria que hg=! € H. Lo
que implica que

Uy = pu(9U.) = pu((hg™")gU.) = pu(hU.) = Uy.

De aqui deducimos que hay |Z| < [G : H] hojas. Por tanto, p es un recubri-
miento finito.

Tomemos ahora un punto zo € M/G regular. Entonces cada punto
de la fibra p~!(xg) es regular en M/H. Si zy € pg'(z0), tenemos igualdades
entre las fibras y las érbitas: pg'(zo) = G- 20 y py' (v0) = H - 20. Sea G C G
formado por un representante de cada clase por la izquierda de H en G,

luego |G| = [G : H]. Ademas, py establece una biyeccién entre G - zy y
p H(x0) = pu(pg'(w0)) = pu(G - 2) = pu(G - 20). Asi podemos concluir que
P~ (z0)| =[G : H]. 0

Corolario 2.4.8. Sea M una variedad conexa sobre la que actia un grupo
G < Aut(M) de forma propiamente discontinua. Entonces p : M — M/G
es un recubrimiento de orbifolds. Si el orden de GG es finito, entonces p es un
recubrimiento de |G| hojas.

Demostracion. Es un caso particular del teorema anterior, donde H = {15}.
O

Figura 2.5: El toro cubre con 2 hojas la botella de Klein.

A

— m .~ [ m .

A
A
A
?

W T v T v | T
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Ejemplo 2.4.9. Retomemos el ejemplo [2.3.1] Como habiamos visto, el toro
se puede ver como E?/Z? y la botella de Klein como E?/G. Siendo G el grupo
cristalografico pg = x x segun la notacién de la tabla [3.3]

Gracias al corolario[2.4.8 podemos decir que el plano recubre con infinitas
hojas a la botella de Klein y al toro, como cocientes de grupos cristalograficos.
Es mas, puede darse el caso de que Z? = T(G) < G con indice [G : Z?] = 2,
el teorema nos da un recubrimiento de 2 hojas del toro sobre la botella
de Klein.

En la figura podemos comprobar que si moviéramos el rectangulo de
la derecha por traslaciones, tendrfamos el grupo cristalogréafico Z?2. Pero como
el motivo periddico tiene mas simetrias, el grupo de simetria del patréon que

hemos generado es G. Y el dominio fundamental de Z? en este ejemplo es el
doble que el de G.

Ejemplo 2.4.10. Recordemos la mesa de billar (ejemplo y la funda
de almohada (ejemplo 2.3.5]). Vimos que si G es el grupo cristalografico tal
que E2/G es la mesa de billar, entonces G < G es también cristalografico y
E?/G™ es la funda de almohada. Nétese que T'(G) ~ Z2, luego E?/T(G) es
el toro.

Por lo tanto, tenemos que T(G) = T(G") < GT < G es una cadena
ascendente de grupos. Y se puede comprobar que los indices son [G : G| = 2,
Gt TGN =2y [G:T(G)] =[G :G'[GT:T(G")] =4.

Esto nos da tres recubrimientos. El toro recubre la funda de almohada
con 2 hojas y la mesa de billar con 4 hojas. Y la funda de almohada recubre la
mesa de billar con 2 hojas. En la figura[3.2] se puede ver que los dominios fun-
damentales de T'(G) estan formados por 4 copias de dominios fundamentales
de G. Y en la figura [3.6| ocurre lo mismo, pero con 2 copias.

2.5. Caracteristica de Euler

Empecemos recordando lo que es una triangulacién de un espacio topolé-
gico X. Después nos centraremos en triangulaciones de orbifolds para definir
la caracteristica de Euler de un orbifold.

Definicién 2.5.1. Un simplice geométrico n-dimensional o es la envolvente
convexa de {ag, ay, ..., a, }, puntos en posicién general en R, con n < d. Los
puntos a; son los vértices de o. Se escribe ¢ =< ay,...,a, >. Dado un
simplice T =< by, ..., by, > tal que {bg, ..., b} C {ag, ..., a,} decimos que 7 es
una cara de 0 o que 7 < ¢. La cara 7 es una cara propia si 7 # o, y lo
denotamos con 7 < 0.
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La unién de las caras propias de o se llama frontera geométrica Fr?(o).
Y el complementario en o de su frontera geométrica se denomina interior
geométrico Int? (o).

Un complejo simplicial geométrico K en R? es un conjunto finito de
simplices geométricos en RY cumpliendo lo siguiente:

s SiT <o € K, entonces 7 € K.

= SioN7#(, entonces 0 N7 es una cara de o y de 7.

El poliedro de K es el subespacio de R¢ formado por la unién de todos los
simplices de K. Lo designaremos por |K]|.

Una triangulacién del espacio topolégico X es un homeomorfismo entre
X y el poliedro | K| de un complejo simplicial K.

Definicién 2.5.2. Una triangulacion de un orbifold O es una triangulacion
del espacio topoldgico subyacente Xp en el sentido usual. Diremos que una
triangulacion de O es compatible con la estructura de orbifold si los puntos
x del interior (geométrico) de cada simplice o tienen el mismo grupo local
I';, que denotaremos entonces I'(c). En otras palabras, para cada ¢ € Ko
existe un estrato X, C Yr(,) de O tal que Int?(0) C X,.

Definicién 2.5.3. Dada una triangulacion compatible K» de un orbifold O,
definimos la caracteristica de Euler de O de la siguiente manera:

, 1
Xorn(0) = 3 (1)) =
0= 2 NG
Nota. Recordemos que si X es un espacio topolégico triangulado por el
complejo K, la caracteristica de Euler de X es

Xt0p<X) = Z <_1)dim(0)‘
ceK
Para distinguir la caracteristica de Euler de espacios topolégicos o de orbi-
folds mantendremos la notacién Xiop, Xorb-

Nota. Téngase en cuenta que la caracteristica de Euler de O depende, en
principio, de la triangulacion elegida. Se podria probar que esto no es asi
desarrollando la homologia y los nimeros de Betti para orbifolds o, de otra
manera, generalizando la formula de Gauss-Bonnet como hizo Satake. Pero
esto excede nuestros objetivos.

Sin embargo si O no tiene puntos singulares, su caracteristica de Euler
coincide con la definida para la variedad Xo: Xorn(O) = Xtop(Xo). Luego
sabemos que Yo, no depende de triangulaciones en este caso. Y en el teo-
rema [3.2.4] veremos que Yo tampoco depende de triangulaciones en ciertos
(X, G)-orbifolds que serdn nuestro objeto de estudio.
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Para poder enunciar el teorema mdgico de Conway [3.3.1]en el siguiente ca-
pitulo vamos a necesitar probar el teorema [2.5.5] Este resultado se demuestra
rapidamente una vez hayamos visto el lema

Lema 2.5.4. Sea p : P — O un recubrimiento de orbifolds de r hojas.
Si O puede triangularse de forma compatible, entonces existen Ko v Kp
triangulaciones compatibles de O y P tales que para todo o € Ko existen
T1y ..y Ts € Kp (con s < r) de manera que

p (IntY (o)) = O Int?(7;).

i=1

Demostracion. Elaboremos, sin escribir todos los detalles, las indicaciones
de [Thurstonll, proposicion 13.3.4] y [Caramellol, proposicion 2.4.2].

Tomemos una triangulacién compatible de O. Podemos suponer que cada
simplice esta contenido en un abierto bien recubierto por p. Ya que si no fuera
asi, por ser compacto, cada simplice puede cubrirse con finitos abiertos bien
recubiertos. Y tras un proceso finito de subdivision baricéntrica conseguimos
que la triangulacion cumpla lo que queremos.

Tomemos o € Ko, que estd contenido en U bien recubierto. Luego cada
hoja U; de U por p tiene una carta (¢; : U — U;, ;) que cumple el diagra-
ma [2.18, Donde (¢ : U — U,TI') es la carta de U tal que I'; < I para cada

indice i.

J@ Jqﬁ (2.18)
U, 20, 2 U=U/T

Llamemos ¢ al conjunto Int?(c), que generalmente no es abierto de Xo.
Entonces ¢~'(c) en U es o bien homeomorfo a ¢, o bien unién disjunta de
copias trasladadas por I' homeomorfas a c. Esto se debe a que el grupo local
de cada punto de c es I'(¢) < T'. Y lo mismo ocurre con ¢;(¢*(c)) en U; para
cada 1.

Las copias homeomorfas a cada celda ¢ de X nos da una descomposicion
en celdas de Xp. Ademas, el grupo local también es constante en los puntos
de cada celda de Xp por tener los puntos de ¢~ !(c) el mismo estabilizador
en I'. Luego solo falta ver que las celdas que hemos obtenido nos dan una
triangulacién de P.

Tomemos U uno de los finitos abiertos bien recubiertos que hemos es-
cogido en las lineas anteriores. El conjunto Ky = {0 € Ko : 0 C U} es
un subcomplejo simplicial de K. Y al pasar de U a U por ¢ tenemos una
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triangulacion de ¢~ !(Ky), por la compatibilidad de Ko. Luego, por la misma
razom, ¢;(¢ ' (Ky)) es una triangulacién de p~' (Ky ) NU; para cada i. Y dado
que los abiertos U cubren Xp, tenemos una triangulaciéon de P al unir todas
las triangulaciones de la forma ¢;(¢~'(Ky)) para cada i y cada uno de los
finitos U escogidos. [

Teorema 2.5.5. Sip: P — O es un recubrimiento de orbifolds (triangula-
bles) de r hojas, entonces

Xorb(P) = TXOrb(O)-

Demostracion. Triangulemos los orbifolds teniendo en cuenta el lema [2.5.4]
Como el interior geométrico de cada simplice estd totalmente contenido en
un estrato, todo punto z € Int?(o) con o € Ko tiene grupo local T', ~ I'(0).
Y lo mismo ocurre con cada T € IntY(7;) en la fibra de z: I'; >~ I'(7). Luego
se cumple la férmula en cada punto de Int?(c). Y entonces tenemos
que

Z|FTZ

Por lo tanto, al recorrer cada o de O estamos recorriendo cada 7 de P. Y
deducimos que
r

T Xorb = —1)dim() = —1)dim(®) — Xorb .
o= 2 VT g = 2 OV ey~ )

ceKp

Acabamos el capitulo con varias definiciones que necesitaremos en los
capitulos 3 y 4.

Definicién 2.5.6. Segtn [Thurstonl], un orbifold O es bueno si puede ser
recubierto por una variedad M (vista como orbifold). Si no se puede recubrir
por una variedad, se dice que O es malo.

Podemos clasificar los orbifolds buenos segin su caracteristica de Euler.
Segun [Thurstonl], los nombres vienen dados segin el tipo de geometria que
admiten los orbifolds.

Definicién 2.5.7. Sea O un orbifold topoldgico bidimensional bueno. Dire-
mos que es

» parabdlico si o, (0) =0,
» eliptico si xom(O) > 00

= hiperbdlico si yo,(0) < 0.
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Capitulo 3

Clasificacion de orbifolds
parabdlicos

Nuestro objetivo es clasificar los grupos cristalograficos GG del plano eucli-
deo E2. Para ello, estudiaremos los orbifolds de la forma E? /G, cuando G es
cristalogréfico. Nos restringiremos por tanto a los (E2, G)-orbifolds geométri-
cos, que de hecho serdn los orbifolds parabdlicos (los buenos con caracteristica
de Euler nula).

3.1. Notacion Conway-Thurston

Empecemos por introducir la notaciéon de Conway y Thurston para orbi-
folds de dimensién 2 compactos. Para ello tenemos que describir los posibles
espacios subyacentes y lugares singulares.

Teorema 3.1.1 (Clasificacién de superficies compactas y conexas). [Kinsey],
teorema 4.17]. Toda superficie S compacta y conexa es homeomorfa a una y
solo una de las siguientes superficies:

» La esfera S* con n > 0 bordes (eliminando n discos abiertos disjun-
tos).

» La suma conexa de g > 1 toros T? con n > 0 bordes.

» La suma conexa de k > 1 planos proyectivos reales P? con n > 0
bordes.

Nota. Gracias a este teorema, cada superficie compacta y conexa S se pue-
de ver como una serie de operaciones (conmutativas y asociativas) que le
hacemos a la esfera S? (médulo homeomorfismo). Estas operaciones son:

95
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» Afiadir un borde quitando un disco abierto S — D2,

» Realizar una suma conexa con el toro S#T?2.

» Realizar una suma conexa con el plano proyectivo real S#P2.
Es importante notar que T?#P? = P2#P?#P? [Kinsey}, lema 4.15].

Teorema 3.1.2 (Clasificaciéon de singularidades en (E?, G)-orbifolds). Un
punto singular z de un orbifold de la forma E?/G, siendo G cristalogréfico,
es de uno de los siguientes tipos:

» Punto de espejo: I', = D; = {1,0} con o reflexién.

= Punta de cono de orden n > 2: I', = C,, el grupo de giros ciclico de
orden n.

= Esquina de orden n > 2: I', = D,, el grupo diédrico de orden 2n, con
n giros y n reflexiones.

Demostracién. Si G es un grupo cristalografico, E?/G es un orbifold con
cartas que tienen asociado un subgrupo finito de £(2). Luego si z es singular,
[, < O(2) es un subgrupo finito no trivial. Y los subgrupos finitos no triviales
de O(2) son exactamente los ciclicos C,, con n > 2, los diédricos D,, conn > 2,
y Dy formado por la identidad y una reflexién (proposicién [1.2.20)). O

Proposicién 3.1.3 (Propiedades topoldgicas de los (E? G)-orbifolds). Sea
O un (E?, G)-orbifold con G cristalografico. Entonces O cumple las siguientes
propiedades:

1. El espacio subyacente X es una superficie compacta y conexa.
2. El orbifold O es compacto y conexo.
3. Las puntas de cono son finitos puntos aislados de ¥¢.

4. Si O tiene puntos de espejo o esquina, estos estan en el borde de Xp.
De hecho, el borde de Xy esta formado exclusivamente por puntos de
espejo y finitos puntos de esquina.

Demostracion. (1) Es facil comprobar que X es una superficie, puede que
con borde. Ya que los puntos regulares y las puntas de cono tienen entornos
homeomorfos a discos del plano. Y los puntos de espejo y de esquina tienen
entornos homeomorfos a un disco del borde de R%. Por otro lado, Xo es
compacto por ser el espacio cociente de [E? por un grupo G cristalografico. Por
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ultimo, X es conexo por ser imagen del conexo E? a través de la aplicacion
continua de paso al cociente. Esto prueba también (2).

(3) Dado una punta de cono x, tomemos una carta fundamental de x y
que denotaremos (¢ : U=, I',). Entonces I', = C,,, lo que implica que
los puntos de U — {p~'(z)} tienen estabilizador trivial. Luego U — {z} solo
contiene puntos regulares. Y dado que {x} = ¥o NU es un abierto del lugar
singular, x es un punto aislado de ¥p.

El subespacio C' de Xy formado por las puntas de cono es discreto. Vea-
mos que ademds es cerrado. Dado 2 € C, tenemos puntas de cono en cualquier
carta fundamental de z. Luego = debe ser una punta de cono (I';, = C,,). Ya
que de lo contrario habria puntas de cono y # x en todas las cartas funda-
mentales de z, lo que significa que I'y, = C,, < T';. Pero I'y = (), estabiliza
y # x por lo que no puede ser subgrupo de I',, llegando a un absurdo. Co-
mo C' es discreto y cerrado en el compacto Xp, C' es compacto y discreto,
concluyendo que es finito.

(4) Como vimos al probar (1), los puntos de espejo y de esquina estan en
el borde de la superficie Xp. Pero ademés son los tnicos, ya que los puntos
regulares y las puntas de cono no pueden estar en el borde.

Para ver que el subespacio de los puntos de esquina E es finito razonamos
como en (3). En toda carta fundamental (¢ : U — U,T',) de una esquina
solo hay puntos regulares y de espejo. Ya que si y € U fuera una esquina
o una punta de cono, I'y = C,, o I'y = D,, no puede ser subgrupo de I';
por tener algin elemento que no deja x fijo. Esto contradice que ¢ sea una
carta fundamental. De esta manera tenemos, como en (3), que F es discreto
y cerrado en X luego finito. ]

A continuacion se define la notacién que Conway y Thurston idearon para
los (E?, G)-orbifolds como se explica en [Conway] o en el articulo [ConwayT].

Definicién 3.1.4. La signatura de un orbifold (si la tiene) es una cade-
na finita de simbolos. Partiendo de S?, que tiene la signatura vacia (sin
simbolos), afiadir un sfimbolo representa una operacién sobre S*:

= o: la suma conexa con un toro T2.

s A > 2: sustituir un punto regular por una punta de cono de orden A.

x: afladir un borde de puntos de espejo.

= ¢ > 2: sustituir un punto de espejo en el borde * que precede a a por
una esquina de orden a.

» X: la suma conexa con un plano proyectivo real P2,
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Un orbifold O tiene signatura si se puede obtener tras un nimero finito de
las operaciones sobre S? anteriores. Las operaciones no conmutan del todo
pero los simbolos de la signatura se pueden ordenar de la siguiente manera:

OO"'OABC"'*(IlblCl"'*angCQ ...... X X...X

La tnica restriccion es que los puntos de esquina han de aparecer después de
un simbolo %, indicando que se encuentran en ese borde.

Nota. Todo (E?, G)-orbifold tiene una tnica signatura, ya que su espacio
subyacente es una superficie compacta a la que se le aiaden finitas puntas
de cono al interior y finitas esquinas al borde (de espejos). Esta descrip-
cién determina un tnico orbifold médulo isomorfismo de orbifolds gracias al

corolario P.4.31

Nota. Todas las superficies compactas y conexas tienen signatura como or-
bifolds y segin el teorema son de la forma o9%™, +"x* o %™, con n > 0,
g,k >1.

Ejemplo 3.1.5. Veamos la signatura de algunos orbifolds conocidos.

» La esfera S? tiene la signatura vacia (). En el capitulo 4 escribiremos
la signatura vacia como 1 o 11, ya que las puntas de cono de orden 1
son puntos regulares.

» El toro y el plano proyectivo: T? = o y P? = x.

= La botella de Klein es suma conexa de dos planos proyectivos, luego su
signatura es: P?#P? = x x.

» La suma conexa de g toros o k planos proyectivos se puede abreviar
como: gH#T? = o9 y k#P? = x*.

= Como comentamos antes, la suma conexa de un toro y un plano pro-
yectivo es homeomorfa a la suma conexa de tres planos proyectivos
[Kinsey, lema 4.15]: ox = x x Xx.

» La funda de almohada (ejemplo [2.3.5)) es una esfera con cuatro puntas
de cono de orden 2, luego en esta notacion se escribe: 2222.

» La mesa de billar (ejemplo [2.3.4)) es un rectdngulo, el borde esté for-
mado por puntos de espejo y cuatro esquinas de orden 2: %x2222.

= El cilindro sin tapas compacto se obtiene afiadiéndole dos bordes a la
esfera: #x.

» La banda de M&bius se obtiene creando un borde en el plano proyectivo
real: xX.
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3.2. Formula de la caracteristica de Euler

La caracteristica de Euler de un orbifold no depende de triangulaciones, y
en esta seccién lo comprobaremos en el caso particular de los (E?, G)-orbifolds
con G cristalografico. De hecho daremos una férmula que relacione
Xorb con la signatura del orbifold. Pero primero recordemos resultados para
la caracteristica de Euler y;op, de superficies compactas y conexas, como se
prueba en [Kinsey].

Teorema 3.2.1. [Doyle, Corolario 1]. Toda superficie compacta es triangu-
lable.

Teorema 3.2.2. [Kinsey] teorema 5.13] La caracteristica de Euler de una
superficie compacta y conexa es un invariante topoldgico, y por tanto no
depende de triangulaciones.

Proposicién 3.2.3. La caracteristica de Euler de una superficie compacta
y conexa es la siguiente:

" XtOP(SQ) =2
" Xtop(X(ossn) =2 —2g —n
. Xtop(X(*nXk)) =2—-k—n

Una vez visto que Xiop € un invariante topolégico para superficies com-
pactas y conexas podemos proceder a probar que Yo tampoco depende de
triangulaciones compatibles en el caso de los (E?, G)-orbifolds.

Teorema 3.2.4. Sea O un orbifold bidimensional que cumple lo siguiente:
» El espacio subyacente X¢ es una superficie compacta y conexa.

= Si X tiene borde, 0Xp esta formado tinicamente por puntos de espejo
y finitas esquinas de érdenes aq, ..., a,,, m > 0.

» Ellugar singular ¥¢ estd formado por los puntos en el borde (si tuviera)
y finitas puntas de cono de érdenes Ay, ..., A,, n > 0.

Entonces Yorb(O) no depende de triangulaciones compatibles y se calcula con
la siguiente formula:

Xorb(O) = Xtop(Xo) — i (1- /11) - ;f: (1- l) (3.1)

=1

La ecuacion (3.1)) se suele llamar formula de Riemann-Hurwitz generalizada.
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Demostracion. Como ya sabemos que Yo, no depende de triangulaciones
p

para superficies compactas y conexas (teorema [3.2.2)), veamos lo que ocurre

al anadir cada tipo de singularidad a una superficie subyacente.

Para empezar tratemos los puntos de espejo. Supongamos que Xp = 0Xp
estd formado por puntos de espejo. Cada componente conexa C' de ¥ es
homeomorfa a S!. Luego toda triangulacién de C tiene el mismo niimero de
vértices que de 1-simplices. Es decir, la suma alternada de simplices en el
borde es nula. Luego si esa suma tuviera un factor § = ﬁ (el orden del
grupo local segtn la definicion también valdria 0. Por lo tanto, no
importa que O sea una superficie con borde o un orbifold con ¥» formado
por puntos de espejo, su caracteristica de Euler vale lo mismo y no depende

de triangulaciones: Xom(O) = Xtop(X0)-

Supongamos ahora que en el borde hubiera también finitas esquinas de
orden aq, ..., a,,. Una triangulacién compatible debe contener cada punto de
esquina en uno de los vértices. Y entonces en la suma alternada de simplices
2.5.3) tenemos el factor 2—(1% = ﬁ en la i-ésima esquina, cuyo grupo local
es D,,. Luego si consideramos la misma triangulaciéon Ko en el orbifold y su
espacio subyacente tenemos que

Xtop(XO) - Xorb(O) = Z (_1)dim(‘7) (1 B : )

ceKo (o)

Y todo se cancela como antes salvo las m esquinas y otros m 1-simplices.
Separemos los sumandos que no se cancelan en dos partes. La primera reine
los vértices y la segunda las aristas de la triangulacion Ko:

m

> (1=

i=1

u 1 1

)+ 0(-3) =53 (1-2).

i=1 i=1 t

1
20/2‘

Por tanto, la caracteristica de un orbifold con puntos de espejo y finitas
esquinas no depende de triangulaciones ya que solo se le han anadido finitas
esquinas a una variedad con borde.

Veamos por ultimo el caso de las puntas de cono. Sea O un orbifold
como el de la hipdtesis. Es decir, hemos anadido n puntas de cono de orden
Ay, ..., A, al orbifold O que teniamos en el parrafo anterior (Xor = Xp),
cuyo lugar singular o consiste en puntos de espejo y esquina. Las puntas de
cono de ' estén en vértices de cualquier triangulacion compatible, y fuera de
0Xor. Luego si O y O tienen la misma triangulacién compatible, de acuerdo
con la definicién [2.5.3] tenemos yorn(O) = Xorb(O') = 31, (1 — A%_), ya que el
orden del grupo local C4, de cada punta de cono es A;.
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De esta manera queda probado que la caracteristica de Euler de orbifolds
que cumplan las hipdtesis de este teorema no depende de triangulaciones y se
puede calcular utilizando la férmula de Riemann-Hurwitz generalizada (3.1]).

]

Nota. Los (E?, G)-orbifolds con G cristalografico satisfacen las hipotesis del
teorema [3.2.4] Lo que nos permite calcular rdpidamente su caracteristica de
Euler. De hecho podemos calcular yo,(0) dada la signatura de O gracias a
los costes de Conway que ahora definimos.

Definicién 3.2.5. (Costes de Conway) Cada simbolo s de la signatura
de un orbifold aporta un sumando —c(s) para calcular la caracteristica de
Euler. El valor ¢(s) se denomina en [Conway| coste asociado al simbolo s.

Tabla 3.1: Tabla de costes.

Nombre Simbolo Coste
Toro o 2
Punta de cono de orden: A %
Borde de puntos de espejo * 1
Esquina de orden: a “2;;
Plano proyectivo X 1

Nota. Si el orbifold O tiene signatura s; - - - s;, entonces su caracteristica de
Euler es

Xorb(O) =2 - C(Sl) e — C(Sl>.

3.3. El teorema mdgico de Conway

En lo que queda de capitulo clasificaremos los grupos cristalograficos G
mediante el estudio de los (E?, G)-orbifolds como proponen Conway y Thurs-
ton. El primer paso es el teorema mdgico de Conway |[Conway], teorema 3.1].

Teorema 3.3.1 (Teorema mdgico para grupos cristalograficos del plano).
Sea O un (E?, G)-orbifold con G grupo cristalografico. Entonces la signatura
de O tiene un coste total de 2. Es decir xom,(O) = 0.

Demostracién. Sea O un (E? G)-orbifold con G cristalogréafico. Entonces po-
demos calcular x,m1,(O) utilizando la férmula de Riemann-Hurwitz genereli-
zada (3.1). Pero teniendo en cuenta que G es un grupo cristalografico, el
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subgrupo de traslaciones T(G) ~ Z? tiene indice finito r en G por el teore-
ma[1.3.4 Esto nos da un diagrama conmutativo formado por recubrimientos

de orbifold.

E2
P (3.2)
) p

T2 =~ E2/T(G E2/G = O

En particular, p es un recubrimiento de » = [G : T(G)] > 1 hojas en virtud
del teorema [2.4.7] Y aplicando el teorema [2.5.5 tenemos que

Xon(0) = ~x(T%) =0,

O

Recapitulemos todo lo que hemos conseguido hasta ahora. Sea G’ un grupo
cristalogrifico y O = [E? /G el orbifold asociado. En la primera seccién de este
capitulo hemos probado que O, médulo isomorfismo de orbifolds, tiene una
Unica signatura de Conway-Thurston. En la segunda seccién hemos dado
una férmula para calcular x,m.,(Q) segun el coste de cada simbolo de dicha
signatura. Como consecuencia del teorema mégico de Conway tenemos el
siguiente corolario.

Corolario 3.3.2. Existe una aplicacion que envia cada clase de isomorfia de
un grupo cristalografico G en la clase de isomorfia de un orbifold parabdlico
compacto y conexo. Es decir, si G ~ H, entonces E?/G = E?/H.

Demostracion. Solo queda por probar que la aplicacién esta bien definida.
Si Gy H son grupos cristalograficos isomorfos, entonces son conjugados por
una afinidad a del plano (ver , es decir aGa™! = H. Veamos que la
afinidad a induce un isomorfismo de orbifolds entre E*/G y E?/H.

Comprobamos que la aplicacién a : E?/G — E?/H estd bien definida,
siendo a(G - z) = H -a(x). Si G-x = G -y, entonces existe g € G tal
que gr = y, luego h = aga™' es un elemento de H tal que ha(x) = a(y) y
entonces H - a(x) = H - a(y). La aplicacion a es biyeccion, ya que su inversa
esa '(H-z)=G-a ' (x).

E2 —*  R2
lpc JpH (3.3)
E?2/G —*— E?/H
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Probemos por tltimo que a es morfismo de orbifolds (definicién , por
lo tanto a~! también lo serd y entonces los dos son isomorfismos. La conti-
nuidad viene garantizada por la propiedad universal de la topologia cociente
de E?/G, ya que a, pg y pg © a = @ o pg son continuas. Y para ver que
cada punto tiene levantamientos locales compatibles, basta con tomar cartas
fundamentales como las del lema [2.3.3] Es decir, restringiendo el diagrama
(3.3) a abiertos U; para cada @ € E2, nos queda el diagrama (2.8) de los
levantamientos locales compatibles. Asi concluye la prueba. O

Para llegar a la clasificacién de los grupos G cristalograficos del plano
vamos a clasificar los (E?, G)-orbifolds. Primero reduciremos las posibles sig-
naturas a 17 en el teorema [3.3.3] Después, en la seccién [3.4] veremos que
efectivamente son orbifolds buenos (estdn recubiertos por el plano E?). Y a
la vez se demostrara que provienen tnicamente de una clase de isomorfia de
grupo cristalografico, no de varias. De esta manera, quedara establecida una
biyeccion entre los 17 grupos cristalograficos y sus 17 orbifolds asociados.

Teorema 3.3.3. Sea O un (E? G)-orbifold con G cristalografico. Entonces
O tiene una de las signaturas de la tabla[3.2]

Tabla 3.2: Los 17 posibles orbifolds parabdlicos.

o

2222 333 244 236
2%x22 3x3 4x2 22%
%2222 %333 %244 %236

*% * X XX 22X

Demostracion. Para ver que solamente 17 signaturas anulan la caracteristica
de Euler hay que comprobar que son las inicas combinaciones de simbolos
con coste total 2. Notese que todos los costes son positivos y que ¢(A) y c(a)
son crecientes, tendiendo a 1y % respectivamente. Separemos la demostracion
en casos.

La primera forma de llegar a coste 2 = ¢(o) es trivial: o (el toro) tiene
caracteristica de Euler nula. Por tanto el resto de signaturas no pueden tener
el simbolo o ya que sobrepasarian el coste 2.

El siguiente caso sencillo son las signaturas con el simbolo X, que tiene
coste ¢(x) = 1. Luego x puede estar una o dos veces. La tnica signatura
posible con dos x es xx. Veamos ahora todas las que tienen un solo x (y
ningin o).
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Si tiene espejos, * X ya alcanza el coste total 2, luego no podemos incluir
puntos de esquina o mas espejos. Por lo que el resto de signaturas con un x
solo pueden tener puntas de cono con coste total 1. La tinica posible es 22x,
ya que 2¢(2)+c(x) = 2-%—1—1 = 2y si tuvieran orden mayor superarian el coste
2. No puede haber solo una punta de cono porque ¢(A) < 1. Tampoco puede
haber tres puntas de cono ya que como minimo tendrian coste 3¢(2) = 2 > 1.

-2
El resto de signaturas no pueden tener X ni o.

Tras este, el siguiente caso mas sencillo es suponer que O no tiene * en
su signatura (tampoco o ni x). Es decir, es una esfera con puntas de cono.
El orden de una punta de cono es A > 2, luego su coste es ¢(A) =1 — % <1
creciente respecto de A. Por lo tanto O debe tener como minimo tres puntas
de cono porque ¢(A) + ¢(B) < 2 para cualquier A, B > 2.

Si la signatura de O es ABC', entonces su coste vale % + % + % = 2.
Simplificando, nos queda la ecuacién 1 = % + % + % Luego las soluciones
son, ordenadas de menor a mayor, las siguientes.

= Si A = 2, entonces % = % + % Si B = 2, no hay solucién a 0 = %

Si B = 3, entonces C' = 6. Y si B = 4, tenemos que C' = 4. Pero si
B = 5, no hay solucién entera. El caso B = 6, C' = 3 ya fue considerado

intercambiando B y C'. Por tltimo si B > 7, C' deberia valer 32—]_32, pero
no es entero ya que % > % =2y BZ—_BQ < 333:26 = 3. Es decir, las

posibles signaturas en este caso son 236 y 244.

» SiA=3y B,C > 3, la minima signatura es 333 y satisface la ecuacion.
Y si B o C fueran mayores, % > % + é Por tanto no se pueden dar
casos de mayor orden A, B,C > 4, ya que entonces 1 > i + % + é

La unica signatura tipo ABC'D es 2222, con 4¢(2) = 2, ya que aumentar el
orden de cualquier simbolo superaria el coste total 2, por ser ¢(A) creciente.
Finalmente, si hubiera n > 5 puntas de cono, > ¢(4;) > nc(2) > g > 2.

El resto de las posibles signaturas deben tener algin * y ningtin o ni x.
Salvo #x, que es valida ya que c¢(x) = 1, las deméds signaturas tiene exac-
tamente un * y puntas de cono o esquinas. Y como pas6 con X, la tnica
signatura con solo un * y puntas de cono es 22x.

Con el mismo razonamiento usado para las signaturas que unicamente
tienen puntas de cono, obtenemos todas las signaturas posibles con solo un
* y esquinas: *2222, %236, %244 y %333. La razon es que al anadir un borde
y sustituir las puntas de cono de orden A por esquinas de orden a tenemos

DA = LA S = 1 )+ Y el
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Y se obtiene la misma ecuacion para las esquinas a; que para las puntas de
cono A;.

Veamos para acabar los casos mixtos: alguna punta de cono y alguna
esquina con un borde *. Estas signaturas no pueden tener mas de una punta
de cono (ya que 22x es la unica posibilidad con dos) ni menos de una, pues
estariamos en el caso anterior. Es decir, busquemos las signaturas de tipo
Axbed- -+ de coste 2 v terminaremos la demostracion del teorema [3.3.3]

Si A =2, entonces Y, = “5;_1 = % Es decir, >, 1 — a% = 1. Y como vimos
en el caso 22x y 22x%, la Unica solucién es b, c = 2, es decir, 2 % 22.

Si A = 3, tenemos que solamente la signatura 3 x 3 es valida. Ya que si
solo hay una esquina:

2 1 1
2 = c(A D)=1+2+(=——).
o(A) +cls) +e(B) =142 + (5~ o)
Es decir, b = 3. Y si hubiera mas de una esquina, c¢(A) + ¢(x) + 3, ¢(a;) >
5 1_ 13
Si A = 4, solo puede haber una esquina por haber aumentado el coste de
la punta de cono respecto del caso anterior. Resolviendo

3 1 1
2=1c(A b)=14+-+4+ (= — =).
c(A) + ) Felh) = 1+ 5+ (5 — o)
Nos queda b = 2. Luego la signatura es 4 x 2.
Si A > 5, por monotonia del coste solo puede haber una esquina y deberia
tener orden menor que 2, que es imposible.

De esta forma hemos agotado todas las posibilidades dividiéndolas en
casos dicotomicos. Hemos enumerado las 17 posibles signaturas de orbifolds
parabdlicos. O

Antes de seguir con la clasificacion de grupos cristalograficos, comentemos
brevemente un famoso teorema que es consecuencia del teorema [3.3.3]

Teorema 3.3.4 (Restriccién cristalografica). [Blancol teorema 9.1]. Si G es
un grupo cristalografico del plano, las rotaciones de G no tienen orden 5 ni
superior a 6. Es decir, deben tener orden 2, 3, 4 o 6.

Demostracion. Si G tuviera una rotacion de uno de estos o6rdenes: 5,7,8, ...,
entonces la signatura de E?/G tendria un simbolo A =5 0 7,8, ... 0 *a con
a=>5,7,8.... Consultando la tabla concluimos que esto es imposible. []
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3.4. Desarrollando cada orbifold

Antes de desarrollar cada orbifold veamos el siguiente resultado. Es im-
portante tenerlo en mente ya que nos ayudara a restringir el tipo de grupo
cristalografico que da lugar a un orbifold.

Lema 3.4.1. Sea G un grupo cristalografico y O = E?/G orbifold.
1. G contiene reflexiones si y solo si la signatura de O tiene algin .

2. Existen a > 2 ejes de reflexiéon de G que se corten en un punto de E?
si y solo si O tiene alguna esquina *a en su signatura.

3. G contiene un subgrupo de giros C'4 alrededor de un punto por el que
no pasan ejes de reflexion si y solo si O tiene alguna punta de cono A
en su signatura.

4. O tiene X en su signatura si y solo si existe una reflexion con desliza-
miento o} € G tal que G, = {1} para todo x € .

5. Sio}, o} € G son reflexiones con deslizamiento tales que [ y L se cortan
en un punto con angulo 6, entonces o/c} € G es un giro de angulo 2.

6. Si o} € G es una reflexion con deslizamiento tal que x € [ tiene un giro
gz~ en su estabilizador G, entonces g, o] es una reflexién en G.

7. Si o} € G es una reflexién con deslizamiento tal que = ¢ [ tiene un giro
gz €n su estabilizador G, entonces g, .07 € G es una reflexién con
deslizamiento o} con [ y L perpendiculares.

Demostracién. (1) Sea o; € G una reflexion respecto de la recta [ en E2. Al
proyectar un punto x de [ cuyo estabilizador es {id, o;} en O, tendremos un
punto de espejo. Y por tanto la signatura de O debe tener algtin *.

Si por el contrario G no tuviera reflexiones, O no tendria puntos de espejo
(ni esquinas). Y por tanto * no aparece en la signatura de O.

(2) Si tenemos que a ejes de reflexién pasan por x € [, entonces G, ~ D,
el grupo diédrico. Es decir, la clase de z en O es un punto de esquina de
orden a. Luego la signatura de O tiene un simbolo *a. Si por el contrario
ningtn eje de reflexion de G se corta en E?, O no puede tener puntos de
esquina *a.

Lo mismo ocurre en (3). Existe x con G, ~ Cy4 siy solo si O tiene un A
en su signatura.
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(4) Supongamos que G contiene una reflexion con deslizamiento o} tal
que G actua libremente en los puntos de [. Tomemos un r > 0 y sea

B, ={x € E* : d(z,l) <}

Podemos tomar r lo suficientemente pequenio para que todos sus puntos ten-
gan estabilizador trivial, ya que G actia de forma propiamente discontinua
y los puntos de [ tienen estabilizador trivial. Entonces la proyeccién de B,
en O es una banda de Mobius. Por tanto, X¢ no es orientable y debe tener
algin X en su signatura.

En el otro sentido, supongamos que O = E?/G tiene en su signatura
algin x. Entonces X es una superficie no orientable que contiene una banda
de Mobius M como subvariedad, por haber llevado a cabo la suma conexa
con un plano proyectivo real. De hecho, como hay finitas puntas de cono se
puede escoger M regular en O. La imagen inversa p~ (M) C E?/T(G) por
el recubrimiento p : E?/T(G) — E?/G de finitas hojas (ver teorema es
una regiéon regular del orbifold o, que es orientable. Los giros y las reflexiones
de G no pueden provocar que el paso de p~' (M) a M pierda la orientabilidad.
Por lo que deben existir reflexiones con deslizamiento en G como hemos
descrito en el parrafo anterior.

(5) Esta claro que el producto de dos reflexiones con deslizamiento es
un movimiento directo. Sera una traslaciéon cuando los ejes de reflexion sean
paralelos. Pero si son secantes con [N L = {z} y dngulo 6, tenemos que existe
un y € E2:

v _u
0,01 = tyoopt, = tvgaf,29tu = Gy,20

(6) El producto g, 07 € G es un movimiento indirecto. Ademas deja fijo
al punto x — %v, por lo que debe ser una reflexiéon.

(7) El producto g, o} es un movimiento indirecto. Si tuviera un punto
fijo y, entonces 0/ (y) = ¢y ~(y). Como = esta en el punto medio entre y y
9xx(y) = 0/ (y), se tiene que = € [, lo que contradice la hipdtesis. Luego
9z~0] no tiene puntos fijos, por lo que es una reflexiéon con deslizamiento.
Ademss, las rectas perpendiculares a [ lo siguen siendo tras aplicar g, .07,
luego una de estas sera el eje L de g, .0}

]

Con estos resultados auxiliares tenemos suficientes herramientas como pa-
ra desarrollar cada orbifold y comprobar que de hecho se obtiene tinicamente
por un grupo cristalografico moédulo isomorfismo.
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El toro: o

El orbifold parabdlico més sencillo es el toro: o. Ya vimos que es parabdlico
en la figura va que E?/Z? da el toro. Veamos que Z? es la tinica opcién
modulo isomorfismo de grupos.

Si la signatura de E?/G es o, sabemos por el lema que G no puede
contener reflexiones, giros o reflexiones con deslizamiento. Esto obliga a que G
sea un grupo cristalografico formado por traslaciones, luego existen t,,,t, € G
que lo generan. Por otro lado, Z? est4 generado por t(1,0), t(0,1)- Entonces existe
a € GL(2) tal que a(1,0) = u,a(0,1) = v y por tanto G = aZa™'.

N

V2N VRN e v

Figura 3.1: o

Los 4 caleidoscopios: %2222, %236, %244, %333

Otra familia de orbifolds parabdlicos E? /G sencilla de desarrollar son los
llamados caleidoscopios: %2222, %236, %244, *333. El nombre se debe a que
son los grupos de simetria que generan algunos caleidoscopios. Su espacio
subyacente es un disco cerrado en cuyo borde se encuentran los puntos de
esquina indicados. No contiene puntas de cono, luego por el lema los
estabilizadores en GG son grupos diédricos de orden 2n > 2 en el borde. Es
decir, G estd generado por reflexiones, ya que los centros de los giros de GG
estdn en la interseccion de ejes de reflexion, y las traslaciones y reflexiones
con deslizamiento de G también se descomponen en reflexiones de G.

Si G cumple que E?/G tiene signatura %2222 (la mesa de billar: figura
, los ejes de reflexion de G en E? son paralelos o se cortan en angulos
rectos. Tomemos una pareja de ejes de reflexién paralelos consecutivos [y, [o
y también otra pareja Li, Ly en la direccién perpendicular. El rectangulo
abierto que encierran estas cuatro rectas es un dominio fundamental de G
(ver [1.3.3). El producto de dos reflexiones paralelas ¢,.;0; (con v L 1) es una
traslacion ty, € G. Luego 4 copias del rectangulo cerrado como se muestra
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en la figura [3.2) forman la adherencia de una regién fundamental para el
subgrupo de traslaciones T'(G).
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Figura 3.2: %2222

Lo que quiere decir que oy,, 05,, 0, Yy 01, generan G. Y el resto de ejes
de reflexién estan equiespaciados, como dicta el rectangulo fundamental que
hemos visto. Por lo tanto tenemos que, salvo proporcién de los lados del
rectangulo y una semejanza, los grupos de simetria con signatura %2222 son
isomorfos. Luego todos los grupos con signatura orbifold %2222 son isomorfos
mediante una afinidad, como queriamos probar.

De la misma manera, los orbifolds %236, %244 y %333 deben ser los aso-
ciados a un grupo generado por reflexiones cuyos ejes forman un triangulo.
Sus dngulos serén (7/2,7/3,7/6), (7/2,7/4,7/4) vy (n/3,7/3,7/3) respecti-
vamente. Luego salvo semejanza, el grupo queda tinicamente determinado. Y
en este caso también podemos asignarle las signaturas %2222, %236, x244, %333
a estos grupos cristalograficos.
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Figura 3.3: %236

La figura es un ejemplo de grupo/orbifold con signatura x236. Po-
demos considerar un dominio fundamental que esté delimitado por ejes de
reflexion y que sea el interior de un tridangulo rectdngulo con un dngulo de %
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(cartabom). Nétese que podemos crear un dominio fundamental para el sub-

grupo de traslaciones T'(G)
formando un rombo.

juntando 12 copias del triangulo fundamental,

En la figura podemos ver un grupo con signatura *244. Un dominio
fundamental que esté delimitado por ejes de reflexion y sea el interior de
un tridngulo rectdngulo isésceles (escuadra) aparece en la parte derecha de
la figura. Con 8 copias de este triangulo obtenemos un dominio cuadrado

fundamental de T'(G).
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Figura 3.4: %244

Por tltimo, veamos en la figura [3.5] un grupo cristalografico con signatura
x333. En este caso un dominio fundamental esta formado por el interior de
un triangulo equildtero. Y 6 copias del tridngulo nos permiten construir un
dominio fundamental hexagonal de T'(G).

Las 4 fundas de alm

Figura 3.5: %333

ohada: 2222, 236, 244, 333

Un orbifold con signatura 2222, 236, 244 o 333 es una esfera con puntas

de cono. Si nos lo imaginam

os en el espacio, puede recordarnos a la funda de
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una almohada (cuadrada o triangular). Veamos que las fundas de almohada
son (E? G)-orbifolds con G cristalogréafico. La signatura de E?/G hace que
los estabilizadores no triviales de G sean subgrupos ciclicos de giros. De
hecho, los giros de GG generan todo el grupo. Ya que si t,, 9,9 € G, entonces
tvGz.0 = 9yy € G y por lo tanto ¢, es producto de giros gy, - gz,—0-

Los subgrupos directos G de los grupos de los caleidoscopios G dan lu-
gar a los orbifolds 2222 (la funda de almohada rectangular: figura , 236,
244 y 333. Esto es porque al quedarnos con los movimientos directos, los
grupos Gt solo contienen traslaciones y las rotaciones donde antes se corta-
ban ejes de reflexién en E2. Luego estos cuatro tipos de orbifold provienen
de grupos cristalograficos. Veamos que salvo isomorfismo, solo hay un grupo
cristalografico que dé lugar a cada una de las fundas de almohada.

Supongamos primero que E?/G tiene la signatura 2222. Es decir, G solo
tiene traslaciones y giros de orden 2. Como G es discreto por ser cristalogra-
fico, los puntos de [E? con estabilizador no trivial Cy forman un conjunto R
de puntos aislados. De hecho, veamos que son un reticulo generado por dos
vectores no proporcionales del plano.

Para probarlo, fijemos x € R y tomemos otro punto y € R. Definimos
el punto z = g, ~(y). Sabemos que el producto g, gy~ = to(z—y) = t €5 una
traslacion ¢t € G. Por lo tanto g., = tg,.t~' € G. Es decir, el punto z
también tiene estabilizador no trivial, luego z € R. Lo que prueba que el
grupo de simetria G(R) de R (definicion contiene a GG, ya que contiene
a sus giros y estos generan G. En particular, el subrupo de traslaciones T'(G)
deja R invariante. Sea {t.,, t.,} una base de T'(G) siendo la norma de ey, e3 la
minima posible y sean v = %el, V= %62. Las traslaciones t,, y t, no pertenecen
a G por no estar generadas por {t,, ., }. Veamos que t, y t, siguen dejando
R invariante. Tomemos = € Ry veamos que t,(z),t,(z) € R. Como t.,, t.,
son traslaciones de G, los productos te, gor = Gtu(a)r ¥ teoGar = Gto(z),r SON
giros de G. Por lo que t,(x),t,(z) € R.

Luego tenemos un par de vectores linealmente independientes {u, v} que
genera el reticulo

R =Athurmo(x) : n,m € Z}.

La inclusion C se deduce de haber elegido e; y e con norma minima. Y la
inclusién DO la da la invarianza de R por {t,,1,}.

Esto nos proporciona un paralelogramo del plano. Duplicandolo, tene-
mos un dominio fundamental de G. Y extendiendo esta construccion de
{tu,tu} a {te,, te, }, tenemos un dominio fundamental del subgrupo de tras-
laciones T'(G) como se puede ver en la figura [3.2]
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~\ ,

Figura 3.6: 2222

Hemos probado que salvo una afinidad que modifique un paralelogramo
fundamental generado por vectores de norma minima, el grupo cristalogra-
fico G que da lugar a 2222 es tnico. Notese que no todos los grupos G que
dan lugar al orbifold 2222 son el subgrupo directo de uno tipo %2222. So-
lamente lo serd si los paralelogramos fundamentales son rectangulos. Esto
contrasta con las otras tres fundas de almohada 236, 244 y 333. Sus grupos
asociados siempre son subgrupo directo de grupos tipo %236, %244 y %333
respectivamente. Veamoslo.

Empecemos con el orbifold 236. Dado un grupo cristalografico G tal que
[E?/G tiene signatura 236, veamos que es el subgrupo directo de un grupo
con signatura *236. De esta forma quedara garantizado que G es tinico salvo
semejanza. Pero antes nétese que los giros de orden 6 de G generan el resto
de giros de G y por consiguiente todo G. Y es que se puede comprobar por
la configuracion de los angulos que para cualquier giro g en GG de orden 3
(resp. 2) existe un giro h de orden 6 en G tal que gh (resp. gh?) es otro giro
de orden 6. Por lo que al despejar g, tenemos que es producto de giros de GG
de orden 6.

Como ahora los estabilizadores de puntos del plano pueden tener orden
2, 3 0 6, sera mejor centrarnos en los de un solo tipo. Veamos que G deja
invariante el reticulo R = {z € E* : G, = Cg}. Para ello, solo necesitamos
comprobar que gR = R, siendo g cualquier giro de orden 6 de G. Sean
z,y € R distintos y g = g, z. Tomemos también los puntos y, = 7*(y)
para k = 1,...,5. Entonces tenemos que gk(gy%)g_k = gy, = € G. Es decir,
G,. = Cs y por tanto y, € R. Razonando de la misma manera con ¢!,
tenemos que g es una biyeccién de R en R, por tanto g pertenece a G(R), el
grupo de simetria de R.

Hemos conseguido probar que G estd contenido en el grupo de simetria
de R. Tomemos = # y en R que estén a la minima distancia posible, lo que
tiene sentido por ser G discreto (ver . Seanu =y—xyov=z—zx,
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siendo z = g, z(y). Entonces {t,,t,} genera el reticulo R. Pero a diferencia
del caso 2222, este reticulo es tnico salvo semejanza. Ya que estos vectores
generadores tienen el mismo modulo y forman un dngulo de %.

Dado que G < G(R), los centros de giro de orden 2 y 3 de G deben dejar
R invariante. Sea C' € E2 un centro de giro de orden 3 de G y tomemos un
punto x de R a distancia minima de C'. Entonces los puntos girados de x con
centro C' son los vértices de un tridngulo equilatero, con centro C. Luego la
Unica posicion del plano para centros de giro de orden 3 es el centro de los
tridngulos dados por R. De la misma manera, si C' fuera de orden 2, seria el
punto medio entre los dos puntos de R mas proximos. Por lo que esta es la
Unica posicién posible de los centros de giro de orden 2 de G.

Veamos que en todas las posiciones posibles, hay centros de giro. Dados
x # y a distancia minima en R, y sean g = 9z,z, h = gy z. Llamemos z a
h(z) € Ry C al centro del tridngulo equilatero xyz. Entonces hg = g, 2y
ghg = g =, siendo M el punto medio entre x e y.

Esta configuracion de centros de giro coincide con la de las esquinas de
los grupos con signatura *236. Por lo que G es el subgrupo directo de uno
con signatura *236. Podemos ver en la figura[3.7] que el dominio fundamental
del reticulo generado por {t,,t,} coincide con un dominio fundamental de
T(G). Este dominio fundamental de T'(G) esta formado por 6 copias de un
dominio fundamental de G.

N
N

[

Figura 3.7: 236

Veamos ahora el orbifold 244. Sea G un grupo cristalografico tal que al
proyectar el plano p : E? — E?/G obtenemos un orbifold O con signatura
244. El lugar singular de O esta formado por A, B dos puntas de cono de
orden 4 y C' una punta de cono de orden 2. Veamos que R = p~'(A) es un
reticulo del plano E2. Nétese que como ocurria en el caso 236, los centros de
giro de R generan G.

Tomemos dos puntos z,y € R distintos y g = g, z. Tomemos también
los puntos ¥, = ¢*(y) para k = 1,2,3. Entonces tenemos que el producto

gk(gy%)g_k = gy,,z es un giro de G. Es decir, G, = Cy y ademds es repre-
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sentante del punto p(yx) = p(y) = A en el orbifold O, luego y, € R. Por lo
tanto, los giros de G con centro en un punto de R dejan R invariante. Lo que
implica que G < G(R).

Tomemos ahora u = y—x y v = z—z, siendo x, y puntos de R a distancia
minima y 2z = g, z(y). Al igual que con 236, tenemos que {t,,t,} genera el
reticulo R. Pero en este caso R es un reticulo cuadrado, porque el angulo
que forman v y v mide 7 y tienen el mismo médulo. Como el plano esté
teselado periddicamente por un cuadrado fundamental de R (los vértices
son los puntos de R) nos restringiremos a uno de estos. En un cuadrado
fundamental, la tnica posicién para un centro de giro de orden 4 que sea
enviado por p en B (es decir, no pertenece a R) es el centro del cuadrado. Y
los centros de giro de orden 2 son los puntos medios de los lados del cuadrado.

De esta manera vemos que G debe ser el subgrupo directo de un grupo tipo
x244. Y asi G queda univocamente determinado salvo semejanza. Podemos
ver un ejemplo en la figura 3.8 El dominio fundamental de T'(G) estd formado
por 4 copias de un dominio fundamental de G.

L)

A

Figura 3.8: 244

Hagamos la misma comprobacion para los orbifolds O con signatura 333.
Sea GG un grupo cristalografico que da lugar a un orbifold como O al cocientar
el plano p : E? — E2?/G = O. El lugar singular de O estd formado por
tres puntas de cono de orden 3, digamos, A, B y C. Llamando R a p~'(A)
podemos comprobar, como hemos hecho antes, que R es un reticulo. Esta vez
podemos tomar como generadores {t,,t,} cuyos vectores forman un angulo
de 3.

Falta ubicar el resto de centros de giro de G, todos de orden 3. Para
ello, por periodicidad, nos restringiremos a un dominio fundamental de R
dado por {t,,t,}. Es decir, es un rombo tal que solo sus cuatro esquinas son
puntos de R. La proporcién de las diagonales de este rombo es v/3, luego esté
formado por dos triangulos equilateros. Los tinicos centros de giro de orden
3 que dejen R invariante son las esquinas y los dos centros de los triangulos
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equilateros. De hecho, uno de estos centros es enviado por p en B y el otro
en C.

Asi queda determinado G. Es subgrupo directo de un grupo con signatura
x333, luego G queda determinado salvo semejanza. Podemos ver un ejemplo
de este tipo de grupo en la figura 3.9 Un dominio fundamental de T'(G) (es
decir de R) esté formado por 3 copias de un dominio fundamental de G.

Figura 3.9: 333

Los 4 conos mixtos: 22x, 2 %22, 3«3, 4 %2

Desarrollemos ahora los orbifolds 22x, 2%22, 3x3 y 42 caso a caso. Si E? /G
tiene signatura 22x%, G debe tener reflexiones y giros de orden 2. Pero como la
signatura no contiene esquinas, el lema dice que los ejes de reflexion en
E? no se pueden cortar. Luego G debe estar generado por dos reflexiones con
ejes paralelos y dos giros de orden 2 equidistantes a los dos ejes de reflexion.
Y salvo la posicion del dominio fundamental rectangular y el tamafnio de los
lados (afinidad), la clase de G’ queda univocamente determinada. En la figura
[3.10] podemos ver que con 4 copias de un dominio fundamental obtenemos
un rectangulo fundamental de T'(G).

Los casos 2 % 22, 3% 3 y 4 * 2 son mas sencillos. Esto es porque por el
lema las esquinas *a determinan el angulo entre los ejes de reflexion:
m/a. Luego los ejes de reflexion forman una teselacién de E? rectangular,
triangular y cuadrada respectivamente, y el centro de cada poligono tiene
estabilizador ciclico de orden 2, 3 y 4 respectivamente. Lo que determina
una tunica clase de isomorfia para los grupos GG que dan lugar a estos tres
orbifolds. Veamos un ejemplo de cada.

En la figura [3.11] podemos ver un patrén con grupo de simetria de tipo
2 % 22. Un dominio fundamental de G puede tener forma rectangular, y con
4 copias tenemos un dominio fundamental de T(G). Pero el dominio funda-
mental de T'(G) en la figura se ha tomado rémbico, y el de G triangular. Esto
ilustra que los dominios fundamentales de un grupo no son tnicos.
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Figura 3.10: 22x

I

ISARaR

Figura 3.11: 2 %22

Figura 3.12: 3% 3

Se puede ver en la figura |3.12| un ejemplo de un grupo G con signatura
asociada 3 * 3. Un dominio fundamental de G es un tercio de un tridngulo
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equilatero limitado por ejes de reflexion, ya que en el centro del triangulo hay
un centro de giro de orden 3. Juntando 6 copias del tridngulo fundamental
tenemos un dominio fundamental de 7'(G).

VoAl

Figura 3.13: 4 % 2

Para acabar con los conos miztos, en la figura[3.13| podemos ver un patrén
con grupo de simetria G de signatura 4 x 2. Un dominio fundamental de G
viene dado por un cuarto de cuadrado limitado por ejes de reflexion. Ya que
en el centro de este cuadrado tenemos un centro de giros de orden 4. Y con 8
copias del dominio fundamental tenemos un dominio fundamental de 7'(G).

Los 4 orbifolds restantes: *x, xx, XX, 22X

Finalmente desarrollaremos orbifolds O con signatura s, xx, X X y 22X.
Veamos primero *x por ser el tinico orientable. Es un cilindro sin tapas com-
pacto en cuyos bordes hay puntos de espejo. Como no hay esquinas, los ejes
de simetrfa de un grupo G tal que E2/G = O deben ser paralelos gracias al
lema [3.4.1} Por la signatura, sabemos que G no puede contener giros, refle-
xiones con ejes secantes o reflexiones con deslizamiento o} con o; ¢ G. Por
lo tanto G esta generado por dos reflexiones o, oy y una traslaciéon t, tal
que [, L y v son paralelos. Luego podemos elegir un dominio fundamental
de G rectangular que al duplicarlo nos da un dominio fundamental de T'(G).
Luego salvo semejanza y propocién de esta region fundamental (afinidad), G
queda univocamente determinado. Se puede ver un ejemplo en la figura

Un grupo G asociado a la banda de Mébius xx, por el lema [3.4.1], debe
tener reflexiones con deslizamiento tales que todos los puntos de su eje tienen
estabilizador trivial. Por la signatura, en G también hay reflexiones con ejes
paralelos pero no tiene giros. Luego G esta generado por una reflexién y una
reflexion con deslizamiento con ejes paralelos. Los ejes paralelos del resto de
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Figura 3.14: *x

reflexiones (con deslizamiento o no) de G estan distribuidos por el plano de
forma equidistante. Por lo que salvo la direcciéon y separacion entre ejes, y el
moédulo del vector de las traslaciones (afinidad) G es tinico. Es decir, X es el
cociente del plano por una tnica clase de isomorfia de grupo cristalografico G
Un dominio fundamental de G’ puede ser un rectangulo tal que al identi-
ficar sus lados volvemos a obtener la banda de Mobius. Pero en la figura
se ha elegido un dominio fundamental con forma de tridngulo. Igualmente
podemos identificar los lados que se indican para recuperar el orbifold *x.

J IV

S NS, }J

A
|

Figura 3.15: X

La botella de Klein x x es un orbifold plano, recordemos que en la figura
[2.2] hemos descrito un grupo cristalografico G' asociado. Para ver que es el
unico posible, notemos que su signatura prohibe que G pueda tener giros o
reflexiones. Vimos en el lema que si G tuviera reflexiones con desliza-
miento en ejes no paralelos, G tendria giros. Luego la tnica posibilidad es
que G esté generado por una reflexién con deslizamiento o y una traslacion
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t, en direcciones perpendiculares. Si u, v no fueran perpendiculares (ni pro-
porcionales), su composicién darfa una reflexién con deslizamiento con eje no
paralelo a [ en 0. Concluimos que, salvo afinidad, G es tnico.

En la figura |3.16| podemos ver otro ejemplo de grupo GG con signatura
X X. Y si duplicamos un rectangulo fundamental obtenemos un dominio fun-

damental de T'(G).

-

Figura 3.16: x x

Por ultimo, el orbifold 22 es un plano proyectivo con dos puntas de cono
de orden 2. Luego si O = E?/G tiene signatura 22x, G no puede contener
reflexiones, pero si tiene reflexiones con deslizamiento y giros de orden 2.
Por el lema [3.4.1] los puntos con estabilizador ciclico no pueden estar en
los ejes de reflexion con deslizamiento, ya que de lo contrario, G contendria
reflexiones.

Veamos que una reflexion con deslizamiento o} y un giro g, , generan G.
Se demostrd en el lema que g, 0] es otra reflexién con deslizamiento
o} perpendicular a la primera. Luego ofo; = ¢, .0/0; es un giro g, , con
centro en y = or(x). Gracias a los dos giros, podemos generar reflexiones
con deslizamiento o} y o}, paralelas a las primeras. Los ejes I, L’ crean una
teselacion regular del plano por rectangulos. En el centro de cada rectangulo
tenemos el centro de un giro de orden 2. Y los productos de los giros y
reflexiones con deslizamiento que tenemos nos da el resto de movimientos

de G.

En la figura [3.17] podemos ver un dominio fundamental rectangular de G.
Con 4 copias de el rectangulo podemos construir un dominio fundamental de
T(G). Y de esta manera queda probado que G, salvo afinidad, es tnico.
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Figura 3.17: 22x

Los 17 grupos cristalograficos

Como resumen, recopilamos en la tabla los 17 grupos cristalograficos
con la notacién de la signatura orbifold y la cristalografica internacional (o de
Hermann-Mauguin). La relacién entre la notacién orbifold y la cristalogréfica

se puede consultar también en [Hyd¢].

Ademas, en la tabla se indica el tipo de subgrupo de traslaciones que
tiene segun el reticulo de puntos que genera. Lo que se conoce en cristalografia
como la red de Bravais del grupo. Hay cinco tipos de redes de Bravais planas,
segtn el dominio o celda fundamental del reticulo: oblicua (paralelogramo),
rectangular, cuadrada, rectangular centrada (rombo) y hexagonal (rombo con
proporcién /3 entre las diagonales).

Por tltimo, incluimos el indice [G : T(G)]. Es facil de calcular, ya que
por el teorema equivale al nimero de hojas con las que el toro E?/T(G)
recubre el orbifold E2/G. O lo que es lo mismo, el nimero de copias de un
dominio fundamental de GG necesarias para construir un dominio fundamental

de T'(G).
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Tabla 3.3: Los 17 grupos cristalograficos.

N. orbifold N. cristalogréafica Red de Bravais G :T(G)]

o pl Oblicua 1
2222 p2 Oblicua 2
*%k pm Rectangular 2
%2222 pmm Rectangular 4
X X g Rectangular 2
22X Pgg Rectangular 4
22% pmg Rectangular 4
* X cm Rectangular centrada 2
2% 22 cmm Rectangular centrada 4
244 p4 Cuadrada 4
x244 padm Cuadrada 8
4%2 pdg Cuadrada 8
333 p3 Hexagonal 3
%333 p3m1 Hexagonal 6
3%3 p3lm Hexagonal 6
236 6 Hexagonal 6
*236 pbm Hexagonal 12
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Capitulo 4

Clasificacion de orbifolds
elipticos

Una vez clasificados los grupos cristalograficos podemos generalizar el
resultado a otros espacios. Siguiendo las ideas de Conway, clasificaremos los
grupos discretos de isometrias de S?. Es decir, los subgrupos finitos de O(3)

(ver proposicion |1.2.19)).

4.1. El teorema mdgico para la esfera

Como hicimos con los grupos cristalograficos, vamos a limitar la posible
signatura del orbifold asociado a un subgrupo finito de O(3). Este orbifold
va a ser eliptico. Pero antes de todo eso hay que comprobar que podemos
darle una signatura a los (S?, G)-orbifolds con los que vamos a trabajar.

Proposicion 4.1.1. Sea G < O(3) finito actuando sobre S?. Entonces S?/G
es un orbifold compacto y conexo que tiene una tnica signatura orbifold
51+ 8, Ademas, Xorn(S?/G) =2 — c(s1) -+ — c(s,).

Demostracién. Veamos primero que O = S?/G es un orbifold conexo y com-
pacto. Dado que G es finito, actia de forma propiamente discontinua en S2.
Luego por el teorema , el paso al cociente p : S? — S?/G induce en
O = $?/G una estructura de orbifold. Para probar que O es compacto y
conexo, por definicién, debe serlo su espacio subyacente. Como p : S? — Xp
es una aplicacion continua cociente, y S?* es compacto y conexo, tenemos que
Xo = p(S?) también es compacto y conexo.

Estudiemos qué clase de singularidades puede tener 0. Si z es un punto
de X, su grupo local I', debe ser no trivial. Pero I', = G es el estabilizador
de algin 7 € p~!(z). Por lo que las singularidades dependen de la clase

33
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de estabilizadores que tenga G en S?. Teniendo en cuenta la proposicién
[1.2.17 las tnicas isometrias de O(3) — {ids2} que fijan puntos de S? son
las reflexiones oy (fijan una circunferencia maxima) y los giros g (fijan
dos puntos antipodales). Luego tenemos las mismas singularidades que en el
plano:

= Puntas de cono de orden n > 2: si I', = C), es ciclico de giros.
» Puntos de espejo: si I', = {idsz, o1} = D; tiene una reflexion.
= Puntos de esquina de orden n > 2: si I'y, = D,, es diédrico de orden n.

Como en el caso de los grupos cristalograficos, las puntas de cono y las
esquinas son finitas, por serlo G. Esto garantiza que X es una superficie
(puede que con borde), ya que los puntos regulares y las puntas de cono
tienen entornos homeomorfos a abiertos de R?, mientras que los puntos de
espejo v esquina forman el borde de Xop.

Resumiendo, O es un orbifold compacto y conexo. Su espacio subyacente
es una superficie compacta y conexa, puede que con borde. Y su lugar sin-
gular estd formado por finitas puntas de cono fuera del borde, y puntos de
espejo v finitas puntas de esquina en el borde. Por lo que podemos asignarle
una Unica signatura a O, segtun la hemos definido en [3.1.4 En particular,
podemos calcular la caracteristica de Euler xop, de O con la férmula de
Riemann-Hurwitz generalizada , pues se siguen verificando las hipétesis
requeridas. Y podemos usar los costes asociados a la signatura (tabla
para agilizar este calculo. O

Teorema 4.1.2 (Teorema mdgico para la esfera). Sea O un (S?, G)-orbifold
con G < O(3) finito. Entonces la signatura de O tiene un coste total menor
que 2. Es decir xom(O) > 0 (O es eliptico).

Demostracion. Sea O un (S?, G)-orbifold con G < O(3) finito actuando sobre
S?. Entonces podemos calcular xo.,(O) utilizando los costes de su signatura.
Pero teniendo en cuenta que G es un grupo finito, el corolario nos dice
que p : S? — S?/G es un recubrimiento de orbifolds de |G| hojas. Y aplicando
el teorema [2.5.5] tenemos que

1 2
Xorb(SQ/G> = @X(S2) = @ > 0.

]

Teorema 4.1.3. Sea O un (S?, G)-orbifold con G finito. Entonces la signa-
tura de O pertenece a alguna de las familias de la tabla [4.1] Donde A, B, a
y b nimeros naturales.
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Tabla 4.1: Los 14 tipos de orbifold esférico.
AB 22A 233 234 235
Ax  2xa 3%2 Ax
xab *22a %233 %234 %235

Demostracion. Como hicimos con los grupos cristalograficos, veamos cuéles
son todas las signaturas con caracteristica de Euler positiva. O lo que es lo
mismo, todas las posibles combinaciones de simbolos cuyo coste no supera 2.
Por lo tanto, el simbolo o queda automaticamente descartado.

Empecemos con las signaturas con el simbolo x. Como ¢(x) = 1, solo
puede haber un x para que el coste total sea menor que 2. La signatura X es
valida y se denota 1x para distinguirla de un simbolo suelto. Veamos cuantos
simbolos podemos anadir antes de llegar al coste total 2.

No puede haber ningtn * si hay un x, porque ¢(x) = 1. Luego, dado que
no puede haber esquinas por no haber espejos, la signatura solo puede tener
puntas de cono ademas de un x. Si hubiera dos o mas puntas de cono, el
coste seria mayor que c(A) + ¢(B) + ¢(x) > ¢(2) + ¢(2) + ¢(x) = 2. Es decir,
si la signatura tiene un X, solo puede tener una punta de cono. Y para todo
A > 2 la signatura Ax es valida, pues ¢(A4) + ¢(x) =2 — & < 2. A partir de
ahora, las signaturas no pueden tener simbolos o ni x. Solo tendran puntas
de cono A, espejos * y esquinas a.

Veamos todas las posibles combinaciones tinicamente con puntas de cono
ABC' ---. La esfera es el orbifold asociado al grupo trivial, luego incluimos
en la lista la signatura 11 por convenio para denotar la signatura vacia (no
es una punta de cono de orden 11, son dos puntas de cono de orden 1, es
decir, puntos regulares). Si solo hay una punta de cono A > 2, escribiremos
la signatura como 1A y su coste es ¢(A) < 1. Si tenemos tnicamente dos
puntas de cono A, B > 2 también tenemos que ¢(A) +¢(B) < 2, luego AB es
otra signatura valida. Si tenemos cuatro o mas puntas de cono, el coste total
serda mayor o igual que el de la signatura 2222, que es 2.

Desarrollemos las posibles signaturas de tipo ABC con A, B,C > 2 or-

denadas de forma creciente para evitar casos redundantes. Supongamos que
A=2.

» Si B = 2, cualquier signatura 22C' tiene coste 2¢(2)+¢(C) =2—% < 2.

1
C

= Si B = 3, entonces 233, 234 y 235 son validas. Tienen coste total %, %

Yy % respectivamente. Pero si C' > 6, tenemos que el coste serd mayor o
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igual que el de la signatura 236, que es 2 por estar asociada a un grupo
cristalografico.

s Si B,C' >4, el coste total de la signatura sera mayor o igual que el de
244, que es 2.

Y si A, B,C' > 3 su coste estd acotado inferiormente por el de la signatura
333, que también es 2. Asi quedan agotadas todas las posibles signaturas con
tres puntas de cono. De aqui en adelante las signaturas no pueden tener o ni
X pero deben tener un simbolo *.

El siguiente caso es breve: signaturas con puntas de cono y espejos, pero
sin esquinas. Si hubiera dos o mas puntas de cono en la signatura, el coste
seria mayor que el de 22x, que sabemos que es 2. Por lo tanto, en este caso las
Ginicas signaturas vélidas son las de tipo A%, con coste ¢(A)+c(x) = 2—5 < 2.
El caso 1x representa la ausencia de puntas de cono, que también es valido.

Ahora busquemos todas las signaturas con * y esquinas, pero sin puntas
de cono. Como en el teorema magico de plano, hay una biyeccién con las
signaturas que solo tienen puntas de cono. Tenemos que dadas las signaturas
Ay Ay *ay---a,, siendo A; = a; y X, ¢(A;) < 2, entonces

() + Y elar) = 1+z“Zé;1 _ 1+;(2A21) 14 (Yela)) <2

Pero si 3, ¢(A;) > 2, tenemos que

c(*) + Zi:c(ai) =1+ ;(Zc(/h» > 2.

i

Luego en este caso las signaturas validas son *ab, %22a, *233, %234 y %235.
Escribiremos *11 y *1a por convenio, aunque el simbolo 1 es un simbolo sin
coste por representar un punto regular, lo que llamamos un simbolo vacio.
Notese que x11 y 1% representan la misma signatura: .

Estudiemos para acabar los casos mixtos: signaturas con puntas de cono
y esquinas. Ya hemos comprobado que no puede haber dos puntas de cono
si tenemos un *, luego tenemos que ver qué posibilidades hay con una punta
de cono A > 2.

s Si A =2, 2xa es valida para cualquier a, ya que su coste es 2 — i < 2.
Y no puede haber dos o méas esquinas, ya que su coste seria mayor o
igual que el de 2 x 22, que es 2.

= Si A =3, la signatura 3 % 2 tiene coste total % + 1+ i = % < 2. Pero
mas esquinas de orden superior tendran coste mayor que la signatura
3 x 3 de coste 2.
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Y si A > 4, la signatura tendra un coste mayor o igual que 4 % 2 de coste
2. Ya no quedan mas posibilidades por lo que hemos enumerado todas las
signaturas con coste total menor a 2. 0

4.2. Desarrollando cada orbifold

Por brevedad, no incluiremos los detalles del desarrollo de cada orbifold.
Nos limitaremos a exponer un ejemplo de cada familia para ilustrar que el
grupo G del que proviene el orbifold S?/G existe. Los argumentos serfan los
mismos que en la seccién [3.4] si no més sencillos por ser S? compacto y G
finito. Pero primero debemos descartar los orbifolds malos.

Los orbifolds malos

Lo que si cambia respecto de la seccién es que entre las signaturas de la
tabla hay algunas que corresponden a orbifolds malos (definicién .
Es decir, los orbifolds tipo AB (resp. *ab) estan finitamente recubiertos por
la esfera si y solo si A = B (resp. a = b). De hecho, en [Thurstonl] se
prueba que AB y xab con A # By a # b son los tnicos orbifolds malos de
dimensién 2.

Veamos que si a # b, *ab no puede ser un (S?, G)-orbifold. Si lo fuera, el
grupo G estaria generado por las reflexiones respecto de dos circunferencias
méximas (como ocurre si @ = b). Pero dos circunferencias méximas distintas
en la esfera S? se cortan con el mismo angulo Z = 3 en los dos puntos

b
antipodales de interseccion, por lo que a = b.

Lo mismo ocurre con los orbifolds AB con A # B. Supongamos que existe
un grupo G' < O(3) finito tal que S?/G tiene signatura AB. Afiadiéndole a
G reflexiones que pasen por los centros de giro, podemos obtener el grupo H
tal que G = H*. Entonces S?/H tendria signatura ab, pero ya sabemos que
si a # b, no existe tal grupo H.

Los orbifolds buenos

Observemos ahora un ejemplo de la realizacién como grupo finito de iso-
metrias de la esfera S? de uno de los orbifolds que pertenecen a cada familia de
la tabla [£.1 Empecemos por los grupos de simetria de los sélidos platénicos.
En la figura podemos ver que %233 es el grupo de simetria del tetraedro
regular, %234 del octaedro y el cubo, y %235 del icosaedro y el dodecaedro.



88 CAPITULO 4. CLASIFICACION DE ORBIFOLDS ELIPTICOS

*233 x234 %235

Figura 4.1: Tres sélidos platonicos.

Tomemos los subgrupos directos de los tres grupos anteriores. Si dibuja-
mos patrones con simetria ciclica en las caras del tetraedro, tenemos el grupo
233. Lo mismo ocurre con 234 y 235. En la figura[4.2] podemos ver que el cubo
romo tiene 234 como grupo de simetria, mientras que el grupo de simetria
del dodecaedro romo es 235.

933 235

Figura 4.2: Los subgrupos directos de los anteriores.

Pasemos ahora a grupos de simetria ciclica, segiin la notacion de Schonflies
(ver la tabla [4.3|y [Hyde]). Notese que a partir de ahora, en las familias con
parametros n o N hemos escogido como ejemplo el orden 5.

En la figura [£.3] tenemos el patrén de una pirdmide regular, con simetria
x55, y el patron de una piramide deformada con simetria 55. En el centro
de la figura tenemos el grupo de simetria 5%, que se obtiene al anadirle una
reflexién por el ecuador al grupo 55.
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23515) Hx 55

Figura 4.3: Tres tipos de simetria ciclica.

Veamos ahora los grupos de simetria diédrica, segin Schonflies. Podemos
ver en la figura que como ejemplo de %225 tenemos un prisma regular,
como ejemplo de 2x5 tenemos un antiprisma, y como ejemplo de 225 tenemos
un patron con simetria ciclica dibujado sobre un prisma.

*229 2% 225

Figura 4.4: Tres tipos de simetria diédrica.

Por ultimo, veamos las dos familias que nos quedan. En la parte izquierda
de la figura podemos ver un patréon con simetria 3 * 2, que es la simetria
de los clasicos balones blancos de voleibol. En la parte derecha tenemos un
ejemplo de patron con simetria 5x.

Se pueden ver los subgrupos finitos de O(3) recopilados en la tabla In-
cluimos el orden del grupo, la notaciéon de Schonflies y la estructura abstracta
del grupo (ciclico C, diédrico D, alternado A o simétrico .S).

Como hemos hecho hasta ahora, la letra N representa un ntimero natural
como orden de punta de cono, mientras que n es el orden de un punto de
esquina. En la notacion orbifold, 2N y 2n son dos simbolos. Pero en el resto
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3 %2

HX

Figura 4.5: Los dos tipos de simetria restantes.

de columnas 2n es el doble de n. También hay que tener en cuenta que si n

es impar tenemos que Cy X C),, >~ Cy, v que Cy X D, ~ Ds,.

Nota. En cristalografia no se habla de 14 familias (algunas infinitas) de
subgrupos finitos de O(3). Esto se debe a que en el estudio de las redes
cristalinas solo son de interés los subgrupos de O(3) que sean estabilizadores
de grupos cristalograficos del espacio euclideo E3.

Los estabilizadores de los grupos cristalogréaficos tridimensionales se co-
nocen como grupos puntuales espaciales. Solo hay 32 de ellos, y los reco-

gemos en la tabla vista en [Hyde]. En la tabla se compara la signatura

orbifold con la notaciéon cristalografica internacional.

Tabla 4.2: Los 32 grupos puntuales cristalograficos del espacio.

Orb. Crist. | Orb. Crist. | Orb. Crist. | Orb. Crist.

11
222
44
224
33
223
66
226

1
222
4
422
3
32
6
622

X
%222
2%
*x224
3x
%223
3%
%226

22
*22
x44
2% 2
*33
233
*66
234

2
mm2
4dmm
42m

3m
23
6mm
432

*
2%
4x

2x3

3% 2

*x233
6%

x234

m
2/m
4/m
3m
m3
43m
6/m
m3m
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Tabla 4.3: Los grupos finitos de O(3), donde n > 2.

91

N. orbifold N. Schonflies Grupo abstracto Orden
11 Cy Ch 1
NN C, C, n
x, Ik, x11 Cs Co 2
Nx Chn Cy x C, 2n
*Nn Chv D, 2n
X, 1x C; Co 2
N x Sy (n par), Cp; (n impar) Con, 2n
22N D, D, 2n
2%xn D, Dy, 4dn
*22n D, Cy x D, 4dn
233 T Ay 12
3 % 2 Ty, Cy x Ay 24
%233 T S, 24
234 @) S, 24
*x234 Oy, Cy x Sy 48
235 1 As 60
%235 I Cy x As 120

4.3. Los grupos de frisos

Para acabar la memoria comentamos la signatura orbifold generalizada
a los grupos de frisos, sin presentar ninguna demostracion. Esta idea, ex-
puesta en [Conway]|, es mas grafica que rigurosa. Pero nos permite visualizar
rapidamente el tipo de simetria que tiene un friso.

Definicién 4.3.1. Un grupo de frisos G es un grupo discreto de isometrias
del plano E? tal que T'(G) ~ Z.

Tomemos un patrén P en el plano E? cuyo grupo de simetria G(P) sea un
grupo de frisos. Luego T(G) estd generado por una traslacién t,. Sea u € R?
un vector ortogonal a v. Entonces podemos tomar dominio fundamental de

T(G) de la forma

que claramente no es acotada.

D ={x =X+ puecEXe (0,1),u € R},
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Tomemos n copias seguidas del dominio fundamental D para formar la
region R. Hay una recta L con direccion v por donde pasan los posibles
centros de giro o ejes de reflexién (con o sin deslizamiento). Entonces podemos
proyectar las n copias de D sobre una esfera S? salvo los polos norte y sur,
de manera que L N R sea el ecuador de S?. Esta proyeccién transforma las
simetrias de la siguiente manera:

» Las reflexiones respecto de L pasan a ser reflexiones respecto del ecua-
dor de S2%.

» Las reflexiones respecto de rectas ortogonales a L pasan a ser reflexiones
respecto de meridianos de S2.

» Los giros con centro en puntos de L pasan a ser giros cuyo eje pasa por
el ecuador y el centro de S2.

= Las traslaciones en direccién v pasan a ser giros en torno al eje polar

de S2.

= Las traslaciones con deslizamiento con eje en L pasan a ser giros indi-
rectos en torno al eje polar de S2.

De esta manera tenemos un patrén simétrico en S?, que puede variar segiin
el nimero n de copias seguidas de D que tomemos del plano. Por lo que
su grupo de simetria pertenece a una de las 7 familias de la tabla que
dependen de un parametro n o N.

Considerando que el patrén P es el caso limite cuando tomamos cada
vez mas copias de D, sustituiremos los simbolos N y n por co. Una punta
de cono generalizada oo querra decir que hay traslaciones. Mientras que un
punto de esquina generalizado xoco indica la presencia de ejes de reflexion
paralelos, que son ortogonales a L. Téngase en cuenta que estamos omitiendo
las demostraciones de esta seccion.

Para terminar, enumeramos en la tabla [£.4] los 7 grupos de frisos, con la
notacion orbifold y la notacién cristalografica.
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Tabla 4.4: Los 7 grupos de frisos.

N. Orbifold N. Cristalografica  Ejemplo
0000 pl bbbbbbb

* 0000 plml bdbdbdb
bbbbbbb

o0 plim PPPPPPP

00 X pllg bpbpbpb
2200 P2 bgbgbgb
%2200 p2mm BngBgB

2 % 00 p2mg bdpgbdp
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