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Introducción

El problema del cálculo de los autovalores de una matriz surge de manera natural
en distintas ramas de la Ciencia y de la Ingenieŕıa tras la apropiada discretización de
los operadores diferenciales o integrales que aparecen al modelizar matemáticamente dis-
tintos fenómenos f́ısicos [12]. Como, en general, no es posible calcular de manera exacta
dichos autovalores, se recurre al uso de métodos numéricos para su aproximación, pero
es preciso disponer de resultados teóricos que determinen el grado de precisión de los
autovalores calculados. Por un lado, los coeficientes de las matrices cuyos autovalores se
quieren aproximar pueden conocerse solo de manera aproximada si se han obtenido de
medidas experimentales y, por otro, los métodos numéricos tienen que ser implementados
en un ordenador y están sujetos a los errores derivados de la aritmética finita que éste uti-
liza. Se hace imprescindible entonces analizar cómo pequeños cambios en los coeficientes
de una matriz afectan a sus autovalores y a los autovectores asociados [13] y [6].

El análisis regresivo de los errores trata de interpretar la solución numérica de un
problema dado como la solución exacta de un problema del mismo tipo, pero con los
datos ligeramente modificados o perturbados [4]. De este modo, el estudio de los errores
en la aproximación calculada con un método numérico se puede efectuar analizando la
diferencia entre dos soluciones exactas de un mismo problema, pero con datos próximos.
En este trabajo se pretende profundizar en esta idea cuando el problema considerado
es la aproximación numérica de los autovalores de una matriz. Fue Lord Rayleigh quien
popularizó y sentó las bases de la teoŕıa de perturbaciones de valores propios en [11],
donde uno de sus cálculos teńıa como objetivo determinar tanto las frecuencias propias
como los modos propios de las vibraciones armónicas de una cuerda con módulo de
elasticidad constante y cuya densidad de masa era una pequeña perturbación de un valor
constante.

En el caso de matrices y operadores hermı́ticos, el análisis de sus autovalores y auto-
vectores proporciona una imagen completa de los mismos. No ocurre lo mismo cuando
se trata de matrices y operadores no hermı́ticos para los que, a menudo, las predicciones
teóricas no coinciden con las observaciones, en especial cuando los conjuntos de vectores
propios asociados están mal acondicionados con respecto a la norma de interés utilizada.
En el caso de la norma 2, esto significa que la matriz, o el operador, no es normal y por
tanto los vectores propios no son ortogonales. El pseudoespectro ofrece una alternativa
anaĺıtica y gráfica para el estudio de matrices y operadores no normales.

El objetivo de este trabajo es analizar las variaciones que sufren los autovalores y au-
tovectores de una matriz cuando sus coeficientes se ven afectados por pequeños cambios.
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En el primer caṕıtulo de la memoria se estudia, siguiendo [13], la teoŕıa de pertur-
bación para el problema de autovalores. En primer lugar, imponiendo una perturbación
que tiende a cero, se deducen de forma exacta, a partir de la definición de autovalor
y autovector, las expresiones del autovalor y autovector de la matriz perturbada hasta
primer orden en la perturbación.

A continuación se ampĺıa el estudio al caso de autovalores múltiples utilizando el
teorema de Gerschgorin, un resultado que se ha estudiado en las asignaturas de Análisis
Numérico del grado, y que constituye una herramienta muy útil en este trabajo.

En la segunda parte del caṕıtulo se considera, en particular, el caso de matrices
reales simétricas. Se introduce el concepto de acondicionamiento para el problema de
autovalores, que permite ampliar el estudio a perturbaciones que no son necesariamente
pequeñas y a su vez, deducir resultados de gran valor práctico como son los teoremas de
separación de autovalores de matrices simétricas o el principio minimax [13].

En el segundo caṕıtulo de la memoria se consideran las distintas definiciones de pseu-
doespectro de una matriz que aparecen en [12], y se demuestra la equivalencia de todas
ellas, aśı como las principales propiedades que verifica el pseudoespectro. Finalmente, se
representan gráficamente los pseudoespectros de algunas familias de matrices de interés
en distintas aplicaciones.

En el trabajo también se han implementado métodos numéricos apropiados para el
cálculo de los autovalores y autovectores de una matriz, aśı como alguno de los pro-
cedimientos propuestos en [12] para el cálculo del psudoespectro de una matriz dada.
De este modo se han podido ilustrar con ejemplos concretos los distintos resultados de
perturbación que se estudian desde el punto de vista teórico a lo largo del trabajo.
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Caṕıtulo 1

Teoŕıa de perturbación para el
problema de autovalores

Al estudiar la teoŕıa de perturbación para el problema de autovalores es natural que
la primera idea que tengamos sea hacerlo anaĺıticamente a través de la definición de
autovalor y de autovector asociado. Como veremos, los resultados que se obtienen con
esta técnica, al nivel de este trabajo, resultan poco clarificadores. A partir del Teore-
ma de Gerschgorin, una herramienta ya conocida, veremos que estos resultados pueden
demostrarse de una manera más intuitiva y clara.

Un caso al que vamos a dedicar especial atención es el de las matrices simétricas. El
análisis del problema se simplifica, y a través de la definición del número de condición
espectral para el problema de autovalores podremos obtener resultados más potentes que
en el caso general. Ilustraremos todos ellos con ejemplos numéricos.

1.1. Primeros resultados de perturbación

Es bien sabido que dada una matriz A ∈ Mn×n(C) de orden n, un escalar λ ∈ C es
un autovalor de A si existe un vector x ∈ Cn no nulo tal que

Ax = λx.

Decimos que x es un autovector de A asociado a λ. Es inmediato comprobar que, de
manera equivalente, λ es autovalor de A si es solución de la ecuación

|λI −A| = det(λI −A) = 0, (1.1)

donde |λI −A| es un polinomio en λ de grado n conocido como polinomio caracteŕıstico
de A. Llamamos multiplicidad algebraica (m(λ)) de un autovalor λ a la multiplicidad de
este como ráız del polinomio caracteŕıstico (1.1). Por otro lado, llamamos multiplicidad
geométrica (d(λ)) de λ a la dimensión del subespacio vectorial formado por todos los
autovectores asociados a λ, esto es, la dimensión de Vλ = {x ∈ Cn : Ax = λx}. Un
resultado fundamental, cuya demostración puede encontrarse en [10] es que para todo
autovalor λ de A,

1 ≤ d(λ) ≤ m(λ).
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Una vez revisados los conceptos básicos relacionados con los autovalores de una ma-
triz, pasamos a describir los primeros resultados de perturbación para el problema de
autovalores. Nuestro objetivo es comparar los autovalores de una matriz dada A con los
autovalores de una matriz perturbada A + ϵB, donde B es otra matriz (posiblemente
aleatoria) y ϵ es un parámetro real y positivo que da cuenta del tamaño de la perturba-
ción. Si λ1 es un autovalor de A, denotamos por λ1(ϵ) al correspondiente autovalor de la
matriz perturbada A+ ϵB, es decir, que satisface λ1(0) = λ1.

Ejemplo 1.1.

En la Figura 1.1 se ha representado, haciendo uso de la función eig de Matlab, la
evolución de los autovalores de una matriz simétrica A, cuando sobre ella actúa una
perturbación, también simétrica, de tamaño ϵ ∈ [0, 1].

Para construir la matriz A se ha utilizado como punto de partida una matiz de
Clement [3]. La forma general de una matriz de Clement de orden n es como sigue

An =


0 1

n− 1 0 2
. . .

. . .
. . .

2 0 n− 1
1 0

 . (1.2)

Se trata de una matriz triadiagonal, con ceros en su diagonal principal y cuyos autovalores
son bien conocidos y están dados por {±(n− 1),±(n− 3), . . . ,±1} si n es par, y hay que
añadir a estos el autovalor 0 si n es impar.

La Figura 1.1 se ha obtenido calculando los autovalores de la matriz Ã10 + ϵB,
donde Ã10 es la matriz de Clement (1.2) de orden n = 10 simetrizada y normalizada
(Ã10 = (A10 + AT

10)/(n − 1)). Por su parte, B es una matriz simétrica fija que se ha
generado aleatoriamente y cuyos elementos están todos en el intervalo [0, 1]. Tomamos
Ã10 y B simétricas para que los autovalores sean reales. Por último, ϵ recorre los valores
del intervalo [0, 1].

Es interesante observar que las trayectorias seguidas por los distintos autovalores
λi(ϵ), i = 1, 2, 3, 4, de la matriz Ã10 + ϵB, no llegan a cortarse [7]. Es decir, las matrices
Ã10 + ϵB no llegan a tener autovalores múltiples.

1.1.1. Perturbación de autovalores simples

Consideramos en primer lugar el caso en que λ1 es un autovalor simple de la matriz
A, esto es, λ1 es ráız simple del polinomio caracteŕıstico de A. Como hemos mencionado,
nuestro objetivo es estudiar y comparar dicho autovalor λ1 con el correspondiente auto-
valor λ1(ϵ) de una matriz perturbada A+ ϵB. Nos centramos en el caso de dos matrices
A y B de orden n cuyos elementos satisfacen

|aij | < 1, |bij | < 1, 1 ≤ i, j ≤ n.

Comenzamos escribiendo la ecuación caracteŕıstica de A, desarrollando el determi-
nante en potencias de λ

det(λI −A) ≡ λn + cn−1λ
n−1 + cn−2λ

n−2 + · · ·+ c0 = 0, (1.3)
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Figura 1.1: Primeros cuatro autovalores λr(ϵ) de una matriz de Clement perturbada.

y la ecuación caracteŕıstica de A+ ϵB

det(λI −A− ϵB) ≡ λn + cn−1(ϵ)λ
n−1 + cn−2(ϵ)λ

n−2 + · · ·+ c0(ϵ) = 0. (1.4)

Desarrollando la expresión del determinante de (1.4) por su primera columna, vemos que
cada coeficiente cr(ϵ), 0 ≤ r ≤ n − 1, es un polinomio en ϵ de grado n − r, que cumple
cr(0) = cr.

Por lo tanto, podemos escribir

cr(ϵ) = cr + cr1ϵ+ cr2ϵ
2 + · · ·+ cr,n−rϵ

n−r, 0 ≤ r ≤ n.

Puesto que λ1 es una ráız simple de la ecuación caracteŕıstica (1.3) estamos en condi-
ciones de aplicar el Teorema A.1.1 sobre funciones algebraicas (ver Anexo), que garantiza
que para ϵ suficientemente pequeño existe una ráız simple λ1(ϵ) de (1.4) dada por la serie
de potencias convergente

λ1(ϵ) = λ1 + k1ϵ+ k2ϵ
2 + · · · . (1.5)

Del desarrollo en serie de potencias (1.5) concluimos que λ1(ϵ) → λ1 cuando ϵ → 0.
Además, independientemente de la multiplicidad de los restantes autovalores de la matriz
A hemos obtenido

|λ1(ϵ)− λ1| = O(ϵ). (1.6)

Pasamos ahora a estudiar la perturbación de un autovector x1 asociado al autovalor
simple λ1 de la matriz A. En primer lugar, escribimos la expresión expĺıcita de x1.
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Partimos de un resultado conocido de la teoŕıa general de autovalores y autovectores que
afirma que

dim(Vλ1
) = n− rg(A− λ1I),

donde Vλ1 es el subespacio generado por el autovector x1. Por ser λ1 un autovalor simple
dim(Vλ1) = 1 y por tanto rg(A − λ1I) = n − 1. Entonces existe al menos un menor no
nulo de orden n− 1 de (A− λ1I). Podemos suponer sin pérdida de generalidad que este
menor está formado por las primeras n− 1 filas y n− 1 columnas de (A− λ1I).

De la resolución del sistema lineal de ecuaciones que define el autovector x1, resulta
que

x1 = [An1, An2, . . . , Ann]
T ,

donde Ani denota el cofactor del elemento (n, i) de la matriz A, que sabemos será un
polinomio en λ1 de grado menor o igual que n − 1, como puede demostrarse fácilmente
utilizando la regla de Cramer.

Sea x1(ϵ) el autovector asociado al autovalor λ1(ϵ) de la matriz perturbada A+ ϵB.
Podemos aplicar los mismos resultados obteniendo que las componentes de x1(ϵ) serán
ahora polinomios en λ1(ϵ) y ϵ. Además, puesto que la serie de potencias que define λ1(ϵ)
es convergente para ϵ suficientemente pequeño, las componentes de x1(ϵ) estarán dadas
por una serie de potencias en ϵ convergente, cuyo término independiente ha de ser la
correspondiente componente de x1. Podemos escribir entonces

x1(ϵ) = x1 + ϵz1 + ϵ2z2 + · · · , (1.7)

donde cada zi es a su vez una serie de potencias en ϵ convergente. De nuevo en corres-
pondencia con (1.6), obtenemos que

|x1(ϵ)− x1| = O(ϵ).

Si nos centramos ahora en el caso particular en que A es una matriz diagonalizable,
entonces existen sendos conjuntos {xi}ni=1 e {yi}ni=1 de vectores propios de A por la
derecha y por la izquierda, respectivamente, que cumplen

yT
i xj = 0 (i ̸= j).

Además, estos vectores propios son únicos (salvo producto por un escalar) solo si todos
los autovalores son simples. De esta forma, por ser {xi, i = 1, . . . , n} una base de Cn

podemos expresar los vectores zi de (1.7) como combinación lineal de los autovectores
de A

zi =

n∑
j=1

sjixj , i = 1, 2, . . . , n.

Sustituyendo en (1.7) tenemos

x1(ϵ) = x1 + ϵ

n∑
j=1

sj1xj + ϵ2
n∑

j=1

sj2xj + · · · ,

y agrupando los términos que multiplican a cada autovector xi queda

x1(ϵ) =(1 + ϵs11 + ϵ2s12 + · · · )x1 + (ϵs21 + ϵ2s22 + · · · )x2

+ · · ·+ (ϵsn1 + ϵ2sn2 + · · · )xn.
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La convergencia de cada una de las series de portencias que aparecen entre paréntesis
viene dada por la convergencia absoluta de la serie en (1.7). Como estamos interesados
en comparar x1 con un autovector de la matriz perturbada asociado al autovalor λ1(ϵ),
en la expresión obtenida para x1(ϵ) dividimos entre (1 + ϵs11 + ϵ2s12 + · · · ), que es no
nulo para ϵ suficientemente pequeño. Redefinimos aśı el autovector de A+ ϵB con el que
vamos a comparar, que volvemos a denotar como x1(ϵ), de la siguiente manera

x1(ϵ) = x1 + (ϵt21 + ϵ2t22 + · · · )x2 + · · ·+ (ϵtn1 + ϵ2tn2 + · · · )xn, (1.8)

donde de nuevo las series entre paréntesis son convergentes para ϵ suficientemente pe-
queño.

En el análisis que hemos hecho hasta ahora hemos utilizado los vectores propios xi

obtenidos directamente de las ecuaciones (A − λiI)xi = 0 que los definen. Podemos
normalizar y renombrar dichos vectores para tener

∥xi∥2 = 1, 1 ≤ i ≤ n.

Esta acción introduce un factor multiplicativo adicional en cada uno de los términos
entre paréntesis de (1.8) que puede ser absorbido por los coeficientes tij . Notamos, sin
embargo, que haciendo esto, los autovectores perturbados xi(ϵ) no están normalizados
cuando ϵ ̸= 0.

Expresión expĺıcita de la perturbación

Nuestro objetivo a continuación es obtener una relación expĺıcita que nos permita
obtener la expresión exacta en términos de xi e yj del autovector perturbado hasta
primer orden en ϵ. Para ello, en primer lugar, definimos las cantidades

si = yT
i xi, (i = 1, . . . , n),

donde los vectores propios por la derecha {xi}ni=1 y por la izquierda {yi}ni=1 de A, tienen
norma eucĺıdea unidad.

Notamos que si A tiene autovalores múltiples entonces los correspondientes xi e yi

no serán únicos. En ese caso vamos a suponer que el valor del si correspondiente que
estamos usando proviene de alguna elección concreta de xi e yi. Por otra parte, los
vectores propios asociados a autovalores simples están definidos salvo producto por un
escalar de módulo unidad (para conservar la normalización de los vectores) y en ese caso
|si| śı está completamente definido, como podemos comprobar fácilmente

|s̃i| = |ỹT
i x̃i| = |ρ1yT

i ρ2xi| = |ρ1||ρ2||yT
i xi| = |yT

i xi| = |si|.

En cualquier caso, se cumple que

|si| = |yT
i xi| ≤ ∥yi∥2∥xi∥2 = 1.

Por otro lado, dada la matriz B que determina la perturbación, definimos también
los escalares

βij = yT
i Bxj , (i, j = 1, . . . , n), (1.9)
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y utilizando que ∥B∥2 ≤ n y propiedades básicas de normas matriciales tenemos

|βij | = |yT
i Bxj | ≤ ∥yi∥2∥Bxj∥2 ≤ ∥yi∥2∥B∥2∥xj∥2 ≤ n. (1.10)

Con todo ello, podemos enunciar el siguiente resultado.

Teorema 1.1.1 (Autovalor simple a primer orden en ϵ) Sea λ1 un autovalor sim-
ple de una matriz A ∈ Mn×n(C) diagonalizable y sea λ1(ϵ) el correspondiente autovalor
de la matriz perturbada A + ϵB, donde ϵ > 0 y cada elemento de B verifica |bij | < 1.
Entonces

λ1(ϵ) = λ1 + k1ϵ+O(ϵ2), (1.11)

donde

k1 =
β11

s1
=

yT
1 Bx1

yT
1 x1

. (1.12)

Demostración.
La ecuación que cumplen el autovalor perturbado λ1(ϵ) y el correspondiente autovec-

tor x1(ϵ)
(A+ ϵB)x1(ϵ) = λ1(ϵ)x1(ϵ) (1.13)

nos proporciona una igualdad entre series de potencias en ϵ, pues λ1(ϵ) y cada componente
de x1(ϵ) lo son. Por tanto, lo que debemos hacer es igualar los términos que acompañan
a ϵ en cada lado de la igualdad (1.13). Utilizando (1.5) y (1.8) queda

A

(
n∑

i=2

ti1xi

)
+Bx1 = λ1

(
n∑

i=2

ti1xi

)
+ k1x1. (1.14)

Por ser {xi}ni=1 autovectores de A asociados a los autovalores {λi}ni=1, la igualdad (1.14)
se convierte en

n∑
i=2

(λi − λ1)ti1xi +Bx1 = k1x1. (1.15)

Multiplicando ambos términos de la igualdad anterior por yT
1 , y recordando que yT

1 xi = 0
para todo i ̸= 1, queda

yT
1 Bx1 = k1y

T
1 x1 =⇒ k1 =

β11

s1
.

De (1.10) se sigue que

|k1| ≤
n

|s1|
.

□

Hemos obtenido, por tanto, que para ϵ suficientemente pequeño, para el que los térmi-
nos de orden mayor o igual que 2 en el desarrollo en potencias de ϵ de λ1(ϵ) puedan
despreciarse, se tiene

λ1(ϵ) ≈ λ1 + k1ϵ,

esto es, la diferencia λ1(ϵ)− λ1 se comporta como k1ϵ. No obstante, en la relación (1.12)
debemos tener en cuenta que la cantidad |s1| puede ser arbitrariamente pequeña.
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Para completar el estudio del problema de perturbación a primer orden, vamos a
obtener ahora una ecuación expĺıcita que nos dé la expresión exacta a primer orden en ϵ
del autovector perturbado x1(ϵ).

Teorema 1.1.2 (Autovector asociado a primer orden en ϵ) Con las mismas hipóte-
sis que en el Teorema 1.1.1, si x1 es el autovector de A asociado al autovalor simple λ1

y x1(ϵ) el correspondiente autovector perturbado asociado a λ1(ϵ) entonces

x1(ϵ) = x1 + ϵ

[
β21x2

(λ1 − λ2)s2
+

β31x3

(λ1 − λ3)s3
+ · · ·+ βn1xn

(λ1 − λn)sn

]
+O(ϵ2). (1.16)

Demostración.

Partimos de la expresión (1.15) y multiplicamos ahora los dos términos de la igualdad
por yT

i con i ̸= 1 obteniendo

(λi − λ1)ti1y
T
i xi + yT

i Bx1 = 0, (i = 2, 3, . . . , n),

esto es,
(λi − λ1)ti1si + βi1 = 0, (i = 2, 3, . . . , n), (1.17)

de donde despejamos ti1 =
βi1

(λ1 − λi) · si
y sustituimos en el primer paréntesis de (1.14)

para obtener (1.16).
□

Del resultado obtenido notamos que si A es una matriz tal que el autovalor λ1 que
estamos estudiando está lo suficientemente separado del resto de autovalores λi, i ̸= 1,
y tal que las cantidades si, i ̸= 1, no son demasiado pequeñas, entonces la diferencia
x1(ϵ) − x1 es poco sensible a las perturbaciones de A. No obstante, si alguna de las
situaciones anteriores no ocurre, entonces el autovector x1 es muy sensible a los posibles
cambios en la matriz A.

Procediendo de la misma forma podemos hallar el coeficiente de ϵ2 en el desarrollo en
potencias de λ1(ϵ) y de x1(ϵ) aśı como el resto de términos de orden superior en ambos.

Podemos ilustrar esta idea hallando la expresión de k2 en (1.5). Igualando los coefi-
cientes de ϵ2 en ambos lados de la igualdad (1.13) obtenemos

A

(
n∑

i=2

ti2xi

)
+B

(
n∑

i=2

ti1xi

)
= k2x1 + k1

(
n∑

i=2

ti1xi

)
+ λ1

(
n∑

i=2

ti2xi

)
,

es decir
n∑

i=2

ti2(λi − λ1)xi +

n∑
i=2

ti1Bxi = k2x1 + k1

(
n∑

i=2

ti1xi

)
.

Multiplicando ambos miembros de la igualdad por yT
1 por la izquierda queda

n∑
i=2

ti1β1i = k2s1,

9



y despejando k2 y sustituyendo el valor de ti1 que ya conocemos de (1.17) obtenemos

k2 =
1

s1

n∑
i=2

ti1β1i =
1

s1

n∑
i=2

βi1β1i

(λ1 − λi)si
.

Cuando la matriz A tiene autovalores múltiples, el estudio de la perturbación de estos
autovalores utilizando el polinomio caracteŕıstico de la matriz es poco intuitivo, por lo
que a continuación abordamos el problema utilizando un resultado bien conocido y de
gran valor práctico.

1.2. Teoŕıa de perturbación basada en el teorema de
Gerschgorin

Comenzamos enunciando y probando el teorema de Gerschgorin. Aun siendo un resul-
tado que se ha estudiado en las asignaturas de Análisis Numérico del grado, lo incluimos
aqúı ya que, como veremos, permite obtener resultados más fuertes e intuitivos para el
estudio de la perturbación de autovalores y autovectores.

Teorema 1.2.1 (Teorema de Gerschgorin) Sean λ1, λ2, . . . , λn los autovalores de una
matriz cuadrada A = (aij), 1 ≤ i, j ≤ n, repetidos con su multiplicidad. Para cada
1 ≤ i ≤ n, sea Di = D(aii, ri) el disco cerrado del plano complejo centrado en aii de
radio ri =

∑
i ̸=j |aij |. Entonces

1. Cada autovalor λi de A está en la unión R =

n⋃
i=1

Di.

2. Si una componente conexa de dicha región R del plano complejo está formada por
s discos, entonces contiene exactamente s autovalores de A.

Demostración.
Comenzamos con la prueba de la primera afirmación del teorema. Sea λ un autovalor

de la matriz A. Entonces existe x ̸= 0 autovector asociado a λ tal que

Ax = λx,

esto es, para cada 1 ≤ i ≤ n se tiene

d∑
j=1

aijxj = λxi

y ∑
j ̸=i

aijxj = λxi − aiixi = (λ− aii)xi.

Tomando módulos en la igualdad anterior y aplicando la desigualdad triangular obtene-
mos

10



|λ− aii||xi| = |
∑
j ̸=i

aijxj | ≤
∑
j ̸=i

|aij ||xj | ≤ ∥x∥∞
∑
j ̸=i

|aij |, 1 ≤ i ≤ n.

Sea ahora i0 tal que ∥x∥∞ = |xi0 | ≠ 0. Entonces

|λ− ai0i0 ||xi0 | ≤ |xi0 |
∑
j ̸=i0

|ai0j |,

y, tras dividir por |xi0|, concluimos que

d(λ, ai0i0) = |λ− ai0i0 | ≤
∑
j ̸=i0

|ai0j | = ri0 ,

es decir,
λ ∈ D(ai0i0 , ri0) ⊆ R.

Vamos ahora con la segunda parte de la demostración. Sea t ∈ [0, 1], contruimos la
matriz B(t) = ∆ + t(A − ∆) donde ∆ = diag(a11, a22, . . . , ann). Es decir, B(t) es una
matriz tal que sus elementos diagonales son los elementos de la diagonal de A, y sus
elementos no diagonales son t veces los correspondientes elementos no diagonales de A.
Consideramos la aplicación

[0, 1] −→ Mn×n

t 7−→ B(t)

que es continua, pues para cada coeficiente es una aplicación af́ın. Además,

B(0) = ∆, B(1) = A.

A continuación, consideramos los autovalores λ1(t), λ2(t), . . . , λn(t) de la matriz B(t)
para cada t ∈ [0, 1], en particular λi(0) = aii y λi(1) = λi. Si aplicamos a B(t) la primera
parte del teorema, obtenemos que el i−ésimo disco para B(t) tiene por centro aii y radio
tri. Entonces los autovalores λ1(t), λ2(t), . . . , λn(t) de la matriz B(t) están contenidos
en la unión de discos para B(t) y por tanto, también en la unión de discos para A, que
tienen el mismo centro y radio mayor.

Entonces para cada 1 ≤ i ≤ n tomamos la aplicación ϕ definida por

ϕ : [0, 1] −→ C
t 7−→ λi(t).

La aplicación ϕ es continua en virtud del teorema de la función impĺıcita pues cada
imagen λi(t) es ráız de la ecuación polinómica det(B(t) − λI) = 0. Además, la imagen
está contenida en la unión de discos R de A.

Por ser ϕ continua, la imagen de cualquier conjunto conexo es también conexa. En
particular, por ser [0, 1] conexo, el camino seguido por λi(t) es conexo, y por tanto,
comienza y termina en la misma componente conexa de R. Aśı, vamos a tener tantos
λi(1) contenidos en cada componente conexa como λi(0) = aii estén en dicha componente.
Y puesto que los aii son los centros de los discos cuya unión forman la región R, tantos
como discos formen dicha componente conexa.

□

Vamos a estudiar a continuación el problema de perturbación para autovalores y
autovectores aplicando el teorema que acabamos de demostrar.
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1.2.1. Perturbación de autovalores simples de una matriz diago-
nalizable.

Como ya sabemos, si A es una matriz de orden n diagonalizable entonces tiene n
vectores propios linealmente independientes, y por tanto existe una matriz H invertible
tal que

H−1AH = diag(λ1, . . . , λn), (1.18)

donde las columnas de H son paralelas a los autovectores {xi}ni=1 por la derecha de
A, y las filas de H−1 son paralelas a los traspuestos de los autovectores {yi}ni=1 por la
izquierda de A.

Podemos tomar los autovectores normalizados, de forma que

∥xi∥2 = ∥yi∥2 = 1, i = 1, . . . , n.

Sea entonces xi la i-ésima columna de H e
yT
i

si
con si = yT

i xi ̸= 0 la i-ésima fila de

H−1. Notamos de nuevo que por ser λ1 un autovalor simple, los vectores propios x1 e y1

son únicos salvo producto por un escalar, que debe ser de módulo unidad para que sigan
estando normalizados.

Nuestro objetivo ahora es estudiar los autovalores de la matriz perturbada A + ϵB
utilizando el Teorema de Gerschgorin 1.2.1. Dicha matriz tiene exactamente los mismos
autovalores que la matriz semejante que resulta de hacer H−1(A+ ϵB)H cuya expresión
es

H−1(A+ ϵB)H = diag(λ1, . . . , λn) + ϵ


β11

s1

β12

s1
· · · β1n

s1
β21

s2

β22

s2
· · · β2n

s2
...

...
. . .

...
βn1

sn

βn2

sn
· · · βnn

sn

 , (1.19)

donde hemos utilizado la definición de βij = yT
i Bxj dada por (1.9).

Aplicando ahora el Teorema de Gerschgorin obtenemos que los autovalores perturba-
dos (los autovalores de A+ ϵB) están en la unión de los discos de centro λi+ ϵβii

si
y radio

ri =
∑

j ̸=i ϵ|
βij

si
|.

Ya hemos visto que bajo la hipótesis |bij | < 1 para todo 1 ≤ i, j ≤ n se tiene que
|βij | ≤ n, entonces el radio del i-ésimo disco será

ri =
∑
j ̸=i

ϵ

∣∣∣∣βij

si

∣∣∣∣ = ϵ

|si|
∑
j ̸=i

|βij | ≤
ϵ

|si|
∑
j ̸=i

n =
ϵn(n− 1)

|si|
.

Finalmente, como λ1 es un autovalor simple de A, esto es |λ1 − λi| > 0, para i =
2, . . . , n, entonces existe ϵ suficientemente pequeño para el que λ1(ϵ) es el único autovalor
en el disco correspondiente.

El resultado obtenido es algo decepcionante, pues esperaŕıamos de nuestro análisis
previo (1.11) que el autovalor λ1(ϵ) correspondiente a λ1 estuviera en un disco centrado

en λ1 + ϵ
β11

s1
pero de radio r1 = O(ϵ2) cuando ϵ → 0.
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A continuación vamos a ver que, efectivamente, es posible reducir el radio de los discos
de Gerschgorin para obtener el resultado esperado.

En primer lugar notamos que dada una matriz A tal que λ es un autovalor de A y x
un autovector asociado, Ax = λx, entonces λ también es autovalor de la matriz obtenida
de A multiplicando su i−ésima fila por 1

m y su i−ésima columna por m. En efecto,
si tomamos i = 1, podemos ver que las ecuaciones caracteŕısticas de ambas matrices
coinciden sin más que desarrollar los determinantes por la primera columna.

Aplicando este razonamiento, y utilizando i = 1 y m = k/ϵ, con k un parámetro por
determinar, llegamos a que la matriz (1.19) tiene los mismos autovalores que la matriz

diag(λ1, . . . , λn) +


ϵβ11

s1
ϵ2 β12

ks1
· · · ϵ2 β1n

ks1
kβ21

s2
ϵβ22

s2
· · · ϵβ2n

s2
...

...
. . .

...
kβn1

sn
ϵβn2

sn
· · · ϵβnn

sn

 . (1.20)

Nuestro objetivo es tomar el valor del parámetro k de manera que el primer disco de
Gerschgorin sea tan pequeño como sea posible, manteniendo el resto de discos sin inter-
secar con el primero.

Podemos observar que los elementos de la primera fila salvo el (1, 1) contienen el factor
ϵ2, mientras que los elementos de la primera columna salvo el (1, 1) son independientes
de ϵ.

Lema 1.2.1 Dado ϵ suficientemente pequeño, para que la componente conexa de D1 solo
contenga este disco, k puede ser el mayor valor consistente con∣∣∣∣kβi1

si

∣∣∣∣ ≤ |λ1 − λi|, i = 2, . . . , n. (1.21)

Demostración.
Aplicando el Teorema de Gerschgorin a la matriz (1.20) sabemos que

λ1(ϵ) está en el disco de centro c1 = λ1 + ϵ
β11

s1
y radio r1 =

ϵ2

|ks1|
∑
j ̸=1

|β1j |.

Para cada i ̸= 1, λi(ϵ) está en el disco de centro ci = λi + ϵ
βii

si
y radio

ri = |kβi1

si
|+ ϵ

|si|
∑
j ̸=1,i

|βij |.

Es claro que la condición para que los discos D1 y Di no solapen es

|ci − c1| > r1 + ri,

como puede verse en la Figura 1.2.

Vamos a demostrar que la condición (1.21) es suficiente para que esto suceda en el
caso de autovalores reales. Para ello, supongamos sin pérdida de generalidad que λ1 > λi.
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Figura 1.2: Discos D1 y Di dados por el Teorema de Gerschgorin, para ilustrar la demos-
tración del Lema 1.2.1

En el peor de los casos, la situación es como la de la Figura 1.2 donde c1 < λ1 y ci > λi.
Comenzamos notando que

ci + ri = λi + ϵ
βii

si
+ |kβi1

si
|+ ϵ

|si|
∑
j ̸=1,i

|βij | ≤ λi +
1

2
|λ1 − λi|+

ϵ

|si|
∑
j ̸=1

|βij |.

Si ϵ es suficientemente pequeño para que
ϵ

|si|
∑
j ̸=1

|βij | ≤
1

4
|λ1 − λi|, obtenemos que

ci + ri ≤ λi +

(
1

2
+

1

4

)
|λ1 − λi| = λi +

3

4
|λ1 − λi|. (1.22)

Por otro lado,

c1 − r1 = λ1 − ϵ
|β11|
|s1|

− ϵ2

k|s1|
∑
j ̸=1

|β1j | = λ1 −

ϵ |β11|
|s1|

+
ϵ2

k|s1|
∑
j ̸=1

|β1j |

,
donde, bajo la condición impuesta a ϵ en el paso anterior, el término entre corchetes es
menor o igual |λ1 − λi|/4. Por lo tanto

c1 − r1 ≥ λ1 −
1

4
|λ1 − λi| = λi +

3

4
|λ1 − λi|. (1.23)

Juntando (1.22) y (1.23) llegamos al resultado que queremos demostrar

ci + ri ≤ λi +
3

4
|λ1 − λi| ≤ c1 − r1.

Por lo tanto, los discos no solapan.
□

Entonces, la condición impuesta sobre el valor de k queda

k ≤ |si|
2|βi1|

|λ1 − λi|, i = 2, . . . , n,

donde el factor 1
2 se puede reemplazar por cualquier factor menor que 1. Es decir, basta

tomar
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|k| = min2≤i≤n

(∣∣∣∣ (λ1 − λi)si
2βi1

∣∣∣∣) ,

para que el primer disco de Gerschgorin sea tan pequeño como sea posible manteniendo
el resto de discos sin solapar con el primero.

Perturbación del correspondiente autovector

Pasamos a estudiar ahora el cambio en el autovector x1 de A, asociado al autovalor
simple λ1. Denotamos por {xi}ni=1 a las columnas de la matrizH dada por (1.18), es decir,
a una base de autovectores de A. Si {xi(ϵ)}ni=1 son los correspondientes autovectores de
A+ ϵB y {zi(ϵ)}ni=1 son los autovectores de H−1(A+ ϵB)H, es claro que

xi(ϵ) = Hzi(ϵ), 1 ≤ i ≤ n.

Si λ1 es un autovalor simple de A, podemos probar el siguiente resultado.

Teorema 1.2.2 Sea z1(ϵ) autovector de la matriz H−1(A+ ϵB)H asociado al autovalor
λ1(ϵ). Entonces, si z1(ϵ) está normalizado en norma ∥ · ∥∞, esto es, si ∥z1(ϵ)∥∞ = 1, se
tiene que

z11(ϵ) = 1. (1.24)

Demostración.
Vamos a razonar por reducción al absurdo. Supongamos que existe una componente

del vector normalizado z1(ϵ), distinta de la primera, para la que

z1j(ϵ) = 1, con j ̸= 1. (1.25)

La ecuación que satisface z1(ϵ) es

H−1(A+ ϵB)Hz1(ϵ) = λ1(ϵ)z1(ϵ). (1.26)

Sustituyendo (1.25) en la ecuación resultante de (1.26) para la componente j-ésima,
obtenemos que

λ1(ϵ) = λj +
ϵ

sj

n∑
i=1

βjiz1i(ϵ),

de donde se deduce que
λ1(ϵ)− λj → 0 cuando ϵ → 0,

lo que es absurdo, pues ya hemos probado que λ1(ϵ) → λ1 ̸= λj para j ̸= 1, por ser λ1

autovalor simple de A. □

Teorema 1.2.3 Bajo las condiciones del Teorema 1.2.2, existe una constante K > 0 tal
que las componentes del vector z1(ϵ) verifican

z1j(ϵ) < K · ϵ (ϵ → 0), j ̸= 1.
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Demostración.
La ecuación resultante de (1.26) para la componente j-ésima es ahora

λ1(ϵ)z1j(ϵ) = λjz1j(ϵ) +
ϵ

sj

n∑
i=1

βjiz1i(ϵ). (1.27)

Por tanto, utilizando que ahora sabemos que |z1i(ϵ)| < 1 para i ̸= 1, llegamos a que

|λ1(ϵ)− λj ||z1j(ϵ)| ≤
ϵ

|sj |

n∑
i=1

|βji||z1i(ϵ)| ≤
ϵ

|sj |

n∑
i=1

|βji|.

Entonces, dado ϵ suficientemente pequeño para que |λ1(ϵ)− λj | ≥ 1
2 |λ1 − λj |, se tiene

|z1j(ϵ)| ≤
2
∑n

i=1 |βji|
|sj ||λ1 − λj |

ϵ, j ̸= 1,

y basta tomar

K =
2
∑n

i=1 |βji|
|sj ||λ1 − λj |

.

□
Ahora, si llevamos el resultado que acabamos de probar a la relación (1.27), llegamos

a que

(λ1(ϵ)− λj)z1j(ϵ) =
ϵβj1

sj
+O(ϵ2), j ̸= 1.

Sustituyendo λ1(ϵ) = λ1 +O(ϵ), obtenemos∣∣∣∣z1j(ϵ)− ϵβj1

sj(λ1 − λj)

∣∣∣∣ = O(ϵ2), j ̸= 1.

De su definición, x1(ϵ) = Hz1(ϵ), y de (1.24) sabemos que z11(ϵ) = 1. Entonces,

x1(ϵ) =

n∑
j=1

z1j(ϵ)xj = x1 + ϵ

n∑
j=2

βj1

sj(λ1 − λj)
xj +O(ϵ2),

un resultado análogo a (1.16).

1.2.2. Perturbación de un autovalor múltiple de una matriz dia-
gonalizable.

Manteniendo la matriz A diagonalizable, pasamos a estudiar el problema de pertur-
bación para un autovalor múltiple de A. Suponemos que λ1 es un autovalor de A de
multiplicidad m. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que los m autovalores λ1

son los primeros, de forma que la ecuación (1.19) se transforma en

H−1(A+ ϵB)H = diag(λ1, . . . , λ1, λm+1, . . . , λn) + ϵ


β11

s1

β12

s1
· · · β1n

s1
β21

s2

β22

s2
· · · β2n

s2
...

...
. . .

...
βn1

sn

βn2

sn
· · · βnn

sn

 , (1.28)
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donde no imponemos ninguna condición sobre la multiplicidad de los autovalores restan-
tes.

En primer lugar, el caso de los autovalores simples se puede estudiar aplicando la teoŕıa
desarrollada en la Sección 1.2.1. Sea por ejemplo λi, m+ 1 ≤ i ≤ n, un autovalor simple
de la matriz A. Multiplicando la i-ésima fila y columna por ϵ

k y por k
ϵ respectivamente,

para un valor apropiado del parámetro k, podemos localizar un autovalor simple en un

disco de centro λi + ϵ
βii

si
y radio O(ϵ2) cuando ϵ → 0.

Consideramos ahora los m autovalores de la matriz perturbada A + ϵB asociados al

autovalor múltiple λ1 de A, que están en discos con centro λ1 + ϵ
βii

si
para i = 1, . . . ,m.

Los correspondientes radios son de orden O(ϵ).

Para ϵ suficientemente pequeño, la unión de discos R1 formada por todos los discos
de Gerschgorin asociados a las primeras m filas de la matriz (1.28) estará separada del
resto de discos, pero no podemos asegurar, en general, que los discos individuales de la
unión estén aislados unos de otros.

Para entender mejor la última afirmación, partimos, por ejemplo de λ1 que es un
autovalor de multiplicidad m de la matriz original A. Para la matriz perturbada A+ ϵB
obtenemos los m autovalores perturbados correspondientes λ11(ϵ), . . . , λ1m(ϵ) de manera
que

|λ1i(ϵ)− λ1| = O(ϵ), ϵ → 0, i = 1, . . . ,m,

pero no es cierto, en general, que haya un autovalor en cada uno de los m discos con
centro λ1 + ϵβii

si
para i = 1, . . . ,m y radio de orden O(ϵ2).

No obstante, śı podemos reducir el radio de dichos discos hasta cierto punto. Nos
centramos en el autovalor múltiple λ1 y reescribimos (1.28) como

H−1(A+ ϵB)H = diag(λ1, . . . , λ1, λm+1, . . . λn) + ϵ

(
P Q
R S

)
,

donde la submatriz denotada por P es cuadrada de orden m. Multiplicando las m pri-

meras filas por
ϵ

k
y las m primeras columnas por

k

ϵ,
obtenemos

H−1(A+ ϵB)H = diag(λ1, . . . , λ1, λm+1, . . . λn) +

(
ϵP ϵ2

k Q
kR ϵS

)
.

De esta forma, podemos tomar un valor de k independiente de ϵ, de forma que los m
primeros discos estén aislados del resto. Aśı, para tal valor de k, hay m autovalores en la
unión de los discos

R =

m⋃
j=1

D(c1j , rj),

donde para cada j = 1, . . . ,m el centro y el radio de cada disco vienen dados por

c1j = λ1 + ϵ
βjj

sj
; rj =

ϵ

|sj |

m∑
k=1;k ̸=j

|βjk|+
ϵ2

k|sj |

n∑
k=m+1;k ̸=j

|βjk|.
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Perturbación del correspondiente autovector

Sea λ1 un autovalor de multiplicidad m de la matriz A. Procediendo como en la
Sección 1.2.1 podemos probar que si z1(ϵ) es el autovector, normalizado en norma ∥ · ∥∞,
de la matriz H1(A+ ϵB)H asociado al autovalor λ11(ϵ), entonces

z1j(ϵ) < 1, para j > m.

Por lo tanto, el vector z1(ϵ) debe tener alguna de las siguientes formas:

[1,K(ϵ), . . . ,K(ϵ),z1m+1(ϵ), . . . , z1n(ϵ)],

...

[K(ϵ), . . . ,K(ϵ), 1,z1m+1(ϵ), . . . , z1n(ϵ)],

donde |K(ϵ)| ≤ 1. El correspondiente autovector x1(ϵ) de A+ ϵB tiene componentes de
orden 1 en ϵ en las direcciones {xm+1, . . . ,xn}. Pero las componentes en el subespacio
generado por {x1, . . . ,xm} pueden ser

x1+K(ϵ)x2 + · · ·+K(ϵ)xm,

...

K(ϵ)x1 +K(ϵ)x2 + · · ·+ xm.

No podemos mejorar este resultado, ya que ningún vector de este subespacio es realmente
autovector de A.

1.2.3. Matrices no diagonalizables

El siguiente paso lógico es estudiar la perturbación de matrices no diagonalizables.
Si bien no lo haremos de forma general en este trabajo, vamos a estudiar un par de
ejemplos sencillos pero ilustrativos que, además, dan cuenta de las dificultades de la
teoŕıa desarrollada hasta aqúı.

Sea A la matriz 2× 2 dada por

A =

(
a 1
0 b

)
, a, b ∈ R.

A es una matriz triangular superior que, en el caso a ̸= b es diagonalizable y cuyos
autovalores son {λ1, λ2} = {a, b}. Los autovectores asociados por la derecha y por la
izquierda normalizados son

xT
1 = (1, 0), αxT

2 = (1, b− a),

αyT
1 = (a− b, 1), yT

2 = (0, 1),

donde α =
√
1 + (b− a)2 es el factor de normalización. Tenemos entonces que

s1 = yT
1 x1 =

a− b

α
, s2 = yT

2 x2 =
b− a

α
. (1.29)
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Para a ̸= b, los autovalores a y b son simples, y de la Sección 1.2.1 sabemos que la sensibi-
lidad de los autovalores es proporcional a los valores |s−1

i |, i = 1, 2. Por lo tanto, cuando
hacemos tender b hacia a, los autovalores son cada vez más sensibles a perturbaciones de
la matriz A.

No obstante, de (1.29) vemos que s−1
1 +s−1

2 = 0. Por lo tanto, aunque ambos inversos
tienden a infinito cuando b tiende a a, no son independientes.

Consideramos ahora la matriz A de dimensión 2× 2 dada por

A =

(
a 10−10

0 a

)
, a ∈ R. (1.30)

La matriz A posee un autovalor doble dado por λ = a y no es diagonalizable. Si pensamos
en una perturbación ϵ del elemento (2, 1), entonces los autovalores de la matriz perturbada

son a±
√
10−10 ϵ.

Es importante notar con ello que, aunque los autovalores de una matriz A son fun-
ciones continuas de sus coeficientes, estos no son necesariamente funciones diferenciables
de los elementos de A. En este caso, tenemos que

dλ

dϵ
= ±

√
10−10

ϵ
,

que no está definida para ϵ = 0. Vemos que una perturbación de tamaño O(ϵ) en el

coeficiente (2, 1) de la matriz genera un cambio de tamaño O(ϵ
1
2 ) en los autovalores.

En general, una perturbación de orden O(ϵ) produce un cambio de orden O(ϵ
1
p ) en los

autovalores asociados con un bloque de Jordan de dimensiones p× p [9].
No obstante, en el ejemplo (1.30), para una perturbación arbitraria de la forma

B =

(
ϵ11 ϵ12
ϵ21 ϵ22

)
,

resulta más natural pensar en una perturbación

B̃ =

(
ϵ11 ϵ12 + 10−10

ϵ21 ϵ22

)
,

de la matriz

Ã =

(
a 0
0 a

)
,

que es diagonalizable y a la que podemos aplicar la teoŕıa de la Sección 1.2.2.

1.3. Acondicionamiento del problema de autovalores

Si estamos interesados en un estudio completo del problema de perturbación para
autovalores surge la necesidad de cuantificar de alguna manera la sensibilidad de una
matriz a dichas perturbaciones mediante una o varias constantes que dependan de dicha
matriz y que proporcionen cotas de error para el valor que recuperamos de λ cuando hay
una perturbación en la matriz.

19



Tener una idea de la sensibilidad de la matriz para el problema de autovalores es im-
portante, ya que en la práctica si tenemos una estimación del tamaño de la perturbación
introducida, ϵ, esperaŕıamos que si |ϵ| es pequeño, |λ(ϵ)−λ| también lo sea. Sin embargo,
si la sensibilidad de la matriz A es alta esto puede no ser cierto.

1.3.1. Condición espectral de una matriz respecto del problema
de autovalores.

Antes de estudiar el número de condición para el problema de autovalores, recordamos
la definición del número de condición espectral de una matriz.

Definición 1.3.1 Dada una matriz H, se define su número de condición espectral como

κ2(H) = ∥H∥2∥H−1∥2,

donde ∥ · ∥2 denota la norma matricial derivada de la norma vectorial eucĺıdea.

Sea A una matriz diagonalizable y H una matriz de autovectores de A, tal que

H−1AH = diag(λ1, . . . , λn).

Vamos a demostrar que el número de condición eucĺıdeo de la matriz de autovectores,
κ2(H) = ∥H−1∥2∥H∥2, es una buena elección como número de condición para el proble-
ma de autovalores. Es importante mencionar que para que los resultados que vamos a
obtener en esta sección sean ciertos, no estamos requiriendo que ϵ sea pequeño.

Teorema 1.3.1 Sean {λ1, . . . , λn} i = 1, . . . , n los autovalores de una matriz A diago-
nalizable, y sea λ un autovalor de la matriz perturbada A+ ϵB. Entonces existe al menos
un ı́ndice i para el que

|λi − λ| ≤ ϵκ2(H)∥B∥2. (1.31)

Demostración.
Si λ es un autovalor de la matriz perturbada A + ϵB entonces, por definición, la

matriz A+ ϵB− λI es singular y su determinante es nulo. Tomando determinantes en la
siguiente igualdad

H−1(A+ ϵB − λI)H = diag(λ1 − λ, . . . , λn − λ) + ϵH−1BH,

llegamos a que

det
(
diag(λ1 − λ, . . . , λn − λ) + ϵH−1BH

)
=det

(
H−1(A+ ϵB − λI)H

)
=det (A+ ϵB − λI) = 0.

Podemos distinguir dos casos:

1. Existe algún i ∈ {1, 2, . . . , n} tal que λ = λi. Entonces el resultado que queremos
probar es cierto, pues el lado izquierdo de la igualdad (1.31) es nulo para ese ı́ndice
i.
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2. Se tiene que λ ̸= λi para todo 1 ≤ i ≤ n, de manera que, en este caso, podemos
escribir

diag(λ1 − λ, . . . , λn − λ) + ϵH−1BH

= diag(λ1 − λ, . . . , λn − λ)[I + ϵdiag
(
(λ1 − λ)−1, . . . , (λn − λ)−1

)
H−1BH].

De nuevo tomamos determinantes a ambos lados de la última igualdad y obtenemos

det
(
I + ϵdiag

(
(λ1 − λ)−1, . . . , (λn − λ)−1

)
H−1BH

)
= 0.

Ahora, vamos a utilizar que para una matriz general X sabemos que si (I +X) es
regular y ∥X∥ < 1, entonces

(I +X)−1 =

∞∑
n=0

(−1)nXn. (1.32)

Tomando normas en la expresión (1.32) se obtiene una serie geométrica de razón
||X||. Por tanto, si (I +X) es singular, la serie es divergente y debe ser ||X|| ≥ 1
para cualquier norma matricial derivada de una vectorial.

En particular, tomando la norma || · ||2, llegamos a que

∥ϵ diag
(
(λ1 − λ)−1, . . . , (λn − λ)−1

)
H−1BH∥2 ≥ 1.

Utilizando la propiedad ∥A · B∥ ≤ ∥A∥ · ∥B∥ que cumple toda norma matricial
derivada de una norma vectorial, obtenemos

1 ≤ ϵ ∥diag ((λ1−λ)−1, . . . , (λn − λ)−1∥2∥H−1∥2∥B∥2∥H∥2

= ϵmax

∣∣∣∣ 1

λi − λ

∣∣∣∣κ2(H)∥B∥2

⇐⇒ min|λi − λ| ≤ ϵ κ2(H)∥B∥2 (1.33)

donde κ2(H) = ∥H−1∥2∥H∥2.

Aśı, en cualquiera de los dos casos descritos podemos afirmar que existe al menos un
valor de i para el que la desigualdad (1.31) es cierta, es decir, λ está en al menos un disco
centrado en λi y de radio ϵ κ2(H) ∥B∥2.

□

Hemos demostrado hasta aqúı que la sensibilidad global de los autovalores de la
matriz A con respecto a la perturbación ϵB depende del tamaño de κ2(H), de modo que
κ2(H) será considerado como un número de condición de A con respecto al problema de
autovalores.

Cabe destacar que el resultado obtenido en la ecuación (1.33) es válido para cualquier
norma matricial derivada de una norma vectorial que verifique

∥diag
(
(λ1 − λ)−1, . . . , (λn − λ)−1

)
∥ = máx

∣∣∣∣ 1

λi − λ

∣∣∣∣ .
En particular se cumple para las normas ∥ · ∥1 y ∥ · ∥∞.
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Utilizando el concepto de continuidad podemos localizar las ráıces de forma más
precisa con el mismo método usado para probar el segundo resultado del Teorema de
Gerschgorin. Esto nos lleva a formular el siguiente resultado, que completa al Teorema
1.3.1.

Teorema 1.3.2 Sean {λ1, . . . , λn} los autovalores de una matriz A diagonalizable. Para
cada 1 ≤ i ≤ n, sea Di = D(λi, r), el disco cerrado del plano complejo centrado en λi de
radio r = ϵ κ2(H)∥B∥2, donde B es una matriz arbitraria. Entonces

1. Cada autovalor λ de A+ ϵB está en la unión R =

n⋃
i=1

Di.

2. Si una componente conexa de dicha región R del plano complejo está formada por
s discos, entonces contiene exactamente s autovalores de A+ ϵB.

1.3.2. Propiedades del número de condición κ2(H)

A la hora de definir el número de condición de una matriz A con respecto al problema
de autovalores como κ2(H) = ∥H−1∥2∥H∥2, donde H es una matriz regular tal que
H−1AH = diag(λi), nos encontramos con un problema debido a la falta de unicidad en
la elección de la matriz H. Incluso si los autovalores de A son distintos, cada columna de
H puede multiplicarse por un factor arbitrario.

Para resolver este inconveniente vamos a dar la siguiente definición uńıvoca para el
número de condición.

Definición 1.3.2 Se define el número de condición espectral con respecto al problema de
autovalores de una matriz A, como el valor más pequeño de κ2(H) para cualquier matriz
H cuyas columnas sean una base de autovectores de la matriz A. Lo denotamos por κA.

Lo primero que podemos observar directamente de esta definición es que, en cualquier
caso,

κ2(H) = ∥H−1∥2∥H∥2 ≥ ∥H−1H∥2 = 1.

Por definición, una matriz A es normal si conmuta con su traspuesta conjugada, es decir,
si A∗ · A = A · A∗. De manera equivalente, una matriz A es normal si, y solo si existen
una matriz unitaria U y una matriz diagonal D tales que A = U∗ ·D · U. Este resultado
lleva a que para matrices normales y, en particular, para matrices hermı́ticas y unitarias,
tomando H unitaria se tiene

κA = 1.

Esta observación permite afirmar que el problema de autovalores está siempre bien acon-
dicionado para matrices normales. No obstante, esto no es necesariamente cierto para el
correspondiente problema de autovectores.

Recordamos que dado un autovalor λi de la matriz A, los autovectores normalizados
por la derecha y por la izquierda asociados están dados respectivamente por

xi =
Hei

∥Hei∥2
, yi =

(H−1)Tei
∥(H−1)Tei∥2

, 1 ≤ i ≤ n,
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donde e1, . . . , en denota la base ordenada canónica de Rn.
Resulta intuitivo el hecho de que el número κ2(H) vaya a estar relacionado con las

cantidades |s−1
i |, i = 1, . . . , n, definidas anteriormente como |s−1

i | = |yT
i xi|−1. A través

de las siguientes propiedades vamos a concretar dichas relaciones y a deducir cómo la
cantidad |s−1

i | gobierna la sensibilidad individual del autovalor λi.

Propiedades

1. Sea H una matriz de autovectores de A. Se verifica |s−1
i | ≤ κ2(H), para todo

1 ≤ i ≤ n.

Demostración.

Comenzamos razonando a partir de la definición de |si|, en concreto

|si| = |yT
i · xi| =

|eTi H−1Hei|
∥Hei∥2∥(H−1)Tei∥2

=
1

∥Hei∥2∥(H−1)Tei∥2
.

Por otra parte, sabemos que

∥Hei∥2 ≤ ∥H∥2∥ei∥2 = ∥H∥2,

y también

∥(H−1)Tei∥2 ≤ ∥(H−1)T ∥2∥ei∥2 = ∥(H−1)T ∥2 = ∥H−1∥2.

Juntando todo tenemos finalmente que

|s−1
i | = ∥Hei∥2∥(H−1)Tei∥2 ≤ ∥H∥2∥H−1∥2 = κ2(H).

□

2. Dada una matriz A, se tiene que κA ≤
n∑

i=1

|s−1
i |. Para demostrar esta propiedad

del número de condición κA vamos a utilizar la elección de la matriz H tal que las

columnas de H son
xi√
si

y las filas de H−1 están dadas por
yT
i√
si
.

Demostración.

Para tal elección de H tenemos que

κ2(H) = ∥H∥2∥H−1∥2 ≤ ∥H∥F ∥H−1∥F =

(
n∑

i=1

|s−1
i |

) 1
2
(

n∑
i=1

|s−1
i |

) 1
2

=

n∑
i=1

|s−1
i |,

donde ∥ · ∥F denota la norma de Frobenius, y hemos utilizado que los autovectores
son unitarios por lo que

∥H∥F =

 n∑
i,j=1

|hi,j |2
 1

2

=

 n∑
j=1

∥xj∥22
|sj |

 1
2

=

 n∑
j=1

|s−1
j |

 1
2

,

y lo mismo se tiene para ∥H−1∥F □
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Tras probar estas dos propiedades, podemos utilizar las cantidades |s−1
i |, i = 1, . . . , n,

como números de condición de A con respecto al problema de autovalores.

Cabe destacar que en la práctica, para obtener una aproximación del valor de κA

necesitamos encontrar aproximaciones al conjunto de autovectores de A, pero una vez
conocidas aproximaciones a los autovectores es más fácil hallar estimaciones de los núme-
ros de condición si, que de κA.

1.3.3. Propiedades de invarianza de los números de condición.

A continuación vamos a probar algunas propiedades de los n números de condición
|s−1

i | aśı como de κA respecto de transformaciones unitarias de semejanza aplicadas a la
matriz A.

1. Sean A y B dos matrices unitariamente semejantes. Entonces κA = κB .

Demostración.

Sea una matriz A, tal que H−1AH = diag(λi) y cuyo número de condición con res-
pecto al problema de autovalores κA viene dado por κA = κ2(H) = ∥H−1∥2∥H∥2.

Si B es unitariamente semejante con A, existe U unitaria tal que B = UAU∗ (U∗

es la matriz traspuesta conjugada de U). Entonces

H−1AH = H−1U∗B U H = diag(λi)

⇒ (UH)−1B(UH) = diag(λi),

luego el número de condición κB de B cumple

κB ≤ ∥(UH)−1∥2∥UH∥2 = ∥H−1∥2∥H∥2 = κA,

ya que por ser U una matriz unitaria, ∥Ux∥2 = ∥x∥2 para todo x. Razonando
de forma análoga intercambiando los papeles de A y B llegamos también a que
κA ≤ κB y, por tanto, ambos números de condición tienen que coincidir.

□

2. Sean A y B dos matrices unitariamente semejantes. Entonces, para cada i =
1, . . . , n, se tiene s′i = si, donde s′i denota el correspondiente número de condi-
ción de la matriz B.

Demostración.

Si xi e yi, 1 ≤ i ≤ n, son autovectores unitarios por la derecha y por la izquierda,
respectivamente, de la matriz A, entonces los respectivos autovectores de B están
dados por

x′
i = Uxi e y′

i = Uyi,

ya que
Axi = λixi ⇐⇒ U∗BUxi = λixi ⇐⇒ BUxi = λiUxi.

Por lo tanto, podemos concluir que

s′i = (y′
i)

T · (x′
i) = yT

i U
∗Uxi = yT

i xi = si.

□
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1.3.4. Algunos ejemplos de matrices mal acondicionadas para el
problema de autovalores

Mostramos en esta sección dos ejemplos de familias de matrices que están mal acon-
dicionadas para el problema de autovalores, ilustrando algunos de los conceptos introdu-
cidos en las secciones anteriores.

Ejemplo 1.2.

Vamos a ver en primer lugar un ejemplo ilustrativo de las dificultades que pueden
surgir en la práctica en el estudio del problema de perturbación para autovalores. En
concreto, el siguiente ejemplo muestra que incluso si los autovalores de la matriz A son
distintos y están bien separados, pueden estar muy mal acondicionados.

Sea An la matriz cuadrada de orden n definida por

An =



n n 0 · · · 0 0
0 n− 1 n · · · 0 0

0 0
. . .

. . . 0 0
...

...
...

. . .
. . .

...
0 0 0 · · · 2 n
0 0 0 · · · 0 1


. (1.34)

An es una matriz triangular superior, por lo que sus autovalores son los elementos de
la diagonal, es decir, los números naturales 1, 2, . . . , n, todos ellos autovalores simples.
Si se considera el caso n = 20 (la matriz A20 resultante se conoce como la matriz de
Wilkinson) y si se modifica el elemento de la posición (20, 1) pasando de 0 a ϵ, la ecuación
caracteŕıstica se convierte en

det(A20 + ϵB − λI) =(20− λ)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

19− λ 20 · · · 0 0
0 18− λ · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 2− λ 20
0 0 · · · 0 1− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
− ϵ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

20 0 · · · 0 0
19− λ 20 · · · 0 0

...
...

. . .
...

...
0 0 · · · 20 0
0 0 · · · 2− λ 20

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0,

es decir,
(20− λ)(19− λ) · · · · · (1− λ)− ϵ2019 = 0, (1.35)

donde (1.35) se ha obtenido desarrollando el determinante det(A20 + ϵB − λI) por la
primera columna.

Hemos visto en la Sección 1.1.1, que para ϵ suficientemente pequeño, la perturbación
del autovalor λ = r para r = 1, 2, . . . , 20, se puede desarrollar en serie de potencias de ϵ,
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como en (1.5), de la siguiente manera

λr(ϵ) = r + krϵ+O(ϵ2), con |kr| ≤
20

|sr|
,

donde la serie converge y podemos tomar λr(ϵ) ≈ r + krϵ.

Entonces, si escribimos para cada r = 1, 2, . . . , 20, que λr(ϵ)− r ≈ krϵ, de la ecuación
caracteŕıstica (1.35) vamos a poder obtener el valor de kr. Para ello comenzamos obser-
vando que para cada r, por ser λr(ϵ) autovalor de A + ϵB, λr(ϵ) es ráız del polinomio
caracteŕıstico (1.35). Sustituyendo λr(ϵ) = r + krϵ+O(ϵ2) en (1.35), tenemos que

(20− r − krϵ)(19− r − krϵ) · · · (r − r − krϵ)︸ ︷︷ ︸
−krϵ

· · · (1− r − krϵ) +O(ϵ2) = ϵ2019, (1.36)

donde notamos que en el primer miembro de la igualdad (1.36) aparece el factor −krϵ,
es decir,

−krϵ[(20− r)(19− r) · · · (r + 1− r)︸ ︷︷ ︸
(20−r)!

(r − 1− r) · · · (1− r)︸ ︷︷ ︸
(−1)r+1(r−1)!

] +O(ϵ2) = ϵ2019.
(1.37)

Igualando en (1.37) los términos en ϵ y despejando kr se obtiene

kr = 2019
(−1)r

(20− r)!(r − 1)!
.

La constante kr que acabamos de obtener es grande para todos los valores de r, es
decir, todos los autovalores de la matriz de Wilkinson están mal acondicionados. Los
valores más pequeños (denominador más grande) se dan para |k1| y |k20|, mientras que
los mayores se dan para |k10| y |k11|, como se observa en la Tabla 1.1.

Autovalor (r) Número de condición |kr|
1, 20 4, 31× 107

2, 19 8, 19× 108

3, 18 7, 37× 109

4, 17 4, 18× 1010

5, 16 1, 67× 1011

6, 15 5, 01× 1011

7, 14 1, 17× 1012

8, 13 2, 17× 1012

9, 12 3, 26× 1012

10, 11 3, 98× 1012

Tabla 1.1: Valores del número de condición kr, r = 1, . . . , 20, de los autovalores de la
matriz (1.34) para n = 20.

Observamos con esto que los factores |kr| obtenidos son tan grandes que la teoŕıa
lineal sólo puede aplicarse para valores muy pequeños de ϵ. De hecho, en la Tabla 1.2
vemos claramente que para ϵ = 10−10 y n = 20, solo da información significativa para el
valor de λr(ϵ) para r = 1, 2, 19, 20.
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Autovalor (r) |kr|ϵ |r − λr(ϵ)|
1, 20 0,00431 0,00424
2, 19 0,082 0,109
3, 18 0,734 0,425
4, 17 4,176 1,088
5, 16 16,705 1,501
6, 15 50,116 1,951
7, 14 116,938 2,241
8, 13 217,171 2,532
9, 12 325,757 2,679
10, 11 398,147 2,779

Tabla 1.2: Comprobación de la validez de la aproximación de primer orden λr(ϵ) ≈ r+krϵ,
para los autovalores de la matriz (1.34) con n = 20 y ϵ = 10−10.

Para ϵ = 10−n, n = 5, 6, . . . , 10, los autovalores de la matriz perturbada A + ϵB
se han obtenido utilizando la función eig de Matlab y están representados en la Figura
1.3. Los autovalores de la matriz A20 están dados por puntos rojos, mientras que los
autovalores de la matriz perturbada van desde los puntos color azul oscuro para ϵ = 10−5,
hasta los puntos de color cian para ϵ = 10−10. En la gráfica se observa la simetŕıa de los
autovalores de A en torno a 10,5. Además notamos que, mientras que los autovalores de
A20 son los naturales 1, 2, . . . , 20, las matrices perturbadas tienen autovalores complejos.

La sensibilidad de los autovalores de la matriz A20 muestra que los valores |si| deben
ser pequeños. De hecho, el autovector xr de A20 correspondiente a λ = r, para r =
1, 2, . . . , 20, tiene componentes

xr =

[
1,

20− r

−20
,
(20− r)(19− r)

(−20)2
, . . . ,

(20− r)!

(−20)20−r
, 0, . . . , 0

]T
,

mientras que el correspondiente autovector por la izquierda es

yr =

[
0, . . . 0,

(r − 1)!

20r−1
, . . . ,

(r − 1)(r − 2)

202
,
r − 1

20
, 1

]T
.

Estos vectores no están normalizados en norma ∥ · ∥2, pero el producto yT
r xr da una

buena estimación de la magnitud de |sr|, que viene dada por

|yT
r xr| =

(20− r)!(r − 1)!

2019
,

cuyo inverso es precisamente |kr|, tal como hemos calculado antes. Observamos que los
correspondientes autovectores de A y de AT son casi ortogonales.

Otra forma de visualizar el distinto acondicionamiento de los autovalores de la matriz
A20 por medio de perturbaciones en el elemento (20, 1) es tener en cuenta que para una
perturbación ϵ, los autovalores son las ráıces de la ecuación no lineal f(λ) = 2019ϵ, con

f(λ) = (20− λ)(19− λ) · · · (1− λ).
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Figura 1.3: Autovalores λr(ϵ) de la matriz perturbada obtenida a partir de (1.34) con
n = 20 para ϵ = 10−5, 10−6, . . . , 10−10.

Si representamos gráficamente f(λ), observamos que f(λ) es simétrica en torno a λ = 10,5
y que presenta 9 máximos y 10 mı́nimos. Si vamos incrementando ϵ empezando desde 0
entonces las ráıces 10 y 11 se acercan entre śı y coinciden en 10,5 cuando(

1

2
· 3
2
· · · 19

2

)2

= 2019ϵ,

lo que corresponde a un valor de aproximadamente ϵ ≈ 7,8× 10−14.

Si seguimos incrementando ϵ llegamos a hacer coincidir las ráıces 6 y 7, aśı como las
ráıces 14 y 15. Y podemos continuar aśı sucesivamente.

En la Figura 1.4 podemos visualizar la misma situación para el caso más sencillo en
que la matriz An dada por (1.34) es de orden n = 4. En ella representamos f(λ) − 43ϵ
para distintos valores de ϵ y observamos cómo van cambiando los puntos de corte con el
eje horizontal.

De esta manera concluimos que todos los autovalores de la matriz que hemos consi-
derado están mal acondicionados, aunque algunos están peor acondicionados que otros.

Ejemplo 1.3.

Damos ahora un ejemplo de un conjunto de matrices que tienen autovalores con
números de condición muy distintos. Las matrices tienen forma de Hessenberg superior
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Figura 1.4: Ráıces de la función f(λ)− 43ϵ para distintos valores de ϵ.

y están definidas por

Cn =


n n− 1 n− 2 · · · 3 2 1

n− 1 n− 1 n− 2 · · · 3 2 1
0 n− 2 n− 2 · · · 3 2 1
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 0 · · · 2 2 1
0 0 0 · · · 0 1 1

 . (1.38)

Todas las matrices de la forma (1.38) tienen determinante igual a 1 porque

det(Cn) =
f1 − f2 → f1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 · · · 0 0 0
n− 1 n− 1 n− 2 · · · 3 2 1
0 n− 2 n− 2 · · · 3 2 1
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 0 · · · 2 2 1
0 0 0 · · · 0 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 1 · det(Cn−1), (1.39)

y a partir de (1.39) el resultado es evidente razonando por inducción.

Si en Cn sustituimos el primer elemento de la columna n-ésima que vale 1, por 1+ ϵ,
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Figura 1.5: Acondicionamiento de los autovalores de matrices (1.38) para n = 8, 10, 12 y
14.

entonces el determinante pasa a ser

det(Cn + ϵB) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 · · · 0 0 ϵ
n− 1 n− 1 n− 2 · · · 3 2 1
0 n− 2 n− 2 · · · 3 2 1
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 0 · · · 2 2 1
0 0 0 · · · 0 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= 1 · det(Cn−1) + (−1)n+1ϵ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n− 1 n− 1 n− 2 · · · 3 2
0 n− 2 n− 2 · · · 3 2
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 0 · · · 2 2
0 0 0 · · · 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= 1 + (−1)n+1ϵ(n− 1)!.

Entonces, si tomamos, por ejemplo, ϵ = 10−10 y n = 20, tenemos que

det(C20) = 1,

det(C20 + ϵB) = 1− 19! · 10−10 ≈ −1,216× 107.
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Como el determinante de una matriz es igual al producto de sus autovalores, para ϵ ̸= 0
al menos un autovalor de la matriz perturbada debe ser distinto del correspondiente
autovalor de la matriz original.

A la vista del cambio que se produce en el valor del determinante de la matriz tras
introducir la perturbación de tamaño ϵ, parece esperable que los autovalores de Cn sean
muy sensibles a pequeños cambios en algunos elementos de la matriz.

De nuevo, utilizamos la función eig de Matlab para realizar un experimento numérico
que nos permita ilustrar el mal acondicionamiento de los autovalores de las matrices de
la forma (1.38). En concreto, en la Figura 1.5, representamos en rojo los autovalores de la
matriz Cn, para n = 8, 10, 12 y 14, y en azul los autovalores correspondientes a la matriz
perturbada Cn + ϵB, con ϵ = 10−5.

Las principales propiedades de las matrices de la forma (1.38) respecto del problema
de pertubación son

Los autovalores más grandes de la matriz (1.38) están bien acondicionados, y los
más pequeños están muy mal acondicionados.

Para n = 12, los primeros valores de |si| son del orden de 100, mientras que los tres
últimos son del orden de 10−7. Esto es, |s−1

i | ≈ 107, i = 10, 11, 12.

Incrementando el valor de n, los autovalores pequeños se van convirtiendo progre-
sivamente en peor acondicionados.

Un mal acondicionamiento del tipo que acabamos de analizar en estos ejemplos es más
importante que el asociado directamente con matrices que no diagonalizan. Las matrices
no diagonalizables son casi inexistentes en el trabajo práctico. Si los elementos de una
tal matriz son irracionales, o no pueden ser representados con todas sus cifras decimales
en el ordenador que se esté usando, los errores de redondeo harán que los autovalores
múltiples dejen de serlo. Por tanto, aunque la mayor parte de los resultados que se han
presentado en esta sección son para matrices que diagonalizan, pueden ser ampliamente
utilizados en la práctica puesto que las que śı son comunes aunque diagonalicen son las
matrices con |si| ≪ 1.

1.4. Teoŕıa de perturbación para matrices reales si-
métricas

La teoŕıa de perturbación para el problema de autovalores aplicada a una matriz A
simétrica es más sencilla que para matrices generales, pues los dos conjuntos de autovec-
tores por la derecha y por la izquierda de A, {xi}ni=1 e {yi}ni=1, serán idénticos, incluso
si la matriz A posee algún autovalor múltiple. Por tanto, en el caso de una matriz A
simétrica, las cantidades si = yT

i xi verifican

|si| = 1 , 1 ≤ i ≤ n,

y como hemos visto en la Sección 1.3.2 el problema de autovalores está siempre bien
acondicionado. Algunos de los resultados que vamos a probar a continuación pueden ser
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extendidos de manera inmediata a toda matriz A normal, aunque otros lo harán solo a
matrices hermı́ticas, o no podrán extenderse.

Vamos a distinguir el caso en que la perturbación de la matriz A no es simétrica, del
caso en que śı lo es.

1.4.1. Perturbación no simétrica

Vamos a enunciar y demostrar sendos resultados análogos a los obtenidos en el caso
general (Teorema 1.3.1 y Teorema 1.3.2), para el caso de perturbación no simétrica de
una matriz A simétrica.

Teorema 1.4.1 Sea A una matriz real simétrica y sean {λ1, . . . , λn} los autovalores de
A. Sea λ un autovalor de la matriz perturbada A+ϵB, donde B no es simétrica. Entonces
existe al menos un ı́ndice i para el que

|λ− λi| ≤ ϵ ∥B∥2.

Demostración.
Como la matriz A es simétrica es diagonalizable, y por el Teorema 1.3.1, sabemos que

cada autovalor λ de la matriz perturbada A+ ϵB está, al menos, en un disco dado por

|λ− λi| ≤ ϵκ2(H)∥B∥2,

siendo H una matriz de autovectores de A. Por ser A una matriz simétrica sabemos
también que H puede tomarse ortogonal, y en ese caso κ2(H) = 1. Entonces

|λ− λi| ≤ ϵ ∥B∥2 < ϵn,

si |bi,j | < 1, 1 ≤ i ≤ n.
□

Por el Teorema 1.3.2, sabemos además, que si un conjunto dado por s de estos discos
forma un dominio conexo aislado del resto, entonces hay exactamente s autovalores λ de
la matriz perturbada en dicho dominio. Estos resultados son obviamente ciertos no sólo
para matrices simétricas, sino para toda matriz A normal.

Un caso que requiere especial atención es aquel en que la matriz A es real y simétrica,
y la matriz de perturbación ϵB también es real. Para esta situación podemos demostrar
el siguiente resultado.

Teorema 1.4.2 Sea A una matriz real y simétrica tal que todos sus autovalores {λ1, . . . , λn}
están separados por más de 2nϵ̃, para cierto ϵ̃ > 0, esto es,

|λi − λj | > 2nϵ̃ para todo i ̸= j. (1.40)

Entonces, una perturbación cualquiera de tamaño ϵ con 0 < ϵ < ϵ̃ en cada elemento
individual de A, mantiene los autovalores reales y simples. Es decir, si |bij | < 1 para
1 ≤ i, j ≤ n y 0 < ϵ < ϵ̃, los autovalores de A+ϵB son reales y simples, y sus autovectores
forman una base de Rn.
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Demostración.
Puesto que la matriz perturbada A + ϵB es real, sus autovalores complejos, en caso

de tenerlos, serán pares conjugados.

Si los autovalores {λi} de la matriz A verifican (1.40), como por el Teorema 1.4.1
tenemos que para cualquier autovalor λ de la matriz perturbada A+ ϵB, existe al menos
un ı́ndice i tal que |λi − λ| ≤ nϵ. Entonces,

|λ− λj | > nϵ > 0 (j ̸= i). (1.41)

Deducimos de esta forma que el i-ésimo disco |λi − λ| ≤ nϵ, está aislado del resto y
contiene un único autovalor λ de A + ϵB. Este autovalor será por tanto real, ya que si
fuese complejo, estaŕıa también su complejo conjugado en el disco.

□

1.4.2. Perturbación simétrica

La mayoŕıa de las técnicas numéricas que se utilizan para el cálculo de autovalores
de matrices simétricas están basadas en el uso de transformaciones de semejanza ortogo-
nales. La simetŕıa exacta se conserva en las sucesivas matrices transformadas calculando
únicamente la parte triangular superior y tomando los elementos inferiores a la diagonal
iguales que los superiores. Por esta razón, nos vamos a centrar en esta subsección en
perturbaciones simétricas de matrices simétricas.

Cuando las perturbaciones son simétricas, la matriz perturbada necesariamente tiene
autovalores y un sistema de autovectores reales, y lo mismo es cierto para la matriz
de perturbación. Es natural buscar relaciones entre autovalores de la matriz original, la
matriz de perturbación, y la matriz perturbada.

Gran parte de los resultados que hemos obtenido hasta ahora requieren que las per-
turbaciones sean pequeñas. Los resultados que vamos a probar en esta subsección no
están sometidos a tales limitaciones.

Esto nos permite deshacernos del parámetro ϵ y escribir simplemente

A = B + C con A, B, C matrices reales y simétricas.

Empezamos analizando algunos casos particulares sencillos para pasar después al caso
general y, por último, a resultados basados en el principio del minimax.

Matrices simétricas obtenidas orlando una matriz diagonal.

Dada una matriz diagonal diag(α1, . . . , αn−1), sea X una matriz simétrica de la forma

X =


α aT

a diag(αi)

 , α ∈ R,a = [a1, . . . , an−1]
T ∈ Rn−1. (1.42)
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Nuestro objetivo es relacionar los autovalores de X con los elementos diagonales
α1, . . . , αn−1.

En primer lugar, notamos que si aj = 0 entonces αj es autovalor de X con autovector
asociado ej+1 ∈ Rn.

Si a = 0, los autovalores de X son {αi}, 1 ≤ i ≤ n− 1, y α.

Si a ̸= 0, supongamos que a tiene sólo s componentes no nulas (s ≥ 1). Podemos
elegir una matriz P de permutación adecuada, que modifique sólo las n− 1 últimas filas,
tal que P ([α, a1, . . . , an−1]

T ) = [α, b1, . . . , bs, 0, . . . , 0]
T , con bi ̸= 0, 1 ≤ i ≤ s. De ese

modo obtenemos una matriz Y ortogonalmente semejante a X dada por

Y = PTXP =



α bT 0T

b diag(βi) O

0 O diag(γi)


,

con diag(βi) ∈ Ms×s, diag(γi) ∈ Mn−1−s×n−1−s, y donde los conjuntos {βi}, 1 ≤ i ≤ s,
y {γi}, 1 ≤ i ≤ n− 1− s, son una reordenación de los {αi}, 1 ≤ i ≤ n− 1.

Notar que si la matriz diag(αi) tiene autovalores múltiples, estos podŕıan aparecer
simultáneamente formando parte de diag(βi) y de diag(γi). Los autovalores de X son,
por tanto, los {γi}, 1 ≤ i ≤ n−1−s, junto con los autovalores de la matriz Z de tamaño
(s+ 1)× (s+ 1) dada por

Z =


α bT

b diag(βi)

 . (1.43)

Planteamos el polinomio caracteŕıstico de Z, y desarrollando el determinante por la
primera columna se obtiene

det(Z − λI) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
α− λ bT

b diag(βi − λ)

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (α− λ)

s∏
i=1

(βi − λ)

+

s∑
i=1

(−1)i · bi ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b1 · · · bi−1 bi bi+1 · · · bs

diag(βj − λ)i−1
j=1 0

0 diag(βj − λ)sj=i+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

Desarrollando ahora cada determinante del sumatorio por su columna i-ésima, que
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solo tiene un elemento no nulo, queda

det(Z − λI) = (α− λ)

s∏
i=1

(βi − λ) +

s∑
i=1

(−1)i · bi · (−1)i+1 · bi
∏
j ̸=i

(βj − λ) =

= (α− λ)

s∏
i=1

(βi − λ)−
s∑

i=1

b2i
∏
j ̸=i

(βj − λ) = 0.

(1.44)

Supongamos que entre los {βi}, hay sólo t valores distintos, y supongamos también, sin
pérdida de generalidad, que son β1 > β2 > · · · > βt, y que estos tienen multiplicidades
r1, r2, . . . , rt, respectivamente, de manera que

r1 + r2 + · · ·+ rt = s.

Entonces, la ecuación caracteŕıstica (1.44) es

(α− λ)

t∏
i=1

(βi − λ)ri −
t∑

i=1

c2i

(βi − λ)ri−1
t∏

j=1,j ̸=i

(βj − λ)rj

 = 0, (1.45)

donde c2i =
∑

j b
2
j es la suma de los ri valores b

2
j asociados con βi, de manera que ci > 0.

El polinomio caracteŕıstico tiene un factor

t∏
i=1

(βi − λ)ri−1, por lo que βi es autovalor

de Z con multiplicidad ri− 1. Simplificando la ecuación (1.45), dividiendo entre el factor∏t
i=1(βi − λ)ri , los restantes autovalores de Z son las ráıces de

α− f(λ) ≡ (α− λ)−
t∑

i=1

c2i (βi − λ)−1 = 0,

que podemos escribir como α− f(λ) = 0 para

f(λ) = λ+

t∑
i=1

c2i (βi − λ)−1, (1.46)

que tendrá una gráfica como la representada en la Figura 1.6, que se ha obtenido para un
caso particular en que ci = 1 para todo 1 ≤ i ≤ t, y βi recorre los valores {−2,−1, 0, 1, 2}.
De la gráfica y de (1.46) es evidente que las t+1 ráıces de α = f(λ), que denotamos por
δ1, δ2, . . . , δt+1 satisfacen las relaciones

∞ > δ1 > β1; βi−1 > δi > βi, i = 1, . . . , t; βt > δt+1 > −∞. (1.47)

Con todo ello, llegamos a que los n autovalores de la matriz X pueden clasificarse en
3 grupos, que son

(i) Los autovalores γ1, γ2, . . . , γn−s−1 asociados a las componentes nulas del vector a,
que son iguales a los n− s− 1 correspondientes elementos de {αi}.
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Figura 1.6: Autovalores de una matriz Z de la forma (1.43), para dos valores distintos
de α y α′ manteniendo fijo el vector a.

(ii) s− t autovalores iguales a βi, con multiplicidad ri − 1, i = 1, ..., t, que son iguales
a otros s− t elementos de {αi}.

(iii) t+ 1 autovalores iguales a δi que satisfacen las relaciones (1.47).

Notamos que sólo los elementos del conjunto (iii) dependen de α.

Teorema 1.4.3 Si denotamos los autovalores de la matriz X dada por (1.42), como
{λ1, . . . , λn}, dados en orden no creciente, entonces, si los {αi} también están ordenados
en orden no creciente se tiene que

λ1 ≥ α1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ αn−1 ≥ λn. (1.48)

Los elementos {α1, . . . , αn−1} separan a los autovales {λ1, . . . , λn}, al menos en sentido
débil.

Perturbación de la matriz X

Consideramos ahora los autovalores de la matriz X ′ obtenida a partir de la matriz
dada por (1.42) reemplazando α por α′ y suponiendo que α′ > α. Los autovalores de X ′

serán iguales a los de X en lo que a los conjuntos (i) y (ii) se refiere.

Denotamos por δ′1, δ
′
2, . . . , δ

′
t+1 a los autovalores de X ′ del conjunto (iii). Dichos au-

tovalores son las ráıces de

α′ − f(λ) = (α′ − λ)−
t∑

i=1

c2i (βi − λ)−1 = 0.

Derivando la función f(λ) se tiene que

df(λ)

dλ
= 1 +

t∑
i=1

c2i
(βi − λ)2

> 1, λ ̸= βi.
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Esto implica, por tanto, que en cada intervalo (βi+1, βi), f(λ) es creciente y si f(δi) = α
y f(δ′i) = α′, como α′ > α entonces δ′i > δi.

Por otra parte, en este mismo intervalo, la pendiente en cada punto es mayor que 1,

por tanto, se cumple que
α′ − α

δ′i − δi
> 1, es decir, δ′i − δi < α′ − α, 1 ≤ i ≤ t+ 1.

Entonces, cada δ′i − δi está entre 0 y α′ − α. Podemos definir ciertas cantidades mi,
1 ≤ i ≤ t+ 1, por

δ′i − δi = mi(α
′ − α), con 0 < mi < 1,

y se cumple que ∑
i

mi = 1. (1.49)

Para ver (1.49), como mi =
δ′i − δi
α′ − α

, 1 ≤ i ≤ t+ 1, y la suma de los autovalores δi es

igual a la traza de la matriz Z descrita en (1.43), se tiene

t+1∑
i=1

mi =
1

α′ − α

((
t+1∑
i=1

δ′i

)
−

(
t+1∑
i=1

δi

))
=

1

α′ − α
(tr(Zα′)− tr(Zα)) =

α′ − α

α′ − α
= 1.

Si a = 0, entonces δ′1 = α′ y δ1 = α y en consecuencia, δ′1 − δ1 = α′ − α.

Entonces podemos escribir en todos los casos

δ′i − δi = mi(α
′ − α), con 0 < mi ≤ 1,∑

i

mi = 1.

Como los otros autovalores de X y X ′ son iguales, podemos decir que hemos establecido
una correspondencia entre los n autovalores deX a los que renombramos por {λ1, . . . , λn}
y los n autovalores de X ′, renombrados por {λ′

1, . . . , λ
′
n}, de la siguiente manera

Teorema 1.4.4 Sean {λ1, . . . , λn} los n autovalores, en orden no creciente, de una ma-
triz X dada por (1.42), y sean {λ′

1, . . . , λ
′
n} los autovalores de la matriz X ′ obtenida a

partir de X reemplazando α por α′, con α > α′. Entonces

λ′
i − λi = mi(α

′ − α), con 0 ≤ mi ≤ 1, y∑
i

mi = 1, (1.50)

donde es claro que mi = 0 para los autovalores de los conjuntos (i) y (ii).

Una observación que será últil más adelante es que si las relaciones (1.50) se satisfacen
para los conjuntos {λ1, . . . , λn} y {λ′

1, . . . , λ
′
n} con algún orden concreto, entonces se

satisfacen con mayor motivo cuando los {λi} y los {λ′
i} están cada uno dispuestos en

orden no creciente.
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Perturbaciones simétricas de rango 1

Consideramos en este apartado el caso particular en que

C = A+B,

donde A y B son simétricas y B tiene rango 1. Puesto que la matriz B tiene rango 1, si
ρ denota su único autovalor no nulo, existe una matriz ortogonal R tal que

RTBR =


ρ 0T

0 O

 , RTAR =


α aT

a An−1

 ,

donde O denota la matriz nula. La matriz An−1 es simétrica y, por tanto, existe una
matriz ortogonal S de orden n− 1 con

STAn−1S = diag(αi).

La matriz Q definida por

Q = R


1 0T

0 S

 ,

verifica las propiedades siguientes:

Q es ortogonal, por serlo R y S.

Además,

QT (A+B)Q = QTAQ+QTBQ =


α bT

b diag(αi)



+


1 0T

0 ST

RTBR


1 0T

0 S



=


α bT

b diag(αi)

+


ρ 0T

0 0

 ,

donde b = STa.

Los autovalores de A y A+B son, por tanto, los autovalores de
α bT

b diag(αi)

 y


α+ ρ bT

b diag(αi)

 , (1.51)
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respectivamente. En este punto vemos claramente que podemos aplicar los resultados
obtenidos en el apartado previo. En efecto, si denotamos por {λi} y {λ′

i}, respectivamente,
a los autovalores de las dos matrices de (1.51), ordenadas en orden no creciente, entonces
satisfacen las siguientes relaciones{

λ′
i − λi = miρ, 0 ≤ mi ≤ 1,∑

mi = 1.

Por tanto, al pasar de A a A+B todos los autovalores de A+B se obtienen sumando
a los de A una cantidad entre 0 y ρ, siendo ρ el único autovalor no nulo de B.

De la nota final del apartado anterior y de la estructura de la matriz ortogonalmente
semejante a A dada por (1.51) es claro que los autovalores del menor principal An−1 de
A separan a los de A según (1.48). Si A tiene un autovalor λi de multiplicidad k, entonces
necesariamente An−1 debe tener como autovalor a λi con multiplicidad k, k+ 1 o k− 1.

1.4.3. Propiedades extremales de los autovalores de matrices si-
métricas

El contenido de esta subsección continúa dentro del caso de perturbaciones simétricas
de matrices reales simétricas. No obstante, la relevancia e interés práctico de los resultados
que se obtienen hacen que merecezca una consideración aparte.

Teorema 1.4.5 Sea A una matriz real simétrica n × n, λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λn los auto-
valores de A, ordenados en orden no creciente, y r1, r2, . . . , rn los autovectores unitarios
asociados. Entonces

(i)

λ1 = max

{
xTAx

xTx
: x ̸= 0

}
.

Además, el máximo se obtiene cuando x es el autovector de A asociado al autovalor
λ1.

(ii) De manera análoga,

λs+1 = max

{
xTAx

xTx
: x ̸= 0, rT1 x = · · · = rTs x = 0

}
,

y el máximo se obtiene cuando x es el autovector de A asociado a λs+1.

Demostración.
Por ser A una matriz real simétrica, la matriz R cuyas columnas son r1, . . . , rn es

ortogonal y satisface

RTAR = diag(λ1, . . . , λn).

Para cada vector x ∈ Rn, definimos

x = Ry ⇐⇒ y = RTx. (1.52)
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Entonces, 
xTAx = yTRTARy = yTdiag(λ1, . . . , λn)y =

n∑
i=1

λiy
2
i ,

xTx = yTRTRy =

n∑
i=1

y2i .

Como la expresión (1.52) establece una relación uno a uno entre los vectores x e y y
xTx = yTy, el problema orginal es quivalente a encontrar el máximo valor de

max

{
n∑

i=1

λiy
2
i :

n∑
i=1

y2i = 1

}
. (1.53)

Como los autovalores de A, {λ1, . . . , λn}, están en orden no creciente, entonces

λn ≤
n∑

i=1

λiy
2
i ≤ λ1. (1.54)

Además, el máximo de (1.53) se alcanza cuando

n∑
i=1

λiy
2
i = λ1, esto es, para y = e1. El

correspondiente vector x es la primera columna de la matriz R, que es por tanto, un
autovector unitario de A asociado a λ1. Notamos que si λ1 = λ2 = · · · = λr ̸= λr+1,
entonces cualquier vector unitario y perteneciente al subespacio generado por {e1, . . . , er}
da el valor λ1 en la suma considerada en (1.54). Análogamente, λn es el mı́nimo valor de
xTAx bajo la misma condición, y se alcanza con x = rn.

Consideramos ahora el mismo problema de maximización sujeto a las restricciones
adicionales de que x sea ortogonal a ri, para 1 ≤ i ≤ s. De las relaciones

0 = rTi x = rTi Ry = eTi R
TRy = eTi y, 1 ≤ i ≤ n,

vemos que la correspondiente restricción en y es que tenga un cero en sus s primeras
componentes. Entonces, el máximo valor de xTAx sujeto a estas restricciones es λs+1,
y este se alcanza para y = es+1. El correspondiente vector x es ahora la (s + 1)−ésima
columna de la matriz R.

□

A la hora de poner en práctica esta caracterización de los autovalores de una matriz
simétrica surge un inconveniente. La determinación de cada λs depende del conocimiento
de los autovectores de A asociados a λ1, λ2, . . . , λs−1.

Vamos a tratar de encontrar ahora una caracterización que nos permita obtener los
autovalores de una matriz A simétrica, y que no presente la desventaja que acabamos
de mencionar. Es decir, que la obtención del autovalor λi no precise de haber calculado
previamente λ1, . . . , λi−1.

Teorema 1.4.6 (Teorema de Courant-Fischer) Sea A una matriz simétrica y {λi}
el conjunto de autovalores de A, ordenados de manera no creciente. Consideramos el
máximo valor de xTAx sujeto a las condiciones{

xTx = 1,
pT
i x = 0, pi ̸= 0, i = 1, 2, . . . , s, con s < n,

(1.55)
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donde los pi son vectores no nulos cualesquiera. Entonces, el mı́nimo valor que toma
dicho máximo para todas las posibles elecciones de los s vectores pi es λs+1.

Demostración.
Para todo vector x, que satisface xTx = 1, por el Teorema 1.4.5 sabemos que λn ≤

xTAx ≤ λ1. De manera que xTAx está acotado, y su máximo sujeto a las condiciones
dadas por (1.55) es claramente función de las n× s componentes de los vectores p.

La pregunta que nos hacemos es cuál es el mı́nimo valor que toma dicho máximo para
todas las posibles elecciones de los s vectores p.

Como antes, para resolverlo, vamos a trabajar con el cambio de variable dado por
y = RTx. Las relaciones (1.55) se convierten en{

yTy = 1,
qT
i y = 0, donde qi = RTpi ̸= 0, i = 1, 2, . . . , s; con s < n.

Consideramos una elección particular de vectores p1, . . . ,ps. Tal elección da el conjunto
de los correspondientes q1, . . . ,qs. Las n variables yi (componentes del vector y) satis-
facen s ecuaciones lineales homogéneas

qT
i y = 0, i = 1, . . . , s.

Si añadimos las relaciones ys+2 = ys+3 = · · · = yn = 0, entonces tenemos un total de
n − 1 ecuaciones homogéneas en las n incógnitas y1, . . . , yn, y por tanto, hay al menos
una solución no nula (y1, . . . , ys, ys+1, 0, . . . , 0) del sistema, que puede ser normalizada

para que se verifique que

s+1∑
i=1

y2i = 1. Con esta elección de y tenemos

yTdiag(λi)y =

s+1∑
i=1

λiy
2
i ≥ λs+1.

Esto demuestra que para cualquier elección de {pi} siempre habrá un vector y, y por
tanto un vector x, para los que

xTAx = yTdiag(λi)y ≥ λs+1.

Es decir,
máx{xTAx} ≥ λs+1,

para cualquier elección de los s vectores {pi}. Esto significa que

minmax{xTAx} ≥ λs+1. (1.56)

Por otra parte, si tomamos la elección de los vectores {pi} como pi = Rei, 1 ≤ i ≤ s,
entonces qi = ei, 1 ≤ i ≤ s, y las relaciones (1.55) se convierten en

yi = 0, i = 1, 2, . . . , s.

Por tanto, para cualquier y sujeto a estas relaciones particulares tenemos

xTAx = yTdiag(λi)y =

n∑
i=s+1

λiy
2
i ≤ λs+1.
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Los resultados obtenidos implican que para esta elección de los vectores {pi},

máx{xTAx} = λs+1,

y que este valor se alcanza para la elección del vector y, dada por

ys+1 = 1; yi = 0 para i ̸= s+ 1.

De esta manera, hemos encontrado una elección de los vectores {pi} para la que se tiene
máx(xTAx) = λs+1. Por lo tanto

minmax{xTAx} ≤ λs+1. (1.57)

De (1.56) y (1.57) deducimos directamente que

minmax{xTAx} = λs+1,

cuando x está sujeto a las condiciones dadas por (1.55).
□

El resultado que hemos obtenido se conoce habitualmente como caracterización mi-
nimax de los autovalores de una matriz simétrica. Cabe destacar que hemos probado
que existe al menos un conjunto de vectores {pi} y un vector x correspondiente para los
cuales se alcanza el valor minimax.

De una manera análoga podemos probar que

λs = maxmin{xTAx} para xTx = 1, pT
i x = 0 i = 1, 2, . . . , n− s.

Notar que en ambas caracterizaciones los conjuntos de vectores {pi} incluyen aquellos
en los que algunos de los {pi} son iguales, aunque en general, la minimización del máximo
ocurrirá para un conjunto de vectores {pi} todos ellos distintos.

Si tenemos algún vector pi repetido s veces, podemos afirmar que

λs+1 ≤ max(xTAx) para xTx = 1, pT
i x = 0 i = 1, 2, . . . , s,

donde los {pi} pueden ser, o no, distintos.

1.4.4. Autovalores de la suma de dos matrices simétricas

La caracterización minimax de los autovalores de una matriz simétrica que se ha visto
en el Teorema 1.4.6, puede utilizarse para establecer una relación entre los autovalores
de dos matrices simétricas A, B y los autovalores de la matriz suma C = A + B. Esta
relación será útil para probar resultados posteriores.

Teorema 1.4.7 Sean A, B dos matrices reales simétricas, y sea C = A + B. Denota-
mos por {αi}, {βi} y {γi} los autovalores de A, B y C, respectivamente, donde los tres
conjuntos se suponen ordenados de forma no creciente. Entonces

αs + βn ≤ γs ≤ αs + β1, 1 ≤ s ≤ n. (1.58)
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Demostración.
Por el Teorema 1.4.6, sabemos que para 1 ≤ s ≤ n,{

γs = minmax(xTCx), cuando
xTx = 1, pT

i x = 0, i = 1, 2, . . . , s− 1.
(1.59)

Aśı para una elección particular de los vectores {pi}, tenemos para todo x que verifique
las condiciones impuestas en (1.59), que

γs ≤ max(xTCx) = max(xTAx+ xTBx). (1.60)

Si U es la matriz ortogonal tal que UTAU = diag(α1, . . . , αn), entonces tomando
pi = Uei, las relaciones que aparecen en (1.59) son

0 = pT
i x = eTi y = yi i = 1, 2, . . . , s− 1,

donde y = UTx y, en consecuencia, yTy = 1. Con esta elección de los {pi} las primeras
s− 1 componentes de y son nulas, y de (1.60) tenemos

γs ≤ max(xTAx+ xTBx) = max

(
n∑

i=s

αiy
2
i + xTBx

)
.

Ahora bien,

n∑
i=s

αiy
2
i ≤ αs y xTBx ≤ β1 ∀x, por lo que(

n∑
i=s

αiy
2
i + xTBx

)
≤ αs + β1,

para todo x correspondiente a esta elección de los vectores {pi}. Por tanto, el máximo
de xTCx sobre tales vectores x, no es mayor que αs + β1 y llegamos a que

γs ≤ αs + β1. (1.61)

Como A = C+(−B) y los autovalores de −B en orden no creciente son −βn,−βn−1,
. . . ,−β1, la aplicación del resultado que acabamos de probar nos lleva a que

αs ≤ γs + (−βn),

luego
γs ≥ αs + βn. (1.62)

Entonces de (1.61) y (1.62) obtenemos que, cuando se suma una matriz simétrica B
a una matriz simétrica A, todos sus autovalores cambian en una cierta cantidad que se
sitúa entre el autovalor más pequeño y el autovalor más grande de B.

□

El resultado anterior es de gran interés en la práctica. Frecuentemente la matriz B
será pequeña, (una perturbación) y la única información que tendremos sobre ella será
alguna cota superior de sus elementos o quizá una cota superior para alguna norma. Si,
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por ejemplo, tenemos como en la Sección 1.1.1, |bij | ≤ ϵ, entonces −nϵ ≤ βn ≤ β1 ≤ nϵ
y, en consecuencia

|γr − αr| ≤ nϵ. (1.63)

Notemos que (1.63) es más fuerte que el resultado establecido en el Teorema 1.4.2
para una perturbación no simétrica ya que ahora no hay restricciones en las separaciones
de los autovalores αi, βi y γi. Anteriormente solo fuimos capaces de probar la relación
(1.63) cuando los autovalores αi estaban todos separados por más de 2nϵ (ver (1.41)).

El Teorema 1.4.7 extiende el resultado probado anaĺıticamente en la Sección 1.4.2 para
una perturbación B simétrica de rango 1. Como ya se dijo antes, los resultados probados
no son ciertos únicamente para pertubaciones pequeñas, y tampoco se ven afectados por
la multiplicidad de los autovalores de las matrices A, B o C.

Teorema 1.4.8 (Generalización del Teorema minimax.) Sean A, B dos matrices
reales simétricas, y sea C = A+B. Denotamos por {αi}, {βi} y {γi} los autovalores de
A, B y C, respectivamente, donde los tres conjuntos se suponen ordenados de forma no
creciente. Entonces,

γr+s−1 ≤ αr + βs para r + s− 1 ≤ n. (1.64)

Demostración.
Antes de demostrar el teorema, notamos que (1.64) es una generalización de (1.58).

El Teorema 1.4.6 nos permite afirmar que existe al menos una elección de los vectores
{pi} para la que

max(xTAx) = αr cuando pT
i x = 0, i = 1, 2, . . . , r − 1,

y un conjunto de vectores {qi} para los que

max(xTBx) = βs cuando qT
i x = 0, i = 1, 2, . . . , s− 1.

Consideremos ahora el conjunto de vectores x que satisfacen{
pT
i x = 0 i = 1, 2, . . . , r − 1,

qT
i x = 0 i = 1, 2, . . . , s− 1.

(1.65)

Dicho conjunto es no vaćıo ya que el número total de ecuaciones es r+s−2 < r+s−1 ≤ n
esto es, r + s− 2 ≤ n− 1.

Para un vector x de dicho conjunto tenemos que

xTCx = xTAx+ xTBx ≤ αr + βs.

Entonces,

max(xTCx) ≤ αr + βs,

para todo x que satisface las r + s− 2 ecuaciones lineales (1.65).
Por lo tanto,

γr+s−1 = minmax(xTCx) ≤ αr + βs,
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ya que la minimización se hace sobre todos los conjuntos de vectores x que satisfacen las
r + s− 2 ecuaciones (1.65).

□
Como una ilustración más de la utilidad del Teorema de caracterización minimax de

los autovalores de una matriz simétrica, vamos a probar que los autovalores {λ′
1, . . . , λ

′
n−1}

del menor principal An−1 de una matriz real y simétrica A ∈ Mn×n separan a los auto-
valores {λ1, . . . , λn} de A. Este resultado generaliza al que ya fue probado en la Sección
1.4.2 para matrices simétricas obtenidas orlando una matriz diagonal.

Teorema 1.4.9 (Teorema de separación) Sea A una matriz simétrica y {λ1, . . . , λn}
el conjunto de autovalores de A. Si An−1 es el menor principal de orden n−1 de la matriz
A, y {λ′

1, . . . , λ
′
n−1} son los autovalores de An−1, entonces

λs+1 ≤ λ′
s ≤ λs, 1 ≤ s ≤ n− 1. (1.66)

Demostración
El conjunto de los valores que toma x̃TAn−1x̃ para todo vector unitario x̃ ∈ Rn−1 es

el mismo que toma xTAx para todo vector unitario x ∈ Rn con xn = 0 (x = [x̃T , 0]T ).
Entonces, {

λ′
s = minmax(xTAx), xTx = 1

xn = 0; pT
i x = 0, i = 1, 2, . . . s− 1.

(1.67)

Ahora bien, λ′
s se alcanzará para algún conjunto concreto de vectores {pi} en (1.67),

y para este conjunto de {pi}, λ′
s es el máximo valor de xTAx sujeto a las s ecuaciones

lineales de la segunda ĺınea de (1.67). Por otra parte, λs+1 es el mı́nimo valor que toma
dicho máximo sujeto a s ecuaciones lineales cualesquiera. Entonces, es claro que

λs+1 ≤ λ′
s. (1.68)

Consideramos ahora cualquier conjunto de s − 1 vectores {pi}. Denotamos por f(pi),
al máximo valor de xTAx para vectores unitarios x sujetos a las relaciones lineales
correspondientes a los vectores pi, i = 1, 2, . . . , s− 1. Sea fn−1(pi), el máximo de xTAx
sujeto a la relación extra xn = 0. Entonces,

fn−1(pi) ≤ f(pi),

y, tomando el mı́nimo entre todos los conjuntos de vectores {pi},

min{fn−1(pi)} ≤ min{fn(pi)},

implicando que
λ′
s ≤ λs. (1.69)

Juntando (1.68) y (1.69) obtenemos el resultado (1.66) que estamos buscando.
□

Los resultados vistos hasta ahora en la Sección 1.4 se extienden inmediatamente
a matrices hermı́ticas en general, sin más que sustituir el supeŕındice T por H en los
resultados y demostraciones.

El teorema que presentamos a continuación permite relacionar la perturbación de
los autovalores de una matriz simétrica, con la norma de Frobenius de la matriz de
perturbación, que seguimos considerando también simétrica.
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Teorema 1.4.10 (Teorema de Wielandt-Hoffman) Sean A, B dos matrices reales
simétricas, y sea C = A+B. Denotamos por {αi}, {βi} y {γi} los autovalores de A, B y
C, respectivamente, donde los tres conjuntos se suponen ordenados de forma no creciente.
Entonces

n∑
i=1

(γi − αi)
2 ≤ ∥B∥2F =

n∑
i=1

β2
i .

Demostración.
Para la demostración de este teorema será de interés recordar dos resultados previos

que están enunciados como Lema A.2.1 y Lema A.2.2 en la Sección A.2 del Apéndice.

Sean U1 y U2 matrices ortogonales tales que UT
1 BU1 = diag(β1, . . . , βn) y UT

2 CU2 =
diag(γ1, . . . , γn). Entonces,

diag(β1, . . . , βn) =UT
1 BU1 = UT

1 (C −A)U1 = UT
1 (U2 diag(γ1, . . . , γn)U

T
2 −A)U1

=UT
1 U2[diag(γ1, . . . , γn)− UT

2 AU2]U
T
2 U1.

Tomando normas en la igualdad anterior y teniendo en cuenta de nuevo que la norma de
Frobenius no cambia si se multiplica por una matriz ortogonal, obtenemos

n∑
i=1

β2
i = ∥diag(γi)− UT

2 AU2∥2F . (1.70)

Consideramos ahora el conjunto de valores que toma la función definida por

f(U) = ∥diag(γi)− UTAU∥2F ,

para toda matriz U ortogonal.

La ecuación (1.70) muestra que la cantidad

n∑
i=1

β2
i pertenece a este conjunto. Dicho

conjunto de valores es acotado y tiene una cota superior Ku, y una cota inferior Kl,
ambas finitas, que se alcanzan para alguna matriz ortogonal U, ya que f(U) es una
función continua en el conjunto compacto de las matrices ortogonales.

Veamos que la cota inferior Kl debe alcanzarse para una matriz U tal que UTAU es
diagonal.

En general, entre los autovalores {γ1, . . . , γn}, de la matriz C tendremos r valores
distintos que denotamos por {δ1 > δ2 > · · · > δr}. Entonces, escribimos

diag(γ1, . . . , γn) =


δ1I

δ2I
. . .

δrI

 , (1.71)

donde cada submatriz I tiene el orden adecuado a la multiplicidad del correspondiente
autovalor δi. Consideramos UTAU dividida en cajas de las mismas dimensiones que
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diag(γ1, . . . , γr) en (1.71),

UTAU =


X11 X12 · · · X1r

X21 X22 · · · X2r

· · · · · · · · · · · ·
Xr1 Xr2 · · · Xrr

 ≡ X.

Vamos a probar que solo se puede alcanzar la cota Kl para una matriz U cuyos
bloques no diagonales son todos nulos.

Sea x un elemento no nulo en la fila p y columna q de UTAU, que corresponde a un
bloque Xij , i ̸= j (no diagonal). Entonces, los elementos en las intersecciones de las filas
y columnas p y q de las matrices diag(γ1, . . . , γn) y UTAU, son

diag(γ1, . . . , γn) :
fila p

fila q



col p col q
...

...
· · · δi · · · 0 · · ·

...
...

· · · 0 · · · δj · · ·
...

...


,

X = UTAU :
fila p

fila q



col p col q
...

...
· · · a · · · x · · ·

...
...

· · · x · · · b · · ·
...

...


.

Veamos que en ese caso podemos tomar una matriz ortogonal S, correspondiente a una
rotación en el plano (p, q), tal que

g(S) = ∥diag(γ1, . . . , γn)− STUTAUS∥2F − ∥diag(γ1, . . . , γn)− UTAU∥2F < 0,

es decir,

∥diag(γ1, . . . , γn)− STUTAUS∥2F < ∥diag(γ1, . . . , γn)− UTAU∥2F ,

y, por tanto, el último término no es cota inferior del conjunto de valores que estamos
considerando.

En efecto, sabemos que la matriz S en el plano (p, q) debe ser de la forma

S =

(
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)
,

para algún θ. Denotamos por a′, b′ y x′ a los elementos correspondientes de STUTAUS
en las intersecciones de las filas y columnas p y q.
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Como ∥STUTAUS∥2F = ∥UTAU∥2F , de la definición de norma de Frobenius vemos
que ∥A+B∥2F = ∥A∥2F + ∥B∥2F + 2

∑n
i,j=1 aijbij . Entonces,

g(S) = ∥diag(γ1, . . . , γn)∥2F + ∥STUTAUS∥2F − 2

n∑
i=1

γi(S
TUTAUS)ii

− ∥diag(γ1, . . . , γn)∥2F − ∥UTAU∥2F + 2

n∑
i=1

γi(U
TAU)ii

= −2δi(S
TUTAUSpp − 2δj(S

TUTAUSqq) + 2δi(U
TAU)pp + 2δj(U

TAU)qq)

= −2a′δi − 2b′δj + 2aδi + 2bδj = 2(a− a′)δi + 2(b− b′)δj ,

donde todos los demás términos se cancelan. El ángulo de la rotación θ satisface{
a′ = a cos2 θ − 2x cos θ sin θ + b sin2 θ,
b′ = a sin2 θ + 2x cos θ sin θ + b cos2 θ.

Por lo tanto, podemos escribir tras algunos cálculos

h(θ) ≡ g(S) = 2δi[(a− b) sin2 θ + x sin 2θ] + 2δj [(b− a) sin2 θ − x sin 2θ]

= P sin2 θ +Q sin 2θ,
(1.72)

con P = 2(a − b)(δi − δj) y Q = 2x(δi − δj). Observamos que Q ̸= 0 puesto que hemos
supuesto que x ̸= 0 y sabemos que δi − δj ̸= 0 (i ̸= j). Entonces

dh(θ)

dθ
= Psen(2θ) + 2Qcos(2θ)

∣∣∣∣
θ=0

= 2Q,

y como h(0) = 0 y h′(0) ̸= 0 se pueden elegir ángulos θ1 y θ2 para los cuales h(θ1)·h(θ2) <
0, es decir, rotaciones S1 y S2 de ángulos θ1 y θ2, respectivamente, para las cuales
g(S1) · g(S2) < 0. En particular, existe un ángulo θ para el cual g(S) < 0.

Hemos probado, por tanto, que f(U) no puede ser máximo o mı́nimo para ninguna
matriz U para la que X no sea diagonal por bloques (Xij = 0, i ̸= j).

Supongamos que U es una matriz ortogonal para la que f(U) alcanza su valor mı́nimo.
Debe ser entonces

diag(γ1, . . . , γn)− UTAU =


δ1I

δ2I
. . .

δrI

−


X11

X22

. . .

Xrr

 .

Si Qi son matrices ortogonales tales que QT
i XiiQi = Di, con Di diagonal, entonces
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la matriz Q formada poniendo en su diagonal los bloques Qi es ortogonal y verifica que

QT [diag(γ1, . . . , γn)− UTAU ]Q = QTdiag(γ1, . . . , γn)Q−QTUTAUQ

=


δ1I

δ2I
. . .

δrI

−


D1

D2

. . .

Dr



= diag(γ1, . . . , γn)−QTUTAUQ.

Tomando normas en la igualdad obtenida queda f(UQ) = f(U), de donde deducimos
que el mı́nimo debe alcanzarse siempre para una matriz UQ que reduce A a forma
diagonal.

Los elementos de Di son los {α1, . . . , αn} en algún orden, y los {δ1, . . . , δr}, con su
multiplicidad apropiada, son los {γ1, . . . , γn}. Entonces tenemos

minU f(U) =

n∑
i=1

(γi − αpi
)2,

donde (p1, p2, . . . , pn) es una permutación de (1, 2, . . . , n).

El último paso es probar que el mı́nimo ocurre para pi = i para todo i. Escribimos

x =

n∑
i=1

(γi − αpi
)2 para alguna permutación particular.

Si p1 = 1, α1 y γ1 ya están emparejados. Si p1 ̸= 1, suponemos que es ps = 1 (esto
es, el sumando es (γs − α1)

2). Si intercambiamos p1 y ps en la permutación, el cambio
en x está dado por

(γ1 − α1)
2 + (γs − αs)

2 − (γ1 − αp1
)2 − (γs − α1)

2 = −2(γs − γ1)(αp1
− α1) ≤ 0,

y la suma disminuye. De manera análoga, manteniendo α1 en la primera posición y
emparejando α2 con γ2 vemos de nuevo que la suma no crece. Finalmente, llegamos a
que cada αi está emparejado con el correspondiente γi, y la suma no es mayor que su
valor inicial.

El mı́nimo valor es entonces f(U) =

n∑
i

(γi − αi)
2.

Como en (1.70) vimos que

n∑
i=1

β2
i = f(U) para alguna matriz ortogonal U, entonces

∥B∥2F =

n∑
i=1

β2
i ≥

n∑
i=1

(αi − γi)
2.

□
La prueba puede extenderse fácilmente a matrices hermı́ticas. Además, el resultado

también es cierto para matrices normales.
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Caṕıtulo 2

Pseudoespectro de una matriz

Tradicionalmente, el análisis de los modelos lineales se ha basado en el estudio de
los autovalores con un resultado satisfactorio para muchos problemas de matemáticas,
ciencias e ingenieŕıa. En especial, las técnicas de autovalores se han aplicado con éxito
en campos como la acústica, la mecánica cuántica, la mecánica de fluidos o el análisis
numérico. No obstante, la mayoŕıa de los problemas que la teoŕıa de autovalores es capaz
de resolver con éxito tienen en común el hecho de que las matrices y operadores que los
describen son normales, es decir, poseen una base de autovectores ortogonales.

Cuando una matriz, o un operador, carece de una base de autovectores ortogonales, el
estudio de sus autovalores no proporciona una imagen completa de ella. Por ejemplo, la
no normalidad puede asociarse con un comportamiento transitorio que difiere totalmen-
te del comportamiento asintótico sugerido por los autovalores, que puede manifestarse,
por ejemplo, en la convergencia lenta de procesos iterativos, o en la proximidad a la
inestabilidad.

Entre las numerosas herramientas que se han propuesto para describir la no norma-
lidad y analizar sus efectos, se incluyen herramientas clásicas de la teoŕıa de matrices
y operadores, como el rango numérico, los ángulos entre subespacios invariantes y los
números de condición de los valores propios. En este caṕıtulo vamos a centrarnos en el
estudio del pseudoespectro, cuya utilidad se ha probado con éxito en gran variedad de
problemas [12].

Vamos a estudiar, a continuación, un problema sencillo que nos servirá como motiva-
ción para la definición del pseudoespectro de una matriz.

Supongamos que debemos resolver la siguiente ecuación

Au = zu+ v, (2.1)

donde z no es un autovalor de la matriz A. El objetivo es obtener soluciones que sean
estables respecto de pequeñas perturbaciones en v o en A. Consideramos primero la
solución u′ al problema

Au′ = zu′ + v′, (2.2)

donde suponemos ∥v− v′∥ < ϵ. Entonces, para la diferencia entre las soluciones de (2.2)
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y (2.1) se tiene
∥u′ − u∥ ≤ ϵ ∥(zI −A)−1∥,

para cualquier norma matricial derivada de una norma vectorial. El valor de ∥(zI−A)−1∥
puede ser grande, incluso para valores de z alejados del espectro de A.

Si pasamos al estudio de una perturbación de la matriz A, de la forma A + ϵB tal
que ∥B∥ < 1, y buscamos la solución u′′ del problema

(A+ ϵB)u′′ = zu′′ + v,

llegamos, aplicando resultados conocidos sobre normas matriciales derivadas de normas
vectoriales, a que

∥u′′ − u∥ ≤ ϵ∥(zI −A)−1∥
1− ϵ ∥(zI −A)−1∥

∥(zI −A)−1∥ ∥v∥.

De nuevo, una buena estimación del error ∥u′′−u∥ requiere que el valor de ϵ ∥(zI−A)−1∥
sea pequeño.

2.1. Definiciones y equivalencia

En primer lugar, vamos a dar varias definiciones del pseudoespectro de una matriz
A ∈ Mn×n(C). Posteriormente, probaremos que de hecho, son todas equivalentes, por lo
que la definicón de pseudoespectro no es ambigua.

Definición 2.1.1 Dada una matriz A ∈ Mn×n(C), y dado ϵ > 0 arbitrario, se llama
ϵ−pseudoespectro de A al conjunto de los z ∈ C tales que

∥(zI −A)−1∥ > ϵ−1. (2.3)

Denotamos por σϵ(A) al ϵ−pseudoespectro de A.

Para cada z ∈ C, la matriz (zI − A)−1 se llama matriz resolvente de A en z y el
ϵ−pseudoespectro de A es el subconjunto abierto del plano complejo limitado por la
curva de nivel ϵ−1 de la norma de la resolvente. A lo largo de todo el caṕıtulo vamos a
utilizar el convenio de que

∥(zI −A)−1∥ = ∞, para z ∈ σ(A), (2.4)

donde σ(A) es el espectro de la matriz A. Con dicho convenio, observamos que con esta
definición de pseudoespectro de A, se tiene σ(A) ⊆ σϵ(A) para todo ϵ > 0.

De manera intuitiva podemos pensar que son los valores z cercanos a un autovalor de
la matriz A, aquellos para los que ∥(zI−A)−1∥ se hace grande. Para una matriz normal,
cuando ∥ · ∥ = ∥ · ∥2 esta intuición es correcta. No obstante, para matrices que no son
normales, y están lejos de serlo, puede ocurrir que la norma ∥(zI − A)−1∥ sea grande
incluso cuando z /∈ σ(A) y está alejado de dicho conjunto, y más generalmente sucede
para matrices que satisfacen ∥A−1∥ ≫ 1 o κ(A) = ∥A∥∥A−1∥ ≫ 1.

La segunda definición que damos de pseudoespectro de una matriz A está basada en
la conexión entre la norma de la resolvente y la teoŕıa de perturbación para autovalores.
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Definición 2.1.2 Dada una matriz A ∈ Mn×n(C) y dado ϵ > 0 arbitrario, se llama
ϵ−pseudoespectro de A al conjunto de los z ∈ C tales que

z ∈ σ(A+ E) (2.5)

para alguna matriz E ∈ Mn×n(C) con ∥E∥ < ϵ.

Es decir, definimos ahora el ϵ−pseudoespectro de A como el conjunto de números
complejos que son autovalores de alguna matriz perturbada A+ E con ∥E∥ < ϵ.

De las dos definiciones dadas hasta ahora, se deduce fácilmente que los ϵ−pseudoes-
pectros asociados con diferentes valores de ϵ están relacionados de manera que

σϵ1(A) ⊆ σϵ1(A), si 0 < ϵ1 ≤ ϵ2, (2.6)

y que la intersección de todos los pseudoespectros es el espectro, esto es

∩ϵ>0σϵ(A) = σ(A). (2.7)

Continuamos con la tercera definición de pseudoespectro.

Definición 2.1.3 Dada una matriz A ∈ Mn×n(C), y dado ϵ > 0 arbitrario, se llama
ϵ−pseudoespectros de A al conjunto de los z ∈ C tales que

∥(zI −A)v∥ < ϵ (2.8)

para algún v ∈ Cn, con ∥v∥ = 1.

Con esta definición, cada elemento z del ϵ−pseudoespectro de A se llama ϵ−pseudo-
autovalor de A, y el vector v correspondiente se llama ϵ−pseudoautovector de A.

Probaremos a continuación la equivalencia de las tres definiciones de pseudoespectro
dadas en lo que llevamos de sección.

Teorema 2.1.1 Para toda matriz A ∈ Mn×n(C), las Definiciones 2.1.1, 2.1.2 y 2.1.3
para el ϵ−pseudoespectro de A son equivalentes.

Demostración.
Notamos en primer lugar que para los autovalores z ∈ σ(A), la equivalencia entre las

tres definiciones es evidente. Vamos, por tanto, a probarlo para z /∈ σ(A).

Comenzamos con la implicación 2 ⇒ 3.
Si z es tal que z ∈ σ(A+E) para alguna matriz E ∈ Mn×n(C) con ∥E∥ < ϵ, entonces

existe un vector no nulo v ∈ Cn, que podemos suponer normalizado, es decir ∥v∥ = 1,
tal que

(A+ E)v = zv. (2.9)

Entonces, ∥(zI −A)v∥ = ∥Ev∥ ≤ ∥E∥∥v∥ < ϵ.

Vamos ahora con 3 ⇒ 1.
Dado ϵ > 0, sea z ∈ C tal que ∥(zI −A)v∥ < ϵ para algún v ∈ Cn, con ∥v∥ = 1.
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Sea u ∈ Cn, el vector con ∥u∥ = 1, y tal que (zI−A)v = su. Como s = ∥(zI−A)v∥,
entonces, s < ϵ. Si s = 0, es claro que z ∈ σ(A) ⊆ σϵ(A). Si s ̸= 0, se tiene

(zI −A)−1 su = v,

o, equivalentemente,
(zI −A)−1 u = s−1v. (2.10)

Tomando normas en (2.10), llegamos a que

∥(zI −A)−1∥ ≥ s−1 > ϵ−1. (2.11)

Finalmente, probamos 1 ⇒ 2.

Dado ϵ > 0, sea z ∈ C tal que ∥(zI − A)−1∥ > ϵ−1. Entonces, ∥(zI − A)−1 u∥ > ϵ−1

para algún vector u con ∥u∥ = 1. Por lo tanto, tomando v con ∥v∥ = 1 tal que

(zI −A)−1u = s−1v, (2.12)

es claro que s < ϵ. Si probamos que existe una matriz E, tal que ∥E∥ = s y E v = su,
entonces tendremos que

(A+ E)v = z v − su+ su = z v,

y habremos probado (2.5), puesto que por (2.12) sabemos que

su = (zI −A)v ⇐⇒ Av = zv − su.

De hecho, E puede tomarse de rango 1, de la forma E = suwT para algún w ∈ Cn con
wT v = 1. Podemos distinguir dos casos, en función de la norma matricial con la que
estemos trabajando.

• Norma ∥ · ∥2 : si w = v entonces, vTv = ∥v∥2 = 1, y se tiene Ev = suvTv = su.
• Norma ∥·∥ general: la existencia de un vectorw que satisface las condiciones pedidas

puede interpretarse como la existencia de una función lineal L en Cn con ∥Lv∥ = 1,
∥L∥ = 1. El resultado está garantizado por el teorema de Hahn-Bannach [8].

□
Hasta ahora, hemos tratado la definición de pseudoespectro tomando una norma

matricial ∥ · ∥ arbitraria derivada de una norma vectorial. No obstante, podemos pre-
guntarnos por las propiedades que se tienen si trabajamos con la norma ∥ · ∥2. Antes de
nada, notamos que, para poder hacer esta elección, debemos restringirnos al caso en que
Cn está dotado del producto interno

(u,v) = u∗ v,

y ∥ · ∥2 es la norma matricial asociada a la norma vectorial definida por

∥v∥ =
√
v∗ v.

De las asignaturas de Análisis Numérico cursadas durante el grado, son conocidos
algunos resultados sobre esta norma matricial. Entre ellos, podemos destacar el siguiente

∥A∥2 = smax(A),
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donde smax(A) denota el máximo valor singular [6] de la matriz A. Es claro, por tanto,
que

∥A−1∥2 = [smin(A)]−1.

En el contexto en que estamos interesados, dada una matriz A, y z ∈ C, entonces

∥(zI −A)−1∥2 = [smin(zI −A)]−1.

Definición 2.1.4 Dada una matriz A ∈ Mn×n(C), y dado ϵ > 0 arbitrario, si conside-
ramos la norma matricial ∥ · ∥2, el ϵ−pseudoespectro de A es el conjunto de los z ∈ C
tales que

smin(zI −A) < ϵ, (2.13)

donde smin(zI −A), es el mı́nimo valor singular de zI −A.

La equivalencia con las definiciones 2.1.1, 2.1.2 y 2.1.3 anteriores, aplicadas al caso
en que consideramos la norma matricial ∥ · ∥2 es clara. Por un lado, sabemos que

∥(zI −A)−1∥2 =
1

smin(zI −A)
, (2.14)

lo que nos da directamente la equivalencia de la Definición 2.1.4 con la Definición 2.1.1.
Además, en la demostración del Teorema 2.1.1, vemos que la matriz E puede tomarse de
rango 1 como E = suvT , donde s es el menor valor singular de la matriz zI −A, y u, v
son los vectores singulares asociados por la izquierda y por la derecha, respectivamente.

Una vez establecidas las diferentes definiciones de pseudoespectro de una matriz, aśı
como la equivalencia entre todas ellas, en el siguiente resultado se recogen algunas de las
propiedades más importantes, y elementales, del pseudoespectro.

Teorema 2.1.2 (Propiedades del pseudoespectro) Sea A ∈ Mn×n(C) y sea ϵ > 0.
Entonces,

(i) El ϵ−pseudoespectro de la matriz A, σϵ(A), es un conjunto no vaćıo, abierto y
acotado del plano complejo. Además, σϵ(A) tiene, como máximo, n componentes
conexas y cada una contiene uno o más autovalores de A.

(ii) Si ∥ · ∥ = ∥ · ∥2, entonces σϵ(A
∗) = σϵ(A).

(iii) Si ∥ · ∥ = ∥ · ∥2, entonces σϵ(A1 ⊕A2) = σϵ(A1) ∪ σϵ(A2).

(iv) Para cualquier c ∈ C, σϵ(A+ cI) = c+ σϵ(A).

(v) Para cualquier β ∈ C no nulo, σ|β|ϵ(βA) = β σϵ(A).

En (ii), la matriz A∗ denota la transpuesta conjugada de A. Por otro lado, en (iii),
A1 ⊕A2 denota la suma directa de dos matrices cuadradas de igual orden, definida por

A1 ⊕A2 =

(
A1 O
O A2

)
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Demostración
(i) La demostración, cuyo contenido se escapa de los objetivos de este trabajo, se

puede encontrar en [2].

(ii) Sea ∥ · ∥ = ∥ · ∥2, y sea z ∈ σϵ(A). De la Definición 2.1.2, sabemos que existe una
matriz E, con ∥E∥2 < ϵ tal que z ∈ σ(A+E). Tomando la traspuesta conjugada tenemos
que

A
T
+ E

T
= (A+ E)T ,

luego

σ(A
T
+ E

T
) = σ(A+ E) = σ((A+ E)T ) = σ(A+ E),

y z ∈ σϵ(A
T
), ya que ∥ET ∥2 = ∥E∥2 < ϵ.

(iii) Tomando la norma ∥ · ∥2, la igualdad se deduce directamente de

σ(A1 ⊕A2) = σ(A1) ∪ σ(A2). (2.15)

Probamos la igualdad (2.15) por doble contención. En primer lugar, sean λ y µ autovalores
de A1 y A2 respectivamente. Entonces, existen sendos vectores propios asociados, u1,
u2 ∈ Cn tales que

A1 u1 = λu1,

A2 u2 = µu2.

Entonces,

(A1 ⊕A2)

(
u1

0

)
=

(
A1 O
O A2

)(
u1

0

)
=

(
λu1

0

)
= λ

(
u1

0

)
,

y

(A1 ⊕A2)

(
0
u2

)
=

(
A1 O
O A2

)(
0
u2

)
=

(
0

µu2

)
= µ

(
0
u2

)
,

de forma que los vectores w1 y w2 ∈ Cn+n definidos por

w1 =

(
u1

0

)
, w2 =

(
0
u2

)
,

son autovectores de la matriz A1 ⊕A2 con autovalores asociados λ y µ, respectivamente.

Vamos ahora con la segunda contención. Sea γ ∈ σ(A1 ⊕ A2), entonces existe un
vector w ∈ Cn+n tal que (

A1 O
O A2

)(
w1

w2

)
= γ

(
w1

w2

)
,

donde w1 y w2 denotan los vectores dados por las primeras n componentes, y las siguien-
tes n, respectivamente, de w, y n es la dimensión de las matrices A1 y A2. Entonces, es
claro que γ ∈ σ(A1) ∪ σ(A2).

(iv) y (v) Vamos a demostrar las dos últimas propiedades probando directamente,
por doble contención, la igualdad

σ|β| ϵ(βA+ cI) = c+ βσϵ(A).
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Antes de comenzar con la prueba, notamos que podemos suponer β ̸= 0, pues en otro
caso, los conjuntos se reducen a {c}.

En primer lugar, sea z ∈ σϵ(A). Por la Definición 2.1.2, existe una matriz E con
∥E∥ < ϵ, tal que z ∈ σ(A + E). Entonces, cI + βz ∈ σ(cI + βA + βE), donde ∥βE∥ ≤
|β|∥E∥ < |β|ϵ. De nuevo por la Definición 2.1.2, se sigue que

cI + βz ∈ σ|β|ϵ(cI + βA).

Para ver la segunda contención, sea ω ∈ σ|β|ϵ(cI + βA). Por la Definición 2.1.2 existe
una matriz F con ∥F∥ < ϵ|β| tal que ω ∈ σ(cI + βA+ F ).

Entonces, ω − c ∈ σ(βA+ F ), de donde se sigue que

ω − c

β
∈ σ(A+

1

β
F ),

y

∥ 1
β
F∥ =

1

|β|
∥F∥ < ϵ.

Por la Definición 2.1.2, se tiene que z =
1

β
(ω − c) ∈ σϵ(A), y entonces, llegamos a que

ω = c+ βz ∈ c+ βσϵ(A).

□

2.2. Matrices Normales

Antes de enunciar el resultado principal de esta sección sobre el pseudoespectro de una
matriz normal, vamos a recordar algunos conceptos y resultados sobre matrices unitarias
y matrices normales.

Definición 2.2.1 Se dice que una matriz U ∈ M(C) es unitaria, si su inversa coincide
con su traspuesta conjugada. Es decir,

U∗ = U−1.

De la Definición 2.2.1 se deduce fácilmente la invariancia del pseudoespectro frente a
transformaciones de semejanza unitaria.

Lema 2.2.1 Sea A una matriz compleja, y sea U una matriz unitaria. Entonces, consi-
derando la norma matricial ∥ · ∥ = ∥ · ∥2,

σϵ(A) = σϵ(UAU∗), (2.16)

para todo ϵ > 0.
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Demostración
Si U es una matriz unitaria, entonces tenemos que

(zI − UAU∗) = (zUU∗ − UAU∗) = U(zI −A)U∗.

Por lo tanto,

(zI − UAU∗)−1 = [U(zI −A)U∗]−1 = U(zI −A)−1U∗. (2.17)

De (2.17) y del hecho de que la norma espectral es invariante por transformaciones
unitarias,deducimos que

∥(zI − UAU∗)−1∥2 = ∥U(zI −A)−1U∗∥2 = ∥(zI −A)−1∥2, z ∈ C. (2.18)

De (2.18), utilizando la Definición 2.1.1 para el pseudoespectro, se sigue directamente la
igualdad (2.16).

□

Definición 2.2.2 Se dice que una matriz A ∈ M(C) es normal, si tiene un conjun-
to completo de autovectores ortonormales. Es decir, si es diagonalizable y la matriz de
autovectores es unitaria.

U∗ = U−1.

De la Definición 2.2.2 se deduce el siguiente resultado.

Lema 2.2.2 Sea A una matriz normal, y sea V matriz unitaria de autovectores de A.
Entonces, considerando la norma matricial ∥ · ∥ = ∥ · ∥2,

σϵ(A) = σϵ(V
∗AV ) = σϵ(D) = σϵ


λ1

λ2

. . .

λn

 , (2.19)

para todo ϵ > 0.

Demostración
Si A es una matriz normal, entonces existe una matriz de autovectores de A, que es

unitaria. Es decir,

D = V ∗AV =


λ1

λ2

. . .

λn

 ,

donde V es una matriz unitaria. Por lo tanto, aplicando el Lema 2.2.1, llegamos a la
igualdad (2.19).

□
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SeaA una matriz normal con autovalores {λ1, . . . , λn}.Dado ϵ > 0, el ϵ−pseudoespectro
de A está dado por

σϵ(A) =

n⋃
i=1

B(λi, ϵ), (2.20)

donde B(λi, ϵ) denota la bola abierta del plano complejo, con centro λi y radio ϵ.

De manera equivalente, se cumple que

∥(zI −A)−1∥2 = ∥(zI − V )−1∥2 =
[
smin(zI −D)

]−1
=

1

dist(z, σ(A))
, (2.21)

donde dist(z, σ(A)) denota la distancia usual de un punto z, al conjunto σ(A) en el plano
complejo.

En el enunciado y la demostración del teorema sobre pseudoespectro de matrices
normales, vamos a utilizar la siguiente notación.

∆ϵ := B(0, ϵ) = {z ∈ C : |z| < ϵ}.

σ(A) + ∆ϵ = {z ∈ C : z = z1 + z2, z1 ∈ σ(A), |z2| < ϵ}
= {z ∈ C : dist(z, σ(A)) < ϵ}.

Teorema 2.2.1 (Pseudoespectro de una matriz normal) Sea A una matriz com-
pleja n× n. Entonces

σ(A) + ∆ϵ ⊆ σϵ(A), (2.22)

para todo ϵ > 0. Además, si A es una matriz normal y tomamos ∥ · ∥ = ∥ · ∥2, se tiene la
igualdad

σ(A) + ∆ϵ = σϵ(A), (2.23)

para todo ϵ > 0. Rećıprocamente, si ∥ · ∥ = ∥ · ∥2 y σ(A) +∆ϵ = σϵ(A), etonces A es una
matriz normal.

Demostración
Vamos a demostrar la primera contención (2.22).
Sea z un autovalor de la matriz A y δ ∈ ∆ϵ Entonces, z + δ es autovalor de A + δI

y basta tomar E = δI en la Definición 2.1.2 para ver que z + δ ∈ σϵ(A) y que, en
consecuencia, σ(A) + ∆ϵ ⊆ σϵ(A).

Pasamos a demostrar ahora que si A es una matriz normal, entonces se tiene la
igualdad (2.23).

Si A es una matriz normal, y {λ1, . . . , λn} son sus autovalores, entonces, ya hemos
probado en (2.21) que

∥(zI −A)−1∥2 =
1

dist(z, σ(A))
.

De la Definición 2.1.1 se sigue que z ∈ σϵ(A) si, solo si, dist(z, σ(A)) < ϵ. Con lo que
queda probada la igualdad (2.23).

Finalmente, la demostración del rećıproco se puede encontrar en [2]. La prueba re-
quiere una colección de resultados previos que no ha parecido oportuno incluir en la
memoria.

□
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Teorema 2.2.2 (Teorema de Bauer-Fike) Sea A una matriz compleja diagonaliza-
ble, y sea H una matriz de autovectores de A. Entonces,

σ(A) + ∆ϵ ⊆ σϵ(A) ⊆ σ(A) + ∆ϵκ2(H), (2.24)

para todo ϵ > 0.

Demostración
La primera contención ya ha sido demostrada en el Teorema 2.2.1.

Veamos ahora que σϵ(A) ⊆ σ(A) + ∆ϵκ2(H). Sea z ∈ σϵ(A). Por la Definición 2.1.1,
sabemos que

1

ϵ
< ∥(zI −A)−1∥2 = ∥H (zI − V )−1 H−1∥2 ≤ κ2(H)∥(zI − V )−1∥2

=
κ2(H)

smin(zI − V )−1
=

κ2(H)

dist(z, σ(A)
.

Por lo tanto,
dist(z, σ(A) < ϵκ2(H),

y
z ∈ σ(A) + ∆ϵκ2(H).

□

2.3. Algunos ejemplos de pseudoespectros

En esta sección se va a calcular el pseudoespectro de algunas matrices, utilizando el
programa Matlab.

En [12] se describen varios procedimientos para representar el ϵ−pseudoespectro de
una matriz. En este trabajo hemos utilizado solo uno de ellos, que consiste en tomar un
mallado suficientemente fino de una región adecuada del plano complejo y obtener, para
cada nodo z del mismo, el menor valor singular que proporciona la descomposición en
valores singulares de la matriz zI −A (se ha utilizado la función svd de Matlab). Por la
Definición 2.1.4, sabemos que

σϵ(A) = {z ∈ C : smin(zI −A) < ϵ},

y para mostrar el contorno de σϵ(A) para los valores de ϵ en los que estamos interesa-
dos se han obtenido las correspondientes curvas de nivel de la superficie que resulta de
representar en R3 la función smin(zI −A) frente a z.

Ejemplo 2.1.

En primer lugar, consideramos la matriz compleja A (ver [12]) de dimensiones 3× 3
dada por

A =

−1 6 0
0 i 8
0 0 1

2

 . (2.25)
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Figura 2.1: σϵ(A) para A definida por (2.25) y valores de ϵ = 5× 10−2, 10−2, 5× 10−3.

La matriz A no es normal y sus autovalores están dados por {−1, i, 1
2}. El resultado del

cálculo numérico del ϵ−pseudoespectro de A, para los valores de ϵ = 5 × 10−2, 10−2,
5 × 10−3 está representado en la Figura 2.1. En la gráfica izquierda se puede ver el
contorno de σϵ(A) para los tres valores de ϵ considerados. En la gráfica derecha aparece
la representación tridimensional del ϵ−pseudoespectro de A, utilizando escala logaŕıtmica
en el eje vertical, y en rojo se han destacado las curvas de nivel que delimitan σϵ(A) para
los mismos valores de ϵ.

Con este ejemplo tan sencillo podemos comprobar que, de acuerdo con el Teorema
2.2.1, como la matriz A no es normal se tiene

σϵ(A) ̸= σ(A) + ∆ϵ.

Es decir, el ϵ−pseudoespectro de A no está formado únicamente por la unión de las bolas
abiertas del plano complejo con centro λi y radio ϵ.

Ejemplo 2.2.

Tomamos, como en la Subsección 1.3.4, la matriz An definida por

An =



n n 0 · · · 0 0
0 n− 1 n · · · 0 0

0 0
. . .

. . . 0 0
...

...
...

. . .
. . .

...
0 0 0 · · · 2 n
0 0 0 · · · 0 1


, (2.26)

para n = 20. Los autovalores de A20 son {1, 2, . . . , 20}, están dibujados en la gráfica
izquierda de la Figura 2.2 con puntos negros. Tal como se comprobó en el Caṕıtulo 1,
podemos ver en la gráfica derecha de la misma figura que todos los autovalores de la
matriz de Wilkinson están mal acondicionados. En concreto, los autovalores intermedios
(10 y 11) son los que están peor acondicionados. El máximo de la superficie de la Figura
2.2 está centrado en ellos.
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Figura 2.2: σϵ(A20) para la matriz A20 definida por (2.26) y valores de ϵ = 10−1, 5×10−2,
10−2, 5× 10−3, 10−3, 5× 10−4, 10−4.

Ejemplo 2.3.

Tomamos, de nuevo como en la Subsección 1.3.4, la matriz Cn definida por

Cn =


n n− 1 n− 2 · · · 3 2 1

n− 1 n− 1 n− 2 · · · 3 2 1
0 n− 2 n− 2 · · · 3 2 1
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 0 · · · 2 2 1
0 0 0 · · · 0 1 1

 . (2.27)

para n = 12. En este caso, comprobamos en el Caṕıtulo 1 que los autovalores más grandes
de la matriz (2.27) están bien acondicionados. No ocurre lo mismo para los autovalores
más pequeños. Se puede observar una clara correspondencia entre la Figura 1.5 y la gráfica
izquierda de la Figura 2.3 que permite comprender mejor el concepto de pseudoespectro
de una matriz y su utilidad.

En la gráfica derecha de la Figura 2.3, en la que aparece la representación tridimensio-
nal del ϵ−pseudoespectro de C12, para los valores de ϵ = 10−1, 5× 10−2, 10−2, 5× 10−3,
10−3, 5× 10−4, 10−4, y en rojo se destacan las curvas de nivel que delimitan σϵ(A) pa-
ra los mismos valores de ϵ, vemos claramente que a medida que disminuye el tamaño ϵ
de la perturbación, son los autovalores más pequeños los que pueden sufrir una mayor
variación.

Ejemplo 2.4.

Tomamos como ejemplo ahora la matriz de Toeplitz tomada de [12], de orden n = 64.

T64 =


0 1
1
4 0 1

. . .
. . .

. . .
1
4 0 1

1
4 0

 , (2.28)
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Figura 2.3: σϵ(C12) para la matriz C12 definida por (2.27) y valores de ϵ = 10−1, 5×10−2,
10−2, 5× 10−3, 10−3, 5× 10−4, 10−4.

La matriz (2.28) puede simetrizarse mediante una transformación de semejanza. Para un
orden n arbitrario, sea D = diag(2, 4, . . . , 2n). Entonces

S = DTnD
−1 =


0 1

2
1
2 0 1

2
. . .

. . .
. . .

1
2 0 1

2
1
2 0

 . (2.29)

Los autovalores de Tn y de S coinciden y están dados por

λi = cos

(
kπ

n+ 1

)
, 1 ≤ i ≤ n,

es decir, el espectro de Tn está dado por un conjunto de n números reales en el intervalo
(−1, 1). Por su parte, el ϵ−pseudoespectro de Tn consiste en la región del plano complejo

delimitada por la elipse dada por la imagen de |z| = ϵ
1
n por la aplicación f(z) = z−1 +

1/4z. En la gráfica izquierda de la Figura 2.4 se observa la frontera de σϵ(T64) para los
valores de ϵ = 10−1, 5× 10−2, 10−2, 5× 10−3, 10−3, 5× 10−4, 10−4. Los puntos negros
denotan los autovalores de la matriz T64.

En la gráfica derecha de la Figura 2.4, en la que, de nuevo, aparece la representación
tridimensional del ϵ−pseudoespectro de T64 para los valores de ϵ considerados, y en
rojo se destacan las curvas de nivel que delimitan σϵ(A) para los mismos valores de ϵ,
apreciamos que los autovalores de T64 están muy mal acondicionados. En este caso, el
máximo de la superficie se alcanza en todos los autovalores de T64. Para comprobar el
mal acondicionamiento de la matriz Tn general, podemos considerar una perturbación de
Tn que consiste en sumar una cantidad ϵ al elemento (n, 1). Los autovalores de la matriz
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Figura 2.4: σϵ(T64) para la matriz T64 definida por (2.28) y valores de ϵ = 10−1, 5×10−2,
10−2, 5× 10−3, 10−3, 5× 10−4, 10−4.
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Figura 2.5: Autovalores de N = 100 matrices T64 + ϵB, para valores de ϵ =
10−3, 10−5, 10−7, 10−9. Podemos visualizar el σϵ(T64).
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perturbada coinciden con los de la matriz

D(Tn + ϵB)D−1 =


0 1

2
1
2 0 1

2
. . .

. . .
. . .

1
2 0 1

2
2n−1ϵ 1

2 0

 .

Entonces, los autovalores de Tn + ϵB coinciden con los de una matriz obtenida al añadir
la perturbación 2n−1ϵ a un elemento de la matriz simétrica DTnD

−1. Acabamos de
comprobar que el pseudoespectro permite obtener una caracterización más completa de
las matrices que la que da el espectro de la misma.

Utilizando la Definición 2.1.2, podemos describir otra forma de obtener una aproxima-
ción al ϵ−pseudoespectro de una matriz [12]. El método consiste en generar un número
N suficientemente grande de matrices aleatorias B tales que |bi,j | < 1, 1 ≤ i, j ≤ n, y
representar en el plano complejo los autovalores de las N matrices perturbadas A + ϵB
resultantes. Este procedimiento se ha utilizado con la matriz T64 definida en (2.28) para
generar la Figura 2.5. Los puntos representados en ella no deben salirse de la región de-
limitada por las correspondientes curvas de nivel que aparecen destacadas con una ĺınea
roja en la Figura 2.5.
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Apéndice A

Apéndice

A.1. Algunos resultados utilizados para la Sección 1.1.1

Sea f(x, y) definida por

f(x, y) = yn + pn−1(x)y
n−1 + pn−2(x)y

n−2 + · · ·+ p1(x)y + p0(x),

donde los pi(x) son polinomios en x para 1 ≤ i ≤ n − 1. De la teoŕıa de funciones
algebraicas conocemos [5] los siguientes resultados.

Teorema A.1.1 (Teorema 1 sobre funciones algebraicas.) Sea yi(0) una ráız sim-
ple de f(0, y) = 0. Entonces existe δi > 0 tal que f(x, y) = 0 posee una ráız simple yi(x)
definida por

yi(x) = yi(0) + pi1x+ pi2x
2 + · · · ,

donde la serie de la derecha converge para |x| < δi.

Nota:

(i) Solo se requiere que la ráız yi(0) sea simple. No se impone nada sobre la multipli-
cidad de las n− 1 ráıces restantes de f(0, y) = 0.

(ii) La serie del término de la derecha puede ser finita.

(iii) Verifica yi(x) −→ yi(0) cuando x −→ 0

Teorema A.1.2 (Teorema 2 sobre funciones algebraicas.) Si y1(0) = y2(0) = · · ·
= ym(0) es una ráız de multiplicidad m de f(0, y) = 0 entonces, existe δ > 0 tal que
cuando |x| < δ, existen m ráıces de f(x, y) = 0 que se pueden agrupar en r conjuntos
con mi 1 ≤ i ≤ r ráıces cada uno, de manera que las mi ráıces del i-ésimo grupo son
los mi valores de la serie

y1(0) + pi1z + pi2z
2 + · · ·

correspondientes a los mi valores de z definidos por

z = x
1

mi .
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A.2. Lemas utilizados en la demostración del Teorema
1.4.10

Lema A.2.1 Si una matriz real y simétrica X tiene autovalores {λ1, . . . , λn}, entonces

∥X∥2F =

n∑
i=1

λ2
i .

Demostración
Por ser {λ1, . . . , λn} los autovalores de la matriz simétrica X, existe una matriz U

ortogonal tal que UTXU = diag(λ1, . . . , λn). Tomando la norma de Frobenius en la
igualdad anterior, utilizando que U y UT son matrices ortogonales y recordando que la
norma de Frobenius es invariante por transformaciones ortogonales, llegamos a

∥X∥2F = ∥UTXU∥2F = ∥diag(λ1, . . . , λn)∥2F =

n∑
i=1

λ2
i .

□

Lema A.2.2 Si {Uk}∞k=1 es una sucesión infinita de matrices ortogonales, entonces exis-
te una subsucesión {Usk}∞k=1, tal que

limk→∞Usk = U,

con U ortogonal.

Demostración
La prueba de este lema se sigue de la versión n2−dimensional del Teorema de Bolzano-

Weierstrass [1], pues todos los elementos de las matrices Uk están entre [−1, 1].
La matriz U debe ser ortogonal, pues

UT
sk
Usk = I, k ≥ 1,

y tomando ĺımite llegamos a

limi→∞UT
sk
Usk = UTU = I.

□
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