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Introduccion

El problema del cdlculo de los autovalores de una matriz surge de manera natural
en distintas ramas de la Ciencia y de la Ingenieria tras la apropiada discretizacién de
los operadores diferenciales o integrales que aparecen al modelizar matematicamente dis-
tintos fenémenos fisicos [12]. Como, en general, no es posible calcular de manera exacta
dichos autovalores, se recurre al uso de métodos numéricos para su aproximacién, pero
es preciso disponer de resultados tedricos que determinen el grado de precisiéon de los
autovalores calculados. Por un lado, los coeficientes de las matrices cuyos autovalores se
quieren aproximar pueden conocerse solo de manera aproximada si se han obtenido de
medidas experimentales y, por otro, los métodos numéricos tienen que ser implementados
en un ordenador y estan sujetos a los errores derivados de la aritmética finita que éste uti-
liza. Se hace imprescindible entonces analizar cémo pequenos cambios en los coeficientes
de una matriz afectan a sus autovalores y a los autovectores asociados [13] y [6].

El anélisis regresivo de los errores trata de interpretar la solucién numérica de un
problema dado como la solucién exacta de un problema del mismo tipo, pero con los
datos ligeramente modificados o perturbados [4]. De este modo, el estudio de los errores
en la aproximacién calculada con un método numérico se puede efectuar analizando la
diferencia entre dos soluciones exactas de un mismo problema, pero con datos préximos.
En este trabajo se pretende profundizar en esta idea cuando el problema considerado
es la aproximacién numeérica de los autovalores de una matriz. Fue Lord Rayleigh quien
popularizé y sentd las bases de la teorfa de perturbaciones de valores propios en [11],
donde uno de sus célculos tenia como objetivo determinar tanto las frecuencias propias
como los modos propios de las vibraciones armoénicas de una cuerda con moédulo de
elasticidad constante y cuya densidad de masa era una pequena perturbacién de un valor
constante.

En el caso de matrices y operadores hermiticos, el andlisis de sus autovalores y auto-
vectores proporciona una imagen completa de los mismos. No ocurre lo mismo cuando
se trata de matrices y operadores no hermiticos para los que, a menudo, las predicciones
teodricas no coinciden con las observaciones, en especial cuando los conjuntos de vectores
propios asociados estan mal acondicionados con respecto a la norma de interés utilizada.
En el caso de la norma 2, esto significa que la matriz, o el operador, no es normal y por
tanto los vectores propios no son ortogonales. El pseudoespectro ofrece una alternativa
analitica y grafica para el estudio de matrices y operadores no normales.

El objetivo de este trabajo es analizar las variaciones que sufren los autovalores y au-
tovectores de una matriz cuando sus coeficientes se ven afectados por pequenos cambios.



En el primer capitulo de la memoria se estudia, siguiendo [13], la teorfa de pertur-
bacién para el problema de autovalores. En primer lugar, imponiendo una perturbacién
que tiende a cero, se deducen de forma exacta, a partir de la definicién de autovalor
y autovector, las expresiones del autovalor y autovector de la matriz perturbada hasta
primer orden en la perturbacién.

A continuacion se amplia el estudio al caso de autovalores multiples utilizando el
teorema de Gerschgorin, un resultado que se ha estudiado en las asignaturas de Analisis
Numérico del grado, y que constituye una herramienta muy 1util en este trabajo.

En la segunda parte del capitulo se considera, en particular, el caso de matrices
reales simétricas. Se introduce el concepto de acondicionamiento para el problema de
autovalores, que permite ampliar el estudio a perturbaciones que no son necesariamente
pequenas y a su vez, deducir resultados de gran valor practico como son los teoremas de
separacién de autovalores de matrices simétricas o el principio minimax [13].

En el segundo capitulo de la memoria se consideran las distintas definiciones de pseu-
doespectro de una matriz que aparecen en [12], y se demuestra la equivalencia de todas
ellas, asi como las principales propiedades que verifica el pseudoespectro. Finalmente, se
representan graficamente los pseudoespectros de algunas familias de matrices de interés
en distintas aplicaciones.

En el trabajo también se han implementado métodos numéricos apropiados para el
célculo de los autovalores y autovectores de una matriz, asi como alguno de los pro-
cedimientos propuestos en [12] para el cdlculo del psudoespectro de una matriz dada.
De este modo se han podido ilustrar con ejemplos concretos los distintos resultados de
perturbacion que se estudian desde el punto de vista tedrico a lo largo del trabajo.



Capitulo 1

Teoria de perturbacion para el
problema de autovalores

Al estudiar la teoria de perturbacién para el problema de autovalores es natural que
la primera idea que tengamos sea hacerlo analiticamente a través de la definicién de
autovalor y de autovector asociado. Como veremos, los resultados que se obtienen con
esta técnica, al nivel de este trabajo, resultan poco clarificadores. A partir del Teore-
ma de Gerschgorin, una herramienta ya conocida, veremos que estos resultados pueden
demostrarse de una manera mas intuitiva y clara.

Un caso al que vamos a dedicar especial atencion es el de las matrices simétricas. El
analisis del problema se simplifica, y a través de la definicién del nimero de condicién
espectral para el problema de autovalores podremos obtener resultados mas potentes que
en el caso general. [lustraremos todos ellos con ejemplos numéricos.

1.1. Primeros resultados de perturbacién

Es bien sabido que dada una matriz A € M,,+,,(C) de orden n, un escalar A € C es
un autovalor de A si existe un vector x € C™ no nulo tal que

Ax = x.

Decimos que x es un autovector de A asociado a A. Es inmediato comprobar que, de
manera equivalente, A es autovalor de A si es solucién de la ecuacién

M — A| = det(\ — A) =0, (1.1)

donde |AI — A] es un polinomio en A de grado n conocido como polinomio caracteristico
de A. Llamamos multiplicidad algebraica (m(\)) de un autovalor A a la multiplicidad de
este como raiz del polinomio caracteristico (1.1). Por otro lado, llamamos multiplicidad
geométrica (d(N\)) de A a la dimensién del subespacio vectorial formado por todos los
autovectores asociados a A, esto es, la dimensién de V), = {x € C" : Ax = Ax}. Un
resultado fundamental, cuya demostracién puede encontrarse en [10] es que para todo
autovalor A de A,
1 <d(A) <m(N).
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Una vez revisados los conceptos basicos relacionados con los autovalores de una ma-
triz, pasamos a describir los primeros resultados de perturbacién para el problema de
autovalores. Nuestro objetivo es comparar los autovalores de una matriz dada A con los
autovalores de una matriz perturbada A + e¢B, donde B es otra matriz (posiblemente
aleatoria) y € es un pardmetro real y positivo que da cuenta del tamano de la perturba-
cién. Si A; es un autovalor de A, denotamos por A;(e€) al correspondiente autovalor de la
matriz perturbada A + €B, es decir, que satisface A;(0) = A;.

Ejemplo 1.1.

En la Figura 1.1 se ha representado, haciendo uso de la funcién eig de Matlab, la
evolucién de los autovalores de una matriz simétrica A, cuando sobre ella actia una
perturbacién, también simétrica, de tamano e € [0, 1].

Para construir la matriz A se ha utilizado como punto de partida una matiz de
Clement [3]. La forma general de una matriz de Clement de orden n es como sigue

0 1
n—1 0 2

A, = : (1.2)
2 0 n—1
1 0

Se trata de una matriz triadiagonal, con ceros en su diagonal principal y cuyos autovalores
son bien conocidos y estdn dados por {£(n—1),£(n—3),...,+1} si n es par, y hay que
anadir a estos el autovalor 0 si n es impar.

La Figura 1.1 se ha obtenido calculando los autovalores de la matriz Ayq + € B,
donde Ajg es la matriz de Clement (1.2) de orden n = 10 simetrizada y normalizada
(A1g = (Ao + AT))/(n — 1)). Por su parte, B es una matriz simétrica fija que se ha
generado aleatoriamente y cuyos elementos estdn todos en el intervalo [0, 1]. Tomamos
Ay y B simétricas para que los autovalores sean reales. Por 1ltimo, € recorre los valores
del intervalo [0, 1].

Es interesante observar que las trayectorias seguidas por los distintos autovalores
)\j(e), i=1,2,3,4, de la matriz Ay + eB, no llegan a cortarse [7]. Es decir, las matrices
Aqg + €B no llegan a tener autovalores multiples.

1.1.1. Perturbacion de autovalores simples

Consideramos en primer lugar el caso en que A; es un autovalor simple de la matriz
A, esto es, A1 es raiz simple del polinomio caracteristico de A. Como hemos mencionado,
nuestro objetivo es estudiar y comparar dicho autovalor Ay con el correspondiente auto-
valor A(e) de una matriz perturbada A 4 eB. Nos centramos en el caso de dos matrices
Ay B de orden n cuyos elementos satisfacen

laij] <1, [b| <1, 1<4,5<n.

Comenzamos escribiendo la ecuacién caracteristica de A, desarrollando el determi-
nante en potencias de \

det(AM — A) = A" + ¢, A" ey oA 24 e =0, (1.3)
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Autovalores de una Matriz de Clement perturbada
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Figura 1.1: Primeros cuatro autovalores A, (¢) de una matriz de Clement perturbada.

y la ecuacién caracteristica de A + eB
det(\] — A —eB) = A"+ ¢ 1 (A" + e a()N" 2 4 -+ co(e) = 0. (1.4)

Desarrollando la expresién del determinante de (1.4) por su primera columna, vemos que
cada coeficiente ¢,(€), 0 < r < n — 1, es un polinomio en ¢ de grado n — r, que cumple
¢ (0) = ¢

Por lo tanto, podemos escribir
cr(€) = cr+ i€+ e + 4 e, 0<r <.

Puesto que A; es una raiz simple de la ecuacién caracteristica (1.3) estamos en condi-
ciones de aplicar el Teorema A.1.1 sobre funciones algebraicas (ver Anexo), que garantiza
que para e suficientemente pequeilo existe una raiz simple A1 (¢) de (1.4) dada por la serie
de potencias convergente

)\1(6) :)\1+k1€—|—k262+"' . (15)

Del desarrollo en serie de potencias (1.5) concluimos que A1(€) — Ay cuando € — 0.
Ademis, independientemente de la multiplicidad de los restantes autovalores de la matriz
A hemos obtenido

|A1(€) = A1l = O(e). (1.6)

Pasamos ahora a estudiar la perturbacién de un autovector x; asociado al autovalor
simple A; de la matriz A. En primer lugar, escribimos la expresién explicita de x;.



Partimos de un resultado conocido de la teoria general de autovalores y autovectores que
afirma que

dim(Vy,) =n —rg(4A — M\I),
donde V), es el subespacio generado por el autovector x;. Por ser A\; un autovalor simple
dim(Vy,) = 1 y por tanto rg(A — A\;I) = n — 1. Entonces existe al menos un menor no
nulo de orden n — 1 de (A — A1 I). Podemos suponer sin pérdida de generalidad que este
menor estd formado por las primeras n — 1 filas y n — 1 columnas de (4 — A\ 1).

De la resolucion del sistema lineal de ecuaciones que define el autovector xy, resulta
que
T
X1 = [AnlaAn% DR Ann} )

donde A,; denota el cofactor del elemento (n,7) de la matriz A, que sabemos serd un
polinomio en A; de grado menor o igual que n — 1, como puede demostrarse facilmente
utilizando la regla de Cramer.

Sea x1(€) el autovector asociado al autovalor A;(e) de la matriz perturbada A + eB.
Podemos aplicar los mismos resultados obteniendo que las componentes de x;(€) serdn
ahora polinomios en A (€) y €. Ademds, puesto que la serie de potencias que define A (e)
es convergente para e suficientemente pequeno, las componentes de Xl(e) estaran dadas
por una serie de potencias en e convergente, cuyo término independiente ha de ser la
correspondiente componente de x;. Podemos escribir entonces

x1(€) =x1 + €2y + 20+ -, (1.7)

donde cada z; es a su vez una serie de potencias en e convergente. De nuevo en corres-
pondencia con (1.6), obtenemos que

|x1(e) — x1| = O(e).

Si nos centramos ahora en el caso particular en que A es una matriz diagonalizable,
entonces existen sendos conjuntos {x;}"_; e {y;}", de vectores propios de A por la
derecha y por la izquierda, respectivamente, que cumplen

yix; =0 (i #j).

Ademds, estos vectores propios son 1nicos (salvo producto por un escalar) solo si todos
los autovalores son simples. De esta forma, por ser {x;, ¢ = 1,...,n} una base de C"
podemos expresar los vectores z; de (1.7) como combinacién lineal de los autovectores
de A

n
Z¢:ZSj7;Xj7 i:1,2,...,n.
j=1
Sustituyendo en (1.7) tenemos
n n
Xl(e) = X1 —‘rGZSle]' —|—€228]‘2Xj + e,
j=1 j=1

y agrupando los términos que multiplican a cada autovector x; queda

X1 (6) :(1 + €s11 + 62512 -+ .. )Xl + (6821 + 62822 + - )XQ
44 (€Sp1 + €8p2 + - )Xy,
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La convergencia de cada una de las series de portencias que aparecen entre paréntesis
viene dada por la convergencia absoluta de la serie en (1.7). Como estamos interesados
en comparar xX; con un autovector de la matriz perturbada asociado al autovalor Aq(e),
en la expresién obtenida para x;(€) dividimos entre (1 + esy1 + 2519 + - - - ), que es no
nulo para e suficientemente pequeno. Redefinimos asf el autovector de A + €B con el que
vamos a comparar, que volvemos a denotar como x1(¢€), de la siguiente manera

Xl(E) = X1 —+ (Etgl —+ €2t22 4+ )X2 + 4 (Etnl + 62tn2 =+ )Xn7 (18)
donde de nuevo las series entre paréntesis son convergentes para e suficientemente pe-
queno.

En el analisis que hemos hecho hasta ahora hemos utilizado los vectores propios x;
obtenidos directamente de las ecuaciones (A — A\;I)x; = 0 que los definen. Podemos
normalizar y renombrar dichos vectores para tener

Esta accién introduce un factor multiplicativo adicional en cada uno de los términos
entre paréntesis de (1.8) que puede ser absorbido por los coeficientes ¢;;. Notamos, sin
embargo, que haciendo esto, los autovectores perturbados x;(€) no estdn normalizados
cuando € # 0.

Expresion explicita de la perturbacion

Nuestro objetivo a continuacién es obtener una relaciéon explicita que nos permita
obtener la expresién exacta en términos de x; e y; del autovector perturbado hasta
primer orden en e. Para ello, en primer lugar, definimos las cantidades

S = Y?sz (Z = 1)"'?”)7
donde los vectores propios por la derecha {x;}!" ; y por la izquierda {y;}}_; de A, tienen
norma euclidea unidad.

Notamos que si A tiene autovalores multiples entonces los correspondientes x; e y;
no seran unicos. En ese caso vamos a suponer que el valor del s; correspondiente que
estamos usando proviene de alguna eleccién concreta de x; e y;. Por otra parte, los
vectores propios asociados a autovalores simples estdn definidos salvo producto por un
escalar de médulo unidad (para conservar la normalizacién de los vectores) y en ese caso
|s;] sf estd completamente definido, como podemos comprobar fécilmente

15 = |57 %il = |pry] paxil = |pallp2lly? xil = [y x| = |s4l-
En cualquier caso, se cumple que
[si| = lyd xi| < |lyillallxill2 = 1.

Por otro lado, dada la matriz B que determina la perturbacién, definimos también
los escalares

7



y utilizando que ||Bl|2 < n y propiedades bésicas de normas matriciales tenemos

1Bisl = lyi Bxj| < lyill2 Bx;ll2 < llyill2ll Bll2lIxjll2 < n. (1.10)
Con todo ello, podemos enunciar el siguiente resultado.

Teorema 1.1.1 (Autovalor simple a primer orden en €) Sea A1 un autovalor sim-
ple de una matriz A € My, xn(C) diagonalizable y sea M1 (€) el correspondiente autovalor
de la matriz perturbada A + €B, donde € > 0 y cada elemento de B verifica |b;;| < 1.
Entonces

A(€) = A1 + kie + O(€?), (1.11)
donde .
B
k= O Yiox (1.12)
51 yix1
Demostracion.

La ecuacién que cumplen el autovalor perturbado A; () y el correspondiente autovec-
tor x1 (€)
(A + eB)xi1(e) = M(e)x1(e€) (1.13)

nos proporciona una igualdad entre series de potencias en €, pues A1 (€) y cada componente
de x1(€) lo son. Por tanto, lo que debemos hacer es igualar los términos que acompanan
a € en cada lado de la igualdad (1.13). Utilizando (1.5) y (1.8) queda

A <Z ti1Xi> + Bx1 =\ (Z ti1Xi> + k1x1. (1.14)

=2 =2

Por ser {x;}"_; autovectores de A asociados a los autovalores {\;}?_;, la igualdad (1.14)

se convierte en
n

Z()\Z — Al)tilxi + BX1 = k1X1. (115)
=2

Multiplicando ambos términos de la igualdad anterior por y7 , y recordando que y¥x; = 0
para todo i # 1, queda

yi Bx1 = kiyi x1 = ki = %
1
De (1.10) se sigue que
n
k1| < —.
[51]

O

Hemos obtenido, por tanto, que para e suficientemente pequeno, para el que los térmi-
nos de orden mayor o igual que 2 en el desarrollo en potencias de € de Ai(€) puedan
despreciarse, se tiene

Al(é) ~ )\1 + kle,

esto es, la diferencia A\ (€) — A1 se comporta como kie. No obstante, en la relacién (1.12)
debemos tener en cuenta que la cantidad |s1| puede ser arbitrariamente pequenia.

8



Para completar el estudio del problema de perturbacién a primer orden, vamos a
obtener ahora una ecuacién explicita que nos dé la expresién exacta a primer orden en €
del autovector perturbado x ().

Teorema 1.1.2 (Autovector asociado a primer orden en ¢) Con las mismas hipdte-
sis que en el Teorema 1.1.1, si x1 es el autovector de A asociado al autovalor simple A\
y x1(€) el correspondiente autovector perturbado asociado a A\i(€) entonces

B21X2 Ba1x3 BrniXn 2
ot | 4+ O(D). 1.16
()\1 - /\2)52 ()\1 - )\3)53 (>\1 - /\n)Sn (6 ) ( )

x1(€) =x1 +¢

Demostracion.

Partimos de la expresién (1.15) y multiplicamos ahora los dos términos de la igualdad
por yZ con i # 1 obteniendo

(N — Al)tilyiTxi + yZ-TBxl =0, (1=2,3,...,n),

esto es,
()\i—)\l)tilsi+ﬁi1 =0, (i=2,3,...,n)7 (1.17)

Bar y sustituimos en el primer paréntesis de (1.14)

de donde despejamos t;; = W
1= Ai) S

para obtener (1.16).
O

Del resultado obtenido notamos que si A es una matriz tal que el autovalor A\ que
estamos estudiando estd lo suficientemente separado del resto de autovalores \;, i # 1,
y tal que las cantidades s;, ¢ # 1, no son demasiado pequenas, entonces la diferencia
x1(€) — x1 es poco sensible a las perturbaciones de A. No obstante, si alguna de las
situaciones anteriores no ocurre, entonces el autovector x; es muy sensible a los posibles
cambios en la matriz A.

Procediendo de la misma forma podemos hallar el coeficiente de €2 en el desarrollo en
potencias de A1 (e) y de x1(€) asi como el resto de términos de orden superior en ambos.

Podemos ilustrar esta idea hallando la expresién de k2 en (1.5). Igualando los coefi-
cientes de €2 en ambos lados de la igualdad (1.13) obtenemos

A (Z ti2xi> +B (Z tilxi> = kox1 + Ky (Z tilxi> + A1 <Z ti2xi> ;
i=2 i—2 i=2 i=2
es decir

Ztiz()\i —A)x; + ZtilBXi = kox1 + k1 (Z tilxi> .

=2 =2 =2

Multiplicando ambos miembros de la igualdad por yI por la izquierda queda

n
D tifri = kasi,

=2



y despejando ks y sustituyendo el valor de t;; que ya conocemos de (1.17) obtenemos

n

1 . 1 ﬂz’lﬁli
ky=— tufy=—Y
2 51 lz:; zlﬁlz 51 Z ()\1 — /\Z)Sl

i=2
Cuando la matriz A tiene autovalores miltiples, el estudio de la perturbacién de estos
autovalores utilizando el polinomio caracteristico de la matriz es poco intuitivo, por lo

que a continuacién abordamos el problema utilizando un resultado bien conocido y de
gran valor practico.

1.2. Teoria de perturbacion basada en el teorema de
Gerschgorin

Comenzamos enunciando y probando el teorema de Gerschgorin. Aun siendo un resul-

tado que se ha estudiado en las asignaturas de Anélisis Numérico del grado, lo incluimos

aqui ya que, como veremos, permite obtener resultados mads fuertes e intuitivos para el
estudio de la perturbacién de autovalores y autovectores.

Teorema 1.2.1 (Teorema de Gerschgorin) Sean A1, Az, ..., A, los autovalores de una
matriz cuadrada A = (a;5), 1 < 4,5 < n, repetidos con su multiplicidad. Para cada
1 <i < n, sea D; = D(ay,r;) el disco cerrado del plano complejo centrado en a;; de
radio r; = 3, |aij|. Entonces

1. Cada autovalor \; de A estd en la union R = U D;.
i=1

2. Si una componente coneza de dicha region R del plano complejo estd formada por
s discos, entonces contiene exactamente s autovalores de A.

Demostracion.
Comenzamos con la prueba de la primera afirmacién del teorema. Sea A un autovalor
de la matriz A. Entonces existe x # 0 autovector asociado a A tal que

Ax = Ax,

esto es, para cada 1 < i < n se tiene
d
E Qi T5 = )\l’l
j=1

Zaiﬂj = Az — iz = (A — ay) ;.

j#i
Tomando médulos en la igualdad anterior y aplicando la desigualdad triangular obtene-
mos
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A = aiilleal = [ aga;| < laglle] < [xlloe Y lagl, 1<i<n.
J#i J#i J#i
Sea ahora ig tal que ||X||co = |24,| # 0. Entonces

|)‘ - aioionio‘ < |xi0‘ Z |ai0j|7
Jj#io

y, tras dividir por |zig|, concluimos que

d(/\’aio’io) = |)‘ - aio’io| < Z |ai0j| = Tig>
J#io0
es decir,
NS D(G,ioio, Tio) CR.

Vamos ahora con la segunda parte de la demostracién. Sea t € [0, 1], contruimos la
matriz B(t) = A+ t(A — A) donde A = diag(ai1,a99,-..,any,). Es decir, B(t) es una
matriz tal que sus elementos diagonales son los elementos de la diagonal de A, y sus
elementos no diagonales son ¢ veces los correspondientes elementos no diagonales de A.
Consideramos la aplicacién

[07 1} — Mnxn
t —  B(t)
que es continua, pues para cada coeficiente es una aplicacion afin. Ademads,
B(0) = A, B(l) = A

A continuacién, consideramos los autovalores A1 (t), Aa(t), ..., A, (¢) de la matriz B(t)
para cada t € [0, 1], en particular A;(0) = a;; y A;(1) = A;. Si aplicamos a B(t) la primera
parte del teorema, obtenemos que el i—ésimo disco para B(t) tiene por centro a;; y radio
tr;. Entonces los autovalores \i(t), A\2(t), ..., A\n(t) de la matriz B(t) estdn contenidos
en la unién de discos para B(t) y por tanto, también en la unién de discos para A, que
tienen el mismo centro y radio mayor.

Entonces para cada 1 < ¢ < n tomamos la aplicaciéon ¢ definida por

¢: [0,1] — C
La aplicacién ¢ es continua en virtud del teorema de la funciéon implicita pues cada
imagen \;(t) es rafz de la ecuacién polindmica det(B(t) — A\I) = 0. Ademds, la imagen
estd contenida en la unién de discos R de A.

Por ser ¢ continua, la imagen de cualquier conjunto conexo es también conexa. En
particular, por ser [0,1] conexo, el camino seguido por \;(t) es conexo, y por tanto,
comienza y termina en la misma componente conexa de R. Asi, vamos a tener tantos
Ai(1) contenidos en cada componente conexa como A;(0) = a;; estén en dicha componente.
Y puesto que los a;; son los centros de los discos cuya unién forman la region R, tantos
como discos formen dicha componente conexa.

O

Vamos a estudiar a continuacién el problema de perturbacién para autovalores y
autovectores aplicando el teorema que acabamos de demostrar.

11



1.2.1. Perturbacién de autovalores simples de una matriz diago-
nalizable.

Como ya sabemos, si A es una matriz de orden n diagonalizable entonces tiene n
vectores propios linealmente independientes, y por tanto existe una matriz H invertible
tal que

H'AH = diag(\1, ..., \n), (1.18)

donde las columnas de H son paralelas a los autovectores {x;}_; por la derecha de
A, y las filas de H~! son paralelas a los traspuestos de los autovectores {y;}™ ; por la
izquierda de A.

Podemos tomar los autovectores normalizados, de forma que

Ixill2 = llyille=1, i=1,...,n.
yT
Sea entonces x; la i-ésima columna de H e =% con s; = y;.fxl- # 0 la i-ésima fila de

Sq
H~'. Notamos de nuevo que por ser A\; un autovalor simple, los vectores propios x; e yi
son tnicos salvo producto por un escalar, que debe ser de médulo unidad para que sigan
estando normalizados.

Nuestro objetivo ahora es estudiar los autovalores de la matriz perturbada A + ¢B
utilizando el Teorema de Gerschgorin 1.2.1. Dicha matriz tiene exactamente los mismos
autovalores que la matriz semejante que resulta de hacer H~!(A+ e¢B)H cuya expresién
es

H YA+ eB)H = diag(\, ..., \y) +e| = 7 o, (1.19)
@ ﬁv'w,2 57.m
Sn Sn Sn

donde hemos utilizado la definicién de 8;; = yI Bx; dada por (1.9).

Aplicando ahora el Teorema de Gerschgorin obtenemos que los autovalores perturba-
dos (los autovalores de A+ eB) estdn en la unién de los discos de centro \; + ei— y radio

rizzj#d’ifj .

Ya hemos visto que bajo la hipétesis |b;;| < 1 para todo 1 < 4,j < n se tiene que
|Bi;| < n, entonces el radio del i-ésimo disco serd

Bij € € en(n — 1
=B = g Dl < gy o= T
|51| oy ‘52| oy |52|

Py
g T
Finalmente, como A; es un autovalor simple de A, esto es [\ — A\;| > 0, para i =
2,...,n, entonces existe e suficientemente pequeno para el que A (¢) es el tinico autovalor
en el disco correspondiente.

El resultado obtenido es algo decepcionante, pues esperariamos de nuestro analisis
previo (1.11) que el autovalor A;(e) correspondiente a A; estuviera en un disco centrado

en A1 + e@ pero de radio 71 = O(€?) cuando € — 0.
S1

12



A continuacién vamos a ver que, efectivamente, es posible reducir el radio de los discos
de Gerschgorin para obtener el resultado esperado.

En primer lugar notamos que dada una matriz A tal que A es un autovalor de A y x
un autovector asociado, Ax = Ax, entonces A también es autovalor de la matriz obtenida
de A multiplicando su i—ésima fila por %n y su i—ésima columna por m. En efecto,
si tomamos ¢ = 1, podemos ver que las ecuaciones caracteristicas de ambas matrices
coinciden sin mas que desarrollar los determinantes por la primera columna.

Aplicando este razonamiento, y utilizando i = 1y m = k/e, con k un pardmetro por
determinar, llegamos a que la matriz (1.19) tiene los mismos autovalores que la matriz

kB2r B2z ., D2

diag(A1,..., )+ | 7 . o2 (1.20)
KBai Pn B
Teaboeg e e

Nuestro objetivo es tomar el valor del pardmetro k de manera que el primer disco de
Gerschgorin sea tan pequeno como sea posible, manteniendo el resto de discos sin inter-
secar con el primero.

) contienen el factor

Podemos observar que los elementos de la primera fila salvo el (1, 1
1,1) son independientes

, mientras que los elementos de la primera columna salvo el (1,
de e.

€2

Lema 1.2.1 Dado € suficientemente pequeno, para que la componente conexa de D1 solo
contenga este disco, k puede ser el mayor valor consistente con

k@ S‘)\l—A”, i=2,...,n. (1.21)

%

Demostracion.
Aplicando el Teorema de Gerschgorin a la matriz (1.20) sabemos que

2
= \1(€) estd en el disco de centro ¢; = Ay + e@ y radio 71 = S g |51,
s1 |ks1| ot

» Para cada i # 1, A\;(€) estd en el disco de centro ¢; = A; + 6@ y radio
5

> 1Bil-

J#Li

1 €
S; |Sz|

Es claro que la condicién para que los discos D1 y D; no solapen es
lei —c1| > 1+,

como puede verse en la Figura 1.2.

Vamos a demostrar que la condicién (1.21) es suficiente para que esto suceda en el
caso de autovalores reales. Para ello, supongamos sin pérdida de generalidad que A\; > ;.

13



Figura 1.2: Discos Dy y D; dados por el Teorema de Gerschgorin, para ilustrar la demos-
tracién del Lema 1.2.1

En el peor de los casos, la situacién es como la de la Figura 1.2 donde ¢1 < A1 y ¢; > \;.
Comenzamos notando que
CitTi=NA+e @Hkﬂl1

Z

€
gl S At | 1—/\i|+@2|5ij|~
J#1

Jsél i
Si € es suficientemente pequeno para que | | Z |Bi;] < |)\1 — A, obtenemos que
il A
1 1 3

Por otro lado,
|B11] €? |B11] €
=\ — _ =\ — .
o= A e Z|513| I Ly + K1) Z|51g|
J#1 J#1

donde, bajo la condicién impuesta a € en el paso anterior, el término entre corchetes es
menor o igual |A; — \;|/4. Por lo tanto

Cl_rl2)\1_%|)\1_)\i‘:)\i+%|)\1_)\i|' (1.23)
Juntando (1.22) y (1.23) llegamos al resultado que queremos demostrar
ci+1i < >\i+%|)\l —Ail <er -
Por lo tanto, los discos no solapan.

Entonces, la condicién impuesta sobre el valor de k queda

|s:]
k<
2|ﬂzl‘

donde el factor % se puede reemplazar por cualquier factor menor que 1. Es decir, basta
tomar

|)\1_)\i|; i:27...,n,

14



(>\1 - )\i)si )
261 ’

para que el primer disco de Gerschgorin sea tan pequeno como sea posible manteniendo
el resto de discos sin solapar con el primero.

|k| = minggign <’

Perturbacion del correspondiente autovector

Pasamos a estudiar ahora el cambio en el autovector x; de A, asociado al autovalor

simple A\;. Denotamos por {x;}! ; a las columnas de la matriz H dada por (1.18), es decir,

a una base de autovectores de A. Si {x;(€)}"_; son los correspondientes autovectores de

A+ eBy {z;(e)}7, son los autovectores de H (A + ¢B)H, es claro que
xi(e) = Hz;(e), 1<i<n.
Si A1 es un autovalor simple de A, podemos probar el siguiente resultado.

Teorema 1.2.2 Sea z;(¢) autovector de la matriz H=*(A+ eB)H asociado al autovalor

A1(€). Entonces, siz1(€) estd normalizado en norma || - ||, esto es, si ||z1(€)]lco =1, se
tiene que

2’11(6) =1. (1.24)
Demostracion.

Vamos a razonar por reduccion al absurdo. Supongamos que existe una componente
del vector normalizado z;(€), distinta de la primera, para la que

z1;(€) =1, con j#1. (1.25)
La ecuacién que satisface z1(€) es
H YA+ eB)Hzy(€) = M1(€)z1(e). (1.26)

Sustituyendo (1.25) en la ecuacién resultante de (1.26) para la componente j-ésima,
obtenemos que

c n
)\1(6) = >\j —+ ; Zﬁjizh—(e),
J =1

de donde se deduce que
A1(€) —Aj — 0 cuando € — 0,

lo que es absurdo, pues ya hemos probado que A1(€) — A1 # A; para j # 1, por ser A\
autovalor simple de A. O

Teorema 1.2.3 Bajo las condiciones del Teorema 1.2.2, existe una constante K > 0 tal
que las componentes del vector z1(¢€) verifican

z15() < K-€ (e—0),j#1.
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Demostracion.
La ecuacién resultante de (1.26) para la componente j-ésima es ahora

A (€)z15(€) = Az () + i zn; Bjizile). (1.27)

Por tanto, utilizando que ahora sabemos que |z1;(€)| < 1 para i # 1, llegamos a que
M@ =Nl = Z Blla() < 5 Z Bl

>

Entonces, dado e suficientemente pequeno para que |Ai(e) — ;]

Z'L 1 |ﬁ]1‘

1M1 — A/, se tiene

[zl < o= e I#L
’ [sl1A1 = A
y basta tomar
K = QZizl |5ji‘ .
[s3l[Ar = Aj
O
Ahora, si llevamos el resultado que acabamos de probar a la relacién (1.27), llegamos
a que
€81 .
(Ai(e) = A)zj(e) = —= +O(¢%), j#1.
Sj
Sustituyendo Ai(e) = A1 + O(¢), obtenemos
€81 2 ,
z1(€) = —————| = O0(€), 1.

De su definicién, x1(€) = Hz(¢€), y de (1.24) sabemos que z11(e) = 1. Entonces,

e)zz,zlj(e) »—Xl—l—ezs )\1 X]+O( %),
=1 i
un resultado andlogo a (1.16).

1.2.2. Perturbacién de un autovalor multiple de una matriz dia-
gonalizable.

Manteniendo la matriz A diagonalizable, pasamos a estudiar el problema de pertur-
bacién para un autovalor miltiple de A. Suponemos que \; es un autovalor de A de
multiplicidad m. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que los m autovalores \;
son los primeros, de forma que la ecuacién (1.19) se transforma en

Bu Pz .. B
H™ YA+ eB)H = diag(M\ ..o, Ay A 1s-- 5 dn) +e | 20 2 1, (1.28)
Bui  Bua Bun
Sn Sn Sn
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donde no imponemos ninguna condicién sobre la multiplicidad de los autovalores restan-
tes.

En primer lugar, el caso de los autovalores simples se puede estudiar aplicando la teoria
desarrollada en la Seccién 1.2.1. Sea por ejemplo A;, m + 1 < i < n, un autovalor simple
de la matriz A. Multiplicando la i-ésima fila y columna por ¢ y por % respectivamente,
para un valor apropiado del pardmetro k, podemos localizar un autovalor simple en un

disco de centro \; + e@ y radio O(e?) cuando € — 0.
Si

Consideramos ahora los m autovalores de la matriz perturbada A + eB asociados al

autovalor miltiple A\; de A, que estan en discos con centro A; + e@ parat=1,...,m.
i
Los correspondientes radios son de orden O(e).

Para e suficientemente pequenio, la unién de discos R; formada por todos los discos
de Gerschgorin asociados a las primeras m filas de la matriz (1.28) estard separada del
resto de discos, pero no podemos asegurar, en general, que los discos individuales de la
unién estén aislados unos de otros.

Para entender mejor la dltima afirmacién, partimos, por ejemplo de A; que es un
autovalor de multiplicidad m de la matriz original A. Para la matriz perturbada A + B
obtenemos los m autovalores perturbados correspondientes A1i(€), ..., A1 (€) de manera
que

[A1i(€) = A1 =O(e), e€—0,i=1,...,m,

pero no es cierto, en general, que haya un autovalor en cada uno de los m discos con
centro A\ + €2 para i =1,...,m y radio de orden O(€?).

Si

No obstante, si podemos reducir el radio de dichos discos hasta cierto punto. Nos
centramos en el autovalor multiple A; y reescribimos (1.28) como

H YA+ eB)H = diag(\, - s ALy At 11+ An) + € (Z g) 7

donde la submatriz denotada por P es cuadrada de orden m. Multiplicando las m pri-
€ ) k
meras filas por z y las m primeras columnas por — obtenemos
67

62
H YA+ eB)H = diag(A, -+, A A1y - An) + (ZZ 1;6‘;?) ,

De esta forma, podemos tomar un valor de k£ independiente de €, de forma que los m
primeros discos estén aislados del resto. Asi, para tal valor de k, hay m autovalores en la
unién de los discos

R = U D(Cljﬂ’j),
j=1

donde para cada j =1,...,m el centro y el radio de cada disco vienen dados por
ﬁ" € m 62 n
01j=>\1+6£; szm Z ‘Bjk|+r‘5v| Z Bk
J I k=1k#£j I k=m—+1;k#5
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Perturbacion del correspondiente autovector

Sea A1 un autovalor de multiplicidad m de la matriz A. Procediendo como en la
Seccidén 1.2.1 podemos probar que si z; (€) es el autovector, normalizado en norma || - ||,
de la matriz H'(A + eB)H asociado al autovalor \;(€), entonces

z15(e) <1, para j>m.
Por lo tanto, el vector z;(€) debe tener alguna de las siguientes formas:

[1,K(€e),...,K(€),21m+1(€);- -, z1n(€)],

[K(E)v ceey K(€)7 1vzlm+1(6)7 ceey Zln(e)]a

donde |K(¢)| < 1. El correspondiente autovector x;(¢) de A + eB tiene componentes de
orden 1 en € en las direcciones {X;,+1,-..,X,}. Pero las componentes en el subespacio
generado por {Xi,...,X;,} pueden ser

x1+K(e)xa + -+ K(€)Xpm,

K(e)x1 + K(e)xa + -+ 4+ Xp.

No podemos mejorar este resultado, ya que ningiin vector de este subespacio es realmente
autovector de A.

1.2.3. Matrices no diagonalizables

El siguiente paso légico es estudiar la perturbacién de matrices no diagonalizables.
Si bien no lo haremos de forma general en este trabajo, vamos a estudiar un par de
ejemplos sencillos pero ilustrativos que, ademds, dan cuenta de las dificultades de la
teoria desarrollada hasta aqui.

Sea A la matriz 2 x 2 dada por

A:(g 11))7 a,beR.

A es una matriz triangular superior que, en el caso a # b es diagonalizable y cuyos
autovalores son {A1, A2} = {a,b}. Los autovectores asociados por la derecha y por la
izquierda normalizados son

x,{:(170)7 axg:(17b_a)7
ayi = (a—b,1), ys = (0,1),
donde @ = /1 + (b — a)? es el factor de normalizacién. Tenemos entonces que

a—"b b—a
SI=yiXi=——)  m=yiXe=-——. (1.29)
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Para a # b, los autovalores a y b son simples, y de la Seccién 1.2.1 sabemos que la sensibi-
lidad de los autovalores es proporcional a los valores |s; 1|, i =1, 2. Por lo tanto, cuando
hacemos tender b hacia a, los autovalores son cada vez més sensibles a perturbaciones de
la matriz A.

No obstante, de (1.29) vemos que s +s5* = 0. Por lo tanto, aunque ambos inversos
tienden a infinito cuando b tiende a a, no son independientes.

Consideramos ahora la matriz A de dimensién 2 x 2 dada por

a 10710
A_<O a >7 a € R. (1.30)

La matriz A posee un autovalor doble dado por A = a y no es diagonalizable. Si pensamos
en una perturbacién e del elemento (2, 1), entonces los autovalores de la matriz perturbada
son a = v10~10¢,

Es importante notar con ello que, aunque los autovalores de una matriz A son fun-
ciones continuas de sus coeficientes, estos no son necesariamente funciones diferenciables
de los elementos de A. En este caso, tenemos que

dA 10-10
A
de e

que no estd definida para e = 0. Vemos que una perturbacién de tamano O(e) en el
coeficiente (2,1) de la matriz genera un cambio de tamafio O(ez) en los autovalores.

En general, una perturbacién de orden O(e) produce un cambio de orden O(e%) en los
autovalores asociados con un bloque de Jordan de dimensiones p X p [9].
No obstante, en el ejemplo (1.30), para una perturbacién arbitraria de la forma

resulta mas natural pensar en una perturbacion

B (611 €12 + 1010) 7

€21 €22

e a 0
=5 )

que es diagonalizable y a la que podemos aplicar la teoria de la Seccién 1.2.2.

de la matriz

1.3. Acondicionamiento del problema de autovalores

Si estamos interesados en un estudio completo del problema de perturbacién para
autovalores surge la necesidad de cuantificar de alguna manera la sensibilidad de una
matriz a dichas perturbaciones mediante una o varias constantes que dependan de dicha
matriz y que proporcionen cotas de error para el valor que recuperamos de A cuando hay
una perturbacién en la matriz.
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Tener una idea de la sensibilidad de la matriz para el problema de autovalores es im-
portante, ya que en la practica si tenemos una estimacion del tamano de la perturbacién
introducida, €, esperarfamos que si |¢| es pequeno, |A(e) — A| también lo sea. Sin embargo,
si la sensibilidad de la matriz A es alta esto puede no ser cierto.

1.3.1. Condicién espectral de una matriz respecto del problema
de autovalores.

Antes de estudiar el nimero de condicién para el problema de autovalores, recordamos
la definicién del nimero de condicién espectral de una matriz.

Definicién 1.3.1 Dada una matriz H, se define su numero de condicion espectral como
ro(H) = | HIJ2[| H |2,
donde || - ||2 denota la norma matricial derivada de la norma vectorial euclidea.
Sea A una matriz diagonalizable y H una matriz de autovectores de A, tal que
H'AH = diag(\1, ..., \n).

Vamos a demostrar que el namero de condicién euclideo de la matriz de autovectores,
ko(H) = ||Ht||2||H||2, es una buena eleccién como nimero de condicién para el proble-
ma de autovalores. Es importante mencionar que para que los resultados que vamos a
obtener en esta seccién sean ciertos, no estamos requiriendo que € sea pequeno.

Teorema 1.3.1 Sean {A1,...,\,} i=1,...,n los autovalores de una matriz A diago-
nalizable, y sea X\ un autovalor de la matriz perturbada A+ eB. Entonces existe al menos
un indice © para el que

s = Al < exa(H)|[Blla: (1.31)

Demostracion.

Si A es un autovalor de la matriz perturbada A + ¢B entonces, por definicién, la
matriz A+ eB — A\ es singular y su determinante es nulo. Tomando determinantes en la
siguiente igualdad

H YA+ eB—AM)H =diag(\; — \,...,\, — \) +eH 'BH,
llegamos a que

det (diag(A1 — A,..., Ay = A) + eH "BH) =det (H "(A+¢B — A)H)
=det (A+eB— M) =0.

Podemos distinguir dos casos:

1. Existe algin ¢ € {1,2,...,n} tal que A = );. Entonces el resultado que queremos
probar es cierto, pues el lado izquierdo de la igualdad (1.31) es nulo para ese indice
i.
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2. Se tiene que A # \; para todo 1 < i < n, de manera que, en este caso, podemos
escribir

diag(\; = \,..., A\, — \) +eH 'BH
= diag(A1 — A,..., Ay — ML +ediag (A —A) 7', (A — A7) H'BH].

De nuevo tomamos determinantes a ambos lados de la tltima igualdad y obtenemos

det (I +ediag (A1 —A)7",...,(An = X)) H'BH) = 0.

Ahora, vamos a utilizar que para una matriz general X sabemos que si (I + X) es
regular y || X|| < 1, entonces

(I+X) = i(q)”xn. (1.32)
n=0

Tomando normas en la expresién (1.32) se obtiene una serie geométrica de razén
[|X|]- Por tanto, si (I + X) es singular, la serie es divergente y debe ser || X|| > 1
para cualquier norma matricial derivada de una vectorial.

En particular, tomando la norma || - ||2, llegamos a que
lediag (A1 —A) "' .., (A = A) ) H'BH||> > 1.

Utilizando la propiedad ||A - B|| < ||4| - ||B|| que cumple toda norma matricial
derivada de una norma vectorial, obtenemos

1 < elldiag (A=) "1y = N7 2l H 2l Blll1H 12

r2(H)[| B2

— €emax

1
X — A
= min|\; — | < era(H)||B]|2 (1.33)
donde #g(H) = | H ||| H]s-

Asi, en cualquiera de los dos casos descritos podemos afirmar que existe al menos un
valor de 7 para el que la desigualdad (1.31) es cierta, es decir, A estd en al menos un disco
centrado en \; y de radio e ko(H) || Bl|2.

O

Hemos demostrado hasta aqui que la sensibilidad global de los autovalores de la
matriz A con respecto a la perturbacién eB depende del tamafio de k2 (H ), de modo que
ko(H) serd considerado como un nimero de condicién de A con respecto al problema de
autovalores.

Cabe destacar que el resultado obtenido en la ecuacién (1.33) es valido para cualquier
norma matricial derivada de una norma vectorial que verifique

Idiag (A = )7, = X)) || = mx

AiA"

En particular se cumple para las normas || - |1 ¥ || + ||oo-
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Utilizando el concepto de continuidad podemos localizar las raices de forma mas
precisa con el mismo método usado para probar el segundo resultado del Teorema de
Gerschgorin. Esto nos lleva a formular el siguiente resultado, que completa al Teorema
1.3.1.

Teorema 1.3.2 Sean {A1,...,\,} los autovalores de una matriz A diagonalizable. Para
cada 1 <i<n, sea D; = D(\;, 1), el disco cerrado del plano complejo centrado en \; de
radio r = e kao(H)||B||2, donde B es una matriz arbitraria. Entonces

1. Cada autovalor A de A + eB estd en la union R = U D;.
i=1

2. Si una componente conezxa de dicha region R del plano complejo estd formada por
s discos, entonces contiene exactamente s autovalores de A + eB.

1.3.2. Propiedades del nimero de condicién kq(H)

A la hora de definir el numero de condicién de una matriz A con respecto al problema
de autovalores como ko(H) = ||H7!|]2]|H|l2, donde H es una matriz regular tal que
H~'AH = diag()\;), nos encontramos con un problema debido a la falta de unicidad en
la eleccién de la matriz H. Incluso si los autovalores de A son distintos, cada columna de
H puede multiplicarse por un factor arbitrario.

Para resolver este inconveniente vamos a dar la siguiente definicién univoca para el
nimero de condicién.

Definicién 1.3.2 Se define el numero de condicion espectral con respecto al problema de
autovalores de una matriz A, como el valor mds pequeno de ko(H) para cualquier matriz

H cuyas columnas sean una base de autovectores de la matriz A. Lo denotamos por k™.

Lo primero que podemos observar directamente de esta definicién es que, en cualquier
caso,
ro(H) = [H™ 2| Hll2 > || H T H]|2 = 1.

Por definicién, una matriz A es normal si conmuta con su traspuesta conjugada, es decir,
si A*+- A= A-A*. De manera equivalente, una matriz A es normal si, y solo si existen
una matriz unitaria U y una matriz diagonal D tales que A = U* - D - U. Este resultado
lleva a que para matrices normales y, en particular, para matrices hermiticas y unitarias,
tomando H unitaria se tiene

kA =1.

Esta observacion permite afirmar que el problema de autovalores esta siempre bien acon-
dicionado para matrices normales. No obstante, esto no es necesariamente cierto para el
correspondiente problema de autovectores.

Recordamos que dado un autovalor )\; de la matriz A, los autovectores normalizados
por la derecha y por la izquierda asociados estan dados respectivamente por
He; (H_l )Tei

X = —— i =——"——, 1<i<n
T Helr Y T H Yellr ™
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donde ey, ..., e, denota la base ordenada candnica de R”.

Resulta intuitivo el hecho de que el ntimero ko (H) vaya a estar relacionado con las
cantidades |s; |, i =1,...,n, definidas anteriormente como |s; !| = |y7x;|~. A través
de las siguientes propiedades vamos a concretar dichas relaciones y a deducir cémo la
cantidad |s; !| gobierna la sensibilidad individual del autovalor ;.

Propiedades

1. Sea H una matriz de autovectores de A. Se verifica |s;!| < wo(H), para todo
1<i<n.
Demostracion.
Comenzamos razonando a partir de la definicién de |s;|, en concreto

B e’ H-'He,| B 1
[Heill2[[(H=")Teillz [[Heill2ll(H 1) eill2’

|sil = lyi - xil
Por otra parte, sabemos que
[Heill2 < [[H]l2]leill2 = | H][2,
y también

I(H ™) eilla < [(H™H) 2lleilla = [(H™) |2 = [|1H 2.
Juntando todo tenemos finalmente que
|si 1= I Heill2(H™)Teilla < [|H|l2)| H V|2 = #2(H).
O

n

2. Dada una matriz A, se tiene que xk* < Z |5:1| Para demostrar esta propiedad

i=1
vamos a utilizar la eleccién de la matriz H tal que las
T
_ [ Yi
y las filas de H~! estan dadas por
VvV Si \/5

del nimero de condicién x4

X

columnas de H son

Demostracion.
Para tal eleccién de H tenemos que

1
2

1
n 2 n 2 n
fiz(H)=IIH||2IIH‘1|2§IIHIIFIIH‘1||F=(E |82-1|> <§ Isil> => lIsi'l;
i=1 =1

i=1
donde || - || denota la norma de Frobenius, y hemos utilizado que los autovectores
son unitarios por lo que

1
2

- SIIEARNN SR
HH”F = Z ‘hi7j|2 = Z ‘SJ‘|2 = Z|S]_1‘ )
i,j=1 j=1 ' j=1
y lo mismo se tiene para |[H | r O
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Tras probar estas dos propiedades, podemos utilizar las cantidades |s; ! l, i=1,...,n,
como numeros de condicién de A con respecto al problema de autovalores.

Cabe destacar que en la practica, para obtener una aproximacién del valor de x4
necesitamos encontrar aproximaciones al conjunto de autovectores de A, pero una vez
conocidas aproximaciones a los autovectores es més facil hallar estimaciones de los niime-
ros de condicién s;, que de k™.

1.3.3. Propiedades de invarianza de los nimeros de condicion.

A continuacién vamos a probar algunas propiedades de los n nimeros de condicién
|5¢_1| asi como de x4 respecto de transformaciones unitarias de semejanza aplicadas a la
matriz A.

A_ B

1. Sean A y B dos matrices unitariamente semejantes. Entonces k K

Demostracion.

Sea una matriz A, tal que H 'AH = diag()\;) y cuyo nimero de condicién con res-
pecto al problema de autovalores x4 viene dado por kK = ko(H) = |[|[H ™ ||2||H |2

Si B es unitariamente semejante con A, existe U unitaria tal que B = UAU* (U*
es la matriz traspuesta conjugada de U). Entonces

H™'AH = H™'U*B U H = diag(\;)
= (UH) 'B(UH) = diag(\;),
luego el ntimero de condicién k2 de B cumple
RP < (UH) Mo UH|s = | B ] H]l2 = 54,

ya que por ser U una matriz unitaria, |[Ux||2 = ||x||2 para todo x. Razonando
de forma andloga intercambiando los papeles de A y B llegamos también a que
k4 < kP y, por tanto, ambos nimeros de condicién tienen que coincidir.

O
2. Sean A y B dos matrices unitariamente semejantes. Entonces, para cada i =

1,...,n, se tiene s; = s;, donde s, denota el correspondiente nimero de condi-
cién de la matriz B.

Demostracion.
Si x; ey;, 1 <1i<n,son autovectores unitarios por la derecha y por la izquierda,
respectivamente, de la matriz A, entonces los respectivos autovectores de B estan
dados por
x; =Ux; e y; =Uyi,

ya que

AXl' = )\ixi < U*Ble = )\ixi < BUX1 = )\ZUXz
Por lo tanto, podemos concluir que

si= ()" (x}) =yl UUx; = y] x; = si.
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1.3.4. Algunos ejemplos de matrices mal acondicionadas para el
problema de autovalores

Mostramos en esta seccion dos ejemplos de familias de matrices que estan mal acon-

dicionadas para el problema de autovalores, ilustrando algunos de los conceptos introdu-
cidos en las secciones anteriores.

Ejemplo 1.2.

Vamos a ver en primer lugar un ejemplo ilustrativo de las dificultades que pueden
surgir en la préactica en el estudio del problema de perturbacion para autovalores. En
concreto, el siguiente ejemplo muestra que incluso si los autovalores de la matriz A son
distintos y estdn bien separados, pueden estar muy mal acondicionados.

Sea A, la matriz cuadrada de orden n definida por

n n 0 0 0
0 n—1 n 0 0
A, =0 0 00 (1.34)
0 0 o -+ 2 n
0 0 o --- 0 1

A, es una matriz triangular superior, por lo que sus autovalores son los elementos de
la diagonal, es decir, los nimeros naturales 1,2,...,n, todos ellos autovalores simples.
Si se considera el caso n = 20 (la matriz Ay resultante se conoce como la matriz de
Wilkinson) y si se modifica el elemento de la posicién (20, 1) pasando de 0 a ¢, la ecuacién
caracteristica se convierte en

19—\ 20 0 0
0 18— - 0 0
det(Agg + eB — AI) =(20 — \) :
0 0 2—X 20
0 0 0 1—A
20 0 0 0
19-X 20 0 0
—€ S : S1=0,
0 0o --- 20 0
0 0o --- 2—X 20
es decir,
(20 = N)(19 = A) - ---- (1—X) — €20 =0, (1.35)

donde (1.35) se ha obtenido desarrollando el determinante det(Asg + eB — AI) por la
primera columna.

Hemos visto en la Seccion 1.1.1, que para e suficientemente pequeno, la perturbacién
del autovalor A = r para r =1,2,...,20, se puede desarrollar en serie de potencias de e,
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como en (1.5), de la siguiente manera

20
Ao(€) =7+ ke +O(€?), con |k| < PR
Sr
donde la serie converge y podemos tomar A.(e) & r + k€.
Entonces, si escribimos para cada r = 1,2,...,20, que A\.(¢) — 7 = k€, de la ecuacién

caracteristica (1.35) vamos a poder obtener el valor de k,. Para ello comenzamos obser-
vando que para cada r, por ser \.(¢) autovalor de A + e¢B, \.(€) es raiz del polinomio
caracterfstico (1.35). Sustituyendo \,(€) = r + k,.€ + O(e?) en (1.35), tenemos que

(20 =7 — k) (19 — 7 — kpe) - (r — 17 — kpe) - (1 — 7 — kpe) + O(€) = €20, (1.36)
N—————
—kre

donde notamos que en el primer miembro de la igualdad (1.36) aparece el factor —k..€,
es decir,

—ke[(20 =) (19 —7) - (r+1—=1)(r =1 —=7)--- (1 —7)] + O(*) = €20"°.

(20—7)! (—=1)r+1(r—1)!

(1.37)

Igualando en (1.37) los términos en € y despejando k, se obtiene

_ 90! (="
=

La constante k, que acabamos de obtener es grande para todos los valores de r, es
decir, todos los autovalores de la matriz de Wilkinson estdn mal acondicionados. Los
valores més pequenios (denominador méds grande) se dan para |k1| y |kao|, mientras que
los mayores se dan para |k1o| ¥ |k11], como se observa en la Tabla 1.1.

Autovalor (r) | Numero de condicién |k, |
1, 20 4,31 x 107
2,19 8,19 x 108
3,18 7,37 x 10°
4,17 4,18 x 100
5, 16 1,67 x 101!
6, 15 5,01 x 1011
7,14 1,17 x 102
8, 13 2,17 x 1012
9,12 3,26 x 10'2
10, 11 3,98 x 10'2
Tabla 1.1: Valores del nimero de condiciéon k., = 1,...,20, de los autovalores de la

matriz (1.34) para n = 20.

Observamos con esto que los factores |k,.| obtenidos son tan grandes que la teoria
lineal s6lo puede aplicarse para valores muy pequenos de e. De hecho, en la Tabla 1.2
vemos claramente que para € = 1071 y n = 20, solo da informacién significativa para el
valor de A, (€) para r =1, 2,19, 20.
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Autovalor (r) |kr-|e |r — Ar(€)]
1, 20 0,00431 | 0,00424
2,19 0,082 0,109
3, 18 0,734 0,425
4, 17 4,176 1,088
5,16 16,705 1,501
6, 15 50,116 1,951
7, 14 116,938 | 2,241
8, 13 217,171 | 2,532
9,12 325,757 2,679
10, 11 398,147 | 2,779

Tabla 1.2: Comprobacién de la validez de la aproximacién de primer orden A, (€) & r+k; e,
para los autovalores de la matriz (1.34) con n =20y ¢ = 107 10.

Para e = 107", n = 5,6,...,10, los autovalores de la matriz perturbada A + eB
se han obtenido utilizando la funcién eig de Matlab y estan representados en la Figura
1.3. Los autovalores de la matriz Asg estdn dados por puntos rojos, mientras que los
autovalores de la matriz perturbada van desde los puntos color azul oscuro para ¢ = 107°,
hasta los puntos de color cian para e = 1071°. En la grafica se observa la simetria de los
autovalores de A en torno a 10,5. Ademas notamos que, mientras que los autovalores de
Asq son los naturales 1,2, .. .,20, las matrices perturbadas tienen autovalores complejos.

La sensibilidad de los autovalores de la matriz Ay muestra que los valores |s;| deben
ser pequenos. De hecho, el autovector x,, de Asy correspondiente a A\ = r, para r =
1,2,...,20, tiene componentes

20— 7 (20 —7)(19 —r) (20 — 7)! T
x, = |1, , e ,0,...,0]
—20 (—20)2 (—20)20-7
mientras que el correspondiente autovector por la izquierda es
T
(r—1) (r—1(r-2) r—1
=10,...0 . 1| .
YT { ) ? 2OT_1 ) ) 202 ) 20 9
Estos vectores no estdn normalizados en norma || - ||2, pero el producto y!x, da una
buena estimacién de la magnitud de |s,.|, que viene dada por
(20 — r)l(r — 1)!
lyrx,| = I

cuyo inverso es precisamente |k,|, tal como hemos calculado antes. Observamos que los
correspondientes autovectores de A y de AT son casi ortogonales.

Otra forma de visualizar el distinto acondicionamiento de los autovalores de la matriz
Asp por medio de perturbaciones en el elemento (20, 1) es tener en cuenta que para una
perturbacién ¢, los autovalores son las raices de la ecuacién no lineal f(\) = 20'%, con

FO) = (20 = A)(19 = A) -+ (1 — ).
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Autovalores de la matriz Ay perturbada
10 T T T
° =0 e c=10"
® (=10 * c(=10°
8| ¢ c=10° e=101° . ° . 7
e=107 o
. . . .
61 i
L] L]
. . .
. .
4+ . . R . . . . :
. .
. . . L]
2 . . . . =
L] L]
= ° .
Z ot e 00 ®e0o o o o 0o 0o 0o o o o o o o o o ce® @ee e .
E . .
. .
2 |- L] ° ° L] —
L] L] L] .
. .
0 . ° . .
L . ) _
-4 L] L]
. L] .
. .
-6 [ L] L] L] L] 7
.
L] L]
8F ° 4
.10 | | | | |
-5 0 5 10 15 20 25

Re(\)

Figura 1.3: Autovalores A.(e) de la matriz perturbada obtenida a partir de (1.34) con
n =20 para e = 107°, 1076,..., 10710,

Si representamos graficamente f(\), observamos que f()\) es simétrica en torno a A = 10,5
y que presenta 9 maximos y 10 minimos. Si vamos incrementando € empezando desde 0
entonces las raices 10 y 11 se acercan entre si y coinciden en 10,5 cuando

2
13 19
- 2.2 — 9019
(2 2 2) 0~

lo que corresponde a un valor de aproximadamente € ~ 7,8 x 10714,

Si seguimos incrementando € llegamos a hacer coincidir las raices 6 y 7, asi como las
raices 14 y 15. Y podemos continuar asi sucesivamente.

En la Figura 1.4 podemos visualizar la misma situacién para el caso mas sencillo en
que la matriz A, dada por (1.34) es de orden n = 4. En ella representamos f(\) — 43¢
para distintos valores de € y observamos como van cambiando los puntos de corte con el
eje horizontal.

De esta manera concluimos que todos los autovalores de la matriz que hemos consi-
derado estan mal acondicionados, aunque algunos estan peor acondicionados que otros.

Ejemplo 1.3.

Damos ahora un ejemplo de un conjunto de matrices que tienen autovalores con
nimeros de condicién muy distintos. Las matrices tienen forma de Hessenberg superior
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e=0 €=0.002

2 2
1 1
0 0
1 -1
2 -2
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
A A
€=0.005 €=0.008789
2 2
1 1
0 0
1 -1
2 -2
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
A A

Figura 1.4: Raices de la funcién f(\) — 43¢ para distintos valores de e.

y estan definidas por

n n—1 n—-2 --- 3 2 1
n—1 n-1 n-2 --- 3 2 1
C, = 0 n—2 n—2 N 2 1 (1.38)
0 0 0 2 1
0 0 0 0 1 1
Todas las matrices de la forma (1.38) tienen determinante igual a 1 porque
1 0 0 0 0 0
n—1 n—-1 n-2 3 2 1
det(Cp) = 0 mm2zm=2 e 32 L Get(Cala), (1.39)
fl_f2_>f1 “oe oo “oe e [N “ o PP
0 0 0 2 2 1
0 0 0 0 1 1

y a partir de (1.39) el resultado es evidente razonando por induccién.

Si en (), sustituimos el primer elemento de la columna n-ésima que vale 1, por 1+,
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Matriz de orden n

Matriz de orden n

) e=0 o e=0
05 *  ¢=10° 05 «  ¢=10"°
*
O®e o ° ° ° Ome ° ° °
¥
-0.5 -0.5
-1 -1
= 0 5 10 15 20 0 10 20 30
£ . .
- Matriz de orden n Matriz de orden n
) e=0 o e=0
0.5 = e=10" 05 « =107
o .o
Omee o ° ° Omee ° ° L
] »
-0.5 -0.5
-1 -1
0 10 20 30 40 0 10 20 30 40
Re(\)

Figura 1.5: Acondicionamiento de los autovalores de matrices (1.38) para n = 8,10,12 y
14.

entonces el determinante pasa a ser

1 0 0 0 0
n—1 n—1 n—2 3 2 1
T L e e B
0 0 0 2 2
0 0 0 0 1
n—1 n—-1 n—2 -.. 3 2
0 n—2 n—2 --- 3 2
:1.det(0n_1)+(,1)n+16 A
0 0 0 2
0 0 0 0 1

=1+ (=D)"Tle(n — 1)

Entonces, si tomamos, por ejemplo, € = 10719 y n = 20, tenemos que
u det(Cgo) = 1,
s det(Coo+€B) =1—19'-10710 ~ —1,216 x 107.
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Como el determinante de una matriz es igual al producto de sus autovalores, para € # 0
al menos un autovalor de la matriz perturbada debe ser distinto del correspondiente
autovalor de la matriz original.

A la vista del cambio que se produce en el valor del determinante de la matriz tras
introducir la perturbacién de tamano e, parece esperable que los autovalores de C), sean
muy sensibles a pequenios cambios en algunos elementos de la matriz.

De nuevo, utilizamos la funcién eig de Matlab para realizar un experimento numérico
que nos permita ilustrar el mal acondicionamiento de los autovalores de las matrices de
la forma (1.38). En concreto, en la Figura 1.5, representamos en rojo los autovalores de la
matriz C),, para n = 8,10,12 y 14, y en azul los autovalores correspondientes a la matriz
perturbada C,, + eB, con € = 107°.

Las principales propiedades de las matrices de la forma (1.38) respecto del problema
de pertubacién son

» Los autovalores més grandes de la matriz (1.38) estan bien acondicionados, y los
més pequenos estan muy mal acondicionados.

» Paran = 12, los primeros valores de |s;| son del orden de 10°, mientras que los tres
dltimos son del orden de 10~7. Esto es, |s;1\ ~ 107, i = 10,11, 12.

= Incrementando el valor de n, los autovalores pequenos se van convirtiendo progre-
sivamente en peor acondicionados.

Un mal acondicionamiento del tipo que acabamos de analizar en estos ejemplos es més
importante que el asociado directamente con matrices que no diagonalizan. Las matrices
no diagonalizables son casi inexistentes en el trabajo practico. Si los elementos de una
tal matriz son irracionales, o no pueden ser representados con todas sus cifras decimales
en el ordenador que se esté usando, los errores de redondeo hardn que los autovalores
multiples dejen de serlo. Por tanto, aunque la mayor parte de los resultados que se han
presentado en esta seccién son para matrices que diagonalizan, pueden ser ampliamente
utilizados en la préactica puesto que las que si son comunes aunque diagonalicen son las
matrices con |s;| < 1.

1.4. Teoria de perturbacién para matrices reales si-
métricas

La teoria de perturbacién para el problema de autovalores aplicada a una matriz A
simétrica es mas sencilla que para matrices generales, pues los dos conjuntos de autovec-
tores por la derecha y por la izquierda de A, {x;}7; e {yi}?;, serdn idénticos, incluso

si la matriz A posee algin autovalor multiple. Por tanto, en el caso de una matriz A
simétrica, las cantidades s; = y! x; verifican

[s;l=1, 1<i<mn,

y como hemos visto en la Seccién 1.3.2 el problema de autovalores estd siempre bien
acondicionado. Algunos de los resultados que vamos a probar a continuaciéon pueden ser
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extendidos de manera inmediata a toda matriz A normal, aunque otros lo haran solo a
matrices hermiticas, o no podran extenderse.

Vamos a distinguir el caso en que la perturbacién de la matriz A no es simétrica, del
caso en que si lo es.

1.4.1. Perturbacién no simétrica

Vamos a enunciar y demostrar sendos resultados anédlogos a los obtenidos en el caso
general (Teorema 1.3.1 y Teorema 1.3.2), para el caso de perturbacién no simétrica de
una matriz A simétrica.

Teorema 1.4.1 Sea A una matriz real simétrica y sean {\1,...,An} los autovalores de
A. Sea A un autovalor de la matriz perturbada A+e€eB, donde B no es simétrica. Entonces
eziste al menos un indice i para el que

(A=Al <ellBll2.

Demostracion.
Como la matriz A es simétrica es diagonalizable, y por el Teorema 1.3.1, sabemos que
cada autovalor A\ de la matriz perturbada A + e€B estd, al menos, en un disco dado por

(A= Ail < era(H)|Bll2,

siendo H una matriz de autovectores de A. Por ser A una matriz simétrica sabemos
también que H puede tomarse ortogonal, y en ese caso ko(H) = 1. Entonces

A=Al <ellBlle < en,

si ‘bi7j|<]~a 1<t <n.
O

Por el Teorema 1.3.2, sabemos ademads, que si un conjunto dado por s de estos discos
forma un dominio conexo aislado del resto, entonces hay exactamente s autovalores A de
la matriz perturbada en dicho dominio. Estos resultados son obviamente ciertos no sélo
para matrices simétricas, sino para toda matriz A normal.

Un caso que requiere especial atencién es aquel en que la matriz A es real y simétrica,
y la matriz de perturbacién eB también es real. Para esta situacion podemos demostrar
el siguiente resultado.

Teorema 1.4.2 Sea A una matriz real y simétrica tal que todos sus autovalores {\1, ..., An}
estan separados por mds de 2né€, para cierto € > 0, esto es,

[Ai — Aj| > 2né para todo i # j. (1.40)

Entonces, una perturbacion cualquiera de tamano € con 0 < € < € en cada elemento
indiwvidual de A, mantiene los autovalores reales y simples. Es decir, si |b;j| < 1 para
1<i,j<ny0<e<Eé los autovalores de A+€eB son reales y simples, y sus autovectores
forman una base de R™.
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Demostracion.
Puesto que la matriz perturbada A + €B es real, sus autovalores complejos, en caso
de tenerlos, seran pares conjugados.

Si los autovalores {\;} de la matriz A verifican (1.40), como por el Teorema 1.4.1
tenemos que para cualquier autovalor A de la matriz perturbada A + eB, existe al menos
un indice ¢ tal que |A; — A] < ne. Entonces,

A= Xj| >ne>0 (5 #1). (1.41)

Deducimos de esta forma que el i-ésimo disco |\; — A| < ne, estd aislado del resto y
contiene un unico autovalor A de A + eB. Este autovalor serd por tanto real, ya que si
fuese complejo, estaria también su complejo conjugado en el disco.

O

1.4.2. Perturbacion simétrica

La mayoria de las técnicas numéricas que se utilizan para el cdlculo de autovalores
de matrices simétricas estan basadas en el uso de transformaciones de semejanza ortogo-
nales. La simetria exacta se conserva en las sucesivas matrices transformadas calculando
Unicamente la parte triangular superior y tomando los elementos inferiores a la diagonal
iguales que los superiores. Por esta razén, nos vamos a centrar en esta subseccién en
perturbaciones simétricas de matrices simétricas.

Cuando las perturbaciones son simétricas, la matriz perturbada necesariamente tiene
autovalores y un sistema de autovectores reales, y lo mismo es cierto para la matriz
de perturbacion. Es natural buscar relaciones entre autovalores de la matriz original, la
matriz de perturbacion, y la matriz perturbada.

Gran parte de los resultados que hemos obtenido hasta ahora requieren que las per-
turbaciones sean pequenas. Los resultados que vamos a probar en esta subsecciéon no
estan sometidos a tales limitaciones.

Esto nos permite deshacernos del pardmetro € y escribir simplemente
A =B+ C con A, B, C matrices reales y simétricas.

Empezamos analizando algunos casos particulares sencillos para pasar después al caso
general y, por iltimo, a resultados basados en el principio del minimax.

Matrices simétricas obtenidas orlando una matriz diagonal.

Dada una matriz diagonal diag(ay, ..., a,—1), sea X una matriz simétrica de la forma
o ‘ a”
X = : R,a = [a1,...,a,1]" € R 1.42
a dlag(ai) ) a € N,a [a17 y An 1] S ( )
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Nuestro objetivo es relacionar los autovalores de X con los elementos diagonales
AlyeoeyOpn_1.

En primer lugar, notamos que si a; = 0 entonces o es autovalor de X con autovector
asociado e;j; € R™.

Si a = 0, los autovalores de X son {o;}, 1 <i<n-—1,y a.
Si a # 0, supongamos que a tiene sélo s componentes no nulas (s > 1). Podemos
elegir una matriz P de permutacion adecuada, que modifique sélo las n — 1 dltimas filas,

tal que P([a,aq,...,an_1]7) = [a,b1,...,bs,0,...,0]7 con b; # 0,1 < i < 5. De ese
modo obtenemos una matriz Y ortogonalmente semejante a X dada por

« bT o’
b diag(5;) O

Y =PTXP= ;
0 0 diag(v;)

con diag(8;) € Msxs, diag(y;) € Mp—1-sxn—1—s, y donde los conjuntos {5;}, 1 <1i < s,
y {7}, 1 <i<n—1-s, son una reordenacién de los {a;}, 1 <i<n—1.

Notar que si la matriz diag(cy;) tiene autovalores multiples, estos podrian aparecer
simultdneamente formando parte de diag(3;) y de diag(y;). Los autovalores de X son,
por tanto, los {y;}, 1 <i <n—1—s, junto con los autovalores de la matriz Z de tamano
(s+1) x (s+1) dada por

oz‘ bT

Z={ b dieg(s) . (1.43)

Planteamos el polinomio caracteristico de Z, y desarrollando el determinante por la
primera columna se obtiene

a— A ‘ bT .
det(Z - AI)=| ding(fi— x|~ @Y E(ﬂi — )
by biiy | bi | i bs
s diag(8; —A)j21 | O

0 | diag(Bj — A)j=iy1

Desarrollando ahora cada determinante del sumatorio por su columna i-ésima, que
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solo tiene un elemento no nulo, queda

S

det(Z = M) = (= N JJB: =N + D (=1 by - (=) -5 [](8; = M) =
i=1 i=1 j#i (1.44)

S

=(@=-N][B=N=D 7 [[B; -1 =0

i=1 i=1  j#i

Supongamos que entre los {f;}, hay sélo ¢ valores distintos, y supongamos también, sin
pérdida de generalidad, que son 1 > B2 > -+ > B, ¥y que estos tienen multiplicidades
r1,T92,...,Ts, respectivamente, de manera que

r+rot+--+rg=s.
Entonces, la ecuacién caracteristica (1.44) es

t t

(=) H(ﬁi —N =S d G- I B =N =0, (1.45)

i=1 i=1 j=1,j%#i

donde ¢? = 3" j b? es la suma de los r; valores b? asociados con f;, de manera que ¢; > 0.

t
El polinomio caracteristico tiene un factor H(ﬁi - )
i=1
de Z con multiplicidad r; — 1. Simplificando la ecuacién (1.45), dividiendo entre el factor
HZ:1(5i — A)"™, los restantes autovalores de Z son las raices de

ri—

L por lo que f3; es autovalor

t

a—fA)=(a=N) =) dB-N"=0,

i=1

que podemos escribir como a — f(A) = 0 para

FOY=2+> B - N (1.46)
=1

que tendra una grafica como la representada en la Figura 1.6, que se ha obtenido para un
caso particular en que ¢; = 1 para todo 1 < i < ¢,y f3; recorre los valores {—2, —1,0,1,2}.
De la grafica y de (1.46) es evidente que las t + 1 raices de a = f(\), que denotamos por
01,09, ...,0:4+1 satisfacen las relaciones

OO>51 >51; 61',1 >5i>6i7 izl,...,t; Bt>5t+l > —00. (147)

Con todo ello, llegamos a que los n autovalores de la matriz X pueden clasificarse en
3 grupos, que son

(i) Los autovalores v1,72,...,n—s—1 asociados a las componentes nulas del vector a,
que son iguales a los n — s — 1 correspondientes elementos de {a;}.
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Figura 1.6: Autovalores de una matriz Z de la forma (1.43), para dos valores distintos
de a y o/ manteniendo fijo el vector a.

(ii) s — t autovalores iguales a §;, con multiplicidad r; — 1, ¢ = 1, ..., ¢, que son iguales
a otros s — t elementos de {«;}.

(iii) ¢+ 1 autovalores iguales a J; que satisfacen las relaciones (1.47).
Notamos que sélo los elementos del conjunto (iii) dependen de a.

Teorema 1.4.3 Si denotamos los autovalores de la matriz X dada por (1.42), como
{A1,..., A}, dados en orden no creciente, entonces, si los {a;} también estin ordenados
en orden mo creciente se tiene que

M0 22> 201 2> A (1.48)
Los elementos {aq,...,an_1} separan a los autovales {\1,...,An}, al menos en sentido
débil.
Perturbaciéon de la matriz X

Consideramos ahora los autovalores de la matriz X’ obtenida a partir de la matriz
dada por (1.42) reemplazando « por ' y suponiendo que o’ > «. Los autovalores de X’
serdn iguales a los de X en lo que a los conjuntos (i) y (ii) se refiere.

Denotamos por 07,95, ...,0;,; a los autovalores de X’ del conjunto (iii). Dichos au-
tovalores son las raices de

o —fN)=(=N=> &B-N"=0.

i=1
Derivando la funcién f()\) se tiene que
df(\) L
AN S ..
o +Z(@--A)2> L A£B



Esto implica, por tanto, que en cada intervalo (5;41, 5;), f(A) es creciente y si f(J;) = «
y f(8)) =, como o > a entonces J; > 0;.

Por otra parte, en este mismo intervalo, la pendiente en cada punto es mayor que 1,
/

%>1,esdecir,6§—6i<o/_a71§i§t+1_
; — 0i

3

por tanto, se cumple que

Entonces, cada ] — ; estd entre 0 y o’ — . Podemos definir ciertas cantidades m;,
1<i:<t+1, por
8 — 8 =m;(d —a), con 0<m; <1,

y se cumple que

> omi=1. (1.49)

/ J— .
Para ver (1.49), como m; = — L, 1<i<t+1,ylasuma de los autovalores §; es
-«

igual a la traza de la matriz Z descrita en (1.43), se tiene

t+1 1 t+1 t+1 1 o — «
;= — / — - = — 1) — = — = 1.
> ((za) (za)) 1 (i) ez = 0 21

Si a = 0, entonces §; = o’ y §; = a y en consecuencia, §; — d; = o’ — a.

Entonces podemos escribir en todos los casos

8 — 8 =m(a —a), con 0 <m; <1,

Como los otros autovalores de X y X’ son iguales, podemos decir que hemos establecido

una correspondencia entre los n autovalores de X a los que renombramos por {\1,..., A\, }
y los n autovalores de X', renombrados por {\},..., .}, de la siguiente manera
Teorema 1.4.4 Sean {\1,...,\,} los n autovalores, en orden no creciente, de una ma-

triz X dada por (1.42), y sean {\|,..., AL} los autovalores de la matriz X' obtenida a
partir de X reemplazando o por o, con a > o'. Entonces

X=X =mi(d/ —a), con 0<m; <1, y

Zmi —1, (1.50)

donde es claro que m; = 0 para los autovalores de los conjuntos (i) y (ii).

Una observacién que serd ultil més adelante es que si las relaciones (1.50) se satisfacen
para los conjuntos {\1,..., .} v {N\,..., A} con algiin orden concreto, entonces se
satisfacen con mayor motivo cuando los {A\;} y los {\/} estdn cada uno dispuestos en
orden no creciente.
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Perturbaciones simétricas de rango 1
Consideramos en este apartado el caso particular en que
C=A+B,

donde A y B son simétricas y B tiene rango 1. Puesto que la matriz B tiene rango 1, si
p denota su tinico autovalor no nulo, existe una matriz ortogonal R tal que

donde O denota la matriz nula. La matriz A,_1 es simétrica y, por tanto, existe una
matriz ortogonal .S de orden n — 1 con

ST A, 1S = diag(ay).

La matriz @ definida por

verifica las propiedades siguientes:
= () es ortogonal, por serlo Ry S.

= Ademsds,

QA+ B)Q=0QTAQ+Q"BQ=|

donde b = STa.
Los autovalores de A y A + B son, por tanto, los autovalores de

a‘ b” a—i—p‘ b”

b diag(a;) Y b diag(ay;) ’ (1.51)
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respectivamente. En este punto vemos claramente que podemos aplicar los resultados
obtenidos en el apartado previo. En efecto, si denotamos por {\;} y {\}}, respectivamente,
a los autovalores de las dos matrices de (1.51), ordenadas en orden no creciente, entonces
satisfacen las siguientes relaciones

)\;—)\l:mzp, Ogmlgl,
Zmizl.

Por tanto, al pasar de A a A+ B todos los autovalores de A+ B se obtienen sumando
a los de A una cantidad entre 0 y p, siendo p el tnico autovalor no nulo de B.

De la nota final del apartado anterior y de la estructura de la matriz ortogonalmente
semejante a A dada por (1.51) es claro que los autovalores del menor principal A,,_; de
A separan a los de A segin (1.48). Si A tiene un autovalor \; de multiplicidad k, entonces
necesariamente A, _; debe tener como autovalor a A; con multiplicidad k&, k+10 k — 1.

1.4.3. Propiedades extremales de los autovalores de matrices si-
métricas

El contenido de esta subseccién continiia dentro del caso de perturbaciones simétricas
de matrices reales simétricas. No obstante, la relevancia e interés practico de los resultados
que se obtienen hacen que merecezca una consideracién aparte.

Teorema 1.4.5 Sea A una matriz real simétrica n X n, Ay > Ay > ... > A, los auto-
valores de A, ordenados en orden no creciente, y r1,ra,...,r, los autovectores unitarios
asociados. Entonces

(i)
xT Ax

Alzmax{ X;«EO}.

xTx

Ademds, el mdzimo se obtiene cuando X es el autovector de A asociado al autovalor
A1

(i) De manera andloga,

T
x' Ax
)\S+1=maa:{ Tx . x #£ 0, rfx:-n:rTx: },

y el mdzimo se obtiene cuando x es el autovector de A asociado a As41.

Demostracion.
Por ser A una matriz real simétrica, la matriz R cuyas columnas son ry,...,r, es
ortogonal y satisface
RTAR = diag(\1, ..., An)-

Para cada vector x € R"™, definimos
x =Ry < y=R"x. (1.52)
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Entonces,

x"Ax = y"R" ARy = y"diag(\1,..., )y = D _ \ivs,
i=1
x'x =y'RTRy = ny
i=1

Como la expresiéon (1.52) establece una relacién uno a uno entre los vectores x e y y

xTx = yTy, el problema orginal es quivalente a encontrar el méximo valor de

max i)\iyfz iy?:l . (1.53)
i=1 i=1

Como los autovalores de A, {\1,..., A, }, estdn en orden no creciente, entonces
n
An <) Niwf < Ar (1.54)
i=1

n
Ademsds, el méximo de (1.53) se alcanza cuando Z )\iyf = A1, esto es, paray = e;. El
i=1
correspondiente vector x es la primera columna de la matriz R, que es por tanto, un
autovector unitario de A asociado a A;. Notamos que si Ay = Ay = -+ = A # Apgq,
entonces cualquier vector unitario y perteneciente al subespacio generado por {ey,...,e.}
da el valor Ay en la suma considerada en (1.54). Anédlogamente, )\, es el minimo valor de
x” Ax bajo la misma condicién, y se alcanza con X = r,,.

Consideramos ahora el mismo problema de maximizacion sujeto a las restricciones
adicionales de que x sea ortogonal a r;, para 1 < ¢ < s. De las relaciones

O=r/x=r/Ry=e/RTRy=ely, 1<i<n,

vemos que la correspondiente restriccién en y es que tenga un cero en sus s primeras
componentes. Entonces, el maximo valor de x? Ax sujeto a estas restricciones es Ay 1,
y este se alcanza para y = es ;. El correspondiente vector x es ahora la (s + 1)—ésima
columna de la matriz R.

O

A la hora de poner en préctica esta caracterizacion de los autovalores de una matriz
simétrica surge un inconveniente. La determinacion de cada As; depende del conocimiento
de los autovectores de A asociados a Ay, Ao, ..., As_1.

Vamos a tratar de encontrar ahora una caracterizacién que nos permita obtener los
autovalores de una matriz A simétrica, y que no presente la desventaja que acabamos
de mencionar. Es decir, que la obtencién del autovalor A; no precise de haber calculado
previamente Ai,..., \;_1.

Teorema 1.4.6 (Teorema de Courant-Fischer) Sea A una matriz simétrica y {\;}
el conjunto de autovalores de A, ordenados de manera no creciente. Consideramos el
mdzimo valor de xT Ax sujeto a las condiciones

xTx =1,
{ pIx=0, p; #0, i=1,2,...,5, cons<n, (1.55)
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donde los p; son wvectores no nulos cualesquiera. Entonces, el minimo valor que toma
dicho mdzimo para todas las posibles elecciones de los s vectores p; es Asy1.

Demostracion.

Para todo vector x, que satisface x* x = 1, por el Teorema 1.4.5 sabemos que \,, <
xT Ax < ;. De manera que x” Ax estd acotado, y su maximo sujeto a las condiciones
dadas por (1.55) es claramente funcién de las n x s componentes de los vectores p.

T

La pregunta que nos hacemos es cuél es el minimo valor que toma dicho méximo para
todas las posibles elecciones de los s vectores p.

Como antes, para resolverlo, vamos a trabajar con el cambio de variable dado por
y = RTx. Las relaciones (1.55) se convierten en

yiy=1
{ qfy =0, donde q; = RTp; #0, i =1,2,...,s; con s < n.

Consideramos una eleccion particular de vectores p1, ..., ps. Tal eleccién da el conjunto
de los correspondientes qi,...,qs. Las n variables y; (componentes del vector y) satis-
facen s ecuaciones lineales homogéneas

qQy=0, i=1,...,s.

Si aniadimos las relaciones Y549 = ysy3 = - -+ = y, = 0, entonces tenemos un total de

n — 1 ecuaciones homogéneas en las n incégnitas yi,...,yn, y por tanto, hay al menos

una solucién no nula (y1,...,¥Ys, Ys+1,0,...,0) del sistema, que puede ser normalizada
s+1

para que se verifique que Z y? = 1. Con esta eleccién de y tenemos
i=1

s+1

y diag(A)y = > Ayl > Asyr
=1

Esto demuestra que para cualquier eleccién de {p;} siempre habrd un vector y, y por
tanto un vector x, para los que

x" Ax = y"diag(\i)y > Aet1.

Es decir,
méax{x” Ax} > A\gy1,

para cualquier eleccién de los s vectores {p;}. Esto significa que
minmax{x? Ax} > \,,1. (1.56)

Por otra parte, si tomamos la eleccién de los vectores {p; } como p; = Re;, 1<i<s,
entonces q; = e;, 1<1i<s,y las relaciones (1.55) se convierten en

y; =0, 1=1,2,...,s.
Por tanto, para cualquier y sujeto a estas relaciones particulares tenemos
n
x"Ax = y"diag(\)y = D Ay} < Aes1-
1=s+1
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Los resultados obtenidos implican que para esta eleccién de los vectores {p;},
méax{x” Ax} = A\gy1,
y que este valor se alcanza para la eleccién del vector y, dada por
Ys+1 = 1; y; =0 para i# s+ 1.

De esta manera, hemos encontrado una eleccién de los vectores {p;} para la que se tiene
max(x? Ax) = A\sy1. Por lo tanto

minmax{x? Ax} < \41. (1.57)
De (1.56) y (1.57) deducimos directamente que
minmax{x? Ax} = \.;1,

cuando x estd sujeto a las condiciones dadas por (1.55).
O
El resultado que hemos obtenido se conoce habitualmente como caracterizacion mi-
nimaz de los autovalores de una matriz simétrica. Cabe destacar que hemos probado
que existe al menos un conjunto de vectores {p;} y un vector x correspondiente para los
cuales se alcanza el valor minimax.

De una manera andloga podemos probar que
As = maxmin{x” Ax} para x'x=1, p/x=0i=1,2,...,n—s.

Notar que en ambas caracterizaciones los conjuntos de vectores {p;} incluyen aquellos
en los que algunos de los {p; } son iguales, aunque en general, la minimizacién del maximo
ocurrird para un conjunto de vectores {p;} todos ellos distintos.

Si tenemos algun vector p; repetido s veces, podemos afirmar que
Asr1 < max(xTAx) para xTx =1, p/x=0i=1,2,...,s,

donde los {p;} pueden ser, o no, distintos.

1.4.4. Autovalores de la suma de dos matrices simétricas

La caracterizacién minimax de los autovalores de una matriz simétrica que se ha visto
en el Teorema 1.4.6, puede utilizarse para establecer una relacién entre los autovalores
de dos matrices simétricas A, B y los autovalores de la matriz suma C' = A 4+ B. Esta
relacion serd ttil para probar resultados posteriores.

Teorema 1.4.7 Sean A, B dos matrices reales simétricas, y sea C' = A + B. Denota-
mos por {a;}, {Bi} y {Vi} los autovalores de A, B y C, respectivamente, donde los tres
conjuntos se suponen ordenados de forma no creciente. Entonces

s+ Pp <vs <as+ B, 1<s<n. (1.58)
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Demostracion.
Por el Teorema 1.4.6, sabemos que para 1 < s < n,

— 1 T
{ vs = minmax(x* Cx), cuando (1.59)

x'x =1, pZTx:O, 1=1,2,...,s—1.

Asi para una eleccién particular de los vectores {p;}, tenemos para todo x que verifique
las condiciones impuestas en (1.59), que

7s < max(x? Cx) = max(x” Ax + xT Bx). (1.60)

Si U es la matriz ortogonal tal que UT AU = diag(ay,...,a,), entonces tomando
p: = Ue,, las relaciones que aparecen en (1.59) son

O:piTx:eiTy:yi 1=1,2,...,5 -1,

donde y = UTx y, en consecuencia, y'y = 1. Con esta eleccién de los {p;} las primeras
s — 1 componentes de y son nulas, y de (1.60) tenemos

n
vs < max(x? Ax + x? Bx) = max <Z y? + XTBX> .

i=s

n
Ahora bien, Zaiyf < asy x'Bx < 31 ¥x, por lo que

=5
n
<Z i + XTBX) < as + P,

1=s

para todo x correspondiente a esta eleccién de los vectores {p;}. Por tanto, el maximo
de xT'Cx sobre tales vectores x, no es mayor que oy + 31 y llegamos a que

¥s < s+ P (1.61)

Como A = C'+ (—B) y los autovalores de —B en orden no creciente son —f,,, —f3,—1,
..., —pP1, la aplicacion del resultado que acabamos de probar nos lleva a que

as < s+ (75n)7

luego
Vs = Qs+ B (162)

Entonces de (1.61) y (1.62) obtenemos que, cuando se suma una matriz simétrica B

a una matriz simétrica A, todos sus autovalores cambian en una cierta cantidad que se
situa entre el autovalor més pequeno y el autovalor mas grande de B.

O

El resultado anterior es de gran interés en la préactica. Frecuentemente la matriz B
serd pequenia, (una perturbacién) y la dnica informacién que tendremos sobre ella serd
alguna cota superior de sus elementos o quiza una cota superior para alguna norma. Si,
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por ejemplo, tenemos como en la Seccién 1.1.1, |b;;| < €, entonces —ne < 3, < f1 < ne
y, en consecuencia
[vr — a] < ne. (1.63)

Notemos que (1.63) es mas fuerte que el resultado establecido en el Teorema 1.4.2
para una perturbacién no simétrica ya que ahora no hay restricciones en las separaciones
de los autovalores «;, B; v ;. Anteriormente solo fuimos capaces de probar la relacién
(1.63) cuando los autovalores «; estaban todos separados por més de 2ne (ver (1.41)).

El Teorema 1.4.7 extiende el resultado probado analiticamente en la Seccién 1.4.2 para
una perturbacién B simétrica de rango 1. Como ya se dijo antes, los resultados probados
no son ciertos Unicamente para pertubaciones pequenas, y tampoco se ven afectados por
la multiplicidad de los autovalores de las matrices A, B o C.

Teorema 1.4.8 (Generalizacién del Teorema minimax.) Sean A, B dos matrices
reales simétricas, y sea C = A+ B. Denotamos por {a;}, {Bi} y {7V} los autovalores de
A, B y C, respectivamente, donde los tres conjuntos se suponen ordenados de forma no
creciente. Entonces,

Vras—1 <o+ fBs parar+s—1<n. (1.64)

Demostracion.
Antes de demostrar el teorema, notamos que (1.64) es una generalizacién de (1.58).
El Teorema 1.4.6 nos permite afirmar que existe al menos una eleccién de los vectores

{p:} para la que

max(x? Ax) = a, cuando p/x =0, i=1,2,...,7r—1,
y un conjunto de vectores {q;} para los que

max(x? Bx) = 3, cuando q!x =0, i=1,2,...,5— L.
Consideremos ahora el conjunto de vectores x que satisfacen

Tew () 5 — _
s i (169

Dicho conjunto es no vacio ya que el niimero total de ecuacioneses r+s—2 < r+s—1<n

estoes, r+s—2<n-—1.
Para un vector x de dicho conjunto tenemos que

xTCx = xTAx + xT'Bx < o, + Bs.

Entonces,
max(x? Cx) < a, + s,

para todo x que satisface las r + s — 2 ecuaciones lineales (1.65).
Por lo tanto,

Vris_1= minmax(xTC’x) < a, + Bs,
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ya que la minimizacién se hace sobre todos los conjuntos de vectores x que satisfacen las
r 4+ s — 2 ecuaciones (1.65).

O
Como una ilustraciéon mas de la utilidad del Teorema de caracterizacién minimax de
los autovalores de una matriz simétrica, vamos a probar que los autovalores {\, ..., A, _;}
del menor principal A,,_; de una matriz real y simétrica A € M,,«, separan a los auto-
valores {A1,..., A\, } de A. Este resultado generaliza al que ya fue probado en la Seccién
1.4.2 para matrices simétricas obtenidas orlando una matriz diagonal.
Teorema 1.4.9 (Teorema de separacién) Sea A una matriz simétrica y {A1,..., \n}
el conjunto de autovalores de A. Si A,,_1 es el menor principal de orden n—1 de la matriz
A,y {N, .. N 1} son los autovalores de A,,_1, entonces
Asr1 <AL <A, 1<s<n-1 (1.66)
Demostracion

El conjunto de los valores que toma %X’ A,,_1X para todo vector unitario x € R" ! es
el mismo que toma x? Ax para todo vector unitario x € R" con z,, = 0 (x = [x7,0]T).
Entonces,

{ M. = minmax(x? Ax), xTx =1 (1.67)

T, = 0; piTx:O, 1=1,2,...s — 1.

Ahora bien, A} se alcanzard para algiin conjunto concreto de vectores {p;} en (1.67),
y para este conjunto de {p;}, . es el maximo valor de x? Ax sujeto a las s ecuaciones
lineales de la segunda linea de (1.67). Por otra parte, As;1 es el minimo valor que toma
dicho méaximo sujeto a s ecuaciones lineales cualesquiera. Entonces, es claro que

Aep1 < .. (1.68)

Consideramos ahora cualquier conjunto de s — 1 vectores {p;}. Denotamos por f(p;),
al maximo valor de xT Ax para vectores unitarios x sujetos a las relaciones lineales
correspondientes a los vectores p;, i = 1,2,...,5 — 1. Sea f,_1(p;), el méximo de x7 Ax
sujeto a la relacién extra z,, = 0. Entonces,

fn-1(pi) < f(Pi),

y, tomando el minimo entre todos los conjuntos de vectores {p;},

min{ f,—1(p;)} < min{f,(p:)},

implicando que
A< A (1.69)

Juntando (1.68) y (1.69) obtenemos el resultado (1.66) que estamos buscando.
O
Los resultados vistos hasta ahora en la Seccién 1.4 se extienden inmediatamente
a matrices hermiticas en general, sin més que sustituir el superindice 7 por ¥ en los
resultados y demostraciones.

El teorema que presentamos a continuacién permite relacionar la perturbaciéon de
los autovalores de una matriz simétrica, con la norma de Frobenius de la matriz de
perturbacion, que seguimos considerando también simétrica.
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Teorema 1.4.10 (Teorema de Wielandt-Hoffman) Sean A, B dos matrices reales
simétricas, y sea C = A+ B. Denotamos por {a;}, {Bi} y {7y} los autovalores de A, B y
C, respectivamente, donde los tres conjuntos se suponen ordenados de forma no creciente.
Entonces

n

Z(% —a;)? <||B|l% = Zﬁ?
i=1

i=1

Demostracion.
Para la demostracion de este teorema serd de interés recordar dos resultados previos
que estéan enunciados como Lema A.2.1 y Lema A.2.2 en la Seccién A.2 del Apéndice.

Sean U; y U, matrices ortogonales tales que U{f BU; = diag(B31,...,0n) y US CUs =
diag(v1,-..,7n). Entonces,

diag(B1, ..., Bn) =UL BU, = UL (C — AU, = UL (Uy diag(y1, ..., va) UL — A) Uy
=U{ Us[diag(71,...,v) — Uy AUs| U3 Us.

Tomando normas en la igualdad anterior y teniendo en cuenta de nuevo que la norma de
Frobenius no cambia si se multiplica por una matriz ortogonal, obtenemos

> B7 = ||diag(yi) — Us AUa|[3- (1.70)

=1

Consideramos ahora el conjunto de valores que toma la funcién definida por
f(U) = ||diag(v;) — UT AU |7,

para toda matriz U ortogonal.
n

La ecuacién (1.70) muestra que la cantidad Zﬁf pertenece a este conjunto. Dicho
i=1
conjunto de valores es acotado y tiene una cota superior K,, y una cota inferior Kj,
ambas finitas, que se alcanzan para alguna matriz ortogonal U, ya que f(U) es una
funcién continua en el conjunto compacto de las matrices ortogonales.

Veamos que la cota inferior K; debe alcanzarse para una matriz U tal que UL AU es
diagonal.

En general, entre los autovalores {71,...,7v,}, de la matriz C' tendremos r valores
distintos que denotamos por {§; > d; > - -- > 4, }. Entonces, escribimos

61
81
diag(y1, .-+, 7m) = . , (1.71)

ord

donde cada submatriz I tiene el orden adecuado a la multiplicidad del correspondiente
autovalor 6;. Consideramos U7 AU dividida en cajas de las mismas dimensiones que
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diag(v1,...,7) en (1.71),

X X oo Xip
vrav— | otm o T oy
Xrl Xr2 er

Vamos a probar que solo se puede alcanzar la cota K; para una matriz U cuyos
bloques no diagonales son todos nulos.

Sea z un elemento no nulo en la fila p y columna ¢ de U7 AU, que corresponde a un
bloque X;;, i # j (no diagonal). Entonces, los elementos en las intersecciones de las filas
y columnas p y ¢ de las matrices diag(v1,...,v,) y UL AU, son

col p col ¢
' fila p 5 e 0
diag(v1, .-y n) : : )
ﬁlaq PRI O e 6‘]
col p col q
ﬁlap e a DY :L’
X =UTAU:
fila ¢ x b

Veamos que en ese caso podemos tomar una matriz ortogonal S, correspondiente a una
rotacién en el plano (p, q), tal que

9(9) = ||diag(v1, ..., ) — STUTAUS||% — |[diag(m1, - . ., ym) — UTAU||3 <0,
es decir,
[diag(y1, ..., ym) — STUTAUS||% < ||diag(y1, - ., n) — UT AU ||,

y, por tanto, el ultimo término no es cota inferior del conjunto de valores que estamos
considerando.
En efecto, sabemos que la matriz S en el plano (p, ¢) debe ser de la forma

g— cosf sinf
~ \—sinf cosf )’

para algiin 6. Denotamos por a’, b’ y 2’ a los elementos correspondientes de STUT AU S
en las intersecciones de las filas y columnas p y q.
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Como || STUTAUS|% = |[UTAU||%, de la definicién de norma de Frobenius vemos
que |A+ B||%Z = |A|% + ||Bl|% + 22%21 a;jb;j. Entonces,

9(8) = |[diag(m, -, 1) l[3 + ISTUTAUS|[3 =2 7u(STUTAUS)ss
i=1

— || diag(y1s -, ) IF = IUT AU +2) 7 (U AU)s
i=1
= —26;(STUT AUS,,, — 26;(STUT AUS,,) + 26;(UT AU),, + 26;(UT AU ) )

= —2a'6; — 2b'6; + 2ad; + 2b6; = 2(a — a’)d; + 2(b— V)4,
donde todos los demas términos se cancelan. El angulo de la rotacion 6 satisface

a' =acos? 0 — 2z cosfsinb + bsin’ 0,
b = asin? 0 + 2z cosOsin O + bcos? 6.

Por lo tanto, podemos escribir tras algunos cédlculos

h(0) = g(S) = 26;[(a — b) sin® O + x sin 260] + 25;[(b — a) sin® § — z sin 26]

5 ) (1.72)
= Psin“ 6 + @ sin 20,

con P =2(a—0b)(6 —6;) y Q= 2x(; — 6;). Observamos que @ # 0 puesto que hemos
supuesto que = # 0 y sabemos que §; — d; # 0 (i # j). Entonces

M — PSSW,(QG) + QQCOS(QG) = 2Qa
do 6=0

y como h(0) = 0y h'(0) # 0 se pueden elegir d&ngulos 61 y 02 para los cuales h(61)-h(02) <
0, es decir, rotaciones S7 y Sy de angulos 61 y 62, respectivamente, para las cuales
g(S1) - g(S2) < 0. En particular, existe un dngulo 6 para el cual g(S) < 0.

Hemos probado, por tanto, que f(U) no puede ser mdximo o minimo para ninguna
matriz U para la que X no sea diagonal por bloques (X;; =0, 4 # j).

Supongamos que U es una matriz ortogonal para la que f(U) alcanza su valor minimo.
Debe ser entonces

ol X1
ool Xoo
diag(’yla"'vﬁ)/n)fUTAU: . -

(STI er

Si Q; son matrices ortogonales tales que Q X;;Q; = D;, con D; diagonal, entonces
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la matriz @ formada poniendo en su diagonal los bloques ); es ortogonal y verifica que

Q" [diag(m1, -, m) — UTAUIQ = Q" diag(m, .., 1)@ — QTUTAUQ
i1 D,
5o1 D,

6.1 D,

= diag(v1,...,7) — QTUTAUQ.

Tomando normas en la igualdad obtenida queda f(UQ) = f(U), de donde deducimos
que el minimo debe alcanzarse siempre para una matriz UQ que reduce A a forma
diagonal.

Los elementos de D; son los {a1,...,a,} en algin orden, y los {d1,...,d,}, con su
multiplicidad apropiada, son los {71, ...,7,}. Entonces tenemos

n

ming f(U) =) (v — )%,

i=1
donde (p1,pa,...,pn) es una permutacién de (1,2,...,n).

El 1ltimo paso es probar que el minimo ocurre para p; = ¢ para todo i. Escribimos
n

T = Z(% — ozpi)2 para alguna permutacion particular.
i=1
Sip; =1, a1 y 71 ya estdn emparejados. Si p; # 1, suponemos que es p; = 1 (esto
es, el sumando es (vs — a1)?). Si intercambiamos p; y ps en la permutacion, el cambio
en x estd dado por

(=)’ 4+ (1 — ) = (1 — ap,)* = (3 — a1)® = =2(7s — 1) (ap, — a1) <0,

y la suma disminuye. De manera analoga, manteniendo a7 en la primera posicién y
emparejando ag con vy vemos de nuevo que la suma no crece. Finalmente, llegamos a
que cada «; esta emparejado con el correspondiente ;, y la suma no es mayor que su
valor inicial.

El minimo valor es entonces f(U) = Z(% —a;)?.

n
Como en (1.70) vimos que Z B? = f(U) para alguna matriz ortogonal U, entonces
i=1
n n
IBl% = Z@Q > Z(ai - 1)
i=1 i=1
O
La prueba puede extenderse facilmente a matrices hermiticas. Ademas, el resultado
también es cierto para matrices normales.
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Capitulo 2

Pseudoespectro de una matriz

Tradicionalmente, el andlisis de los modelos lineales se ha basado en el estudio de
los autovalores con un resultado satisfactorio para muchos problemas de matematicas,
ciencias e ingenieria. En especial, las técnicas de autovalores se han aplicado con éxito
en campos como la acustica, la mecdnica cudntica, la mecdnica de fluidos o el anélisis
numérico. No obstante, la mayoria de los problemas que la teoria de autovalores es capaz
de resolver con éxito tienen en comun el hecho de que las matrices y operadores que los
describen son normales, es decir, poseen una base de autovectores ortogonales.

Cuando una matriz, o un operador, carece de una base de autovectores ortogonales, el
estudio de sus autovalores no proporciona una imagen completa de ella. Por ejemplo, la
no normalidad puede asociarse con un comportamiento transitorio que difiere totalmen-
te del comportamiento asintético sugerido por los autovalores, que puede manifestarse,
por ejemplo, en la convergencia lenta de procesos iterativos, o en la proximidad a la
inestabilidad.

Entre las numerosas herramientas que se han propuesto para describir la no norma-
lidad y analizar sus efectos, se incluyen herramientas clésicas de la teoria de matrices
y operadores, como el rango numeérico, los angulos entre subespacios invariantes y los
numeros de condicién de los valores propios. En este capitulo vamos a centrarnos en el
estudio del pseudoespectro, cuya utilidad se ha probado con éxito en gran variedad de
problemas [12].

Vamos a estudiar, a continuacién, un problema sencillo que nos servird como motiva-
cién para la definicién del pseudoespectro de una matriz.

Supongamos que debemos resolver la siguiente ecuacion
Au=zu+v, (2.1)

donde z no es un autovalor de la matriz A. El objetivo es obtener soluciones que sean
estables respecto de pequenas perturbaciones en v o en A. Consideramos primero la
solucién u’ al problema

A’ = zu’ + v/, (2.2)

donde suponemos ||v — v'|| < e. Entonces, para la diferencia entre las soluciones de (2.2)
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y (2.1) se tiene
[0 —uf| < ell(zI = A)7"l,

para cualquier norma matricial derivada de una norma vectorial. El valor de ||(2]— A)
puede ser grande, incluso para valores de z alejados del espectro de A.

I

Si pasamos al estudio de una perturbacién de la matriz A, de la forma A + eB tal
que ||B|| < 1, y buscamos la solucién u” del problema

(A+eB)u” = 2u” + v,

llegamos, aplicando resultados conocidos sobre normas matriciales derivadas de normas
vectoriales, a que

ell(z — A7

eI = AL

[u” —uf| <
1

De nuevo, una buena estimacién del error ||u” —ul| requiere que el valor de € ||(2I — A) 71|
sea pequeno.

2.1. Definiciones y equivalencia

En primer lugar, vamos a dar varias definiciones del pseudoespectro de una matriz
A € M« (C). Posteriormente, probaremos que de hecho, son todas equivalentes, por lo
que la definicon de pseudoespectro no es ambigua.

Definicién 2.1.1 Dada una matriz A € Myx,(C), y dado € > 0 arbitrario, se llama
e—pseudoespectro de A al conjunto de los z € C tales que

(2] — A)7H| > et (2.3)
Denotamos por o.(A) al e—pseudoespectro de A.

Para cada z € C, la matriz (21 — A)~! se llama matriz resolvente de A en z y el
e—pseudoespectro de A es el subconjunto abierto del plano complejo limitado por la
curva de nivel e~! de la norma de la resolvente. A lo largo de todo el capitulo vamos a
utilizar el convenio de que

|(zI — A)7Y|| =00, paraz € o(A), (2.4)

donde o(A) es el espectro de la matriz A. Con dicho convenio, observamos que con esta
definicién de pseudoespectro de A, se tiene o(A) C o.(A) para todo € > 0.

De manera intuitiva podemos pensar que son los valores z cercanos a un autovalor de
la matriz A, aquellos para los que ||(z] — A)~!|| se hace grande. Para una matriz normal,
cuando || - || = || - ||2 esta intuicién es correcta. No obstante, para matrices que no son
normales, y estdn lejos de serlo, puede ocurrir que la norma ||(zI — A)~!|| sea grande
incluso cuando z ¢ o(A) y estd alejado de dicho conjunto, y més generalmente sucede
para matrices que satisfacen A7 > 1 0 k(A4) = ||A||[|A7Y] > 1.

La segunda definicién que damos de pseudoespectro de una matriz A estd basada en
la conexién entre la norma de la resolvente y la teoria de perturbacién para autovalores.

52



Definicién 2.1.2 Dada una matriz A € Muxn(C) y dado € > 0 arbitrario, se llama
e—pseudoespectro de A al conjunto de los z € C tales que

z€0(A+E) (2.5)

para alguna matriz E € My, (C) con || E|| < e.

Es decir, definimos ahora el e—pseudoespectro de A como el conjunto de nimeros
complejos que son autovalores de alguna matriz perturbada A+ E con ||E|| < €.

De las dos definiciones dadas hasta ahora, se deduce facilmente que los e—pseudoes-
pectros asociados con diferentes valores de € estdn relacionados de manera que

0e,(A) Coe, (4), si0<e <e, (2.6)
v que la interseccién de todos los pseudoespectros es el espectro, esto es
Ne>00c(A) = o(A). (2.7)
Continuamos con la tercera definicién de pseudoespectro.

Definicién 2.1.3 Dada una matriz A € Muxn(C), y dado € > 0 arbitrario, se llama
e—pseudoespectros de A al conjunto de los z € C tales que

[(zI — A)v| <€ (2.8)
para algin v € C*, con ||v|| = 1.
Con esta definicién, cada elemento z del e—pseudoespectro de A se llama e—pseudo-

autovalor de A, y el vector v correspondiente se llama e—pseudoautovector de A.

Probaremos a continuacién la equivalencia de las tres definiciones de pseudoespectro
dadas en lo que llevamos de seccion.

Teorema 2.1.1 Para toda matriz A € Myxn(C), las Definiciones 2.1.1, 2.1.2 y 2.1.3
para el e—pseudoespectro de A son equivalentes.

Demostracion.
Notamos en primer lugar que para los autovalores z € o(A), la equivalencia entre las
tres definiciones es evidente. Vamos, por tanto, a probarlo para z ¢ o(A).

Comenzamos con la implicacién 2 = 3.
Si z es tal que z € 0(A+ E) para alguna matriz E € M, (C) con ||E|| < €, entonces

existe un vector no nulo v € C", que podemos suponer normalizado, es decir ||v| = 1,
tal que

(A+ E)v =2zv. (2.9)
Entonces, [|(z] — A)v|| = [|[EV] < || E||V] < e.

Vamos ahora con 3 = 1.
Dado € > 0, sea z € C tal que ||(2] — A)v|| < € para algin v € C", con ||v] = 1.
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Sea u € C, el vector con |Ju|| =1, y tal que (21 —A)v = su. Como s = ||(z] —A) v||,
entonces, s < €. Si s =0, es claro que z € 0(A4) C o.(A). Si s # 0, se tiene

(21 —A)tsu=v,

0, equivalentemente,
(zI — A tu=s"tv. (2.10)

Tomando normas en (2.10), llegamos a que
(2] — A7 >s7t> et (2.11)
Finalmente, probamos 1 = 2.

Dado € > 0, sea z € C tal que ||(2I — A)~!|| > e !. Entonces, ||(2] — A)"tul| > ¢!

para algtin vector u con ||u|| = 1. Por lo tanto, tomando v con ||v|| =1 tal que
(21 — A)lu=s"1v, (2.12)
es claro que s < e. Si probamos que existe una matriz E, tal que ||[E|| = sy Ev = su,

entonces tendremos que
(A+ E)yv=zv—su+su=2zv,
y habremos probado (2.5), puesto que por (2.12) sabemos que
su=(zI — A)v <= Av=2zv —su.

De hecho, E puede tomarse de rango 1, de la forma F = suw’ para algin w € C" con
w! v = 1. Podemos distinguir dos casos, en funcién de la norma matricial con la que
estemos trabajando.
R —lvl2 — : _ Ty _
e Norma || - ||2 : si w = v entonces, v v = ||v||? =1, y se tiene Ev = suv' v = su.
e Norma ||-|| general: la existencia de un vector w que satisface las condiciones pedidas
puede interpretarse como la existencia de una funcién lineal £ en C™ con [[Lv] = 1,

I£]l = 1. El resultado estd garantizado por el teorema de Hahn-Bannach [8].

T

O

Hasta ahora, hemos tratado la definicion de pseudoespectro tomando una norma

matricial || - | arbitraria derivada de una norma vectorial. No obstante, podemos pre-

guntarnos por las propiedades que se tienen si trabajamos con la norma || - ||2. Antes de

nada, notamos que, para poder hacer esta eleccion, debemos restringirnos al caso en que
C™ esta dotado del producto interno

(u,v) =u*v,
y || - |2 es la norma matricial asociada a la norma vectorial definida por
[v]| = vVv*v.

De las asignaturas de Anélisis Numérico cursadas durante el grado, son conocidos
algunos resultados sobre esta norma matricial. Entre ellos, podemos destacar el siguiente

[All2 = smax(A),
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donde smax(A) denota el méximo valor singular [6] de la matriz A. Es claro, por tanto,
que

IA™ 2 = [ (A1

min

En el contexto en que estamos interesados, dada una matriz A, y z € C, entonces

1 = )7l = [in(L — ).
Definicién 2.1.4 Dada una matriz A € Myuxn(C), y dado € > 0 arbitrario, si conside-
ramos la norma matricial || - |2, el e—pseudoespectro de A es el conjunto de los z € C
tales que
Smin(zl — A) <, (2.13)

donde s,y (21 — A), es el minimo valor singular de zI — A.

La equivalencia con las definiciones 2.1.1, 2.1.2 y 2.1.3 anteriores, aplicadas al caso

en que consideramos la norma matricial || - ||2 es clara. Por un lado, sabemos que
T = )M = ——— (214)
Sin (21 — A)

lo que nos da directamente la equivalencia de la Definicién 2.1.4 con la Definicién 2.1.1.
Ademas, en la demostracién del Teorema 2.1.1, vemos que la matriz F puede tomarse de
rango 1 como E = suv?’, donde s es el menor valor singular de la matriz 21 — A, y u, v
son los vectores singulares asociados por la izquierda y por la derecha, respectivamente.

Una vez establecidas las diferentes definiciones de pseudoespectro de una matriz, asi
como la equivalencia entre todas ellas, en el siguiente resultado se recogen algunas de las
propiedades méas importantes, y elementales, del pseudoespectro.

Teorema 2.1.2 (Propiedades del pseudoespectro) Sea A € M,,»,(C) y sea e > 0.
Entonces,

(i) El e—pseudoespectro de la matriz A, o.(A), es un conjunto no vacio, abierto y
acotado del plano complejo. Ademds, c.(A) tiene, como mdzrimo, n componentes
conexas y cada una contiene uno o mds autovalores de A.

(ii) Si |||l = |- ll2, entonces ge(A*) = oe(A).

(iii) Si || = - |2, entonces o.(A1 @ Az) = 0.(A1) Uoc(Az).
(iv) Para cualquier ¢ € C, o.(A+cl) = c+ o.(A).

(v) Para cualquier € C no nulo, o|5(BA) = Boc(A).

En (i1), la matriz A* denota la transpuesta conjugada de A. Por otro lado, en (iii),
A1 & As denota la suma directa de dos matrices cuadradas de igual orden, definida por

A4, | O
Al@A?( o) A2>
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Demostracion
(i) La demostracién, cuyo contenido se escapa de los objetivos de este trabajo, se
puede encontrar en [2].

(73) Sea || - || = || - |2, ¥ sea z € 0.(A). De la Definicién 2.1.2, sabemos que existe una
matriz E, con ||E||2 < € tal que z € 0(A+ E). Tomando la traspuesta conjugada tenemos
que

luego

oA +E)=0c(AFTE)=c(A+E))=o(A+ E),
—T =T
yZ€o(A ) yaque |[|[E |2 =[El2 <e
(#4¢) Tomando la norma || - ||2, la igualdad se deduce directamente de
(A1 @ Az) = 0(A1) Uo(Az). (2.15)

Probamos la igualdad (2.15) por doble contencién. En primer lugar, sean A y p autovalores
de Ay y As respectivamente. Entonces, existen sendos vectores propios asociados, uj,
up € C™ tales que

A1 u; = /\111,

A2 U = uug.

Entonces,

e n(3)- (512) (3 - (3
o) (512 (2)- ()

de forma que los vectores wi y wo € C**" definidos por

up 0
wi= () we= ().

son autovectores de la matriz A; @ Az con autovalores asociados A y p, respectivamente.

().
().

Vamos ahora con la segunda contencién. Sea v € o(A; @ Az), entonces existe un
vector w € C"*™ tal que

(o) () = ()

donde wy y wy denotan los vectores dados por las primeras n componentes, y las siguien-
tes n, respectivamente, de w, y n es la dimensién de las matrices A; y A,. Entonces, es
claro que v € 0(A1) U (As).

(iv) y (v) Vamos a demostrar las dos ultimas propiedades probando directamente,
por doble contencidn, la igualdad

U‘Q‘E(BA + CI) =c+ BO'E(A).
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Antes de comenzar con la prueba, notamos que podemos suponer § # 0, pues en otro
caso, los conjuntos se reducen a {c}.

En primer lugar, sea z € o.(A4). Por la Definicién 2.1.2, existe una matriz E con
IE| < e, tal que z € 0(A + E). Entonces, ¢l + Sz € o(cI + A + BE), donde ||BE| <
IBIIE| < |B|e. De nuevo por la Definicién 2.1.2, se sigue que

cl + Bz € ojjc(cl + BA).

Para ver la segunda contencién, sea w € o|g|c(cI + BA). Por la Definicién 2.1.2 existe
una matriz F' con ||F|| < €|8] tal que w € o(cI + A+ F).
Entonces, w — ¢ € 0(8A + F), de donde se sigue que

w[;c ea(A+%F),
Y 1 1

—F|=—|F .

”ﬂ | Iﬁ\H | <e

1
Por la Definicién 2.1.2, se tiene que z = —(w — ¢) € 0.(A), y entonces, llegamos a que

B

w=c+ fz €c+ fo(A).

2.2. Matrices Normales
Antes de enunciar el resultado principal de esta seccion sobre el pseudoespectro de una
matriz normal, vamos a recordar algunos conceptos y resultados sobre matrices unitarias

y matrices normales.

Definicién 2.2.1 Se dice que una matriz U € M(C) es unitaria, si su inversa coincide
con su traspuesta conjugada. Es decir,

Ut =01

De la Definicién 2.2.1 se deduce facilmente la invariancia del pseudoespectro frente a
transformaciones de semejanza unitaria.

Lema 2.2.1 Sea A una matriz compleja, y sea U una matriz unitaria. Entonces, consi-
derando la norma matricial || - || = || - |2,

o(A) =0 (UAUY), (2.16)

para todo € > 0.
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Demostracion
Si U es una matriz unitaria, entonces tenemos que

(21 —UAU*) = (2UU* — UAU*) = U(2I — A)U*.
Por lo tanto,
(21 —UAU*) ' = [U(2I — AU =U (21 — AU (2.17)

De (2.17) y del hecho de que la norma espectral es invariante por transformaciones
unitarias,deducimos que

|(zI —UAU*) Yo = |U(2I — AT U*|]2 = ||(2] — A)" |2, z€C. (2.18)

De (2.18), utilizando la Definicién 2.1.1 para el pseudoespectro, se sigue directamente la
igualdad (2.16).
O

Definicién 2.2.2 Se dice que una matriz A € M(C) es normal, si tiene un conjun-
to completo de autovectores ortonormales. Es decir, si es diagonalizable y la matriz de
autovectores es unitaria.

Us=U""

De la Definicién 2.2.2 se deduce el siguiente resultado.

Lema 2.2.2 Sea A una matriz normal, y sea V matriz unitaria de autovectores de A.
Entonces, considerando la norma matricial || - || = - ||2,

A
A2
0.(A) =0 (V*AV) = 0.(D) = o y , (2.19)

para todo € > 0.

Demostracion
Si A es una matriz normal, entonces existe una matriz de autovectores de A, que es
unitaria. Es decir,
A1
A2

D=V*AV =
An

donde V' es una matriz unitaria. Por lo tanto, aplicando el Lema 2.2.1, llegamos a la
igualdad (2.19).
O
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Sea A una matriz normal con autovalores {A1,. .., A, }. Dado € > 0, el e—pseudoespectro
de A estd dado por

ac(A) = | B(Aise), (2.20)

donde B(\;, €) denota la bola abierta del plano complejo, con centro A; y radio e.
De manera equivalente, se cumple que

1

1= A = T = V)™ o = [smin (21 = P)] ™ = g

(2.21)

donde dist(z,0(A)) denota la distancia usual de un punto z, al conjunto o(A) en el plano
complejo.

En el enunciado y la demostraciéon del teorema sobre pseudoespectro de matrices
normales, vamos a utilizar la siguiente notacién.

s A, :=B(0,¢) ={2z€C: |z|] <€}

" 0(A)+ A ={2€C: z=21+ 22, 21 € 0(A4), |22| < €}
={z € C:dist(z,0(A)) < €}.

Teorema 2.2.1 (Pseudoespectro de una matriz normal) Sea A una matriz com-
pleja n X n. Entonces

o(A) + A, Co(4), (2.22)
para todo € > 0. Ademds, si A es una matriz normal y tomamos || - || = || - ||2, se tiene la
igualdad

0(A)+ A =0(A), (2.23)
para todo € > 0. Reciprocamente, si || -|| =1 |l2 y 0(A) + Ac = 0.(A), etonces A es una

matriz normal.

Demostracion

Vamos a demostrar la primera contencién (2.22).

Sea z un autovalor de la matriz A y 6 € A, Entonces, z + § es autovalor de A + §1
y basta tomar F = 61 en la Definicién 2.1.2 para ver que z + 3§ € o.(4) y que, en
consecuencia, o(A4) + A, C o (A).

Pasamos a demostrar ahora que si A es una matriz normal, entonces se tiene la
igualdad (2.23).

Si A es una matriz normal, y {\1,...,\,} son sus autovalores, entonces, ya hemos

probado en (2.21) que
1

dist(z,0(A))’
De la Definicién 2.1.1 se sigue que z € o.(A) si, solo si, dist(z,0(A4)) < e. Con lo que
queda probada la igualdad (2.23).

Finalmente, la demostracién del reciproco se puede encontrar en [2]. La prueba re-

quiere una coleccién de resultados previos que no ha parecido oportuno incluir en la
memoria.

1] = A) 2 =

O
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Teorema 2.2.2 (Teorema de Bauer-Fike) Sea A una matriz compleja diagonaliza-
ble, y sea H una matriz de autovectores de A. Entonces,

o(A)+Ac Coc(A) Co(A)+ Ay (s, (2.24)
para todo € > 0.

Demostracion
La primera contencién ya ha sido demostrada en el Teorema 2.2.1.

Veamos ahora que oc(A) C 0(A) + Ay, (). Sea z € o.(A). Por la Definicién 2.1.1,
sabemos que
[H (21 = V)" H7 o < ka(H)|| (21 = V)72

ria(H) __ ra(H)
2l — V)=l dist(z,0(A)

1 _
= < NGT = 4,

Smin (

Por lo tanto,
dist(z,0(A) < ek2(H),

z e O'(A) +A6H2(H)'

2.3. Algunos ejemplos de pseudoespectros

En esta seccién se va a calcular el pseudoespectro de algunas matrices, utilizando el
programa Matlab.

En [12] se describen varios procedimientos para representar el e—pseudoespectro de
una matriz. En este trabajo hemos utilizado solo uno de ellos, que consiste en tomar un
mallado suficientemente fino de una regién adecuada del plano complejo y obtener, para
cada nodo z del mismo, el menor valor singular que proporciona la descomposicién en
valores singulares de la matriz zI — A (se ha utilizado la funcién svd de Matlab). Por la
Definicion 2.1.4, sabemos que

o(A)={z€C:s zI — A) < e},

min(

y para mostrar el contorno de o.(A) para los valores de € en los que estamos interesa-
dos se han obtenido las correspondientes curvas de nivel de la superficie que resulta de
representar en R? la funcién s,;, (21 — A) frente a z.

Ejemplo 2.1.

En primer lugar, consideramos la matriz compleja A (ver [12]) de dimensiones 3 x 3
dada por

-1 6 0
A=|0 i 8 (2.25)
0 0 3



o (A) para distintos valores de ¢

€=0,05 — 7 (A) para distintos valores de ¢

€=0,01

€=0,005

051

Im(z)

Re(z)

Figura 2.1: 0.(A) para A definida por (2.25) y valores de e =5 x 1072, 1072, 5 x 1073,

La matriz A no es normal y sus autovalores estdn dados por {—1, 1, %} El resultado del
céalculo numérico del e—pseudoespectro de A, para los valores de € = 5 x 1072, 1072,
5 x 1072 estd representado en la Figura 2.1. En la gréafica izquierda se puede ver el
contorno de o (A) para los tres valores de ¢ considerados. En la grafica derecha aparece
la representacion tridimensional del e—pseudoespectro de A, utilizando escala logaritmica
en el eje vertical, y en rojo se han destacado las curvas de nivel que delimitan o.(A) para
los mismos valores de e.

Con este ejemplo tan sencillo podemos comprobar que, de acuerdo con el Teorema
2.2.1, como la matriz A no es normal se tiene

o.(A) #£0(A) + A..

Es decir, el e—pseudoespectro de A no esta formado dnicamente por la unién de las bolas
abiertas del plano complejo con centro \; y radio e.

Ejemplo 2.2.

Tomamos, como en la Subseccién 1.3.4, la matriz A,, definida por

n n o -~ 0 0
0O n—1 n -+ 0 O
a=|0 0 0 0] (2.26)
0 0 0o -~ 2 n
0 0 o --- 0 1
para n = 20. Los autovalores de Asp son {1,2,...,20}, estdn dibujados en la grafica

izquierda de la Figura 2.2 con puntos negros. Tal como se comprobd en el Capitulo 1,
podemos ver en la grafica derecha de la misma figura que todos los autovalores de la
matriz de Wilkinson estan mal acondicionados. En concreto, los autovalores intermedios
(10 y 11) son los que estan peor acondicionados. El méximo de la superficie de la Figura
2.2 esta centrado en ellos.
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”((Azo) para distintos valores de €

20

”JAzn) para distintos valores de ¢

Im(z)

Figura 2.2: 0.(Ayg) para la matriz Ay definida por (2.26) y valores de e = 1071, 5x 1072,
1072,5x 1073, 1073, 5 x 1074, 10~*.

Ejemplo 2.3.

Tomamos, de nuevo como en la Subseccién 1.3.4, la matriz C,, definida por

n n—1 n—2 --- 3 2 1

n—1 n—-1 n—-2 - 3 2 1
e I U £ (221

0 0 0 cee 2 2 1

0 0 0 -0 1 1

para n = 12. En este caso, comprobamos en el Capitulo 1 que los autovalores mas grandes
de la matriz (2.27) estdn bien acondicionados. No ocurre lo mismo para los autovalores
mas pequenos. Se puede observar una clara correspondencia entre la Figura 1.5 y la gréafica
izquierda de la Figura 2.3 que permite comprender mejor el concepto de pseudoespectro
de una matriz y su utilidad.

En la grafica derecha de la Figura 2.3, en la que aparece la representacion tridimensio-
nal del e—pseudoespectro de C1o, para los valores de e = 1071, 5 x 1072, 1072, 5 x 1073,
1073, 5 x 1074, 107, y en rojo se destacan las curvas de nivel que delimitan o.(A) pa-
ra los mismos valores de ¢, vemos claramente que a medida que disminuye el tamano e
de la perturbacion, son los autovalores mas pequenos los que pueden sufrir una mayor
variacion.

Ejemplo 2.4.

Tomamos como ejemplo ahora la matriz de Toeplitz tomada de [12], de orden n = 64.

1

= O

Tes = ot , (2.28)

N
Bl= O
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”.(C12) para distintos valores de €

”qu’ para distintos valores de ¢

Im(z)
°

-5 0 5 10 15 20 25 30 35
Re(z)

Figura 2.3: 0.(C12) para la matriz C12 definida por (2.27) y valores de e = 1071, 5x 1072,
1072, 5 x 1073, 1073, 5 x 10~4, 104

La matriz (2.28) puede simetrizarse mediante una transformacion de semejanza. Para un

orden n arbitrario, sea D = diag(2,4,...,2"). Entonces
0 3
1 1
3 0 3
S=DT,D™' = o . (2.29)
1 1
2 0o
5 0
Los autovalores de T, y de S coinciden y estan dados por
k
)\i:cos< ﬂ), 1<i<n,
n+1

es decir, el espectro de T;, estd dado por un conjunto de n niimeros reales en el intervalo
(—1,1). Por su parte, el e—pseudoespectro de T}, consiste en la regién del plano complejo
delimitada por la elipse dada por la imagen de |z| = en por la aplicacién f(z) = 27+ +
1/4z. En la grifica izquierda de la Figura 2.4 se observa la frontera de o.(T44) para los
valores de e = 1071, 5 x 1072, 1072, 5 x 1073, 1073, 5 x 10~4, 10~*. Los puntos negros
denotan los autovalores de la matriz Tg4.

En la gréfica derecha de la Figura 2.4, en la que, de nuevo, aparece la representacion
tridimensional del e—pseudoespectro de T4 para los valores de e considerados, y en
rojo se destacan las curvas de nivel que delimitan o.(A) para los mismos valores de ¢,
apreciamos que los autovalores de Tg4 estdn muy mal acondicionados. En este caso, el
méximo de la superficie se alcanza en todos los autovalores de Tg4. Para comprobar el
mal acondicionamiento de la matriz T,, general, podemos considerar una perturbacién de
T,, que consiste en sumar una cantidad e al elemento (n, 1). Los autovalores de la matriz
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9(T6)

para distintos valores de e

1 T

08

06

0.4

02

Im(z)
°

-0.21

041

06

-0.8

Figura 2.4: o(Ts4) para la matriz Ty definida por (2.28) y valores de e = 1071, 5 x 1072,

1072,5x 1073, 1073, 5 x 1074, 10~

o (Ty,) parac =107

a‘(TMJ para distintos valores de «

-10°
at(TGA) para e=10

Re(z)

a((T“) para =107

0.8 T T T 0.8
06 1 06
0.4 q 0.4
021 q 02
E° £ °
0.2 b -0.21
0.4 q 0.4
0.6 4 -06
08 . . . . . 08
-15 1 -0.5 0 0.5 1 15 -15
Re(z)
o (T,,)para =107
e\ 64
0.8 T T - - - 08
06 06}
0.4 0.4r
02} 02t
T Ll g ol
E° E°
-0.2 0.2
04 04f
06 06
0.8 - - - - : 08
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15 15

Figura 2.5: Autovalores de N
1073,107°,1077,10~7. Podemos

= 100 matrices Tgq + €B, para valores de €

visualizar el o¢(Tg4).
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perturbada coinciden con los de la matriz

0 1
105 1
2 2
D(T, +eB)D™" = U
1 1
n—1 2 (1) 2
2 € 5 O

Entonces, los autovalores de T,, + €B coinciden con los de una matriz obtenida al anadir
la, perturbacién 2" 'e a un elemento de la matriz simétrica DT, D~'. Acabamos de
comprobar que el pseudoespectro permite obtener una caracterizacion mas completa de
las matrices que la que da el espectro de la misma.

Utilizando la Definicién 2.1.2, podemos describir otra forma de obtener una aproxima-
ci6én al e—pseudoespectro de una matriz [12]. El método consiste en generar un nimero
N suficientemente grande de matrices aleatorias B tales que [b; ;| < 1,1 <14,57 <n,y
representar en el plano complejo los autovalores de las N matrices perturbadas A + B
resultantes. Este procedimiento se ha utilizado con la matriz T4 definida en (2.28) para
generar la Figura 2.5. Los puntos representados en ella no deben salirse de la regién de-
limitada por las correspondientes curvas de nivel que aparecen destacadas con una linea
roja en la Figura 2.5.
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Apéndice A

Apéndice

A.1. Algunos resultados utilizados para la Seccién 1.1.1

Sea f(x,y) definida por

F@y) =" + paa(@)y" " + pna(@)y" 2 + -+ pr(2)y + po(2),
donde los p;(z) son polinomios en x para 1 < i < n — 1. De la teoria de funciones

algebraicas conocemos [5] los siguientes resultados.

Teorema A.1.1 (Teorema 1 sobre funciones algebraicas.) Sea y;(0) una raiz sim-
ple de f(0,y) = 0. Entonces existe §; > 0 tal que f(x,y) = 0 posee una raiz simple y;(x)
definida por

yi(z) = yi(0) + pinx + piox® + -+,
donde la serie de la derecha converge para |z| < ;.
Nota:

(i) Solo se requiere que la rafz y;(0) sea simple. No se impone nada sobre la multipli-
cidad de las n — 1 raices restantes de f(0,y) = 0.

(ii) La serie del término de la derecha puede ser finita.

(iii) Verifica y;(2) — v;(0) cuando 2 — 0

Teorema A.1.2 (Teorema 2 sobre funciones algebraicas.) Si y;(0) = y2(0) = ---
= ym(0) es una raiz de multiplicidad m de f(0,y) = 0 entonces, existe 6 > 0 tal que
cuando |x| < 0, existen m raices de f(x,y) = 0 que se pueden agrupar en r conjuntos
conm; 1 <1 <r raices cada uno, de manera que las m; raices del i-ésimo grupo son
los m; valores de la serie

y1(0) + pirz + pioz® +

correspondientes a los m; valores de z definidos por
a1
z=xmi.
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A.2. Lemas utilizados en la demostracion del Teorema
1.4.10

Lema A.2.1 Si una matriz real y simétrica X tiene autovalores {\1,...,An}, entonces

X105 =DA%
i=1

Demostracion

Por ser {A1,...,A,} los autovalores de la matriz simétrica X, existe una matriz U
ortogonal tal que UTXU = diag(\1,...,\,). Tomando la norma de Frobenius en la
igualdad anterior, utilizando que U y U’ son matrices ortogonales y recordando que la
norma de Frobenius es invariante por transformaciones ortogonales, llegamos a

IX[1% = U XU % = [[diag(Ar, - A)[F =D A7
i=1

O

Lema A.2.2 Si{U.}32, es una sucesion infinita de matrices ortogonales, entonces exis-
te una subsucesion {Us, }72,, tal que

limk—>ooUsk = U7

con U ortogonal.

Demostracion

La prueba de este lema se sigue de la versién n?—dimensional del Teorema de Bolzano-
Weierstrass [1], pues todos los elementos de las matrices Uy, estdn entre [—1,1].

La matriz U debe ser ortogonal, pues

UlUus, =1, k>1,
y tomando limite llegamos a

lim oo UL Uy, =UTU = I.
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