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Abstract

Generalized Hamming weights of a code C are a set of parameters that
generalize its minimum distance. One may also define generalized weights for
any matroid M. If M is the matroid associated to a parity check matrix of
the code, both definitions coincide. The set of independent sets of a matroid
is a simplicial complex, A. The aim of this project is, using [JV13] as main
reference, to show the relation between the N-graded Betti numbers of the
Stanley-Reisner ring of the simplicial complex A and the generalized weights
of a matroid M. Such Betti numbers can be computed with the graded mi-
nimal resolution of the Stanley-Reisner ring associated to A.

Resumen

Los pesos de Hamming generalizados de un cédigo C son un conjunto
de parametros del codigo, que generalizan su distancia minima. Dada una
matroide M, podemos definir también sus pesos generalizados. En caso de
que M sea la matroide asociada a una matriz de control H del cédigo C,
los pesos de la matroide coinciden con los pesos de Hamming del codigo. El
objetivo de este trabajo es, siguiendo [JV13], demostrar la relacién que existe
entre los pesos generalizados de una matroide M, y los nimeros de Betti N-
graduados del anillo de Stanley-Reisner asociado al complejo simplicial A de
conjuntos independientes de M. Dichos ntimeros de Betti pueden calcularse
a través de la resolucién graduada minimal del anillo de Stanley-Reisner del
complejo.
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Introduccion

El presente trabajo tiene como objetivo estudiar la relacion entre los pe-
sos de Hamming generalizados de un cédigo C y los ntimeros de Betti N-
graduados del anillo de Stanley-Reisner de la matroide M asociada a una
matriz de control de C. Este resultado, que ofrece una bonita conexion entre
el dlgebra combinatoria y la teorfa de codigos, fue probado en el ano 2013
por Trygve Johnsen y Thomas Verdure (ver [JV13]). Desarrollaremos en esta
memoria el marco tedrico necesario para llegar a los resultados fundamenta-
les de dicho articulo, recogidos en los teoremas y .7 y daremos algunos
ejemplos de calculo para cddigos concretos.

Este trabajo guarda estrecha relacién con la asignatura de Codigos Correc-
tores, impartida en el cuarto curso del grado. También son de capital impor-
tancia las asignaturas de la rama de algebra impartidas a lo largo del grado,
con especial mencién a /flgebm Lineal I, Estructuras algebraicas, Ecuaciones
Algebraicas 'y /flgebm Conmutativa. Debido a los contenidos de homologia
simplicial, la memoria estd también relacionada con la asignatura de Topo-
logia Algebraica.

Los cédigos C que vamos a tratar son todos lineales, esto es, son subes-
pacios vectoriales de Fy. Para estos codigos se puede definir una métrica,
conocida como métrica de Hamming, con la que puede medirse la capaci-
dad correctora del codigo. Los parametros fundamentales de un cédigo son
n,k,dy,...,dg]. El primero de ellos, n, es la longitud de los elementos de
C. El segundo, k, es la dimensiéon de C como F,-espacio vectorial. El vector
(dy,...,dy) se conoce como jerarquia de pesos del cdigo. Si denotamos por
Dy, el conjunto de subespacios vectoriales de C de dimensién h, se define d,
como

dp, = min{|x(D)| : D € D,}.

Uno de los principales objetivos de la teoria de cédigos es, por una parte,
el calculo (eficiente) de los pesos de Hamming generalizados, y por otra,
maximizar la distancia minima d; de un cédigo, ya que de ella depende la



capacidad de correccion de errores del codigo. Los resultados de este trabajo
ofrecen un algoritmo de calculo para los pesos de Hamming, y por tanto para
la distancia minima de C.

El trabajo se divide en 4 capitulos. En el primer capitulo, definiremos
el concepto de cédigo lineal y estudiaremos sus pardametros fundamentales.
Daremos la definicion de los pesos de Hamming generalizados para un cédigo
y exploraremos algunas de sus propiedades. En el Teorema damos una
expresion alternativa para el cdlculo de los pesos generalizados, que coincidira
con la expresién que usaremos para definir los pesos de una matroide M. Las
principales referencias para este capitulo son [PWBJI17] y [Wei91].

El segundo capitulo esta dedicado a la teoria bésica de las matroides.
En él, estudiaremos los conjuntos independientes, circuitos, bases y funcién
de rango y nulidad de una matroide M y daremos definiciones equivalentes
utilizando cada uno de estos conceptos. En la Seccién damos algunos
ejemplos fundamentales de matroides. La Seccion [2.6] explora resultados que
luego nos seran tremendamente ttiles a la hora de probar los dos teoremas
fundamentales de la memoria. Finalmente, en la Seccién [2.7] explicamos cémo
asociar una matroide a un cédigo. La principal referencia para este capitulo
es [Ox106].

En el tercer capitulo, definiremos los conceptos de anillo y médulo gra-
duados. Definiremos para dichos objetos las resoluciones libres y estudiaremos
la minimalidad de dichas resoluciones. Daremos la definicién de los niimeros
de Betti globales, graduados y multigraduados. En la Seccién [3.4] definimos
los complejos simpliciales y el anillo de Stanley-Reisner asociado a un com-
plejo. Finalizamos el capitulo dando una expresion para los nimeros de Betti

multigraduados. Las principales referencias para este capitulo son [MS05] y
[Peel0).

En el cuarto capitulo estudiamos de qué manera los ntimeros de Betti
(globales, graduados y multigraduados) de la resolucién del anillo de Stanley-
Reisner permiten determinar los pesos generalizados de una matroide. El
resultado prinicipal es el Teorema [£.7] que afirma que los niimeros de Betti
graduados determinan la jerarquia de pesos. En la Seccién 4.1, damos algtin
ejemplo de cdlculo y varios ejemplos que permiten ver que el Teorema [4.7] no
se cumple para los nimeros de Betti globales. Finalizamos el capitulo dando
una caracterizacién de los codigos MDS. Los resultados fundamentales de
este capitulo son el contenido de [JV13|, referencia principal que sirve de
motivacion para la realizacion del presente trabajo.



Capitulo 1

Cdédigos lineales

Comenzamos este capitulo introduciendo el concepto de cédigo lineal y
estudiando sus parametros fundamentales. Damos también dos representa-
ciones diferentes para los codigos lineales: en funcion de una matriz generatriz
y en funcién de una matriz de control. Posteriormente, definiremos los pesos
de Hamming generalizados para un cédigo lineal y exploraremos algunas de
sus propiedades. En la tltima seccion trataremos brevemente la nocién de
dualidad de un cédigo.

1.1. Parametros de un codigo

Definicién 1.1 (Cédigo lineal). Un cédigo lineal sobre un cuerpo [, es un
subespacio vectorial de Fy para algun n > 1. Los elementos del codigos se
llaman palabras. Denotaremos a los codigos lineales con la letra C.

Los parametros fundamentales que vamos a estudiar para un codigo lineal
son su longitud, su dimensién y su distancia minima.

La longitud de C C Fy se define como n, y se dice que las palabras de C
tienen tamano n. La dimensién k de un cédigo C es la dimensién como F,
espacio vectorial.

Vamos a dar una nocién de distancia entre las palabras de un cédigo de la
manera siguiente:

Definicién 1.2 (Distancia de Hamming). Sean x = (x4, ...,z,) ey = (Y1, .-, Yn)
elementos de Fj. La distancia de Hamming entre z e y es

d(z,y) = {j, 1 <j <nl|z; —y; # 0}

3



4 CAPITULO 1. CODIGOS LINEALES

Es decir, es el nimero de coordenadas distintas entre x e y. La distancia
minima de un cédigo es d = d(C) = min{d(z,y) : z,y € C, z # y}

Si un cédigo lineal C tiene como parametros fundamentales n, k y d diremos
que es un cddigo lineal de tipo [n, k, d].

Lema 1.3. La distancia de Hamming definida previamente es una distancia.

Demostracion. Es inmediato ver que d(z,y) > 0 para todos z,y € C. Es
también claro que d(z,y) = 0 <= = =y y que d(z,y) = d(y, z). Probemos
la desigualdad triangular. Supongamos que z,y,z € C, si x; # z; entonces

T 7£ Yi O Y; 7& Ziy luego d(ZE, Z) S d([E,y) + d(y,Z) L

Definicién 1.4 (Peso de Hamming). Sea C un cédigo lineal de tipo [n, k, d],
el peso de Hamming de una palabra ¢ = (cy, ..., ¢,) € C es el numero de
coordenadas no nulas de ¢, esto es:

w(c) =i, 1 <i<n:c¢#0}.

La distancia minima de un cédigo esta relacionada con los pesos de Ham-
ming de sus palabras en el sentido de la siguiente proposicion.

Proposiciéon 1.5. La distancia minima d de un codigo lineal C de tipo
[n,k,d] es el minimo peso de Hamming de las palabras del cddigo, es de-
cir,

d = min{w(c) : c € C, ¢ # 0}.

Demostracion. Sean z,y € C tales que z # vy, se tiene que d(z,y) = w(x—y).
Como C es lineal, z — y € C. Notemos ademdas que como x # y, entonces
x —y # 0. Esto prueba que d > min{w(c) : ¢ € C, ¢ # 0}. Reciprocamente,
sea ¢ € C\ {0} una palabra de peso minimo. Se tiene que w(c) = d(c,0) y
por lo tanto, d < w(c). O

Definicién 1.6. Una aplicacién ¢ : Fy — Fy es una isometria si deja
invariante la métrica de Hamming, es decir,

d(e(x),¢(y)) = d(z,y) para cada z,y € Fy.

1.2. Matriz generatriz y de control

Puesto que un cédigo lineal es un subespacio vectorial, podemos represen-
tar sus elementos por medio de ecuaciones paramétricas (en funcién de los
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elementos de una base) o por medio de ecuaciones implicitas. El papel en los
codigos de las ecuaciones paramétricas lo desempena la llamada matriz ge-
neratriz, mientras que el de las ecuaciones implicitas lo desempena la matriz
de control. Vamos a definir ambas y a dar algunas propiedades sobre ellas.

Sea C un c6digo lineal de tipo [n, k,d]. Puesto que C es un subespacio
vectorial de F} de dimensién k, tiene una base formada por k elementos
linealmente independientes, {g;, ..., gk} Supongamos que g; = (gi1, - - - , Gin)
parat=1,... k.

Si introducimos por filas los vectores de dicha base de C en una matriz
obtenemos:

g1 gi12 - Gin

921 g22 - Gon
G=|". o .

gkl gk2 " Gkn

Esta matriz, cuyas filas son los elementos de una base de C recibe el nombre
de matriz generatriz del cédigo. Cualquier palabra del codigo se obtiene
como combinacion lineal de los elementos de la base: si ¢ € C, entonces es
de la forma ¢ = myg; + - -+ + mygr con m; € F, para cada i =1,...,k. Si
denotamos por m = (my,...,mg), se tiene que ¢ = m@G.

Como mencionamos anteriormente, otra manera de describir un subespacio
vectorial (en nuestro caso un cédigo lineal) es mediante ecuaciones implicitas
y es aqui donde entra en juego la llamada matriz de control.

Definicién 1.7 (Matriz de control). Sea C un cédigo lineal de tipo [n, k, d].
Una matriz de control H del codigo es una matriz de rango méaximo que
cumple que

reC«H 2"=0

para cada x € Fy.

Notemos que si z = (z1,...,7,) € Fy y si h = (hy,...,hy,) es una fila de
H, se cumple que h - 2T = 0, es decir, hyz1 + -+ - + hpz, = 0, lo que nos da
una ecuacién implicita sobre C. Cada una de las distintas filas de H nos van
a dar una ecuacién implicita del codigo. Como C es un subespacio vectorial
de dimension k en Fy, vamos a necesitar n — k ecuaciones implicitas para
describir C. Como hemos dicho que cada fila de H nos va a dar una ecuacion
implicita, la matriz de control es de la forma (n — k) x n. Obviamente se
pueden anadir ecuaciones implicitas redundantes pero esto carece de interés.
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El minimo necesario seran (n — k) ecuaciones y la matriz de control tendra
rango n — k.

Observacién. Es importante destacar que ni la matriz generatriz G, ni la
matriz de control H de un cddigo lineal C de tipo [n, k| son tnicas.

Puesto que las filas de una matriz generatriz son los elementos de una base
de C, se tiene que H - GT = 0 (o también G - HT = 0). Esta propiedad es
inmediata de la definiciéon de matriz de control y, de hecho, caracteriza a ésta
junto con la condicién de tener rango maximo.

Esta caracterizacién la resumimos en la siguiente proposicion. La demos-
tracién se puede encontrar en [PWBJ17, Prop. 1.3.6].

Proposicién 1.8. Sea C un cddigo lineal de tipo [n, k,d]. Sea G una matriz
generatriz k X n y sea H una matriz (n — k) X n de rango n — k. H es una
matriz de control de C si y solo si G- H' = 0 donde 0 es la matriz nula de
tamano k x (n — k).

1.3. Pesos de Hamming generalizados

Antes de comenzar la exposicion sobre los pesos de Hamming generaliza-
dos, vamos a dar una cota muy importante sobre la distancia minima de un
cédigo: la cota de Singleton. Una vez hayamos definido los pesos generaliza-
dos podremos probar una versiéon un poco mas general.

Teorema 1.9 (Cota de Singleton). Sea C un cédigo lineal de tipo [n,k,d]
sobre Ty Entonces

d<n—k+1.

Demostracion. Puesto que la dimension de C es k, el niimero total de pala-
bras del cédigo es ¢*. En cada una de las palabras del cédigos vamos a quitar
d — 1 digitos, los mismos en todas las palabras. Se puede suponer sin pérdida
de generalidad que quitamos los d — 1 ultimos digitos de cada palabra de
manera que conseguiimos ¢* palabras de longitud n — (d — 1). Estas palabras
resultantes son todas distintas. En efecto, si hubiera dos que son iguales, al
considerar de nuevo los d— 1 digitos que habiamos retirado obtendriamos dos
palabras de C que estan a distancia menor o igual que d — 1 < d, lo cual es
absurdo. En consecuencia, tenemos ¢* elementos distintos de IFZ_(d_l). Esto
implica que
E<n-—(d—1),



1.3. PESOS DE HAMMING GENERALIZADOS 7

o equivalentemente,
d<n-—k-+1.

O

Definicién 1.10. Los cédigos para los cuales la cota de Singleton se alcanza
reciben el nombre de codigos MDS.

Las siguientes definiciones son necesarias para poder presentar los pesos
de Hamming generalizados.

Definicién 1.11 (Subcddigo lineal). Sea C un cédigo lineal de tipo [n, k, d]
sobre [Fy. Se dice que D C C es un subcédigo de C si D es un subespacio
vectorial de C.

Definicién 1.12 (Soporte de un cédigo). Sea C un cédigo lineal de tipo
[n, k,d] y sea D un subcédigo de C. El soporte de D, denotado por x(D), es
el conjunto de posiciones no nulas para algin elemento de D, es decir,

x(D)={i: 3 (x1,...,2,) € D, z; # 0}

Ejemplo 1.13. Consideremos el codigo lineal siguiente sobre Fo:
C ={(0,0,0,0),(0,0,0,1),(1,1,1,0),(1,1,1,1)}.

Tomemos D; = {(0,0,0,0),(0,0,0,1)} y Dy = {(0,0,0,0),(1,1,1,0)}. Es
sencillo comprobar que son subcédigos de C. Se tiene que x(Dy) = {4} y
x(D2) = {1,2,3}. ©

Definicién 1.14 (Cédigo degenerado). Un cédigo C de tipo [n, k| es de-
generado si x(C) < n, es decir, existe un ¢ € {1,...,n} tal que todas las
palabras de C son nulas en la coordenada .

Para finalizar la seccion, vamos a dar la definicién de los pesos generaliza-
dos y a demostrar algunos teoremas interesantes sobre ellos. Estos teoremas,
junto con algunas propiedades interesantes a mayores, asi como ejemplos de
familias de c6digos concretas, pueden encontrarse en [Wei91].

Definicién 1.15 (Pesos de Hamming generalizados). Sea C un cédigo lineal
de tipo [n,k]. El r-ésimo peso de Hamming generalizado de C, que
denotamos por d,.(C), es el menor tamano del soporte de un subcddigo de
dimensién r, es decir,

d,(C) = min{|x(D)| : D es un subcddigo de C con dim(D) = r}.
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Como el c6digo C tiene dimensién k, tiene sentido definir d,(C) hasta el
valor 7 = k. Ademads, como la longitud es n, se tendra que d;(C) < n para
cadai=1,... k.

Observacién. Notemos que d;(C) es la distancia minima del cédigo C. En
efecto, d;(C) es el menor soporte de un subcédigo de dimensién 1 de C,
pero estos subcodigos son los generados por las propias palabras de C y el
soporte es el nimero de coordenadas no nulas del generador, es decir, su
peso de Hamming. Como la distancia minima d es el minimo de los pesos de
Hamming de las palabras del cidigo, se tiene que d = d;(C).

Vamos a llamar jerarquia de pesos al vector formado por los pesos de
Hamming generalizados (d;(C),. .., d(C)).

Probaremos ahora dos teoremas importantes acerca de estos pesos, el pri-
mero aborda la monotonia (de éste podremos conseguir una generalizacién
de la cota de Singleton); el segundo da una forma de calcular los pesos gene-
ralizados. Este segundo teorema es muy importante porque cuando hablemos
de pesos generalizados asociados a matroides, daremos una definiciéon muy
parecida a la expresion del teorema.

Teorema 1.16. Sea C un cddigo lineal de longitud n y dimension k. Se
cumple que

Demostracion. De la definicién es claro que d,—1(C) < d,(C). Tenemos que
probar ahora que la desigualdad es estricta. Sea D un subcddigo de C tal que
Ix(D)| = d,(C) con dim(D) = r. Vamos a construir un cédigo de dimension
r — 1 cuyo soporte sea estrictamente menor que el de D. Sea i € x(D) y sea
D; ={c€ D: ¢; =0} Nétese que D; =D N V; donde V; = {z € F} : 2; =
0}. Se tiene que dim(D) = r y dim(V;) = n — 1. Utilizando la férmula de
las dimensiones y teniendo que cuenta que D ¢ V; se tiene que dim(D;) =
dim(DNV;) = dim(D) + dim(V;) —dim(D+V;) =r+(n—1) —n=r — 1.
Ademas, es claro que d,_1(C) < |x(D;)| < |x(D)|-1=4d,.(C)—1 < d,(C). O

Gracias a la monotonia de los pesos, podemos dar una version generalizada
de la cota de Singleton.

Corolario 1.17 (Cota de Singleton generalizada). Sea C un cddigo lineal de
tipo [n, k|, se cumple que

d.(C) <n—k+rpara todor =1,...,k.
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Antes de comenzar la prueba, destaquemos que el caso r = 1 es la cota de
Singleton, probada en el Teorema [1.9,

Demostracion. Se tiene que dip(C) < n = n — k + k. Por la monotonia,
dp—1(C) < dip(C)—1=n—k+ (k—1). Recursivamente se tiene que d,(C) <
n—=Fk+r. O

Como adelantamos anteriormente, vamos a dar ahora un teorema que nos
permitira calcular los pesos de Hamming de un codigo haciendo uso de una
matriz de control.

Notacién. C serd un c6digo lineal de tipo [n, k]. Consideremos una matriz de
control, H, del cédigo. Vamos a denotar por h; con ¢ = 1,...,n sus vectores
columna y por (h; : i € I) el espacio generado por los vectores columna de
H correspondientes a los indices de I, siendo I un subconjunto de {1,...,n}.

Teorema 1.18. Para cadar =1,...,k, se tiene que
d,(C) =min{|I| : |I| —dim({h; : i € I)) > r}.

Demostracion. Vamos a probar la igualdad probando las dos desigualdades.
Para cada I C {1,...,n}, sea S = (h;: ¢« € I). Consideremos a su vez
St ={x:z =0paracadai ¢ I y Y, ;x:hi = 0}. Se tiene que S+ es
cerrado por combinaciones lineales y ademas St € C yaquesiz € Sty H
es una matriz de control de C, H - 7 = 0. Por tanto, S* es un subcédigo de
C. Ademds, dim(S) + dim(S+) = |I].

Llamemos d, a la expresion a la derecha de la igualdad en el enunciado del
teorema. Sea I C {1,...,n} de modo que |I| = d, y que |I| — dim(S) = r.
Bajo estas condiciones, dim(S+) = 7 y por tanto se tiene que

d,(C) < [x(SH)| < 1| = d.

Veamos ahora la desigualdad contraria. Sea D un subcédigo de C de di-
mensién r tal que d,(C) = |x(D)|. Consideremos ahora I = x(D). Si z =
(1,...,2,) € D, se tiene que z; = 0 para cada j ¢ [ y ademds, por ser
D c C, se cumple que H - 27 = 0 para todo z € D. En consecuencia,
D cC S*.

Ahora, dim(S) = |I] — dim(S*) < |I| — dim(D) = d — r, con lo que |I| —
dim(S) > r.

Hemos conseguido asi un I C {1,...,n} tal que |I| — dim(S) > r, por lo
tanto, d, < || = d,(C). O
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Observacion. De hecho, se tiene que
d.(C) =min{|I| : |I| —dim((h; : i € I)) =1}.

En efecto, supongamos que d,.(C) = |I| con |I| —dim({(h; : i € I)) =1" > r.
Por la definicién de d,.(C), existe un subcédigo D de dimension r tal que
d.(C) = |x(D)|. Por otra parte, dim(S*) =’ con lo que D # S+, y

d,(C) < dp(C) < Ix(SH) < ]

Esta tltima cadena de desigualdades es una contradiccion.

El Teorema tiene como consecuencia directa el siguiente corolario, que
da un modo de calcular la distancia minima de un cédigo.

Corolario 1.19. Sea C un cddigo lineal de tipo [n, k| y sea H una matriz de
control de C, entonces la distancia minima del codigo es el menor entero d
tal que d columnas de H son linealmente dependientes.

1.4. Cébdigo dual

Damos en esta tltima seccién del capitulo la nocién de codigo dual. Vamos
para ello a definir un producto interno en Fy.

Definicion 1.20. Consideremos el espacio vectorial Fy. Dados z = (X1, ..., Tp)
ey=(Y1,---,Yn) € [y, se define su producto interno como:

Ty =Ty + -+ Tpln

Observacién. El producto interno definido anteriormente es visto como apli-
cacion con llegada en [F,.

CFrxFr — T,
(r,y) — -y

La aplicacion anterior es una forma bilineal simétrica no degenerada pero
carece de la propiedad de ser definida ya que el producto de una palabra
consigo misma puede ser nulo pese a que la palabra no lo sea.

Por ejemplo, la palabra z = (1,1) € F3 cumple que z - z = 0 pese a que

x # 0.
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Con este producto interno vamos a definir el dual de un cédigo lineal y
vamos a poder dar una relacion entre las matrices generatriz y de control de
un cédigo y su dual.

Definicién 1.21 (Cédigo dual). Sea C un cddigo lineal de tipo [n, k] sobre
FF,. Se define su cédigo dual, y se denota por C* al conjunto:

Ct={z€F}: c-x=0paracadace C}

Es sencillo comprobar que efectivamente C* es un cédigo lineal, es decir,
un subespacio vectorial de Fy.

Proposicién 1.22. Sea C un cddigo lineal de tipo [n, k| con matriz generatriz
G. Entonces C es un cddigo lineal de tipo [n,n—k| que tiene G como matriz
de control.

Demostracién. Se tiene que v € Ct <= ¢- 2 = 0 para cada ¢ € C. Como G
es una matriz generatriz de C, ¢-x = 0 para cada ¢ € C <= mGa? = 0 para
cada m € F%, o equivalentemente Gz = 0. En consecuencia C* es el niicleo
de G. Puesto que G es una matriz k x n, el espacio C* tiene dimensién n — k
y G funciona como matriz de control. ]

Observacién. Este hecho permite demostrar que C = (C+)*+. La contencién
C C (CH)t es clara ya que ¢ -z = 0 para cada # € C*+. Ademéds aplicando
la proposicién anterior, se tiene que C y (C)* tienen la misma dimension,
luego se da la igualdad.

Finalmente, se tiene el siguiente resultado, fruto de la Proposicion y
de la observacion anterior:

Corolario 1.23. Sea C un cddigo lineal. Entonces:

» (G es la matriz generatriz de C si y solo st G es la matriz de control de

C+.

s H es la matriz de control de C si y solo si H es la matriz generatriz de

C+.






Capitulo 2

Matroides

En este capitulo vamos a definir el concepto de matroide, que generaliza
el concepto de independencia lineal. El articulo considerado fundador de la
teoria de matroides trata de aislar las propiedades abstractas mas bésicas
asociadas a la dependencia, tanto en el ambito de los grafos (que sean libres
de ciclos) como en el del dlgebra lineal (independencia lineal). Este articulo,
debido a Hassler Whitney, se puede encontrar en [Whi92].

Las matroides presentan numerosas definiciones equivalentes. Hemos ele-
gido como definicién en este trabajo la relativa a conjuntos linealmente in-
dependientes. A partir de ella estudiaremos sus propiedades y definiremos
conceptos tales como rango, circuitos, bases, etc. Estos conceptos se pueden
usar para dar nuevas definiciones de matroides, equivalentes a la primera que
ofrecemos. Vamos a desarrollar primero la teoria de conjuntos independien-
tes, circuitos, bases y funcion de rango para posteriormente dar dos ejemplos
fundamentales de matroides. Estudiaremos, para dichos ejemplos, su relacion
con los cédigos lineales. La principal referencia que seguiremos para esta in-
troduccién es [Ox106]

2.1. Conjuntos independientes y circuitos

Definicién 2.1 (Matroide). Una matroide M es un par (F,Z) donde E es
un conjunto finito e Z es una familia de subconjuntos de E que satisfacen las
siguientes propiedades:

(I1) 0 eI
(I2) Sile€Zel CI,entonces I' € L.

13
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(I3) Silyelyestanen Zy |I1| < |2, existe e € I\ I; tal que Iy U{e} € Z.

El conjunto E se llama conjunto base de la matroide M. Los elementos
de Z se llaman conjuntos independientes de M. Un subconjunto de E
que no esté en Z es un conjunto dependiente.

Definicién 2.2. Sean M; = (Fy,Z,) y My = (Ey,Z;) matroides. Una apli-
caciéon ¢: F; — E5 es un morfismo de matroides si ¢(X) € Z, para cada
X € 7;. Se dice que ¢ es un isomorfismo si ademas existe una aplicacion
¢: Fy — E; que sea morfismo e inversa de ¢.

Vamos a dar ahora la nocién de circuito, la cual puede usarse como alter-
nativa para dar una definicién de matroide.

Definicién 2.3 (Circuitos). Sea M una matroide. Un circuito en M es un
conjunto dependiente minimal, es decir, un conjunto dependiente de modo
que cualquiera de sus subconjuntos propios es independiente. El conjunto
de circuitos de una matroide M lo denotaremos por Cy;, o simplemente C
cuando no sea necesario especificar M.

Si para una matroide M = (E,Z) tenemos determinado Z, los conjuntos
dependientes seran los subconjuntos de E que no estén en Z. Al tomar solo
los minimales obtenemos C. Reciprocamente, si conocemos el conjunto de
circuitos C de una matroide M, podemos determinar Z ya que los conjuntos
que estan en Z son los que no contienen ningun circuito. Por lo tanto, una
matroide queda perfectamente caracterizada por su conjunto de circuitos.

De la definicién de circuito se deducen las siguientes propiedades. La pri-
mera se debe a que C estd formado por conjuntos dependientes y ) es inde-
pendiente. La segunda se debe a la minimalidad.

(C1) Déc.
(C2) Si ¢y y Cy son dos circuitos y €7 C Cy, entonces Cy = Cs.
Ademas, se cumple una tercera propiedad:

Proposiciéon 2.4. Sea M una matroide. El conjunto de circuitos C de M
satisface la siguiente propiedad:

(C3) Sean Cy y Cy son dos circuitos distintos y sea e € Cy N Cy, entonces
existe un C3 € C tal que C3 C (C1UCy) \ e.

Demostracion. Vamos a razonar por reduccion al absurdo. Supongamos que
(Cy U Cy) \ e no contiene ningin circuito. Se tiene entonces que (C; U Cy)\ e
es independiente. Como C; y Cj son circuitos distintos, la propiedad (C2)
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asegura la existencia de un f € Cy\ C;. Como C5 es un conjunto dependiente
minimal, C5 \ f es independiente.

Vamos a escoger ahora un I C 7 U Cy; maximal con la propiedad de que
Cy \ f C I. I es independiente, contiene a Cy \ f y Cy es dependiente por lo
que f &€ I. Como (' es también dependiente, existe un g € C tal que g & I.
Ademads f y g son elementos distintos ya que f € Cy \ C. Por tanto,

| < [(CLUC) NS, g} = 1CLU s =2 < [(C1UCy) \ef.

Los conjuntos I y (C1UCs)\ e son independientes y |I| < |(C1UCy) \ e|. Uti-
lizando la propiedad (I3), podemos ampliar I a un conjunto independiente,
contradiciendo la maximalidad. [

Vamos a probar a continuacién que las propiedades (C1), (C2) y (C3)
caracterizan las familias de conjuntos que pueden ejercer como conjunto de
circuitos de una matroide.

Teorema 2.5. Sea E un conjunto y sea C una familia de subconjuntos de
E que cumplen las propiedades (C1), (C2) y (C3). Sea T la familia de
subconjuntos de E que no contienen ningin conjunto de C. Entonces (F,T)
es una matroide que tiene C como conjunto de circuitos.

Demostracion. Vamos a probar en primer lugar que se cumplen las condicio-
nes (I1), (I2) y (I3). Como @ ¢ C, se tiene que () no contiene ningin elemento
de C y, por tanto, () € Z. Se verifica entonces (I1).

Veamos que se cumple (I12). Si I € Z, entonces I no contiene ningin elemento
de C.SiI' C I, I' tampoco contiene ningtin elemento de C y por tanto I’ € Z.

Probemos (I3). Vamos a razonar por reduccién al absurdo suponiendo que
existen dos elementos I; e I, de Z tales que |I;| < |I3| para los cuales no se
cumpla la propiedad (I3). Consideremos el conjunto

A:{]GII IC]1UIQY|I|>|]1|}

Se tiene que Iy € A, luego no es vacio. Escojamos un subconjunto I3 de A
con la propiedad de que |I; \ I3] sea minimal. (I3) no se cumple, por tanto,
Iy Ue ¢ T para cualquier e € I\ I;. Se tiene entonces que I; ¢ I3, es decir,
I\ Iy # 0. Podemos escoger asi e € I; \ I3. Ahora, para cada elemento
f € I3\ I, consideramos Ty = (I3 Ue) \ f. Se tiene que Ty C I; U I5, que
|T¢| = |I3] y que |Iy \ Tf| < |11 \ I3|. Esta ultima desigualdad se debe a
que al quitar Ty a I; estamos quitando todo I3 y ademés el punto e. Por
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consiguiente Ty ¢ 7, asi Ty un elemento C de C, es decir, Cy C (I3Ue) \ f.
Ademss, e € Cf ya que de no ser asi, Cy C I3 pero I3 € 7.

Sea ahora g € I3\ 1. Si CyN(I3\ 1) = 0, entonces C, C ((I[1NI3)Ue)\g C I
pero I; € I. Existe por tanto un h € Cy N (I3 \ I;). Ademas, Cy, # C, ya que
h ¢ Cy. Se tiene que e € Cy; N C), y por (C3), C contiene un circuito C' tal
que C C (C,UC}) \ e. Pero tanto C,; como C}, son subconjuntos de I3 U e,
luego C' C I5. Esto es una contradicciéon ya que I3 € Z. Hemos probado por
tanto que se cumplen (I1), (I2) y (I3) y que M = (E,Z) es una matroide.

Ahora falta probar que C es el conjunto de circuitos de la matroide M. Sea
C' un circuito de M, esto es, un conjunto dependiente minimal. Se tiene que
C & I(M)yque C\ {z} € T para cada = € C. Como C ¢ Z, existe un
C" € C tal que ¢’ C C. Es mas, debe ser C' = C' ya que de no ser asi, existe
x € C'\ C"y por ser C un circuito, C'\ {z} € Z. Esto es una contradccién
ya que C' C C'\ {z} € Z. Entonces se tiene que C' = C" y por tanto, C € C.
Sea ahora C' € C, queremos probar que es un circuito de M, es decir, que
es un conjunto dependiente minimal. Por una parte, es claro que C' € Z por
cémo hemos definido Z. Ademéds, C' es minimal porque la familia C cumple
la propiedad (C2). O

Combinando el Teorema[2.5 con las propiedades (C1), (C2) y (C3) que ya
habiamos comprobado que satisfacia el conjunto de circuitos de una matroide
M, se demuestra el siguiente resultado.

Corolario 2.6. Sea C un conjunto de subconjuntos del conjunto E. C es
la familia de circuitos de una matroide sobre E si y solo si satisface las

propiedades (C1), (C2) y (C3).

Para terminar esta seccién vamos a dar dos definiciones sencillas que ne-
cesitaremos mas adelante, asi como un resultado de facil demostracion pero
tremendamente 1til en la argumentacién con matroides.

Proposicién 2.7. Sea I un conjunto independiente en una matroide M y
sea e € F tal que I U e es dependiente. Entonces M tiene un inico circuito
contenido en I Ue y ademds, dicho circuito contiene a e.

Demostracion. Si I U e es dependiente, contiene un circuito y claramente el
circuito ha de contener a e. Veamos la unicidad. Sean C'y C’ dos circuitos
distintos contenidos en I Ue. Por (C3), (CUC")\ e contiene un circuito, pero
(CuUC")\ ecCI,locual es absurdo. O
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Definicién 2.8 (Bucles). Sea M una matroide sobre un conjunto base FE.
Un bucle en M es un elemento e € E de forma que {e} es un circuito de M.

Definicién 2.9 (Elementos paralelos). Sea M una matroide sobre un con-
junto base E. Se dice que f,g € E son paralelos si {f, g} es un ciruito de
M. Una clase paralela de M es un subconjunto maximal X C F tal que
cualesquiera dos miembros de X son paralelos y X no contiene bucles.

2.2. Bases

Por el momento hemos visto que una matroide sobre un conjunto base
E puede venir dada por la familia de conjuntos independientes o por sus
circuitos. Al igual que ocurre en el caso de espacios vectoriales, las matroides
van a poder ser determinadas por los conjuntos independientes maximales
(las bases si hablamos en el dmbito del éalgebra lineal). Nuestro siguiente
proposito es definir las bases de una matroide y dar una caracterizacién con
ellas.

Definicién 2.10 (Bases). Sea M = (E,Z) una matroide. Una base, B, de
M es un conjunto independiente maximal, es decir, un conjunto tal que si
le anadimos cualquier elemento deja de pertenecer a Z. Vamos a denotar
por By, al conjunto de bases de la matroide M, o simplemente B si no es
necesario especificar.

Dar una matroide en funcién de sus bases es claramente mas eficiente que
darla especificando todos los conjuntos independientes. Vamos ahora a dar
una serie de propiedades acerca de las bases de una matroide. Muchas de ellas
recuerdan a las propiedades que cumplen las bases en los espacios vectoriales.

Proposicion 2.11. Sea M una matroide y sean By y By dos bases de M,
entonces |By| = | Bal.

Demostracion. Supongamos que |Bj| < |Bz|. Como ambos son conjuntos
independientes, por (I3) existe un e € By \ B; tal que By Ue € Z, en contra
de la maximalidad de B;. Hemos probado entonces que |B;| > |Bs|. La
desigualdad | By| > | B;| se prueba andlogamente. O

Al igual que hicimos antes con las propiedades (C1), (C2) y (C3), vamos
a desgranar cuales son las propiedades que cumplen las bases, y que ademas
caracterizan a los conjuntos que pueden ser bases de una matroide.

En primer lugar, si M es una matroide y B es su familia de bases se tiene
que:
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(B1) B es no vacio (por la propidad (I1)).

Proposicién 2.12. Sea B el conjunto de bases de una matroide M. Se ve-
rifica la siguiente propiedad:

(B2) Si By y By son elementos de B y x € By \ B, eziste un elemento
y € By \ By tal que (By \ x)Uy € B.

Demostracién. Tanto By como By \ z son conjuntos independientes. Ademas,
por la proposicién anterior se tiene que |B; \ 2| < |By|. Por la propiedad (I3)
existe entonces y € By \ (B \ ) tal que (B; \ z) Uy € Z. Como este conjunto
es independiente, va a estar contenido en un conjunto independiente maximal
B y se cumple que |B}| = |B;| = |(B1 \ ) Uy|. Entonces B} = (By \ z) Uy.
Esto demuestra que (B; \ z) Uy € B. O

Vamos a dar ahora el teorema que prueba que las condiciones (B1) y (B2)
anteriores caracterizan las bases de una matroide.

Teorema 2.13. Sea E un conjunto y sea B una familia de subconjuntos de
E que satisfacen (B1) y (B2). Sea T la el conjunto de subconjuntos de E que
estan contenidos en algin elemento de B. Entonces (E,T) es una matroide
que tiene B como conjunto de bases

Demostracion. Nuestro objetivo es probar que se cumplen las propiedades
(I1), (I2) e (I3). Puesto que B cumple (B1), se tiene () € Z, verificdindose
asi (I1). Ahora, si I € Z, entonces existe B € B tal que I C B. Si tenemos
I'c I,sedaque I’ C By por lo tanto I’ € Z. Se cumple asi (12).

Para verificar que se cumple (I3) vamos a necesitar un resultado previo:

Lema 2.14. Si B es un conjunto como en el teorema, todos sus elementos
tienen el mismo cardinal.

Demostracion del lema. Vamos a razonar por reduccion al absurdo. Sean B
y By dos elementos de B tal que |By| > |Bs|. Los escogemos ademads tal que
|B1 \ Bz| sea minimal. Como Bj \ Bs es no vacio, existe un x € B; \ Bs.
Puesto que B cumple (B2), podemos encontrar un y € By \ By de forma que
(By \ z) Uy € B. Se tiene que

[(Bi\ 2) Uy| = [Bi| > | By

y
[(Bi\z) Uy| < [Bi\ By,

en contra de la minimalidad. O
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Retomando la demostracién del Teorema [2.13] nos falta probar que Z cumple
(I8). Vamos a suponer que no lo hace, es decir, que existen I e I en Z con
|I1| < |I2| tal que para cada e € I\ I3, el conjunto I; Ue ¢ Z. Como [ e I
estan en Z, existen By y By de B tal que Iy C By e I C Bs. Elijamos un B»
de modo que |By \ (I3 U By)| sea minimal.

Como I1 Ue ¢ T para todo e € I\ I, se tiene que:
L\ By =L\ (2.1)

Supongamos que Bs \ (I3 U By) es no vacio, es decir podemos coger x en
dicho conjunto. Por (B2), existe y € B; \ Bs tal que (B \ ) Uy € B. Pero
entonces |((By \ 2)Uy) — (IUBy)| < |Bs\ (12U By)l, en contra de la eleccién
de BQ. Por tanto, B2 \ (Ig U B1> = Q) y BQ \ Bl = IQ \ Bl. Por ,

BQ\Blzfg\]l. (22)

Vamos a ver ahora que By \ (I3 U Bs) es vacio. Si no lo fuera, existiria un
x en dicho conjunto y por (B2), un y € By \ By tal que (B; \z) Uy € B.
Ahora, I; Uy C (B; \ ) Uy, luego I; Uy € Z. Puesto que y € By \ By, por
2.2 y € I\ I, en contra de la eleccién de I; e I. Por tanto tenemos que
Bl\<11UB2) :@yque Bl\BQZ.[l\BQ. ASf,

B\ B, C I\ . (2.3)

Por el Lema , |B1| = |Bal, luego |By \ Ba| = |Bs2 \ Bi|. Juntando y
se llega a que |I1 \ Iz] > |2\ I1], o equivalentemente, |I;| > |I3|. Esto
contradice la eleccién de I; e I realizada al principio del argumento. Se
cumple por tanto (I3).

Queda entonces probado que (E,Z) es una matroide. Es claro que B es
el conjunto de bases de esta matroide. (Hemos definido los independientes
como los conjuntos que estan contenidos en algin miembro de B, luego los
elementos de B son independientes maximales). ]

Si combinamos el Teorema [2.13| con las propiedades que ya conociamos
que habian de cumplir las bases obtenemos el siguiente resultado:

Corolario 2.15. Sea E un conjunto y sea B un conjunto de subconjuntos de
E. B es el conjunto de bases de una matroide sobre E si y solo si se satisfacen
las propiedades (B1) y (B2).

Damos un resultado que nos sera 1til a la hora de definir mas adelante el
dual de una matroide. El resultado es consecuencia inmediata de la Proposi-

cion 271
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Proposicién 2.16. Sea B una base de una matroide M. Si e € E\ B, existe
un unico circuito contenido en B U e. Ademds, este circuito contiene a e.

Definicién 2.17. Para cada e € F, el circuito tnico de la proposicién an-

terior se llama circuito fundamental de e con respecto a B. Lo denotaremos
por C(e, B).

2.3. Rango

Vamos ahora a centrarnos en la funciéon rango de una matroide, que ge-
neraliza el concepto de dimension para un subespacio vectorial. Antes de
empezar con la definicién, vamos a dar una forma de construir una matroide
a partir de otra ya conocida.

Sea M = (E,Z) una matroide sea X C E. Vamos a denotar por Z|X al
conjunto {/ C X : I € Z}. Es claro ver que (X,Z|X) es una matroide:

» Se cumple (I1) yaque D C X y ) € .

» Si] e€Z|X, setiene que I C X yquel €Z. Sea I' C I. Es claro que
I' C X y como (E,Z) es una matroide, I’ € Z. Se cumple asi (I12) para
(X,Z]1X).

» Sean [; e I dos elementos de Z| X tales que |I;| < |I2]. Como ambos
estdn en Z, existe un e € I \ I; tal que I; Ue € Z. Como I, C X, se
tiene que I; Ue C X y por tanto I; Ue € Z|X. Hemos probado que se
verifica (I3).

La matroide (£, Z|X) se denomina matroide restricciéon de M a X y se
denota por M|X. La Proposicién asegura que todas las bases de dicha
matroide tienen el mismo cardinal. Vamos a definir el rango de X, como el
cardinal de una base B de M|X. Es decir, el rango de X es el cardinal de
cualquier conjunto independiente maximal contenido en X, es decir,

r(X)=max{|I|: IC X, €T}

De la definicion de rango es claro que se verifican las siguientes propiedades:
(R1) Si X C E, entonces 0 < r(z) < |X]|.
(R2) Si X CY C E, entonces r(X) < r(Y).

Se cumple ademaés una tercera propiedad que, junto a las dos anteriores,
caracterizan las funciones que pueden actuar con funciéon rango de una ma-
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troide. Nétese el parecido con la férmula de las dimensiones, bien conocida
para espacios vectoriales de dimensién finita.

Proposicion 2.18. La funcion rango de una matroide M sobre un conjunto
E satisface la siguiente propiedad:

(R3) Si X eY son dos subconjuntos de E, entonces

r(XUY)+r(XNY)<rX)+rY).

Demostracion. Recordemos que habiamos definido el rango de X C E como
el cardinal de cualquier base de la matroide restriccion M|X. Sea Bxny
una base de X NY. Se tiene que Bxny es un conjunto independiente de
M|(XUY) y estd, por tanto, contenido en una base Bxy de dicha matroide.
Ademads, Bxuy N X y Bxuy NY son independientes en M|X y en M|Y,
respectivamente. Por la defincién de rango se tiene entonces que r(X) >
|Bxuy N X|y r(Y) > |Bxuy NY], por lo que:

Bxuy N X |+ |Bxuy NY|

(Bxuy N X) U (Bxuy NY)|

+ |(Bxuy N X) N (Bxuy NY)|

= |Bxuy N (X UY)|+ |Bxuoy N (X NY)|.

Ahora, Bxuy N(XUY) = Bxuy ¥ Bxuy N(XNY) = Bxny. Hemos probado
por tanto que r(X)+7(Y) > |Bxuy|+ |Bxny| = (X UY) +r(XNY), como
queriamos. O

Tal y como hicimos anteriormente con circuitos y bases, vamos a probar
que las condiciones (R1), (R2) y (R3) caracterizan la funcién rango de una
matroide. Necesitaremos el siguiente lema previo:

Lema 2.19. Sea E un conjunto y sea r: 2 — N wuna aplicacion que
satisface (R2) y (R3). Si X e Y son subconjuntos de E tales que r(X Uy) =
r(X) para caday € Y \ X, entonces r(X UY') = r(X).

Demostracion. Sea Y \ X = {y1,...,yx}. Vamos a proceder por induccién
sobre k. El caso k = 1 es inmediato. Supongamos que el resultado es cierto
para n y veamoslo para n + 1.

Se tiene que:
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r(X)+r(X)=r(XU{y,...yn}) + 1(X Uyns1)
>r(XU{y, - ) U (X Uyngr))
+r(XU{yr, - Una}) N (X Yng))

FOXU g grs) + () = 1(X) +7(X).

En la expresion anterior, la primera igualdad se debe a la hipdtesis de in-
duccion junto con la hipdtesis del enunciado, la siguiente desigualdad a la
propiedad (R2) y la tltima desigualdad a (R3). De la cadena de desigualda-
des anterior se deduce que (X U{yi,...,ynt1}) = r(X). Queda asi probado
el lema por induccién. O]

Teorema 2.20. Sea E un conjunto y sea v: 2¥ — N una funcion que
satisface (R1), (R2) y (R3). Sea T la coleccion de subconjuntos X de E
para los cuales r(X) = | X|. Entonces (E,T) es una matroide con funcion de
rango .

Demostracion. Al igual que hicimos en las pruebas del Teorema y el
Teorema 2.13| nuestro objetivo va a ser probar que se cumplen las condiciones
(I1), (I2) e (I3). Por (R1) se tiene que 0 < 7(0) < |@| = 0, por lo que
r(@)=0= |0 y 0 € Z. Se satisface asf (I1).

Sea [ € Ty sea I’ C I. Entonces r(I) = |I|y, por (R3),
r(I'UINI) +r(I'n(I\T) <r(I')+r(I\T),
o equivalentemente,
r(I)+r@) < r(I)+r(I\T).

Tenfamos que r(I) = |I| y r(0) = 0. Por (R2), r(I") < |I'| y r(I\I") < [I\I'].
Por lo tanto,

| <r(l)+r(INT) < [I'|+ I\ = |1].
Asi, hemos probado que r(I") = |I'|, por lo que I" € Z, verificandose (12).

Vamos a probar que se cumple (I3) razonando por reduccién al absurdo.
Sean pues I; e I elementos de Z con |I| < |I5] tal que para cada e € I\ I,
I Ue ¢ I, es decir, r(I; Ue) # |I; Ue| = |I;] + 1. Tenemos entonces la
siguiente cadena de desigualdades:

|[1| + 1> 7’(]1 U 6) > 7"([1) = ’]1’,
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por lo que r(I; Ue) = r(I;). Para concluir, podemos aplicar el Lema a
I, e I, obteniendo asi r(I;) = r([; U L), pero r(Iy) = |L| y r(l, U L) >
r(Iy) = |Is|, por lo que |I1]| > |I5|, en contra de la eleccién de I; e I,. Hemos
probado asi que Z verifica (I3) y (F,Z) es una matroide.

Para acabar la demostracion, falta probar que la funcion r definida en el
enunciado es precisamente la funcion rango r; de la matroide, es decir, hay
que probar que r(X) = ry(X) para todo X C E. Supongamos en primer
lugar que X € Z, entonces por la definicién de r, r(X) = |X|. Ademaés,
ra(X) = | X| ya que X es base de M|X. Veamos la igualdad para X & 7.
Por una parte se tiene que r(X) = | B|, siendo B una base de M|X. Dicha
base B es independiente maximal, luego BUz ¢ Z para cualquier z € X \ B.
Esto implica en términos de rango que:

|B|=r(B) <r(BUx)<|BUx|=|B|+1.

Por tanto, (B U z) = r(B) para todo x € X \ B. Aplicando el Lema
2.19 se llega a que (B U X) = r(B). Como BU X = X, tenemos que
r(X)=r(B) =|B| = ru(X), como querfamos probar. O

Juntando el Teorema junto con las propiedades que vimos que verifi-
caba la funcién rango se tiene el siguiente resultado.

Corolario 2.21. Sea E un conjunto. Una funcion r: 2¥ — N es la funcion

de rango de una matroide si y solo si satisface las propiedades (R1), (R2) y
(R3).

La funcién rango caracteriza ademas los conjuntos independientes, las ba-
ses v los circuitos.

Proposicién 2.22. Sea M una matroide sobre el conjunto base E con fun-
cion de rango r y sea X C E. Entonces:

» X es independiente si y solo sir(X) = |X|.
» X es una base si y solo si | X| =r(X)=r(M).
» X es un circuito si y solo si X es no vacio yr(X\z)=|X|—-1=r(X)

para cada x € X.

Demostracion. Recordemos que el rango de un subconjunto X de E se define
como el cardinal de una base de M|X y que esta matroide tiene como familia
de conjuntos independientes Z|X ={I C X : [ € Z}.
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» Si X es independiente, entonces X € Z|X. Ademéds es maximal porque
todos los elementos de Z|X estédn contenidos en X. Es, por tanto, una
base de M|X y r(X) = |X|. Reciprocamente, r(X) = | X| implica que
X es una base de Z|X, en particular es un conjunto independiente.

= SI X es una base, también es un conjunto independiente y se tiene
r(X) = |X|. Por la definicién de rango se tiene también que r(M) =
| X|. Reciprocamente, si r(M) = |X]|, por la definicién de rango, X es
base de M.

= Si X es circuito, X es no vacio y es dependiente minimal, es decir,
X \ z € T para cada x € X. Por lo tanto, (X \ z) = | X| — 1 = r(X)
ya que X \ = es una base de M|X. Reciprocamente, supongamos que
X esnovacioy r(X \x) = |X|—1=r(X). Se tiene entonces que X \ z
es base de M|X para cada x € X, en particular X \ x € Z para cada
x € X. Puesto que ademés X # (), X es un circuito.

]

2.3.1. Funcion de nulidad.

Definicién 2.23. Sea M una matroide sobre un conjunto base E con funcién
de rango 7. Sea X C E. La funcién de nulidad asociada a X es ny(X) =
[ X[ = 7w (X).

La razon de dar esta definicién es que en ocasiones nos va a interesar mas
trabajar con la funcion de nulidad de un subconjunto que con su rango, como
veremos mas adelante. Las propiedades asociadas a la funcién de nulidad se
deducen inmediatamente de las que hemos probado para el rango. Resumimos
las principales en los siguientes resultados.

Proposicién 2.24. Sea M una matroide sobre el conjunto base E con fun-
cion de nulidad n. Entonces

(N1) 0 <r(X) <|X].
(N2) Si X CY CE, entonces n(X) <n(Y).
(N3) Si X eY son subconjuntos de E, entonces

n(XUY)+n(XNY)<nX)+nY).
Ademas, la funcién de nulidad también caracteriza los conjuntos indepe-

dientes y los circuitos. Esta caracterizacion se deduce inmediatamente de la
Proposicién [2.22]
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Proposicion 2.25. Sea M una matroide sobre E con funcion de nulidad
ny. Sea X C E. Entonces:

» X es independiente si y solo si ny(X) = 0.

» X es un circuito si y solo si X es no vacio yny(X) = 1.

2.4. Algunas clases y ejemplos de matroides.

Vamos a explorar en esta seccién una clase de matroides y a dar sus con-
juntos independientes, circuitos, bases y funcién de rango.

Existen dos clases fundamentales de matroides, las matroides graficas y
las matroides representables. Las primeras surgen de la teoria de grafos
mientras que las segundas del algebra lineal. Vamos en este trabajo a parti-
cularizar en esta segunda clase.

Proposicion 2.26. Sea A una matriz de tamano m X n con entradas en
un cuerpo K. Sea E el conjunto de indices de las columnas de A y sea I el
conjunto de subconjuntos X C E de forma que X € I si los indices de X
corresponden a columnas linealmente independientes en el espacio vectorial
K™. Entonces (E,T) es una matroide.

En la prueba cometeremos un pequeno abuso de notacién. Cuando hable-
mos de que I € 7 y digamos que [ es linealmente independiente, nos refe-
riremos a que los vectores indexados por los elementos de I son linealmente
independientes (en puridad I es un conjunto de indices).

Demostracion. Hay que verificar que se cumplen las propiedades (I1), (I2)
e (I3). Es claro que se verifican (I1) e (I2).

Veamos que se verifica (I3). Sean I; e Iy dos conjuntos linealmente inde-
pendientes tal que |I;| < |I|. Consideremos el subespacio W de K™ generado
por I; e I,. Se tiene que dim(W) > |I5|. Razonemos por reduccién al absur-
do suponiendo que I; U {e} es dependiente para todo e € I\ I, entonces
se tiene que W C (I;) y por tanto que || < dim(W) < || < |I3|, una
contradiccién. Por tanto, existe un e € Iy \ I; tal que I; U e es linealmente
independiente. O

Definicién 2.27. Las matroides obtenidas de una matriz A como en la

Proposicién se denominan matroides vectoriales de A y se denotan
por M[A].
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Una matroide M es representable sobre un cuerpo K si es isomorfa a la
matroide vectorial de una matriz A con entradas en K.

Ejemplo 2.28. Sea A la siguiente matriz sobre R:
10011
A= (O 100 1) '
Con la notacién de la proposicién anterior se tiene que E = {1,2,3,4,5}.

Los conjuntos independientes seran aquellos que correspondan a indices de
columnas linealmente independientes en R?, luego:

T =A{0, {1}, {2}, {4}, {5}, {1, 2}, {1,5},{2,4},{2,5}, {4,5}}.

Podemos ahora determinar los conjuntos dependientes y los circuitos (que
son los minimales). Los conjuntos dependientes son:

{81 {1,43,{1,3},{2,3}, {3,4}, {3,5}} U{X C B+ |X] >3}
Y los circuitos son C = {{3},{1,4},{1,2,5},{2,4,5}}.

El conjunto de bases es

B ={{1,2},{1,5},{2,4},{2,5},{4,5}}.
&

Sea M[A] una matroide representable, con A una matriz m X n sobre un
cuerpo F. Dado un X C E, es claro que 7,;(X) es la dimensién del subespacio
vectorial generado por las columnas que corresponden a los indices de X, o
equivalentemente, al rango de la submatriz formada por las columnas de A
correspondientes a los indices de X.

Ejemplo 2.29. Sean m,n € N con m < n. Sea F un conjunto finito de n
elementos y sea B la familia de subconjuntos de m elementos. Es claro que B
cumple las propiedades (B1) y (B2) por lo que es el conjunto de bases de una
matroide. Denotaremos esta matroide por U, , y la llamaremos matroide
uniforme de rango m sobre n elementos.

Es claro que

T(Upn) = {X C E: |X| <m}

y por tanto los circuitos son

0 sim =n,
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La funcién rango para la matroide uniforme es

_ [ IX] st X <m,
T(X)_{m, si | X| > m.

2.5. Matroide dual

Definimos brevemente en esta seccion el concepto de matroide dual y re-
lacionamos algunas de sus propiedades con las de la matroide original.

Consideremos una matroide M = (FE,Z) y su conjunto de bases By;. Vamos
a dar la definiciéon de matroide dual proporcionando un conjunto de bases
adecuado. Consideremos el conjunto siguiente:

By ={E\B: B € By}

Teorema 2.30. El conjunto By definido anteriormente es el conjunto de
bases para una matroide sobre el conjunto base E.

De acuerdo con el Corolario es suficiente probar que el conjunto By
satisface las propiedades (B1) y (B2). Para ello, vamos a necesitar un lema
previo, cuya demostraciéon puede encontrarse en [OxI06, Lemma 2.1.2].

Lema 2.31. El conjunto de bases B de una matroide satisface la siguiente
propiedad.:

» Si By y By son dos bases y x € By \ By ,existe uny € By \ By tal que
(B1\y)Uz € B.

Demostracion del Teorema[2.30. Como By es no vacio, también lo serd By;.
Satisface por tanto (B1). Sean ahora By = E'\ By, By = E'\ By € By y sea
x € By \ Bsy. Se tiene que

Bi\By=BiN(E\B;y) = (E\B))N By =B, \ By.
Ahora, aplicando el Lema[2.31} existe un y € By \ By tal que (B \y)Uz € By
Se tiene que y € By \ By y que E'\ ((B1 \ y) Ux) € By;. ahora bien,

EN\((Bi\y)Uz)=((E\Bi)\z)Uy = (B \z)Uy.
Se cumple por tanto también (B2). O
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Definicién 2.32 (Matroide dual). La matroide sobre E con conjunto de
bases Bj; se denomina matroide dual de M. La denotaremos por M.

Observacion. De la definicién de matroide dual es claro que (M) = M.

Vamos a dar a continuacion una expresion que relaciona el rango de una
matroide M con el rango de su matroide dual. La demostracién se puede en-
contrar en [OxI06, Prop. 2.1.9]. Vamos a denotar por r y r*, respectivamente,
a la funcién rango de la matroide M y de su matroide dual M.

Proposicién 2.33. Sea M una matroide sobre un conjunto base E vy sea
X C E, se tiene que

r*(X) =|X|—r(M)+r(E\X).

Corolario 2.34. Con la notacion anterior, se tiene que

r*(M)+r(M) = |E|.

2.6. Funcion de nulidad y circuitos no redun-
dantes

Estudiaremos en esta seccién una nueva propiedad de los circuitos de una
matroide y demostraremos varios resultados que nos seran muy utiles en la
posterior prueba de los dos teoremas fundamentales de este trabajo.

Definicién 2.35. Sea M una matroide y sea A C Cy;. Se dice que los circuitos
de A son no redundantes si para cada D € A se tiene que

U TQUC.

CeA\D CeA

De la definicion se tiene que los circuitos de A son no redundantes si para
cada D € A existe un x € D que no estd en ningin otro circuito C' € A.

Definicién 2.36. Sea M = (E,Z) una matroide y sea X C E. Se define el
grado de no redundancia de X como el méaximo ntimero de circuitos no
redundantes contenidos en X. Lo denotamos por deg(X).

Los siguientes resultados van encaminados a probar que la funcién de nu-
lidad de un subconjunto X C FE es igual al grado de no redundancia del
mismo.
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Lema 2.37. Sea M una matroide y sean C1,Cs, ..., Cy circuitos no redun-
dantes. Entonces

Demostracion. La prueba es por induccién. Para s = 1 el resultado es inme-
diato ya que la funcién de nulidad de un circuito es 1. Supongamos que el
resultado es cierto para s > 1 y veamoslo para s+ 1. Tenemos por tanto que
C1,...,Csyq son circuitos no redundantes y, por tanto, existe un x € Cy 4
que no estd en ninguno de los otros C;. Aplicando la propiedad (N3) a los
conjuntos (J;_, C; y a Csyq se tiene que

s+1 s

n(Z:LJlC’l) 25—1—1—71( lCiﬁCsH) =s+1,

1=

donde la tltima igualdad se deduce de que n(Ule CiN Cerl) = 0 ya que

estd contenido en Cyyq \ x y como Csyq es circuito, al quitarle un elemento
se obtiene un conjunto independiente. Queda probado asi el resultado para
s+ 1. Queda probado el resultado por induccién. O

Corolario 2.38. Sea M una matroide sobre E y sea X C E. Entonces
n(X) > deg(X).

Demostracion. Pongamos d = deg(X). Sean C4,...,Cy circuitos no redun-
dantes contenidos en X. Se tiene que

n(X) > n(OC’i) > d.

La primera desigualdad se debe a la monotonia de la funciéon de nulidad
(propiedad (N2)) y la segunda al Lema [2.37| O

Lema 2.39. Sea M una matroide y sean C4,...,C,, circuitos no redundan-
tes. Sea D otro circuito tal que D ¢ \J*, C; y sea x € D\J;~, C;. Entonces
existe un circuito Cy, 11 que contiene a x tal que C, ..., Cpiq son no redun-
dantes.
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Demostracion. Como los C; son no redundantes, para cada i = 1,...,m
podemos encontrar un z; € C; tal que x; ¢ C; para j # i. Vamos a considerar

C={CeCy:zeC}.

Se tiene que € # () ya que contiene a D. Sea C,,,; el elemento de € que
contiene el menor nimero de x;. Queremos probar que dicho nimero es cero,
razonando por reduccién al absurdo. Supongamos que existe un 1 < < m
tal que z; € Cp,11. Entonces z; € Cs1 N C;. Por (C3), existe un circuito
C tal que C' C (Cpyq U Cy) \ x;. Ademds, x € C. Hemos encontrado por
tanto un circuito contenido en € con menos z; que C,, 1, lo cual es absurdo.
Por tanto, C,,,1 no contiene ningin z;. Ademas contiene a x, que no estd en
ninguno de los C;, asi, (1, ..., )11 son no redundantes. O

Corolario 2.40. Sea M una matroide y sea C1, ..., C,, un conjunto mazximal
de circuitos no redundantes. Entonces

601- = U C.
=1

CeCy

Demostracion. La contencién C es inmediata. Para la contencién D hay que
aplicar el Lema [2.39] Si no se diera D, existirfa un circuito no contenido en
la unién de los C; y aplicando el lema podriamos encontrar un circuito C), 1
que, unido a los Cj, formase un conjunto de circuitos no redundantes, en
contra de la maximalidad. O

Lema 2.41. Sea M una matroide sobre & y sea X C E. Pongamos d =
n(X). Entonces ezisten d circuitos no redundantes en X y por tanto, deg(X) >
n(X).

Demostracion. Vamos a ver primero qué ocurre con n(X) =0y n(X) = 1.
Sin(X) =0, X es independiente y no contiene ningiin circuito. Si n(X) = 1,
X es un circuito. En ambos casos se verifica el lema. Vamos ahora a razonar
por reduccién al absurdo. Sea X un conjunto minimal para la inclusién con la
propiedad de que deg(X) < n(X). Tiene que ser n(X) > 2, por tanto, X es
dependiente y contiene un circuito C. Como los circuitos son no vacios, existe
un x € C. Consideremos X’ = X \ z. El lema se verifica para este X’ (por la
minimalidad de X) y podemos por tanto encontrar al menos n(X’) circuitos
no redundantes contenidos en X’. Como d — 1 < n(X’) < d, encontramos al
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menos d — 1 circuitos no redundantes C1, ..., Cy_1 contenidos en X', y por
tanto, en X. Puesto que

xe()\(@lq),

podemos aplicar el Lema [2.39 y obtener un circuito Cy que junto a los C;
forme un conjunto no redundante. Esto es absurdo ya que C1, ..., Cy son un
conjunto de d = n(X) circuitos contenidos en X. O

Juntando los resultados del Corolario y el Lema [2.41] se tiene lo si-
guiente:

Proposicién 2.42. Sea M una matroide sobre £ y sea X C E. Entonces

deg(X) = n(X).

2.7. Relacién entre matroides y cédigos

Vamos a ver en esta seccién como asociar una matroide a un coédigo lineal.
Definiremos también los pesos de Hamming generalizados para una matroide
en general y, en el caso de que sea la matroide asociada a la matriz de control
de un cédigo, veremos que coinciden con los que ya habiamos definido en
[1.15] Estudiaremos las relaciones entre matroide dual asociada a un cédigo
y matroide asociada al cédigo dual y caracterizaremos los codigos MDS por
su matroide asociada.

Consideremos un cédigo lineal C de tipo [n, k| sobre F, con matriz genera-
triz G (que sera de tamano k x n). Se puede asociar una matroide M a dicho
c6digo como en la Proposicién esto es, el conjunto base es el conjunto
E ={1,...,n} y los conjuntos independientes son los subconjuntos de £ que
corresponden a indices tales que las columnas de GG asociadas son linealmente

independientes, vistas como vectores en IF’;. Denotaremos dicha matroide por
M.

Debemos ver que dicha matroide no depende de la matriz generatriz elegida
para C, es decir, que si G y G son dos matrices generatrices de C, entonces
Mg, = Mg,. Como son dos matrices del mismo cédigo, su forma escalonada
reducida es la misma. Es un hecho conocido de algebra lineal que el rango
se mantiene por tranformaciones por filas, de modo que si I = {iy,... i} es
un conjunto independiente de Mg, , es decir, las columnas correspondientes
a esos indices son linealmente independientes; al llegar a la forma escalonada
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reducida, se tiene que dichas columnas son también independientes. Reali-
zando de nuevo operaciones por filas desde la matriz escalonada reducida se
llega a G5, de modo que las columnas de Gy correspondientes a los indices
de I también son linealmente independientes.

Dado un cddigo lineal C, denotaremos por My a la matroide asociada a
cualquiera de sus matrices generatrices.

En esta memoria, vamos a trabajar con la matroide asociada a una de las
matrices de control H de un cddigo. Puesto que una matriz de control de
C es una matriz generatriz del cédigo dual, la matroide no depende de la
eleccion de H.

Definicién 2.43. Sea M = (F,Z) una matroide. Los pesos de Hamming
generalizados de M se definen como

d; =min{|X|: X CFE, |X|-r(X)=1}, parai=1,...,|E| —r(E).

Claramente, para una matroide asociada a la matriz de control de un
cddigo, esta expresion coincide con la dada en el Teorema [1.18]

Nuestro siguiente objetivo es probar que los codigos MDS son precisamen-
te aquellos para los cuales la matroide asociada es la matroide uniforme.
Para ello necesitamos el siguiente resultado previo. La demostracion puede
encontrarse en [PWBJ17, Prop 2.2.5].

Proposiciéon 2.44. Sea C un cddigo de tipo [n,k,d] sobre F,. Sean G y
H una matriz generatriz y de control, respectivamente, de C. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

1. C es un codigo MDS.
2. Cada (n — k) columnas de H son linealmente independientes.
3. Cada k columnas de G son linealmente independientes.

Proposicién 2.45. Sea C' un cddigo de tipo [n, k] con matriz generatriz G.
C' es un codigo MDS si y solo si la matroide asociada M[G] es la matroide
uniforme Uy p,.

Demostracion. Por la Proposicion [2.44) el cédigo C' es MDS si y solo si cada
k columnas de una matriz generatriz son linealmente independientes. Esto
es equivalente a que todos los conjuntos de j elementos con j < k dentro
de M|G] sean independientes, de hecho, solamente estos conjuntos son los
independientes. Esta matroide es precisamente Uy, ,,. O
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A continuacién, vamos a estudiar la relacién existente entre la matroide
dual asociada a un cédigo y la matroide asociada al dual de un cédigo.
Para ello, necesitamos estudiar en primer lugar dos tipos de cédigos que se
construyen a partir de uno dado.

Definicién 2.46. Sea C un cédigo lineal de tipo [n, k| sobre F,. Sea J C
{1,...,n}. Se define el cédigo punteado, C;, como la imagen de la proyec-
cion g o Fy — IFZ_M, es decir, es el codigo obtenido al restringirnos a las
coordenadas en el complementario de J.

Definicién 2.47. Sea C un c6digo lineal de tipo [n, k] y sea J C {1,...,n}.
Sea C(J) el subcddigo de C formado por aquellas palabras tales que ¢; = 0
sii € J. Se define el cédigo acortado, C”/, como el cédigo punteado C(J) ;.

Vamos a necesitar el siguiente lema previo, cuya demostracién puede en-
contrarse en [PWBJ17, Prop. 2.1.7].

Lema 2.48. Sea C un cddigo de tipo [n, k] y sea J C {1,...,n} . Entonces
se tiene

(€)= (CH)s.

Proposicion 2.49. Sea C un cddigo de tipo [n,_k] con matriz generatriz G
y matriz de control H, entonces las matroides M¢c y Mq1 coinciden.

Demostracion. La prueba se basa en demostrar que la matroide Mo = Mg
tiene la misma funcién rango que la matroide My = Mg va que, por el Teo-
rema [2.20] la funcién rango caracteriza a una matroide. Recodermos que la
funcién rango para la matroide dual viene dada por la expresion de la Propo-
sicion m Dadoun J C {1,...,n}, vamos a denotar por H; la submatriz de
H correspondiente a tomar las columnas de J y por [n]\ J al complementario
del conjunto J. Nuestro objetivo es probar que

r(Hppg) = |[n]\ J| =k +r(G,), para todo J C {1,...,n}.
Por el lema anterior, se tiene que

dim(C*); = dim((C7)Y) = |[n] \ J| — dim(C7).

La primera igualdad se debe al lema y la segunda es una propiedad cono-
cida del dual de un cédigo. Ademds, se tiene que dim(C”) = k — dim(Cyy ;).
En efecto, consideremos la proyeccion sobre J,

Ty ! C—>C[n]\J.
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Se tiene que 7, es sobreyectiva y ker(r;) = C(J) = C7, por lo que dim(Cjp 7)+
dim(C”) = dim(C) = k. Para finalizar, observemos que dim(C*); = r(Hp,\ /)
y dim(C[n}\J) = T(GJ). UJ



Capitulo 3

Resoluciones libres

Este capitulo, cuyo contenido es puramente algebraico, tiene como objetivo
explicar en qué consiste la resolucién libre de un mddulo y poder definir
con ello los nimeros de Betti. La Seccién y la Seccién presentan los
conceptos de anillo y médulo graduados, respectivamente. En la Seccién [3.3]
damos la definiciéon de resolucién libre graduada para un modul y definimos
los nimeros de Betti asociados a una resolucién libre minimal. Finalmente,
en la Seccién nos centramos en los complejos simpliciales, veremos cémo
asociar a éstos una estructura de anillo, el llamado anillo de Stanley-Reisner,
y estudiaremos algunas de sus propiedades. También definimos en esta tltima
seccion la homologia simplicial.

3.1. Anillos graduados

Definicién 3.1 (Anillo graduado). Sea R un anillo. Se dice que R es un
anillo graduado si existe una familia {R;};ey de subgrupos aditivos de R
tales que:

» R=@p,.yRi (como grupos),
» R;R; C R;y; para cada ¢,7 € N.

El subgrupo R; se denomina componente homogénea de grado i. Si
f € R; se dice que f es un elemento homogéneo de grado 7 y se denota por

deg(f) = i.

De la descomposicién del anillo como suma directa de subgrupos aditivos
se deduce que si f € R, entonces se puede escribir de forma tinica como suma

35
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de sus componentes homogéneas f =), fi, con f; = 0 salvo una cantidad
finita.

La definicion anterior se puede generalizar y se pueden considerar gradua-
ciones donde el conjunto de grados sea un semigrupo S. Si este es el caso, se
dice que el anillo R esta S-graduado.

Ejemplo 3.2. El anillo de polinomios en una variable con coeficientes en un
cuerpo K[t] tiene estructura de anillo graduado tomando como R; el conjunto
de polinomios de grado . <&

Observacién. Vamos a introducir una graduacién en S = K[z, xo, . .., Ty,
el anillo de polinomios en varias variables sobre un cuerpo K. Diremos que
un monomio zf'---z¢ tiene grado ¢; + --- + ¢, y denotaremos por S; el
K-espacio vectorial generado por los monomios de grado <. En particular, se
tiene que Sy = K. Con esta graduacion introducida es claro que S = €@,y S;
y SiS; C Sitj. Esta graduacién recibe el nombre de graduacién estandar.

Ejemplo 3.3. Consideremos el anillo S = K[z, y]. Se tiene que Sy = K, S}
es el espacio vectorial de polinomios homogéneos de grado 1, Sy el espacio
vectorial de polinomios homogéneos de grado 2, y asi sucesivamente. El po-
linomio f = xy? + 2 + 2y + 2%y tiene dos componentes homogéneas, una
de grado 3 que es zy? + 2 y otra de grado 5 que es zty + x%y3. &

Vamos a ver a continuacion céomo se traslada esta estructura graduada del
anillo a los ideales propios de éste.

Definicién 3.4. Sea R un anillo graduado. Un ideal I C R se dice que es
homogéneo (o graduado) si para cada f € I, las componentes homogéneas
de f estan también en I.

Proposicién 3.5. Sea I un ideal de un anillo graduado R = @,y R;. Las
siguientes condiciones son equivalentes:

1. I es un ideal homogéneo.
2. 1= @iGN [z donde [z =1IN Rl

3. 51 I es el ideal generado por los elementos homogéneos de I, entonces
I=1.

4. I tiene un sistema de generadores homogéneos.

Demostracion. 1 = 2. Sea f € I. Como f € R, f se puede descomponer en
sus componentes homogéneas f = >, fi con f; € R;. Por ser I homogéneo,
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fi € I para cada i € N. Se tiene entonces que f; € INR; y que f =) f;
de forma tinica, luego I = @, 1.

2 = 3. Claramente se tiene que I C I, veamos la contencién contraria. Sea
f € I, por hipétesis se tiene que f = >, fi donde f; € I N R;, es decir, las

fi son elementos homogéneos de I y por tanto f € I.
3 = 4. Es inmediato.

4 = 1. Dado f € I, se puede escribir como f = Zj rjg; donde r; € R
y los g; son los generadores homogéneos de I. La componente homogénea
de grado ¢ de f serd por tanto la correspondiente a sumar las componentes
homogéneas de 7;g; que son elementos de I. Por tanto, f; € I para cada
i. ]

Observacion. Si I es un ideal homogéneo de S se tiene que S;1; C I;; para
cada 4,7 € N. Esto es claro ya que en particular se tiene que I; C 5, y la
condicion de ideal.

Vamos a explicar ahora cémo se traslada la graduacion de un anillo S a un
anillo cociente R = S/I por un ideal homogéneo I de S. Esto serd interesante
ya que muchos de los anillos con los que vamos a trabajar, en particular
el anillo de Stanley-Reisner sobre un complejo simplicial (que definiremos
posteriormente), son anillos cociente de S = K|z, ..., z,].

Proposicién 3.6. Sea S un anillo graduado y sea I un ideal homogéneo de
S. El anillo cociente R = S/I hereda de forma natural la graduacion de S por
R; = S;/1;. Es decir, el anillo cociente R tiene la siguiente descomposicion:

R=S/I=EP R =PS/1); =P S/

1€EN 1€EN 1€EN

Demostracion. Recordemos que la condicién de suma directa en los anillos
graduados se entiende como suma directa de grupos. Se tiene que I; y 5;
son grupos conmutativos para cada ¢ € N (son por tanto normales) y tiene
sentido considerar S;/I;. Es un resultado conocido de teoria de grupos que
DBicn Si/ Bien Ii = D,en(Si/1i). Para obtener el resultado, basta tomar
como (S/I); la contraimagen de R;/I; por tal isomorfismo. O

Notacién. En el resto del capitulo, S denotara el anillo de polinomios en
n variables con coeficientes en un cuerpo K, esto es, S = K[zy,...,x,], T
denotard un ideal homogéneo propio de dicho anillo y R = S/I el anillo
cociente correspondiente.
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Denotaremos por m al ideal (z1, ... z,) generado por las n indeterminadas
del anillo S. Este ideal es maximal y homogéneo. Una observacion relevante
es que cualquier ideal I propio homogéneo de S esta contenido en m.

Merece la pena detenerse a comprender algo mejor la estructura de S'y R
como anillos graduados. Resumimos en la siguiente proposicién algunas de
las propiedades que usaremos mas adelante. Vamos a denotar por m al ideal
m/I del anillo cociente R.

Proposicién 3.7. Sea S = Klzy,...,z,], I un ideal homogéneo propio de
este anillo y sea R = S/I el anillo cociente. Consideremos en S la graduacion
estandar. Se verifica:

1. R es noetheriano.

2. Ry = K y por lo tanto, R; es un k-espacio vectorial de dimension finita
para cada i € N,

3. @izl R,=m
4. R=Ry®m
Demostracion. 1. S es un anillo noetheriano por el Teorema de la Base

de Hilbert (ver [Eis13, Th. 1.2]). Como los ideales de R estan en co-
rrespondencia con los ideales de S que contienen a I, los ideales de R
seran también finitamente generados.

2. Observemos que la componente homogénea de grado 0 en R es Sy/ Iy,
con la graduacién estandar se tiene que Sy = K y como I es ideal

Y

propio de S e Iy C K, que es cuerpo, Iy = {0}. Por tanto, Ry =
So/lo = K/{0} =K.

3. Para el anillo S se tiene la siguiente descomposicién
S=%o(@s)-kom
i>1

Al pasar al anillo cociente por el ideal I se tiene que @121 R; =m.

4. Es inmediato de 2 y 3.
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3.2. Modbdulos graduados

Ya hemos definido el concepto de graduacién para anillos y para ideales.
Puesto que el concepto de ideal de un anillo se puede extender al de médulo,
resulta también natural extender el concepto de graduacién a los mddulos
sobre anillos.

Definicién 3.8 (Mddulo graduado). Sea M un R-médulo. Se dice que M es
graduado si existe una familia de subgrupos {M,}en tal que:

" M =@y M,
» ;M; C M,y para cada i,j € N.

Los subgrupos {M;};cn son las componentes homogéneas de grado .
Un elemento m se dice que es homogéneo si m € M,; para algin ¢ € N. La
condicién de suma directa implica que todo elemento m € M se escribe de
forma tinica como m = ),y m; siendo todos los sumandos nulos salvo una
cantidad finita de ellos.

Observacién. Se tiene que Ry = Ky como RyM; C M; se tiene que M; es un
K-espacio vectorial y por tanto la suma directa es como espacios vectoriales.

Al igual que vimos para ideales homogéneos se tiene lo siguiente.

Proposicién 3.9. Sea N un R-mddulo graduado. Ezxiste un sistema de ge-
neradores homogéneo de N. Los grados de los elementos en un sistema de
generadores homogéneos determinan la graduacion de N

Demostracion. Basta tomar las componentes homogéneas de los elementos
de un sistema de generadores de N. ]

Definicién 3.10 (Graduacién desplazada). Sea M = @,y M; un R-médulo
graduado. Se define la graduacién desplazada de M como el médulo M (p)
donde M(p)z = Mp-{-i'

Observacién. En las resoluciones de médulos que trataremos mas adelante
nos aparecen fundamentalmente desplazamientos del tipo R(—p) con p > 0.
Notemos que R(—p), = R,_, = Ry, es decir, los elementos homogéneos de
R(—p) tienen grados mayores o iguales que p.

Nuestro objetivo va a ser probar que todo R-moédulo graduado finitamente
generado serd isomorfo al cociente de una suma directa de médulos del tipo
R(—p). Para ello necesitamos la nocién de homomorfismo graduado y de
submodulo graduado.
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Las demostraciones para submddulos graduados son analogas a las de idea-
les, con lo que las omitiremos en pos de una redaccién mas concisa.

Definicién 3.11 (Submddulo homogéneo). Sea M un R-mddulo graduado.
Se dice que N es un submdédulo homogéneo o graduado si para cada
f € N, las componentes homogéneas de f estdn también en N.

Proposicién 3.12. Sea N un submddulo de un R-modulo graduado M. Son
equivalentes:

1. N es homogéneo.
2. N = @iGNNZ' donde NZ = MZ NN.

3. 8i N es el submddulo generado por los elementos homogéneos de N
entonces N = N.

4. N tiene un sistema de generadores homogéneos.

Definicién 3.13 (Grado de un homomorfismo). Sean M y N dos R-mddu-
los graduados. Diremos que un homomorfismo ¢ : M — N tiene grado
i si deg(p(m)) = i + deg(m) para cada elemento homogéneo m € M \
ker(¢). El conjunto de homomorfismos de grado i de M en N se denota por
Hom;(M,N). Un homomorfismo ¢ : M — N se llama graduado u ho-
mogéneo (u homomorfismo de médulos graduados) si ¢ € Hom;(M, N) para
algun 1.

Si o : M — N es un homomorfismo de R-médulos graduados y f =
fi+ -+ f, es la descomposicién de f en sus componentes homogéneas
entonces ¢(f1),...,¢(f,) son las componentes homogéneas de ¢(f). Este
hecho es consecuencia de la linealidad de ¢ y de que es un homomorfismo de
grado 1.

Si M y N son dos moédulos graduados, definimos el grupo de homomor-
fismos graduados de M en N como H(M,N) = @,y Hom;(M,N). En ge-
neral H(M, N) serd un submdédulo de Hom(M, N) y van a coincidir cuando
el médulo de partida sea finitamente generado. Una demostracion de este
aserto puede encontrarse en [Peel0), 2.7].

Proposicién 3.14. Sea ¢ : M — N un homomorfismo de R-mddulos
graduados, entonces ker(p) e im(p) son submddulos graduados.

Demostracion. Veamos que el nucleo es graduado. Sea f € ker(y), como M
es un médulo graduado se puede escribir f = f; +--- + f, como suma de
sus componentes homogéneas. Si ¢(f;) # 0 para algin i = 1,...,p entonces
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©(f;) es una componente homogénea de o(f). Puesto que ¢(f) = 0 sus
componentes homogéneas han de ser también nulas luego ¢(f;) = 0 para
todoi=1,...,p, es decir, f; € ker(p) para todoi=1,...,p.

Vedmoslo ahora para la im(p). Sea g € im(p), existe un f € M tal que
g = o(f). Sea f = fi +--- + f, la descomposicién de f en sus compo-
nentes homogéneas, se tiene que ¢(f;) son las componentes homogéneas de
o(f) = g luego todas las componentes homogéneas de g estan en Im(yp)
como queriamos probar. ]

Podemos ahora probar un resultado de estructura para R-mddulos gradua-
dos finitamente generados:

Teorema 3.15. Las condiciones siquientes son equivalentes:
1. U es un R-mdodulo finitamente generado.

2. U=W/T, donde W es una suma directa finita de médulos libres des-
plazados, T es un submdédulo graduado de W y el isomorfismo conserva
los grados.

Demostracion. La implicacién reciproca es inmediata, si U = W/T y W es
suma directa finita de modulos libres, W es finitamente generado y U tam-
bién. Probemos pues la implicacién directa.

Como U es un R-moédulo graduado finitamente generado, tiene un sistema
finito de generadores homogéneos {my,...,m;}. Sean ay, ..., a; sus respecti-
vos grados. Consideremos W = R(—a1) ® R(—az) ® --- & R(—a;). Para
cada 1 < ¢ < 7, vamos a denotar por e; el generador de W de la forma
(0,...,1,...,0), con un 1 en la posicién i-ésima. Consideremos ahora el ho-
momorfismo siguiente (extendido por linealidad):

Q: W = R(—al) ) R(—a,g) b ... P R(—CL]’) — U
e, —— m;

La aplicacion ¢ es sobreyectiva. En efecto, si tomamos u € U se puede escribir
como Y, m; y se tiene que u =Y, ¢(e;) = ¢(>_, €;) y por tanto u € Im(yp).
Si consideramos T' = ker(yp), ya sabemos que 7" es graduado y el teorema de
isomorfia nos dice que U = W/T'. Es claro que el isomorfimo conserva los
grados. ]

Damos a continuaciéon un lema que nos resultara fundamental a la hora de
establecer relaciones entre los generadores. El resultado que nosotros necesi-
tamos esta adaptado para el caso de médulos graduados. La version general
para anillos locales del lema de Nakayama se puede consultar en [Mat89].
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Proposicién 3.16 (Lema de Nakayama). Sea J un ideal propio graduado
en R y sea U un R-mddulo finitamente generado. Se tiene que:

1. S1U = JU entonces U = 0.

2. SiW es un R-submodulo graduado de U tal que U = W+ JU, entonces
U=Ww.

Demostracion. Vamos a razonar por reduccién al absurdo para probar 1.
Supongamos que U # 0, entonces existe un elemento m # 0 de U de grado
minimo, es decir, U; = 0 para todo j < deg(m). Como J es un ideal propio
y R estd graduado por N se tiene que todo elemento homogéneo de JU
tiene grado estrictamente mayor que deg(m). Esto es porque los elementos
de JU son de la forma ab donde a € J y b € U y por tanto deg(ab) >
deg(a) + deg(m); puesto que J es propio, todos los elementos de J tienen
grado mayor estrictamente que 0 y por tanto deg(ab) > deg(m). Ahora bien,
m € U y, por hipotesis, U = JU luego m € JU. Con consecuencia se llega a
que deg(m) > deg(m). Esto es absurdo. Se tiene entonces que U = 0.

Apliquemos el apartado 1 a U/W. M&s precisamente, por hip6tesis se tiene
que U =W+ JU, luego U/W = W/W + JU/W = J(U/W). Por el apartado
1 se tiene que U/W =0y por tanto U = W. O]

El resultado anterior es de capital relevancia para probar el siguiente teore-
ma, que nos caracteriza los conjuntos de generadores homogéneos minimales
de un R-mdédulo graduado finitamente generado U. Un sistema de genera-
dores homogéneos minimal es un sistema generador homogéneo de modo
que ninguno de sus subconjuntos propios es sistema generador.

Recordemos que m = (xq,...,2,). Si U es un R-mddulo graduado finita-
mente generado y consideramos U = U /mU se tiene que U es un espacio
vectorial sobre k (Recordemos que R = k[zy,...,z,]/] y lo que estamos
haciendo es eliminar las variables). Ademés U tiene dimensién finita como
k-espacio vectorial porque U es finitamente generado.

Teorema 3.17. Sea U un R-mddulo graduado finitamente generado. Consi-
deremos U como antes y denotemos por p su dimension.

1. Si {uy,...,u,} es una base homogénea de U (como k-espacio vecto-
rial), entonces {uy,...,u,} es un sistema minimal de generadores ho-
mogéneos.

2. Todo sistema minimal de generadores homogéneos de U se obtiene de
la forma anterior.
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3. Todo sistema minimal de generadores homogéneos tiene p elementos.

Demostracion. Vamos a probar 1. Puesto que {4y, .. ., 4, } son base de U/mU
podemos escribir U = mU + Ru; + - - - + Ru,,, donde Ru; denota el R-mdédulo
generado por u;, para cada ¢ = 1,...,p. Por el Lema de Nakayama se tiene

que U = Ruy +- - -+ R,p. Esto prueba que {uy, ..., u,} es sistema generador
homogéneo. Falta ver la minimalidad. Razonemos por reduccién al absurdo
suponiendo que {uy, ..., u,} no es minimal; en este caso puede escribirse (tras
quizé un reordenamiento) u; = Zf:z a;u; para algunos a; € R. Al pasar al
cociente por m se tendria que 43 = > 7, a;u;, en contra de que {u1,...,u,}
es una base.

Veamos 2. Supongamos que {ug,...,u,} es un sistema minimal de gene-
radores homogéneos. Entonces se tiene que {ui,...,u,} generan U. Que-
remos ver que, de hecho, son una base. Razonemos por reducciéon al ab-
surdo y supongamos que son linealmente dependientes. Entonces, existen
Uiyy -y Us € {U1,...,10y} que forman una base de U. Por el apartado 1,
{w;y, ..., u;} serfan un sistema de generadores de U en contra de la minima-

lidad de {uy,...,u,}.

El apartado 3 es consecuencia de 1 y 2. [

Una vez abordados los conceptos basicos acerca de anillos y médulos gra-
duados, vamos a tratar ahora los complejos de cadena graduados, que nos
llevaran a la definiciéon de resolucién libre. Daremos un modo de calcular la
resolucion libre de un modulo, definiremos resolucién minimal y podremos
definir los nimeros de Betti en base a una resolucién minimal.

3.3. Complejos graduados y resoluciones li-
bres

Definicién 3.18 (Complejo de cadena). Sea R un anillo. Un complejo de
cadena es una sucesién de R-médulos {M;};c7 v homomorfismos {d; }ez

d; d
—>MIL—Z>MZ,1 M1 !

My

tal que d;_; od; = 0 para cada ¢ € Z. Esta condicién es equivalente a que
im(d;) C ker(d;_1). Los homomorfismos d; reciben el nombre de diferen-
ciales y la familia {d;};cz se llama diferencial. Se dice que el complejo es
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exacto en la posicién ¢ si (d;11) = ker(d;). Se dice que el complejo es gra-
duado si los médulos M; son graduados y cada d; es un homomorfismo de
grado 0. En este caso cada uno de los médulos M; lo podemos escribir como
M; = ;e M; ;. Vamos a decir que un elemento en M; ; tiene grado de
homologia i y grado interno j.

Definicién 3.19 (Morfismo de complejos). Si tenemos dos complejos de
cadena, esto es, dos sucesiones de R-médulos {M;}iez, {N;}iez y respectivos
homomorfismos {d; }icz, {0;}icz, un homomorfismo de complejos es una
familia de homomorfismos ¢;: M; — N; que hacen conmutativo el siguiente
diagrama:

M; M;_4
%L l‘;@il
i
N; Ni

esto es, §; 0 p; = ;1 o d; para todo i € Z.

Definicién 3.20 (Resolucién libre). Sea U un R-médulo finitamente gene-
rado. Una resolucién libre del médulo U es un complejo de cadena

dy

Fiy F Fy

tal que
1. F; es un médulo libre finitamente generado para cada i € N
2. El complejo es exacto en cada posicion.
3. U= Fy/Im(dy)

Precisamente por esta tltima condicién, unido al hecho de que pedimos la
exactitud en el complejo, la resolucién suele escribirse de la forma siguiente:

Para finalizar, diremos que la resolucion es graduada si U es un R-mddulo
graduado, el complejo es graduado y el isomorfismo U = Fy/Im(d;) tiene
grado 0.
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Supomgamos ahora que tenemos U un R-moédulo graduado finitamente
generado. Vamos a construir de forma recursiva una resolucion libre graduada

sobre U.

= Paso 0: Escojamos my, ..., m,. generadores homogéneos de U. Esto pue-
de hacerse ya que U es graduado y finitamente generado. Sean a4, ..., a,
sus respectivos grados. Consideremos ahora Fyy = R(—a;)®...®R(—a,).
Tomamos f;, 1 < j <1 el elemento de la base candnica de Fj, que es
de la forma (0,...,1,...,0) con un 1 en la posicién j-ésima. Definimos
el morfismo siguiente:

dQZ F — U

Se tiene que Fy es un modulo libre y el homomorfismo ¢ conserva los
grados (es de grado 0). Ademds es sobreyectivo.

Supongamos que hemos construido recursivamente los médulos F; con
los respectivos homomorfismos d; de tal forma que el complejo sea exac-
to.

» Paso i+ 1: Consideremos ker(d;) C F; y escojamos generadores ho-
mogéneos [y, . .., ls de dicho nticleo. Sean ay, . . ., a sus respectivos gra-
dos. Consideramos F;1; = R(—ay)®...& R(—ay). Paracadal < j <,
escogemos ¢; el generador de R(—a;) (se tiene que deg(g;) = ;).

Definimos el morfismo siguiente:

di+1lﬂ+1 — ker(dl)

Este homomorfimo es sobreyectivo, claramente I'm(d;1) = ker(d;) y
conserva grados (es de grado 0).

Observaciéon. El Teorema de las Sicigias de Hilbert (en inglés, Hilbert s
Syzygy Theorem) garantiza que todo Kxy,...,z,]-mddulo finitamente ge-
nerado tiene una resolucion libre finita y de tamano a lo sumo n. Una de-
mostracién de este teorema se puede consultar [Eisl3]. Por lo tanto, en la
construccién anterior existe una forma de escoger los generadores homogéneos
para acabar en a lo sumo n pasos.

3.3.1. Resoluciones minimales y nimeros de Betti

En esta seccién vamos a estudiar el concepto de resoluciéon minimal y a
definir los nimeros de Betti.
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La notacién en las siguientes definiciones y teoremas es la utilizada en
la seccion anterior a la hora de definir y construir la resolucién libre de un
modulo.

Definicién 3.21 (Resolucién minimal). Una resolucién libre graduada de
un R-médulo U finitamente generado es minimal si

dig1(Fiv1) C (21, 20) F

para cada ¢ > 0

En una resolucion libre cada uno de los F; son mdédulos libres de modo que
podemos fijar una base de elementos homogéneos en cada uno de ellos. De este
modo, los homomorfismos d; se pueden representar por matrices en dichas
bases, cuyas entradas son elementos homogéneos de R. De la definicién se
deduce que una resoluciéon minimal es aquella en la que no aparecen elementos
invertibles en dichas matrices.

La definicién que hemos dado de resoluciéon minimal es algo oscura, pues
no da una idea intuitiva de la minimalidad que hay detréas. Los teoremas que
probaremos a continuacion resuelven este problema y dan una idea de lo que
significa realmente la minimalidad de una resolucién.

Recordemos que en la secciéon anterior hemos construido de manera recur-
siva una resolucién libre graduada.

Proposicién 3.22. La resolucion libre graduada construida en la seccion
anterior es minimal si y solo si escogemos un sistema de generadores ho-
mogéneos minimal del nicleo de las diferenciales en cada paso.

En la demostracion usamos idéntica notaciéon que en la seccién anterior
cuando explicamos la construccién de la resolucién. Asi, si {ly,...,ls} son
generadores homogéneos de ker(d;) su contraimagen por la aplicacién d;
serd {gi1,...,9s} y dichos g; generan Fj ;.

Demostracion. Supongamos en primer lugar que la resolucién es minimal
(en el sentido de la Definicién 1.19). Vamos a razonar por reduccién al ab-
surdo suponiendo que en algin paso ¢ > 0 hemos tomado un sistema de
generadores homogéneos {ly,...,ls} no minimal de ker(d;). Entonces (sal-
vo reordenamiento) podemos escribir I; = Z;:Q rjlj con r; € R. Se tiene
entonces que diy1(g1) = D, 7jdiy1(g;). Por lo tanto,

g1 — Z rig; € ker(di+1) = im(di+2)'

=2
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Como la resolucién es minimal se tiene que im(d;12) C mF;,; por lo que
s . .

g1 — Zj:Q r;jg; € mF;, ;. Esta pertenencia es una contradiccién ya que los g;

generan Fj.; y son homogéneos.

Supongamos ahora que en cada paso hemos escogido un sistema minimal
de generadores homogéneos de los ntcleos, queremos ver que la resolucion
es minimal. De nuevo razonaremos por reduccion al absurdo. Supongamos
que existe i > 0 tal que im (d;42) ¢ mF;;1. Entonces, im(d;12) = ker(d;;1)
contiene un elemento homogéneo que no pertenece a m#£; ;. Tras un reorde-
namiento podemos suponer que g; — ijz r;9; € ker(d;+1) con r; € R. Por
tanto, d;11(g1) = Z;:Q r;di+1(g;). Recordemos que d;y1(g;) = l; para cada
1=1,...,s, luego se tiene que

S

ll = Z T’jlj,

Jj=2

contradiciendo que {l,...l;} eran un sistema de generadores minimal de

ker(d;). O

Un complejo trivial corto es un complejo de la forma siguiente, donde
Id es la aplicacion identidad.

0 — R(—p) = R(—p) —=0.

Vamos a utilizar la notacién (F,d) para referirnos a un complejo como el
definido en la Definicién 1.14. Si (F,d) y (G,0) entonces su suma directa es
el complejo F & G, que tiene como sucesion de modulos la suma directa de
los médulos de (F.d) y (G,0) y como diferencial d @ 0. Una suma directa
de complejos triviales cortos (admitiendo que estén situados en grados de
homologia diferentes) recibe el nombre de complejo trivial.

El siguiente resultado, de capital importancia, garantiza la unicidad salvo
isomorfismo de la resolucion minimal de un R-mddulo finitamente genera-
do. La demostracion del teorema consiste fundamentalmente en probar el
segundo apartado ya que el apartado 1 del teorema es consecuencia de la
Proposicién [3.22] y el apartado 3 es consecuencia del 2. La prueba del apar-
tado 2 es demasiado técnica y no aporta demasiado al objetivo global del
trabajo, con lo que la omitiremos. No obstante, puede encontrarse en [Peel(,
Section 9]

Teorema 3.23. Sea U un R-maodulo graduado finitamente generado.

1. Euxiste una resolucion graduada libre minimal de U.
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2. Sea F una resolucion graduada libre minimal de U. Si G es otra resolu-
cion libre graduada de U, entonces G = F& T donde T es un complejo
trivial.

3. La resolucion graduada libre minimal de U es unica salvo isomorfismo.

En virtud del teorema anterior, dado un R-mdédulo finitamente generado
podremos hablar de [a resoluciéon minimal libre graduada.

Definicién 3.24 (Mddulo de sicigias). Sea F la resolucién minimal libre gra-
duada de un R-médulo finitamente generado U. Para cada ¢ > 1 el submddulo
im(d;) = ker(d;_1) C F;_; se denomina i-ésimo mdédulo de sicigias de U
y se representa por Syz;(U).

Recordemos que una resoluciéon minimal libre graduada de U es de la forma

d; d1 do

F: ... F,

Fia £y Fy

U 0,
donde los F; son mddulos libres.

Definicién 3.25 (Numeros de Betti). Con la notacién anterior, el i-ési-
mo numero de Betti de U es 5;(U) = dim(F;). Por el Teorema (3.23] los

numeros de Betti estan bien definidos.

Como las resoluciones con las que estamos trabajando son graduadas po-
demos refinar un poco la definicién anterior. Recordemos que los moédulos
libres F; son suma directa de médulos de la forma R(—p).

Definicién 3.26 (Numeros de Betti graduados). Con la notacién anterior-
mente introducida, se definen los nimeros de Betti graduados de U como
Bip(U) = ntimero de sumandos en F; de la forma R(—p).

Ya hemos hablado de la graduacion estandar para el anillo de polinomios

S = klxy,...,z,]. Sin embargo, podemos definir una graduacién un poco
més fina, utilizando N”. De esta forma, dado un monomio x¢ = x7* - - ",
diremos que tiene multigrado ¢ = (¢y,. .., ¢,). Denotamos |¢| = ¢; + - - - + ¢,.

La forma usual de ordenar estos multigrados es utilizar un orden monomial.
Podemos por tanto, considerar el anillo de polinomios multigraduado

S=€P S

aeN"

donde S, es el k-espacio vectorial generado por los monomios de multigrado
a. Para esta graduaciéon podemos definir también una resolucién graduada
libre minimal de la forma
d;

dy do

U 0.

F: ... F, F, F F,
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En esta resolucion, al igual que cuando consideramos la graduaciéon con N,
el Teorema afirma que cada F; es de la forma

Fy= P S(—a)*=.

aeN”

Definicién 3.27. Los exponentes 3;, de la resoluciéon anterior reciben el
nombre de niimeros de Betti multigraduados.

Observacién. La relacion entre los niimeros de Betti globales, los graduados
y los multigraduados viene dada por la siguientes expresiones:

ﬁizzjg:ﬁﬁma
ﬁ%d):: 2{: ﬁ%¢w

lo|=p

3.4. Complejos simpliciales

En esta seccion daremos una breve introduccion a la teoria de complejos
simpliciales. A partir de la definicién, vamos a definir un anillo sobre el que
poder poder aplicar las técnicas de la Seccién [3.3] También estudiaremos la
similitud del concepto de complejo simplicial con el de matroide.

Definicién 3.28 (Complejo simplicial). Sea E un conjunto finito. Un com-
plejo simplicial A sobre E es una coleccién de subconjuntos de E que
verifican la siguiente propiedad:

» Sioce Ay7 Co,entonces 7 € A.

Los subconjuntos de E que forman el complejo simplicial se llaman caras.
La dimensién de una cara o0 € A de cardinal |o| =i+ 1 es dim(c) =iy se
dice que es una i-cara. La dimensién del complejo, dim(A), se define como
el méaximo de las dimensiones de sus caras. Para determinar un complejo
simplicial es suficiente dar el conjunto de caras maximales, que son dquellas
a las cuales al anadirle cualquier elemento dejan de ser una cara del complejo.

El complejo simplicial que no tiene caras se llama complejo vacio y tiene
dimensiéon —oo.

Puesto que E es un conjunto finito, a menudo se identifica con {1, ... |E|}.
También es comun identificarlo con las variables {z1,..., 2z}
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Observacién. Volviendo a la Definicién 2.1 podemos ver las matroides como
un caso particular de complejos simpliciales no vacios, cumpliendo ademas
la propiedad (I3). Las caras de un complejo simplicial se corresponden asi
con los conjuntos independientes de una matroide, y las caras maximales
con las bases. La estructura de anillo asociada a un complejo simplicial,
que posteriormente explicaremos, se puede asociar asi también al complejo
simplicial que forman los conjuntos independientes de una matroide.

Dado un complejo simplicial, A, vamos a denotar por f; al nimero de caras
de cardinal i. De este modo tenemos que fy =1, fi = |E| y fr = 0 para k >
r = dim(A)+1. Se define la caracteristica de Euler del complejo simplicial
como

X(A)=—fo+ fi—fot 4+ (=1 fr

3.4.1. Anillos de Stanley-Reisner

Vamos a ver cémo asociar una estructura de anillo a un complejo simplicial.

Sea A un complejo simplicial y sea ¢ € A una de sus caras. Vamos a iden-
tificar cada cara de A con un vector de {0, 1}'®! que tiene como coordenada
tun 1sii € o yun 0 en caso contrario. Asi, denotaremos por x7 a Il;c, ;.
Estamos haciendo corresponder cada cara de un complejo simplicial con un
monomio cuyos exponentes son todos 0 o 1. Tales monomios se dice que son
libres de cuadrados.

Definicién 3.29. Sea A un complejo simplicial sobre un conjunto base E
(que se puede identificar con {1,...,n}) y sea K un cuerpo. Consideremos
S =Klzy,...,z,] el anillo de polinomios en |E| variables. Se define el ideal
de Stanley-Reisner de A como el ideal monomial libre de cuadrados gene-
rado por las no caras de A, esto es,

In={(z": 7 ¢&A).

El anillo de Stanley-Reisner de A es el anillo cociente R = S/Ix.

Observacién. Notemos que el ideal de Stanley-Reisner de un complejo sim-
plicial A se puede escribir como el ideal monomial generado por las no caras
minimales de A. Cuando hablemos del ideal de Stanley-Reisner asociado a
una matroide M, nos referimos entonces al ideal generado por el conjunto de
circuitos de M.

Ejemplo 3.30. Consideremos E = {1,2,3,4,5} y A el complejo simplicial
que tiene como caras maximales los conjuntos {1, 2,3}, {2,4}, {3,4} y {5}.
Una posible representacion es:
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xs3

Ts
X2

Hemos realizado aqui la identificacién natural de {1,2,3,4,5} con las va-
riables {1, xs, z3, x4, x5}. Notemos que los subconjuntos minimales que no
son caras del complejo A son {1,4},{2,3,4},{1,5},{2,5},{3,5},{4,5}. Por
lo tanto,

In = (2125, Tok5, T3T5, T4T5, T1 Ty, Tol3Tye).

Ejemplo 3.31. Consideremos la siguiente matriz
1011
i = (0 11 1) '
La matroide M|[H| asociada a dicha matriz tiene como conjunto de bases el

siguiente:
B={{1,2},{1,3},{1,4},{2,3},{2,4}}.

El conjunto de circuitos de dicha matroide son:

C={{1,2,3},{1,2,4},{3,4}}.

Por lo tanto, el ideal de Stanley-Reisner asociado al complejo simplicial que
forman los conjuntos independientes de M[H] es:

In = (212903, 12924, T324).
&

Vamos a asociar a este anillo una resoluciéon graduada libre minimal y
a considerar sus correspondientes numeros de Betti. Este anillo tiene una
resolucién libre minimal, visto como NZl-médulo graduado:

dy do

4 F Fy R 0.

Como vimos en el Teorema [3.15} cada uno de los F; es de la forma

F;, = @ S(—a)Pie,

aeNIE|

Los exponentes f3; o, son los nimeros de Betti N 1Zl_graduados.
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Observacion. Puesto que Ia es un ideal monomial libre de cuadrados los
nimeros de Betti multigraduados cumplen que

Bia =0, si a e NP\ {0 1}%

Este es el contenido de [Peel(, Corollary 26.10]. Como cuestion de notacion,
si 0 es una cara de un complejo simplicial A sobre E, denotamos por f3; ,
al nimero de Betti 3;,, donde o € NPl es el vector que tiene un 1 en la
coordenada j si j € o y un 0 en caso contrario. Denotamos también por |«|
a la suma de sus coordenadas.

Los nimeros de Betti N-graduados para el complejo simplicial A y los
nimeros de Betti globales son, respectivamente,

ﬁi,d = Z 51’,017

|a|=d

Bi=> Bia
d

3.4.2. Homologia simplicial

Vamos ahora a definir lo que es un complejo de cadena para un complejo
simplicial. Esta definicion nos llevara al concepto de homologia simplicial.
Utilizando herramientas de homologia se puede llegar a una expresién de los
numeros de Betti que nos sera til para trabajar con ellos.

Notacion. Sea A un complejo simplicial sobre un conjunto finito £ de ta-
mano n, que identificamos con {1,...,n}, y sea K un cuerpo. Para cada
i € Z, vamos a denotar por F;(A) el conjunto de caras de dimensién i de A
y Vi = K4 el espacio vectorial de dimensién |Fj| que tiene como base los
elementos e,, donde o € F;(A).

Notacion. Dada ¢ € A una cara del complejo simplicial, es decir, o C
{1,...,n}, y dado j € o, vamos a denotar por signo(j,c) = (—=1)""! si j
es el r-ésimo elemento de o donde ordenamos los elementos de o de modo
creciente.

Definicién 3.32. El complejo de cadena de A sobre el cuerpo K es el com-
plejo, entendido como en la Definicién [3.18] siguiente:

On—1 o1

0—V, 228 .. Vi %

W V.1 0.
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Las diferenciales del complejo de cadena se definen como

82'(60) = Z signo(j, U) ecr\j-

j€o

Observacién. Notemos que si |[E| =n, parai >n—101¢ < —1 se tiene que
V; =0y 0; = 0. Es un célculo sencillo comprobar que 0;,1 o 9; = 0, por lo
que el complejo estd bien definido.

Definicién 3.33. Para cada ¢ € 7Z, el K-espacio vectorial

recibe el nombre de moédulo i-ésimo de homologia de A. Vamos a denotar
por h; a la dimensién como K-espacio vectorial de H;, es decir,

Ejemplo 3.34. Consideremos de nuevo el complejo simplicial A:

xs Ly

T Ty
X2

Para este complejo se tiene

B(A) = {{1,2,3}},
Fi(A) ={{1,2},{1,3},{2,3}, {2, 4}, {3, 4}},
Fo(A) = {1}, {2}, {3}, {4}, {5}},

F_1(A) ={0}.

El complejo de cadena asociado a A es entonces

02 01 o

0 K K5 K5 K 0.

Cada una de las aplicaciones 0; viene dada por una matriz en cuyas co-
lumnas estan las imagenes de los elementos de la base. Por ejemplo, 0y se
puede representar por una matriz de tamano (5 x 1) que tiene como co-
lumna Os(eqi23)) = €q23) — €q1,3) + €12}, que identificamos con el vector
(1,-1,1,0,0). <&
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El siguiente teorema da una expresion que relaciona los niimeros de Betti
multigraduados con las dimensiones de los médulos de homologia asociados
a un determinado complejo simplicial. La expresién, conocida como féormula
de Hochster fue probada por primera vez en [Hoc77|. Omitiremos la de-
mostracion ya que precisa nociones importantes de homologia simplicial, no
obstante, se puede encontar bien en el articulo original, bien en [MS05| Cor.
5.12]

Teorema 3.35 (férmula de Hochster). Sea A un complejo simplicial sobre
E y sea 0 C E. Denotaremos por A, la restriccion de A a o, esto es,
el complejo simplicial que tiene como caras {T No: 7 € A}. Se tiene la
siguiente expresion para los niumeros de Betti muligraduados:

ﬁi,a - B|o‘|—i—1 (AO') .

En la férmula anterior, j3; , denota el 3; , donde « es el vector de NZl que
tiene un 1 en la coordenada j si j € o y un 0 en caso contrario.



Capitulo 4

Numeros de Betti y pesos
generalizados

Este tultimo capitulo ofrece los dos resultados principales de la memoria.
Dichos resultados permiten calcular los pesos de Hamming generalizados de
una matroide (y por tanto de un cddigo lineal) a partir de los nimeros de
Betti N-graduados del complejo simplicial asociado. Veremos también algin
ejemplo de célculo de los pesos de Hamming de un cédigo utilizando resolu-
ciones, junto a otros ejemplos que permiten ver que los pesos de Hamming
no determinan los nimeros de Betti. También exploraremos algunas de las
consecuencias de los teoremas principales, en particular, daremos una carac-
terizacion de los codigos MDS utilizando la resolucién libre minimal asociada.

Los teoremas que vamos a probar sirven para relacionar los nimeros de
Betti con los pesos de Hamming generalizados de cualquier matroide, de-
finidos como en Podremos entonces particularizar el resultados a las
matroides asociadas a (la matriz de control de) un cédigo lineal. Estos re-
sultados vienen motivados por la existencia de algoritmos para el célculo
de numeros de Betti, por ejemplo utilizando bases de Grobner, de una re-
solucion. Estos algoritmos, pese a que en su mayoria son de complejidad
exponencial, suponen una gran mejora con respecto al calculo de los pesos
generalizados por fuerza bruta.

Notacion. En este capitulo, M serd una matroide definida sobre un conjunto
finito E, con |E| = n. Denotaremos por Zys, Cas, B, rar y nay la familia
de conjuntos independientes, circuitos, bases, funciéon rango y funcién de
nulidad de M, respectivamente. Con S, denotamos el anillo de polinomios
con n variables sobre un cuerpo K, S = K[z, ..., x,].

95
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Recordemos que dado un complejo simplicial A, podemos definir su anillo
de Stanley-Reisner S/I como en la Seccién 3.4 Ya hemos estudiado que este
anillo tiene una resolucién graduada (con la graduacién de N™) libre minimal
de la forma siguiente:

0—=F R——=0,  (41)

donde cada F; es de la forma:

F, = @ S(—a)Pie.

a€eNIE

Como recordatorio, los exponentes f3; , son los nimeros de Betti multigra-
duados. Los nimeros de Betti N-graduados para el complejo simplicial A y
los niimeros de Betti globales son, respectivamente,

Bi,d = Z Bi,aa

|a|=d

Bi=> Bia
d

Notacion. Generalmente, los nimeros de Betti se dan en una tabla, de
modo que la entrada en la i-ésima columna y la p-ésima fila es el nimero de
Betti §; ;4p. Existe una fila adicional, encima de la tabla y separada por una
linea horizontal que contiene los nimeros de Betti globales (que se obtienen
de sumar los numeros de Betti de esa columna). La i-ésima columna da
entonces la informacion en el paso 7 de la resolucion libre graduada minimal.
Estas tablas reciben el nombre de diagramas de Betti. En nuestro caso, al
calcular el primer médulo libre de la resolucién, vamos a tener Fy = S por
lo que vamos a omitir la parte del diagrama que corresponde a 3y ; ya que
Boo =1y Bo; = 0 en el resto de casos. Es importante tener esto en cuenta
ya que el primer nimero de Betti global, 5y, siempre va a ser igual a 1.

B B2 B3
O /81,1 /82,2 /83,3
1| B2 Bo3 Bsa
2 61,3 ﬁ274 63,5
3| Bra Pos Bz

Cuadro 4.1: Ejemplo diagrama de Betti
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Notacion. Sea M una matroide sobre E con funcién de rango r y funciéon de
nulidad n. Paracadad = 0, ..., |E|—r(M) vamos a denotar por Ny = n~'(d).
En particular, Z = Nj.

El siguiente teorema da una expresion para los nimeros de Betti utilizando
la caracterictica de Euler de una matroide. Recordemos que la familia de
conjuntos independientes de una matroide es un complejo simplicial, por lo
que tiene sentido hablar de la caracteristica de Euler de una matroide.

Previo a su demostracion, necesitaremos un lema basico sobre matroides
y varios resultados acerca de la homologia de matroides, desarrollados en
[Bj692]. Ademds, en el teorema también usaremos la expresién de los nimeros
de Betti multigraduados que da la [formula de Hochster|

Definicién 4.1. Sea M una matroide sobre un conjunto base E. Se dice que
x € F es un istmo si x esta en todas las bases de M.

Lema 4.2. Sea M una matroide sobre E y sea M su matroide dual. Se tienen
las siguientes equivalencias.

1. M tiene un istmo.

M tiene un bucle.

Existe un elemento que no estd en ninguna base de M.
Eziste un elemento que estd en todas las bases de M.

Existe un elemento que no estda en ningun circuito de M.

S Tt e

El conjunto base de M no es igual a la union de sus circuitos.

Demostracion. 1 = 2. Supongamos que existe un x € E que estd en todas
las bases de M. Las bases de M son exactamente los complementarios de las
bases de M, por lo que = no estd en ninguna base de M. En conclusion, =
no es independiente en M y por tanto es un circuito.

2 = 3. Sea x un bucle de M, entonces z es un conjunto dependiente y no
puede estar ninguna base de M, ya que estas son los conjuntos independientes
maximales.

3 = 4. Es inmediato ya que las bases de M son los complementarios de
las bases de M.

4 = 5. Sea x € F tal que x esta en todas las bases de M. Supongamos
que x estd en un circuito C. Entonces C'\ x es un conjunto independiente.
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Podemos ampliar dicho conjunto a una base B, pero dicha base tiene que
contener a x. Tenemos por tanto C' C B, absurdo pues C era un circuito.

5 = 6. Es inmediato.

6 = 1. Existe un z € E que no estd en ningun circuito. Supongamos que
existe una base B que no contiene a z. Por la proposicién [2.16] existe un
circuito que contiene a x contenido en B U z. Esto es una contradiccion ya
que z no puede estar en ningun circuito. O

Definicién 4.3. Sea A un complejo simplicial sobre E. Se dice que A es
un cono de vértice X si existe un X € F tal que X estd en todas las caras
maximales.

Observacién. En caso de que A sea el complejo simplicial cuyas caras son
los conjuntos independientes de una matroide M, es claro que A es un cono
<= M tiene un istmo.

Recordemos que con 3; x denotamos el nimero de Betti multigraduado
Bi.a, donde a € NIFl es el vector que tiene un 1 en la coordenada j si j € X
y un 0 en caso contrario. Ademds, 8;, = 0 si a € NIFI\ {0, 1}/Z1.

Teorema 4.4. Sea M una matroide sobre el conjunto base E y sea X C F.
Entonces

Bix # 0 <= X es minimal en N; para la inclusion.

Ademds,
B x = (=171 x(M]X).

Demostracion. La matroide restriccion M|X tiene rango r(X). Por [Bj692,
Th. 7.8.1] sabemos que solo tiene homologia en grado r(X) — 1. Por otra
parte, la |férmula de Hochster| dice que f3; x = ;L|X\,i,1(M|X). De este modo,
Bix = 0 excepto cuando i = ny(X). En este caso, combinando [Bjd92), Th.
7.4.7] y [Bj692, Th. 7.8.1] se tiene la siguiente expresion.

Bum(x).x = hox)—1 (M]X) = (=1)" 1 (M| X).

Esto da la expresion del teorema. Solo faltaria probar que dicha expresion
es no nula si y solo si X es minimal en /V; para la inclusién. En primer lugar
se observa que f; x = 0 <= x(M|X) = 0. Por [Bj692, Th. 7.4.7], dada una
matroide M se tiene que x(M) = 0 si y solo si M tiene un itsmo. Por el Lema
sabemos que M tiene un itsmo si y solo si el conjunto base de M no es
igual a la unién de sus circuitos. Ahora bien, los resultados que estudiamos



29

en la Seccién [2.6| permiten afirmar que X es minimal en N; si y solo si es
igual a la unién de sus circuitos. Mas concretamente, supongamos que X es
minimal en V;, entonces deg(X) = i, y por tanto existe un conjunto maximal
de 7 circuitos no redundantes en X cumpliendo ademas que

7mmzn(0002dwa7=mxy

j=1

La primera desigualdad se debe a la monotonia de la nulidad, la segunda es
el contenido del Lema[2.37)y la tltima igualdad se cumple por la Proposicién
2.420 Por lo tanto, U;zl C; C X y tienen la misma nulidad. Por la minima-

lidad de X en N;, debe ser X = U;':1 C;. El Corolario [2.40 afirma que esta

ultima union es igual a la unién de todos los circuitos en X.

Reciprocamente, sea X C N; tal que X es igual a la unién de sus circui-
tos. Entonces, deg(X) = i y existe un conjunto maximal de i circuitos no
redundantes en X tal que

i

Ua= U c=x

7=1 CGC]W‘X

Si X no fuese minimal en N, existiria un Y C X con n(Y) = ¢ = deg(Y).
Existen por tanto ¢ circuitos no redundantes {C1,...,C!} en Y (y por tanto
también en X) tal que

v=Je.
j=1

Los (' son un sistema maximal de circuitos no redundantes en X y apli-
cando el Corolario [2.40| se tiene que

v-Ue- U c-x
j=1

CGCM|X

Esto es una contradiccion ya que Y # X. Hemos probado por tanto que X
es minimal en V. O

Recogemos algunas de las consecuencias inmediatas de este teorema en los
siguientes corolarios.
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Corolario 4.5. Sea M una matroide sobre el conjunto base E y sea X C F.
Entonces

1, siX =0,
fox = { 0, en caso contrario (M

(IT)

3 1, si X es un circuito,
LX = .
’ 0, en caso contrario.

Ademds, la resolucidn tiene exactamente longitud k = |E|—r(M), es decir,
Ny # 0 pero N; = 0 para ¢ > k.

Demostracion. Las expresiones y son inmediatas del Teorema .
Ademés, existe un X C F tal que | X| —r(X) = |E| — r(M), en particular
basta tomar X = E, por lo tanto Ny, # () pero no existe ningiin X C F tal
que n(X) > |E|—r(M), ya que la funcién de nulidad es mondtona creciente,
luego N; = () para i > k. O

Corolario 4.6. El conjunto de circuitos de una matroide M sobre E queda
determinado por los nimeros de Betti N'Fl-graduados en grado de homologia
1. Mds precisamente, se tiene que

Cu={XCE: Bix #0}.

Probamos ahora el resultado anunciado al principio de este trabajo. El
siguiente teorema da la relacion que existe entre los pesos de Hamming ge-
neralizados que hemos definido para una matroide y los nimeros de Betti
N-graduados que aparecen en la resolucion del anillo de Stanley-Reisner aso-
ciado.

Notacién. Recordemos que dada una matroide M sobre un conjunto base
E, habiamos definido sus pesos de Hamming generalizados como:

di=min{|X|: X CFE,|X|-r(X)=1}

Teorema 4.7. Sea M una matroide sobre el conjunto base E. Los pesos de
Hamming generalizados vienen dados por

d; =min{d: f;q#0} para i=1,... |E|—r(M).
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Demostracion. Sea X minimal tal que n(X) = i. Por el Teorema [4.4] se tiene
que B; x # 0, lo cual implica que 3; 4, = ;x| # 0. Se tiene por tanto que

d; > min{d : ;4 # 0}.

Sea ahora d el minimo tal que §; 4 # 0. Existe un X C E tal que |[X|=d
con 3; x # 0. Por el Teorema , X es minimal en V;, en particular, n(X) =
|X| — r(X) =i. Se tiene por tanto que

d; <|X|=d=min{d: B;q#0}.

4.1. Ejemplos de calculo

Esta seccion estd integramente dedicada a ejemplos de célculo. En primer
lugar, veremos un ejemplo de como aplicar el Teorema para calcular los
pesos de un codigo C. Posteriormente, veremos que el reciproco de dicho
teorema no es cierto, en el sentido que pueden existir matroides con la mis-
ma jerarquia de pesos pero sus nimeros de Betti sean distintos. Finalmente,
estudiaremos un ejemplo donde quedara también patente que los pesos ge-
neralizados no pueden deducirse de los niimeros de Betti globales.

Ejemplo 4.8. En este primer ejemplo vamos simplemente a calcular los pesos
de Hamming generalizados de un cédigo C dado utilizando los niimeros de
Betti.

Consideremos el cédigo C de tipo [6, 3] que tiene como matriz de control

011100
H=1101011
1100 00
La matroide M asociada a dicha matriz de control tiene como conjunto de

bases y circuitos, respectivamente,

By ={{1,2,4},{1,2,5},{1,2,6},{1,3,4},{1,3,5},{1,3,6},{1,4,5},
{1,4,6},{2,3,4},{2,3,5},{2,3,6},{2,4,5},{2,4,6}},

Car = {{5,6},{3,4,6},{3,4,5},{1,2,3,4}}.

Por tanto el ideal de Stanley-Reisner asociado es

I = (21290324, T3X4T5, T3TaZs, T5T6).
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Utilizando SageMath, podemos calcular la resolucion minimal para el anillo
de Stanley-Reisner asi como los niimeros de Betti, obteniendo asi

0—= S(—6) —= S(—4)2 @ S(~5)2 —= S(~2) ® S(—3)% & S(—4)

S S/ Iy 0.
4 4 1
11 - -
212 2 -
301 2 1

Cuadro 4.2: Diagrama de Betti de M.

Observando el diagrama de Betti podemos concluir que
(d17 d27 d3) = <2a 47 6)

&

Ejemplo 4.9. Este ejemplo permite ver que pese a que dos matroides tengan
la misma jerarquia de pesos, sus nimeros de Betti pueden ser diferentes.

Consideremos los c6digos C; y Cq sobre Fy de tipo [4,2] con matrices de
control, respectivamente,

1011 1001
Hl_(0111)’H2_(0110)'

Las matroides M; y M, asociadas a dichas matrices de control tienen como
conjunto de bases, respectivamente,

Bar, = {{1,2},{1,3},{1,4},{2,3},{2,4}},
BM2 = {{17 2}7 {17 3}7 {27 4}7 {37 4}}
Para cada una de ellas, el conjunto de circuitos es

Cor, = {{17 2, 3}7 {1> 2, 4}7 {37 4}}7
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Car, = {{1,4},{2,3}}.
Los ideales de Stanley-Reisner asociados son por tanto
Iy, = <$1$2$37$1$2$4,$3$4>,
Iy, = (@124, T23).

Utilizando SageMath, podemos calcular los diagramas de Betti para las
dos resoluciones.

Fi: 0——>S(—4)2— > S(—2)® S(-3)? —> S — = S/Iny, —0,

Fo: 0—>5(—4) —= S(=2)2 —> 85— §/I;, —0.

N —| W
(NN V)

1
2

Cuadro 4.3: Diagrama de Betti M;.

2 1
112 -
21- 1

Cuadro 4.4: Diagrama de Betti M,.

Podemos ver en los diagramas de Betti que los numeros de Betti N-
graduados no coinciden, pese a que la jerarquia de pesos es la misma, en
este caso, (di,ds) = (2,4). &

Ejemplo 4.10. El ejemplo que vamos a poner a continuaciéon permite ob-
servar que dos cédigos diferentes con los mismos ntimeros de Betti globales
pueden tener jerarquias de pesos distintas.

Consideremos los cédigos C; y Cy sobre F5 que tienen como matrices de
control, respectivamente,

1401 2000
H1_<0110)’H2_(0243)'
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Las matroides M; y M, asociadas a dichas matrices de control tienen los
siguientes conjuntos de circuitos:

CMl = {{174}7 {17273}7 {27374}}7
CM2 = {{27 3}7 {274}7 {37 4}}

Los ideales de Stanley-Reisner asociados son
IM1 = <£B1Qf4, T1T2X3, [L’QIE3$4>,
Iy, = <$2$3,$2$47$39€4>-

Utilizando SageMath, podemos calcular los diagramas de Betti para las
resoluciones correspondientes, obteniendo

N | W
DO N

1
2

Cuadro 4.5: Diagrama de Betti M,

3 2
113 2
2. -

Cuadro 4.6: Diagrama de Betti M,

Podemos ver que ambos cédigos tienen como numeros de Betti globales
(1,3,2), sin embargo, la jerarquia de pesos es diferente. C; tiene como pesos
(2,4) mientras que Cs tiene (2, 3). &

4.2. Caracterizacion de los céodigos MDS

Los teoremas de este capitulo no solamente ofrecen un algoritmo para el
calculo de los pesos de Hamming generalizados de un c6digo, sino que también
conllevan numerosas consecuencias de caracter mas tedérico. En esta seccién
nos gustaria destacar el hecho de que estudiando la resolucion del anillo de
Stanley-Reisner asociado al complejo simplicial formado por los conjuntos
independientes de la matroide asociada a un coédigo podemos determinar si
el cédigo es MDS.
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Sea C un cédigo lineal de tipo [n, k]. Recordemos que los cédigos satisfacen
la siguiente cota, como ya vimos en [L.17]

Teorema 4.11. Sea C un cddigo lineal de tipo [n, k], se cumple que

d,(C) <n—k+rpara todor =1,... k.

Definicién 4.12. Se dice que un codigo C es r-MDS sid, =n —k +r.

Observacién. Siun cédigo es -MDS, entonces también es --MDS para todo
1 =1,...,k. En efecto, supongamos que C es un codigo r-MDS. Se tiene
entonces que d, = n — k + r. Ahora, por la monotonia de los pesos (1.16) y
la cota de Singleton generalizada (1.17)), se tiene que

n—k+r=d.<d 1 <n—k+r+1,

porloqued,,1 =n—k+r+1.

Antes de dar el resultado de caracterizacion de cédigos MDS vamos a dar
algunas definiciones que se enmarcan dentro de la teoria de resoluciones de
moédulos.

Notacién. Consideremos F una resolucién libre graduada de U, un R-mdédu-
lo graduado finitamente generado,

dy do

F:. .- Fz Fi,1 F1 F(] U 0.

Vamos a denotar por ¢;, el nimero de copias de R(—p) que hay en Fj.
Notemos que si la resolucién es minimal, ¢;, coincide con los nimeros de
Bettl, ﬁi,p-

El conjunto de desplazamientos i-ésimos es {p : ¢;,, # 0}. Vamos a denotar
por v; y p;, respectivamente, a:

vi=min{p: ¢, #0} y p; =max{p: ¢, # 0}.

Definicién 4.13. Con la notacién anterior, se dice que F es una resoluciéon
pura si para cada 7, el numero de desplazamientos i-ésimos es un Unico
numero, que denotamos p;, es decir, v; = u; = p;.

Una resolucién pura F es g-lineal si existe un nimero g tal que p; = ¢+ 1,
para cada .
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Las definiciones dadas en 4.13|se pueden expresar en términos de anulacién
de los niimeros de Betti en el sentido de la siguiente proposicién. (Ver [Peel(),
Prop. 17.5]).

Proposicién 4.14. Sea F una resolucion libre graduada de un R-mddulo
graduado finitamente generado.

» F es pura si y solo si para cada i existe un nimero p; tal que ¢;; = 0
para j # p;.

» F es g-lineal si y solo si c;j =0 para cada j # q + 1.

Notemos que si F es minimal, el resultado es vdlido intercambiando c; j por
los niimeros de Betti, 3; ;.

Lema 4.15. Sea C un cddigo lineal de tipo [n,k]. Consideremos M[H] la
matroide asociada a una matriz de control H de C. Entonces M[H| no tiene
itsmos si y solo si el codigo C es no degenerado.

Demostracion. Denotemos por M = M[H] la matroide asociada a una matriz
de control. Sabemos entonces que M se corresponde con la matroide asociada
a una matriz de control del codigo dual, o equivalentemente, a una matriz
generatriz de C. Por otra parte, por el lema[d.2] M tiene un itsmo si y solo si
M tiene un bucle. Un bucle en la matroide asociada a una matriz generatriz
se corresponde con una columna de ceros, luego existe una posicion en la que
todas las palabras de C son nulas, esto es, C es degenerado. O

Observacion. Observemos que un cédigo de tipo [n, k| es k-MDS, es decir,
d = n, si y solo si C es no degenerado, o equivalentemente, si y solo si M
no tiene itsmos.

Teorema 4.16. Para la resolucion (4,1)), y considerando la matroide M
asociada a una matriz de control H de un cddigo lineal C de tipo [n, k],
se tiene que C es h-MDS si y solo si la parte

d

0 F, Frq o e Fy,

de la resolucion es (n — k)-lineal y M no tiene itsmos.

Demostracién. En primer lugar, el Corolario [4.5] afirma que N; = () para
cada i > k = |E| — r(M), por lo tanto, 5;; = 0 para todo j y para i > k.
Por otra parte, el Teorema [£.7) establece que d;, = n — k + h si y solo si
Bi; =0para j <n—k+h, vy Binrk+n 7 0. Sabemos que si un cédigo es
h-MDS lo es también para los pesos de érdenes més altos luego 3; ; # 0 para
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j=n—k+h,...,n—k+k =n. Puesto que no existe ninguna base con mas
de n elementos, se tiene ademés que S ; = 0 para j > n. Pongamos

vi=min{j: Bi; #0} vy p=méx{j: B; # 0}

Por el Teorema 4.7, v; = d;. Hemos probado que vy = pur = n si y solo si
dr = n. Por [Sta07, Th. 3.4, page 92] y [BH95, Prop. 1.1], los p; son una
sucesion estrictamente creciente. Si M no tiene itsmos, dp = n y, por tanto,
pi < pg—(k—1i) =n—k+1iy por tanto ; ; = 0 para j > n —k +i. Queda
asi probado el resultado gracias a la caracterizacion para resoluciones lineales
que explicamos en la Proposicion 4.14} O

Corolario 4.17. Con la notacion del teorema anterior, C es un codigo MDS
sty solo si la resolucion completa es (n — k)-lineal y C es no degenerado.

Demostracion. Es un caso particular del teorema anterior tomando h = 1.

]

4.2.1. Ejemplos

Para finalizar, dedicamos esta seccién a estudiar algin ejemplo de cédigo
MDS utlizando el Teorema [4.16]

Ejemplo 4.18. Vamos a considerar el cédigo C de tipo [5, 3] sobre F5 que
tiene como matriz de control

11111
H= (0 1 2 3 4) ’
La matroide M asociada tiene como conjunto de circuitos los 10 subconjuntos

que tienen 3 elementos de entre E = {1,2,3,4,5}.

Utilizando SageMath, podemos obtener el diagrama de Betti de la resolu-
cién

|10 15 6
11 - - -
2110 15 6
3 - - -

Cuadro 4.7: Diagrama de Betti de M.
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La jerarquia de pesos dada por los numeros de Betti N-graduados es
(dy,dy,d3) = (3,4,5). El c6digo es por tanto MDS. Si nos fijamos en el
diagrama de Betti, podemos observar que la resolucién es (n — k) = 2-lineal
en el sentido de la Definicién .13



Conclusiones

Hemos visto que a cada cédigo lineal de tipo [n, k] le podemos asociar la
matroide correspondiente a una de sus matrices de control. La familia de
conjuntos independientes de dicha matroide forman un complejo simplicial
A, para el cual podemos definir su anillo de Stanley-Reisner, S/Ix. Este
anillo tiene una resoluciéon libre minimal como N"-médulo graduado. Para
esta graduacion existen tres conjuntos de niimeros de Betti: los nimeros de
Betti globales, los N-graduados y los N"-graduados.

Los numeros de Betti N"-graduados determinan M ya que §3; x # 0 siy
solo si X es un circuito de la matroide. Este es el contenido del Corolario [4.6]

Los ntimeros de Betti N-graduados determinan la jerarquia de pesos de la
matroide M en el sentido del Teorema resultado principal de la presente
memoria. Como ejemplo de célculo hemos aportado [4.8]

Por tltimo, los nimeros de Betti globales no determinan la jerarquia de
pesos de la matroide. En el Ejemplo [4.10] presentamos dos cédigos con los
mismos numeros de Betti globales pero distinta jerarquia de peso. No es cierto
tampoco que la jerarquia de pesos determine los nimeros de Betti globales,
como se puede ver en el Ejemplo 4.9,

Los resultados mostrados en este trabajo permiten construir un algoritmo
para calcular los pesos de Hamming generalizados de un c6digo, en particu-
lar, permiten calcular su distancia minima, el cual es unos de los principales
problemas que aborda la teoria de codigos. Este algoritmo se divide funda-
mentalmente en los siguientes pasos.

= Paso 1. Determinar la matroide asociada a la matriz de control del
codigo. En particular, necesitaremos los conjuntos dependientes mini-
males ya que con ellos podemos formar el ideal de Stanley-Reisner.

= Paso 2. Determinar el anillo de Stanley-Reisner a partir de la matroide
obtenida en el paso 1.

69



= Paso 3. Calcular los nimeros de Betti N-graduados del anillo de Stanley-
Reisner.

= Paso 4. Encontrar la distancia minima a partir de los niimeros de Betti
obtenidos utilizando el Teorema 4.7
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