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INTRODUCCION

En este trabajo, nos sumergimos en la teoria de c6digos correctores, que son codigos utili-
zados para tratar la informacion de una manera que permita corregir posibles errores, esto
se consigue afiadiendo informacién adicional derivada de la original. El estudio estaré fo-
calizado en los c6digos Reed-Solomon, una familia de c6digos ampliamente utilizados en
aplicaciones cotidianas como DVD y cédigos QR, lo que subraya su relevancia prictica

(1 2]

Comenzamos introduciendo los aspectos mds bdsicos de la teoria de codigos correctores
en el capitulo 1. Dado que es una asignatura del grado, no se entra en gran detalle, sin
embargo se incluye con la intencién de crear un texto lo mas autocontenido posible. Ade-
mads debido a que personalmente no cursé esa asignatura, estos contenidos son parte del
estudio que se ha realizado para este trabajo.

Seguiremos, en el capitulo 2, presentando los codigos de Reed-Solomon. Como veremos,
estos codigos son el resultado de evaluar polinomios en unos valores determinados. Ex-
ploraremos sus propiedades esenciales y un algoritmo de decodificacion simple. Ademas,
en el capitulo 3, examinamos la clase mds comun dentro de esta familia: los codigos Reed
Solomon ciclicos y como estin conectados con los codigos BCH.

Luego, nos dedicamos, durante el capitulo 4, a un algoritmo de decodificaciéon més efi-
ciente desde el punto de vista algoritmico: el algoritmo de Berlekamp-Massey. Durante
este capitulo, para entender este algoritmo se presenta otro relacionado, el algoritmo de
Peterson; ademds se definen las recurrencias lineales y se obtienen resultados sobre ellas.

Continuamos, en el capitulo 5, analizando algoritmos que buscan una capacidad de correc-
cién superior a la proporcionada por la distancia minima, especificamente los algoritmos
de decodificacion con lista. A través de este estudio, también examinamos las circunstan-
cias en las que es factible lograr una decodificacion tnica. Este enfoque ampliado aporta
una comprension mds profunda de la estructura inherente a un c6digo corrector. Para los
codigos de Reed-Solomon se detallan los algoritmos de Sudan y de Sudan-Guruswami.

Sin embargo, el enfoque final del trabajo, se dirige hacia los c6digos producto, que cam-
bian la perspectiva secuencial con la que se suele tratar la informacién disponiéndola en
cambio de manera matricial y aplicando un cédigo a las filas y otro a las columnas. En el
capitulo 6, describimos sus propiedades y destacamos dos algoritmos para su decodifica-
cion: uno basado en la decodificacion con lista y otro a través de un enfoque iterativo. En



este capitulo veremos también los detalles de como se utilizan estos c6digos en dispositi-
vos de almacenamiento 6ptico (CD,DVD).

Una de las motivaciones principales para la eleccion de este tema es su utilidad practica,
lo que ha permitido realizar este trabajo en conjunto con el correspondiente del grado en
ingenieria informética. Por ello dedicamos el dltimo capitulo, el capitulo 7, a comentar las
implementaciones de los algoritmos presentados que se han utilizado a lo largo del texto
para proporcionar ejemplos. Ademds en este capitulo se incluye también un estudio de
la capacidad correctora del algoritmo iterativo de manera experimental. Para estas imple-
mentaciones se ha utilizado python con la libreria galois [3]] que simplifica los cédlculos
en cuerpos finitos.

La referencia bésica para este trabajo ha sido la segunda edicién del libro A course in
error-correcting codes de Justesen y Hgholdt [4]], principalmente en los capitulos 4, Reed-
Solomon Codes and Their Decoding; 5, Cyclic Codes;y 9, Decoding Reed-Solomon and
BCH Codes. Este libro ha sido esencial para introducirme en el tema y creo que me-
rece una mencién especial. Por otra parte en cada seccidn especifica se mencionan las
publicaciones originales y otras fuentes de referencia, que consisten en articulos y tesis
doctorales, que han sido necesarias para profundizar en los temas tratados.

Me gustaria acabar la introduccién en una nota mds personal, exponiendo cémo fue sur-
giendo la necesidad de incluir cada uno de los capitulos. Después de finalizar este trabajo
puedo decir que he pasado de poder dar una definicion imprecisa de lo que son los cddi-
gos correctores a, creo, entenderlos suficientemente como para poder afrontar el estudio
de cualquier tema especifico dentro de este drea. Para estudiar los cédigos producto, he
tenido que pasar por conceptos necesarios para ello, y a su vez por conceptos necesarios
para estos ultimos, etc. En este proceso he aprendido mucho no solo del producto de c6di-
gos Reed-Solomon, si no, como digo, lo necesario para encarar con seguridad la literatura
sobre codigos correctores en general. Con este texto tengo la intencion de que un posible
lector me siga en el itinerario que fui descubriendo y pueda llegar al punto en el que estoy
yo, ahorrdandole algin esfuerzo.

Todo empezo6 con la idea de replicar una presentacion visual de la codificacion usada en
DVDs, debida a Hgholdt y publicada en su web [S]], pero que lamentablemente ya no esta
disponible. En esta pagina se podia aplicar el algoritmo de decodificacién repetidamente
sobre una imagen corrupta, mejorando cada vez el resultado. Esta es la idea del algoritmo
iterativo, y motiva las preguntas sobre su capacidad correctora.

Para entender mejor los c6digos producto, comencé con una tesis que proponia un algo-
ritmo basado en decodificar con lista [6]. Esto justifica la necesidad del capitulo quinto,



donde se presentan estos algoritmos.

Por otra parte, un algoritmo de decodificacién que estaba disponible en la libreria utiliza-
da para la implementacion del algoritmo iterativo es el de Berlekamp-Masey, asi que me
propuse entenderlo antes de usarlo, lo que dio lugar al cuarto capitulo.

Observé también que estos algoritmos en ocasiones se mencionaban como algoritmos de
decodificacién de cédigos BCH en vez de algoritmos de decodificacién de Reed-Solomon.
(Qué eran los cddigos BCH y qué relacion tenian con los c6digos Reed-Solomon? Esta
pregunta fue el germen del tercer capitulo, los cddigos Reed-Solomon ciclicos, que con-
cluye relaciondndolos con los c6digos BCH y estudiando alguna de las propiedades de
estos. Para esto fue necesario también estudiar conjuntos ciclotémicos.



1. RESULTADOS GENERALES DE CODIGOS CORRECTORES

En este cdpitulo presentamos definiciones y resultados bdsicos sobre c6digos correctores
con el fin de que el documento sea autocontenido y preciso. Sin embargo no se incluye la
prueba de alguno de los resultados enunciados ya que existe una asignatura del grado con
estos contenidos (Codigos Correctores). El propdsito del capitulo es servir como base y
no ser exhaustivo.

1.1. Definiciones basicas

El escenario que nos vamos a plantear recurrentemente es el de una palabra de n simbolos
que se recibe a través de un canal no fiable, que puede introducir errores. El objectivo del
cddigo corrector es permitir la correccion de estos errores. Los simbolos serdn elementos
del alfabeto X.

Canal no
fiable

Figura 1.1: Contexto de los cédigos correctores. Se envia una palabra ¢ y se producen
errores en la comunicacion para resultar en la palabra recibida r.

Definicion 1. (Cédigo Corrector) Un cédigo corrector C de longitud 7, sobre un alfabeto
X es un subconjunto de X"
ccy

Un cédigo corrector no es mds que un subconjunto de todas las posibles palabras

A la hora de codificar se consideran bloques de k simbolos de informacion, y se necesita
una funcién que envie vectores de longitud k a palabras del c6digo (de manera inyectiva),
una funcién de este tipo es una codificacion. Si en los primeros k simbolos se mantienen
los simbolos de informacidén decimos que tenemos una codificacion sitematica. En este
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caso los restantes n — k simbolos los llamamos simbolos de redundancia o paridad.

Esto permite la correccidn de errores ya que la palabra enviada es una de las del cédigo y
en caso de errores la palabra recibida quedara fuera de este, si el error es razonablemente
pequeio la palabra enviada se parecera a la palabra recibida, es decir se encontraré cerca-
na a la recibida y podemos corregir tomando la palabra mas cercana.

Para determinar cual es la mas cercana, la distancia mas comunmente usada en este con-
texto es la distancia de Hamming.

Definicion 2. (Distancia de Hamming) Sean a, b € ¥". La distancia de Hamming entre a
y b, d(a, b), es el nimero de indices en que difieren.

d(a,b)y =i €{l1,2,...,n}: a; # b;}|

Ejemplo 1. Para hacer que un mensaje resista errores podemos afiadir redundan-
cia, la manera mas directa de hacer esto es repetir varias veces el mensaje. Esto
resulta en el tipo mas sencillo de cédigo, el que sus palabras son las que tienen el
mismo simbolo en todas sus coordenadas.

Consideremos el codigo C = {(0,0,0),(1,1,1)} C Fg si recibimos la palabra
r = (0,1, 1) podemos comprobar que d(r, (0,0,0)) =2y d(r,(1,1,1)) = 1 luego
concluimos que se envi6 la palabra (1, 1, 1).

Esto es equivalente a comprobar qué simbolo tienen la mayoria de coordenadas.
Usaremos este codigo para ejemplificar los conceptos expuestos en lo siguiente.

Los c6digos mads utilizados son aquellos construidos sobre cuerpos finitos, es decir aque-
llos para los que su alfabeto es un cuerpo finito. En estos casos también se tiene la nocién
de peso de Hamming, que seria la norma asociada a la distancia de Hamming.

Definicion 3. (Peso de Hamming) Sean a € F;. El peso de Hamming de a, w(a), es el
numero de elementos no nulos de a.

w(a) =da,0)={ie{l,2,...,n}:a; # 0}

Se suele usar este concepto a la hora de hablar del vector de errores e que es la diferencia
entre la palabra recibida r y la palabra enviada c. Vemos por lo tanto en la figura[I.1] la
expresion r = ¢ + e, que utilizaremos recurrentemente.



Ejemplo 2. En el ejemplo anterior o bien se introdujo 1 error a la palabra enviada,
con lo que el vector de errores seria e = (1,0,0) que tiene peso de Hamming
w(e) = 1; o bien se introdujeron 2 errores y se corrigié de manera incorrecta
ya que la mayoria de simbolos serian incorrectos, en este caso e = (0,1,1) y
w(e) = 2.

1.2. Cédigos lineales

Los c6digos mas comunes y los mds utiles son una subclase de esta definicion tan general.
Se toma como alfabeto un cuerpo finito IF, y los codigos correctores se construyen como
subespacios vectoriales de F}. En lo siguiente trataremos exclusivamente con esta clase
de cddigos.

Definicién 4. (Cédigo Corrector Lineal). Un cédigo corrector lineal (n, k) sobre un cuerpo
F, es un subespacio vectorial de dimension k del espacio vectorial [Fj. Decimos que k es
tambien la dimension del cédigo y coincidiendo con la definicion general, n es la longitud
del cédigo.

Ejemplo 3. C es lineal, es un subespacio de dimensién 1 de F, generado por
(1,1, D).

1.3. Distancia minima

Como ya hemos dicho la idea general detrds de la correccién es buscar la palabra del
codigo que diste menos de la palabra recibida, por ello para tener buenas propiedades de
correccion las palabras del c6digo deben destar separadas unas de otras. Con esta idea
definimos la siguiente propiedad:

Definicion 5. (Distancia Minima) La distancia minima d, de un c6digo C es la minima
distancia (de Hamming) entre dos palabras cualesquiera.

d = min{d(a,b) : a,b € C}

Esto significa que dos palabras del c6digo cualesquiera diferirdn en al menos d posiciones.



Usamos la notacién C[n, k, d] para referirnos a un cédigo corrector con longitud 7, dimen-
sién k y distancia minima d, resumiendo asi sus pardmetros.

Ejemplo 4. La distancia minima del cddigo de los ejemplos anteriores es 3, en
general el codigo resultante de repetir n veces un simbolo es un cédigo [, 1, n].

La importancia de la distancia minima reside en que de ella depende el nimero de errores
que puede corregir.

Teorema 1. (Capacidad correctora) Un cédigo con distancia minima d puede detectar

hasta d — 1 errores y corregirt = [%J

Esto ultimo se debe a que dos bolas centradas en palabras del cdigo de radio ¢ tienen
que ser disjuntas por virtud de la distancia minima, por lo tanto si se producen ¢ errores
la palabra recibida pertencerd a una dnica bola de este radio, la centrada en la palabra
enviada.

Decimos que ¢ es la capacidad correctora y que el cédigo es 7-corrector.

Las propiedades de linealidad de un cddigo nos permiten calcular de una manera mas
sencilla el valor de d:

Teorema 2. Si C es un cédigo lineal y d su distancia minima, entonces
d = min{w(c) = d(c,0) : ¢c € C\ {0}}.

Es decir la distancia minima es el menor de los pesos (de Hamming) de todas las palabras
no nulas del cédigo.

La distancia minima depende a su vez de la longitud y dimensién del cédigo. Podemos
dar una cota superior en funcién de n y k, la cota de Singleton:

Teorema 3. (La cota de Singleton) Sea C|n, k,d] un codigo, se cumple
d<n-k+1
Vamos a probar esta cota, sea C C FZ, consideremos la siguiente aplicacion lineal entre
dos espacios vectoriales:
. n—d+1
f:C - F

(c1,¢2,...,¢n) P (C1,Ca5 o, Cogat)



Es decir la aplicacion trunca las palabras del c6digo, elimininando los dltimos d—1 simbo-
los. Como todas las palabras se diferencia en al menos d simbolos entonces la aplicacion
es inyectiva. Esto significa que la dimensién del espacio de salida tiene que ser menor o
igual que la dimension del espacio de llegada, esdecir, k <n—-d+1 = d<n-k+1.

Ejemplo S. Para C la cota de Singleton es una igualdad, en este caso decimos
que un codigo es MDS, Maximum distance separable.

1.4. Matriz generadora y matriz de control

Una manera de obtener una codificacion es interpretando los k£ simbolos como las coor-
denadas en una base del cdigo (que recordamos es espacio vectorial). Este enfoque se ve
en las matrices generadoras:

Definiciéon 6. Matriz generadora. Una matriz generadora G de un cédigo C[n, k], es una
matriz (k, n) cuyas filas forman una base del cédigo (son linealmente indeprendientes).

Obtenemos una codificacion a partir de la matriz generadora de la siguiente manera:
F, =-C

u+— uG.

Una matriz generadora que resulte en una codificacion sistematica serd de la forma
G=(A4)

siendo 7 la matriz identidad (k, k) y A una matriz (k,n — k). Todo cédigo lineal, salvo per-
mutacion, tiene una matriz generadora sistematica.

Ejemplo 6. La matriz generadora de C es simplemente
G=(,1,1)

Y la codificacion dada (que es sistemadtica) es la que repite el simbolo de mensaje
3 veces, es decira € F, — aG = (a,a, a).

Ahora nos centramos en el problema de comprobar si una palabra pertenece al c6digo. El
subespacio de dimension & en el espacio de dimension n se puede definir mediante un con-
junto de n—k ecuaciones implicitas. Estas ecuaciones se pueden poner en forma matricial:



Definiciéon 7. Matriz de control. Una matriz de control H para un cédigo C[n, k] es una
matriz (n — k, n) tal que
ceC & Hc' =0

Es decir, las filas de la matriz de control forman una base del espacio ortogonal al c6digo.

Ejemplo 7. Una palabra (x;, x,, x3) de C cumple
X1 = X

X1 = X3

Luego una matriz de control seria
1 10
H =
(1 0 1)

Nos interesa también conocer el valor Hr! cuando no es 0, en este caso se ha introducido

un error, r = ¢ + e, y entonces
H(c+e)l = He' + He' = He'.

Es esta la propiedad interesante, este valor no depende de la palabra original, solo del
error y se puede utitlizar para caracterizarlo en los casos en que sea corregible. Por ese
motivo es clave en muchos métodos de decodificacion. Este valor es el sindrome:

Definicion 8. Sindrome. Sea H una matriz de control para un c6digo C[n, k] y r € F;. El
sindrome de r viene dado por
s=Hr"

Ejemplo 8. Veamos que los sindromes caracterizan los errores corregibles por
C.

Los tres errores corregibles (C es 1-corrector) son e¢; = (1,0,0), e; = (0, 1,0),
ez = (0,0, 1) y sus sindromes son

Hel =(1,1)"
Hel = (1,0
Hel = (0,1)"

Usando el sindrome se puede corregir. Si recibimos la palabra r = (0, 1, 1) vemos
que su sindrome es Hr’ = (1, 1) y concluimos que el error que se ha producido
hadesere;,esdecirc=r—e; =(1,1,1).




1.5. Cédigos de Hamming

Introducimos este tipo de c6digos para ilustrar con un ejemplo no trivial, pero sencillo,
los conceptos definidos en el capitulo.

Los cédigos de Hamming deben su nombre a R.W. Hamming que en los describié en
1950, en la publicacion Error Detecting and Error Correcting Codes para Nokia Bell
Labs donde trabajaba. [[7]. En esta publicacion también se define originalmente la distan-
cia de Hamming.

Estos cdédigos son binarios, construidos sobre F,. La idea es afiadir simbolos (bits) que
sean la suma de simbolos en otras posiciones, a esto se le llaman bits de paridad. Se eli-
gen las posiciones que cubre cada uno de los bits de paridad de manera que el error pueda
ser caracterizado. Trataremos con el caso concreto [7, 4], dando una codificacién sistema-
tica.

En este caso se tienen 3 bits de paridad p,, p,, p; para 4 bits de informacion a,, a,, as, as.
Se calculan los bits de paridad de la siguiente manera

pr=a+a+ay
p2=a;+as+ay

p3=ax+asz+ay

Esto permite la correcién ya que si solo uno de los bits de paridad es incorrecto en la
palabra recibida, ese bit contiene el error; en otro caso si mds de un bit de paridad es
incorrecto se puede determinar qué bit de informacion contiene el error.

2\

Figura 1.2: Qué bit contiene el error segun resultados incorrectos para mas de un bit de
paridad.
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Ejemplo 9. Se recibe la palabra (ay, a,, as, as, p1, p2, p3) = (1,1,1,1,0,0, 1). Se
calculan los bits de paridad a partir de las 4 primeras posiciones de informacién
y se comparan con los valores recibidos en las 3 dltimas.

pr=ata+ay =1+1+1=1
Pr=aitasta; =1+1+1=1 (1.1)

p3=day +as+ay =1+1+1=1

con lo que hay discrepancia en los bits p;, p, y de esto podemos concluir que
se ha producido un error en el bit de informacién a;. La palabra corregida es

0,1,1,1,0,0, 1).

El cddigo es lineal ya que los bits de paridad de la suma de dos palabras serd la suma de
los bits de paridad de cada una.

La distancia minima es 3 ya que cambiar un bit de informacién hace que cambien al
menos 2 bits de paridad, (d > 3); y existen palabras de peso 3 como (1,0,0,0,1,1,0),
(d < 3). Entonces el cddigo es 1-corrector, como hemos podido comprobar.

Vamos a calcular la matriz generadora. La codificacién de los vectores de informacion
(1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0, 1) resultard en una base del cédigo, en las filas
de una matriz generadora:

1000110

0100101
G =

0010O0T11

0001111

Y podemos obtener una matriz de control simplemente expresando las ecuaciones[I.1]de
manera matricial:

1101100
H=|1 0110120
01 11001

De esta manera el sindrome indicard qué bits de paridad son incorrectos, que como ya
hemos visto caracteriza el error.
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Ejemplo 10. Se recibe la palabrar = (1,1, 1, 1,0,0, 1). Calculemos su sindrome.

Hr! =

O = =

Esto nos dice que hay un error en las ecuaciones para el primer y segundo bit de
paridad y podemos determinar el error. Podemos comprobar que este sindrome
coincide con el sindrome del error:

1
H(1,0,0,0,0,0,0)" =1
0

Y por tanto de decodifica r por (0,1,1,1,0,0, 1).
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2. CODIGOS REED SOLOMON

A lo largo este capitulo seguiremos [4] para presentar los cédigos de Reed-Solomon. Es-
tos codigos fueron introducidos por Irving S. Reed y Gustave Solomon en 1960 en el
articulo Polynomial codes over certain finite fields (3], su uso es muy extendido y se han
estudiado ampliamente desde esta definicion original.

2.1. Definicion y parametros del cédigo

Definicion 9. (Cédigo Reed-Solomon) Sean xi, ..., x, elementos distintos de un cuerpo
finito IF,. Sea P el espacio de polinomios con coeficientes en I, de grado menor que k < n.
Entonces el c6digo Reed-Solomon [n, k], que denotaremos como RS [n, k], consiste en las
palabras

{FG))s s f(x)) - f € P

Es decir, los mensajes son los polinomios de P, que se codifican mediante la aplicacién
de evaluacion ev. Si tenemos un mensaje consistente en k simbolos de F¥, (aq, . .., ax_1),
podemos asociarlo al polinomio ag + a;x + ... a;_1x*' y codificar este.

ev: P, — IFZ

[ )., f(x).

Esta aplicacion es claramente lineal, por lo tanto el cddigo, que se correponde con su ima-
gen también lo es.

Ademads Ker(ev) = {0} ya que por el teorema fundamental del dlgebra sabemos que un
polinomio no nulo de grado menor que k tiene a lo sumo k — 1 raices, luego su imagen
tiene a lo sumo k — 1 ceros y en particular es no nula. Esto nos permite concluir que la
aplicacion es inyectiva. Se tiene que RS [n,k] = Im(ev) = P, y que la dimensién del
codigo es efectivamente k, ya que P, es un espacio vectorial de dimensién &k (tomando por
ejemplo la base {1, x, x%, ..., x*"!}), y la aplicacién de evaluacién es inyectiva.

Siendo RS [n, k] lineal, la distancia minima d es el menor de los pesos (de Hamming) de
todas las palabras no nulas del cédigo (Ver teorema [2)). Cémo hemos visto, una palabra
no nula tiene a lo sumo k — 1 ceros, por lo tanto su peso es como minimo n — (k — 1), esto
esd > n— (k—1). Pero por la cota de Singleton concluimos que la distancia minima es
exactamente esa. d = n — (k — 1). Los cddigos Reed-Solomon alcanzan esta cota y son
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optimos en este sentido (MDS, Maximum distance separable).

Ejemplo 11. Consideremos el cédigo RS[3,2] ccon elementos en F, y @ un
elemento primitivo con @® + @ + 1 = 0. Para cada polinomio con grado menor
que 2, evaluamos en 1, @, a + 1:
Polinomio 1 a 1+a Palabra
0 0 0 0 (0,0,0)
1 1 1 1 (1,1,1)
a a @ @ (a,a,a)
1+« l+a|l+a|l+a|(l+a,l+al+a)
X 1 a 1+« (1,a,a+1)
1+x 0 1+« a 0,1+ a,a)
a+Xx l+a 0 1 (a+1,0,1)
l+a+x a 1 0 (a,1,0)
ax a 1+a 1 (a,a+1,1)
1+ax 1+« a 0 1+ a,a,0)
a+ ax 0 1 1+« ©0,1,1 + @)
l+a+ax 1 0 @ (1,0, @)
(1+a)x l+a 1 a 1+a1,a)
1+ +a)x a 0 l+a (@,0,1 + @)
a+(1+a)x 1 1+a 0 (1,1 +a,0)
l+a+(+a)x 0 a 1 ©0,a,1)

2.2. Matriz generadora

Las filas de una matriz generadora forman una base del cédigo. La codificacién de cada

k=13 resulta en una base

uno de los elementos de una base de P, como es {1, x, x%,...,x
del cddigo y por tanto una matriz generadora de un cédigo Reed-Solomon con puntos de

evaluacion xj, xo, ..., X, €S

1 1 1
X1 X2 Xn
2 2 2
G = X1 X5 X,
k—1 -1 k—1
xl ‘xlé Xn

De esta manera la codificacion dada por la matriz equivale a evaluar el polinomio asociado
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a la palabra del mensaje. Si u = (ug,uy,...,u—;) entonces considerando el polinomio

asociado u(x) = ug + uyx + -+ - + g X!

uG = (u(xy), u(xa), . .., u(x,))

Ejemplo 12. La matiz generadora del c6digo especificado en el ejemplo [T} cu-
yas filas son la evaluacion de 1 y x, es la siguiente

11 1
G =
[1 a 1+on

2.3. Puntos de evaluacion

La manera més habitual de seleccionar los puntos de evaluacion, es tomando todas las po-
tencias de un elemento no nulo S del cuerpo, y en particular las de un elemento primitivo
«. Esta eleccion proporciona varias ventajas, principalmente que el cédigo resultante en
estos casos es un codigo ciclico, lo que proporciona propiedades adicionales que hacen
que sea mas sencillo trabajar con el cédigo. En el siguiente capitulo veremos esto con
detalle.

Ademas una limitacion de los c6digos Reed-Solomon es tener que elegir n elementos del
cuerpo distintos en los que evaluar un polinomio, con lo que n < g. Esto obliga a trabajar
con cuerpos mas grandes. En el caso de que los puntos sean todas las potencias de un ele-
mento primitivo tendriamos el cddigo ciclico con mayor n posible en ese cuerpo. En ese
caso n = g— 1y los puntos de evaluacién son todos los de F, \ {0} = {@:0<i<g-1}en
un orden determinado por el elemento primitivo particular; la eleccién de otro elemento
primitivo resultaria simplemente en una permutacién del cédigo.

Ejemplo 13. El cédigo especificado en el ejemplo[TT]es de este tipo
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2.4. Decodificacion

Hay distintos algoritmos para decodificar cédigos Reed-Solomon en particular. En esta

seccion vamos a ver un algoritmo que consiste en construir un polinomio en dos variables

que interpole la palabra recibida, y veremos que la palabra original (la mds cercana) se

va a poder calcular encontrando un factor lineal de este polinomio, siempre que se hayan
d-1

producido como mucho ¢ = [TJ errores.

En el contexto de un cédigo RS [n, k], consideramos una palabra del cédigo ¢ que seré el
resultado de evaluar un cierto polinomio f(x) con deg f(x) < k en los puntos adecuados,
es decir ¢ = (f(xy),..., f(x,)). A esta palabra se le introducen a lo sumo 7 errores y resulta
en la palabra recibida r.

El algoritmo se basa en construir un polinomio con coeficientes en el cuerpo F, a partir
de esta palabra recibida que sea de la forma

O(x,y) = Qo(x) + yQi(x)
Y cumpliendo

» O(x;,r))=0, i=1,...,n
n deg(Qp) <n—-1-t=1.

m deg(Q))<n—-1-t—(k—1)=1,.

Si tenemos un polinomio de estas caracteristicas y d(c, r) < t entonces Q(x;, f(x;)) = 0en
al menos n — ¢ puntos ya que f(x;) = r; en todas las posiciones sin error. A partir de esto
podemos concluir que Q(x, f(x)) = 0, ya que si f tiene grado a lo sumo k — 1, entonces
O(x, f(x)) = Qo(x) + f(x)Q1(x) es un polinomio en FF,[x] de gradon — ¢ —1 alo sumo y
solo puede tener n — ¢ ceros si es el polinomio nulo.

Esto nos dice que Q tiene como factor (y— f(x)) por consiguiente, de Qy(x)+f(x)Q1(x) =0

_ 9w
Qi1(x)"

podemos despejar [ =

Veamos que existe un polinomio no nulo que cumple las condiciones anteriores. La pri-
mera condicidén nos da n ecuaciones en los coeficientes del polinomio mientras que los
limites en los grados de los polinomios constituyentes nos dicen de cudntas incognitas dis-
ponemos. Se tiene que Q tiene n— ¢ coeficientes y que Q; tiene n—t—(k— 1) coeficientes,
en total

m-t+(n—t—(k-1)=2n-2t—(k-1)>22n—-(n—-k)—(k-1)=n+1>n.
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Luego el sistema tiene soluciones no nulas ya que el nimero de ecuaciones es estricta-
mente mayor al nimero de incognitas

El sistema en forma matricial resultante de estas ecuaciones es el siguiente

Qoo 0
Qo1 0
Qo2 0
I / .
1 x x? ceo X0 T X rlx% N SR :
2 lo 2 [
I x x5 ... X} n nx nx ... nx Qos| _ |0 o0
Q10 0
2 lo 2 [
I X, x;, ... X Tu FaXy TuX, .. TnXy 011 0
Q12 0
Q1] (O]

El algoritmo se reduce entonces a encontrar una solucion no nula del sistema planteado de
esta manera. Si la palabra recibida esta lo suficientemente cerca como para ser corregida

entonces el resultado serd la palabra generada por f = —g?gi, en otro caso Qp no sera
divisible por Q; y no se podra llevar a cabo la decodificacién o se decodificard incorrec-
tamente.

Algoritmo 1.

Encontrar Qp,Q; una solucién no nula de la ecuacién [2.7],
a partir de la palabra recibida r.

si 0| Qo entonces

J(x) <« =0o(x)/Q1(x)

¢ =(f(x1),..., f(xn)

si d(c,r) <t entonces
| devolver c

en otro caso

| devolver error
fin
en otro caso

| devolver error
fin

El sistema a resolver es de n ecuaciones y por tanto la complejidad de este algoritmo sera
O(n*) (usando un algoritmo estdndar para resolver un sistema lineal). Mds adelante vere-
mos un algoritmo mds eficiente.
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Ejemplo 14. Supongamos que se transmite la palabra (@, @, @) de un cédigo
RS[3,1], con « un elemento primitivo de F; cumpliendo o> = « + 1. Para es-
te codigo los puntos de evaluacién son x; = 1,x, = a,x3 = a + 1.

Los cdédigos de Reed Solomon con k = 1 contienen las palabras con todas las
coordenadas iguales ya que derivan de evaluar los polinomios de grado 0, cons-
tantes. En este tipo de codigos se puede corregir basdndose en una mayoria de
coordenadas pero vamos a usar este ejemplo sencillo para aplicar el algoritmo
suponiendo que durante la transmision se introduce el error (0, 0, 1), resultando
en la palabra recibida (@, @, a + 1).

Los parametros del codigo sonn =3,k =1yt =11luegoly=n—-1-t=1y
Lh=n-1-t-(k-1)=1.

Qoo Qoo 0
1 X1 I nx 1 1 a a
Qoi| _ Qo1| |0
1 xo rn rnx =11 a a a+1 =
Q10 O10 0
1 x3 r3 rx; 1 a+1 a+1 a
011 011 0
Suponiendo Q;; = 1, encontramos la solucién Qy(x) = axy Qi(x) = xy en

efecto f(x) = —Qu(x)/Q1(x) = ax/x = @, que genera la palabra original.
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3. RS Y CODIGOS CICLICOS

Al igual que la propiedad de linealidad permite deducir propiedades y algoritmos ttiles
que no se tendrian en un caso mas general, se puede considerar una clase mas restringi-
da de cdédigos que facilitard el estudio. Ademas veremos que los c6digos Reed-Solomon
mas utilizados son de este tipo. En este capitulo seguimos teniendo a [4] como referencia
principal.

3.1. Conceptos generales de codigos ciclicos

Definicion 10. (Cédigo Ciclico) Un cédigo lineal C es ciclico si para cualquier palabra
¢ =(cg,...,cn1) € C se tiene que

¢= (Cn—l,CO’---’Cn—Z) €eC

3.1.1. Cédigos vistos en espacios de polinomios

El estudio de cédigos ciclicos es mas sencillo si consideramos las palabras del codigo
como polinomios. Asociando (ay, . .., a,-1) aa(x) = ag+a;x+...a,_x"~'. De hecho esta
es una manera alternativa de ver cualquier codigo lineal.

Considerando las palabras como polinomios podemos escribir la palabra permutada de la
siguiente manera

a(xX) = g + apX + A1X° . . . apa X" = xa(x) — ap (X" = 1) (3.1

De esta ecuacidon podemos deducir otra manera util de ver un cédigo ciclico: en el anillo
F,[x]/(x" = 1), ya que permutar equivale en este anillo a multiplicar la palabra por x.

X'=1 = x(ag+aix+. ..a,.1 X" = apx+a X+. . . ap1 X = @y +aox+a; x>+ .. ayo X!
La aplicacién implicita de asociar una palabra del cédigo a un polinomio, bien en P, o
bien en F,[x]/(x" — 1), es inyectiva, lineal y con llegada a espacios de la misma dimension

que [F} y son por lo tanto isomorfismos. Lo que justifica que podamos pasar de un enfoque
a otro.
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3.1.2. Polinomio generador

Desde esta perspectiva polindmica, al igual que hablamos de la matriz generadora de un
cddigo tenemos un polinomio generador.

Definiciéon 11. (Cédigo generado por un polinomio) El cédigo C[n, k] generado por un
polinomio g(x) € F,[x] de gradon — k es

{u(x) € P, u(x) = 0 (mod g(x))} = {a(x)g(x) : a(x) € Py}

La dimension del codigo generado por un polinomio de grado n—k es k ya que P, isomorfo
al codigo considerando la siguiente aplicacién lineal, f(a(x)) = a(x)g(x) € C para a(x) €
P, y suinversa f~!'(c(x)) = c(x)/g(x) € Py para c(x) € C.

Ejemplo 15. Con coeficientes en el cuerpo F, consideramos el cédigo C[4,2]
generado por el polinomio g(x) = (x> + 1).
{(ag + a1 x)(x* + 1) : ag, a; € F,} = {a1%° + apx® + a; x + ay)

Este es un cédigo que repite los 2 simbolos del mensaje y permite dectectar un
error pero no corregirlo, puesto que tiene distancia minima 2 (x?+1 es una palabra

del cddigo con peso 2).

Utilizando esta definicion de polinomio generador podemos caracterizar los cédigos ci-
clicos de la siguiente manera

Teorema 4. Un codigo Cln, k] es ciclico si'y solo si es generado por un polinomio g(x)

que es divisor de x" — 1.

Operando en F,[x], supongamos primero que C[n, k] es generado por g(x), divisor de
x" — 1. Sea a(x) € C, entonces g(x) divide a a(x). Veamos que la palabra permutada
también esta en el codigo.

Refiriéndonos a la ecuacion |3E| para expresar a(x), observamos que g(x) divide a xa(x)
por dividir a a(x) y también divide a (x" — 1) por hipétesis, luego g(x) divide a la palabra
permutada a(x), es decir a(x) estd en el codigo.

Por otra parte si un codigo es ciclico veamos que es generado por un polinomio que sea
divisor de x" — 1. Tomemos g(x) la polinomio ménico de menor grado en C. Esto es siem-
pre posible de manera tnica ya que si existiesen 2 polinomios de estas caracteristicas, su
resta también perteneceria a C y seria de menor grado.

20



Pasamos ahora a operar en F,[x]/(x" — 1), tenemos que xg(x) € C por ser C ciclico, por lo
tanto x*g(x) € C Vs > 0. De esto y la linealidad deducimos que

a(x)g(x) e C Va(x) dega(x)<n—degg(x)

Por otra parte, cualquier palabra del codigo puede expresarse de esta manera. Si a(x) es
una palabra del c6digo, dividiendo tenemos

a(x) = b(x)g(x) + r(x) degr(x) < degg(x)
Hemos visto que b(x)g(x) € C, entonces por linealidad

r(x) = a(x) — b(x)g(x) € C

que contradice el hecho de que g(x) sea la palabra de menor grado del cédigo.

Esto se corresponde con que el codigo sea un ideal de F,[x]/(x" — 1).

C = (g(0) = {a(x)g(x) : a(x) € Fy[x]/(x" = D)}

Ejemplo 16. El cédigo del ejemplo anterior es ciclico ya que su generador (x*+1)
es un factorde (x" — 1) :

==+ D -1
En efecto el resultado de permutar una palabra también esta en el cédigo:

a(x) = (ap + a1x)g(x) = ap + a;x + apx* + a x>

3

a(x) = (a; + apx)g(x) = ay + apx + a1 x> + apx
A partir del polinomio generador se puede encontrar una matriz generadora.

Teorema 5. Sea Cln, k]| un cédigo generado por g(x) = gy + g1 X + ... gni X%, entonces
una matriz generadora es

g 81 -+ 8nk
go &1 e En—k
G = 80 81 -oo 8nk

80 g1 - 8nk
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Como ya hemos visto en otras ocasiones a partir de una codificaciéon se puede obtener
una matriz generadora codificandodo una base del espacio de los mensajes. En este caso
la codificacién viene dada por

Pk -C
a(x) —a(x)g(x)

y por tanto codificando la base usual {1, x, x*, ... , ¥} tenemos la base del codigo repre-
sentada en las filas de G por sus coeficientes.

Ejemplo 17. Para el cédigo de los ejemplos anteriores

1
G = 010
01 01

Y tenemos la codificacién (ag, a;)G = (ayp, a;, ay, ap).

3.1.3. Polinomio de control

También de manera andloga a las matrices de control, podemos hablar de polinomio de
control que caracteriza las palabras del c6digo y da un método para comprobar la perte-
nencia o no al codigo.

Definicion 12. (Polinomio de control) Sea C un cédigo lineal, y g(x) su polinomio gene-
rador. El polinomio de control es

h(x) = (x" - 1)/g(x)

Es decir
(x" = 1) = h(x)g(x)

La propiedad clave de este polinomio es que caracteriza a las palabras del cédigo, visto
en F,[x]/(x" — 1) tenemos

alx) eC = a(x)h(x)=0

Esto se debe a que por ser C generado por g(x) entonces a(x) = b(x)g(x) y a(x)h(x) =
b(x)g(x)h(x) = b(x)(x" = 1) = 0 (mod x" — 1)
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3.2. Codigos Reed-Solomon ciclicos

Teorema 6. Los codigos RS son ciclicos si se toman como puntos de evaluacion todas las

potencias de un elemento no nulo del cuerpo.

Sea 8 € F, tal que ord(B) = n, el c6digo Reed-Solomon correspondiente a estos puntos
de evaluacion es

Cln, k1 = {(fQ), fB), fBD) ..., fFB™) : f(x) € Py}

Para comprobar que este cddigo es ciclico, tomamos la palabra resultante de evaluar un
polinomio f(x) y observamos que se puede construir un polinomio que resulte en la pala-
bra permutada haciendo uso de que " = 1

) =" %

En este caso la palabra resultante es
DB B f B = FE D, DL fB)- . fB)

Como ya se menciond en el capitulo anterior los codigos RS mas utilizados son de esta
forma, normalmente escogiendo un elemento primitivo y en tal caso n = g — 1. De esta
manera tenemos el codigo RS ciclico mds grande posible en un cuerpo dado ya que el
conjunto de los puntos de evaluacion serd en este caso el grupo multiplicativo més grande
del cuerpo.

En lo siguiente consideramos un c6digo RS [n, k] ciclico con puntos de evaluacion las po-
tencias de un elemento S de orden n.

3.2.1. Matriz generadora y de control

Una matriz generadora de un cédigo de este tipo siguiendo la forma general dada en el
capitulo anterior es la siguiente

11 1 ... 1
1 g B ... pr

G = 1 ﬁZ ﬁ4 . ﬁZ(n—l)

k—1 2(k—1 k—1)(n—1
lﬁ ﬁ()--- :8( )(n—1)

Ademads gracias a la estructura adicional de los cédigos ciclicos, podemos dar una matriz
de control
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1 B B ... pr!
2 2(n—1)
we|n H 8

1 B(n—k) ﬁ2(n—k) ﬁ(n—l)(n—k)

Veamos por qué esta es la matriz de control.

Sabemos que las palabras del c6digo son combinacién lineal de las filas de la matriz
generadora, entonces podemos dar una caracterizacion las matrices de control dada una
matriz generadora G. En concreto una matriz H de dimensiones (n — k, n) es de control si
GH™ = 0.

Sea
M = GH" = (m;)1<i<k

1<r<n—k
Vamos a comprobar que esta matriz es nula viendo que se anulan todos sus elementos m;,
que es el resultado de multiplicar la fila i-ésima de G por la fila r-ésima de H, esto es

n n
m;, = Z BEDU=Dgri=D = Z(Bz’—m)u—l)
j=1

=

Observamos que es la suma de los primeros términos de una sucesion geométrica de razon
B~1*", para la cual tenemos que es igual a

(,Bi—1+r)n -1

ya que la razén es distinta de 1:

i—-1+r<k-1+n-k=n-1<n

Como el exponente al que esté elevado S es estrictamente menor que su orden, 814" # 1.

Por otra parte como el orden de 3 es n, (817" = 1 y el numerador se anula, con lo que
tenemos que m;, es 0 para todo i, r y que efectivamente la matriz H dada es una matriz de
control.
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Ejemplo 18. Consideremos un cédigo RS[7,4] en Fg con puntos de evaluacién
las potencias de un elemento primitivo & que cumple a® = o? + 1. En este caso
la matriz de generadora y de control son:

1 1 1 1 1 1 1
G 1 a o? +1 ?+a+l1 a+1 > +a
1 @ lte+l P+ « +1  a+1
1 a?+1 > +a a? a+1 a @ +a+l
1 a o? ?+1 +a+l a+1 > +a
H=|1 o a&*+a+l +a @ > +1 a+1
1 &?+1 @ +a a? a+1 a > +a+1

Se observa que H es una submatrizde G enel casoenquen —k < k— 1.

3.2.2. Polinomio generador

Veamos que el polinomio generador de un cédigo RS [n, k] es el siguiente:

gx)=(x=Bx—-p)...(x=p"™")

Primero, observemos que g(x) divide a otro polinomio a(x) si y solo si a(8’) = 0, Vi =
1,...,(n—k).

Por otra parte multiplicar por H resulta en evaluar el polinomio asociado al vector en las

raices de g(x). De esto podemos concluir que la palabra estd en el c6digo si y solo si es

un multiplo de g(x), es decir g(x) es el polinomio generador.

a € RS[nk]l & Ha' = (aB),aB?),...,alB" ")) =0 < a(x) = b(x)g(x)
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Ejemplo 19. Para el c6digo del ejemplo anterior consideremos la palabra resul-
tante de evaluar el polinomio a?x® + x + «

a= (a/2 +a+1,a+ 1,a/2,0,012,a/2,0/)
Ahora evaluamos el polinomio asociado a(x) en las primeras n — k = 3 potencias
a(@) = a(@®) = a(@®) =0

Y sin embargo a(a*) = @ # 0. Hemos comprobado con esto que efectivamente
g2(x) = (x—a)(x—a?)(x—a?) divide a a(x), de hecho a(x) = (ax*+ax*+(a+1))g(x).

3.3. BCH

En el caso ¢ = 2", un cédigo BCH (Bose—Chaudhuri—-Hocquenghem) es el subcodigo
compuesto por las palabras binarias de un cédigo RS, es decir, los polinomios de grado
menor o igual que n con coeficientes no en F, si no en IF,. A este tipo de construccion, de
manera general se le llama c6digo subcuerpo.

Su polinomio generador tiene los mismos ceros que el polinomio generador del cédigo
original, pero tiene que ser binario. El polinomio generador es entonces el minimo comun
multiplo de los polinomios minimos (tomando F, como cuerpo base), de los ceros del
c6digo original 3,2, ..., " *.

De las propiedades del codigo RS, hereda obviamente la linealidad, que es ciclico y que
la distancia minima es al menos n — k + 1. Pero k aqui es la dimensién del cdigo origi-
nal, el subcédigo siendo un subespacio tendrd una dimension menor que denotamos por s.

Una propiedad importante que facilita la decodificacion es que para cédigos binarios, lo-
calizar los errores es equivalente a corregirlos.
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Ejemplo 20. Calculemos el polinomio generador del subcédigo BCH para el
codigo RS [7,4] que veniamos considerando. Tenemos que hallar los polinomios
minimos de «, a2, a°.

Al ser @ un elemento primitivo que cumple @’ +@?+1 = 0, entonces su polinomio
minimo serd x> + x> + 1 que es irreducible en F,, adem4s este serd también el
polinomio minimo de a? ya que en los cuerpos de caracteristica 2 si un elemento
es raiz de un polinomio también lo es su cuadrado.

Por otra parte el polinomio minimo de a® es x* + x + 1, que es el otro polinomio
irreducible en [F, de grado 3.

Entonces el polinomio de menor grado con coeficientes en F, que tiene como

raices las del polinomio generador del codigo RS es

@+ + D +x+ D=2+ +x+ 2+ +x+1

El cdédigo resultante tiene unicamente dos palabras, las Unicas palabras binarias
del cédigo original : (0,0,0,0,0,0,0) y (1,1,1,1,1,1,1). Es un cédigo [7,1].
Veremos como acotar la dimensién de un cédigo BCH para poder asegurar que
no sea tan pequena.

3.3.1. Generalizacion

Aunque los mds extendidos sean los c6digos BCH binarios, se puede generalizar este pro-
ceso para tomar subcddigos en otras situaciones. Para cualquier cédigo RS en un cuerpo
K, si seleccionamos un subcuerpo K’ < K que tomamos como cuerpo base, buscamos
los polinomios minimos de las raices del codigo RS en este cuerpo y construimos el
polinomio generador como producto de estos, entonces obtendremos el subcodigo corres-
pondiente a quedarnos solo con las palabras del cddigo original con coeficientes en K.

3.3.2. Dimension. Conjuntos Ciclotémicos.

Se puede derivar la expresion exacta de la dimension del cdigo en ciertos casos, las prue-
bas de estos resultados involucran conjuntos ciclotémicos. Recogemos aqui el resultado
en el cason = p” — 1, cuando el c6digo se construye a partir de un elemento primitivo del
cuerpo FFr:
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Teorema 7. La dimension de un cédigo BCH derivado de un codigo RS [n, k] sobre F,
conn=p —lconl <(m—k)<p'?—1es

s=n—r[n—-k1-1/p)]

Vamos a dar una prueba de este resultado basada en [9]], donde se da una versién mas
general ademds de otros resultados aplicables en otros codigos BCH.

Empezamos definiendo qué es un conjunto ciclotémico en este contexto particular para el
cudl lo usaremos.

Definicién 13. (Conjunto Ciclotémico) El conjunto ciclotémico p-ario modulo n de x es

. Z
Ci={sp/ médn:0<j<r}c—

(n)

Donde r es el orden de p mddulo n, es decir p” =1 mdd n.

Ejemplo 21. Calculemos los conjuntos ciclotémicos binarios médulo 7:
Ci=C=C={1,2,4}

C; =Cs=Ce=1{3,6,5}

Lo usaremos en el contexto de un cuerpo finito F), con n = p” — 1. Pasamos ahora a dar
un lema 1til para trabajar con estos conjuntos.

Lema 1. Sean x e y elementos de un cuerpo de caracteristica p, F,,. Entonces

(x + y)pm — xpm + ypm

Esto se puede ver por induccion ya que param = 1

p-1
(x+y) =x"+ Z (?)x”_iyi +)’
i=1

En esta expresion todos los otros sumandos tiene el factor p luego se anulan, por otra
parte suponemos que la igualdad es cierta para m — 1 entonces

m—1 m

)" = ()" = T =y

Donde en la dltima igualdad se ha aplicado el caso m = 1.

Este resultado nos permite dar el siguiente teorema, con el objetivo de poder razonar mas
tarde sobre polinomios minimos usando conjuntos ciclotomicos
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Teorema 8. Sea 8 € F,, sea f € F,[x]. Si f(B) = 0 entonces f(5") = 0.

SifB) =0,y f(x)= Z?jﬁf ™ f£xi entonces
deg f(x) deg f(x)

FBY= D =) B = fpr =0
i=0 i=0

De este teorema podemos concluir que todas los elementos 57/ tienen el mismo polinomio
minimo. De hecho son todas las raices de ese polinomio minimo y pueden usarse para
expresarlo.

Teorema 9. Sea a un elemento primitivo de F,, y sea my(x) el polinomio minimo de o*

entonces

my() = | [x=a")

keCy

Ya hemos visto que para que un polinomio tenga a @* como raiz, tiene que tener como raiz
a todos los elementos a*”’, luego basta comprobar que los coeficientes estan en el cuerpo
base F,.

st / ! .
Sea t < r el minimo ndmero tal que *” = @°, es sencillo ver entonces que

Cy={sp/ médn:0<j<1

Usando esto podemos expresar el producto anterior como

-1
) — k1 _ k1 ko _
| |(x—ak):| |(x—a“p):x’]— E P X+ E P | X3 -
-0

keCy J 0<k<t—1 0<k<kp<t—1

En general la expresion para el coeficiente de x'~'~/ con j > O es

Y et = -1y

0<k; <k2<...<k_,‘$t—1

Tenemos que comprobar que c; € F,, para ello observamos que gracias al lema|T|entonces

P

kp+1 ky+1 K+l

ki o) Kj j
o PP P | = a’’ - a’?
03k|<k2<...<kj$l‘—] 0Sk1<k2<...kj$l‘—l
k1 k2 Kj
— P PP

1<k <k2<...k_/£l
. . . . .
Finalmente, notando de nuevo que @’ = @, concluimos que c‘;.’ = cj, o alternativamente
-1 . .
c j(ci.’ — 1) = 0, que es exactamente la ecuacion que caracteriza los elementos de F), en

una extension F - : o bien es 0 o un elemento de orden p— 1. Con esto hemos comprobado
que efectivamente, [];cc,(x — @) es el polinomio minimo de a*.
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Ejemplo 22. Siguiendo con el ejemplo {20} El polinomio minimo de « es
mx) =x-—a)x-—a?)x-a)=1+2+x°
Y el polinomio minimo de o

my(x) = (x—aHx—aH)x—-a®)=1+x+x°

De este teorema se deduce inmediatamente una expresion del polinomio generador de un
codigo BCH construido de un codigo RS [n, k] conn = p" — 1 sobre F,.

g(x) = ]_[(x &) Z=C,UC,U---UCpy (3.2)
€2

Pasamos a dar ahora 2 resultados de conjuntos ciclotomicos auxiliares que nos permitiran
determinar el grado de este polinomio y por tanto la dimensién del cédigo.

Lema 2. El conjunto ciclotémico C tiene cardinal r para todo s con 1 < s < pl"/?l,

Para r = 1 obviamente |C| = 1. Consideramos entonces r > 1y, buscando una contradic-
cién, suponemos |C,| < r. Si se da esto entonces existen j > i’ con sp/ = sp’ méd n,
entonces para j = j — i’ se tiene sp/ =0 méd n (se puede dividir p méd n al darse
gcd(p,n) = 1), 0 1o que es lo mismo s(p/ — 1) = 0 mad n. Por otra parte p” = 1 méd n
y entonces j|r.

Al ser j divisor de r se tiene que 1 < j < r/2, pero entonces

/2. .r/2

-1<n

s(p/ =) < p(p

Lo cudl contradice s(p/ — 1) =0 méd n.

Lema 3. Sean x e y enteros distintos con' 1 < x,y < p'"/?'=1y x,y #0 méd p. Entonces
C., C, son disjuntos.

Primero observamos que si C, # C, entonces tienen que ser disjuntos ya que si z € Cj
entonces pz méd n € Cy, es decir C; = C, paratodo z € C,. Porestosiz € C, N C, ,
entonces C, = C,.

El caso para r = 1 es trivial ya que C, = {x} y C, = {y}. Si r > 1 consideramos ahora el
conjunto

S={xp/ médn:0<j<|[r/2}U{yp) médn:0<j<|r/2]}
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Como x,y < pl"/?! — 1 entonces xp/,yp/ < pt2Hp"?1 = 1) = n+1 - p'" < nsi
r > 1, entonces dado x,y # 0 mdéd p ninglin elemento puede coincidir con ningin otro
yIS|=2(r/2]+1) > r + 1. Si suponemos C, = C, entonces |C,| = |C,| > |S|>r+ 110
cual contradice el lema anterior en que |C,| = 7.

Ejemplo 23. Vamos a ilustrar estos dos lemas anteriores con el ejemplo de los
conjuntos ciclotémicos binarios médulo 15, que son los siguientes:

Ci=1{1,2,4,8}
C; =1{3,6,12,9}
Cs = {5, 10}

C;=1{7,14,13,11}

Como se puede ver son disjuntos y Cy, C3 que cumplen la condicién s < pl"/?1 = 4
tienen cardinal » = 4. Por otra parte observamos que Cs no tiene este tamafio

luego la condicién no se puede relajar.

Vamos a probar finalmente la expresion de la dimension de un c6digo BCH. Vamos a ver
que el grado del polinomio generador es r[(n—k)(1 —1/p)], viendo que este es el valor de
|Z] en la ecuacién en que damos un expresion del polinomio [3.2] Comenzamos volviendo
a observar que si s es un multiplo de p médulo n entonces C,/, = C,, de manera que
el numero de conjuntos en la unién es (n — k) — | (n — k)/p]. Se dan las hipdtesis de los
lemas anteriores y por tanto todos son disjuntos y con r elementos, y tenemos el resultado.

Ejemplo 24. En efecto para el ejemplo[20]el polinomio generador resulta en
g =m@mE = | |- Z=CuGue=cuc
keZ

Y la dimension aplicando el resultado es

3
=7-3|2|=7-6=1
=143

3.3.3. Decodificacion

Concluimos esta seccion remarcando que los cédigos BCH son una posibilidad para apli-
car los codigos Reed Solomon a la manera mds habitual de representar informacion, el
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alfabeto binario, sobrepasando de esta manera la limitacion que tienen los cédigos RS en

la longitud de los mensajes en funcién del tamafio del cuerpo (n < ¢g). Sin embargo no son

mas que subcddigos de un codigo RS, de manera que todas los resultados que se verdn

mas adelante de estos pueden ser particularizadas para c6digos BCH.

En concreto los algortimos de decodificacion de codigos RS sirven para BCH.

2

Ejemplo 25. Sea @ un elemento primitivo de Fy tal que o~ = @ + 1. Construimos

un cédigo BCH [8, 4] tomando como polinomio generador
g =(x-a)x-ad)x-aH)x—-a’) =x*+2x° +2x +2

A partir de un cédigo RS [8, 6] de la manera detallada en la prueba de la dimen-

sion.

Si tenemos la palabra dada por (x* + 1)g(x) = 2 + 2x + x> + 2x° + x” que es
2,2,0,1,0,0,2,1)

y que corromperemos con un error en la tercera posicion
2,2,2,1,0,0,2,1)

Podemos hallar un polinomio Q como en la seccion [2.4] siguiendo el cédigo

RS [8, 6] original.

Ox,y) = (a5x4 +F + '+ abx+ a/z) + y(x + a®)

Entonces

f=-00(®)/0i(x) = ax’ + ax + 1

Que, se puede comprobar, da la palabra original.
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4. BERLEKAMP-MASSEY

Dedicamos este capitulo a presentar el algoritmo de Berlekamp-Massey. Este algoritmo
se debe originalmente a Berlekamp en el libro Algebraic Coding Theory [10] donde lo
aplica a la decodificacion de c6digos BCH, mds tarde Massey ([|11]]) simplificé el algorit-
mo y reconocid su aplicacion para la sintesis de recurrencias lineales, mas concretamente,
para encontrar la minima recurrencia lineal que puede generar una secuencia dada. Vere-
mos como esto va a ser equivalente a poder encontrar el patrén del error en una palabra
recibida a partir de su sindrome.

La referencia seguida en este capitulo es [[12]], donde se presentan las recurrencias lineales
ademas del algoritmo.

4.1. Recurrencia lineal

Las recurrencias lineales, qué se explican aqui para aplicarlas al algoritmo de decodifi-
cacion, tienen utilidad en otros campos como por ejemplo para generar numeros pseudo-
aleatorios y ademas son facilmente implementables en hardware [|13]].

Definicién 14. (Recurrencia lineal). Una recurrencia lineal es una ecuacion que relaciona
el k-ésimo elemento de una secuencia (Vy, V,,...) con los L elementos inmediatamen-
te anteriores mediante una funcidn lineal. Denotaremos (A, L) a una recurrencia de la
siguiente forma

L
Vk = —ZAij_j (41)
j=1
Decimos que L es la longitud de la recurrencia, y A = (A1, A,,...,A;) es el vector de

pesos.

Diremos que la recurrencia genera una secuencia V = (V, V,,...) si se cumple la ecua-
ciénf.I|para k > L debido a que a partir de los primeros L elementos se puede calcular la
secuencia entera.

Donde la longitud no sea relevante nos referiremos a una recurrencia solo por su vector
de pesos.

A modo de caso especial, diremos que la recurrencia vacia de longitud O genera la se-
cuencia nula (0,0, ...).
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Ejemplo 26. Sea L =2, A = (-1, -1) y los valores iniciales V; = 0,V, = 1. El
siguiente elemento generado por la recurrencia es

V3:—A1V2—A2V1:0+1:1

Los primeros terminos de la secuencia son (0,1, 1,2,3,5,8,13,21...), la suce-
sién de Fibonacci es un ejemplo de recurrencia lineal.

A lo largo de esta seccion trataremos indistintamente vector y polinomio de pesos. La
diferencia respecto a secciones anteriores en las que hemos usado esta perspectiva poli-
nomica es que consideraremos el termino independiente siempre 1. Esto es, para un vector
A = (A4,...,A;) denotaremos por A(x) al polinomio 1 + A; + Ayx? + -+ - + AzxE.

Este polinomio asociado tiene grado no superior a la longitud de la recurrencia, ademds
extendiendo de esta forma Ay = 1 podemos reescribir la ecuacién [.1] sin pérdida de
generalidad, como

L
ZAij_j =0 parak>L
=0
(Esta ecuacion justifica el caso especial que mencionamos antes de la recurrencia vacia,
si L =0seconvierteen V;, =0parak =1,2,... estoes V =(0,0,...))

Por otra parte, puede parecer arbitrario indexar los valores anteriores de manera des-
cendente (Con indice k — j), la justificacion es la siguiente: si a la secuencia generada
V = (V, Va,...) le hacemos corresponder la serie de potencias V(x) = Z;i 1 ijj enton-
ces la expresion en la ecuacion anterior se puede interpretar como el k-ésimo coeficiente
del producto A(x)V(x).

Entonces una secuencia generada por la recurrencia cumplird

Vx)AXx) =T'(x) degl'(x) <L 4.2)

Usaremos este producto para caracterizar si una recurrencia lineal genera un vector fi-
nito. En este caso en vez de serie de potencias asociamos al vector un polinomio de
la misma manera. Al vector V = (Vi,...,V,) le hacemos corresponder el polinomio

V(x) =2, Vixl.

Un vector es producido por la secuencia (A(x), L) siy solo los coeficientes de los mono-
mios de grado k > L, del producto V(x)A(x) son nulos. Esto es

V(X)AX) = T'(x) + X¥*'0(x), degl'(x) <L 4.3)
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Ejemplo 27. Continuando con el ejemplo anterior veamos que tomando r = 5,
el producto en 4.3 no tiene coeficientes de grado 3,4, 5.

V(x) = x>+ 2 +2x* +3x%°

Ax)=1-x—x?
VO)ARX) = x> = 5x° = 3x" = T'(x) = x*

Como curiosidad tangente al tema, esto significa que si los coeficientes de una serie de
potencias son generados por una recurrencia lineal entonces podemos encontrar una ex-
presion racional de la serie dada por I'(x)/A(x), con deg I'(x) = deg A(x) = L, donde solo
el numerador depende de los L valores iniciales. (Siendo éstas expresiones formales, sin
entrar en la convergencia o no de la serie).

Ejemplo 28. Si V(x) es la serie de potencias que tiene como coeficientes los
términos de la sucesion de Fibonacci, en el ejemplo anterior vimos que para esta
secuencia I'(x) = x*. Entonces V(x)A(x) = I'(x) y podemos hacer corresponder

_x
1-x—x2°

a la serie de potencias la expresion racional f(x) = Podemos comprobar

que la serie de Taylor de f(x) en x = 0 es V(x).

Definicion 15. (Complejidad lineal). La complejidad lineal de un vector (Vi,...,V,) es
la menor longitud posible que tiene una recurrencia lineal que lo genere.

Lemad. SiS =(S,,...,S,) tiene complejidad lineal L' y'T = (T,,...,T,) tiene comple-
jidad L". entonces la recurrencia T —S = (T, = S4,...,T, — S,) tiene una complejidad

no mayora L’ + L".

Sea (A’, L") una recurrencia lineal de longitud minima que genera S, sea (A”,L”) una
recurrencia lineal de longitud minima que genera T. Entonces segtin4.3|

N@X)S(x) =T'(x) + X0’ (x) degI'(x) < L
AT (x) =T"(x) + x*'O"(x) degI'(x) < L”
Sea L la longitud minima de una recurrencia que genere T — S. Queremos ver que L <

L'+L".

Separemos dos casos, si L’ + L” > r entonces como claramente L < r, se tiene que
L<L +L".
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De otro modo supongamos ahora que L’ + L” < r, entonces

NN ([T (x) = S (0] = [N ()T (x) = A" ()T ()] + X A" ()0 (x) = A" ()0’ (x)]

Esta ecuacion cumple con la forma de la ecuacién@ que determinaria que (A’(x)A” (x), L'+
L") produce la secuencia T —S. (Esta recurrencia solo tiene sentido considerarla en el caso
en que la longitud (L’ + L") es menor que el tamaiio del vector r)

Hemos encontrado una recurrencia de longitud L’ + L” que produce T — S, luego L <
L'+ L".

4.2. Algortimo de Peterson

En esta seccion presentamos el algoritmo de Peterson, que fue el primero histéricamente
usado para la decodificaciéon de cédigos Reed Solomon. El algoritmo calcula las localiza-
ciones de los errores a partir del sindrome de la palabra recibida, resolviendo un sistema
lineal de ecuaciones. Viendo este sistema, sera clara la relaciéon con encontrar la minima
secuencia lineal que genera una secuencia dada. (Para este algoritmo retornamos a la re-
ferencia basica habitual [4]].)

Teorema 10. Sea l, =n—t—1—-(k—1). Sea (S,S,,...,S,-1) = (r(x1), r(x2), ..., (Xu_i))
el sindrome de la palabra recibida. Sea Q; = Zﬁ‘zo Q1;x' un polinomio localizador de
errores. Entonces se verifica el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

S S2 ... S| Qo 0
5.2 5.3 % Slf+2 Q.1,1 _ 0 4.4)
Sll Sll+l L 5211 Ql,ll O

Refiriéndonos a[2.4] habfamos determinado que Q; era un polinomio localizador de erro-
res y que se cumplian las ecuaciones

0 = O(xi,ri) = Qo(x;) + ri01(x;) Vi

Escribiendo todas estas de forma matricial (siendo [y = n — ¢ — 1 el grado del polinomio

Qo):

o1 | Qoo Q10 0

1 x x% s x/ rn 0 ... Off1 x xf xll1
2 i || Qo ) n || @t 0

I x x5 ... x 0 rn ... Ol x2 x5 ... x,
) Q2|+ o . S T||@i2f =10

l . l : .

1 x, x2 X0 0 0 1 x, x2 x,! 0
| Qoo | [ Q1] 10
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Se puede comprobar que multiplicando esta ecuacién matricial por la izquierda por la
siguiente matriz

X1 X2 ... X
2 2 2
X1 X ... X
I I I
X, Xy o Xy

El primer termino se anula ya que sus columnas son palabras del cdigo y la matriz por
la que estamos multiplicando tiene las /; primeras filas de la matriz de control habitual y
el segundo pasa a ser la ecuacién .4}

La idea clave que desarrollaremos mds adelante con el algoritmo de Berlekamp-Massey
es que el sistema de la ecuacion {.4] representa las condiciones que debe cumplir una
recurrencia lineal S de longitud /; y vector de pesos

A=(Qi11-1/Q11>Qi5-2/ Oty -5 Qr0/Cigy)-

Por lo tanto si encontramos la recurrencia lineal de longitud minima que genere la secuen-
cia de sindromes tendremos el polinomio localizador de errores.

Para finalizar la decodificacion necesitamos calcular la magnitud del error a partir de los
sindromes también aprovechando su propiedad clave, que dependen exclusivamente del

error: § ; = e(x;). Sabiendo las posiciones de los errores iy, ..., i; entonces
Xip Xip oo X ||€i S1
2 2 2
XX, .. X |le;, S,
= 4.5)
XX X |]e; S,

t

El algoritmo de Peterson, de forma esquematica, es el siguiente:
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Algoritmo 2. Algoritmo de Peterson

s Calcular los sindromes a partir de la palabra recibida.

= Resolver el sistema lineal [4.4] para calcular el polinomio
localizador de errores.

m Factorizar el polinomio para encontrar las posiciones de
los errores. (Es razonable en muchos casos evaluar en las
n posibilidades para encontrar las raices.)

= Resolver el sistema lineal [4.5] para calcular la magnitud
del error.

Ejemplo 29. Consideremos el cédigo RS[7,3] con elementos en Fg y @ un
elemento primitivo con o + @ + 1 = 0. El cédigo tiene polinomio generador
g(x) = (x — a)(x — &®)(x — @®)(x — a*). Supongamos que recibimos la palabra
r(x) = ¥ + x> + x* + ’x + of:

» Calculamos los sindromes S = (r(@), r(@?), r(@®), r(@*)) = (1, 1,a°, 1).

m /;=n—-t—1-(k—1)=2. Resolvemos el sistema

Podemos buscarlo ménico con Q;, = 1,
>=0
Qo+ Qi +a =

Qo+a Qi1 +1=0
Conloque Q11 =1yQio=@+1)y Qi1(x) = x>+ x+ (@ + 1).

» Las raices de este polinomio son @ y @ con lo que los errores estdn en los
coeficientes de grado 1 y 3.

» Finalizar encontrando la magnitud del error.

a &||e |1
@ af|les| |1
Luego e; = e3 = 1, hay que restar 1 de los coeficientes de grados 1y 3.

La palabra corregida es x° + x> + x* + a%x + af.
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4.3. Berlekamp-Massey

Como ya hemos visto el algoritmo de Peterson encuentra el polinomio localizador de
errores resolviendo un sistema lineal. (Complejidad algoritmica O(n?)). Sin embargo po-
demos aprovechar la estructura de la matriz que caracteriza un polinomio localizador de
errores segun el teorema [I0]y resolver ese sistema de una manera conceptualmente mds
compleja pero algoritmicamente mds rapida: tratindolo como una recurrencia lineal.

Contamos con 2 sindromes (n—k < 2¢), el problema queda reducido a encontrar entonces
la recurrencia lineal de menor grado que genera la secuencia S1,S5,,...,S5 2.

Si== ) AiSijy k=v+l,...2

Si se determina que el grado de la recurrencia v es mayor que la capacidad correctora ¢
o que A, = 0 entonces el polinomio A(x) no seria un posible polinomio localizador de
errores, en este caso sabriamos que la secuencia de sindromes recibida no podria ser re-
sultado de un patrén de errores corregible (se habrian producido més de ¢ errores) y por
tanto la decodificacién fallarfa.

4.3.1. Concepto general del algoritmo

El proceso es inductivo; para cada r = 1...,2t se encontrard la recurrencia de menor
longitud que produce la secuencia truncada Sy, ...,S,; (A"(x), L,). En el siguiente paso
se comprueba si la recurrencia hallada en el paso anterior sigue sirviendo, es decir se
calcula el siguiente término S, y se comprueba si coincide con S,. En caso afirmativo
(A"™(x), L.+1) = (A"(x), L,). En otro caso podemos actualizar la recurrencia para acomo-
dar al nuevo sindrome.

La discrepancia r-ésima serd un valor que caracterizara si la recurrencia en el paso r — 1
sigue sirviendo para el siguiente paso de la iteracién. Se define como la resta del sindrome
r-ésimo real y el producido por la recurrencia (A" !(x), L,_;), denotado S ,. Por tanto solo
habra necesidad de actualizar la recurrencia si A, # 0.

Ly—y Ly—;
A=S,-8, =8+ ) NS, ;= > A'S,,
j=1 =0

Veamos en qué consiste el proceso de actualizar la recurrencia en el caso en que A, # 0.
Primero, escojemos la iteracién mds reciente en que aumento la longitud de la recurrencia,
(A"(x),Ly), L, > L,_, esto implicard en particular que A,, # 0. Pongamos también

l=r—m.
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La nueva recurrencia va a venir dada, (de manera polinémica por):

A,
A'(x) = N (x) - A—xwm-”(x)

m

y la longitud serd por lo tanto, observando el posible grado de este polinomio, igual a

Lr = max {Lr—l, [+ Lm—l}

Veamos que efectivamente la discrepancia es nula para el indice r, pero también para el
resto de indices L, < j < r Esto es genera un término mds, ademads de los que ya generaba
la recurrencia anterior.

Es claro que si para A(x) la discrepancia r-ésima es A, y para A’(x) es A’ entonces pa-
ra la recurrencia dada por AA(x)+BA’(x) es AA,+BA/(x) (Linealidad de la discrepancia).

Podemos estudiar las discrepancias de la nueva recurrencia estudiando las discrepancias
para XA !(x), ya que ya conocemos las de A"~!(x). Para xX'A™~!(x) los primeros [ coefi-
cientes son 0, entonces la discrepancia r-ésima sera

Lm—] Ly

m—1 _ m—1 _
D IAIS, = Y NS, = Ay
J=0 J=0

Entonces la nueva discrepancia es

Para otro indice j > L, = max{L,_,,/+ L,_,} > [ la recurrencia sigue produciendo los
elementos deseados ya que el término introducido, gracias a que la eleccién de / coincide
con la discrepancia de (A" !(x), L,,-;) en j — [ < m, es decir se anula.

Con esto tenemos que la recurrencia se ird actualizando para generar todos los sindromes.
Falta comprobar que el algoritmo en efecto produce la recurrencia de menor longitud.

4.3.2. Prueba de recurrencia de longitud minima

Lema 5. Si (A""'(x),L,_1) es una recurrencia lineal de longitud minima que produ-
ce S1,...,8,-1 Yy (AN'(x),L,) es una recurrencia lineal de longitud minima que produce

Si,...,S8,con A" # N7, entonces
Lr = max {Lr—l’ r—= Lr—l}
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Se tiene que L,_; es la minima longitud posible para una recurrencia que produzca los
r — 1 primeros valores, pero si (A"(x), L,) también los produce entonces

Lr > Lr—l

Faltaver L, > r—L,_;. Sea A la secuencia de las discrepancias de la recurrencia (A'(x), L,_),
(0,0,...,0,A,) donde A, # 0 ya que A" # A""!. A solo puede ser producida por una se-
cuencia de longitud r. Se tiene que (A" !(x), L,_;), produce S + A, y (A"(x), L,) produce

S entonces podemos aplicar ] a estas dos recurrencias A = S + A — S. De esto tenemos
r<L,y+L,luego L, >r— L,y se tiene el resultado.

Este lema nos permite concluir que si encontramos una recurrencia lineal que alcance la
igualdad en esta desigualdad, entonces tendra que ser la de minima longitud.

Volviendo al algoritmo, vamos a ver que este construye iterativamente recurrencias que
cumplen esta igualdad. Partimos de r — 1 recurrencias ya construidas (A‘(x), L;) que pro-
ducen cada una los i primeros sindromes. Por induccién, nuestra hipdtesis va a ser

Li=max{Li_1,i— Ly} si A #A"'
Esto es cierto para el primer i tal que S; es no nulo porque entonces L;_; = 0y L; = i, esto

se debe a que una secuencia inicial de ceros solo puede generar una secuencia de ceros.

Siguiendo la notacion que habiamos usado para la presentacion del algoritmo, sea m el
indice mas reciente en que cambid la longitud de la recurrencia. Estoes L,_; = L,, > L,,_1,
por otra parte por induccién L,, = max{L,_,,m —L,_} y como L,, > L,_; entonces
L., =L, =m-L, ;. Nosinteresa el caso en que A, # 0, cuando hay que definir una
nueva recurrencia que genere hasta r sindromes, se hace de la siguiente manera:

A(x) = A (x) — AN XA (x)

Como el grado de este polinomio es la longitud de la recurrencia tenemos que
Lr < max {Lr—b r—m+ Lm—l} < max {Lr—l9 r— Lr—l} == Lr = max {Lr—19 r—= Lr—l}

Debiéndose la igualdad a que por el lema[5]ya tenfamos la desigualdad contraria.

Entonces como hemos visto esta recurrencia es de longitud minima, en particular el pro-
ducto final del algoritmo también es la recurrencia de longitud minima que genera la
secuencia de todos los 2¢ sindromes.
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4.3.3. Algortimo en pseudocéodigo

Ahora que se ha presentado y justificado el método vamos a dar una descripcion detallada
del algoritmo:

Algoritmo 3. Berlekamp-Massey
Input: Vector de sindromes (S1,5,,...,52)

Output: Polinomio de pesos A(x)
(Inicializaciones)

Alx) « 1

B(x) <1 (E1 término que se utiliza para actualizar
AT AL (X))

[0

r<—20

mientras r # 2t hacer
r—r+1

!

A — ZJ:O AJSr—j

si A # 0 entonces

(La recursién tiene que actualizarse)

A (x) « A(x) — AxB(x)

(En cada paso vimos que L, =max{L,.;,vr—L,_;} con lo
que para que la longitud cambie en una iteracién
L._i<r—L,_;, en términos del algoritmo 2/ < r)

si 2/ < r entonces
(Cambia [, cambia A, (x))

l—r—-1
B(x) « A 'A(x)
en otro caso
| B(x) « xB(x)
fin
A(x) « N'(x)
en otro caso
| B(x) « xB(x)
fin

fin
devolver A(x)

La terminacién del algoritmo estd garantizada ya que se realizan siempre 2¢ iteraciones.
Por otra parte, la complejidad del algoritmo serd O(#%), ya que para cada iteracién tanto el
calculo de la discrepancia como la actualizacion de los polinomios A(x), B(x) requieren a
la sumo O(t) operaciones, y se realizan 2t iteraciones. Esto es una mejoria notable en com-
paracion con la complejidad cibica de resolver el sistema lineal del algoritmo de Peterson.
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Ejemplo 30. Consideremos en el cuerpo Fg un elemento primitivo  con o +a +
1 = 0y lasecuencia S = (1, 1,a°,1). Apliquemos el algoritmo. En la siguiente
tabla se muestra el valor las variables durante cada iteracion.

r| A A(x) B(x)

1] 1 1+x 1
210 1+x X
3ot | 1+x+a*?| & +ax
410 [ 1+x+a*x | &Px+a?x?

Se puede comprobar que efectivamente la recurrencia dada por A(x) = 1+x+a*x?
genera la secuencia.

4.3.4. Decodificacion usando Berlekamp-Massey

Como ya hemos visto al compararlo con el algoritmo de Peterson, para aplicar Berlekamp-
Massey a la decodificacion de cédigos Reed-Solomon se debe hallar la recurrencia lineal
que genera el vector de los 2¢ sindromes. Del teorema([I0]y la definicién con la que estamos
trabajando de recurrencia lineal, tenfamos que A = (Qy,-1/ Q1> Q1.1,-2/Q14y - - -» Q1.0/C14))s
que en forma polindmica resulta

AX) =1+ Q141/Q15,x+ Q14 2/Q14, X+ + Q10/Q14, X"

El polinomio Q;;A(x) tiene justamente los coeficientes en orden inverso al producido
por el algoritmo de Peterson, debido a la manera en que se han definido las recurren-
cias lineales. Para deshacer este cambio podemos aplicar la siguiente transformacion
Q1(x) = Q1 x"A(x™"), con lo que concluimos que si B es una raiz de Q;(x) entonces
B~" 1o es de A(x) y podemos hallar las posiciones de los errores igualmente factorizando
este polinomio.

Finalmente al igual que para el algoritmo de Peterson, se debera aplicar un método para
hallar 1a magnitud de los errores una vez conocidas sus posiciones. (Por ejemplo [.3))
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Ejemplo 31. Descodificamos lo mismo que en el ejemplo [29] (algoritmo de Pe-
terson) haciendo uso de Berlekamp-Massey.

» Calculamos los sindromes S = (r(@), r(@?), r(@?®), r(@*)) = (1, 1,a°, 1).

= Aplicamos Berlekamp-Massey y obtenemos A(x) = 1 + x + a*x?. Ver el
ejemplo 30}

= Factorizamos A(x), y obtenemos las raices !

,a™3. Con lo que los errores
estan en los coeficientes de grado 1y 3.

» Finalizar encontrando la magnitud del error. (Igual que en el ejemplo del
algoritmo de Peterson [29).

44



5. DECODIFICAR CON LISTA

En este capitulo planteamos la posibilidad, de corregir mas alla del limite en la capacidad
correctora dada por la distancia minima ¢ = V%J Ademas de la referencia habitual ([4]])
se ha consultado [14], que es la referencia original.

5.1. Concepto y motivacion

El concepto de decodificacion con lista fue introducido independiente por Elias y Wozen-
craft a finales de los afios 50 en las publicaciones [15] [[16], al permitir més errores que
los dados por la capacidad correctora existe la posibilidad de que se encuentre mas de una
palabra candidata. De manera mas formal:

Definicion 16. (Algoritmo de decodificacion con lista) Un algoritmo de decodificacion
con lista toma como argumentos la palabra recibida r, ademds de una capacidad correctora
7; y resulta en una lista de a lo sumo [ palabras del cédigo que difieren de r en como mucho
7 posiciones. (Distan de » menos de 7 en el sentido de Hamming.)

Si la lista de palabras posibles es suficientemente pequeiia, es un intento de recuperacion
razonable: podria usarse otra informacién contextual u otro cédigo para realizar la deci-
sidn, o en el peor de los casos elegir una de ellas al azar. De hecho veremos que, si 7 tiene
un valor moderado, el caso mds comtin es en el que una lista de este tipo contiene una
tnica palabra y ninguna consideracion adicional es necesaria, pero de cualquier forma
obtener una lista de candidatos es mejor que un fallo en la decodificacion.

Corregir ¢ errores es una propiedad garantizada del cédigo, siempre se podra hacer, pero
es sencillo modificar ¢ + 1 simbolos de una palabra del c6digo de manera que el decodifi-
cador se equivoque. Lo normal, sin embargo, en el contexto de una aplicacién real de los
codigos correctores (por ejemplo superar interferencias en una transmision inaldmbrica, o
permitir que un DVD funcione con un rayén), es que el error introducido sea ruido aleato-
rio o en rafaga (errores seguidos) no que alguien modifique la palabra de la manera exacta
para acercarse mas a otra. Este es el peor de los casos (modelo adversarial de introduccién
de errores). Podemos intentar mejorar la capacidad correctora en la mayoria de los casos.
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5.2. Distribucion de pesos

En esta seccidn vamos a presentar la importancia de la distribucion de pesos en un c6digo
mads all4 del peso minimo que da la distancia minima, en el contexto de la decodificacién
con lista y también de manera general.

Para comenzar observemos que una manera equivalente de caracterizar la distancia mi-
nima es como el mdximo valor para el cudl las bolas de radio d con centro en cualquier
palabra, no contienen ninguna otra palabra.

d=max{6§ e N: B(c,0)NC ={c}, VYceC}

Siguiendo esta linea, como vamos a considerar todas las palabras que disten menos de
7 de una palabra recibida, convendra estudiar cudntas palabras hay en una bola de radio
27 + 1 con centro en otra palabra. Ya que la existencia de una palabra en esta bola implica
la existencia de un error de peso a lo sumo 7 que puede impedir la correccién Unica:

Sea c¢; € C, si existe otra palabra ¢; # ¢; en
B(c,2tr+1)NnC

entonces existira un vector (error) e con peso a lo sumo 7 que coincide en suficientes
posiciones con el vector ¢, — ¢; de manera que

d(Cz,Cl + €) < d(Cl,Cl + 6)

Nos interesa por lo tanto que estas bolas tengan el menor nimero posible de palabras del
cddigo. De manera andloga al estudio de la distancia minima gracias a la linealidad, esto
va a ser equivalente a estudiar la distribucién de pesos de las palabras del cédigo (bolas
centradas en el origen). Definimos entonces la siguiente cantidad

Vare1 = B0, 27+ 1) N C|
Que serd un indicador de la probabilidad de decodificacion tnica para una capacidad co-

rrectora. Tenemos v;=1, que significa que la la decodificacion es tnica para t.

Estudiemos el caso concreto en que queremos aumentar la capacidad correctora en 1, esto
es 7 =t + 1. Suponemos que se introduce un error de peso 7 de manera totalmente alea-
toria, es decir todas las posiciones tienen la misma probabilidad de contener un error, y la
magnitud del error también estd uniformemente distribuida para cada posicion.

En este caso en la bola B(0,27 + 1) existen dos tipos de palabras no nulas del cédigo,
las que tienen peso d y las que tienen peso d + 1. De la misma manera, existirdn 2 tipos
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de errores con peso T que puedan hacer que la palabra recibida sea incorregible: los que
coinciden en 7 — 1 posiciones no nulas con una palabra de peso d y los que coinciden en
7 posiciones no nulas con una palabra de peso d + 1.

= En el primer caso, sead € C con w(d) =d, e € K, con w(e) = 7 de tal manera que
coincida en al menos 7 — 1 simbolos con ¢. Entonces si ¢ € C es la palabra enviada

dic+o,c+e)<d-(t—-1)=t+1=1=d(c,c+e)

= En el segundo caso, sead € Ccon w(d) =d+ 1, e € F, conw(e) =1y d(,e) =
d + 1 — 7. De esta manera si ¢ € C es la palabra enviada y se recibe ¢ + e, entonces
dc+d,c+e)=d+1—-717=1t+1 =1 = d(c,c + e). Tendriamos 2 opciones
equidistantes de la palabra recibida.

Ejemplo 32. Consideramos el codigo RS [15, 3, 13] sobre el cuerpo Fj¢ y elemen-
to primitivo & que cumple a* + @ + 1. Sea c la palabra generada por el polinomio

a''x* + ax+a’.

4 _4 3 12 .9 2 3

c = (as,a ot a?a'?, dl, ot

2 5 13 3
o, L, 1)

Consideramos ahora una palabra 6 € RS[15,3,13] con w(6) =d = 13

6 — ((1’8,(1’4, a’S,a'll,(IS, as,a7, (I3,O, a,ll’()’ (](7,(113,0’13,(13)
Y el error

e =(a%,a*0,0,0,0°,0,0°,0,0,0,0", ", a,a?)

que observamos coincide en ¢ = 6 simbolos con ¢ e introduce un error adicional
(en rojo). Este es un error del primer tipo.

En este caso un algoritmo decodificador con lista con 7 = 7 que intentara desco-
dificar r = ¢ + e, devolveria tanto ¢ como ¢ + ¢ ya que ambas van a distar 7 de la
palabra recibida.

Observamos también que por virtud de la distancia minima estos errores no se solapan, es
decir los dados por una palabra concreta ¢ no serdn dados por otra palabra.

Sea A; = |c € C : w(c) = i, el nimero de palabras de un cédigo C[n, k] que tienen peso i,
entonces el nimero de errores del primer tipo es

d
Ad(T B 1)(71 —(@-D)g-1
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Y del segundo tipo

d+1
Ad+1( )
-

Finalmente el nimero de errores posibles viene dado por

(ﬂ@—n’
)

Con lo que la probabilidad de que un algoritmo de decodificacion con lista produzca un
resultado con mds de 1 palabra es

Ad ) =@ = D)g = D + A ()
()g =

Ejemplo 33. Tomemos como ejemplo un cédigo RS[15, 3].

Una palabra de peso d = 13 serd la correspondiente a un polinomio con dos
raices distintas de cero que tendrd la forma

c(x=PBx-y) cv.BeFi\{0}
Tenemos entonces la eleccion de dos raices y un coeficiente no nulos.

15

Ad = 15(2

) = 1575

Por otra parte una palabra de peso d + 1 = 14 serd la correspondiente a un
polinomio con una raiz distinta de cero. Estos son los polinomios lineales de
la forma

c(x=p) cpeFi\{0}

Pero también pueden ser estos mismos multiplicados por x, o por su respectivo
(x — B) si tiene la raiz con multiplicidad 2. Tenemos entonces la eleccién de una
raiz y un coeficiente no nulos. Y la eleccién entre multiplicar por x, (x —58) o 1.

Ayl = 15%x15%x3 =675

Realizando los calculos concluimos que la probabilidad de que un error que haga
que un algoritmo decodificador con lista devuelva més de una palabra, bajo la
hipétesis de error aleatorio (Se producen exactamente 7 errores, de magnitud y
posicion aleatoria) es 0.000333959, que es extremadamente baja. De media solo

1 de cada 3000 palabras aproximadamente no es corregible de manera Unica.
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Esta ha sido una primera aproximacion sencilla, con calculos propios, al problema, que
nos permite ver la importancia de la distribucién de pesos de un cédigo y concluir que el
caso de decodificacién no tnica es extrafio para un cédigo y pardmetros concretos. Para
dar un resultado mas general nos referimos a Nielsen y Hgholdt en [[17]], vamos a ver el
esquema alli propuesto (sin entrar en detalles) para calcular la probabilidad de decodifi-
cacion no unica para codigos RS [n, k] sobre un cuerpo F,.

En esta publicacion, la hipétesis sobre los errores es que todos los de peso menor o igual
que 7 son equiprobables mientras que en nuestro caso habiamos planteado que todos tu-
vieran peso exactamente 7.

El problema radica en encontrar la fracciéon de palabras de B(0,7) (centrada en O por
linealidad) que también estén a distancia al menos 7 de otra palabra. Primero se da una
cota de este valor por

M@= > |BO,7)N B

c€RS [n,k1\(0)
Después se dan expresiones explicitas mediante argumentos combinatorios de las siguien-
tes cantidades

= El nimero de palabras en la interseccion de esferas, que se usard para calcular el
nimero de palabras en la interseccion de bolas.

1S(0,a) NS0,

Donde S (c, r) es la esfera de centro ¢ y radio r.

= Nimero de palabras de peso i, la distribucién de pesos.

i-d .
n Z {1\ ,
Ai — _1 j (i—-d+1-j) _ 1
(i) : b (j)q
J=0
Y finalmente se puede calcular M () por

min 27,n

M@= ) A, Z Z 1S(0,a) N S (0, 7)]
u=d

a=u—T i=u—a
para dar una cota superior de la probabilidad de decodificacién no dnica

M(7)
|B(0, 7l

La expresion de la cota es compleja y dificil de estimar pero Nielsen y Hgholdt concluyen
que normalmente es muy pequefia. Por ejemplo realizando el calculo exacto para n = 63,
para distintas dimensiones del c6digo, muestran que la cota es como mucho del orden de
1075.
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5.3. Algoritmo de Sudan

Este algoritmo, presentado originalmente por Madhu Sudan en [[18]], expande la idea pre-
sentada en la secci6n [2.4] generalizdandola para un algoritmo que devuelva una lista con
las palabras mds cercanas. Se sigue el mismo esquema general:

= Interpolacion. Se construye un polinomio en dos variables que interpola la palabra
recibida.

= Factorizacion. Se buscan factores lineales (y — f(x)).

5.3.1. Idea y validez

Al igual que para el algoritmo de decodificacién dnica vamos a considerar r = ¢ + e con r
la palabra recibida, c la palabra original y e el error. En este caso consideraremos dos pa-
rametros adicionales para el algoritmo, 7 que serd su capacidad correctora (posiblemente
mayor que la dada por la distancia minima #) y / que serd la longitud médxima de la lista
resultante.

Con esto se determina un polinomio no nulo de la forma

0(x,y) = Qo(x) + Q1(X)y + Qa(x)y* + -+ + Qy(x)y’

Cumpliendo
m O(x;,r)=0,i=1,2,...,n.
m degQ;(x)<n—-1t-1-jlk-1)=1,j=0,1,...,L

Teorema 11. Sea f(x) tal que deg f(x) < k y tal que d(f(xy), ..., f(x,),r) < T, entonces

O = f)IQ(x, y).

Esto significa que podemos encontrar todas las palabras que disten menos de 7 de la reci-
bida factorizando el polinomio Q.

La prueba de este resultado sigue un argumento similar al visto en la seccién [2.4] por la
eleccidn de los grados de los polinomios constituyentes Q; tenemos que deg Q(x, f(x)) <
n—1—1yque Q(x;, f(x;)) = 0 en al menos n — 7 posiciones. Entonces Q(x, f(x)) es el
polinomio nulo, lo que equivale a que (y — f(x)) sea un factor.
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5.3.2. Condiciones sobre los parametros del cédigo

Ahora queda la siguiente cuestion ;Para qué elecciones de pardmetros existe este poli-
nomio Q? De manera andloga de nuevo al caso particular de decodificacion tnica, es-
tudiamos el sistema lineal, nimero de ecuaciones y niimero de incégnitas, dado por las
condiciones impuestas en los coeficientes.

Consideramos z
J
Q%) =) QX
r=0
Entonces el sistema lineal a resolver para poder computar el polinomio Q(x,y) es

I

ro. 0001 x ... (o) (O
I J j

0O r ... Olll x ... x ; 0
D! R | It | I (5.1)
=0 . : t. . . . . . . .

0 0 P x, 2 Ne) o

El nimero de ecuaciones es n, para que el sistema tenga una solucién no nula necesitamos
un nimero estrictamente mayor de incégnitas.

El nimero de incégnitas (coeficientes) es

! ! d
le+1:Zn—T—j(k—1)=(l+1)(n—7)_(k_1)2j:
j=0

J=0 j=0
I+ Dn-1)—- %(k - DI+ 1)

Esto impone las siguiente condicion sobre 7.

T™T<n

)
1 E(k -1 (5.2)

Podemos observar que si / = 1 entonces 7 < ”_"T“ = % de manera que 7 no podria ser

mayor que 7.

Ademas, para asegurar que Q; # 0, (de la definicion del grado de Q)

m-7)-lk-1)>0 (5.3)

Esto es 7 < n — I(k — 1), por otra parte queremos que 7 > ¢ = |(n — k)/2]. Entonces
n—I(k—1) > (n—k)/2 de aqui podemos obtener una cota sobre la tasa del cédigo. La tasa
del cédigo es la proporcion de la palabra que es informacion util k/n.
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kin<1/Q2l-1)+2l/n (5.4)

Consideramos cédigos con tasa baja entonces, de hecho solo a partir de k/n < 1/3 pode-
mos tomar / > 2, luego solo entonces tiene sentido usar este algoritmo.

Ahora partiendo vamos a buscar el tamafio de lista que maximizarfa la cota dada en[5.2]
obviando la integralidad por el momento podemos tomar la derivada en [ e igualarla a O

2n
I= \/(k—1)_1

Y sustituyendo este valor en[5.3] tenemos

obteniendo asi el valor

T<n—2nk-1)-k-1)

Que de manera asintética, con n tendiendo a infinito y manteniendo una tasa de cédigo
R = k/n constante nos da la expresion

7/n<1- V2R-R/2

Ejemplo 34. Considerando [ = 2, k/n < 1/3 + 2//n es decir no més de un tercio
de los simbolos contiene informacion y el resto son redundancia. Para poder usar
este algoritmo necesitamos usar un c6digo con tasa de informacion baja.
Para el codigo RS [15, 3] comprobamos cual es el mayor 7 para el cudl la ecuacién
5.2
T< 15z -2=38
3

Entonces podemos elegir 7 = 7 que es superior a la capacidad correctora del
c6digo en una unidad.

También se cumple la ecuacién[5.3] Podemos utilizar el algoritmo para un cédigo
[15,3]conl=2yT1=17.

5.3.3. Algoritmo en pseudocodigo

Presentamos el algoritmo en pseudocddigo.
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Algoritmo 4. Sudan.

Suponiendo un cédigo que cumple con los condiciones sobre
los parametros anteriores, encontrar Q(x,y) una solucién no
nula de la ecuacién |5.1|, a partir de la palabra recibida r.

(Buscar factores (y— f(x)))

fs ={f(x)ePr:(y— f(x) ] O, y)}
lista <

para cada f € fs hacer

¢ — (f(x1, f(x2), ..., f(xn))
si d(c,r) <1 entonces
| lista « lista U {c}

fin
fin
devolver [ista

El teorema [T 1| garantiza que los polinomios buscados si existen se pueden encontrar como
factores pero puede haber otros factores de este tipo que no sean los que buscamos, por
eso se filtra comprobando la distancia a la palabra recibida.

La lista de palabras devuelta tiene a lo sumo / elementos, ya que ese es el grado en y del
polinomio Q(x,y). Puede ser vacia en cuyo caso tenemos un error de decodificacion.
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Ejemplo 35. Aplicamos el algoritmo de Sudan al ejemplo[32] En este caso 7 = 7
yl=2.
Tenemos

= (a4’0, (}’4,(1’13,0’]2,0’6,0’2,0, alZ’QZ’QS’QS’ 1,(1’9,(}’14)
Una solucién del sistema dado por las ecuaciones[5.1]es

Qo(x) = & + ax + &% + &x* + 7% + a'*x® + ?x’

0:1(x) = + a''x + 2% + *3° + A5t + X

OH(x) = @ +x°

Seguidamente, se comprueba que Q(x,y) = Qy(x) + y01(x) + y>0»(x) se puede
factorizar de la siguiente manera

0(x,y) = (@ + )y — (@ +ax+ ")y - (@ + & x + X))

Con lo que los polinomios que producen las palabras mas cercanas a las recibidas
son

fi=ad +ax+a''s?
fr=a'* +x + alx?
Y las palabras son ¢y, producida por f;

_ 5 4 4 13 12 9 2 3 12 2 5 13 3
cp=(, a0, 00,0, 0,0 0,0, l,a,1)

Y ¢, producida por f,

4 9 6 6

Ccy = (014,0, ad,a*, a0 a'?,0,0", o

@, 0, 0% ')

Que coinciden cada una en 8 posiciones con la palabra recibida (marcadas en
r0jo), con lo que distan 7 = 7 de la palabra recibida y el resultado del algoritmo
es

{c1, ¢}

5.3.4. Factorizacion

La complejidad oculta en este proceso estd en el paso de factorizacion. Investiguemos una
posibilidad para encontrar factores de la forma requerida (y — f(x)).

Consideramos la ecuacién
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O(x, u(x)) =0

Para empezar podemos considerar estd ecuacién médulo x

0(0,u(0)) = Q(0,up) = 0

Esto es, el término independiente de u, u, tiene que ser raiz del polinomio Q(0, y).

Ahora, disponiendo del termino anterior tomando una de estas raices, para calcular el
siguiente coeficiente podemos considerar la ecuacién médulo x*:

Ox,u1x+uy) =0

No conocemos todavia u; asi que lo representamos con la incégnita y para considerar
Q' (x,y) = Q(x, xy + up). sabemos sin embargo que Q’(0,y) = 0 para todo y, por lo que
no podemos hallar una solucién directamente. Para evitar esto dividiremos repetidamente
por x hasta que no sea un factor.

Podemos considerar m tal que x"|Q’(x,y), y sin embargo x"*! { Q’(x,y). En este caso
ponemos Q" (x,y) = x"Q’(x,y) y tenemos que u; va a ser una raiz de Q" (0, y).

Es facil observar que podemos aplicar iterativamente este método, planteando la ecuacion
original médulo potencias cada vez mayores de x, para obtener todos los coeficientes de
una posible solucién como raices de estos polinomios.

Una iteracion para hallar un coeficiente sigue estos pasos:

1. Hallar u; como raiz de M;(0, y)
2. M!=M;(x, xy + u;)
3. Hallar m; tal que x"|M/(x,y) pero x™*' + M!(x,y)
4. My = x"M(x,y)
En cada paso escogemos una raiz, pero puede haber varias. Esto permite organizar las

soluciones con estructura de arbol, donde en cada nodo la eleccion de una raiz particular
lleva a distintas soluciones. El proceso completo es el siguiente:
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Algoritmo 5. Algoritmo para encontrar factores lineales en y

(y—f(x) de Q(x,y).

Primero definimos dos operaciones auxiliares sobre polinomios

s divX(M(x,y)) que divide repetidamente el polinomio
por x hasta que no sea un factor.

» raices(M(0,y)) que devuelve la lista de raices del
polinomio M(0,y).

Y ademas una funcién recursiva r(M(x,y), sol,k,m) para recorrer

el arbol:

Funcion r( M(x,y), sol.k,m):
(sol es un vector con los coeficientes de una

solucién u; calculados hasta la iteracién actual m.)

si m = k entonces
(Se han calculado ya suficientes coeficientes, se

devuelve una solucién. Caso base.)
f(x) « Y5 sollilx
sols — {f(x)}

en otro caso
(Se recogen las soluciones de las ramas con

llamadas recursivas.)
sols < {}

para cada u € raices(M(0,y)) hacer
sols « sols U r(divX(M(x, xy + u)), sol + u,k,m+ 1)

(sol + u indica concatenar el elemento u al

vector)
fin

fin
devolver sols

fin

Finalmente el algoritmo se puede expresar en términos de
una sola llamada a esta funcién:

Input: Q(x,y) y k segun lo visto previamente.

Output: Lista de polinomios de grado k, f(x) tales que
(y— f(x)) es factor Q(x,y).

devolver r(divX(Q(x,y)),(),k,0)

La terminacion del algoritmo viene de que solo puede haber a lo sumo [ factores de este

tipo.
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Ejemplo 36. Vamos a aplicar el algoritmo para factorizar el polinomio con co-
eficientes en F,

0, )= -DO-0@-x)=y + Y (L+x+ ) +y(x+ 2"+ x) + x.

La siguiente figura es una representacion de la traza del algoritmo, cada nodo
tiene el polinomio M(x,y) con el que se estd trabajando y se bifurca segin las
raices de M(0,y).

m=0 ‘ MOx,y) = ¥ + y2(1+x003) 1y eadhd) 43
L —— J
0 _— — 1
— TTe—

I = - e N
m=1 Mix.y) = yox+y2(x2+x+ 1)y (2 x4+1)+x Mix,y) = yoxP+y2(x0+x2)+y (10 x24x4+1) ‘

L —— [

[ 1
- -1 0
— By
Fa y Ia s B

m=2 ‘ Mix.y) = y3H+y2+ @0 +y (xPx+1)+1 M(x.y) = ¥ +y2 (S x)+y (x2+1) } M{x.y) = yoe+y(c ) +y G+ x+1) ‘

1 o] | o

- - -

m= $01=(0,0,1) X2 ] sol=(0,1,0) $01=(1,0,0) 1 1

5.4. Sudan-Guruswami

En esta seccion se introduce una mejora del algoritmo de Sudan, debido al propio Sudan
junto con su entonces estudiante de doctorado Guruswami publicado en [19]. Supone una
mejora en cuanto a las condiciones sobre los pardmetros resultando en mejores capacida-
des correctoras para c6digos con la misma tasa (k/n) en comparacion con el algoritmo de
Sudan.

La base sigue siendo la misma, interpolacién y factorizacion, pero esta vez las raices
Q(x;, r(x;)) seran de multiplicidad r > 1. Necesitamos definir con precision esta nocién
de multiplicidad.

5.4.1. Conceptos previos

Definicion 17. (Multiplicidad de una raiz). Decimos que Q(x,y) tiene una raiz de mul-
tiplicidad r en (xy, yo) si los coeficientes de los monomios de grado < r del polinomio
trasladado Q(x + xp, y + yo) son todos O.

Observamos que los coeficientes de un polinomio trasladado Q(x + xy, y+yo) son una fun-
cion lineal de los coeficientes del polinomio original. Esto es util para definir el sistema
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lineal que habra que resolver para obtener un polinomio interpolador.

Ejemplo 37. El polinomio Q(x,y) = (x +y —2)(x — y) tiene una raiz de multipli-
cidad 2 en (1, 1).
El polinomio traladado es Q(x + 1,y + 1) = (x + y)(x — y) = x*> — y* que no tiene

monomios de grado < 2.

Necesitamos definir también el grado pesado de un polinomio con 2 variables.

Definicion 18. (Grado (w;, w»)). El grado (wy, w,) de un monomio x"y” es

deg(whwz) X'y" = win +wom

El grado (w;, w,) de un polinomio es el mdximo grado de entre los de sus monomios.

5.4.2. Ideay validez

Dada una palabra recibida r(x), una multiplicidad r y un tamafio de lista /, las condiciones
sobre el polinomio interpolador Q(x, y) son las siguientes

= Q(x,y) #0

= (x;, r(x;)) es una raiz de multiplicidad r de Q(x, y).
= deg ;) Q(x,y) <

Comprobamos ahora que este polinomio, tiene los factores que necesitamos para la co-
rreccion. Si 7 es la capacidad correctora que asignamos al algoritmo entonces seat = n—71
el nimero de posiciones en que coincidirdn, al menos, la palabra recibida y la palabra en-
viada.

Teorema 12. Si p(x) es un polinomio con deg p(x) < k tal que

Hiell,2,....n}:r(x) = p(x)} > 1
y rt > 1, entonces (y — p(x))|Q(x, y).
Para empezar veamos que si p(x) es un polinomio tal que r(x;) = p(x;) entonces (x — x;)" |
O(x, p(x)).
Sea p’(x) = p(x + x;) — r(x;) de manera que p’(0) = 0. Entonces x | p’(x) con lo que
podemos poner p”(x) = p’(x)/x. Sea g(x) = Q(x + x;, p’'(x) + r(x;)), entonces

O(x, p(x)) = Q(x, p'(x — x;) + r(x))) = g(x — x;)

58



Sabemos que Q(x + x;,y + r(x;)) no tiene monomios de grado < r, de esta manera
sustituyendo y = p’(x) = xp”(x) tenemos g’(x) y podemos ver que x" | g(x) luego

(x = x)" | g(x = x;) = O(x, p(x)).

Observamos que deg ;) Q(x, y) < [ implica que el grado de Q(x, p(x)) es a lo sumo [. Por
otra parte sabemos ahora que (x — x;)" | Q(x, p(x)), luego si

S={ie{l,2,...,n}:r(x;) = p(x;)},

entonces

[ Jer=x)1 06 pa.

i€S
Ahora bajo las hipétesis del teorema, dado que |S| > 7 entonces el grado de [[;cs(x — x;)"
serd al menos rt que divide al polinomio Q(x, p(x)) de grado a lo sumo / < rr. Esto solo

se puede dar si Q(x, p(x)) = 0, es decir (y — p(x)) | Q(x, y).

Pasamos ahora a estudiar la existencia de este polinomio Q(x,y). Como en otras ocasio-
nes, estudiamos el numero de ecuaciones y el nimero de incognitas del sistema lineal que
se ha de resolver para computar los coeficientes de Q(x, y).

En cuanto a las ecuaciones, para cada uno de los n polinomios trasladados a los pun-
tos (x;, r(x;)), tenemos que todos los monomios de grado < r tienen que ser nulos. Los
monomios x/y™ con grado < r cumplen

Jym=>0 j+m<r

. 1 . . .
Y existen @ monomios que cumplen con esto, por cada uno de estos polinomios tras-

ladados dando un total para las ecuaciones de

rir+1)
()

En cuanto a incégnitas, tenemos que contar el nimero de monomios que cumple con la

restriccidn del grado (con peso) de Q(x, y), es decir

Jm=>20 j+km<lI

I\(l+2
kJ\ 2
La restriccion sobre los pardmetros que garantiza la existencia de Q(x,y) es entonces

(r(r+ 1)) I(I1+2)
n <
2 2k

que podemos acotar por la expresion
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5.4.3. Condiciones sobre los parametros

Veamos ahora como elegir mds concretamente estos pardmetros.

Para cumplir con rt > [ elegimos [ = rt — 1. Ahora para satisfacer la ecuacion anterior
observamos que es equivalente a

e =1>kn(r) +r

Y asu vez
P —kn)—knr—1>0

Para cumplir esta ecuacién hacemos notar que se tiene que dar (> — kn > 0) o lo que es
lo mismo ¢ > Vkn. Esto es importante por que limita la capacidad correctora a n — Vkn,
que de manera asintética en funcién de la tasa R = k/n

T/n<1—\/l_?

Que es mejor que la cota equivalente para el algoritmo de Sudan, 1 — V2R — (R/2), siem-
pre que R < 2(V2 — 1), lo que se garantiza en el caso de Sudan por las restricciones que
impone en la tasa del cédigo (5.4).

Finalmente se puede escoger r como un entero mayor que la mayor de las raices de la
ecuacion cuadratica anterior, lo que garantiza que se cumpla la condicién. La raiz mds
grande de (> — kn) —knr — 1 = O es

kn + \[k*n® + 4 — kn)
2(1? — kn)

y por tanto escogemos r un entero inmediatamente superior.

kn + \Jk*n? + 4( — kn)

-1
r=ie 22— kn)

Ejemplo 38. Si queremos aplicar el algoritmo a un cédigo RS[7,2] y queremos
que pueda corregir un error mas que el dado por la distancia minima esto es t = 3,
entonces 7 = 4.

Con la expresion dada para r, tenemos r = 8 y [ = rt — 1 = 31. A pesar de que el
algoritmo de Sudan-Guruswami mejora la capacidad correctora asintéticamente
con respecto al algoritmo de Sudan en la préctica resulta muy costoso ya que
los pardmetros del algoritmo (multiplicidad, tamafo de lista) son grandes incluso
para un c6digo pequeiio para el cual queremos obtener una mejora de un error
corregible més.
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6. CODIGOS PRODUCTO

La idea de un cédigo producto es sencilla, una palabra de un cédigo producto se puede
tratar como una matriz en la que las filas son palabras de un cédigo consitituyente y las

columnas son palabras de otro. El concepto fue introducido por primera vez por Elias en
1954 en [20].

El interés de estos codigos estd en la manera en que se puede aprovechar esta estructura
para corregir més alla de la distancia minima. Por ejemplo si el cédigo de las filas corrige
hasta t errores, entonces si los errores estan aislados en como mucho t columnas no im-
porta cudntos errores hay en estas; corregiria bien este tipo de errores contiguos (error de
rafaga). Esto también es testimonio de que hay patrones de errores que ain teniendo un
peso grande son corregibles y de que los c6digos producto tienen buenas cualidades para
corregir mas alld de la distancia minima. La referencia principal para este capitulo es [21]]
ademas de [6].

Comenzamos dando la definicién formal de cédigo producto con la que trabajaremos.

Definicién 19. (Cédigo producto) Sea A, B dos cédigos con pardmetros respectivamente
(14, ka,dal 'y (1, ks, dg], tales que A C F* y B c F;%. El c6digo producto C = A x B
es el conjunto de matrices (ng,n,) tales que sus filas son palabras del c6digo A y sus
columnas son palabras del cédigo 8.

6.1. Codificacion

En esta seccion trabajamos con C = Alng, ka, ds] X Blng, kg, dp]

Si tenemos una codificacion sistemadtica para cada codigo, entonces podemos codificar
una matriz de (kg, k4) simbolos de mensaje, codificando primero las filas usando A y des-
pués las columnas (tanto las originales como las resultantes de los simbolos de paridad de
las filas codificadas) usando 8. Esta codificacion es sistemadtica para el nuevo codigo y la
matriz codificada resultante tiene la siguiente estructura:
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ny

ka
kg Mensaje Par‘ldad
n Filas
B
Paridad
Paridad Columnas ar% a
Paridad

Figura 6.1: Estructura de una codificacion sistemdtica de un c6digo producto. Un diagra-

ma similar se encuentra en la publicacidn original de Elias [20]

Ejemplo 39. Consideramos A = B8 = RS[7,4] y C = A x B. Trabajamos sobre
el cuerpo Fg tomando un elemento a que cumple &® = @ + 1. Vamos a codificar

de forma sistemadtica la matriz (palabra)

a® @ 1 o & o
ol 0 1 a® o o af
a =
@ o @ a @ 0 o
at a® @ @ o 1 &
Y por dltimo las columnas
a® a2 @ 1 o & o
at 0 1 a o & o
@ a® @ a® @ 0 af
c=la* a® & @ o 1 &
@ @ o & of ot o
@ @ & @ 0 0 «
@ @ 1 & 1 0 o
ceC

De manera general, dadas las codificaciones por dos matrices generadoras de A, G, y de
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B, Gp de los cddigos constituyentes entonces una codificacion de C es

M(kg, ka) = M(ng,ns) (6.1)

T
u  GpuGy

La dimension de Gg es (ng, kg) luego Ggu tiene dimension (ng, ks). El producto final re-
sulta entonces de aplicar G, a cada una de las filas de longitud k4 de GLu y por lo tanto
sus filas son palabras del c6digo A. Andlogamente multiplicar G4 (uG,) es aplicar G a
las columnas de uG, y por lo tanto sus columnas son palabras del cédigo B.

La inyectividad de esta aplicacion viene dada de la inyecyividad de u = uG, y u — uGg.
Esta inyectividad esté en principio dada para cuando se aplican las generadoras a un vec-
tor, pero se extiende facilmente a aplicarlas a una matriz.

Si tenemos las matrices generadoras en forma G4 = (I,|A), Gp = (I;,|B), de manera
que representan una codificacion sistemadtica de los cdigos constituyentes entonces la
codificacién dada por[6.1]es la misma que la presentada al comienzo de la seccién:

np
ka
ks u uA
np
BTu BTuA

Figura 6.2: Resultado del producto G,uGp en le caso sistemético
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Ejemplo 40. Vamos a codificar una palabra con el producto de dos cédigos

RS [3,2], trabajando sobre F,; tomando como elemento primitivo @ que cumple

a?=a+l.

Una matriz generadora de los c6digos constituyentes es

1 1 1
oealy )

1l o «

Vamos a codificar la palabra

Entonces

6.2. Parametros del cédigo

Veremos ahora que los pardmetros del codigo son el producto de los parametros de los
codigos constituyentes como cabria esperar.

Teorema 13. El producto de codigos Alny, ka,ds) X Blng, kg, dp] es un codigo C con
pardmetros [nang, kakg, dsdp).

Como hemos visto a partir de sendas codificaciones de los c6digos constituyentes se pue-
de obtener una codificacion del cddigo producto

M(kg, ky) = C C M(ng,ny)

y de aqui es obvio que la dimension del codigo es k kg y la longitud nsng.

En cuanto a la distancia minima veamos primero que mayor o igual que dsdp. Sea ¢ € C
no nula, entonces una de sus columnas serd no nula y al ser una palabra del c6digo B tiene
dp elementos no nulos. Las filas correspondientes a esas posiciones no nulas son palabras
del c6digo Ay tienen d, elementos no nulos. Por lo tanto las palabras no nulas del cédigo
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tienen peso como minimo dadp.

Buscamos ahora una palabra con exactamente ese peso. Sea a € A con w(a) = ds y
b € B con w(b) = dp. Vamos a justificar que podemos suponer que las posiciones no
nulas son las iniciales en ambas palabras. Si esto no fuera asi podemos considerar los
codigos resultantes de permutar las palabras de tal manera que se satisfaga esa condicion,
es obvio que el producto de estos cédigos tendrd la misma distancia minima, la misma
distribucion de pesos, que el producto de los cddigos originales. De esta manera pasamos
a considerar la siguiente palabra

blal blaz bladA 0O ... 0

b2a1 b2a2 “e bzadA 0O ... 0

Cc = deal deClz SN deadA 0 ... 0
0 0o ... 0O 0 ... 0

0 0o ... 0O O ... 0

Es claro que ¢ es una palabra de C, ya que las filas son multiplos de a y las columnas
multiplos de b. Por lo tanto dado que w(c) = dad, podemos concluir que la distancia
minima de C es dsdp.

Ejemplo 41. Continuando con el ejemplo anterior, los pardmetros del cédigo
producto serdn entonces
[9,4,4]

Observamos que el producto de dos cédigos MDS (n — k + 1 = d) no es MDS.

Vamos a construir una palabra de peso 4 como en el ejemplo, usando la palabra
(a,1,0) € RS[3,2].

2

S
S = R

0
0
0

S R

6.3. Matriz generadora

Para hablar de la matriz generadora de un cédigo producto tenemos que aplanar las pala-
bras pasando de matrices a vectores consistentes de las filas, una detrds de otra. Entonces
la matriz generatiz de C consiste en
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GC:GB®GA

El producto matricial usado se define de la siguiente manera. Siendo L y M matrices de
dimensiones (a, b) y (c, d) respectivamente. El resultado serd una matriz de dimensiones
(ad, be).

LuM LoM ... LM
Lo - szM LZ%M LQITM
LaM LoM ... LM

Donde cada entrada de la matriz en la definicién es una submatriz (c, d).

Veamos que genera palabras del cédigo, sea u = (uy, up, ..., u,) con u; de longitud kg
cada uno, que representan las filas del mensaje a codificar.

kp kp kp
uGe = uGp®Gy = (Z GB,(i,l)MiGA, Z GB,(i,z)MiGA, cees Z GB,(i,nB)MiGA)
i=1 i=1 i=1

Donde de nuevo cada una de las componentes de este vector representa una de las n, filas
del resultado. Observemos que cada una de ellas es combinacion lineal de las palabras del
codigo B u;Gp y por tanto son palabras de B.

Falta ver que las columnas son palabras del cédigo B. Por ejemplo la primera columna
resulta de considerar el primer elemento de cada fila. Sea a; el primer elemento de u;G4
entonces la primera columna

k
(Zifl GB,(i,l)ai GB,(],]) GB,(Z,]) GB,(kB,l)
k
(Zifl GB,(i,Z)ai GB,(],Q) GB,(2,2) GB,(kB,Z)
. = . a + . a + } i
k
(22, Gngyail  |GB(1ng) Gy G B (kpnp)

La columna es combinacion lineal de columnas de la matriz generadora G, luego es una
palabra del c6digo. Se puede razonar de manera andloga para todo el resto de columnas.

La codificacién mediante las matrices generadoras de los c6digos constituyentes resulta
mas sencilla utilizando la expresion ya vista

GruGy

que es equivalente a usar la matriz generadora sobre la matriz u hecha vector.
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Ejemplo 42. De nuevo continuando el ejemplo anterior, vamos a calcular su ma-
triz generadora.

Recordamos que una matriz generadora del c6digo constituyente es

I 1 1
GA:GB: 2

1l o «

Entonces la matriz generadora del producto es

1(1 1 1) 1(1 1 1) 1[1 1 1)
1 a o 1 o o 1 a o
1 1
@ @

G, G =
ATTE ! 1 1 1) L1 1 1
a a
1 a? 1 a? 1 a o
11 1 1 1 1 1 1 1
l a &> 1 a & 1 a a2
G,Gp =
A P71 11 a a o & & &2
l @« &> a & 1 & 1 «
Vamos a codificar u = (1, 1, 1, 1) usando esta matriz

u(Ga ® Gp) = (0,0,0,0,2,1,0,1,0%)

Que de forma matricial es

o O O
— R O
Q;—ko

Vemos que es equivalente a usar la codificacién dada por GLuGy.

6.4. Codigos concatenados

En esta seccidon vamos a seguir la seccién 5.5 de [22].

Se introducen ahora los c6digos concatenados que son una manera mds general que los
codigos producto de combinar cédigos para obtener uno de longitud superior. Veremos de
que manera un cddigo producto se puede ver como un cddigo concatenado.

Esta seccidn se incluye para demostrar, bajo esta perspectiva que lo hace mas sencillo, la
capacidad de los cédigos producto para recuperarse de errores de rafaga.
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Definicion 20. (Cédigo concatenado) La concatenacion de dos c6digos Alng, ka, d4] so-
bre F, y B[np, kg, dp] sobre F,, mediante una biyeccion lineal en F,

Y Fp > A

€S
C={W®D,y(b2),....4(by,)) : (b1, bs,...,by,) € B}

Decimos que A es el cdigo interior y B es el codigo exterior.

En esencia, un cédigo concatenado es sustituir cada uno de los simbolos de una palabra
del codigo exterior (elementos de Fx, ) por una palabra del c6digo interior.

Veamos cuales son los pardmetros de estos cddigos. Recordamos que una extension se
puede ver como un espacio vectorial sobre el cuerpo base ((F,)* = F ), vamos a razo-
nar mediante aplicaciones lineales biyectivas entre espacios vectoriales de IF,.

Y

((Fp))s B C ((F))™ (A" C (™)™

(b1, b2, ..., by) ——— W(b1),¥(D2), ..., (bn))

Donde f es una codificacion de B. Se puede observar que la dimension del cédigo resul-
tante es kakp y la longitud nsng.

Veamos ahora que esta construccion puede usarse para obtener un codigo producto. La
clave para esto es de nuevo la estructura de espacio vectorial de una extensidon sobre un
cuerpo base.
ko ~
(Pq) 4 = quA

Luego podemos interpretar una palabra de 8 como una matriz (ng, k4) de elementos de F,
si reemplazamos cada simbolo de F, con una fila de k4 simbolos de F,.

Un cédigo producto Alny, k.1 X B’ [np, kg] (ambos sobre F,) es equivalente a la concatena-
cién de Ay B = (B')*. De esta manera B es el c6digo de matrices (13, k4) con elementos
en F, cuyas columnas son palabras de $’. Ahora si fijamos una base para F, como F,
espacio vectorial podemos interpretar 8 como un codigo [np, kz] sobre la extension.

Por otra parte la aplicacién ¢ no es mas que una codificacién de A interpretando un ele-
mento de la extensiéon como una palabra en (]Fq)"*‘.
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Ejemplo 43. Continuando con nuestro ejemplo de cédigo producto (ejemploE0),
veamos como se reinterpretaria en terminos de codigos concatenados. En este
caso tenemos que el cédigo exterior va a ser el de las matrices (n,,k,) = (3,2)
cuyas columnas son palabras del cédigo RS [3, 2], pero lo vamos a ver como un
c6digo sobre la extension Fy, = Fg = Fylx]/ (x* + x + 1). Representamos cada
elemento de la extension como un polinomio de grado < 2 con coeficientes en Fy
y de esta manera podemos interpretar un par de elementos de F, como un solo
elemento de Fg usando la base {1, x}.

Por ejemplo la matriz

0O O
a® a?
a a

Se interpreta como la palabra de (0, o%x + o2, ax + @) de un cédigo [3, 2] sobre
Fg. Ahora la aplicacion ¢ consiste en enviar cada uno de estos elementos a una
palabra del cddigo de las filas, que serd el c6digo interior; primero interpretando
cada uno mediante la base como 2 elementos de F4 y después codificando estos.

Por ejemplo ax + @ es (a, @) y se codifica por (0, @, 1).

Sin embargo un cédigo concatenado no es siempre expresable como c6digo producto co-
mo se demuestra en el ejemplo B4]
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Ejemplo 44. Sea 8 = RS[3,2] sobre F4 y @ un elemento primitivo cumpliendo
a* = a + 1. Y sea y dada por

Y Fy > ACE
1+ (1,0, 1)
a s (0,1,1)

A que es la imagen de esta aplicacion es un cédigo [3, 2].

Entonces la palabra correpondiente a (0,a?, @) € B en el c6digo concatenado
serd entonces
(0,0,0 1,1,0 0,1,1)

De manera matricial (0, @2, @) sustituyendo cada elemento por su representacion
vectorial en (F,)? tomando labase e; = 1l ye, = a

00
11
01

Obtener la palabra a partir de esta forma no es mas que codificar las filas

S = O

00
1 0
11

Este cddigo no es equivalente a un cédigo producto ya que podemos encontrar
una palabra que contenga cualquier columna es decir el cddigo de las columnas
es [3, 3] y por tanto el producto con el cédigo de las filas (A[3, 2] tendria dimen-
sién [9, 6] que no coincide con la dimension del cédigo concatenado.

Los cédigos concatenados mejoran la capacidad correctora cuando se dan errores de rafa-
ga de la siguiente manera. Si se transmite el mensaje como una cadena de nsng simbolos
de F,, una rafaga de  errores sobre esta cadena se correspondra a una rafaga de a lo sumo
[t/na] + 1 errores para el codigo exterior. Es decir el cddigo interior agrupa los errores
para el cdédigo exterior, que lo recibe como uno unico independientemente de cudntos se
hayan producido al nivel de F,.

Ademads de esta propiedad que acorta las rafagas, el c6digo interior también puede marcar
las posiciones como error que éste no haya podido corregir para facilitar la correccion al
codigo exterior.
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Ejemplo 45. Continuando con el ejemplo anterior, supongamos que se produce
un error en rafaga en la palabra (0,0,0 1,1,0 0,1, 1), limitado alas 3 primeras
posiciones resultando en

(1,1,1 1,1,0 0,1,1)

Durante la decodificacién primero el c6digo interior determina que las 6 dltimas
posiciones son correctas pero las 3 primeras contienen un error y pasa (—, a°, @)
al cédigo exterior, que gracias a conocer la posicién del error puede corregir

correctamente.

6.5. Algoritmo de decodificacion simple. Iterativo

Presentamos un algoritmo de decodificacion que aprovecha la estructura del codigo pro-
ducto para obtener una gran capacidad correctora. El algoritmo consiste en decodificar
alternativamente filas y columnas hasta que no se puedan corregir mas errores. Decodifi-
car una sola vez filas y columnas no es suficiente, pues el c6digo columna puede corregir
suficientes errores en una fila como para que una palabra que no se pudo corregir a priori
ahora se pueda corregir.

Algoritmo 6. Decodificacién iterativa de cdédigos producto.

Se supone una funcién de decodificacién que cuente el nimero

de errores que ha corregido, decod, para el cédigo de las

filas, decodp para el cédigo de las columnas. Se supone que el
numero de errores corregidos en caso de error de decodificacién
es 0.

Input: u Matriz (n4,np), palabra a corregir

Output: Matriz (n4,n3), palabra con la mayor cantidad posible de
errores corregidos
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iter — 0

errores_filas = 1

errores_columnas = 1

mientras erroresyilas # 0 o errores.olumnas # 0 hacer

si iter mod 2 =0 entonces
(Se corrige por filas)

para cada r fila de u hacer
corregida, e «— decod(r)

r < corregida
errores_filas « errores_filas + e
fin

en otro caso
(Se corrige por columnas)

para cada c columna de u hacer
corregida, e «— decodp(c)

¢ « corregida

errores_columnas < errores_columnas + e

fin

fin

iter < iter + 1

fin
devolver u

El algoritmo termina ya que eventualmente, o bien no quedan errores por corregir o no
se pueden corregir mas, sin embargo esto puede llevar unas cuantas iteraciones. En la si-
guiente seccidn estudiamos el nimero de iteraciones y errores corregibles.

6.5.1. Rendimiento con errores uniformemente distribuidos

Esta seccion estd basada en una similar que se presenta en [[4]].

Vamos a realizar un estudio del rendimiento de este algoritmo suponiendo que se introdu-
cen W errores de manera aleatoria en una palabra perteneciente a un codigo [n, k, d] X [n, k, d],
siendo ¢ la capacidad correctora del c6digo constituyente. Suponemos ambos codigos
iguales con el fin de facilitar la notacion pero el argumento presentado es facilmente ge-
neralizable a un cédigo producto de cédigos distintos.

Interesa considerar aquellos casos en que una fila (o columna) puede acumular méas de ¢
fallos. Es en estos casos que no se podré corregir en la primera iteracion.

Al principio hay n posibles filas donde puede ir a parar un error, todas ellas equiprobables.
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El numero de errores en una fila concreta seguird entonces una distribucién binomial de
pardmetros (W, 1).

Entonces la probabilidad de que una fila concreta contenga més de ¢ errores es

[

i=0

Vamos a calcular la media de errores corregidos. Por cada fila posible consideramos la
variable aleatoria Z; = X;Y;, donde Y es el numero de errores en la fila correspondiente,
que sabemos sigue binom(W, %); y X; = 1 si la fila se puede corregir (¥; > t) y O en otro
caso. De esta manera la media de errores corregidos serd

t W 1 i 1 W—i
t, ,W =F Zi:EXiYi: t_ - 1--
mn = £(52)=neny = 3 (1)) 1-3)
Despues de este paso repetiremos el mismo argumento para las columnas, sin embargo

ahora tenemos que considerar que la iteracion sobre las columnas tendrd que intentar co-
rregir menos errores. De media W — m(t, n, W).

A la hora de considerar sucesivas iteraciones, tenemos que tener encuenta que existen
filas/columnas que ya han sido corregidas y que los errores se distribuyen entre el resto.
Suponemos, y esto afectard a la capacidad predictiva del modelo en casos extremos, que
los errores restantes vuelven a estar uniformemente distribuidos.

El proceso para calcular cudntas filas/columnas y errores se corrigen de media en cada
iteracion es el siguiente (algoritmicamente), usando las funciones p(¢,n, W), m(t,n, W)
presentadas:
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Algoritmo 7. Modelo de correccién de errores

Input: W, errores introducidos; ¢, capacidad correctora;
n longitud de los cédigos constituyentes.

it<20

n_filas « n;

n_columnas =< n;

mientras W > 0 hacer

si iter méd 2 =0 entonces

W — W —m(t,n_filas, W)

n_filas < |n_filas = (1 — p(t,n_filas, W))|
en otro caso

W «— W — m(¢t,n_columnas, W)

n_columnas < |n_columnas * (1 — p(t,n_columnas, W))|

fin
it —it+1

fin

Podemos usar este modelo para estimar cuantas iteraciones se necesitaran.
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Ejemplo 46. Tomemos el producto RS [255,223] x RS[255,223]. La capacidad
correctora de los c6digos constituyentes es t = 16, supongamos ademds que se
introduce una densidad de errores p, es decir W = pn?.

Vamos a comparar las predicciones del modelo con una ejecucion particular del
algoritmo sobre un error generado con la densidad de error especificada. Vamos
a comparar las predicciones del modelo con una ejecucién particular del algorit-
mo sobre un error generado con la densidad de error especificada. En la tabla las
entradas son de la forma [errores corregidos] | [bloques sin corregir].

p=007] it=0F) | it=1(C) | it = 2(F)
Modelo | 1359 | 156 | 2571 |33 | 622 |0
Real 13201 159 | 263931 | 576|0
p=008|it=00F) | it=1(C) | it=2F) | it=3(C) | it =4F)
Modelo | 7101206 | 1426 | 151 | 1780 | 67 | 1270 | 1 1711
Real 847|197 | 15251142 | 1935|148 | 882 |0

En este rango de valores para la densidad el modelo se ajusta adecuadamente, sin
embargo para p = 0,09 el ritmo al que se corrigen los errores en la realidad es
distinto, pero el modelo sigue siendo util para predecir las iteraciones que nece-
sitaremos.

Finalmente para una densidad de errores mayor no se consigue eliminar la totali-
dad de los errores en la realidad aunque el modelo predice que se conseguiria en
muchas iteraciones. Esto se debe a la simplificacion que hicimos considerando
que los errores estaban de nuevo uniformemente distribuidos.

6.6. Algoritmo a partir de decodificar con lista

Este algoritmo se presenta en la referencia [6], que es la base para esta seccion.

6.6.1. Representacion alternativa

Sean A’, B’ los c6digos constituyentes de pardmetros (14, ka,ds) y (np, kg, dp) respecti-
vamente. Construimos el cédigo A como el conjunto de matrices (ng, n4) tales que cada
fila es un elemento del cédigo A’, expresado de otra manera A es el producto cartesiano
de A’ consigo mismo np veces, A = (A’)"2. De la misma manera B serd el cddigo con-
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sistente de las matrices (np, n4) tales que cada columna es un elemento de B’. Podemos
entonces describir el cddigo producto como interseccion de dos codigos,

C=AXB =ANSB

6.6.2. Algoritmo

Veamos como la anterior perspectiva puede ser ttil a la hora de descodificar. Sea r una
palabra recibida.

Para estimar la palabra enviada c, tenemos que buscar aquella del cdigo que diste menos
de r. Sea A la lista de palabras del cédigo A que menos distan de la palabra recibida r
ordenadas ascendentemente segun la distancia a r. La palabra del cédigo producto que
menos diste de r serd obviamente el primer miembro de esta lista que esté también en
8B, ya que si existiera una palabra mds cercana de C también estaria en A y apareceria
primero en A.

Mediante un decodificador con lista para el cddigo A podemos usar el otro cédigo para
decidir cual de las palabras de la lista es la adecuada.

Consideremos entonces el problema de obtener un decodificador con lista de longitud /
para el c6digo A a partir de un decodificador con lista de longitud / del c6digo constitu-
yente A’.

Si decodificamos cada fila por separado tendremos / candidatos para cada fila, lo que hace
un total de /"* palabras de A. Existe entonces el problema de ordenar estos resultados de
una manera computacionalmente eficiente, calcular todas las posibilidades y sus distan-
cias a ¥ no es una opcion.

Se combinaran los resultados de las dos primeras filas, de manera que resulte en una lista
de [ posibilidades en total para ambos ordenada por distancia a las filas correspondientes
de r, y a este resultado se ird agregando iterativamente de una en una los resultados del
resto de filas.

La distancia de una palabra a r es la suma de la distancia de cada fila a la fila correspon-
diente de r, por lo que a la hora de combinar lo que hay que tener en cuenta es la suma de
las distancias de ambos resultados.

El siguiente algoritmo toma dos listas ordenadas u,v de tamafio / y devuelve una lista
ordenada de tamafio / de combinaciones.
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Algoritmo 8. Combinacién de listas de distancias

INPUT: Listas ordenadas de enteros de longitud [/, u y v.
OUTPUT: Lista de tuplas (i, j,n) de longitud /, ordenada por
n=1u; ar Vj .

(Lista ordenada por tercer componente)
g=1{G0,u):ie{l,2,...,1}}

f=0

i=1

mientras i </ hacer

Z < primer elemento de g

g<—g\{z
si 2 = 0 entonces
(E1l resultado debe ser combinacién de un elemento

de cada lista)
7 «—< —1
23 < Uy TV,
g < gU{z} (Ordenadamente)
en otro caso
fefuld
i—i+1
2 +1

si z; <[ entonces

73 = Uy + Vg

g « gU{z} (Ordenadamente)
fin

fin

fin
devolver f

Ejemplo 47. Supongamos que un decodificador con lista para el cédigo de las
filas devuelve listas de longitud 4, y obtiene unas posibilidades para la primera y
segunda filas respectivamente, que distan lo siguiente de las filas correspondien-
tes de la palabra recibida

0,2,3,5)

0,1,1,3)

Entonces el algoritmo resultara en

(0,0,0),(0,1,1),(0,2,1),(1,0,2)



Falta adaptar el algoritmo para que combine una lista de matrices (i, n4) con una de filas
(1, n4) para devolver una lista de matrices (i + 1, n4). Esto no es mds que ordenar las listas
por distancia a la parte correspondiente de la palabra recibida y pasar estas listas de dis-
tancias como input al algoritmo anterior, después se crean las combinaciones segun los
indices devueltos por este. Llamemos a esta adaptacion combinar.

Ya tenemos todos los ingredientes para dar una descripcion general del algoritmo, un
decodificardor en lista del codigo de las filas A’, decod,, una manera de comprobar la
pertenencia al codigo de las columnas B’ y el algoritmo que combinando los resultados
de decodificar con lista las filas puede obtener una decodificacién con lista de ‘A.

Algoritmo 9. Decodificar Producto

INPUT: M matriz (ng,ny) a decodificar
OUTPUT: C €(C mas cercana a M, o error

(Decodificar con lista A)

lista < decody(fila 1 de M)

i—1

mientras i < np hacer
lista « combinar(parcial,decod,(fila i de M))
i—i+1

fin

para cada e € lista hacer

si e e B entonces
| devolver e

fin
fin
devolver Error

Dado que todas las listas son ordenadas de la misma longitud / que el output de decod,, el
algoritmo termina y para un / suficientemente grande encontrara la palabra mds cercana.
En otro caso se da un error de decodificacién. La complejidad del algoritmo estd domi-
nada por la complejidad de decodificar con lista el codigo de las filas, que dependerd del
tamano de este cddigo y del tamaifio de lista que fijemos; y el nimero de filas. Al combi-
nar las posibilidades manteniendo siempre / en consideracion y al utilizar el c6digo de las
columnas simplemente como una comprobacion, evitamos que la complejidad escale.
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Ejemplo 48. En el contexto del cédigo producto RS[7,4] x RS[7,6] sobre el
cuerpo Fg con elemento primitivo @ cumpliendo o = @ + 1. Como el cédigo
de las filas es pequefio se ha construido un decodificador con lista general que
devuelve todas las palabras del c6digo ordenadas por distancia a otra dada. Esto
nos permite poner un tamaio de lista / tan grande como queramos.

A continuacion se da el resultado de una aplicar este algoritmo a la matriz con
[ =30.

@ a @ 1 a 1 0
ot ot a1 a o «a
@ o ol a @
M=[0 & o af & o &
@ a & a 0 & 0
a 1 o & o® 0 o
@ @ o 1 & o o

Después de obtener la lista correspondiente al cédigo A = (RS [7,4])’, usamos
el cédigo de las columnas para decidirnos por una de las opciones. El resultado

es

Il a @ 1 a 1 0

ot o a1 a o 1
a & o a 1 o &
C=]0 1 a% @ o o o
@ o a a 0 o o
a 1 o & o 0 o
a ot o 1 & & o

que dista 16 de la palabra recibida.

6.7. Codificacion en CDs y DVDs

En esta seccién presentaremos cémo se utilizan los c6digos Reed-Solomon en CDs y
DVDs. Para CDs nos referimos a la seccion 5.6 de [22]]. Para la codificacién de DVDs nos
referimos a [23]]°

A la hora de codificar los datos de un disco, tenemos que considerar que el tipo de error
mas comun es de rafaga (rayones que afectan datos contiguos). Como es comiin en otras
aplicaciones, se trabajara sobre el cuerpo F,s que representard un byte.

Vamos a ver un concepto ttil para la correccion de errores en rafaga: intercalacion (inter-

79



leaving).

6.7.1. Intercalacion

Esta es otra herramienta utilizada para limitar el impacto de los errores en rafaga. La idea
es sencilla, si tenemos un nimero ¢ de palabras de un cédigo C[n, k] y queremos evitar los
errores de rafaga. Para conseguir esto mezclamos los simbolos de distintos bloques para
que un posible error de rdfaga se divida, al reconstruir las palabras originales, entre las ¢
palabras. Una manera habitual de mezclarlos es la siguiente

F" 2 (C) ! I(C, 1) C F

(C11,C215 e+ 5 C15C12, €025 o5 €2y v o+ 5 Clps €y« -+ Ci)

(CI,CZ,. .. ,C[)

Donde c;; es la componente j-ésima de la palabra c; y I(C, t) = Im(f), es el cédigo inter-
calado con profundidad ¢ de C. Esta transformacién se puede ver también como colocar
las palabras en una matriz (¢, n), y posicionar sus columnas una detrds de otra

Ci1 C12 ... Cip
Cry1 Cpp ... Cpp
Cll CtZ oo Cll’l

Si C puede corregir cualquier error de rafaga de longitud b, entonces I(C, t) puede corregir
cualquier error de rafaga de longitud 7b ya que un error de este tipo resultard en rafagas
de a lo sumo longitud b en las palabras originales.

Ejemplo 49. Supongamos un cédigo con n = 5 binario que puede corregir rafa-
gas de hasta 2 errores. El cédigo intercalado de profundidad ¢ = 3, puede corregir
rafagas de hasta 6 errores consecutivos. Por ejemplo si el error es

000001111110000
Al reorganizar la palabra el error tendré el siguiente aspecto

001100011001100

Donde las rafagas son corregibles de longitud 2.
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6.7.2. Codigos recortados

Otro concepto utilizado para la codificacion en CDs y DVDs es el de c6digos recortados.
Dado un cédigo C[n, k] un cédigo recortado una cantidad m es un subcédigo de C que
definimos eligiendo un conjunto de m coordenadas 0 < i} < i, < ... <1, < nalasquese
impondrd la condicién de ser nulas. Es decir el cédigo resultante es

{(cr,e0,...,c) €Cc;; =0 V1< j<m}

Que tiene obviamente dimension k — m. Ademads se puede evitar transmitir los simbolos
que se saben son nulos, reincorpordndolos antes de la decodificacion el receptor, de esta
manera la longitud del cédigo es n — m.

La manera mas habitual de utilizar esto en la practica es, dados k — m simbolos de infor-
macion, rellenar a la derecha con m ceros. Codificar esta palabra de longitud k mediante
una codificacion sistemdtica y enviar tinicamente los k —m simbolos de informacién junto
con los n — k simbolos de redundancia obtenidos.

Ejemplo 50. Consideremos un cédigo RS [7, 4] sobre Fg y un elemento primitivo

@’ = @ + 1. Veamos como codificar una palabra del cdigo recortado RS [35, 2].

Tenemos los siguientes simbolos de informacién
(1,a)
Afadimos ahora los ceros necesarios al final de la palabra
(1,@,0,0)
Codificamos usando RS [7, 4] para obtener
(1,a,0,0,a%,0,a")

Y finalmente enviamos
(1,a,0%,0,a")

El receptor, que sabe que codigo estamos utilizando, sabria donde afiadir los ceros
para realizar la decodificacion.

6.7.3. Codificacion CD

Ya tenemos todas las herramientas necesarias para presentar el proceso de codificacién
en un CD. Los cédigos utilizados para la correccién de errores son C; y C, cédigo RS
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recortados con parametros [28, 24, 5] y [32,28, 5] ambos sobre el cuerpo F,s¢ (bytes). La
informacion a codificar es una secuencia de tramas de la forma

LR\ LR, ... LeRg

Donde L;, R; representan 2 bytes correspondientes a los canales izquierdo y derecho de
una pista de audio. Cada trama tiene por lo tanto 24 bytes. Primero se mezclan los indices
impares de una trama con los pares de 2 tramas mds adelante. El resultado de esto se co-
difica mediante C; de manera sistemdtica pero introduciendo la redundancia en mitad de
la palabra con el objetivo de separar lo més posible la informacion de las tramas distintas
y que no sean afectadas por la misma rafaga. Siendo P, P, esta redundandia introducida
entonces

Tl' = L1R1L2R2 oo L6R6

~~~~~~ Ci e e e e a
LL;LsR \Ry3Rs Lo L, LRy R\Rs —— L,L3LsR,R3RsP, P2l LeR,R\Rs

Tl'+2 = Z]RleRQ oo z6R6

Después de este proceso hemos transformado la secuencia de tramas en una secuencia de
palabras de Cy: ¢y, 2, ¢3, . ..

A continuacion se hace un intercalado un poco distinto a la definicién presentada, se
colocan las palabras del c6digo C; en una matriz de la siguiente manera

Ci,i €1 €31 C41 G571 Ce1 C71 €31 Con Ciron Ci,1 Ci2,1 Ci3,1
0 0 0 0 cip cp c3p cap Csp Cep €12 Cg2  Coo
0 0 0 0 0 0 0 0 13 (€23 33 C43 C53
0 0 0O 0 O 0 0 0 O 0 0 0 ca

De manera que una palabra original se encuentra siguiendo una pendiente de —1/4 en la
matriz. Tenemos una matriz de 28 filas con tantas columnas como fuesen necesarias para
acomodar todas las palabras de esta manera, rellenando con ceros.

Finalmente cada una de estas columnas se codifica entonces mediante C,, completando el
proceso de codificacién. El proceso de decodificacion no presenta ningtin problema dado
un método para decodificar cddigos RS ya que lo tinico necesario es deshacer el interca-
lado, lo cual es sencillo.
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Esta construccion utilizada por los CDs se llama CIRC (Cross interleaved Reed-Solomon
Code), que trata los datos secuencialmente. A continuacién veremos como, trantando los
datos como una matriz, se utiliza el producto de cédigos de Reed-Solomon para la codifi-
cacién en un DVD.

6.7.4. Codificacion en DVD

La tecnologia del DVD fue introducida en 1993 por Toshiba, compaiiia que fue clave en
el desarrollo de un formato unificado y de muchas de las tecnologias clave para el funcio-
namiento del disco. En comparacién con la capacidad correctora del CD, que podia llegar
a corregir errores de hasta 500 bits sucesivos, un DVD puede corregir errores suscesivos
de alrededor de 2800 bits. Un salto importante en este aspecto.

Como ya hemos mencionado al contrario que CIRC, se tratan en este caso los datos como
bloques, matrices. Estos datos estdn organizados en sectores de 2064 bytes que contienen
una cabecera de 12 bytes, 2048 bytes de datos ttiles y 4 bytes de correccidn de errores.
De nuevo se trata la informacién por bytes de manera que los codigo utilizados estdn
construidos sobre el cuerpo F,se.

Tanto para la codificaciéon como la decodificacién se combinan 16 sectores en un blo-
que. Estos bloques son el nivel al que trabaja el cédigo corrector. La correspondencia
entre bloques y sectores se detalla en la figura[6.3] El cédigo es un producto de codigos
Reed-Solomon, que en el contexto del DVD se suele abreviar RSPC (Reed-Solomon Pro-
duct Code). En concreto es el producto de dos cddigos RS recortados [182,172,10] x
[208, 192, 17].

Las palabras se almacenan en el disco por filas, luego los errores en rafagas estan siempre
en la direecion de las filas y el cddigo de las columnas puede corregirlos facilmente.

En cuanto a la decodificacion se realiza primero por filas y después por columnas utilizan-
do el algoritmo de Berlekammp-Massey con la particularidad de que también se marcan
en el primer paso los errores de correccién como borrones.
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BLOQUE RSPC

172 bytes | ‘ 10 bytes

192
byles

PARIDAD COLUMNAS (INTERIOR)

3

16 SECTORES EN DISCO

:i\> DATOS 2048 Bytes

GABECERA 12 Bytes PARIDAD 4 Byles

DATOS (16x2048 bytes)

16

bytes

PARIDAD COLUMNAS (EXTERIOR)

Figura 6.3: Correspondencia entre bloques y sectores en un DVD
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7. IMPLEMENTACIONES Y CONCLUSION

Este trabajo se ha realizado en conjunto con el trabajo final del grado de ingenieria infor-
mitica [24]], como parte de este dltimo se han implementado la mayoria de los algoritmos
presentados tedricamente aqui. Estas implementaciones han sido utilizadas en muchos ca-
sos para realizar los calculos de los ejemplos que se han dado a lo largo de todo el texto.

La principal herramienta utilizada ha sido la libreria galois [3]], de python. Esta li-
breria abstrae los cédlculos en cuerpos finitos de una manera computacionalmente efi-
ciente y compatible con la libreria numpy de uso muy extendido. Ademds implementa
codigos Reed Solomon con su codificacion y decodificacién utilizando el algoritmo de
Berlekamp-Massey, sin embargo también han sido implementados a parte para poder dar
los resultados intermedios en los ejemplos.

La idea inicial del trabajo surge de intentar replicar una pigina web que presentaba vi-
sualmente el uso de cédigos producto aplicados en DVD, debida Hgholdt, que ya no esta
disponible [5]. En su web, permitia la corrupcion de una imagen, bien dibujando sobre
ella con el ratén o bien introduciendo ruido aleatorio y demostraba la correccién primero
por filas y luego por columnas. En la siguiente imagen se muestra mi versién de esto.

BORRAR GUARDAR RUIDO ALEATORIO (2%)

Ancho de la linea: Densidad de error:

Figura 7.1: Interfaz que permite corromper una imagen codificada.
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El programa divide la imagen en bloques del tamaifio adecuado para un cédigo elegido, y
aflade la informacién de redundancia en el borde de la imagen (codificacion sistemdtica).

Una linea dibujada en la imagen replica un rayon de un disco CD o DVD y podemos ver
como el cddigo producto maneja bien este tipo de errores

(a) Corrupta (b) Paso 1. Filas

L7

(c) Paso 2. Columnas (d) Paso 3. Filas

Figura 7.2: Proceso de correccion de rayones. La correccién por filas es efectiva para
rayones mds verticales, mientras que la coreccion por columnas lo es para rayones hori-
zontales.

La limitacién de la implementacion es que usa la longitud de cédigo 255, ya que es muy
util trabajar con el cuerpo F,s¢ donde cada elemento puede representar un byte de infor-
macioén. Por otra parte la dimensién del cédigo si se ha dejado variable. Aprovechamos
este capitulo de implementacion para dar unos resultados empiricos sobre la capacidad
correctora del algoritmo en funcidén de la dimension. Para varios valores de los parame-
tros k y p estimamos mediante 40 observaciones la media de iteraciones realizadas y el
porcentaje de correcciones completas. Se incluyen los reultados que obtuvieron un tasa
de correccion mayor que 0,9 pero menor que 1, para estimar de esta manera el valor limite
de la densidad de errores corregible. Estos datos se proporcionan en la tabla[7.1]
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k Jol Tasa de correccion | Iteraciones
140 | 0.275 0.975 7.725
150 | 0.255 0.95 8.925
155 | 0.246 0.95 8.575
160 | 0.233 0.975 8.925
165 | 0.225 0.9 9.075
175 | 0.202 0.9 8.525
180 | 0.189 0.9 9.55
185 | 0.18 0.9 9.55
190 | 0.165 0.975 9.325
195 | 0.155 0.975 8.6
200 | 0.143 0.9 11.225
205 | 0.133 0.975 10.825
210 | 0.119 0.95 11.425
215 | 0.109 0.975 10.725
220 | 0.095 0.95 12.25

Cuadro 7.1: Resultados de ejecutar el algoritmo iterativo con un error aleatorio introdu-
cido de densidad p, utilizando un cédigo producto RS [255,k] X RS[255, k]. Media de
iteraciones y tasa de correccidn sobre 40 ejecuaciones.

En el grifico [7.3] se compara la densidad que hemos obtenido de estas mediciones (la
capacidad correctora limite para el algoritmo iterativo), con la capacidad correctora dada

por la distancia minima.

t

n2

d—1 _(255—k+ 1)1

2n?

2(255%)

87



Capacidad correctora del algoritmo iterativo

0.3

0.25

0.2

0.15 == iterativo
== distmin

densidad limite

0.1

0.05

130 140 150 160 170 180 180 200 210 220 230

Figura 7.3: Gréfico comparativo de la capacidad correctora posible mediante el algoritmo
iterativo con respecto de la dada por la distancia minima, para distintas elecciones de
dimensién del cédigo constituyente.

El resto de algoritmos programados (Berlekamp-Massey, Sudan, combinar decodificacién
con lista) no se han aplicado a la correcion de imédgenes por bloques. Se aplican directa-
mente sobre palabras de los cédigos correspondientes y de manera interactiva gracias a
cuadernos jupyter .

Para otros detalles de la implementacion de estos algoritmos nos referimos a la memoria
correspondiente al trabajo de informatica.
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