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2.2.3. Definición de base de Gröbner . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
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Introducción

Los grafos son una estructura matemática de gran utilidad en la modelización de pro-
blemas en numerosos ámbitos. En particular el problema de la coloración de un grafo,
resulta ser uno de los problemas más importantes de la teoŕıa de grafos. Esta cuestión
se aplica a diversas áreas entre las que se encuentran la programación de horarios y la
asignación de recursos. Es por esto que dar respuesta a este problema de elevada com-
plejidad resulta de gran interés para numerosos campos de estudio. Gran cantidad de
algoritmos que resuelven este problema vienen de emplear técnicas propias de la teoŕıa
de grafos. En este trabajo se busca abordar esta cuestión desde otra perspectiva, uti-
lizando para ello resultados del álgebra conmutativa y empleando métodos propios del
álgebra conmutativa computacional.

Los problemas en los cuales vamos a centrar esta memoria son los siguientes: deter-
minar la k-coloreabilidad de un grafo y obtener el número de k-coloraciones propias de
este, estudiar en qué casos un grafo es únicamente k-coloreable y establecer un criterio
para saber cuándo se puede extender una precoloración de un grafo. Para tratar estas
tres cuestiones asociaremos ciertas variedades afines a un grafo las cuales recogen toda
la información necesaria para dar solución a cada uno de estos problemas. Emplearemos
herramientas del álgebra conmutativa computacional para estudiar los ideales de polino-
mios asociados a estas variedades lo que nos permitirá establecer criterios de coloración
y dar respuesta a estas cuestiones.

La estructura que se seguirá en el trabajo es la siguiente:

En primer lugar, se introducirán los conceptos básicos de la teoŕıa de grafos y se
planteará el problema de coloración de un grafo y se estudiarán algunos resultados
en el contexto de teoŕıa de grafos. También se aportarán cotas inferiores y supe-
riores para el número cromático de un grafo.

En el segundo caṕıtulo del trabajo se darán las nociones básicas de álgebra conmu-
tativa relativa a la correspondencia entre variedades afines e ideales de polinomios.
Se introducirán dos herramientas: las bases de Gröbner y los certificados de in-
compatibilidad de Nullstellensatz y se estudiarán sus propiedades en detalle.

En el tercer caṕıtulo, se establecerá la relación entre las k-coloraciones de un grafo
con los puntos de ciertas variedades afines a través de los ideales de coloración del
grafo y se analizarán las caracteŕısticas de estos ideales. A partir de estas propie-
dades se establecerán criterios de coloración aplicando las bases de Gröbner y los
certificados de Nullstellensatz.

Además, se emplearán estas herramientas para el estudio particular de grafos úni-
camente coloreables aśı como en el estudio de las extensiones de una precoloración
de un grafo.
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Caṕıtulo 1

Grafos

1.1. Primeras definiciones

En primer lugar vamos a introducir los conceptos básicos de teoŕıa de grafos para
establecer el marco en el que vamos a trabajar a lo largo de este trabajo.

Definición 1.1.1. Un grafo es una par G = (V,A), donde V es un conjunto no vaćıo
cuyos elementos se denominan vértices del grafo y A es un conjunto cuyos elementos se
denominan aristas, para los cuales existe una relación que asocia a cada arista un par
no ordenado de vértices. A este par de vértices los denominamos extremos de la arista.

Dado un grafo G = (V,A), si los conjuntos V y A son finitos, se dice que el grafo es
finito y |V | se denomina orden de G. En caso contrario, se dice que el grafo G es infinito.

A menudo nos referiremos a un grafo G sin explicitar el par (V,A). En estos casos de-
notaremos por V (G) al conjunto de vértices de G, y por A(G) al conjunto de aristas de G.

Notamos que en la definición no se excluye que los dos extremos de una arista sean
iguales. De igual forma, en la definición varias aristas pueden tener los mismos extremos.

Definición 1.1.2. Dado un grafo G:

1. Diremos que una arista a ∈ A(G) es un lazo si sus extremos coinciden.

2. Diremos que G tiene aristas múltiples si existen distintas aristas con el mismo par
de extremos.

3. Diremos que G es un grafo simple si no tiene lazos ni aristas múltiples.

Dado un grafo simpleG y una arista a ∈ A(G), a queda determinada por sus extremos
u, v ∈ V (G). Esto justifica las notaciones (u, v) o (v, u) que utilizaremos indistintamente
para referimos a a. En esta situación diremos que a une los vértices u y v y que los
vértices u y v son adyacentes.
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Dado que solo se tratará con grafos simples finitos a lo largo del trabajo, utilizaremos
el término grafo para referirnos a un grafo simple finito. En esta situación es usual tomar
como conjunto de vértices de un grafo el conjunto {1, . . . , n}. En este trabajo seguiremos
esta convención.

Definición 1.1.3. Dado un grafo G, se dice que un grafo H es un subgrafo de G si
V (H) ⊂ V (G) y A(H) ⊂ A(G). En este caso escribiremos H ⊂ G y decimos que su
orden es |V (H)|.

Sea G un grafo y un conjunto de vértices W ⊂ V (G). Denotamos por G[W ] al grafo
cuyo conjunto de vértices es W y sus aristas son todas las aristas de G que unen pares
de vértices de W . Decimos que G[W ] es el subgrafo inducido por W .

Se dice que un subgrafo H de un grafo G es un subgrafo inducido si H = G[V (H)]; es
decir, si H coincide con el subgrafo inducido por sus vértices.

Dados dos grafos G y H se define el grafo G + H de la siguiente forma: V (G + H) =
V (G) ⊔ V (H) y (i, j) ∈ A(G +H) si i, j ∈ V (G) y (i, j) ∈ A(G), o bien i, j ∈ V (H) y
(i, j) ∈ A(H).

Sean G un grafo y W ⊊ V (G). Se define G−W ⊂ G como el subgrafo inducido por los
vértices V (G) \W . Es decir, G−W = G[V (G) \W ].

Definición 1.1.4. Sea G un grafo.

1. Se dice que G es un grafo completo si todo vértice de G es adyacente al resto de
vértices.

2. Sea H un subgrafo inducido de orden k de G. Se dice que H es un clique de tamaño
k si H es un grafo completo.

3. Diremos que ω(G) = máx (k ≥ 1 : existe un clique de tamaño k) es el número de
clique de G.

El concepto de conjunto independiente surge de forma natural al dualizar la noción
de clique.

Definición 1.1.5. Sea G un grafo.

1. Se dice que un vértice v ∈ V (G) es aislado si no es adyacente a ningún otro vértice
de G.

2. Se dice que un subconjunto de vértices W ⊂ V (G) es un conjunto independiente
si los vértices del subgrafo inducido G[W ] son aislados.

5



3. Diremos que α(G) = máx (|W | : W ⊂ V (G) es un conjunto independiente) es el
número de independencia de G.

1.2. El problema de coloración de grafos

Introducimos ahora el problema de coloración de un grafo, el cual vamos a estudiar
en detalle en el caṕıtulo 3 con las herramientas del álgebra conmutativa que vamos a
desarrollar en el caṕıtulo 2.

Definición 1.2.1. Una k-coloración de un grafo G es una aplicación ρ : V (G) → C
donde C es un conjunto tal que |C| = k. Los elementos del conjunto C se denominan
colores. Dado un color c ∈ C, ρ−1(c) se denomina la clase del color c y se denota por cl(c).

Se dice que ρ es una k-coloración propia si dos vértices adyacentes no tienen el mismo
color. Es decir, si u, v ∈ V (G) y (u, v) ∈ A(G) entonces ρ(u) ̸= ρ(v).

Se dice que ρ es una k-coloración impropia, si ρ no es una coloración propia; es decir,
si existe un par de vértices adyacentes u, v ∈ V (G) y (u, v) ∈ A(G) con el mismo color,
ρ(u) = ρ(v).

Se dice que un grafo G es k-coloreable si existe una k-coloración propia de G.

Observación 1. El papel del conjunto C en la definición es el de etiquetar cada vértice
del grafo con un color, por lo que no es muy relevante cual escojamos. Realmente la
información que determina la k-coloración es el conjunto de las clases de coloración, las
cuales establecen una partición de los vértices del grafo. Expĺıcitamente, si tenemos dos
coloraciones de un grafo G, ρ : V (G)→ C y ρ̃ : V (G)→ C̃, que inducen las mismas cla-
ses de coloración en el conjunto de vértices, podemos encontrar una biyección σ : C → C̃
tal que σ ◦ ρ = ρ̃. Es decir, podemos encontrar una correspondencia biyectiva entre los
conjuntos C y C̃ que respete las clases de coloración.

Este hecho justifica que habitualmente se tome como conjunto de colores un conjunto
arbitrario que denotaremos C = {c1, c2, . . . , ck}. En el capitulo 3 veremos que se pueden
considerar conjuntos de colores espećıficos porque estos proporcionan alguna simplifica-
ción en la notación.

Fijado un conjunto de k colores C = {c1, c2, . . . , ck} decimos que {ρ : V (G)→ C} es
el conjunto de k-coloraciones de un grafo G. Diremos que el cardinal de este conjunto
es el número de k-coloraciones (propias e impropias) de G. De igual forma, decimos que
{ρ : V (G)→ C : ρ es una k-coloración propia} es el conjunto de k-coloraciones propias
de G y nos referiremos al cardinal de este conjunto como el número de k-coloraciones pro-
pias de G. Atendiendo a la observación 1, podemos ver que el número de k-coloraciones
y el número de k-coloraciones propias de G no depende del conjunto C escogido.
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Observación 2. Es importante destacar que las clases de coloración de una k-coloración
propia de un grafo G resultan ser conjuntos independientes de G.

Dado un grafo G se plantea si existe una k-coloración propia de G y en caso de
haberla, calcular cuántas k-coloraciones propias distintas hay. Esta es la pregunta a la
que vamos a dedicar este trabajo y a la cual daremos respuesta en el tercer capitulo.
Primero vamos a estudiar esta cuestión en el ámbito de la teoŕıa de grafos.

Observación 3. Dado un grafo G k-coloreable, se tiene que cada subgrafo H ⊂ G es
k-coloreable. Esto ocurre porque cada k-coloración propia de G se restringe a una k-
coloración propia de H.

Definición 1.2.2. Sea G un grafo. Decimos que G es un grafo no conexo si existen dos
subconjuntos disjuntos de vértices no vaćıos V1, V2 ⊂ V (G) tales que V (G) = V1 ∪ V2 y
para cada i ∈ V1 y j ∈ V2 se tiene que i y j no son adyacentes.

Se dice que un grafo G es conexo si G no es no conexo.

Sea x ∈ V (G). Se dice que el subgrafo H ⊂ G es la componente conexa de x si x ∈ V (H),
H es conexo y para cada subgrafo conexo H ′ ⊂ G con x ∈ H ′ se tiene que H ′ ⊂ H.

Observación 4. Dado un grafo G, notamos que el conjunto {H1, . . . , Hs} de las com-
ponentes conexas de G satisface que {V (H1), . . . , V (Hs)} es una partición de V (G).
Además, G es conexo si y solo si la única componente conexa de G es G.

Proposición 1.2.1. Sea G un grafo y sea {H1, . . . , Hs} el conjunto de las componentes
conexas de G. Entonces, se tiene que G es k-coloreable si y solo si cada Hi es k-coloreable
para 1 ≤ i ≤ s. Además, en este caso, el número de k-coloraciones propias de G es igual
al producto del número de k-coloraciones propias de cada Hi.

Demostración. Claramente, si G es k-coloreable, entonces cada componente conexa es
k-coloreable como hemos detallado en la observación 3.

Rećıprocamente, supongamos que cada componente conexa de G es k-coloreable. Sea C
un conjunto de k colores. Para cada i, 1 ≤ i ≤ s, existen ρi : V (Hi)→ C k-coloraciones
propias de cada Hi. Definimos la k-coloración ρ : V (G)→ C de la siguiente manera: da-
do un vértice x ∈ V (G) existe un único i0, 1 ≤ i0 ≤ s, para el cual x ∈ V (Hi0). Entonces
definimos ρ(x) = ρi0(x). La aplicación ρ está bien definida porque {V (H1), . . . , V (Hs)}
es una partición de V (G) y además es una k-coloración propia.

Para ver que efectivamente ρ es propia, sean x, y ∈ V (G) adyacentes. Existe un único
i0, 1 ≤ i0 ≤ s, para el cual x ∈ V (Hi0). Entonces G[{x, y}] es un grafo conexo por ser x
e y adyacentes. Por definición de componente conexa de x se tiene que G[{x, y}] ⊂ Hi0

y por lo tanto y ∈ V (Hi0). Entonces ρ(y) = ρi0(y) ̸= ρi0(x) = ρ(x).
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Supongamos queG es k-coloreable. Hemos visto que cada elección de las k-coloraciones
propias de Hi, ρi, se corresponde con una k-coloración propia de G. Además, dos elec-
ciones distintas de las k-coloraciones ρi de los grafos Hi se corresponden con dos k-
coloraciones de G distintas. Toda k-coloración propia de G puede recuperarse a partir
de las k-coloraciones que induce sobre cada Hi. Entonces, el número de k-coloraciones
propias de G es igual al producto del número de k-coloraciones propias de cada Hi.

Esta proposición indica que podemos estudiar la k-coloreabilidad de un grafo G a
través de sus componentes conexas y además obtener el número de k-coloraciones pro-
pias de G a partir del número de k-coloraciones propias de cada una de las componentes
conexas de G.

Definición 1.2.3. Sea G un grafo y sea k ≥ 1. Denotamos por PG(k) al número de
k-coloraciones propias de G.

El número cromático de G, χ(G), es el mı́nimo valor de k ≥ 1 tal que PG(k) > 0. Es
decir, χ(G) = mı́n (k ≥ 1 : PG(k) > 0).

Observación 5. La proposición 1.2.1 implica que dado G un grafo cuyas componentes
conexas son H1, . . . , Hs, se pude obtener χ(G) y PG(k) a partir de los valores de χ(Hi)
y PHi

(k) de la siguiente manera:

χ(G) = máx (χ(Hi) : 1 ≤ i ≤ s)

PG(k) =
s∏

i=1

PHi
(k)

La aplicación PG : N→ Z≥0 recoge toda la información asociada al número de colo-
raciones propias del grafo G. Esta aplicación resulta ser un polinomio de grado igual al
número de vértices de G.

Proposición 1.2.2. Sea G un grafo de n vértices. Entonces PG(k) es un polinomio
mónico en k de grado n con coeficientes enteros de signo alternado. Es decir, el coefi-
ciente t-ésimo de PG(k) tiene signo (−1)n−t, 0 ≤ t ≤ n.

Demostración. Vamos a razonar por inducción sobre el número de aristas de G.

Si |A(G)| = 0 se tiene que ningún par de vértices son adyacentes por lo que cada k-
coloración de G es propia. Por lo tanto, PG(k) = |{ρ : V (G)→ C}| = kn.

Supongamos que existe una arista, a de extremos i, j ∈ V (G). Consideramos el grafo de
n vértices G− a, resultado de eliminar la arista a de G, y el grafo de n− 1 vértices G/a
resultado de identificar los dos extremos de a. Notamos que una k-coloración propia de

8



G − a se identifica o bien con una k-coloración propia de G si los vértices i y j tienen
distinto color, o bien con una k-coloración propia de G/a en el caso de que se coloreen
los vértices i y j del mismo color. Esta correspondencia se expresa de la siguiente forma:
PG−a(k) = PG(k) + PG/a(k), lo que es equivalente a lo siguiente:

PG(k) = PG−a(k)− PG/a(k)

El número de aristas de los grafos G−a y G/a es menor que el de G por lo que podemos
aplicar la hipótesis de inducción y deducir que PG−a(k) es un polinomio mónico en k de
grado n con coeficientes enteros, y PG/a(k) es un polinomio mónico en k de grado n− 1
con coeficientes enteros. Por tanto se concluye que PG(k) es es un polinomio mónico en
k de grado n con coeficientes enteros. Además, el coeficiente t-esimo de PG−a(k) tiene
signo (−1)n−t y el coeficiente t-ésimo de −PG/a(k) tiene signo −(−1)n−1−t = (−1)n−t.
En consecuencia, el coeficiente t-ésimo de PG(k) tiene signo (−1)n−t, 0 ≤ t ≤ n.

Definición 1.2.4. Sea G un grafo de n vértices. Se denomina polinomio cromático de
G al polinomio mónico de grado n, PG(k).

En general, calcular tanto el número cromático como el polinomio cromático de un
grafo resulta dif́ıcil; sin embargo, para ciertos tipos de grafos es posible caracterizar su
número cromático. Por ejemplo, en el caso de grafos completos claramente se puede ver
que el número cromático coincide con el orden del grafo ya que todos los vértices son
adyacentes entre śı. También resulta sencillo calcular el número cromático de la siguiente
familia de grafos:

Para cada n ≥ 2 se define el grafo ciclo de orden n, que denotaremos por Cn, de la siguien-
te forma: los vértices de Cn son V (Cn) = {1, . . . , n}. Dados dos vértices i, j ∈ V (Cn),
se tiene que (i, j) ∈ A(Cn) si y solo si i y j son consecutivos o i = 1 y j = n (o viceversa).

Entonces se tiene que:

χ(Cn) =

{
2, si n es par

3, si n es impar.

Evidentemente χ(Cn) ≥ 2 puesto que los vértices de Cn no son aislados. Para n par
podemos encontrar un 2-coloración de Cn coloreando los vértices de forma alternada.
Sin embargo, esto no ocurre si n es impar por lo que en este caso se necesitan 3 colores
para colorear Cn.

La observación 3 implica que χ(H) ≤ χ(G) para cada subgrafo H ⊂ G. Este hecho
nos permite dar una cota inferior del numero cromático de G: para cada clique de ta-
maño m, Km ⊂ G, se tiene que m = χ(Km) ≤ χ(G), por lo tanto ω(G) ≤ χ(G).

Notamos que esta cota no se alcanza en general como podemos ver en el ejemplo de Cn

tomando n impar estrictamente mayor que 3. En esta situación se tiene que χ(Cn) = 3
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como hemos visto; sin embargo, no existe ningún clique de tamaño 3.

Podemos mejorar esta cota inferior haciendo uso de la información que proporciona
el número de independencia de un grafo.

Proposición 1.2.3. Sea G un grafo. Se tiene que máx

(
ω(G),

|V (G)|
α(G)

)
≤ χ(G).

Demostración. Dada una k-coloración propia de G se tiene que cada clase de coloración,
cl(ci), es un conjunto independiente como hemos destacado en la observación 2. Por lo

tanto se tiene que |V (G)| =
∑k

i=1 |cl(ci)| ≤ k ·α(G). Por lo tanto se tiene que
|V (G)|
α(G)

≤ k

y en particular
|V (G)|
α(G)

≤ χ(G).

Vamos a introducir un algoritmo de coloración que proporciona una coloración pro-
pia de un grafo. En general, el número de colores que emplea el algoritmo es mayor
que el número cromático del grafo, pero permite obtener cotas superiores para este. La
descripción del algoritmo de coloración voraz es la siguiente:

Algoritmo voraz

INPUT: G
OUTPUT: ρ : V (G)→ C coloración propia de G
C ← {c1, . . . cn}
ρ(1)← c1
C ← {c1}
for 2 ≤ i ≤ n do

H ← C \ {ρ(j) : j < i, (i, j) ∈ A(G)}
t← min(j ≥ 1 : cj ∈ H)
ρ(i)← ct
C ← C ∪ {ct}

end for

Vamos a detallar el funcionamiento del algoritmo. En primer lugar, dado que sabe-
mos que el número máximo de colores necesarios para colorear el grafo es a lo sumo n se
elige un conjunto de colores C = {c1, . . . , cn} de n elementos. El algoritmo voraz colorea
los vértices del grafo G en orden empezando por el vértice 1 y acabando en el vértice
n. Para ello en el paso i-ésimo se colorea el vértice i empleando el color con el ı́ndice
más bajo de entre los que no han sido empleados para colorear ninguno de los vértices
adyacentes de i. De esta forma, la coloración resultante es propia.

Notamos que la forma en las que se tomen los vértices de G influye en el orden en
el que se colorean cuando se emplea el algoritmo voraz. De hecho, dependiendo de esta
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elección, este algoritmo puede producir coloraciones propias de G que emplean distinto
número de colores. Podemos ver este hecho en el siguiente ejemplo:

(a) figura 1.1 (b) figura 1.1

Ejemplo 1. Tomamos el mismo grafo G en el que hemos nombrado los vértices de dos
formas distintas. Si se nombran los vértices como en la figura 1.1a, se tiene que el
algoritmo voraz devuelve ρ1, una coloración propia de G que emplea 5 colores la cual se
muestra en dicha figura:

ρ1(1) = ρ1(3) = c1, ρ1(2) = ρ1(4) = c2, ρ1(5) = c3, ρ1(6) = c4, ρ1(7) = c5

Sin embargo, si se aplica el algoritmo voraz al grafo G con los vértices nombrados como
en la figura 1.1b, se obtiene, ρ2, una 4-coloración propia de G:

ρ2(1) = ρ2(5) = c1, ρ2(2) = ρ2(4) = c2, ρ2(3) = ρ2(6) = c3, ρ2(7) = c4

Se puede observar esta 4-coloración el la figura 1.1b.

Dado que G contiene un subgrafo completo de 4 vértices se deduce que χ(G) = 4 y por
lo tanto en el segundo caso hemos el algoritmo devuelve una coloración óptima en el
sentido que emplea exactamente χ(G) colores.

Observación 6. En general, dado un grafo G siempre es posible encontrar un orden de
sus vértices para el cual el algoritmo de coloración voraz devuelve una coloración propia
que emplea χ(G) colores.

Para verlo, tomamos ρ : V (G) → C una coloración propia de G que emplee χ(G)
colores. Supondremos que el conjunto de colores es de la forma C = {c1, c2, . . . , cχ(G)}.
Denotamos por cl(ci) ⊂ V (G) a la clase del color ci. Modificamos ρ mediante el siguiente
procedimiento para obtener una coloración propia ρ̃ que también emplea χ(G) colores:
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INPUT: ρ : V (G)→ C χ(G)-coloración porpia
OUTPUT: ρ̃ : V (G)→ C χ(G)-coloración propia
ρ̃(1)← ρ(1), ρ̃(2)← ρ(2), . . . , ρ̃(n)← ρ(n)
for 2 ≤ i ≤ n do

for v ∈ cl(ci) do
H ← C \ {ρ̃(j) : (v, j) ∈ A(G)}
t← min(j ≥ 1 : cj ∈ H)
ρ̃(v)← ct

end for
end for

Notamos que en cada paso del procedimiento anterior, la coloración ρ̃ sigue siendo pro-
pia y evidentemente emplea χ(G) colores. Diremos que la coloración ρ̃ que obtenemos
tras terminar este proceso está reducida. Denotamos por C̃i ⊂ V (G) a la clase del color
ci de la coloración ρ̃. Ordenamos los vértices de los conjuntos C̃i de forma arbitraria
y establecemos el siguiente orden sobre los vértices de G: primero los vértices de C̃1

siguiendo el orden escogido, después los vértices de C̃2 atendiendo al orden escogido en
C̃2. De esta forma procedemos con cada clase de color C̃i hasta terminar con C̃χ(G).

Examinando el algoritmo voraz y atendiendo a la estructura de ρ̃, que está reducida,
notamos que con este orden de V (G), el algoritmo voraz devuelve precisamente la co-
loración ρ̃. Por lo tanto, el algoritmo devuelve una coloración propia de G que emplea
exactamente χ(G) colores.

Hemos encontrado cotas inferiores para el número cromático de un grafo G. Ahora
tratamos de acotar superiormente χ(G): claramente se tiene que χ(G) ≤ |V (G)| para ca-
da grafo G ya que podemos colorear cada vértice de G de un color distinto y obtener una
|V (G)|-coloración propia. Notamos que se da la igualdad en el caso de grafos completos.
Esta cota superior del número cromático no emplea ninguna información del grafo G
salvo su orden. Por eso, tratamos de buscar acotaciones que involucren más datos de G y
sean más ajustadas. Los conceptos que vamos a introducir nos van a permitir establecer
cotas superiores del número cromático analizando el funcionamiento del algoritmo voraz
para ciertos órdenes de los vértices de G.

Definición 1.2.5. Sea G un grafo.

1. Sea v un vértice de G. El grado de v es el número de vértices adyacentes a v y se
denota por d(v).

2. Denotamos por ∆(G) al máximo de los grados de los vértices de G; es decir,
∆(G) = máx (d(v) : v ∈ V (G)).

3. Denotamos por δ(G) al mı́nimo de los grados de los vértices de G; es decir,
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δ(G) = mı́n (d(v) : v ∈ V (G)).

Examinando el algoritmo voraz podemos notamos lo siguiente: en el paso i-ésimo
se colorea el vértice i para el cual se elige el color disponible con menor ı́ndice; es de-
cir, el color que se le asigna a este vértice debe pertenecer al conjunto {c1, . . . , cd(i)+1}
porque en el peor de los casos todos los vértices adyacentes a i son menores que i y
se les ha asignado los primeros d(i) colores. Por lo tanto, el algoritmo requiere de a lo
sumo d(i)+ 1 colores para colorear el vértice i y en consecuencia necesita como máximo
∆(G)+1 colores. De este hecho se deduce que χ(G) ≤ ∆(G)+1. Esta cota se alcanza en
el caso de los grafos completos y en los grafos ciclo de orden impar. De hecho, el teorema
de Brooks asegura que estos son los únicos grafos conexos para los que se da la igualdad.
Se puede encontrar la demostración del teorema en [15, Thm. 5.1.22].

Teorema 1.2.1. Sea G un grafo. Sea k = máx (δ(H) : H = G[W ], W ⊂ V (G)). En-
tonces χ(G) ≤ k + 1.

Demostración. De la definición de k se tiene que en particular δ(G) ≤ k por lo tanto
es posible encontrar un vértice xn ∈ V (G) tal que d(xn) ≤ k. Consideramos el subgrafo
Hn−1 = G − {xn}, al ser un subgrafo inducido se tiene por hipótesis que δ(Hn−1) ≤ k.
Entonces es posible encontrar un vértice xn−1 ∈ V (Hn−1) tal que dHn−1(xn−1) ≤ k.
Repitiendo el proceso con el subgrafo inducido Hn−2 = G− {xn, xn−1} encontramos un
vértice de Hn−2 cuyo orden en Hn−2 es menor que k. De esta forma podemos renombrar
todos los vértices de G de forma que cada uno de los vértices de G es adyacente a como
máximo k vértices precedentes. Si aplicamos el algoritmo de coloración voraz a G con
este nuevo orden de los vértices, notamos que en el paso i el número de colores que se
necesitan para colorear el vértice xi es a lo sumo k+1 y por tanto el algoritmo requiere
como máximo k + 1 colores. En consecuencia χ(G) ≤ k + 1.

Es posible modificar el algoritmo voraz y mejorar su eficacia si se conoce el número
cromático de un subgrafo H0 del grafo G que se quiere colorear. En este caso, se obtiene
además una cota más ajustada para el número cromático de G.

Teorema 1.2.2. Sea G un grafo. Sea H0 ⊂ G tal que para cada subgrafo H0 ⊊ H ⊂ G
existe un vértice v ∈ V (H)\V (H0) tal que dH(v) ≤ k. Es decir, para cada cada subgrafo
H0 ⊊ H ⊂ G se tiene que δ(H) ≤ k. Entonces χ(G) ≤ máx (k + 1, χ(H0)).

Demostración. La prueba de esta demostración es similar a la de la proposición previa:
en primer lugar, podemos suponer que H0 ̸= G, pues en caso contrario la desigual-
dad se satisface de forma trivial. Se tiene que por hipótesis es posible tomar un vértice
xn ∈ V (G) tal que d(xn) ≤ k. Considerando el subgrafo Hn−1 = G− {xn} se tiene que
o bien Hn−1 = H0, o bien existe un vértice xn−1 ∈ V (Hn−1) tal que dHn−1(xn−1) ≤ k.
Supongamos que se da el segundo caso, podemos proceder de la misma manera hasta
que finalmente se llegue al primer caso y obtengamos una reordenación de los vértices
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V (G) \ V (H0).

Por otro lado, dado que conocemos el número cromático de H0 podemos suponer que
podemos reordenar los vértices de H0 de forma que el algoritmo voraz los coloree de
forma óptima; es decir, empleando χ(H0) colores. Con este nuevo orden se tiene que los
vértices de H0 y G son V (H0) = {x1, . . . , x|H0|} y V (G) = {x1, . . . , x|H0|, x|H0|+1, . . . , xn}
respectivamente. Si aplicamos el algoritmo voraz a G con este orden de sus vértices, se
tiene que en el paso i-ésimo se necesitan como máximo χ(H0) colores para colorear el
vértice xi en el caso de que xi ∈ H0, o k+1 colores si xi /∈ H0 . De este hecho se deduce
que χ(G) ≤ máx (k + 1, χ(H0)).
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Caṕıtulo 2

Introducción conceptos algebraicos

2.1. Variedades afines

Sea K un cuerpo infinito, denotamos por K[x1, . . . , xn] al anillo de polinomios sobre
K en n variables. El contenido de esta sección se va a desarrollar para un cuerpo infinito
cualquiera; sin embargo, lo usual es trabajar con K = C o cualquier cuerpo algebraica-
mente cerrado, que como veremos proporciona grandes ventajas.

Dado un subconjunto S ⊂ K[x1, . . . , xn] consideramos el siguiente subconjunto del
espacio af́ın n-dimensional An

K:

V (S) = {(a1, . . . , an) ∈ An
K : f(a1, . . . , an) = 0 ∀f ∈ S}

Los conjuntos V ⊂ An
K para los cuales existe un conjunto S ⊂ K[x1, . . . , xn] con

V = V (S) se denominan variedades afines.

Notación 2.1.1. Dado un conjunto finito de polinomios S = {p1, . . . , ps} ⊂ K[x1, . . . , xn]
denotamos por V (p1, . . . , ps) a la variedad af́ın V ({p1, . . . , ps}).

De forma dual, dada una variedad af́ın V ⊂ An
K definimos el siguiente conjunto de

polinomios:

I(V ) = {f ∈ K[x1, . . . , xn] : f(a) = 0 ∀a ∈ V }

Este conjunto resulta ser un ideal del anillo de polinomios: resulta sencillo ver que da-
dos f, g ∈ I(V ) su suma es también un elemento de I(V ), puesto que (f + g)(a) =
f(a) + g(a) = 0 para cada a ∈ V . De igual forma dado h ∈ K[x1, . . . , xn] se tiene que
(hf)(a) = h(a) · f(a) = h(a) · 0 = 0 por lo que hf ∈ I(V ).

El objetivo de esta sección es estudiar la relación entre estas dos operaciones que
culminará con el Nullstellensatz. Este resultado nos asegurará que si trabajamos en un
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cuerpo algebraicamente cerrado y bajo ciertas condiciones adicionales, las correspon-
dencias anteriores resultan ser inversas de la otra. Este hecho nos permitirá estudiar las
cuestiones relacionadas a una variedad af́ın V mediante el ideal de polinomios I(V ) y
viceversa.

Proposición 2.1.1. Las correspondencias V (·) e I(·) invierten las contenciones. Es
decir:

1. Dados dos subconjuntos S1 ⊂ S2 ⊂ K[x1, . . . , xn], se tiene que V (S2) ⊂ V (S1)

2. Dadas dos variedades afines V1 ⊂ V2 ⊂ An
K, entonces se tiene que I(V2) ⊂ I(V1)

Demostración. 1. Sean S1 ⊂ S2 ⊂ K[x1, . . . , xn]. Sea a ∈ V (S2). Para cada polinomio
f ∈ S2 se tiene que f(a) = 0. En particular para cada polinomio f ∈ S1 ⊂ S2 se
tiene que f(a) = 0; es decir, a ∈ V (S1).

2. Sean V1 ⊂ V2 ⊂ An
K dos variedades afines. Sea f ∈ I(V2), entonces f(a) = 0 para

cada a ∈ V2. En particular para cada a ∈ V1 ⊂ V2 se tiene que f(a) = 0 y por lo
tanto f ∈ I(V1).

Observación 7. Un hecho notable es que el conjunto S ⊂ K[x1, . . . , xn] y el ideal genera-
do por este, ⟨S⟩, determinan la misma variedad af́ın. Esto es decir V (S) = V (⟨S⟩). Este
hecho plantea de forma natural si esta correspondencia entre ideales y variedades afines
es biuńıvoca; es decir, si I(·) y V (·) son inversas la una de la otra.

Proposición 2.1.2. Sean W ⊂ An
K una variedad af́ın y J ⊂ K[x1, . . . , xn] un ideal.

1. J ⊂ I(V (J))

2. W = V (I(W ))

Demostración. 1. Sean f ∈ J y a ∈ V (J). Por la definición de V (J) se deduce
que f(a) = 0. De esta forma f(a) = 0 para cada a ∈ V (J) y en consecuencia
f ∈ I(V (J)).

2. Dada una variedad af́ın W ⊂ An
K existe un ideal J ⊂ K[x1, . . . , xn] con W = V (J).

Entonces se tiene que J ⊂ I(V (J)) = I(W ) como hemos probado en el aparta-
do previo. En virtud de la proposición 2.1.1 obtenemos la contención V (I(W )) ⊂
V (J) = W .

La otra contención se deduce de las definiciones de I(W ) y de V (I(W )). Dados
a ∈ W y f ∈ I(W ) se tiene que f(a) = 0 por definición de I(W ). Por lo tanto,
a ∈ V (I(W )).
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Proposición 2.1.3. Sean dos ideales I, J ⊂ K[x1, . . . , xn]. Entonces se satisfacen las
siguientes igualdades:

1. V (I + J) = V (I) ∩ V (J).

2. V (I ∩ J) = V (I) ∪ V (J).

Demostración. 1. Se tiene que I ⊂ I + J lo que implica que V (I + J) ⊂ V (I) por la
proposición 2.1.1. Igualmente se tiene que J ⊂ I+J y por lo tanto V (I+J) ⊂ V (I).
En consecuencia V (I + J) ⊂ V (I) ∩ V (J).

Rećıprocamente, sea a ∈ V (I)∩ V (J). Dado p ∈ I + J existen f ∈ I y g ∈ J tales
que p = f + g. Entonces se tiene que p(a) = f(a) + g(a) = 0 porque tanto f como
g se anulan en a.

2. Las contenciones I ∩J ⊂ I e I ∩J ⊂ J implican las contenciones V (I) ⊂ V (I ∪J)
y V (J) ⊂ V (I ∪ J). Es decir, se tiene que V (I) ∪ V (J) ⊂ V (I ∩ J).

Rećıprocamente, sea a ∈ V (I ∩ J). Supongamos que a /∈ V (I). Entonces existe
f ∈ I tal que f(a) ̸= 0. Sea g ∈ J , fg ∈ I∩J por lo que f(a)g(a) = 0. Podemos de-
ducir que g(a) = 0. Por lo tanto a ∈ V (J). En consecuencia V (I∩J) ⊂ V (I)∪V (J).

Proposición 2.1.4. Sea S ⊂ An
K un conjunto finito. Entonces S es una variedad af́ın.

En particular, si W es una variedad finita, cada subconjunto S ⊂ W es una variedad af́ın.

Demostración. En primer lugar probamos la afirmación para un solo punto. Sea a =
(a1, . . . , an) ∈ An

K un punto. Se tiene que {a} = V (x1− a1, . . . xn− an): efectivamente se
tiene que b = (bn, . . . , bn) ∈ V (x1 − a1, . . . xn − an) si y solo si bi − ai = 0 para cada i,
1 ≤ i ≤ n; es decir, b ∈ V (x1 − b1, . . . xn − bn) si y solo si b = a.

Sea S = {a1, . . . , as} un subconjunto finito de An
K donde ai = (a1i , . . . , a

n
i ). Con-

sideramos el ideal I =
⋂s

i=1⟨x1 − a1i , . . . , xn − ani ⟩. Por la proposición 2.1.3 tiene que
V (I) =

⋃s
i=1 V (x1 − a1i , . . . xn − ani ) =

⋃s
i=1{ai} = S.

Proposición 2.1.5. Sean W1 ⊂ An
K y W2 ⊂ Am

K dos variedades afines. Sean I1 =
I(W1) ⊂ K[x1, . . . , xn] y I2 = I(W2) ⊂ K[xn+1, . . . , xn+m] donde I1 = ⟨f1, . . . , fs⟩
y I2 = ⟨g1, . . . , gt⟩. Entonces W1 × W2 es una variedad af́ın de An+m

K y se tiene que
W1 ×W2 = V (f1, . . . , fs, g1, . . . , gt).

Demostración. Sea (a, b) ∈ V (f1, . . . , fs, g1, . . . , gt) donde a ∈ An
K y b ∈ Am

K . Se tiene que
fi(a) = fi(a, b) = 0 para cada i, 1 ≤ i ≤ s; es decir, a ∈ V (I1) = W1. De igual manera,
gi(b) = gi(a, b) = 0 para cada i, 1 ≤ i ≤ t, y por lo tanto b ∈ W2. En consecuencia
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(a, b) ∈ W1 ×W2.

Rećıprocamente, sea (a, b) ∈ W1×W2, entonces fi(a) = fi(a, b) = 0 para cada i, 1 ≤ i ≤ s
porque a ∈ W1. De igual forma, gi(b) = gi(a, b) = 0 para cada i, 1 ≤ i ≤ t ya que b ∈ W2.
Entonces (a, b) ∈ V (f1, . . . , fs, g1, . . . , gt).

Definición 2.1.1. Sean I, J dos ideales de un anillo conmutativo R. El conjunto

I : J = {r ∈ R : rg ∈ I ∀g ∈ J}
es un ideal de R que contiene a I. Este ideal se denomina ideal cociente de I y J .

Lema 2.1.1. Sean I, J,K tres ideales de un anillo conmutativo R. Entonces se tiene:

K ⊂ I : J ⇐⇒ J ⊂ I : K

Demostración. Supongamos que K ⊂ I : J y sean g ∈ J y h ∈ K. Se tiene que gh ∈ I
porque h ∈ I : J . Dado que h es arbitrario podemos deducir que g ∈ I : K. La otra
implicación se demuestra invirtiendo los roles de J y K.

Corolario 2.1.1. Sean I, J dos ideales de K[x1, . . . , xn]. Entonces se tiene:

J ⊂ I ⇐⇒ 1 ∈ I : J

Demostración. Tomamos el ideal K = K[x1, . . . , xn]. Por el lema 2.1.1, se tiene que
J ⊂ I : K ⇔ K ⊂ I : J . El ideal I : K = I : K[x1, . . . , xn] = I ya que para para cada
f ∈ I : K se debe satisfacer f · 1 ∈ I. Además, K ⊂ I : J ocurre si y solo si 1 ∈ I : J .
Luego se deduce la equivalencia afirmada.

Proposición 2.1.6. Sean W1,W : 2 dos variedades af́ın de An
K. Entonces se satisface

la igualdad:

I(W1) : I(W2) = I(W1 \W2)

Demostración. Sea f ∈ I(W1 \W2) y sea g ∈ I(W2). Vamos a probar que el producto
fg pertenece a I(W1), para ello tomamos a ∈ W1 y comprobamos que fg se anula en
a. Si a ∈ W1 \W2, entonces f(a) = 0. Si por el contrario a ∈ W2 ∩W1, se tiene que
g(a) = 0. En cualquier caso, (fg)(a) = 0 y por lo tanto f ∈ I(W1) : I(W2).

Rećıprocamente, sea f ∈ I(W1) : I(W2) y sea a ∈ W1 \W2. Dado que a /∈ W2 se
tiene que existe un polinomio g ∈ I(W2) tal que g(a) ̸= 0. Entonces, de la definición de
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ideal cociente se tiene que fg ∈ I(W1) y en consecuencia 0 = (fg)(a) = f(a)g(a), de lo
que se deduce que f(a) = 0. En consecuencia f ∈ I(W1 \W2).

Nos planteamos si cada ideal del anillo de polinomios es el ideal de una cierta varie-
dad af́ın. La respuesta es negativa ya que los ideales de una variedad af́ın satisfacen una
propiedad adicional, son ideales radicales.

Proposición 2.1.7. Dado un ideal I de un anillo conmutativo R se define
√
I = {r ∈ R : ∃ n ≥ 1 tal que rn ∈ I}.

Este conjunto es un ideal que contiene a I denominado radical de I.

Demostración. Se tiene que 0 ∈
√
I pues de forma trivial 01 = 0 ∈ I.

√
I es cerrado para la suma: dados a, b ∈

√
I, vamos a probar que a + b ∈

√
I. Existen

n,m ≥ 1 tales que an, bm ∈ I. Empleando la fórmula del binomio de Newton podemos
notar lo siguiente:

(a+ b)n+m =
n+m∑
k=0

(
n+m

k

)
akbn+m−k = bm

[
n−1∑
k=0

(
n+m

k

)
akbn−k

]

+an

[
n+m∑
k=n

(
n+m

k

)
ak−nbn+m−k

]
∈ I

Por lo que se deduce que a+ b ∈
√
I.

√
I es cerrado para el producto por elementos de R. Dados a ∈

√
I y r ∈ R se tiene que

existe n ≥ 1 tal que an ∈ I. Entonces se deduce que (ra)n = rnan ∈ I y por lo tanto
ra ∈

√
I.

Evidentemente I ⊂
√
I pues para cada a ∈ I tomando n = 1 se satisface a1 ∈ I.

Definición 2.1.2. Se dice que un ideal I ⊂ R es radical si I =
√
I.

Proposición 2.1.8. Dada una variedad af́ın W ⊂ An
K, el ideal I(W ) es un ideal radical.

Demostración. Dado un polinomio f ∈
√
I(W ) existe un n ≥ 1 tal que fn ∈ I(W ).

Luego, para cada a ∈ W se tiene que f(a)n = fn(a) = 0 de lo que se deduce que
f(a) = 0. Por lo tanto, f ∈ I(W ).
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Esta proposición nos indica que debemos restringirnos a los ideales radicales de
K[x1, . . . , xn] para establecer una correspondencia con variedades afines de An

K. Sin em-
bargo, aún en esta situación no obtenemos una correspondencia biuńıvoca en general.

Un ejemplo de este hecho es el ideal radical J = ⟨x2 + 1⟩ ⊂ R[x]. Podemos ver que no
es el ideal de ninguna variedad de A1

R. En efecto pues no existe ningún a ∈ A1
R para el

cual a2 = −1. Por lo tanto, la única variedad af́ın de la cual J pudiera ser su ideal seria
V = ∅ pero I(∅) = R[x] ⊋ J .

Notamos que si hubiésemos trabajado sobre C en el ejemplo anterior no habŕıa surgido
este problema, pues en efecto J = ⟨x2+1⟩ ⊂ C[x] es el ideal de la variedad V = {i,−i}.
Esto pone en manifiesto la importancia de trabajar sobre un cuerpo K algebraicamente
cerrado como hemos adelantado al principio de caṕıtulo.

Teorema 2.1.2 (Nullstellensatz forma débil). Sea K un cuerpo algebraicamente cerra-
do. Sea I ⊂ K[x1, . . . , xn] un ideal. Entonces, V (I) = ∅ si y solo si I = K[x1, . . . , xn].
En particular, V (I) = ∅ si y solo si 1 ∈ I.

Demostración. La demostración del teorema se pueden encontrar en [5, Chap. 4.1, Thm.
1].

Teorema 2.1.3 (Nullstellensatz). Dado un ideal de polinomios I ⊂ K[x1, . . . , xn] sobre
un cuerpo algebraicamente cerrado K, se tiene que I(V (I)) =

√
I. En particular se tiene

una correspondencia biuńıvoca:

{variedades afines de An
K} ←→ {ideales radicales de K[x1, . . . , xn]}

V 7−→ I(V )

V (I) ←− [ I

Demostración. La demostración del teorema se pueden encontrar en [5, Chap. 4.1, Thm.
2].

Es posible dar un resultado más general que permite caracterizar cuándo una varie-
dad af́ın es vaćıa.

Corolario 2.1.2. Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado. Sean p1, . . . , pr, g ∈ K[x1, . . . , xn]
tales que V (p1, . . . , pr, g) = ∅. Entonces, ⟨p1, . . . , pr⟩ = K[x1, . . . , xn] si y solo si g ∈
⟨p1, . . . , pr⟩.

Demostración. Si g ∈ ⟨p1, . . . , pr⟩, entonces se tiene que

∅ = V (p1, . . . , pr, g) = V (⟨p1, . . . , pr, g⟩) = V (⟨p1, . . . , pr⟩).
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Como consecuencia del teorema 2.1.2 se deduce que ⟨p1, . . . , pr⟩ = K[x1, . . . , xn].

Rećıprocamente, si ⟨p1, . . . , pr⟩ = K[x1, . . . , xn] se deduce que g ∈ ⟨p1, . . . , pr⟩ = K[x1, . . . , xn]
trivialmente.

Teorema 2.1.4 (Teorema de la base de Hilbert). Sea K un cuerpo. Sea I ⊂ K[x1, . . . , xn]
un ideal. Existe un número finito de polinomios p1, . . . , ps ∈ K[x1, . . . , xn] tal que I =
⟨p1, . . . , ps⟩.

Demostración. La demostración del teorema 2.1.4 se dará en el tercer caṕıtulo haciendo
uso de las bases de Gröbner.

El teorema 2.1.4 asegura que todo ideal de polinomios está finitamente generado. En
particular, dado un ideal I ⊂ K[x1, . . . , xn] podemos encontrar polinomios p1, . . . , ps que
generan el ideal, I = ⟨p1, . . . , ps⟩ y por lo tanto, atendiendo a las observaciones dadas,
se puede deducir que la variedad V (I) = V (⟨p1, . . . , ps⟩) queda determinada por este
conjunto finito de generadores. Es decir, V (I) = V (p1, . . . , ps).

Otra consecuencia del teorema de la base de Hilbert es que el anillo K[x1, . . . , xn]
satisface la condición de la cadena ascendente. Esto también se expresa diciendo que
K[x1, . . . , xn] es un anillo noetheriano.

Corolario 2.1.3 (Condición de la cadena ascendente). Sea {In}n≥1 una familia numera-
ble de ideales de K[x1, . . . , xn] tales que I1 ⊂ I2 ⊂ · · · In ⊂ · · · . Decimos que {In}n≥1 es
una cadena ascendente de ideales. Entonces existe N tal que IN = IN+k para cada k ≥ 0.

Demostración. Sea {In}n≥1 una cadena ascendente de ideales en K[x1, . . . , xn]. conside-
ramos el conjunto I = ∪n≥1In que resulta ser un ideal:

0 ∈ I1 ⊂ I.

I es cerrado para la suma: dados f, g ∈ ∪n≥1In, de la condición de cadena se tiene
que existe un n0 ≥ 1 tal que f, g ∈ In0 . Entonces f + g ∈ In0 ⊂ I.

I es cerrado para la multiplicación por un polinomio arbitrio: dados f ∈ ∪n≥1In
y r ∈ K[x1, . . . , xn] se tiene que existe un n0 ≥ 1 tal que f ∈ In0 . Por lo tanto
rf ∈ In0 ⊂ I.

Por el teorema 2.1.4 sabemos que existen f1, . . . fs ∈ K[x1, . . . , xn] tales que I = ⟨f1, . . . fs⟩.
En particular se tiene que f1, . . . fs ∈ I, por lo tanto de la condición de cadena se deduce
que existe N ≥ 1 tal que f1, . . . fs ∈ IN . En consecuencia I = ⟨f1, . . . fs⟩ ⊂ IN ⊂ IN+k ⊂
I para cada k ≥ 0 y por tanto IN = IN+k = I para cada k ≥ 0.

Introducimos los ideales cero dimensionales, los cuales son una clase especial de idea-
les de polinomios que van a intervenir en el caṕıtulo 3.
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Definición 2.1.3. Se dice que un ideal de polinomios I ⊂ K[x1, . . . , xn] es cero dimen-
sional si el conjunto V (I) es finito.

Mediante la correspondencia entre ideales y variedades afines que hemos detallado,
notamos que esta definición concuerda con la idea intuitiva de dimensión de una varie-
dad. Es decir, una curva es una variedad de dimensión 1, una superficie es una variedad
de dimensión 2 y un conjunto finito de puntos es una variedad de dimensión 0. La de-
finición rigurosa de dimensión de una variedad hace uso de la dimensión de Krull del
anillo de coordenadas de la variedad. En este trabajo solo analizaremos los ideales cero
dimensionales y estudiaremos algunas de sus caracterizaciones.

2.2. Bases de Gröbner

Dado un ideal I ⊂ K[x1, . . . , xn] y un polinomio f arbitrario resulta natural plan-
tearse si f pertenece al ideal I. En dimensión 1 conocemos una caracterización sencilla
de la relación de pertenencia a un ideal. Esta viene dada por el algoritmo de división
eucĺıdea de la siguiente manera. En primer lugar ideal I será de la forma I = ⟨p⟩ para
algún polinomio p ∈ K[x] pues todo ideal es principal en K[x].

El algoritmo de división eucĺıdea permite expresar f de manera única de la siguiente
forma: f = q · p + r donde deg(r) < deg(p). Utilizamos la notación deg para denotar el
grado de un polinomio p(x) =

∑n
k=0 akx

k ∈ K[x]: deg(p) = min{k ≥ 0 : ak ̸= 0}.

En estas condiciones p ∈ I si y solo si r = 0.

La situación cambia cuando tratamos con polinomios en K[x1, . . . , xn] para n > 1. Ya
no es un dominio de ideales principales y como veremos el teorema 2.1.4, solo podemos
asegurar que un ideal este generado por un número finito de polinomios. Es decir, da-
do un ideal I ⊂ K[x1, . . . , xn] existen p1, . . . , ps ∈ K[x1, . . . , xn] tales que I = ⟨p1, . . . , ps⟩.

Para tratar de resolver el problema de pertenencia a un ideal podemos tratar de
generalizar el algoritmo de división eucĺıdea para n > 1 y permitiendo dividir entre un
conjunto ordenado de polinomios en vez de entre solo un polinomio. Para ello debemos
definir primero la noción de orden monomial que nos va permitir comparar los mono-
mios que componen un polinomio y definir el multigrado y el monomio principal del
polinomio. El papel del multigrado va a ser el que tiene el grado en la división eucĺıdea.

2.2.1. Órdenes monomiales y algoritmo de división

Definición 2.2.1. Un orden monomial < sobre K[x1, . . . , xn] es una relación sobre el
conjunto de monomiosMK(n) = {xα : α ∈ Zn

≥0} que satisface:

1. < es un orden total enMK(n).
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2. Si xα < xβ y xγ ∈MK(n) entonces x
α+γ < xβ+γ.

3. El orden < es un buen orden; es decir, todo subconjunto no vaćıo deMK(n) tiene
un elemento mı́nimo para <.

Ejemplo 2. A continuación presentamos tres ejemplos para ilustrar esta definición. Estos
órdenes monomiales son los más habituales en aplicaciones prácticas:

El orden lexicográfico: Decimos que xα <lex xβ con α = (a1, . . . , an) y β =
(b1, . . . , bn) si el primer d́ıgito i0 (empezando por la izquierda) para el cual ai0 ̸= bi0
satisface ai0 < bi0 .

Por ejemplo, x2y2z4t <lex x2y3z2t pues con la notación anterior se tiene que
α = (2, 2, 4, 1) y β = (2, 3, 2, 1) y la primera coordenada empezando por la iz-
quierda en la cual difieren α y β (la segunda) es mayor la componente de β.

El orden lexicográfico graduado: Decimos que xα <glex xβ con α = (a1, . . . , an)
y β = (b1, . . . , bn) si deg(xα) =

∑n
i=1 ai <

∑n
i=1 bi = deg(xβ), o bien deg(xα) =

deg(xβ) y xα <lex xβ.

Por ejemplo, x2y3z2t <glex x2y2z4t pues deg(x2y3z2t) = 8 < 9 = deg(x2y2z4t).

xy3zt2 <glex xy3z2t puesto que el grado de ambos monomios coincide y la primera
empezando por la izquierda en la cual difieren α y β se tiene que la componente
de β es mayor.

El orden lexicográfico inverso graduado: Decimos que xα <grevlex xβ con α =
(a1, . . . , an) y β = (b1, . . . , bn) si deg(xα) =

∑n
i=1 ai <

∑n
i=1 bi = deg(xβ), o bien

deg(xα) = deg(xβ) y el primer d́ıgito empezando por la derecha i0 para el cual
ai0 ̸= bi0 satisface ai0 > bi0 .

Al igual que en el caso anterior x2y3z2t <grevlex x2y2z4t pues el grado del primer
monomio es menor que el del segundo, deg(x2y3z2t) = 8 < 9 = deg(x2y2z4t).
xy3zt2 <grevlex xy3z2t puesto que el grado de ambos monomios coincide y la pri-
mera empezando por la derecha en la cual difieren α y β se tiene que la componente
de β es menor.

La prueba de que en efecto estos son órdenes monomiales se deduce del corolario 2.2.1
que desarrollaremos más adelante.

Un hecho importante que se debe destacar es que cada uno de estos tres órdenes
monomiales satisface que xn < · · · < x2 < x1. Es posible definir los órdenes monomiales
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anteriores para un orden diferente sobre las variables: por ejemplo se puede definir el
orden lexicográfico de forma que se satisfaga x1 < x3 < x2 en vez de x3 < x2 < x1

como ocurre en la definición usual. Bajo este nuevo orden monomial <lex′ , se tiene que
xα <lex′ xβ con α = (a1, a2, a3) y β = (b1, b2, b3) si al comparar las componentes de α y
β empezando por la segunda, después la tercera componente y por último la primera, la
primera vez que estas difieren, la componente de α correspondiente es menor que la de
β. Por ejemplo, se tiene que x3

1x2x
2
3 <lex′ x1x2x

3
3.

Las definiciones de los órdenes lexicográfico graduado y lexicográfico inverso graduado
se pueden modificar de forma similar. Si se utiliza alguno de estos órdenes se debe es-
pecificar el orden que se fija sobre las variables; en caso de no hacerlo, se entiende que
xn < · · · < x2 < x1.

Definición 2.2.2. Sea f =
∑

α∈Zn
≥
aαx

α un polinomio no nulo de K[x1, . . . , xn] y sea <

un orden monomial.

1. Se dice que multigrado(f)=máx
(
α ∈ Zn

≥ : aα ̸= 0
)
.

2. El coeficiente principal de f es LC(f) = amultigrado(f) ̸= 0.

3. El monomio principal de f es LM(f) = xmultigrado(f).

4. El término principal de f es LT (f) = amultigrado(f)x
multigrado(f).

Definición 2.2.3. Sea I un ideal deK[x1, . . . , xn] distinto de 0. Denotamos por ⟨LT (I)⟩ =
⟨LT (f) : f ∈ I⟩ al ideal de los términos principales de I.

Teorema 2.2.1 (Algoritmo de División en K[x1, . . . , xn]). Sea < un orden monomial en
K[x1, . . . , xn]. Sea f un polinomio en K[x1, . . . , xn] y {p1, . . . , ps} un conjunto ordenado
de polinomios en K[x1, . . . , xn]. Entonces existen polinomios q1, . . . , qs, r tales que

f = q1p1 + · · ·+ qsps + r

donde o bien r = 0, o bien cada uno de los términos de r no es divisible entre ninguno
de los términos principales de p1, . . . , ps. Además se satisface que

máx (LM(qi)LM(pi) : 1 ≤ i ≤ s, qipi ̸= 0) ≤ LM(f).
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Demostración. Vamos a describir el algoritmo de división que proporciona los polinomios
q1, . . . , qs, r. La demostración de la propiedades que los caracterizan y la veracidad del
algoritmo se pude encontrar en [5, Chap. 2.3, Thm. 3].

Algoritmo de división

INPUT: p1, . . . , ps, f
OUTPUT: q1, . . . , qs, r
q1 ← 0, . . . , qs ← 0; r ← 0
p← f
while p ̸= 0 do

i← 1
division← false
while i ≤ s AND division = true do
if LT (pi) divide a LT (p) then

qi ← qi +
LT (p)

LT (pi)

p← p− LT (p)

LT (pi)
pi

division← true
else

i← i+ 1
end if
if division = false

r ← R + LT (p)
p← p− LT (p)

end if
end while

end while

Observación 8. Dados p1, . . . , ps, f ∈ K[x1, . . . , xn], notamos que los polinomios q1, . . . , qs, r
que devuelve el algoritmo tras efectuar la división de f entre p1, . . . , ps dependen del or-
den de p1, . . . , ps.

Este algoritmo generaliza al algoritmo de división eucĺıdea en K[x] ; sin embargo, no
se comporta tan bien como esperaŕıamos y no resuelve completamente el problema de
pertenencia a un ideal. Dado un polinomio f y un ideal I generado por los polinomios
p1, . . . , ps, es claro que si tras efectuar el algoritmo de división de f entre {p1, . . . , ps} se
obtiene un resto nulo, f pertenece a I. En cambio puede darse que f ∈ I y r ̸= 0 como
vemos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3. Dado el ideal I = ⟨x2yz + z3, xy2z2 + xz⟩ ⊂ C[x, y, z] y el polinomio
f = x3yz2−x2y3z2−x2z+xy3z2−xy2z2+xyz+xz4−xz−y2z4+yz4, y nos planteamos
si f pertenece a I. Empleando el orden lexicográfico dividimos f entre el par ordenado
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(x2yz + z3, xy2z2 + xz) que genera el ideal empleando el algoritmo de división. Este nos
proporciona la siguiente expresión de f como combinación lineal de los generadores más
un resto, en este caso −x2z + yz4.

f = (xz − y2z) · (x2yz + z3) + (y − 1) · (xy2z2 + xz) + (−x2z + yz4) (2.1)

Este resto, que es distinto de 0, está caracterizado de forma que cada uno de sus mono-
mios no es divisible entre ninguno de los monomios principales de los generadores. Sin
embargo, −x2z+yz4 ∈ I ya que (−x2z+yz4) = yz(x2yz+z3)−x(xy2z2+xz), por lo que
f ∈ I. En este caso no se tiene la equivalencia que existe en K[x] entre pertenencia de
un polinomio a I y que el algoritmo de división proporcione resto 0. Esto ocurre porque
se tiene ⟨LT (x2yz + z3), LT (xy2z2 + xz)⟩ ⊊ ⟨LT (I)⟩.

La idea fundamental de las bases de Gröbner es buscar un conjunto de generadores
adecuado par a I en el sentido que permitan caracterizar la pertenencia al ideal a través
del resto del algoritmo de división evitando situaciones como la expuesta en el ejemplo
anterior.

2.2.2. Ideales monomiales

Vamos a introducir los ideales monomiales los cuales juegan un papel fundamental
en el estudio de las bases de Gröbner.

Definición 2.2.4. Se dice que un ideal de polinomios I ⊂ K[x1, . . . , xn] es un ideal
monomial si existe un conjunto A ⊂ Zn

≥0 tal que I = ⟨xα : α ∈ A⟩.

En la definición anterior el conjunto A puede ser infinito.

Lema 2.2.2. Sea I = ⟨xα : α ∈ A⟩ ⊂ K[x1, . . . , xn] un ideal monomial. Entonces se
tiene que un monomio xβ ∈ K[x1, . . . , xn] pertenece a I si y solo si xβ es divisible entre
xα0 para algún α0 ∈ A.

Demostración. ⇐. Es trivial.

⇒. Si xβ ∈ I existen α1, . . . αr ∈ A y hα1 , . . . hαr ∈ K[x1, . . . , xn] tales que xβ ∈ I =∑r
i=1 hαi

xαi . Para cada ı́ndice 1 ≤ i ≤ r se tiene que cada término del producto hαi
xαi

es divisible entre xαi . xβ debe ser igual a alguno de estos términos y por lo tano debe
ser divisible entre algún xαi .

Lema 2.2.3. Sea I ⊂ K[x1, . . . , xn] un ideal monomial. Sea f ∈ K[x1, . . . , xn]. Entonces
son equivalentes las siguientes afirmaciones:
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1. f ∈ I.

2. Cada término de f pertenece a I.

3. f es K-combinación lineal de monomios en I.

Demostración. Claramente se tienen las implicaciones 3 ⇒ 2 ⇒ 1 de la definición de
ideal.

1 ⇒ 3. Si f ∈ I. Entonces f se escribe f =
∑r

i=1 hαi
xαi para ciertos α1, . . . αr ∈ A y

hα1 , . . . hαr ∈ K[x1, . . . , xn]. Desarrollando los productos hαi
xαi notamos que cada uno

de los monomios que intervienen es múltiplo de xαi y por lo tanto pertenece a I por el
lema previo. En consecuencia f se escribe como K-combinación lineal de monomios en
I.

Este resultado implica que un ideal monomial está caracterizado por sus monomios;
es decir, si dos ideales monomiales, I, I ′, contienen los mismos monomios entonces son
iguales: f ∈ I si y solo si f es K-combinación lineal de monomios en I, por lo tanto f ∈ I
si y solo si f es K-combinación lineal de monomios en I ′. Esto es equivalente a que f ∈ I ′.

Teorema 2.2.4 (Lema de Dickson). Sea I = ⟨xα : α ∈ A⟩ ⊂ K[x1, . . . , xn] un ideal
monomial. Entonces existen α1 . . . αr ∈ A tales que I = ⟨xα1 , . . . ,xαr⟩.

Demostración. La demostración del teorema se encuentra en [5, Chap. 2.4, Thm. 5].

Corolario 2.2.1. Sea < una relación en el conjunto de monomiosMK(n) que satisface:

1. < es un orden total enMK(n).

2. Si xα < xβ y xγ ∈MK(n) entonces xα+γ < xβ+γ.

Entonces < es un buen orden si y solo si 1 ≤ xα para cada α ∈ Zn
≥0.

Demostración. La demostración del corolario se puede encontrar en [5, Chap. 2.4, Cor.
6].

Este resultado proporciona una caracterización simple de un orden monomial. Po-
demos aplicarlo para comprobar que los tres ejemplos de órdenes monomiales expuestos
(Ej.2) lo son efectivamente.
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2.2.3. Definición de base de Gröbner

Definición 2.2.5. Sean < un orden monomial sobre K[x1, . . . , xn] y un ideal I. Se dice
que con conjunto finito G = {g1, . . . , gs} ⊂ I es una base de Gröbner de I si

⟨LT (g1), . . . , LT (gs)⟩ = ⟨LT (I)⟩.

Se dice que un conjunto G = {g1, . . . , gs} ⊂ K[x1, . . . , xn] es una base de Gröbner si G
es una base de Gröbner del ideal ⟨g1, . . . , gs⟩.

Como hemos notado en el ejemplo 2.1 los polinomios {x2y, xy2 + x} no forman una
base de Gröbner con el orden lexicográfico para el ideal que generan.

Teorema 2.2.5 (Base de Gröbner). Fijado un orden monomial < en K[x1, . . . , xn] todo
ideal I ⊂ K[x1, . . . , xn] no nulo posee una base de Gröbner. Además toda base de Gröbner
de un ideal I genera I.

Demostración. Sea I ⊂ K[x1, . . . , xn] un ideal. En primer lugar probamos la existen-
cia de una base de Gröbner de I. Observamos que el ideal ⟨LT (I)⟩ coincide con el
ideal ⟨LM(f) : f ∈ I⟩: cada uno de los generadores de ⟨LT (I)⟩ es de la forma
LT (h) = LC(h) · LM(h) para un cierto h ∈ I, luego pertenece a ⟨LM(f) : f ∈ I⟩ lo
que implica ⟨LT (I)⟩ ⊂ ⟨LM(f) : f ∈ I⟩. La otra contención se deduce de forma similar
notando que cada generador de ⟨LM(f) : f ∈ I⟩ es de la forma LM(h) = 1

LC(h)
·LT (h)

para un cierto h ∈ I \ {0} y por lo tanto es múltiplo de un generador de ⟨LT (I)⟩.

El ideal ⟨LM(f) : f ∈ I⟩ es monomial luego por el lema de Dickson (teorema
2.2.4) existen g1, . . . , gs ∈ I tales que ⟨LM(f) : f ∈ I⟩ = ⟨LM(g1), . . . LM(gs)⟩.
Este último ideal es igual a ⟨LT (g1), . . . LT (gs)⟩ por un razonamiento análogo al da-
do en la prueba de que ⟨LT (I)⟩ = ⟨LM(f) : f ∈ I⟩. Por lo tanto, se concluye que
⟨LT (I)⟩ = ⟨LT (g1), . . . LT (gs)⟩.

Vamos a probar que si G = {g1, . . . , gs} es una base de Gröbner de I, entonces
I = ⟨g1, . . . , gs⟩. Dado que G ⊂ I, se tiene que ⟨g1, . . . , gs⟩ ⊂ I. Para probar la otra
inclusión tomamos f ∈ I. Mediante el algoritmo de división en K[x1, . . . , xn] podemos
encontrar p1, . . . , ps, r ∈ K[x1, . . . , xn] tales que f se escribe de la siguiente forma:

f = p1g1 + · · ·+ psgs + r

donde o bien r es nulo, o bien satisface que ninguno de sus términos no es divisible entre
ninguno de los términos principales de g1, . . . , gs.

Supongamos que r ̸= 0. Se tiene que r = f − p1g1 + · · · prgs ∈ I y por lo tanto LT (r) ∈
⟨LT (I)⟩ = ⟨LM(g1), . . . LM(gs)⟩ y en consecuencia LM(r) ∈ ⟨LM(g1), . . . LM(gs)⟩. Por
el lema 2.2.2 se deduce que existe un ı́ndice 1 ≤ i ≤ s tal que LM(gi) divide a LM(r).
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Para este ı́ndice se tiene que LT (gi) divide a LT (r) lo cual es absurdo. Se concluye que
r = 0 y por tanto f ∈ ⟨g1, . . . , gs⟩.

A continuación presentamos la demostración del teorema de la base de Hilbert (teo-
rema 2.1.4), como consecuencia del resultado precedente.

Demostración del teorema 2.1.4. Sea I ⊂ K[x1, . . . , xn] un ideal. Fijamos un orden mo-
nomial arbitrario en K[x1, . . . , xn]. Por el teorema 2.2.5 sabemos que existe una base de
Gröbner de I, G = {p1, . . . , ps} y que I = ⟨p1, . . . , ps⟩.

Teorema 2.2.6. Sea I ⊂ K[x1, . . . , xn] un ideal y sea G = {g1, . . . , gs} una base de
Gröbner para un orden monomial < fijado.

Sea f ∈ K[x1, . . . , xn]. Entonces existe un único r ∈ K[x1, . . . , xn] tal que f = p+ r con
p ∈ I y que satisface que o bien r = 0, o bien ningún término de r es divisible entre
ninguno de los LT (g1), . . . , LT (gs). Además p se escribe como una combinación lineal
de la forma p = p1g1 + · · ·+ psgs donde los polinomios pi satisfacen que

máx (LM(qi)LM(pi) : 1 ≤ i ≤ s, qipi ̸= 0) ≤ LM(f).

Demostración. Sea f ∈ K[x1, . . . , xn]. Mediante el algoritmo de división en K[x1, . . . , xn]
podemos escribir f de la siguiente forma:

f = p1g1 + · · ·+ psgs + r

para ciertos polinomios p1, . . . ps, r ∈ K[x1, . . . , xn], donde o bien r = 0, o bien ninguno
de sus términos no es divisible entre ninguno de los términos principales de g1, . . . , gs.
Además se satisface que máx (LM(qi)LM(pi) : 1 ≤ i ≤ s, qipi ̸= 0) ≤ LM(f). Toma-
mos p = p1g1 + · · · prgs ∈ I y obtenemos la expresión buscada.

Para probar la unicidad de r razonamos por reducción al absurdo. Suponemos que
existen r, r′ ∈ K[x1, . . . , xn] distintos que satisfacen la condición enunciada para ciertos
polinomios p, p′ ∈ I respectivamente. Se tiene que r − r′ = p′ − p ∈ I. El polinomio
r − r′ es no nulo por lo tanto axα = LT (r − r′) ∈ ⟨LT (I)⟩ = ⟨g1, . . . , gs⟩. Mediante un
argumento similar al dado en la prueba de 2.2.5 podemos deducir que existe un ı́ndice
1 ≤ i ≤ s tal que LT (gi) divide a xα. El monomio xα aparece en alguno de los términos
de r o de r′ y por lo tanto este término es divisible entre LT (gi) lo que contradice la
definición de r y r′.

Una consecuencia de este teorema es que el resto, r, proporcionado por el algoritmo
de división tras efectuar la división de un polinomio f entre una base de Gröbner G,
no depende del orden escogido de los elementos de G. En este caso se habla de forma
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normal de f y se denota f
G
= r. La forma normal de un polinomio f respecto de una

base de Gröbner de un ideal I da solución al problema de pertenencia al ideal.

Corolario 2.2.2. Sea I ⊂ K[x1, . . . , xn] un ideal y sea G = {g1, . . . , gs} una base de
Gröbner para un orden monomial < fijado. Un polinomio f ∈ K[x1, . . . , xn] pertenece

a I si y solo si el resto de la división de f entre G es 0. Es decir, f ∈ I si y solo si f
G
= 0.

Demostración. Si el resto de la división de f entre G entonces f se escribe como combi-
nación lineal de g1, . . . , gs que son elemento de I, luego f pertenece a I.

Rećıprocamente, si f ∈ I entonces la expresión f = f + r con r = 0 es de la forma
descrita en 2.2.6 y puesto que el resto de la división de f entre G es único se deduce que
el resto es 0.

Definición 2.2.6. 1. Sean xα,xβ ∈ MK(n). El mı́nimo común múltiplo de xα y xβ

es mcm(xα,xβ) = xγ donde γi = máx (αi, βi) para cada ı́ndice 1 ≤ i ≤ n.

2. Sean f, g ∈ K[x1, . . . , xn] polinomios no nulos. Sea L = mcm(LM(f), LM(g)).
Denominamos el S-polinomio de f y g al polinomio

S(f, g) =
L

LT (f)
· f − L

LT (g)
· g.

Proposición 2.2.1 (Criterio de Buchberger). Sea I ⊂ K[x1, . . . , xn] un ideal y sea
G = {g1, . . . gs} una base de I. Entonces G es una base de Gröbner de I si y solo si para
cada par i ̸= j existe un orden de los polinomios de G para el cuales se tiene que el resto
de la división de S(gi, gj) entre el conjunto ordenado G es 0.

Demostración. La demostración se encuentra en [5, Chap 2.6, Thm. 6].

Proposición 2.2.2. Sean g1, . . . gs ∈ K[x1, . . . , xn] tales que sus monomios principales
son primos entre si dos a dos; es decir, L = mcm(LM(gi), LM(gj)) = LM(gi) ·LM(gj)
si i ̸= j. Entonces se tiene que G = {g1, . . . gs} es una base de Gröbner.

Demostración. La demostración se deduce de la proposición [5, Prop.2.9.4] y del teorema
[5, Chap 2.9, Thm. 3].

En particular, si f1, . . . fs ∈ K[x1, . . . , xn] satisfacen que para cada par de estos polino-
mios sus monomios principales son primos entre śı y sus coeficientes principales son 1,
entonces {f1, . . . fs} es una base de Gröbner minimal.
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2.2.4. Bases de Gröbner minimales y reducidas

En esta sección supondremos fijado un orden monomial < en K[x1, . . . , xn].

Definición 2.2.7. Una base de Gröbner G = {g1, . . . , gs} se dice que es minimal si se
cumple:

1. LC(gi) = 1 para cada i.

2. Para cada par de ı́ndices i ̸= j, LT (gi) no divide a LT (gj).

Lema 2.2.7. Sea G = {g1, . . . , gs} una base de Gröbner para un ideal I ⊂ K[x1, . . . , xn].
Si existen i ̸= j tales que LT (gi) divide a LT (gj), se tiene que G \ {gj} es una base de
Gröbner de I.

Demostración. Sea f ∈ I, entonces existe 1 ≤ i0 ≤ n tal que LT (gi0) divide a LT (f). Si
i0 ̸= j entonces gi0 ∈ G\{gj} y por tanto LT (f) ∈ ⟨LT (g1), . . . LT (gj−1), LT (gj+1), . . . , LT (gs)⟩.
Si i0 = j, entonces se tiene que LT (gi) divide a LT (f) y por tanto también se cumple
que LT (f) ∈ ⟨LT (g1), . . . LT (gj−1), LT (gj+1), . . . , LT (gs)⟩.

Este lema asegura la existencia de las bases de Gröbner minimales de un ideal no
nulo y nos proporciona una forma de obtener una base de Gröbner minimal de un ideal
a partir de una base de Gröbner G: podemos eliminar sucesivamente cada polinomio de
G para el cual exista otro polinomio en la base cuyo término principal divida al término
principal del primero. Sabemos que en cada uno de estos pasos el conjunto obtenido tras
eliminar cada uno de estos polinomios sigue siendo una base de Gröbner del ideal I.
Tras realizar esta operación un número finito de veces obtenemos un conjunto G̃ que es
una base de Gröbner de I y además satisface la segunda condición de la definición 2.2.7.
Por último dividiendo cada uno de los polinomios de G̃ entre su respectivo coeficiente
principal obtenemos una base de Gröbner minimal de I.

Proposición 2.2.3. Sean G = {g1, . . . , gs} y F = {f1, . . . , ft} dos bases de Gröbner
minimales de un ideal I ⊂ K[x1, . . . , xn]. Entonces se tiene que t = s y salvo reorde-
nación de los elementos de G y F se satisface que LT (gi) = LT (fi) para todo i, 1 ≤ i ≤ s.

Demostración. Vamos a probar de forma inductiva que se tiene que LT (gi) = LT (fi)
salvo reordenación de los polinomios de F para cada 1 ≤ i ≤ s.

Dado que g1 ∈ I, de la condición de base de Gröbner de F se deduce que existe i tal que
fi ∈ F cumple que LT (fi) divide a LT (g1). Tras reordenar los elementos de F , podemos
suponer que i = 1. Por otra parte, f1 ∈ I. La condición de base de Gröbner de G implica
que existe gj ∈ G tal que LT (gj) divide a LT (f1). Entonces LT (gj) divide a LT (g1) y
se deduce que j = 1 por ser G una base de Gröbner minimal. Dado que LT (f1) divide a
LT (g1) y de igual manera LT (g1) divide LT (f1), se tiene que LT (g1) = LT (f1).
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Sea r ≤ s y supongamos que LT (gk) = LT (fk) para cada k = 1, . . . , r − 1. Vamos a de-
mostrar que LT (gr) = LT (fr). Dado que gr ∈ I se tiene que existe i tal que LT (fi) divide
a LT (gr). Podemos deducir que i > r− 1 puesto que en caso contrario LT (fi) = LT (gi)
por hipótesis y se tendŕıa que LT (gi) dividiŕıa a LT (gr) en contra de la minimalidad
de G. Tras reordenar los polinomios de F \ {f1, . . . , fr−1} podemos suponer que i = r.
Entonces fr ∈ I lo que implica que existe gj ∈ G tal que LT (gj) divide a LT (fr) por
la condición de base de Gröbner de G. De de la minimalidad de G y del hecho de que
LT (gj) divide a LT (gr) se deduce que gj = gr y que por tanto LT (gj) = LT (fj).

Hemos probado que s ≤ t, para demostrar que se tiene la igualdad razonamos por re-
ducción al absurdo: supongamos que s < t, entonces se tiene que fs+1 ∈ I y por lo
tanto LT (fs+1) ∈ ⟨LT (I)⟩ = ⟨LT (g1), . . . , LT (gs)⟩ puesto G es una base de Gröbner de
I. Además se tiene que LT (gi) = LT (fi) para cada i = 1, . . . , s por lo que LT (fs+1) ∈
⟨LT (f1), . . . , LT (fs)⟩. Por lo tanto existe 1 ≤ i ≤ s tal que LT (fi) divide a LT (fs+1) lo
que contradice el hecho de que F es base de Gröbner minimal.

Las bases de Gröbner minimales de un ideal no son únicas. Para obtener un resultado
de unicidad debemos imponer condiciones más fuertes en la base de Gröbner.

Definición 2.2.8. Se dice que una base de Gröbner G para un ideal I ⊂ K[x1, . . . , xn]
es una base de Gröbner reducida si se cumple que:

1. LC(g) = 1 para cada g ∈ G.

2. Para cada g ∈ G, ningún término de g pertenece a ⟨LT (G \ {g})⟩.

Podemos notar que toda base de Gröbner reducida es una base de Gröbner minimal.

Teorema 2.2.8. Dado un ideal I ̸= 0 existe una única base de Gröbner reducida para
cada orden monomial.

Demostración. Fijamos un orden monomial <. Sea I ⊂ K[x1, . . . , xn] un ideal distinto
de 0. Vamos a dar un método para construir una base de Gröbner reducida de I a partir
de una base de Gröbner minimal de I, G = {g1, . . . gs}:

Tomamos g1 y aplicamos el algoritmos de división entre H1 = {g2, . . . , gs}, obte-
niendo como resto h1 que es no nulo. Notamos que LT (h1) = LT (g1) por lo que
H1 ∪ {h1} sigue siendo una base de Gröbner minimal de I. Por la caracterización
del resto del algoritmo división se tiene que ningún término de h1 es divisible en-
tre ninguno de los términos principales de los polinomios de H1; es decir, ningún
término de h1 pertenece a ⟨LT (G \ {g1})⟩.
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Realizamos ahora un procedimiento similar con el polinomio g2. Dividimos g2 entre
H2 = {h1, g3, . . . , gs} aplicando el algoritmos de división y obtenemos como resto
el polinomio h2. Se satisface que h2 es distinto de 0 y LT (h2) = LT (g2) lo que
implica que H2 ∪ {h2} es unas base de Gröbner minimal de I. Además, h2 cumple
que ninguno de sus términos pertenece a ⟨LT (H2)⟩ = ⟨LT (G \ {g2})⟩.

Procedemos de esta forma reduciendo cada uno de los polinomios de gi ∈ G. En
el m-esimo paso dividimos gm entre Hn = {h1, h2, . . . , hm−1, gm+1, . . . , gs} apli-
cando el algoritmo de división y obteniendo el resto no nulo hm. Este polinomio
satisface que LT (hm) = LT (gm) y además ninguno de sus términos pertenece a
⟨LT (Hm)⟩ = ⟨LT (G \ {gm})⟩.

Tras llevar a cabo este procedimiento se obtiene un conjunto H = {h1, . . . , hs} de poli-
nomios tales que LT (hi) = LT (gi) para cada i = 1, . . . , s. Por lo tanto, H es una base de
Gröbner minimal de I, dado que ⟨LT (h1), . . . LT (hs)⟩ = ⟨LT (g1), . . . LT (gs)⟩ = ⟨LT (I)⟩,
LC(hi) = LC(gi) = 1 y además LT (hi) = LT (gi) /∈ ⟨LT (G \ {gi})⟩ = ⟨LT (H \ {hi})⟩
para cada i = 1, . . . , s.

Para ver que H es una base de Gröbner reducida, basta notar que dado hi ∈ H cada
uno de sus términos no es divisible entre ninguno de los términos principales de los poli-
nomios de Hi = {h1, . . . , hi−1, gi+1, . . . , gs}. El hecho de que los términos principales de
los polinomios gj y hj coincidan para todo j implica que ninguno de los términos de hi

pertenece a ⟨LT (G \ {gi})⟩.

Vamos a probar ahora la unicidad de las bases de Gröbner reducidas. Sean G =
{g1, . . . , gs} y H = {h1, . . . , hs} dos bases de Gröbner reducidas de un ideal no nulo I.
Por la proposición 2.2.3 sabemos que ambas deben tener el mismo número de elementos
y que LT (gi) = LT (hi) para cada i puesto que G y H son bases de Gröbner minimales.
Sea 1 ≤ i ≤ s. Si gi ̸= hi se tiene que gi − hi ∈ I y por la condición de base de Gröbner
de H deducimos que existe hj ∈ H tal que LT (hj) divide a LT (gi − hi). Dado que
LT (gi) = LT (hi) se tiene que LM(gi − hi) < LM(hi) y por lo tanto se tiene que j ̸= i.
Notamos que LM(gi − hi) es uno de los monomios que aparecen en gi o en hi. Por lo
tanto, LT (hj) divide a uno de los términos de hi o LT (gj) divide a uno de los términos
de gi, lo que en ambos casos contradice el hecho de que G y H son bases de Gröbner
reducidas.

Una consecuencia directa de este teorema, es que podemos caracterizar la igualdad
de ideales a través de las bases de Gröbner reducidas: dos ideales I, J ⊂ K[x1, . . . , xn]
son iguales si y solo si sus bases de Gröbner reducidas son iguales. Es claro, que si las
bases de Gröbner reducidas de I y J , GI y GJ respectivamente, coinciden, entonces se
da la igualdad de ideales. Esto ocurre porque en particular GI y GJ generan los ideales
i y J respectivamente. Rećıprocamente, si se tiene que I = J , entonces se deduce que
ambos tienen la misma base de Gröbner reducida que es única como se ha probado en
el teorema 2.2.8.
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Lema 2.2.9. La base de Gröbner reducida de K[x1, . . . , xn] para cualquier orden mono-
mial es G = {1}.

Demostración. Se tiene que G = {1} es una base de Gröbner de K[x1, . . . , xn] para
cualquier orden monomial porque

⟨LT (K[x1, . . . , xn])⟩ = ⟨MK(n)⟩ = K[x1, . . . , xn] = ⟨1⟩.

El resto de condiciones necesarias para se la base de Gröbner reducida de K[x1, . . . , xn]
se satisfacen de forma trivial.

ElAlgoritmo de Buchberger proporciona un método para calcular una base de Gröbner
de un ideal no nulo a partir de un conjunto de generadores, de la cual se puede extraer una
base de Gröbner minimal y a partir de ella se puede obtener la base de Gröbner reducida
del ideal. Este algoritmo está implementado en numerosos programas de computación y
se ha desarrollado avances que mejoran su rendimiento.

2.2.5. Bases de Gröbner universales

Evidentemente una base de Gröbner de un ideal I para un orden monomial < no tie-
ne por que ser una base de Gröbner para otro orden monomial <′. Cada orden monomial
puede presentar ciertas ventajas para resolver algún problema particular o por motivos
computacionales. Es un hecho que desde un punto de vista de complejidad computacio-
nal el orden lexicográfico inverso graduado es la mejor alternativa para calcular una base
de Gröbner de un ideal. Por el contrario, obtener una base de Gröbner de un ideal para
el orden lexicográfico resulta muy costoso computacionalmente, produce polinomios con
órdenes muy elevados y coeficientes muy grandes en general.

Sin embargo, hay ciertas bases de Gröbner que lo son para cada orden monomial en
K[x1, . . . , xn]. Este tipo de base se denomina base de Gröbner universal. A continuación
se prueban una serie de resultados con el fin de demostrar que todo ideal no nulo admite
una base de Gröbner universal. Además se prueba que el número de bases de Gröbner
reducidas de un ideal no nulo es finito.

Definición 2.2.9. Sea I un ideal de K[x1, . . . , xn] no nulo. Se definen los siguientes
conjuntos:

1. El conjunto de todos los órdenes monomiales enMn
K,

T = {<: < es un orden monomial}.

2. El conjunto de base de Gröbner reducidas de I,
R = {G< : G< es base de Gröbner reducida para un orden monomial <∈ T }.

3. El conjunto de ideales de términos principales de I,
L = {⟨LT< (I)⟩ : < es orden monomial}.
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Lema 2.2.10. Sea G = {g1, . . . , gs} una base de Gröbner para un orden monomial <1

en MK(n). Sea <2 otro orden monomial tal que LT<1(gi) = LT<2(gi). Entonces G es
una base de Gröbner para el orden <2.

Demostración. Sea I = ⟨g1, . . . , gs⟩. Hay que probar que

⟨LT<2(I)⟩ ⊂ ⟨LT<2(g1), . . . , LT<2(gs)⟩.

Sea f ∈ I. Supongamos que LT<2(f) no pertenece al ideal ⟨LT<2(g1), . . . , LT<2(gs)⟩.
Aplicamos el algoritmo de división para dividir f entre G empleando el orden monomial
<2. Obtenemos la expresión:

f = q1g1 + · · ·+ qsgs + r

Entonces, LT<2(f) es uno de los términos de r que entonces es un polinomio no nulo.
Por la caracterización del resto del algoritmo de división, se tiene que ninguno de los
términos de r es divisible entre ninguno de los términos principales de los polinomios
de G. Pero r = f − q1g1 − · · · qsgs ∈ I y por lo tanto LT<1(r) es divisible entre algún
LT<1(gi). Por hipótesis se tiene que LT<1(gi) = LT<2(gi) y por tanto LT<2(gi) divide a
LT<1(r) lo cual es absurdo. En conclusión, LT<2(f) ∈ ⟨LT<2(g1), . . . , LT<2(gs)⟩ y por lo
tanto, G es una base de Gröbner de I para el orden <2.

Proposición 2.2.4. Existe una biyección entre R y L.

Demostración. Sea G ∈ R. Existe un orden monomial <0∈ T tal que ⟨LT<0(G)⟩ =
⟨LT<0(I)⟩. Asociamos a G el ideal de términos principales ⟨LT<0(I)⟩.

Rećıprocamente, sea ⟨LT<0(I)⟩ un ideal de términos principales de I para un cier-
to orden monomial <0. Existe una única base de Gröbner reducida, G<0 para I pa-
ra este orden monomial. Debemos probar que si < es otro orden monomial tal que
⟨LT< (I)⟩ = ⟨LT<0(I)⟩ entonces G<0 es la base de Gröbner reducida de I para <.

Sea G<0 = {g1, . . . , gs} la única base de Gröbner de I asociada para el orden monomial
<0, vamos a ver que LT< (gi) = LT<0(gi) para cada i = 1, . . . , s. Sea i fijado, 1 ≤
i ≤ s. En primer lugar, notamos que LT< (gi) es un término de gi y por lo tanto
de la condición de base de Gröbner reducida de G<0 deducimos que LT< (gi) no es
divisible entre LT<0(gj) para ningún i ̸= j. Supongamos que no se cumple que LT< (gi) =
LT<0(gi). En este caso se tendŕıa que LM< (gi) <0 LM<0(gi). Supongamos que LT<0(gi)
divide a LT< (gi), entonces existe x

γ tal que xγLM<0(gi) = LM< (gi) y en consecuencia
se tiene:

LM< (gi) ≤ xγLM< (gi) < xγLM<0(gi) = LM< (gi)

lo cual es absurdo. Por lo tanto LT<0(gi) no divide a LT< (gi). Sin embargo, se tie-
ne que LT< (gi) ∈ ⟨LT< (I)⟩ = ⟨LT<0(I)⟩ lo que implica que existe algún 1 ≤ j ≤ s
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tal que LT<0(gj) divide a LT< (gi) lo cual no ocurre. Por lo tanto, concluimos que
LT< (gi) = LT<0(gi).

Este hecho implica que

⟨LT< (g1), . . . , LT< (gs)⟩ = ⟨LT<0(g1), . . . , LT<0(gs)⟩ = ⟨LT<0(I)⟩ = ⟨LT< (I)⟩.

Es decir, G<0 es una base Gröbner de I para el orden monomial <. Además se tiene que
LC< (gi) = LC<0(gi) = 1 y LT< (gi) = LT<0(gi) /∈ ⟨LT<0(G<0 \ {gi})⟩ = ⟨LT< (G<0 \
{gi})⟩. Esto implica que G<0 es una base de Gröbner minimal de I para <. Para ver que
además G<0 es la base de Gröbner reducida de I para este orden monomial tomamos un
término de gi para un i fijado, 1 ≤ i ≤ s y comprobamos que no es divisible entre ninguno
de los términos principales de los polinomios G<0 \ {gi} para el orden <. Efectivamente
esto es consecuencia de la igualdad de los términos principales de los polinomios de la
base para los dos órdenes monomiales y del hecho que G<0 es una base de Gröbner
reducida para el orden <0.

Proposición 2.2.5. El conjunto L es finito.

Demostración. Razonamos por redución al absurdo y asumimos que L es infinito. Para
cda ideal de términos principales de L escogemos un orden monomial de T y denotamos
por T0 ⊂ T al conjunto de estos órdenes. Notamos que por hipótesis T0 es un conjunto
infinito.

El teorema de la base de Hilbert asegura que I = ⟨f1, . . . , fs⟩ para ciertos polinomios
f1, . . . , fs ∈ I. Dado que el número de términos que aparecen en los polinomios f1, . . . , fs
es finito podemos encontrar un subconjunto infinito T1 ⊂ T0 y un conjunto de términos
m1, . . . ,ms tales que para cada <∈ T1 se tiene que LT< (fi) = mi para cada i = 1, . . . s.

Caso 1: Si ⟨LT<0(m1), . . . , LT<0(ms)⟩ = ⟨LT<0(I)⟩ para algún <0∈ T1 entonces se
deduce que {f1, . . . , fs} es una base de Gröbner de I para <0 y en consecuencia
es una base de Gröbner de I para cada orden monomial de T1 por el lema 2.2.10.
Esto implica que el ideal de términos principales de I, ⟨LT<0(I)⟩ es el mismo para
todo orden monomial <∈ T1 en contra de lo que hab́ıamos supuesto.

Caso 2: Si por el contrario ⟨LT< (m1), . . . , LT< (ms)⟩ ⊊ ⟨LT< (I)⟩ para cada<∈ T1,
podemos encontrar f ∈ I tal que LT<0(f) /∈ ⟨LT<1(m1), . . . , LT<0(ms)⟩ para un
orden monomial <0∈ T1. Dividimos f entre {f1, . . . , fs} mediante el algoritmo de
división para el orden <0 y obtenemos como resto el polinomio fs+1 ∈ I. Dado
que LT<0(f) no es divisible entre ninguno de los mi se tiene que es uno de los
términos de fs+1 y de hecho LT<0(fs+1) = LT<0(f). Al tenerse que fs+1 ̸= 0, de la
caracterización del resto del algoritmo de división se deduce que ningún término
de fs+1 es divisible entre ninguno de los mi. El número de términos de fs+1 es
finito, por ello podemos encontrar un subconjunto infinito T2 ⊂ T1 y un término
de fs+1, ms+1, tales que para cada <∈ T2 se tiene que LT< (fi) = mi para cada
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i = 1, . . . , s, s+ 1. Además ms+1 /∈ ⟨m1, . . . ,ms⟩.

En esta situación se pueden dar dos casos:

1. Se da la igualdad ⟨m1, . . . ,ms,ms+1⟩ = ⟨LT< (I)⟩ para algún orden monomial
<∈ T2 y se podŕıa aplicar un razonamiento similar al del caso 1 donde se
llegaŕıa a una contradicción.

2. Para cada orden monomial<∈ T2 se tiene que ⟨m1, . . . ,ms,ms+1⟩ ≠ ⟨LT< (I)⟩
y se podŕıa volver a argumentar como en el caso 2. Se podŕıa tomar fs+2 ∈ I
cuyos términos no fuesen múltiplos de ningún mi, 1 ≤ i ≤ s + 1 y repetir el
procedimiento de forma inductiva.

Entonces, o bien se tiene que se llega al caso 1 en algún paso y se obtiene una
contradicción; o bien se construye una sucesión de términos {ms+i}i≥0 tales que
ms+i /∈ ⟨m1, . . . ,ms,ms+1, . . . ,ms+i−1⟩ par cada i ≥ 1. Por el corolario 2.1.3,
existe un n0 ≥ 0 tal que la cadena de ideales ⟨m1, . . . ,ms+i⟩ se estabiliza; es
decir, ⟨m1, . . . ,ms, . . . ,ms+n0⟩ = ⟨m1, . . . ,ms, . . . ,ms+n0+1⟩ lo que implica que
ms+n0+1 ∈ ⟨m1, . . . ,ms, . . . ,ms+n0⟩ llegando a una contradicción.

Corolario 2.2.3. El conjunto de bases de Gröbner reducidas de un ideal I, R, es finito.

Corolario 2.2.4. Sea I ⊂ K[x1, . . . , xn] un ideal distinto de 0. La unión de todas las
bases de Gröbner reducidas de I para cada orden monomial, Gu es una base de Gröbner
universal. Por lo tanto, todo ideal no nulo tiene una base de Gröbner universal.

Demostración. En primer lugar, notamos que el conjunto Gu es finito pues el número
de base de Gröbner reducidas de un ideal I es finito. Fijado un orden monomial <∈ T ,
veamos que Gu es una base de Gröbner de I para <: se tiene que la base de Gröbner
reducida de I para este orden monomial, G< , está contenida en Gu. Por lo tanto se satis-
face ⟨LT< (Gu)⟩ ⊃ ⟨LT< (G< )⟩ = ⟨LT< (I)⟩ y se da la igualdad ⟨LT< (Gu)⟩ = ⟨LT< (I)⟩.

2.2.6. Caracterización ideales cero dimensionales

Las bases de Gröbner además de resolver el problema de pertenencia a un ideal, son
útiles para caracterizar los ideales cero dimensionales. El siguiente resultado proporciona
condiciones equivalentes a que un ideal de polinomios sea cero dimensional.

Teorema 2.2.11. Sea I ⊂ K[x1, . . . , xn] un ideal de polinomios sobre un cuerpo alge-
braicamente cerrado K. Son equivalentes los siguientes:

1. I es un ideal cero dimensional; es decir, V (I) es finito.

37



2. Para cada i, 1 ≤ i ≤ n existe un exponente mi ≥ 0 tal que xmi
i ∈ ⟨LT (I)⟩.

3. Dada G una base de Gröbner de I, para cada i, 1 ≤ i ≤ n, existe un exponente
mi ≥ 0 y un elemento gi ∈ G tal que xmi

i = LM(gi).

4. El K-espacio vectorial K⟨{xα : xα /∈ LT (I)}⟩ generado por el conjunto de mono-
mios que no pertenecen a ⟨LT (I)⟩ es de dimensión finita.

5. El K-espacio vectorial K[x1, . . . , xn]/I es de dimensión finita.

Demostración. 1⇒ 2. Supongamos que la variedad V (I) es finita.

Si V (I) = ∅ entonces por el Nullstellensatz se deduce que I = K[x1, . . . , xn] luego se
satisface trivialmente que 1 = x0

i ∈ I para cada 1 ≤ i ≤ n.

Supongamos que V (I) ̸= ∅. Fijamos un ı́ndice 1 ≤ i ≤ n. Para este ı́ndice el con-
junto de coordenadas i-ésimas de los puntos de la variedad V (I) {a1, . . . , as} es finito.
Consideramos el siguiente polinomio

f =
s∏

j=1

(xi − aj)

f se anula en todos los puntos de la variedad por lo tanto f ∈ I(V (I)) =
√
I. por lo tanto

existe m ≥ 1 tal que fm ∈ I. El término principal de fm es precisamente xms ∈ ⟨LT (I)⟩.

2⇒ 3. Sea G = {g1, . . . , gs} una base de Gröbner de I. Fijado un ı́ndice 1 ≤ i ≤ n existe
m ≥ 0 tal que xm

i ∈ ⟨LT (I)⟩. Por la caracterización de las bases de Gröbner sabemos
que existe un gi ∈ G tal que LT (gi) divide a xm

i . Esto solo ocurre si LM(gi) = xmi
i para

un mi ≥ 0.

3 ⇒ 4. Para cada i tomamos el mı́nimo mi ≥ 0 para el cual existe gi ∈ G tal
que LM(gi) = xmi

i . Si alguno de estos mi es 0, entonces uno de los polinomios que
forman G es una constante y en consecuencia I = K[x1, . . . , xn]. En esta situación
{xα : xα /∈ LT (I)} = ∅ y K⟨{xα : xα /∈ LT (I)}⟩ = 0 que es un espacio vectorial
de dimensión finita.

Supongamos que mi ≥ 1 para cada i. Dado un monomio xα con α = (a1, . . . , an) tal que
mi ≤ ai se tiene que xmi

i divide a xα y como consecuencia xα ∈ ⟨LT (I)⟩.

Rećıprocamente, si xα no pertenece a ⟨LT (I)⟩, entonces no puede ser divisible entre nin-
guno de los términos principales de de los polinomios de G por ser una base de Gröbner
de I. En particular, para cada i, 1 ≤ i ≤ n, se tiene que xα no es divisible entre xmi

i .
Entonces no puede darse mi ≤ ai para ningún i.
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Los monomios xα ∈ K⟨{xα : xα /∈ LT (I)}⟩ son precisamente los que satisfacen que
0 ≤ ai ≤ mi − 1 para cada i. Luego el número de estos monomios es el producto
m1 · · ·mn. Por definición se deduce que el conjunto de monomios que pertenecen a
K⟨{xα : xα /∈ LT (I)}⟩ son una base de este espacio vectorial y por lo tanto su dimen-
sión es m1 · · ·mn.

4 ⇒ 5. En primer lugar supongamos que K⟨{xα : xα /∈ LT (I)}⟩ = 0. Entonces
1 ∈ ⟨LT (I)⟩ y por lo tanto I = K[x1, . . . , xn]. En consecuencia, K[x1, . . . , xn]/I = 0
es un espacio vectorial de dimensión finita.

Supongamos que K⟨{xα : xα /∈ LT (I)}⟩ ≠ 0. Sea B = {p1, . . . , pr} una base de
K⟨{xα : xα /∈ LT (I)}⟩. Consideramos el conjunto B = {[p1], . . . , [pr]}. Vamos a ver que
B genera K[x1, . . . , xn]/I.

Sea [f ] ∈ K[x1, . . . , xn]/I donde f ∈ K[x1, . . . , xn]. Por 2.2.6, existen polinomios g ∈ I
y r tales que f = g + r donde ningún término de r es divisible entre ningún coeficiente
principal de un polinomio de I. Por lo tanto r ∈ K⟨{xα : xα /∈ LT (I)}⟩.

De la condición de base de B se deduce que existen constantes c1, . . . , cr ∈ K tales que∑r
j=0 cjpj = r. Tomando clases de equivalencia módulo I en la expresión deducimos que∑r
j=0 cj[pj] = [r] = [f − g] = [f ] puesto que g ∈ I.

De hecho, podemos ver que B es un conjunto linealmente independiente y por lo tanto
es una base de K[x1, . . . , xn]/I : si [0] =

∑r
j=0 cj[pj] para unas constantes c1, . . . , cr ∈ K,

se deduce que f =
∑r

j=0 cjpj ∈ I. Si f es distinto de 0, entonces LT (f) ∈ ⟨LT (I)⟩ y
por lo tanto LM(f) ∈ ⟨LT (I)⟩. El monomio LM(f) debe ser uno de los que aparecen
en la expresión de algún pj. Sin embargo, cada uno de los monomios que aparecen en
la expresión de pj no pertenecen al ideal de términos principales de I por definición.
Esta contradicción implica que f debe ser 0. La condición de base de B implica que las
constantes c1, . . . , cr son nulas y por lo tanto B es una base de K[x1, . . . , xn]/I.

5 ⇒ 1. Vamos a probar que el número de coordenadas i-ésimas de los puntos de V (I)
es finito lo que implica que V (I) es también finito. Fijado un ı́ndice 1 ≤ i ≤ n se tiene
que {[xk

i ] : k ≥ 0} es linealmente dependiente pues la dimensión de K[x1, . . . , xn]/I es
finita.

Por lo tanto existen k0 ≥ 0 y constantes c0, . . . , ck0 tales que

[0] =

k0∑
j=0

cj[x
j
i ] =

[
k0∑
j=0

cjx
j
i

]
.

Es decir,
∑k0

j=0 cjx
j
i ∈ I. Luego cada punto de la variedad V (I) se anula en este poli-

nomio que tiene un número finito de ráıces. Cada coordenada i-ésima de cada punto de
V (I) debe ser una de las ráıces del polinomio, por lo tanto solo hay número finito de
ellas y en consecuencia V (I) es finito.
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Observación 9. Podemos notar que en la demostración del teorema se ha probado que
si I ⊂ K[x1, . . . , xn] es un ideal cero dimensional, entonces los K-espacios vectoriales
K⟨{xα : xα /∈ LT (I)}⟩ y K[x1, . . . , xn]/I son de dimensión finita e isomorfos pues
tienen la misma dimensión. Dada G una base de Gröbner de I, esta dimensión coincide
con el producto m1 · · ·mn, donde cada mi es el mı́nimo valor de m ≥ 0 para el cual xm

i

es el monomio principal de un polinomio de G. Si además G es una base de Gröbner
minimal de I, entonces para cada i, 1 ≤ i ≤ n, existe un único polinomio en G cuyo
monomio principal es de la forma xm

i para m ≥ 0 y en este caso m = mi.

Además de presentar una caracterización muy útil de los ideales cero dimensionales,
el teorema 2.2.11 proporciona una cota para el número de punto de la variedad af́ın aso-
ciada a uno de estos ideales. Como se ve en la demostración de teorema si xmi

i ∈ ⟨LT (I)⟩
para 1 ≤ i ≤ n entonces podemos asegurar que |V (I)| ≤

∏n
i=1mi. Sin embargo, esta

cota puede mejorarse y en el caso de ideales radicales podemos conocer el número de
puntos de V (I) a partir de la dimension de K[x1, . . . , xn]/I.

Proposición 2.2.6. Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado. Sea I ⊂ K[x1, . . . , xn]
un ideal cero dimensional.

1. |V (I)| ≤ dimK(K[x1, . . . , xn]/I).

2. Si I es un ideal radical entonces se obtiene la igualdad, es decir,

|V (I)| = dimK(K[x1, . . . , xn]/I).

Demostración. 1. Si V (I) = ∅ tenemos por el Nullstellensatz que I = K[x1, . . . , xn]
por lo tanto K[x1, . . . , xn]/I = 0 que tiene dimensión 0 por lo que se satisface la
desigualdad del enunciado.

Supongamos que V (I) = {p1, . . . , ps} ̸= ∅. Vamos a construir un conjunto de
polinomios {f1, . . . , fs} tal que {[f1], . . . , [fs]} es un conjunto linealmente indepen-
diente de |V (I)| elementos.

Para 1 ≤ i ≤ s vamos a tomar fi ∈ K[x1, . . . , xn] tal que fi(pi) = 1 y fi(pj) = 0
para j ̸= i. En esta situación dada una combinación lineal de [f1], . . . , [fs] como la
siguiente

[0] =
s∑

i=0

ci[fi] =

[
s∑

i=0

cifi

]

se deduce que f =
∑s

i=0 cifi pertenece a I. Por lo tanto de la definición de V (I)
se tiene que para cada 1 ≤ j ≤ s se concluye que 0 = f(pj) =

∑s
i=0 cifi(pj) = cj
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lo que implica la independencia lineal de {[f1], . . . , [fs]}.

Basta probar que existen los polinomios fi. Fijamos 1 ≤ i ≤ s. Sean pj ̸= pi,
existe una coordenada 1 ≤ k ≤ n para la cual pni ̸= pkj . Definimos el polinomio

gj =
xk − pkj
pni − pkj

que satisface que gj(pi) = 1 y gj(pj) = 0. Tomamos fi =
∏

j ̸=i gj que

satisface lo requerido.

2. Supongamos que I es un ideal radical; es decir que
√
I = I. Vamos a probar que

el conjunto [f1], . . . , [fs] genera el espacio vectorial K[x1, . . . , xn]/I.

Sea [h] ∈ K[x1, . . . , xn]/I donde h ∈ K[x1, . . . , xn]. Consideramos el polinomio
g =

∑s
i=0 h(pi)fi y vamos a probar que [h] = [g]; es decir, que h − g = h −∑s

i=0 h(pi)fi ∈ I.

Notamos que el polinomio h− g se anula en cada punto de la variedad af́ın V (I):

(h− g)(pj) = h(pj)−
s∑

i=0

h(pi)fi(pj) = h(pj)− h(pj) = 0

Por lo tanto por el Nullstellensatz se deduce que h− g ∈ I(V (I)) =
√
I = I lo que

implica que efectivamente {[f1], . . . , [fs]} es una base de K[x1, . . . , xn]/I.

A continuación vamos a proporcionar una caracterización muy útil de los ideales cero
dimensionales radicales.

Proposición 2.2.7. Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado. Sea I ⊂ K[x1, . . . , xn]
un ideal cero dimensional. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. I es un ideal radical.

2. |V (I)| = dimK(K[x1, . . . , xn]/I).

3. Para cada i, 1 ≤ i ≤ n, existe un polinomio gi ∈ I en la variable i-ésima libre de
cuadrados.

Demostración. 1⇒ 2. Lo hemos probado en la proposición 2.2.6.

2⇒ 1. Si |V (I)| = dimK(K[x1, . . . , xn]/I), entonces el conjunto definido en la demostra-
ción de la proposición 2.2.6 {[f1], . . . , [fs]} es una base de K[x1, . . . , xn]/I.
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Sea h ∈
√
I. Se tiene que [h] =

∑s
i=1 ai[fi] para ciertos a1, . . . , as ∈ K. Equivalentemente

se tiene que h−
∑s

i=1 aifi ∈ I. Sea pj ∈ V (I) para 1 ≤ j ≤ s, 0 = (h−
∑s

i=1 aifi)(pj) =

h(pj)− aj; es decir, aj = h(pj). Por el Nullstellensatz sabemos que
√
I = I(V (I)) lo que

implica que el polinomio h se anula en todos los puntos de V (I). En consecuencia aj = 0
para cada j, lo que implica [h] = 0 o equivalentemente h ∈ I.

1 ⇒ 3. Supongamos que existe un ı́ndice 1 ≤ i0 ≤ n para el cual se cumple que si
g ∈ K[xi0 ] es un polinomio libre de cuadrados entonces g /∈ I. Vamos a probar que
I ⊊

√
I. La variedad af́ın V (I) = {p1, . . . , ps} es finita por ser I un ideal cero dimen-

sional. Sea {a1, . . . , ak} el conjunto de todas las coordenadas i0-ésimas de los puntos de
V (I). Definimos el polinomio gi0(xi0) = (xi0−a1) · · · (xi0−ak) que claramente pertenece
a K[xi0 ] y es libre de cuadrados puesto que las valores a1, . . . , ak no se repiten. Entonces
por hipótesis se tiene que gi0 /∈ I. Sin embargo, gi0(pj) = 0 para cada pj ∈ V (I) lo que
implica que gi0 ∈

√
I por el Nullstellensatz.

3 ⇒ 1. Supongamos que para cada i, 1 ≤ i ≤ n, existe un polinomio gi ∈ I en la
variable i-ésima libre de cuadrados. Fijamos i, 1 ≤ i ≤ n. El conjunto I ∩ K[xi] es un
ideal de K[xi] y por lo tanto esta generado por un polinomio pi que debe pertenecer
a I. Dado que el polinomio gi pertenece al ideal I ∩ K[xi] debe ser múltiplo de pi. En
particular, el polinomio pi es libre de cuadrados y entonces pi coincide con su parte
libre de cuadrados. La proposición [6, Prop.2.7] implica que

√
I = I + ⟨p1, . . . , pn⟩ ya

que I es cero dimensional por hipótesis. Entonces
√
I = I ya que pi ∈ I para cada i.

Notamos que el resultado [6, Prop.2.7] se da para el caso K = C; sin embargo, la prueba
de esta proposición sigue siendo cierta para un cuerpo infinito algebraicamente cerrado
arbitrario.

Las bases de Gröbner permiten abordar cuestiones como la resolución de sistemas
de ecuaciones de polinomios en K[x1, . . . , xn]; lo que es lo mismo, permiten obtener los
puntos de una determinada variedad af́ın V (I) para un ideal I ⊂ K[x1, . . . , xn].

Proposición 2.2.8. Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado. Dado un ideal radical
cero dimensional I ⊂ K[x1, . . . , xn]. Para casi cualquier cambio de variables lineal se
tiene que la base de Gröbner reducida de I para el orden lexicográfico (zn < · · · < z2 < z1)
es de la siguiente forma:

{z1 − h1(zn), . . . , zn−1 − hn−1(zn), hn(zn)} (2.2)

para las nuevas variables z1, . . . , zn, donde cada hi(zn) ∈ K[zn].

Demostración. La prueba de esta proposición se deduce de los resultados [11, Prop.
3.7.22] y [11, Thm. 3.7.25] y del hecho que todo cuerpo algebraicamente cerrado es un
cuerpo perfecto.
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Es decir, para calcular los puntos de una determinada variedad af́ın finita V ⊂ An
K

asociada al ideal radical cero dimensional I = I(V ) = ⟨p1, . . . , pr⟩ ⊂ K[x1, . . . , xn] pode-
mos construir la base de Gröbner reducida de I para el orden lexicográfico. Si obtenemos
que la base es de la forma 2.2, podemos obtener las coordenadas n-ésimas de los pun-
tos de la variedad obteniendo las ráıces de hn y a partir de estas recuperar los valores
del resto de coordenadas evaluando en los polinomios hi. Si por el contrario la base de
Gröbner reducida no es de la forma descrita, podemos aplicar una transformación lineal
a las variables y obtener de nuevo la base de Gröbner para el orden lexicográfico en las
nuevas variables z1, . . . , zn y repetir el procedimiento descrito anteriormente. La propo-
sición nos asegura que tras un número finito de intentos obtendremos que la base de
Gröbner reducida de I será de la forma 2.2 y por lo tanto obtendremos todos los puntos
de V .

El uso del orden lexicográfico, a pesar de ser menos aconsejable que otros órdenes mo-
nomiales, permite aplicar el procedimiento descrito anteriormente para resolver sistemas
de ecuaciones polinómicas de forma computacional.

A menudo resulta más importante saber si una variedad af́ın definida por un ideal
es no vaćıa más que conocer espećıficamente sus puntos. Dicho de otra forma, dado un
conjunto de polinomios a veces estaremos interesados en mostrar la existencia de alguna
ráız común a todos los polinomios aún cuando no conozcamos el valor de esta. Podemos
aplicar la teoŕıa de las bases de Gröbner para afrontar este problema cuando se trabaja
sobre un cuerpo algebraicamente cerrado.

Proposición 2.2.9. Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado y sea I ⊂ K[x1, . . . , xn].
Entonces, V (I) = ∅ si y solo si la base reducida de I para cualquier orden monomial es
{1}.

Demostración. En virtud del teorema 2.1.2, podemos afirmar que V (I) = ∅ si y solo si
I = K[x1, . . . , xn]. Denotamos por G a la base de Gröbner de I para un orden monomial
< arbitrario fijado. Entonces, por el lema 2.2.9 se tiene que V (I) = ∅ si y solo si G = {1}.

2.3. Certificado de incompatibilidad de Nullstellen-

satz

Como hemos observado al final de la subsección anterior, la teoŕıa de las bases de
Gröbner nos proporcionan un criterio para determinar si un sistema de ecuaciones po-
linómicas carece de soluciones en un cuerpo algebraicamente cerrado. En esta sección
vamos a desarrollar otra herramienta que nos va a permitir dar solución a la misma
cuestión. La idea subyacente es la siguiente: dado un ideal I ⊂ K[x1, . . . , xn], se puede
traducir la igualdad I = K[x1, . . . , xn] a la existencia de soluciones de un sistema de
ecuaciones lineales el cual podemos resolver de forma computacional.
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Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado. Sea I = ⟨p1, . . . , pr⟩ ⊂ K[x1, . . . , xn] un
ideal tal que la variedad af́ın asociada V (I) es vaćıa. Por el teorema 2.1.2 sabemos que
este hecho es equivalente a que I = K[x1, . . . , xn] y en particular V (I) = ∅ si y solo si
1 ∈ I. Por lo tanto existirán polinomios β1, . . . , βr ∈ K[x1, . . . , xn] tales que:

1 =
r∑

i=1

βipi

Definición 2.3.1. En las condiciones anteriores diremos que 1 =
∑r

i=1 βipi es un certi-
ficado de incompatibilidad de Nullstellensatz (o simplemente certificado de Nullstellen-
satz) de I.

Dados p1, . . . , pr ∈ K[x1, . . . , xn] diremos que 1 =
∑r

i=1 βipi es un certificado de incom-
patibilidad de Nullstellensatz para este conjunto de polinomios.

Llamamos grado de un certificado de Nullstellensatz 1 =
∑r

i=1 βipi al máximo de los
grados de los polinomios β1, . . . , βr.

Dado un ideal de polinomios I = ⟨p1, . . . , pr⟩ ⊂ K[x1, . . . , xn] sobre un cuerpo al-
gebraicamente cerrado K, podemos tratar de probar que la variedad af́ın V (I) es vaćıa
buscando un certificado de incompatibilidad de Nullstellensatz. Para ello podemos su-
poner que los polinomios β1, . . . , βr de este certificado sean de grado menor que k, para
k ≥ 0 fijado. Imponiendo esta condición conseguimos transformar el problema en la
resolución de un sistema de ecuaciones lineales de la siguiente forma:

Sea m el máximo de los grados de los polinomios p1, . . . , pr. Podemos escribir los poli-
nomios βi y pi de la siguiente manera:

βi =
∑
|δ|≤k

βδ,ix
δ , pi =

∑
|γ|≤m

pγ,ix
γ

donde βδ,i, pγ,i ∈ K. Con esta notación obtenemos que para cada i, 1 ≤ i ≤ r, el producto
βipi se escribe:

βipi =
∑

|δ|≤k , |γ|≤m

(βδ,ipγ,i)x
δ+γ

Si imponemos que se satisfaga la condición de que {β1, . . . , βr} sea un certificado de
Nullstellensatz para I obtenemos la siguiente expresión:

1 =
r∑

i=1

βipi =
r∑

i=1

 ∑
|δ|≤k , |γ|≤m

(βδ,ipγ,i)x
δ+γ

 =
∑

|δ|≤k , |γ|≤m

[
r∑

i=1

βδ,ipγ,i

]
xδ+γ
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Para cada par de ı́ndices (δ, γ) con |δ| > 0 o |γ| > 0 se tiene que el coeficiente del monomio
xδ+γ del polinomio constante 1 es nulo. El término constante de la combinación lineal∑r

i=1 βipi debe ser 1. Estas dos condiciones se corresponden con el siguiente sistema de
ecuaciones lineales: 

∑r
i=1 β0,ip0,i = 1,

∑
δ+γ=α [

∑r
i=1 βδ,ipγ,i] = 0 si |α| > 0.

(2.3)

Se trata de un sistema de ecuaciones lineales con una incógnita por cada par (δ, i) para
δ con |δ| ≤ k y 1 ≤ i ≤ r y con una ecuación por cada α con |α| ≤ k +m. Una solución
de este sistema se corresponde con un certificado de Nullstellensatz de I de grado menor
que k. Podemos deducir que existe un certificado de incompatibilidad de Nullstellensatz
para I de grado menor que k si y solo si el sistema 2.3 es compatible.

Se conocen cotas superiores para el grado máximo de un certificado de Nullstellen-
satz de un conjunto de polinomios p1, . . . , pr en relación al tamaño de estos polinomios.
Estas cotas son doblemente exponenciales respecto al máximo grado de los polinomios
y no se pueden mejorar pues existen casos en los que estas cotas se alcanzan.

Esta observación permite establecer un método para determinar si existe alguna solución
de un sistema de ecuaciones polinómicas o equivalentemente si la variedad af́ın asociada
al ideal generado por estos polinomios es vaćıa. Se considera un sistema de ecuaciones
como el siguiente:


p1(x1, . . . , xn) = 0

...

pr(x1, . . . , xn) = 0

(2.4)

donde p1, . . . , pr ∈ K[x1, . . . , xn]. Para determinar la existencia de soluciones de 2.4 se
trata de buscar un certificado Nullstellensatz de estos polinomios. En primer lugar, se
fija un grado k ≥ 0 que va ser el grado máximo de los polinomios βi que intervienen
en el certificado Nullstellensatz. Se comprueba si el sistema de ecuaciones descrito en
2.3 es compatible. En caso de ser compatible, se obtiene un certificado Nullstellensatz
que nos permite afirmar que no existe ninguna solución del sistema de ecuaciones po-
linómicas. Si por le contrario, el sistema de ecuaciones es incompatible aumentamos el
grado máximo de los polinomios βi y repetimos el procedimiento con k+1. Si el sistema
de ecuaciones polinómicas no tiene ninguna solución, existirá un k0 ≥ 0 para el que el
sistema de ecuaciones lineales sea compatible. Además podemos asegurar que k0 debe
ser menor que una cierta cota M que depende de los grados de p1, . . . , pr. En el caso de
que se obtengan sistemas lineales incompatibles para cada k ≤M se pude asegurar que
existe alguna solución del sistema de ecuaciones polinómicas.

Podemos observar que el tamaño de los sistemas lineales crecen rápidamente si se
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aumenta el grado máximo k de los polinomios βi. Esto sumado al hecho de que las cotas
superiores para el grado del certificado son elevadas, indica que el uso de los certificados
de Nullstellensatz para probar la existencia de soluciones de ecuaciones polinómicas no
es adecuado en general por su elevado coste computacional. Sin embargo, para determi-
nados sistemas de ecuaciones con una estructura caracteŕıstica resultan ser competitivos
y pueden ser empleados. Esto es precisamente lo que sucede en el problema de coloración
de grafos como veremos en el siguiente caṕıtulo.

2.3.1. Ideas para mejorar el rendimiento

En esta sección se presentan tres ideas que permiten optimizar la eficacia del uso de
certificados de incompatibilidad de Nullstellensatz para probar la ausencia de soluciones
de un sistema de ecuaciones polinómicas:

Bajo ciertas condiciones es posible prescindir de la condición de que el cuerpo K
sobre el que se trabaja sea algebraicamente cerrado. Esto permite implementar los
cálculos de forma más rápida y eficiente sobre algunos cuerpos espećıficos como se
verá en el caṕıtulo 3.

Proposición 2.3.1. Sea K un cuerpo no necesariamente algebraicamente cerra-
do. Sea K las clausura algebraica de K. Sean p1, . . . , pr ∈ K[x1, . . . , xK ], enton-
ces existe un certificado de Nullstellensatz 1 =

∑r
i=1 βipi para p1, . . . , pr donde

βi ∈ K[x1, . . . , xn] si y solo si existe un certificado Nullstellensatz 1 =
∑r

i=1 β
′
ipi

para p1, . . . , pr donde β′
i ∈ K[x1, . . . , xn].

Demostración. Evidentemente si 1 =
∑r

i=1 β
′
ipi es un certificado de Nullstellen-

satz para p1, . . . , pr donde β′
i ∈ K[x1, . . . , xn] ⊂ K[x1, . . . , xn] tomando βi = β′

i se
concluye.

Suponemos ahora que existe un certificado de Nullstellensatz 1 =
∑r

i=1 βipi para
p1, . . . , pr donde βi ∈ K[x1, . . . , xn]. Entonces podemos encontrar tal certificado
como solución del sistema de ecuaciones 2.3 que será compatible para cierto k ≥ 0.
Dado que los coeficientes de los polinomios pi están en K, los coeficientes de este
sistema de ecuaciones también están en K. Para resolver este sistema se llevan a
cabo operaciones en K sobre los coeficientes lo que permite obtener una solución
con coeficientes en K. Esta solución se corresponde con un certificado Nullstellen-
satz 1 =

∑r
i=1 β

′
ipi donde cada polinomio β′

i ∈ K[x1, . . . , xn].

Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado. Decimos que g ∈ K[x1, . . . , xn] es re-
dundante para un ideal I = ⟨p1, . . . , pr⟩ de K[x1, . . . , xn] si se anula en la variedad
V (I). En este caso también decimos que g es un polinomio redundante para los
polinomios p1, . . . , pr. En virtud del Nullstellensatz se tiene que g es redundante
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para p1, . . . , pr si satisface que g ∈ I(V (I)) =
√
I.

La igualdad I = K[x1, . . . , xn] es equivalente a que I + ⟨g⟩ = K[x1, . . . , xn]: evi-
dentemente si I = K[x1, . . . , xn] entonces I + ⟨g⟩ = K[x1, . . . , xn]. Rećıproca-
mente, si I + ⟨g⟩ = K[x1, . . . , xn] entonces

√
I = K[x1, . . . , xn] y por lo tanto

I = K[x1, . . . , xn]. De este hecho se deduce que existe un certificado de incompa-
tibilidad de Nullstellensatz de I si y solo si existe un certificado de Nullstellensatz
para los polinomios p1, . . . , pr, g.

Observación 10. Podemos aprovechar este hecho para optimizar el uso de certifi-
cados de incompatibilidad de Nullstellensatz para probar que la variedad V (I) es
vaćıa: tomando polinomios redundantes g1, . . . gs para los polinomios p1, . . . , pr, es
posible que el orden mı́nimo de un certificado de Nullstellensatz de los polinomios
p1, . . . , pr, g1, . . . , gs sea menor que el orden mı́nimo de certificado de Nullstellensatz
para los polinomios p1, . . . , pr. En esta situación se deben resolver menos sistemas
lineales para obtener tal certificado; sin embargo, el tamaño de estos sistemas será
mayor.

Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado. Sean I = ⟨p1, . . . , pr⟩ ⊂ K[x1, . . . , xn] y
g un polinomio tal que V (I + ⟨g⟩) = ∅. Es posible utilizar el corolario 2.1.2 para
determinar si I es igual a K[x1, . . . , xn] probando si g ∈ I. De esta forma, se puede
modificar la definición 2.3.1 para explotar este hecho.

Definición 2.3.2. En las condiciones anteriores decimos que

g =
r∑

i=1

βipi

es un certificado de incompatibilidad de Nullstellensatz alternativo (o simplemente
certificado de Nullstellensatz alternativo) de I .

Llamamos grado de un certificado de Nullstellensatz alternativo g =
∑r

i=1 βipi al
máximo de los grados de los polinomios β1, . . . , βr.

Observación 11. Es posible utilizar emplear los certificado de Nullstellensatz alter-
nativos de un ideal I ⊂ K[x1, . . . , xn] para probar que la variedad af́ın V (I) es vaćıa.
Basta adaptar el procedimiento que hemos desarrollado para la búsqueda de un
certificado de Nullstellensatz de I: se trata de buscar una expresión g =

∑r
i=1 βipi

para ciertos polinomios βi de grado k ≥ 0 fijado. Esta condición se traduce en un
sistema de ecuaciones lineales similar a 2.3. De hecho, este sistema solo difiere de
2.3 en el término independiente que depende del polinomio g.

Emplear los certificados de Nullstellensatz alternativos en vez de los los certifica-
dos de Nullstellensatz usuales para probar que la variedad V (I) es vaćıa puede ser

47



ventajoso. Puede darse el caso de que el orden mı́nimo del certificado de Nulls-
tellensatz alternativo necesario sea menor que el orden mı́nimo del certificado de
Nullstellensatz estándar.
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Caṕıtulo 3

Ideales de coloración

Durante este caṕıtulo denotaremos por G a un grafo simple y finito y trabajaremos
sobre un cuerpo K algebraicamente cerrado cuya caracteŕıstica no divida a k ≥ 1 que
fijamos.

3.1. Criterios de k-coloreabilidad

En esta sección vamos a abordar la forma de asociar coloraciones de un grafo a puntos
de una variedad af́ın, y detallaremos la forma de emplear las herramientas introducidas
en el capitulo anterior para discutir la coloreabilidad de un grafo.

Definición 3.1.1. Sea G un grafo. Se define el siguiente polinomio de K[x1, . . . , xn]:

fG =
∏
i<j

(i,j)∈A(G)

(xi − xj)

Se dice que fG es el polinomio del grafo G.

Observación 12. Dado un grafo G se tiene que el polinomio fG es libre de cuadrados por
ser G un grafo simple y por lo tanto el ideal ⟨fG⟩ es radical (véase [5, Chap. 4.2, Def. 10]).

Para estudiar las k-coloraciones de un grafo G de n vértices podemos estudiar las
k-coloraciones de la forma ρ : V (G) → C donde C ⊂ K es un conjunto de k ele-
mentos. Entonces la k-coloración queda determinada de forma uńıvoca por el punto
a = (ρ(1), . . . , ρ(n)) ∈ Cn ⊂ An

K.

Notación 3.1.1. En esta situación denotaremos por ρa a la k-coloración asociada al
punto a = (a1, . . . , an) ∈ Cn. Es decir ρa(i) = ai.
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Proposición 3.1.1. Sea G un grafo y sea fG el polinomio de G. Sea C ⊂ K un conjun-
to de k elementos y ρa : V (G) → C una k-coloración de G asociada al punto a ∈ An

K.
Entonces ρa es una k-coloración propia de G si y solo si a /∈ V (fG).

Demostración. Si a ∈ V (fG) se tiene que fG(a) =
∏

i<j, (i,j)∈A(G)

(ai − aj) = 0. Existe un

par de vértices i, j ∈ V (G) tales que (i, j) ∈ A(G) y ai = aj, por lo tanto la ρa es una
coloración impropia.

Rećıprocamente, si ρa es una coloración impropia, entonces existe un par de vértices
adyacentes i, j tales que ai = ρa(i) = ρa(j) = aj. Por lo tanto,

fG(a) =
∏

i<j, (i,j)∈A(G)

(ai − aj) = 0

y en consecuencia a ∈ V (fG).

Definición 3.1.2. Sea 1 ≤ k. Denotamos por Hn,k al conjunto de todos los grafos de
vértices {1, . . . , n} con un subgrafo completo de k + 1 vértices y el resto de los vértices
aislados.

Podemos observar que ninguno de los grafos pertenecientes a Hn,k es k-coloreable,
puesto que en caso de existir una k-coloración ρ de H ∈ Hn,k se tendŕıa una k-coloración
inducida en el subgrafo completo de k + 1 vértices H̃. Tal coloración de H̃ no puede
existir pues todos sus vértices son adyacentes y hay k + 1 de ellos.

Definición 3.1.3. Sea G un grafo de n vértices y sea k ≥ 1. Sea K un cuerpo algebrai-
camente cerrado cuya caracteŕıstica no divida a k. Se definen los siguientes ideales de
polinomios, llamados ideales de coloración de G:

1. In,k = ⟨xk
i − 1 : i ∈ V (G)⟩

2. IG,k = ⟨xk
i − 1 : i ∈ V (G)⟩+ ⟨

∑k−1
l=0 xk−l−1

i xl
j : (i, j) ∈ A(G)⟩

3. Jn,k = ⟨fH : H ∈ Hn,k⟩

Notamos que en el caso de que k ≥ n se tiene que Hn,k = ∅. En esta situación se toma
Jn,k = 0.

Notación 3.1.2. Sea k ≥ 1. Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado cuya carac-
teŕıstica no divida a k. Denotaremos por Rk al conjunto de las ráıces k-ésimas de la
unidad en K. Notamos que el hecho de que K un cuerpo algebraicamente cerrado y su
caracteŕıstica no divida a k implica que existen k ráıces de la unidad, Rk = {ω1, . . . , ωk}.
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Proposición 3.1.2. Sea G un grafo de n vértices y sea k ≥ 1. Sea K un cuerpo alge-
braicamente cerrado cuya caracteŕıstica no divida a k. Entonces los ideales IG,k, In,k e
In,k + ⟨fG⟩ son cero dimensionales y radicales.

Demostración. Veamos en primer lugar que estos ideales son cero dimensionales. No-
tamos que In,k ⊂ IG,k y In,k ⊂ In,k + ⟨fG⟩. Por la proposición 2.1.1 se tiene que
V (IG,k) ⊂ V (In,k) y V (In,k + ⟨fG⟩) ⊂ V (In,k), por lo tanto solo es necesario probar
que V (In,k) es finito. Se tiene a ∈ V (In,k) si y solo si cada componente de a es una ráız
k-ésima de la unidad. Luego V (In,k) = (Rk)

n es un conjunto de kn elementos.

Dado que IG,k, In,k e In,k + ⟨fG⟩ son ideales cero dimensionales, podemos aplicar la
proposición 2.2.7. Para 1 ≤ i ≤ n el polinomio xk

i −1 pertenece a cada uno de los ideales
y dado que este polinomio es libre de cuadrados en la variable i se deduce que IG,k, In,k
e In,k + ⟨fG⟩ son radicales.

Podemos dar una interpretación de estos ideales, en relación a las variedades afines
asociadas. Para ello vamos a hacer uso del siguiente lema.

Lema 3.1.1. Sea k ≥ 1 y sea K un cuerpo cuya caracteŕıstica no divida a k. Sean
x, y ∈ K no nulos. Entonces se tiene que

∑k−1
l=0 xk−l−1yl = 0 si y solo si x ̸= y y además

xk = yk.

Demostración. Supongamos que x ̸= y y xk = yk. Se tiene la siguiente igualdad:
(xk − yk) = (

∑k−1
l=0 xk−l−1yl)(x − y). Dado que xk = yk, el término de la izquierda

de la igualdad es nulo. Del hecho que x− y ̸= 0 se deduce que
∑k−1

l=0 xk−l−1yl = 0.

Rećıprocamente, supongamos que x = y, entonces se obtiene la siguiente expresión∑k−1
l=0 xk−l−1yl =

∑k−1
l=0 xk−1 = kxk−1 ̸= 0 puesto que x ̸= 0.

Supongamos ahora que xk ̸= yk. Si se tuviese que
∑k−1

l=0 xk−l−1yl = 0 se obtendŕıa una

contradicción ya que 0 = 0 · (x− y) = (
∑k−1

l=0 xk−l−1yl)(x− y) = xk − yk ̸= 0.

Proposición 3.1.3. Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado cuya caracteŕıstica no
divida a k. Entonces:

1. Los puntos de la variedad af́ın V (In,k) ⊂ An
K están en correspondencia biyectiva

con las k-coloraciones del grafo G.

2. Los puntos de la variedad af́ın V (IG,k) ⊂ An
K están en correspondencia biyectiva

con las k-coloraciones propias del grafo G.

3. Los puntos de la variedad af́ın V (In,k + ⟨fG⟩) ⊂ An
K están en correspondencia

biyectiva con las k-coloraciones impropias del grafo G.
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Demostración. 1. Sea a = (a1, . . . , an) un punto de la variedad af́ın V (In,k) ⊂ An
K. Se

tiene que para cada i, 1 ≤ i ≤ n, aki − 1 = 0, es decir cada ai es una ráız de la
unidad, de las cuales hay exactamente k. Por lo tanto la aplicación ρa : V (G)→ Rk

dada por ρa(i) = ai es una k-coloración de G.

Dada una k-coloración de G. Se puede ver como una aplicación ρ : V (G) →
Rk. Entonces podemos asociar de forma uńıvoca esta coloración el punto a =
(ρ(1), . . . , ρ(n)) que pertenece a V (In,k).

2. En primer lugar, podemos observar que In,k ⊂ IG,k, lo que implica que V (IG,k) ⊂
V (In,k) por 2.1.1. De esta forma cada punto a = (a1, . . . , an) de la variedad af́ın
V (IG,k) corresponde a una k-coloración de G, ρa : V (G) → Rk. Veamos que es-
ta coloración es propia. Sean i, j ∈ V (g) tales que (i, j) ∈ A(G). El polinomio∑k−1

l=0 xk−l−1
i xl

j pertenece al ideal IG,k por lo tanto este polinomio se anula en a; es

decir,
∑k−1

l=0 ak−l−1
i alj = 0. Por el lema 3.1.1 deducimos que ρa(i) = ai ̸= aj = ρa(j).

Si tomamos una k-coloración propia ρ : V (G) → Rk de G, le podemos asociar
uńıvocamente un punto a = (a1, . . . , an) ∈ V (In,k). Falta probar que a ∈ V (IG,k);

es decir, que
∑k−1

l=0 ak−l−1
i alj = 0 para cada (i, j) ∈ A(G). Por el lema el lema 3.1.1,

esta afirmación es equivalente a que ai ̸= aj si (i, j) ∈ A(G), que se satisface por-
que ρ es propia.

3. Se tiene que V (In,k + ⟨fG⟩) = V (In,k) ∩ V (fG) por la proposición 2.1.3. Sea
a ∈ V (In,k + ⟨fG⟩). Notamos que a se corresponde con una k-coloración ρa puesto
que a ∈ V (In,k). Se tiene que ρa es impropia puesto que a ∈ V (fG).

Sea ρ : V (G)→ Rk una k-coloración impropia de G asociada al punto a ∈ V (In,k).
Por ser impropia se tiene que a ∈ V (fG) y por lo tanto a ∈ V (In,k) ∩ V (fG) =
V (In,k + ⟨fG⟩).

Corolario 3.1.1. Sea G un grafo de orden n y sea fG ∈ K[x1, . . . , xn] el polinomio de
G. Entonces In,k : ⟨fG⟩ = IG,k.

Demostración. Se consideran las siguientes variedades: W1 = V (In,k) y W2 = V (⟨fG⟩).
Por la proposición 3.1.3, sabemos que los puntos de la variedad W1 están en correspon-
dencia con las k-coloraciones no necesariamente propias de G. Por otro lado, se tiene
que si a ∈ W2 entonces la k-coloracion de G, ρa, es impropia por la proposición 3.1.1.
En consecuencia W1 \W2 = V (IG,k). Aplicando la proposición 2.1.6 y notando que IG,k,
In,k y ⟨fG⟩ son radicales se tiene que:

In,k : ⟨fG⟩ = I(W1) : I(W2) = I(W1 \W2) = I(V (IG,k)) = IG,k

52



en virtud del Nullstellensatz.

Observación 13. Sea G un grafo de orden n. El hecho de que el ideal IG,k es cero
dimensional radical como se ha demostrado en la proposición3.1.2, implica que

dimK(K[x1, . . . , xn]/IG,k) = |V (IG,k)|.

Entonces una consecuencia de la proposición 3.1.3 es que el número de k-coloraciones
propias del grafo G coincide con dimK(K[x1, . . . , xn]/IG,k). Podemos emplear este resul-
tado para obtener el número de k-coloraciones propias de un grafo dado.

La proposición 3.1.3 también permite obtener todas las k-coloraciones propias de G:
en virtud de la proposición 2.2.8, se tiene que podemos obtener los puntos de V (IG,k)
calculando para ello G la base de Gröbner reducida para el orden lexicográfico del ideal
IG,k, que será de la forma 2.2 para casi cualquier cambio de variables lineal. A partir
de G, se calculan los puntos de la variedad V (IG,k) que corresponden biuńıvocamente a
cada una de las k-coloraciones propias de G.

Teorema 3.1.2. Dado un grafo G de n vértices, se tiene que fG ∈ Jn,K si y solo si G
no es k-coloreable.

Demostración. Definimos el ideal de polinomios

J̃n,k = ⟨f ∈ K[x1, . . . , xn] : f(ρ(1), . . . , ρ(n)) = 0 ∀ρ : {1, . . . , n} → C ⊂ K , |C| = k⟩.

Sea G un grafo de n vértices. Entonces G no es k-coloreable si y solo si fG ∈ J̃n,k. Su-
pongamos que fG ∈ J̃n,k y sea ρ : {1, . . . , n} → C es una k-coloración de G. Se tiene que
fG(ρ(1), . . . , ρ(n)) = 0 por definición de J̃n,k lo que implica que ρ es impropia. Supon-
gamos que G no es k-coloreable, entonces dada un k-coloración ρ : {1, . . . , n} → C ⊂ K
se tiene que ρ es impropia y por lo tanto f(ρ(1), . . . , ρ(n)) = 0 por la proposición 3.1.1.

Vamos a ver que Jn,k = J̃n,k. Sea H ∈ Hn,k. Claramente podemos ver que H no es
k-coloreable por lo que fH ∈ J̃n,k. Dado que los polinomios de la forma fH con H ∈ Hn,k

generan el ideal Jn,k se deduce que Jn,k ⊂ J̃n,k.

Para probar la otra contención vamos a razonar por inducción sobre el número de varia-
bles n. Evidentemente para n = 1 se da la igualdad de estos ideales pues ambos son 0.
Sea f ∈ J̃n,k con n > 1. Dado un conjunto S ⊂ {1, . . . , n−1} se define el polinomio fS el
cual es el resultado de sustituir cada variable xi con i ∈ S por la variable xn. Tomando
S = ∅ obtenemos fS = f . Podemos observar que fS ∈ J̃n,k para cada conjunto S. En
particular, dado que fS es un polinomio en n−|S| variables se tiene que si S es no vaćıo
fS ∈ J̃n−|S|,k = Jn−|S|,k por hipótesis de inducción. Además Jm,k ⊂ Jn,k si m < n, por lo
que en este caso se tiene que fS ∈ Jn,k.
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Definimos el siguiente polinomio:

g =
∑
S

(−1)|S|fS

Este polinomio es combinación lineal de polinomios de J̃n,k por lo que g ∈ J̃n,k.

Dado un ı́ndice 1 ≤ i ≤ n − 1 se tiene que si se sustituye en el polinomio g la variable
xi por la variable xn se obtiene el polinomio nulo; es decir, g es múltiplo de (xi − xn).
Podemos ver este hecho desarrollando la expresión de g:

g(x1, . . . , xi−1, xn, xi+1, . . . , xn) =
∑
S

(−1)|S|fS(x1, . . . , xi−1, xn, xi+1, . . . , xn) =

=
∑
i∈S

(−1)|S|fS(x1, . . . , xi−1, xi, xi+1, . . . , xn)+
∑
i/∈S

(−1)|S|fS(x1, . . . , xi−1, xn, xi+1, . . . , xn) =

=
∑
i∈S

(−1)|S|fS(x1, . . . , xn) +
∑
i/∈S

(−1)|S|fS∪{i}(x1, . . . , xn)

Cuando S recorre el conjunto de subconjuntos que no contienen a i, S ′ = S∪{i} recorre
el conjunto de subconjuntos que contienen a i. Esto justifica la siguiente igualdad que
prueba justamente lo que se hab́ıa afirmado:∑

i∈S

(−1)|S|fS(x1, . . . , xn) +
∑
i/∈S

(−1)|S|fS∪{i}(x1, . . . , xn) =

=
∑
i∈S

(−1)|S|fS(x1, . . . , xn)−
∑
i∈S′

(−1)|S′|fS′(x1, . . . , xn) = 0

Atendiendo a este hecho, g puede ser escrito de la siguiente forma:

g = (x1 − xn) · · · (x1 − xn) · h

donde h ∈ K[x1, . . . , xn]. Sea C ⊂ K un conjunto de k elementos y sea una aplicación
ρ : {1, . . . , n} → C tal que la imagen del subconjunto {1, . . . , n−1} tenga cardinal k−1
y ρ(i) ̸= ρ(n) para cada i < n. Entonces se tiene que h(ρ(1), . . . , ρ(n − 1), ρ(n)) = 0
puesto que g(ρ(1), . . . , ρ(n − 1), ρ(n)) = 0 y ninguno de los factores (ρ(i) − ρ(n)) es
0. Este hecho implica que dados un conjunto C ⊂ K de k − 1 elementos, a ∈ K \ C
y una aplicación ρ : {1, . . . , n − 1} → C se tiene que h(ρ(1), . . . , ρ(n − 1), a) = 0. En
particular desarrollando el polinomio h en potencias de xn se tiene que cada coeficiente
de xi

n pertenece a J̃n−1,k−1; es decir, h ∈ J̃n−1,k−1[xn]. Por hipótesis de inducción se tiene
que J̃n−1,k−1 = Jn−1,k−1 y por tanto h ∈ Jn−1,k−1[xn].

De este hecho se deduce que para cada coeficiente de xi
n en h, hi ∈ K[x1, . . . , xn−1],

existen grafos de n − 1 vértices H i
1, . . . , H

i
ni
∈ Hn−1,k−1 y f1, . . . , fni

∈ K[x1, . . . , xn−1]
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tales que hi =
∑ni

l=1 flpHi
l
. Entonces cada polinomio (x1 − xn) · · · (xn−1 − xn) · pHi

l
es

múltiplo del polinomio de un cierto grafo de Hn,k y por tanto pertenece a Jn,k. Se puede
observar este hecho notando que si H̃ i

l es el subgrafo de H i
l completo de k − 1 vértices,

el grafo de n vértices Hi
l en el cual el vértice n-ésimo es adyacente a todos los vértices

de H̃ i
l satisface lo siguiente: Hi

l tiene n vértices, los cuales son todos aislados salvo los
vértices correspondientes a H̃ i

l y el vértice n-ésimo. Estos últimos son adyacentes entre
si por lo que se deduce que Hi

l ∈ Hn,k. Por construcción se tiene que el polinomio del
grafo Hi

l divide al producto (x1 − xn) · · · (xn−1 − xn) · pHi
l
.

Se deduce que g ∈ Jn,k por ser combinación lineal de polinomios en Jn,k y por lo tanto
f = f∅ = g −

∑
S ̸=∅(−1)|S|fS ∈ Jn,k por ser combinación lineal de elementos de Jn,k.

Teorema 3.1.3. Sea G un grafo. Sea k ≥ 1 y sea K un cuerpo algebraicamente cerrado
cuya caracteŕıstica no divida a k. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. G no es k-coloreable.

2. 1 ∈ IG,k.

3. dimK(K[x1, . . . , xn]/IG,k) = 0.

4. fG ∈ In,k.

5. fG ∈ Jn,k.

Demostración. 1 ⇔ 2. En la proposición 3.1.3 hemos probado que el conjunto de co-
loraciones propias de G se corresponde biuńıvocamente con los puntos de la variedad
V (IG,k). Por lo tanto, si G no es k-coloreable si y solo si tiene que V (IG,k) es vaćıa. Por
el Nullstellensatz esto ocurre si y solo si IG,k = K[x1, . . . , xn]; es decir, si 1 ∈ IG,k.

2⇔ 3. 1 ∈ IG,k si y solo si IG,k = K[x1, . . . , xn] lo que es equivalente a que

K[x1, . . . , xn]/IG,k = 0.

1 ⇔ 4. El grafo G no es k-coloreable si y solo si todas las k-coloraciones de G son
impropias. Es decir, G no es coloreable si y solo si V (In,k) = V (In,k + ⟨fG⟩). Dado que
tanto In,k como In,k + ⟨fG⟩ son ideales radicales por la proposición 2.2.7, se tiene que
V (In,k) = V (In,k + ⟨fG⟩) es equivalente a que In,k = In,k + ⟨fG⟩; es decir, es equivalente
a que fG ∈ In,k.

1⇔ 5. Lo hemos probado en el teorema 3.1.2.

Proposición 3.1.4. El conjunto {xk
i −1 : 1 ≤ i ≤ n} es una base de Gröbner universal

del ideal In,k.
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Demostración. Aplicamos el criterio dado en la proposición 2.2.2. Para ello calculamos
el mı́nimo común múltiplo de los monomios LM(xk

i −1) y LM(xk
j −1) para cada par de

ı́ndices i ̸= j: Fijamos un orden monomial < arbitrario. Para este orden se debe cumplir
LT (xk

i − 1) = xk
i y LT (xk

i − 1) = xk
j en virtud de la proposición 2.2.1. Por lo tanto se

tiene que L = mcm(LM(xk
i − 1), LM(xk

j − 1)) = xk
i x

k
j = LM(xk

i − 1) · LM(xk
j − 1). De

esta forma se concluye que {xk
i − 1 : 1 ≤ i ≤ n} es una base de Gröbner del ideal In,k

para <.

Teorema 3.1.4. El conjunto {fH : H ∈ Hn,k} es una base de Gröbner universal del
ideal Jn,k.

Demostración. La demostración de este teorema se encuentra en [12, Thm. 1.1].

De esta forma obtenemos 4 criterios para probar si un grafo G de orden n es k-
coloreable a partir del teorema 3.1.3:

Empleando la segunda condición del teorema 3.1.3 equivalente a lo no k-coloreabilidad
de G. Se tiene que 1 ∈ IG,k si y solo si IG,k = K[x1, . . . , xn] lo que equivale a que
V (IG,k) = ∅. Entonces por la proposición 2.2.9, esto es equivalente a que la base
de Gröbner reducida de IG,k sea {1} para cualquier orden monomial.

Alternativamente, se puede buscar un certificado de incompatibilidad de Nullste-
llensatz para el ideal IG,k. En el caso de que exista tal certificado se tiene que G no
es k-coloreable. Si por el contrario, no existe ningún certificado de Nullstellensatz
para IG,k se deduce que G es k-coloreable.

Se puede calcular la dimensión del espacio vectorial K[x1, . . . , xn]/IG,k y compro-
bar si esta es 0. En caso de que dimK(K[x1, . . . , xn]/IG,k) = d > 0, se deduce que
G es k-coloreable y el número de k-colaciones propias de G es d.

La cuarta afirmación equivalente a la no k-coloreabilidad de G, se puede compro-
bar de la siguiente manera: se fija un orden monomial cualquiera y se aplica el
algoritmo de división para dividir fG entre el conjunto {xk

i − 1 : 1 ≤ i ≤ n}. La
proposición 3.1.4 asegura que este conjunto en una base de Gröbner del ideal In,k
para el orden monomial fijado y por lo tanto fG ∈ In,k si y solo si el resto de la
división es 0 en virtud del corolario 2.2.2.

De igual manera, fijado un orden monomial, se puede comprobar si el polinomio
fG pertenece al ideal Jn,k aplicando algoritmo de división para dividir fG entre el
conjunto {fH : H ∈ Hn,k}. Este conjunto es una base de Gröbner para el orden
monomial fijado por el teorema 3.1.4 y por lo tanto fG ∈ Jn,k si y solo si el resto
de la división es 0 en virtud del corolario 2.2.2.
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Figura 3.1: grafo de Goldner-Harary

Ejemplo 4. Vamos a emplear el primer criterio expuesto para probar que el número
cromático del grafo de Goldner-Harary es 4. Este grafo, que denotaremos por G, es el
que aparece en la figura 3.1. Se trata de un grafo de orden 11 que tiene 27 aristas. Po-
demos observar que existen cliques de tamaño 4 por lo tanto deducimos que χ(G) ≥ 4
como hemos probado. Vamos a probar que la base de Gröbner reducida del ideal IG,4 pa-
ra el orden lexicográfico inverso graduado es distinta de {1} lo que nos permitirá afirmar
que G es 4-coloreable y en consecuencia χ(G) = 4. Para ello, utilizamos el sistema de
álgebra computacional Singular el cual nos permite realizar estos cálculos trabajando
en el anillo C[x1, . . . , x11] con este orden monomial especificado con dp. El comando std
calcula la base de Gröbner reducida que necesitamos:

> ring r=complex,(x(1..11)),dp;
> poly f1,f2,f3,f4,f5,f6,f7,f8,f9,f10,f11;
> f1=x(1)ˆ4-1; f2=x(2)ˆ4-1; f1=x(3)ˆ4-1; f4=x(4)ˆ4-1; f5=x(5)ˆ4-1; f6=x(6)ˆ4-1; f7=x(7)ˆ4-1; f8=x(8)ˆ4-
1; f9=x(9)ˆ4-1; f10=x(10)ˆ4-1; f11=x(11)ˆ4-1;

> poly f1,f2,f3,f4,f5,f6,f7,f8,f9,f10,f11,h12,h13,h14,h15,h16,h17,h18,h19,h26,h27,h37,h38,h48,h49,h56,h59,
h67,h69,h610,h78,h79,h710,h711,h89,h811,h910,h911;
> h12=x(1)ˆ3+x(1)ˆ2*x(2)+x(1)*x(2)ˆ2+x(2)ˆ3; h13=x(1)ˆ3+x(1)ˆ2*x(3)+x(1)*x(3)ˆ2+x(3)ˆ3;
h14=x(1)ˆ3+x(1)ˆ2*x(4)+x(1)*x(4)ˆ2+x(4)ˆ3; h15=x(1)ˆ3+x(1)ˆ2*x(5)+x(1)*x(5)ˆ2+x(5)ˆ3;
h16=x(1)ˆ3+x(1)ˆ2*x(6)+x(1)*x(6)ˆ2+x(6)ˆ3; h17=x(1)ˆ3+x(1)ˆ2*x(7)+x(1)*x(7)ˆ2+x(7)ˆ3;
h18=x(1)ˆ3+x(1)ˆ2*x(8)+x(1)*x(8)ˆ2+x(8)ˆ3; h19=x(1)ˆ3+x(1)ˆ2*x(9)+x(1)*x(9)ˆ2+x(9)ˆ3;
h26=x(2)ˆ3+x(2)ˆ2*x(6)+x(2)*x(6)ˆ2+x(6)ˆv3; h27=x(2)ˆ3+x(2)ˆ2*x(7)+x(2)*x(7)ˆ2+x(7)ˆ3;
h37=x(3)ˆ3+x(3)ˆ2*x(7)+x(3)*x(7)ˆ2+x(7)ˆ3; h38=x(3)ˆ3+x(3)ˆ2*x(8)+x(3)*x(8)ˆ2+x(8)ˆ3;
h48=x(4)ˆ3+x(4)ˆ2*x(8)+x(4)*x(8)ˆ2+x(8)ˆ3; h49=x(4)ˆ3+x(4)ˆ2*x(9)+x(4)*x(9)ˆ2+x(9)ˆ3;
h59=x(5)ˆ3+x(5)ˆ2*x(9)+x(5)*x(9)ˆ2+x(9)ˆ3; h56=x(5)ˆ3+x(5)ˆ2*x(6)+x(5)*x(6)ˆ2+x(6)ˆ3;
h67=x(6)ˆ3+x(6)ˆ2*x(7)+x(6)*x(7)ˆ2+x(7)ˆ3; h69=x(6)ˆ3+x(6)ˆ2*x(9)+x(6)*x(9)ˆ2+x(9)ˆ3;
h610=x(6)ˆ3+x(6)ˆ2*x(10)+x(6)*x(10)ˆ2+x(10)ˆ3; h78=x(7)ˆ3+x(7)ˆ2*x(8)+x(7)*x(8)ˆ2+x(8)ˆ3;
h79=x(7)ˆ3+x(7)ˆ2*x(9)+x(7)*x(9)ˆ2+x(9)ˆ3; h710=x(7)ˆ3+x(7)ˆ2*x(10)+x(7)*x(10)ˆ2+x(10)ˆ3;
h711=x(7)ˆ3+x(7)ˆ2*x(11)+x(7)*x(11)ˆ2+x(11)ˆ3; h89=x(8)ˆ3+x(8)ˆ2*x(9)+x(8)*x(9)ˆ2+x(9)ˆ3;
h811=x(8)ˆ3+x(8)ˆ2*x(11)+x(8)*x(11)ˆ2+x(11)ˆ3; h910=x(9)ˆ3+x(9)ˆ2*x(10)+x(9)*x(10)ˆ2+x(10)ˆ3;
h911=x(9)ˆ3+x(9)ˆ2*x(11)+x(9)*x(11)ˆ2+x(11)ˆ3;

> ideal I=f1,f2,f3,f4,f5,f6,f7,f8,f9,f10,f11,h12,h13,h14,h15,h16,h17,h18,h19,h26,h27,h37,h38,h48,h49,
h56,h59,h67,h69,h610,h78,h79,h710,h711,h89,h811,h910,h911;
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> std(I);
[1]=x(10)-x(11)
[2]=x(7)+x(8)+x(9)+x(11)
[3]=x(6)-x(8)
[4]=x(5)+x(8)+x(9)+x(11)
[5]=x(4)+x(8)+x(9)+x(11)
[6]=x(3)-x(9)

[7]=x(2)-x(9)
[8]=x(1)-x(11)
[9]=x(8)ˆ2+x(8)*x(9)+x(9)ˆ2+x(8)*x(11)+x(9)*
x(11)+x(11)ˆ2
[10]=x(9)ˆ3+x(9)ˆ2*x(11)+x(9)*x(11)ˆ2+x(11)ˆ3
[11]=x(11)ˆ4-1

Claramente la base de Gröbner reducida de IG,4 es distinta de {1} y por lo tanto

χ(G) = 4.

Además podemos calcular el número de 4-coloraciones propia de G ya que coincide con
dimK(K[x1, . . . , xn]/IG,k). El comando vdim nos proporciona esta dimensión:

> vdim(groebner(I));

24

En la figura 3.1 se muestra una de estas 4-coloraciones del grafo de Goldner-Harary.

3.1.1. 3-coloreabilidad

En esta sección vamos a detallar el caso particular de la 3-coloreabilidad de un grafo
G de orden n. Hemos planteado varios métodos para dar solución a esta cuestión em-
pleando para ello la técnica de las bases de Gröbner y los certificados de incompatibilidad
de Nullstellensatz. Como hemos demostrado en 3.1.3, esto es equivalente a determinar si
el ideal IG,3 es igual a K[x1, . . . , xn] o no. Emplear las bases de Gröbner para ello resulta
ser computacionalmente costoso cuando el grafo G tiene un número elevado de vértices.
De hecho, si G es un grafo muy grande calcular la base de Gröbner reducida del ideal
IG,3 puede llegar a ser inviable.

En [13] se ha estudiado la eficacia del uso de certificados de Nullstellensatz del ideal
IG,3 para deducir que G no es 3-coloreable. Además, se estudia la aplicación de las ideas
detalladas en las sección 2.3.1 para este problema en particular y se observa que su uso
optimiza el rendimiento de esta herramienta. Se va describir cómo implementar estas
técnicas para probar la no 3-coloreabilidad de un grafo G:

Dado que 2 no divide a k = 3 podemos trabajar sobre el cuerpo finitoK = F2 y bus-
car un certificado de Nullstellensatz de IG,3 en al anillo de polinomios F2[x1, . . . , xn].
Esto se puede llevar a cabo porque los polinomios que generan el ideal IG,3 per-
tenecen a F2[x1, . . . , xn]. Por lo tanto, en virtud de la proposición 2.3.1 se puede
asegurar que en caso de no existir ninguna 3-coloración de G, debe existir un cer-
tificado de Nullstellensatz de IG,3 en F2[x1, . . . , xn]. Trabajar en el cuerpo finito
F2 proporciona grandes ventajas a nivel computacional e incluso puede llegar a
reducir el orden del certificado de Nullstellensatz resultante en comparación con el
uso de otros cuerpos como Q.
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Podemos adaptar la idea desarrollada en la observación 10 al caso particular del
ideal IG,3. Un polinomio g redundante de IG,3 debe pertenecer a IG,3 porque es-
te es un ideal radical. Supongamos que existen tres vértices de G, i, j, l ∈ V (G),
tales que forman un triángulo en el grafo G; es decir, i, j, l son adyacentes en-
tre śı. Entonces el polinomio g = x2

i + x2
j + x2

l es redundante para IG,3. Pa-
ra ver esto, tomamos a ∈ V (IG,3) y probamos que g se anula en a: los po-
linomios (xi − xj), (xj − xl), (xi − xl) no se anulan en a y además se satisface
(xi − xj)(xj − xl)(xi − xl)g = 0, de lo que se deduce que g(a) = 0.

Hay evidencia de que para algunos grafos los cálculos necesarios para obtener un
certificado de Nullstellensatz son mucho más rápidos cuando se añaden polinomios
redundantes de este tipo. El problema es que no se puede asegurar que el orden
mı́nimo de certificado de Nullstellensatz para IG,3 decrezca siempre que se añadan
estos polinomios. Por lo tanto, se debe introducir un número no muy elevado de
polinomios redundantes de forma que se obtenga un balance entre el orden mı́nimo
de certificado de Nullstellensatz para IG,3 y el tamaño del sistema de ecuaciones
lineales que se debe resolver.

Se puede poner en práctica la tercera idea desarrollada en la sección 2.3.1 para
probar la no 3-coloreabilidad de G de la siguiente manera: se toma un polinomio
g que sea un monomio. De esta forma si un punto a se anula en g alguna de sus
componentes debe ser nula lo que indica que esta componente no puede ser una
ráız de la unidad y por lo tanto a /∈ V (IG,3). Entonces V (IG,3 + ⟨g⟩) = ∅ lo que
indica que podemos llevar a cabo el procedimiento descrito en la observación 11
usando el polinomio g dado.

Sabemos que el uso de certificados de Nullstellensatz no es aconsejable en general por
su elevado coste computacional. Sin embargo, a pesar de que la cota para el orden de
un certificado de Nullstellensatz es doble exponencial en el número de variables, se tiene
que en la mayoŕıa de casos prácticos que surgen de problemas combinatorios como el de
la k-coloración de grafos la cota es mucho más baja. En particular, en [13] se ha demos-
trado que el uso de los certificados de Nullstellensatz para probar la no 3-coloreabilidad
de un grafo resulta ser eficaz en comparación con otros métodos entre los que se incluye
calcular la base de Gröbner reducida de IG,3. También se ha probado que el empleo de
certificados de Nullstellensatz para el probar la no 3-coloreabilidad de un grafo sigue
dando buenos resultados cuando se aplica a grafos de orden elevado. Además, en el caso
particular del estudio de la no 3-coloreabilidad de un grafo, se tiene que el orden mı́nimo
del certificado de Nullstellensatz obtenido es normalmente 1.

3.2. Grafos únicamente coloreables

En el caṕıtulo 1 hemos notado que dos k-coloraciones distintas ρ, ρ̃ : V (G) → Rk

de un grafo G pueden dar lugar a las mismas clases de coloración. En esta situación
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las k-coloraciones ρ y ρ̃ aportan la misma información y diremos que son esencialmen-
te idénticas, por lo tanto consideraremos que dos k-coloraciones de G son distintas si
esto no ocurre. La cuestión a la que vamos a dar solución en esta sección es determi-
nar cuándo un grafo G tiene una única k-coloración en el sentido que hemos especificado.

La proposición 3.1.3 permite trabajar con k-coloraciones de un grafo G empleando
para ello como conjunto de colores Rk. Como hemos visto, este conjunto de colores nos
permite trasladar las nociones de k-coloración de G propia e impropia al ámbito del
álgebra conmutativa. Este hecho justifica que consideremos este conjunto de colores pa-
ra hablar de una k-coloración de G y nos permite emplear la siguiente notación.

Notación 3.2.1. Nos referiremos a una k-coloración de G no necesariamente propia
como un punto a ∈ V (In,k) = (Rk)

n. Es decir, dado a ∈ V (In,k), la k-coloración a de G
designará la que hab́ıamos denotado por ρa. De igual forma hablaremos de los puntos de
V (IG,k) para referirnos a las k-coloraciones propias de G.

Definición 3.2.1. SeaG un grafo y sea ρ una k-coloración propia deG. Una k-coloración
propia de G, ρ̃, se dice que es esencialmente idéntica a ρ si las clases de coloración de
ambas coinciden; es decir, si ρ̃ se obtiene de ρ permutando los colores. En esta situación
se dice que ρ̃ y ρ son esencialmente idénticas.

Diremos que un grafo G es únicamente k-coloreable si dadas dos k-coloraciones de G
estas son esencialmente idénticas.

Observación 14. Notamos que si ρ una k-coloración propia de G, entonces cualquier
k-coloración esencialmente idéntica a ρ debe ser propia. De igual forma, si ρ una k-
coloración impropia, se tiene que cualquier k-coloración esencialmente idéntica a ρ debe
ser impropia.

Definición 3.2.2. Sea G un grafo y γ ∈ V (IG,k) una k-coloración propia de G:

1. Denotamos por ΓG,γ al subconjunto de V (IG,k) de las k-coloraciones esencialmente
idénticas a γ.

2. El ideal IG,γ = I(ΓG,γ) se denomina ideal de coloración de γ.

Se puede observar que ΓG,γ es una variedad af́ın contenida en V (In,k) en virtud de
la proposición 2.1.4. Notamos que IG,γ es un ideal radical y además, dado que ΓG,γ es
una variedad af́ın, V (IG,γ) = ΓG,γ por 2.1.2. Entonces IG,γ es un ideal cero dimensional
porque ΓG,γ es una variedad finita. En efecto el número de elementos de ΓG,γ es menor
que el número de permutaciones de las k colores. De manera precisa, si γ emplea l ≤ k
colores, el número de elementos de de ΓG,γ es(

k

l

)
· l! = k · (k − 1) · · · (k − l + 1). (3.1)
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Esto es fácil de ver notando que cada una de los puntos de ΓG,γ corresponde a una
asociación de los l colores a cada clase una de las l clases de coloración de γ. Hay

(
k
l

)
formas distintas de seleccionar los l colores de entre los k posibles, de lo que se concluye
que el número de elementos de de ΓG,γ es 3.1.

Además, de la definición del ideal IG,γ se deduce que IG,k ⊂ IG,γ: se tiene que
IG,γ = I(ΓG,γ) y IG,k = I(V (IG,k)) en virtud del Nullstellensatz por ser IG,k radical.
También se tiene que ΓG,γ ⊂ V (IG,k) por definición, luego basta aplicar la proposición
2.1.1 para concluir que IG,k ⊂ IG,γ.

Proposición 3.2.1.
⋂

γ∈V (IG,k)
IG,γ = IG,k.

Demostración. De la definición de ΓG,γ se deduce que
⋃

γ∈V (IG,k)
ΓG,γ = V (IG,k). Por lo

tanto, dado que el ideal IG,k es radical por 3.1.2, se deduce por 2.1.3 que

⋂
γ∈V (IG,k)

IG,γ =
⋂

γ∈V (IG,k)

I(ΓG,γ) = I

 ⋃
γ∈V (IG,k)

ΓG,γ

 = I(V (IG,k)) = IG,k

en virtud del Nullstellensatz.

Definición 3.2.3. Sea G un grafo. Sea U ⊂ V (G) un subconjunto de vértices y d ≥ 0.
Se define el polinomio hd

U como la suma de todos los monomios de grado d en las varia-
bles {xi : i ∈ U}. Consideraremos h0

U = 1 y hd
∅ = 0.

Observación 15. Tomando d = k− 1 y U = {i, j} para dos pares de vértices adyacentes
i, j ∈ V (G) se obtiene el polinomio hk−1

{i,j} =
∑k−1

l=0 xk−l−1
i xl

j, que es uno de los generadores
de IG,k.

Lema 3.2.1. Sea U un subconjunto de vértices de un grafo G y sea d ≥ 0. Sean i, j ∈ U .
Entonces (xi − xj)h

d
U = hd+1

U\{j} − hd+1
U\{i}.

Demostración. Dado un monomio m de grado d + 1 en las variables {xk : k ∈ U}
pueden darse dos casos:

Caso 1: la variable xi interviene en el monomomio m. En este caso, existe un
monomio m̃ de grado d en las variables {xk : k ∈ U} tal que m = xim̃. Por lo
tanto m aparece en la expresión de xih

d
U .

Caso 2: la variable xi no interviene en el monomomio m y por lo tanto m es uno
de los términos de hd+1

U\{i}.

61



De esta forma se tiene que el polinomio hd+1
U es igual a la suma xih

d
U + hd+1

U\{i}. De forma

análoga se tiene que hd+1
U = xjh

d
U + hd+1

U\{j}, de lo que se deduce que xih
d
U + hd+1

U\{i} =

xjh
d
U + hd+1

U\{j} y por lo tanto se concluye (xi − xj)h
d
U = hd+1

U\{j} − hd+1
U\{i}.

Notación 3.2.2. Sea G un grafo y γ ∈ V (IG,k) una k-coloración propia de G que emplea
l ≤ k colores distintos. Llamaremos clase de color del vértice I ∈ V (G) al conjunto de
vértices de G que tienen el mismo color que i; es decir, el conjunto de vértices de G cu-
ya imagen por ργ es igual que ργ(i). Denotaremos a la clase de color del vértice i por cl(i).

En esta situación, sean {v1, . . . , vl} ⊂ V (G) un conjunto de representantes de cada una
de las clases de color, de forma que para cada vértice j de G existe un único i0, 1 ≤ i0 ≤ l,
para el cual j pertenezca a la misma clase de color de vi0. Escribiremos v(j) = vi0 para
referirnos al representante de la clase de color del vértice j.

Proposición 3.2.2. Sea γ una k-coloración propia de un grafo G de orden n que emplea
l ≤ k colores distintos. Para cada i, 1 ≤ i ≤ n, se define el polinomio gi de la siguiente
manera:

gi =


xk
vl
− 1, si i = vl

hk−l+j
{vj ,...,vl}, si i = vj para j ̸= l

xi − xv(i), en otro caso

(3.2)

En esta situación, los polinomios gi generan el ideal de coloración IG,γ. Además, G =
{g1, . . . , gn} es una base de Gröbner minimal del ideal IG,γ para cualquier orden mo-
nomial < que satisfaga xvl < · · · < xv2 < xv1 y xv(i) < xi para cada vértice i ∈
V (G) \ {v1, . . . , vl}.

Demostración. Denotamos por I al ideal generado por los polinomios g1, . . . gn. En pri-
mer lugar, vamos a demostrar que I ⊂ IG,γ. Para ello, vamos a probar que cada polinomio
de I se anula en cada k-coloración esencialmente idéntica a γ. Una vez demostrado esto,
el hecho de que IG,γ = I(ΓG,γ) implica la inclusión I ⊂ IG,γ.

Sea δ = (δ1, . . . , δn) ∈ ΓG,γ una k-coloración esencialmente idéntica a γ. En primer lugar
se tiene que gvl(δ) = δkvl − 1 = 0 puesto que δ ∈ V (In,k).

Vamos a probar que para cada conjunto U ⊂ {v1, . . . , vl} con |U | ≥ 2 el polino-

mio h
k+1−|U |
U se anula en δ. En particular, este resultado implica que los polinomios

gv1 , . . . , gvl−1
se anulan en δ. Razonamos por inducción sobre |U |:

Si |U | = 2, se tiene que U = {u1, u2} para ciertos vértices u1, u2 ∈ {v1, . . . , vl}. Entonces
se tiene que

(δu1 − δu2)h
k−1
U (δ) = hk

u2
(δ)− hk

u1
(δ) = δku2

− δku1
= 1− 1 = 0
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por el lema 3.2.1 y notando que δ ∈ V (In,k). Dado que u1 y u2 son dos representantes
de dos clases de coloración distintas de la coloración propia δ, se tiene que δu1 ̸= δu2 y
por lo tanto se deduce que hk−1

U (δ) = 0.

Sea U ⊂ {v1, . . . , vl} con |U | > 2 y sean u1, u2 dos vértices distintos de U . Aplicando el
lema 3.2.1 se tiene que

(δu1 − δu2)h
k+1−|U |
U (δ) = h

k+1−|U\{u2}|
U\{u2} (δ)− h

k+1−|U\{u2}|
U\{u1} (δ) = 0− 0 = 0

donde h
k+1−|U\{u2}|
U\{u2} (δ) = h

k+1−|U\{u2}|
U\{u1} = 0 por hipótesis de inducción. De nuevo, el hecho

de que u1 y u2 son dos representantes de dos clases de coloración distintas, implica que
(δu1 − δu2) ̸= 0 y por lo tanto h

k+1−|U |
U (δ) = 0.

Resta probar que el resto de generadores de I se anulan en δ. Estos polinomios son de
la forma xi− xv(i) para un vértice i /∈ {v1, . . . , vl}. El vértice v(i) es un representante de
la clase de coloración de i y al ser δ esencialmente idéntica a γ se tiene que los colores
de los vértices i y v(i) en la coloración δ coinciden; es decir, δi = δv(i) lo que implica que
el polinomio xi − xv(i) se anula en δ.

Sea < un orden monomial que satisfaga xvl < · · · < xv2 < xv1 y xv(i) < xi para
cada vértice i ∈ V (G) \ {v1, . . . , vl}. Los términos principales de los polinomios gi son
los siguientes:

Si i = vl, LT (gvl) = LT (xk
vl
− 1) = xk

vl
por el corolario 2.2.1.

En el caso i = vj para j ̸= l, se tiene que gvj = hk−l+j
{vj ,...,vl} es unas suma de mono-

mios en los cuales intervienen variables xvt con t mayor que j salvo en el monomio
xk−l+j
vj

. Se tiene que xvt < xvj por hipótesis. En cada uno de lo monomios distintos

de xk−l+j
vj

que aparecen en la expresión de gvj el exponente de la variable xvj es

estrictamente menor que k − l + j lo que permite deducir que LT (gvj) = xk−l+j
vj

.

Si i /∈ {v1, . . . , vl}, gi = xi − xv(i) y dado que xv(i) < xi se tiene que LT (gi) = xi.

Podemos notar que los términos principales de los polinomios de G = {g1, . . . , gn} son
primos entre śı dos a dos. Por la proposición 2.2.2 deducimos que G es una base de
Gröbner. Además los coeficientes principales de los polinomios de G son todos 1 y nin-
guno de los términos principales de un polinomio de la base es divisible entre otro término
principal de otro polinomio de G. En consecuencia, G es una base de Gröbner minimal.

Para cada i, 1 ≤ i ≤ n, se tiene que LT (gi) es un monomio en la variable xi, por lo
tanto en virtud del 2.2.11 se tiene que I es un ideal cero dimensional; es decir, V (I) es
finito.

Este hecho nos permite asegurar que el K-espacio vectorial K⟨xα : xα /∈ ⟨LT (I)⟩⟩ es
isomorfo a K[x1, . . . , xn]/I como hemos notado en la observación 9. Atendiendo a esta
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observación, deducimos que la dimensión de K⟨xα : xα /∈ ⟨LT (I)⟩⟩ es igual al producto
k · (k − 1) · · · (k − l + 1) dado G es una base de Gröbner minimal de I.

Entonces se tiene la siguiente cadena de desigualdades:

k · (k − 1) · · · (k − l + 1) = |ΓG,γ|
= |V (IG,γ)|
≤ |V (I)|
≤ dimK (K[x1, . . . , xn]/I)

= dimK (K⟨xα : xα /∈ ⟨LT (I)⟩⟩)
= k · (k − 1) · · · (k − l + 1)

Por lo tanto, las desigualdades son igualdades de lo que se deduce que V (IG,γ) = V (I).
Se tienen que |V (I)| = k · (k − 1) · · · (k − l + 1) = dimK(K[x1, . . . , xn]/I) por lo que el
ideal I es radical por la proposición 2.2.7. Entonces se da la igualdad

I = I(V (I)) = I(V (IG,γ)) = IG,γ

tras aplicar el Nullstellensatz notando que tanto I como IG,γ son ideales radicales.

Lema 3.2.2. Sea G un grafo de orden n k-coloreable con k ≤ n. Entonces existe una
k-coloración de G que emplea k colores distintos.

Demostración. Sea γ ∈ V (IG,k) una k-coloración propia de G que usa l ≤ k colores. Si
l = k, γ es la coloración buscada. En el caso de que l < k se tiene que l < n y por lo tanto
deben existir dos vértices distintos que tienen el mismo color. Podemos colorear uno de
los vértices con un color que no haya sido utilizado y obteniendo como resultado una
k-coloración propia de G que emplea l + 1 colores. Podemos repetir este procedimiento
hasta obtener una k-coloración propia de G que utilice los k colores.

Teorema 3.2.3 (Caracterización de grafos únicamente coloreables). Sea G un grafo de
orden n y sea γ ∈ V (IG,k) una k-coloración propia de G. Sean g1, . . . gn definidos como
en 3.2 para ciertos representantes, v1, . . . , vl, de las clases de coloración de γ. Entonces
son equivalentes las siguientes afirmaciones:

1. G es únicamente k-coloreable.

2. dimK (K[x1, . . . , xn]/IG,k) = k!.

3. Los polinomios g1, . . . gn pertenecen a IG,k.

4. Los polinomios g1, . . . gn generan IG,k.
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5. fG ∈ In,k : ⟨g1, . . . gn⟩.

Demostración. 1 ⇒ 2. Supongamos que G es únicamente k-coloreable. Entonces por el
lema 3.2.2 se tiene que existe una k-coloración propia de G, ν ∈ V (IG,k), que usa todos
los k colores. Por ser G únicamente k-coloreable se deduce que toda k-coloración propia
de G debe ser esencialmente idéntica a ν. Es decir, V (IG,k) = ΓG,ν que tiene k! elementos.
Entonces, dimK (K[x1, . . . , xn]/IG,k) = V (IG,k) = k! puesto que IG,k es un ideal radical
cero dimensional como se ha probado en 3.1.2.

1 ⇐ 2. Rećıprocamente, si dimK (K[x1, . . . , xn]/IG,k) = k! se tiene que existe al menos
una k-coloración propia en virtud del teorema 3.1.3. Por el lema 3.2.2 podemos asegurar
que existe una k-coloración propia ν ∈ V (IG,k) que usa los k colores. Entonces ΓG,ν tiene
k! elementos al igual que V (IG,k). Por lo tanto se tiene la igualdad V (IG,k) = ΓG,ν ; esto
es, toda k-coloración propia de G es esencialmente idéntica a ν. En consecuencia G es
únicamente k-coloreable.

1 ⇒ 3. Supongamos que G es únicamente k-coloreable, entonces podemos deducir que
toda k-coloración propia es esencialmente idéntica a γ. Además podemos asegurar que γ
emplea k colores por el lema 3.2.2. Por la proposición 3.2.2 se deduce que los polinomios
g1, . . . gn generan el ideal IG,γ. Sea ν otra k-coloración propia de G, se tiene que ν es
esencialmente idéntica a γ y por lo tanto el ΓG,ν = ΓG,γ y entonces el ideal IG,ν es igual
a IG,γ. Este hecho implica que IG,k =

⋂
ν∈V (IG,k)

IG,ν = IG,γ por la proposición 3.2.1. Por
lo tanto, se deduce que g1, . . . , gn ∈ IG,k.

3 ⇐ 1. Rećıprocamente, si los polinomios g1, . . . , gn pertenecen a IG,k, se deduce que
IG,γ ⊂ IG,k. Dado que siempre se satisface la inclusión IG,k ⊂ IG,γ, deducimos que ambos
ideales son iguales. Entonces, V (IG,k) = V (IG,γ) = ΓG,γ. Esto quiere decir que cada k-
coloración propia de G es esencialmente idéntica a γ y en consecuencia G es únicamente
k-coloreable.

3 ⇔ 4. La inclusión IG,k ⊂ ⟨g1, . . . gn⟩ se satisface siempre. Por lo tanto, la igualdad
⟨g1, . . . gn⟩ = IG,k es equivalente a que ⟨g1, . . . gn⟩ ⊂ IG,k, lo cual ocurre si y solo si los
polinomios g1, . . . gn pertenecen a IG,k.

3 ⇔ 5. Es conocido que In,k : ⟨fG⟩ = IG,k por el corolario 3.1.1. Entonces aplicando el
lema 2.1.1 tomando I = In,k, J = ⟨fG⟩ y K = ⟨g1, . . . , gn⟩ se deduce que:

⟨g1, . . . , gn⟩ ⊂ In,k : ⟨fG⟩ = IG,k ⇐⇒ ⟨fG⟩ ⊂ In,k : ⟨g1, . . . , gn⟩

Es decir, se tiene la equivalencia {g1, . . . , gn} ⊂ IG,k ⇔ fG ∈ In,k : ⟨g1, . . . , gn⟩.

Este resultado proporciona varios criterios para determinar si un grafo G es única-
mente k-coloreable:

Calcular la dimensión del espacio vectorial K[x1, . . . , xn]/IG,k y comprobar si coin-
cide con k!.
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Si conocemos una k-coloración propia de G, podemos construir el ideal IG,k :
⟨g1, . . . , gn⟩ para los polinomios g1, . . . , gn como los descritos en 3.2.2. Entonces G
es únicamente coloreable si y solo si ⟨g1, . . . , gn⟩ ⊂ IG,k, lo que es equivalente por
el corolario 2.1.1 a que IG,k : ⟨g1, . . . , gn⟩ = K[x1, . . . , xn]. Podemos comprobar este
hecho calculando la base de Gröbner reducida de este ideal, que denotaremos por
G, y verificando si G = {1}.

Alternativamente, podemos verificar la igualdad IG,k : ⟨g1, . . . , gn⟩ = K[x1, . . . , xn]
calculando un certificado de incompatibilidad de Nullstellensatz si se conoce una
base del ideal IG,k : ⟨g1, . . . , gn⟩.

Si conocemos una k-coloración propia deG podemos obtener los polinomios g1, . . . , gn
como los descritos en 3.2.2. En esta situación, podemos aplicar la cuarta equiva-
lencia del teorema 3.2.3 y comprobar si el polinomio de grafo pertenece al ideal
In,k : ⟨g, . . . , gn⟩ calculando una base de Gröbner de este ideal para ello y aplicando
el algoritmo de división.

Notamos que en dos de los criterios que hemos mencionado para determinar si un
grafo G es únicamente k-coloreable es necesario conocer de antemano una k-coloración
propia. Esta situación no es la ideal pues en general no se conoce una k-coloración del
grafo, por ello buscamos dar un resultado en el que no intervenga ninguna k-coloración
de G.

Proposición 3.2.3. Sea γ ∈ V (IG,k) una k-coloración propia de G que usa k colores.
Sean {v1, . . . , vk} ⊂ V (G) un conjunto de representantes de cada una de las clases de
color de γ. Para cada i, 1 ≤ i ≤ n, se definen los polinomios g̃i como sigue:

g̃i =


xk
vl
− 1, si i = vl

hj
{vj ,...,vk}, si i = vj para j ̸= l

h1
{i,v2,...,vk} si i ∈ cl(v1)

xi − xv(i), en otro caso

(3.3)

En esta situación, los polinomios g̃i generan el ideal de coloración IG,γ. Además, G̃ =
{g̃1, . . . , g̃n} es la base de Gröbner reducida del ideal IG,γ para cualquier orden mo-
nomial < que satisfaga xvk < · · · < xv2 < xv1 y xv(i) < xi para cada vértice i ∈
V (G) \ {v1, . . . , vk}.

Demostración. Notamos que los polinomios g̃i coinciden con los polinomios gi definidos
en la proposición 3.2.2 para esta elección de representantes, salvo para los vértices i de
la clase de color del primer color. El polinomio gv1 también es igual a g̃v1 . Esto es, se
satisface g̃i = gi si y solo si i /∈ cl(v1) \ {v1}. En consecuencia, basta ver que para cada
i ∈ cl(v1) \ {v1} se satisface que g̃i ∈ ⟨g1, . . . , gn⟩ y gi ∈ ⟨g̃1, . . . , g̃n⟩. Observamos que se
tiene
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g̃i = gv1 + (x1 − xv1) = gv1 + gi ∈ ⟨g1, . . . , gn⟩
gi = g̃i − gv1 = g̃i − g̃v1 ∈ ⟨g̃1, . . . , g̃n⟩

para cada i ∈ cl(v1) \ {v1}, lo que implica que ⟨g̃1, . . . , g̃n⟩ = ⟨g1, . . . , gn⟩ = IG,γ.

Para probar que G̃ es la base de Gröbner reducida de I para el orden monomial <,
observamos que el término principal del polinomio g̃i es:

LT (g̃i) =

{
xj
vj
, si i = vj

xi, en otro caso

Esto puede verse razonando como se ha hecho en la prueba de la proposición 3.2.2 para
obtener los términos principales de los polinomios gi.

Entonces, notamos que estos términos principales son primos entre śı dos a dos. La
proposición 2.2.2 implica que G̃ es una base de Gröbner. Además, cada uno de los co-
eficientes principales es 1 y ningún término principal divide al término principal de otro
g̃i, por lo tanto G̃ es una base de Gröbner minimal de IG,γ.

Fijamos ahora un vértice i. Sea mi un término de g̃i distinto de LT (g̃i) y l ̸= i. Entonces
se tienen los siguientes casos:

Si i = vj, 1 ≤ j ≤ k, se tiene que g̃i = hj
{vj ,...,vk} y entonces el término mi es un

monomio de grado j en las variables xvj , . . . , xvk distinto de xj
vj
. Supongamos que

l = vs para algún j < s, entonces se tiene que la variable xvs aparece en mi con
exponente menor o igual que j y por lo tanto mi no es divisible entre LT (g̃l) = xs

vs .
Supongamos que no se da la situación anterior, entonces la única variable que apa-
rece en LT (g̃l) no interviene en el término mi y por lo tanto LT (g̃l) no divide a
mi.

Si i ∈ cl(v1)\{v1}, entoncesmi = xvj para algún j distinto de 1. El único polinomio
en el cual la variable xvj interviene en su término principal es g̃vj . Sin embargo,
LT (g̃vj) = xj

vj
que no divide a xvj .

Si no se da ninguno de los dos casos anteriores, g̃i = xi − xv(i) donde v(i) ̸= v1.
De esta forma mi debe ser −xv(i) que no es divisible entre ninguno de los términos

principales de los polinomios de G̃ \ {g̃i}.

En consecuencia, G̃ es la base de Gröbner reducida de IG,γ.

Notación 3.2.3. Sea G un grafo de orden n. Sea < un orden monomial en K(n) que
satisfaga xn < · · · < x2 < x1. Sea γ ∈ V (IG,k) una k-coloración propia de G que usa l ≤ k
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colores. Denotamos por C1, . . . Cl las clases de coloración de γ que supondremos que están
ordenadas en el siguiente sentido: máx (Cj+1) < máx (Cj) para cada j, 1 ≤ j ≤ l − 1.
En esta situación, tomamos los siguientes representantes de las clases de coloración:

vj = máx (i : i ∈ Cj)

Estos representantes satisfacen que xvl < · · · < xv2 < xv1 y xv(i) < xi para cada vértice
i ∈ V (G) \ {v1, . . . , vl} siempre que se emplee un orden monomial enMK(n) que satis-
faga xn < · · · < x2 < x1. En esta situación, elegiremos estos representantes vi de las
clases de coloración de una k-coloración propia de G.

Teorema 3.2.4. Sea G un grafo de orden n. Sea < un orden monomial que satisfaga
xn < · · · < x2 < x1. Entonces G es únicamente k-coloreable si y solo si la base de
Gröbner reducida de IG,k es de la forma 3.3 para una k-coloración propia γ que use los
k colores, y donde los representantes de las clases de coloración de γ escogidos son los
descritos en 3.2.3.

Demostración. Supongamos que la base de Gröbner reducida de IG,k es de la forma 3.3
para una k-coloración propia γ para la elección de representantes dada en 3.2.3. Entonces
se deduce que ⟨g̃1, . . . , g̃n⟩ = IG,γ = ⟨g1, . . . , gn⟩ donde los polinomios g1, . . . , gn están de-
finidos como en 3.2 para esta elección de representantes. Por lo tanto ⟨g1, . . . , gn⟩ = IG,k

lo que por el teorema 3.2.3 implica que G es únicamente coloreable.

Rećıprocamente, si G es únicamente coloreable, por el teorema 3.2.3 se tiene que IG,γ =
⟨g1, . . . , gn⟩ = IG,k donde γ una k-coloración propia de G que usa k colores y los polino-
mios g1, . . . , gn son los descritos en 3.2. Entonces, la base de Gröbner reducida de IG,γ, la
cual denotamos por G̃, es de la forma 3.3 en virtud de la proposición 3.2.3 y trivialmente
se verifica que G̃ es la base de Gröbner reducida de IG,k.

Este teorema aporta otro criterio para comprobar si un grafo G de orden n es úni-
camente k-coloreable: se fija un orden monomial < que satisfaga xn < · · · < x2 < x1 y
se computa G, la base de Gröbner reducida del ideal IG,k. Si G es de la forma descrita
en 3.3 para la elección de representantes dada en 3.2.3, se deduce que G es únicamente
k-coloreable. Notamos que los tres órdenes monomiales definidos en 2 satisfacen la con-
dición xn < · · · < x2 < x1 y por lo tanto pueden ser empleados para determinar si un
grafo es únicamente k-coloreable.

Ejemplo 5. Podemos aplicar este resultado para probar que el grafo de Goldner-Harary
(fig.3.1), G, es únicamente 4-coloreable. En el ejemplo 4 hemos calculado la base de
Gröbner reducida del ideal IG,4 para el orden lexicográfico inverso graduado. Si ana-
lizamos estos polinomio vemos que son de la forma descrita en 3.3 para las clases de
coloración

C1 = {4, 5, 7}, C2 = {6, 8}, C3 = {2, 3, 9} y C4 = {1, 10, 11}.
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Por lo tanto, G es únicamente 4-coloreable y toda 4-coloración de G debe ser esencial-
mente idéntica a la mostrada en la figura 3.1. También podŕıamos haber notado que
dimK(K[x1, . . . , xn]/IG,k) = 24 = 4! para deducir este hecho.

3.3. Extensión de una precoloración

En esta sección se va a abordar el problema de extender una k-precoloración de un
grafo G. Para ello se adaptan las ideas que hemos desarrollado en las secciones anterio-
res de forma que esta cuestión se traduzca a un problema que se puede tratar con las
herramientas del álgebra conmutativa computacional que ya hemos estudiado.

Definición 3.3.1. Sea G un grafo de orden n y sea W un subconjunto de vértices m
de G, con 0 < m < n. Sea C = {c1, . . . , ck} un conjunto de k colores:

1. Se dice que una aplicación ρ̃ : W → C es una k-precoloración de G si ρ̃ es una
k-coloración propia del subgrafo inducido G[W ]. Es decir, si se verifica que si i y
j son dos vértices de W adyacentes entonces ρ̃(i) ̸= ρ̃(j).

2. Sea ρ̃ : W → C es una precoloración de G. Se dice que ρ̃ se puede extender a una
k-coloración propia de G si existe una k-coloración propia ρ : V (G) → C tal que
ρ ↾W= ρ̃. En esta situación se dice que ρ es una extensión de ρ̃.

Podemos entender una k-precoloración de G como una k-coloración propia del grafo
WG = G[W ] + Θ(V \W ), donde Θ(V \W ) es el grafo de vértices V \W los cuales son
todos aislados. Es fácil probar este hecho observando que cada k-coloración propia ν de
WG se restringe a una k-coloración propia de G[W ]; es decir, se restringe a una única k-
precoloración de G, que denotamos por ν̃. Rećıprocamente, dada ν̃ una k-precoloración
de G, se puede extender a una k-coloración de WG de forma trivial asignando a los
vértices V \W el color c1. Esta asignación da lugar a una k-coloración propia de WG,
ya que los vértices V \ W son aislados por definición. Por lo general esta asignación
no es biyectiva ya pueden existir varias k-coloraciones propias de WG que se restrinjan
a la misma k-precoloración de G. Esta forma de ver las precoloraciones de un grafo G
permiten estudiarlas como puntos de la variedad af́ın V (IWG,k) ⊂ An

K si se emplea como
conjunto de colores V (In,k). Debe tenerse en cuenta que varios puntos de la variedad
pueden representar la misma k-precoloración tal como se ha observado.

Observación 16. Sean n ≥ 1, 0 < m < n y k ≥ 1. Notamos que V (In,k) = V (Im,k) ×
V (In−m,k). Consideramos la proyección sobre las primeras m componentes:

π : An
K −→ Am

K , π(a1, . . . , am, am+1, . . . , an) = (a1, . . . , am)

Se satisface que π(V (In,k)) = V (Im,k). Entonces dado un grafo G de orden n y W =
{1, . . . ,m} ⊂ V (G), se tiene que π(V (IG,k)) ⊂ V (IG[W ],k). En efecto, ya que dada
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γ ∈ V (IG,k) una k-coloración propia de G, su restricción a G[W ] es precisamente la
k-coloración propia π(γ).

Notación 3.3.1. Sea G un grafo de orden n y sea W un subconjunto de m vértices de
G con 0 < m < n. Para facilitar la notación supondremos que W = {1, . . . ,m}. Dada
ν ∈ V (IWG,k) una k-coloración de WG, denotaremos por ν̃ a la precoloración obtenida
de la restricción de ν a W , es decir, ν̃ = π(ν). Se puede ver ν̃ como un punto de la
variedad af́ın V (IG[W ],k) ⊂ Am

K .

El objetivo de la sección es caracterizar cuándo se puede afirmar que una precolora-
ción ν̃ ∈ V (IG[W ],k) se puede extender a una k-coloración propia de G, lo que equivale a
que ν̃ pertenezca a π(V (IG,k)).

Definición 3.3.2. Sea G un grafo de orden n y sea W = {1, . . . ,m} ⊂ V (G) con
0 < m < n. Sea ν̃ ∈ V (IG[W ],k) una precoloración de G. Denotamos por ΓW,ν̃ ⊂ V (IWG,k)
al conjunto de k-coloraciones de WG cuyas restricciones a W son esencialmente idénticas
a ν̃, es decir, ΓW,ν̃ = {γ ∈ V (IWG,k) : γ̃ ∈ ΓG[W ],ν̃}.

El conjunto ΓW,ν̃ es una variedad af́ın finita de An
K contenida en V (IWG,k): esto se

deduce de la proposición 2.1.4 y del hecho que la variedad V (IWG,k) es finita.

Lema 3.3.1. Sea G un grafo de orden n y sea W = {1, . . . ,m} ⊂ V (G) con 0 < m < n.
Sea ν̃ ∈ V (IWG,k) una k-precoloración de G. El conjunto de puntos de la variedad
ΓW,ν̃ ∩ V (IG,k) está en correspondencia con las extensiones de ν̃, salvo permutación
de colores. En particular, ν̃ se puede extender a una k-coloración propia de G si y solo
si ΓW,ν̃ ∩ V (IG,k) es no vaćıa.

Demostración. Cada punto de la variedad af́ın γ ∈ ΓW,ν̃∩V (IG,k) se corresponde con una
k-coloración propia de G que satisface que su restricción aW es una k-precoloración esen-
cialmente idéntica a ν̃. Se pueden permutar los colores de γ de forma que la k-coloración
resultante sea esencialmente idéntica a γ y además extienda a ν̃. Rećıprocamente, es sen-
cillo observar que todo extensión de ν̃ debe pertenecer a la variedad γ ∈ ΓW,ν̃ ∩ V (IG,k).

Definición 3.3.3. Sea G un grafo de orden n y sea W un subconjunto de vértices m
de G, con 0 < m < n. Sea ν̃ ∈ V (IWG,k) una precoloración de G. Se define el ideal cero
dimensional IW,ν̃ = I(ΓW,ν̃).

Proposición 3.3.1. Sea G un grafo de orden n y sea W = {1, . . . ,m} ⊂ V (G) con
0 < m < n. Sea ν̃ ∈ V (IWG,k) una precoloración de G que usa l ≤ k colores. Sea < un
orden monomial en MK(n). Para cada i ∈ W sean gi ∈ K[x1, . . . , xm] los polinomios
definidos en 3.2.2 para la k-coloración ν̃ del grafo G[W ]. Entonces,

IW,ν̃ = ⟨gi : i ∈ W ⟩+ ⟨xk
i − 1 : i /∈ W ⟩.
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Demostración. Sea I = ⟨gi : i ∈ W ⟩ + ⟨xk
i − 1 : i /∈ W ⟩. Sea γ ∈ ΓW,ν̃ , vamos a

probar que cada uno de los polinomios que generan I se anula en γ. Evidentemente los
polinomios del tipo xk

i − 1 se anulan en γ ya que ΓW,ν̃ ⊂ V (In,k). Falta demostrar que
gi(γ) = 0 para cada i ∈ W . La restricción de γ a W , γ̃, es esencialmente idéntica a ν̃,
por lo tanto γ̃ ∈ ΓG[W ],ν̃ . El ideal IG[W ],ν̃ = I(ΓG[W ],ν̃) ⊂ K[x1, . . . , xm] está generado por
los polinomios gi en virtud de la proposición 3.2.2. En consecuencia gi(γ) = gi(γ̃) = 0 y
por lo tanto I ⊂ IW,ν̃ .

Para probar la otra inclusión tomamos γ ∈ V (I). Por la proposición 2.1.2 se tiene que
V (I) = V (gi : i ∈ W ) ∩ V (xk

i − 1 : i /∈ W ). Vamos probar que γ ∈ ΓW,ν̃ ; es decir,
vamos a demostrar que γ es una k-coloración propia de WG tal que γ̃ es esencialmente
idéntica a ν̃. De esta forma, probamos que IW,ν̃ = I(V (IW,ν̃)) ⊂ I(V (I)) =

√
I en virtud

del Nullstellensatz. Atendiendo a los generadores de los ideales IG[W ],ν̃ ⊂ K[x1, . . . , xm]
y In−m,k ⊂ K[xm+1, . . . , xn] se deduce que:

V (I) = ΓG[W ],ν̃ × V (In−m,k) ⊂ V (IG[W ],k)× V (In−m,k) = V (IWG,k)

por la proposición 2.1.5. Entonces γ es una k-coloración propia de WG. Además γ̃ ∈
ΓG[W ],ν̃ lo que implica que γ̃ es esencialmente idéntica a ν̃.

Veamos que G = {gi : i ∈ W} ∪ {xk
i − 1 : i /∈ W} es una base de Gröbner minimal

para el orden <. Los términos principales de los polinomios gi para i ∈ W son lo que
describimos en la demostración de la proposición 3.2.2 que eran de monomios en la
variable xi con coeficiente 1:

LT (gi) =

{
xk−l+j
vj

, si i = vj para algún 1 ≤ j ≤ l

xi, en otro caso.

Para i /∈ W , en virtud del corolario 2.2.1 se deduce que LT (xk
i − 1) = xk

i que también
es de la misma forma, por lo tanto todos los términos principales de los polinomio de G
son primos entre śı. Por la proposición 2,2,2 deducimos que G es una base de Gröbner
minimal de I.

Definimos mi como el mı́nimo exponente m mayor o igual que 1 para el cual xm
i es un

término principal de un polinomio de G:

mi =


k − l + j, si i ∈ W y i = vj para algún 1 ≤ j ≤ l

1, si i ∈ W y i ̸= vj para todo 1 ≤ j ≤ l

k, si i /∈ W .
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Entonces por la observación 9 se deduce que

dimK(K[x1, . . . , xn]/I) =
n∏

i=1

mi = kn−m ·
l∏

j=1

k − l + j = d.

Para demostrar la inclusión IW,ν̃ ⊂ I probamos que I es radical. Para ello basta ver que
|V (I)| ≥ d.

Se tiene que ΓW,ν̃ = V (IW,ν̃) ⊂ V (I), luego |ΓW,ν̃ | ≤ |V (I)|. El número de elementos
de ΓW,ν̃ es el número de k-coloraciones de WG cuya restricción a W es esencialmente
idéntica a ν̃. Sabemos que el número de k-coloraciones de G[W ] esencialmente idénticas
a ν̃ es

∏l
j=1(k− l+ j) como hemos probado en 3.1. Además, cada k-coloración de G[W ]

esencialmente idéntica a ν̃ se puede extender a una k-coloración propia de WG de kn−m

maneras distintas, cada una de ellas se corresponde con una k-coloración de los n −m
vértices aislados restantes. Entonces |ΓW,ν̃ | = d lo que implica que I es radical.

Teorema 3.3.2. Sea G un grafo de orden n y sea W = {1, . . . ,m} ⊂ V (G) con 0 <
m < n. Sea ν̃ ∈ V (IWG,k) una precoloración de G que usa l ≤ k colores. Sea < un orden
monomial enMK(n). Para cada i ∈ W sean gi ∈ K[x1, . . . , xm] los polinomios definidos
en 3.2.2 para la k-coloración ν̃ del grafo G[W ]. Entonces ν̃ se puede extender si y solo
si:

1 /∈ ⟨gi : i ∈ W ⟩+ ⟨xk
i − 1 : i /∈ W ⟩+ ⟨hk−1

{i,j} : (i, j) ∈ A(G) \ A(G[W ])⟩. (3.4)

Demostración. El lema 3.3.1 asegura que ν̃ se puede extender si y solo si ΓW,ν̃∩V (IG,k) ̸=
∅, lo que por la proposición 2.1.2 y el teorema 2.1.2 es equivalente a que

I(ΓW,ν̃ ∩ V (IG,k)) = ⟨gi : i ∈ W ⟩+ ⟨xk
i − 1 : i /∈ W ⟩+ I(G, k) ⊊ K[x1, . . . , xn].

Basta probar que el ideal I(ΓW,ν̃∩V (IG,k)) se puede escribir como el ideal de la expresión
3.4. Se satisface que

{hk−1
{i,j} : (i, j) ∈ A(G[W ])} ⊂ ⟨gi : i ∈ W ⟩.

Esto ocurre porque si (i, j) ∈ A(G[W ]), entonces:

hk−1
{v(i),v(j)} ∈ IG[W ],ν̃ ⊂ K[x1, . . . , xm]

como se ha probado en la demostración de la proposición 3.2.2. Aplicando el lema 3.2.1
se deduce que:

hk−1
{i,v(j)} = hk−1

{v(i),v(j)} + (xi − xv(i))h
k−2
{i,v(i),v(j)} ∈ IG[W ],ν̃

hk−1
{i,j} = hk−1

{i,v(j)} + (xj − xv(j))h
k−2
{i,j,v(j)} ∈ IG[W ],ν̃
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y por lo tanto hk−1
{i,j} ∈ ⟨gi : i ∈ W ⟩ ⊂ K[x1, . . . , xn]. Además dado que ΓG[W ],ν̃ ⊂ V (Im,k)

y que el ideal Im,k es radical, se tiene que Im,k = I(V (Im,k)) ⊂ I(ΓG[W ],ν̃) = IG[W ],ν̃ . Por
lo tanto, xk

i − 1 ∈ IG[W ],ν̃ para cada i ∈ W .

En consecuencia,

⟨gi : i ∈ W ⟩+ ⟨xk
i − 1 : i /∈ W ⟩+ IG,k =

= ⟨gi : i ∈ W ⟩+ ⟨xk
i − 1 : i /∈ W ⟩+ ⟨hk−1

{i,j} : (i, j) ∈ A(G) \ A(G[W ])⟩.

De este hecho se deduce la afirmación enunciada.

Este teorema aporta un criterio para el cual podemos hacer uso de las herramientas
que hemos introducido en el segundo caṕıtulo para saber si una k-precoloración de un
grafo puede ser extendida a una k-coloración propia. Se puede calcular la base de Gröbner
reducida del ideal ⟨gi : i ∈ W ⟩+ ⟨xk

i − 1 : i /∈ W ⟩+ ⟨hk−1
{i,j} : (i, j) ∈ A(G) \A(G[W ])⟩ y

comprobar si esta base es {1}, en cuyo caso no existe tal extensión. En caso contrario se
puede afirmar que tal extensión existe. En esta situación se pueden calcular los puntos
de la variedad ΓW,ν̃ ∩V (IG,k) aplicando los métodos desarrollados en 2.2.8. Cada uno de
estos puntos se corresponde con una extensión de ν̃ salvo permutación de colores como
se ha probado en el lema 3.3.1.

También es posible aplicar la técnica de los certificados de incompatibilidad de Nullste-
llensatz del ideal 3.4 para probar la inexistencia de extensiones de ν̃.

Ejemplo 6. Supongamos que se tiene la siguiente 4-precolroación del grafo de Goldner-
Harary, G (fig.3.1): tomamos W = {2, 3, 4, 5}. Los vértices 2 y 5 están coloreados con
el mismo color c1 y los vértices 3 y 4 están coloreados con el mismo color c2 el cual es
distinto a c1. Sabemos que no existe ninguna 4-coloración de G que se restrinja a esta
precoloración pues en tal caso debeŕıa darse los vértices 2 y 3 debeŕıan tener el mismo
color. Vamos a emplear el criterio desarrollado en esta sección para confirmar este he-
cho. Para ello calculamos la base de Gröbner reducida del ideal 3.4 utilizando Singular:

> poly g2,g3,g4;
> g2=x(2)-x(5);
> g3=x(3)-x(4);
> g4=x(4)ˆ3+x(4)ˆ2*x(5)+x(4)*x(5)ˆ2+x(5)ˆ3;
> ideal J=g2,g3,g4,f5,f1,f6,f7,f8,f9,f10,f11,h12,h13,h14,h15,h16,h17,h18,h19,h26,h27,h37,h38,h48,h49,h56,
h59,h67,h69,h610,h78,h79,h710,h711,h89,h811,h910,h911;

> std(J);

[1]=1
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La base de Gröbner reducida del ideal 3.4 es {1} lo que confirma que no existe ninugna
extensión de esta precoloración.
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