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Introducciéon

Los grafos son una estructura matematica de gran utilidad en la modelizacién de pro-
blemas en numerosos ambitos. En particular el problema de la coloracién de un grafo,
resulta ser uno de los problemas mas importantes de la teoria de grafos. Esta cuestion
se aplica a diversas dreas entre las que se encuentran la programacion de horarios y la
asignacion de recursos. Es por esto que dar respuesta a este problema de elevada com-
plejidad resulta de gran interés para numerosos campos de estudio. Gran cantidad de
algoritmos que resuelven este problema vienen de emplear técnicas propias de la teoria
de grafos. En este trabajo se busca abordar esta cuestién desde otra perspectiva, uti-
lizando para ello resultados del dlgebra conmutativa y empleando métodos propios del
algebra conmutativa computacional.

Los problemas en los cuales vamos a centrar esta memoria son los siguientes: deter-
minar la k-coloreabilidad de un grafo y obtener el nimero de k-coloraciones propias de
este, estudiar en qué casos un grafo es inicamente k-coloreable y establecer un criterio
para saber cuando se puede extender una precoloracién de un grafo. Para tratar estas
tres cuestiones asociaremos ciertas variedades afines a un grafo las cuales recogen toda
la informacién necesaria para dar solucién a cada uno de estos problemas. Emplearemos
herramientas del dlgebra conmutativa computacional para estudiar los ideales de polino-
mios asociados a estas variedades lo que nos permitira establecer criterios de coloracion
y dar respuesta a estas cuestiones.

La estructura que se seguira en el trabajo es la siguiente:

= En primer lugar, se introduciran los conceptos basicos de la teoria de grafos y se
planteara el problema de coloracién de un grafo y se estudiaran algunos resultados
en el contexto de teoria de grafos. También se aportaran cotas inferiores y supe-
riores para el nimero cromatico de un grafo.

= En el segundo capitulo del trabajo se darén las nociones béasicas de algebra conmu-
tativa relativa a la correspondencia entre variedades afines e ideales de polinomios.
Se introduciran dos herramientas: las bases de Grobner y los certificados de in-
compatibilidad de Nullstellensatz y se estudiaran sus propiedades en detalle.

= En el tercer capitulo, se establecera la relacién entre las k-coloraciones de un grafo
con los puntos de ciertas variedades afines a través de los ideales de coloracion del
grafo y se analizardn las caracteristicas de estos ideales. A partir de estas propie-
dades se estableceran criterios de coloracién aplicando las bases de Grobner y los
certificados de Nullstellensatz.

Ademads, se emplearan estas herramientas para el estudio particular de grafos tini-
camente coloreables asi como en el estudio de las extensiones de una precoloracién
de un grafo.



Capitulo 1

Grafos

1.1. Primeras definiciones

En primer lugar vamos a introducir los conceptos basicos de teoria de grafos para
establecer el marco en el que vamos a trabajar a lo largo de este trabajo.

Definicién 1.1.1. Un grafo es una par G = (V, A), donde V' es un conjunto no vacio
cuyos elementos se denominan vértices del grafo y A es un conjunto cuyos elementos se
denominan aristas, para los cuales existe una relaciéon que asocia a cada arista un par
no ordenado de vértices. A este par de vértices los denominamos extremos de la arista.

Dado un grafo G = (V, A), si los conjuntos V' y A son finitos, se dice que el grafo es
finito y |V/| se denomina orden de G. En caso contrario, se dice que el grafo G es infinito.

A menudo nos referiremos a un grafo G sin explicitar el par (V, A). En estos casos de-
notaremos por V(G) al conjunto de vértices de G, y por A(G) al conjunto de aristas de G.

Notamos que en la definicién no se excluye que los dos extremos de una arista sean
iguales. De igual forma, en la definicion varias aristas pueden tener los mismos extremos.

Definicién 1.1.2. Dado un grafo G:

1. Diremos que una arista a € A(G) es un lazo si sus extremos coinciden.

2. Diremos que G tiene aristas multiples si existen distintas aristas con el mismo par
de extremos.

3. Diremos que G es un grafo simple si no tiene lazos ni aristas multiples.

Dado un grafo simple G y una arista a € A(G), a queda determinada por sus extremos
u,v € V(G). Esto justifica las notaciones (u,v) o (v,u) que utilizaremos indistintamente
para referimos a a. En esta situacion diremos que a une los vértices u y v y que los
vértices u y v son adyacentes.



Dado que solo se tratard con grafos simples finitos a lo largo del trabajo, utilizaremos
el término grafo para referirnos a un grafo simple finito. En esta situacion es usual tomar
como conjunto de vértices de un grafo el conjunto {1,...,n}. En este trabajo seguiremos
esta convencion.

Definicién 1.1.3. Dado un grafo G, se dice que un grafo H es un subgrafo de G si
V(H) C V(G) y A(H) C A(G). En este caso escribiremos H C G y decimos que su
orden es |V (H)|.

Sea G un grafo y un conjunto de vértices W C V(G). Denotamos por G[W] al grafo
cuyo conjunto de vértices es W y sus aristas son todas las aristas de G que unen pares
de vértices de . Decimos que G[W] es el subgrafo inducido por W.

Se dice que un subgrafo H de un grafo G es un subgrafo inducido si H = G[V (H)]; es
decir, si H coincide con el subgrafo inducido por sus vértices.

Dados dos grafos Gy H se define el grafo G + H de la siguiente forma: V(G + H) =
VIG)UV(H) y (i,§) € AG+H)sii,j € V(G)y (i,§) € A(G), o bien i,j € V(H) y
(i,7) € A(H).

Sean G un grafo y W C V(G). Se define G — W C G como el subgrafo inducido por los
vértices V(G) \ W. Es decir, G — W = G[V(G) \ W].

Definicién 1.1.4. Sea G un grafo.

1. Se dice que G es un grafo completo si todo vértice de G es adyacente al resto de
vértices.

2. Sea H un subgrafo inducido de orden k de G. Se dice que H es un clique de tamano
k si H es un grafo completo.

3. Diremos que w(G) = méx (k > 1 : existe un clique de tamano k) es el nimero de
clique de G.

El concepto de conjunto independiente surge de forma natural al dualizar la nocién
de clique.

Definicién 1.1.5. Sea G un grafo.

1. Se dice que un vértice v € V(G) es aislado si no es adyacente a ningin otro vértice
de G.

2. Se dice que un subconjunto de vértices W C V(G) es un conjunto independiente
si los vértices del subgrafo inducido G[W1] son aislados.



3. Diremos que a(G) = méax (|W|: W C V(G) es un conjunto independiente) es el
numero de independencia de G.

1.2. EIl problema de coloracién de grafos

Introducimos ahora el problema de coloraciéon de un grafo, el cual vamos a estudiar
en detalle en el capitulo |3 con las herramientas del algebra conmutativa que vamos a
desarrollar en el capitulo [2

Definicién 1.2.1. Una k-coloracién de un grafo G es una aplicacion p : V(G) — C
donde C' es un conjunto tal que |C| = k. Los elementos del conjunto C' se denominan
colores. Dado un color ¢ € C, p~!(c) se denomina la clase del color ¢ y se denota por cl(c).

Se dice que p es una k-coloracién propia si dos vértices adyacentes no tienen el mismo
color. Es decir, si u,v € V(G) y (u,v) € A(G) entonces p(u) # p(v).

Se dice que p es una k-coloracion impropia, si p no es una coloraciéon propia; es decir,
si existe un par de vértices adyacentes u,v € V(G) y (u,v) € A(G) con el mismo color,

p(u) = p(v).

Se dice que un grafo G es k-coloreable si existe una k-coloracion propia de G.

Observacion 1. El papel del conjunto C' en la definicion es el de etiquetar cada vértice
del grafo con un color, por lo que no es muy relevante cual escojamos. Realmente la
informacion que determina la k-coloracién es el conjunto de las clases de coloracién, las
cuales establecen una particién de los vértices del grafo. Explicitamente, si tenemos dos
coloraciones de un grafo G, p: V(G) — C'y p: V(G) — C, que inducen las mismas cla-
ses de coloracion en el conjunto de vértices, podemos encontrar una biyeccién o : C' — C
tal que o o p = p. Es decir, podemos encontrar una correspondencia biyectiva entre los
conjuntos C'y C que respete las clases de coloracion.

Este hecho justifica que habitualmente se tome como conjunto de colores un conjunto
arbitrario que denotaremos C' = {¢1, ¢a, ..., ¢t }. En el capitulo |3| veremos que se pueden
considerar conjuntos de colores especificos porque estos proporcionan alguna simplifica-
cién en la notacion.

Fijado un conjunto de k colores C' = {cy, co, ..., ¢} decimos que {p: V(G) — C'} es
el conjunto de k-coloraciones de un grafo GG. Diremos que el cardinal de este conjunto
es el nimero de k-coloraciones (propias e impropias) de G. De igual forma, decimos que
{p:V(G) = C: pes una k-coloracién propia} es el conjunto de k-coloraciones propias
de GG y nos referiremos al cardinal de este conjunto como el niimero de k-coloraciones pro-
pias de GG. Atendiendo a la observacion |1, podemos ver que el nimero de k-coloraciones
y el nimero de k-coloraciones propias de GG no depende del conjunto C' escogido.



Observacion 2. Es importante destacar que las clases de coloracién de una k-coloracion
propia de un grafo G resultan ser conjuntos independientes de G.

Dado un grafo GG se plantea si existe una k-coloracion propia de GG y en caso de
haberla, calcular cuantas k-coloraciones propias distintas hay. Esta es la pregunta a la
que vamos a dedicar este trabajo y a la cual daremos respuesta en el tercer capitulo.
Primero vamos a estudiar esta cuestion en el ambito de la teoria de grafos.

Observacion 3. Dado un grafo G k-coloreable, se tiene que cada subgrafo H C G es
k-coloreable. Esto ocurre porque cada k-coloracion propia de GG se restringe a una k-
coloracién propia de H.

Definicién 1.2.2. Sea GG un grafo. Decimos que G es un grafo no conexo si existen dos
subconjuntos disjuntos de vértices no vacios Vi, V, C V(G) tales que V(G) =V UVy y
para cada ¢ € V] y j € V5 se tiene que ¢ y j no son adyacentes.

Se dice que un grafo GG es conexo si G no es no conexo.

Sea x € V(G). Se dice que el subgrafo H C G es la componente conexa de z si x € V(H),
H es conexo y para cada subgrafo conexo H' C G con x € H' se tiene que H' C H.

Observacion 4. Dado un grafo G, notamos que el conjunto {Hy,..., Hs} de las com-
ponentes conexas de G satisface que {V(H;),...,V(H;)} es una particiéon de V(G).
Ademsds, G es conexo si y solo si la inica componente conexa de G es G.

Proposicién 1.2.1. Sea G un grafo y sea {Hy, ..., Hs} el conjunto de las componentes
conezas de G. Entonces, se tiene que G es k-coloreable si y solo si cada H; es k-coloreable
para 1 < i <s. Ademds, en este caso, el nimero de k-coloraciones propias de G es igual
al producto del numero de k-coloraciones propias de cada H;.

Demostracion. Claramente, si GG es k-coloreable, entonces cada componente conexa es
k-coloreable como hemos detallado en la observacién [3

Reciprocamente, supongamos que cada componente conexa de GG es k-coloreable. Sea C'
un conjunto de k colores. Para cada i, 1 <1i < s, existen p; : V(H;) — C k-coloraciones
propias de cada H;. Definimos la k-coloracién p : V(G) — C de la siguiente manera: da-
do un vértice z € V(G) existe un unico ig, 1 < iy < s, para el cual x € V(H;,). Entonces
definimos p(x) = p;, (). La aplicacién p esta bien definida porque {V (H;),...,V(Hs)}
es una particién de V(G) y ademds es una k-coloracién propia.

Para ver que efectivamente p es propia, sean x,y € V(G) adyacentes. Existe un tnico
ip, 1 < iy < s, para el cual x € V(H,,). Entonces G[{z,y}| es un grafo conexo por ser x
e y adyacentes. Por definicién de componente conexa de z se tiene que G[{z,y}| C H;,

y por lo tanto y € V(Hj,). Entonces p(y) = pi(y) # pio(x) = p().



Supongamos que G es k-coloreable. Hemos visto que cada eleccion de las k-coloraciones
propias de H;, p;, se corresponde con una k-coloracion propia de GG. Ademads, dos elec-
ciones distintas de las k-coloraciones p; de los grafos H; se corresponden con dos k-
coloraciones de G distintas. Toda k-coloraciéon propia de G puede recuperarse a partir
de las k-coloraciones que induce sobre cada H;. Entonces, el nimero de k-coloraciones
propias de G es igual al producto del nimero de k-coloraciones propias de cada H;.

m

Esta proposicién indica que podemos estudiar la k-coloreabilidad de un grafo G a
través de sus componentes conexas y ademas obtener el nimero de k-coloraciones pro-
pias de GG a partir del niimero de k-coloraciones propias de cada una de las componentes
conexas de G.

Definicién 1.2.3. Sea G un grafo y sea k > 1. Denotamos por Pg(k) al nimero de
k-coloraciones propias de G.

El nimero cromatico de G, x(G), es el minimo valor de k > 1 tal que Pg(k) > 0. Es
decir, x(G) =min(k > 1 : Pg(k) > 0).

Observacion 5. La proposicion implica que dado G un grafo cuyas componentes
conexas son Hy, ..., Hy, se pude obtener x(G) y Pg(k) a partir de los valores de x(H;)
y Py, (k) de la siguiente manera:

X(G) =méx (x(H;) : 1 <i<s)

Po(k) = HPHZ-(’C)

La aplicaciéon Pg : N — Z>( recoge toda la informacién asociada al nimero de colo-
raciones propias del grafo GG. Esta aplicacion resulta ser un polinomio de grado igual al
numero de vértices de G.

Proposicién 1.2.2. Sea G un grafo de n vértices. Entonces Pg(k) es un polinomio
monico en k de grado n con coeficientes enteros de signo alternado. Es decir, el coefi-
ciente t-ésimo de Pg(k) tiene signo (—1)"7*, 0 <t < n.

Demostracion. Vamos a razonar por induccién sobre el niimero de aristas de G.

Si |A(G)| = 0 se tiene que ningin par de vértices son adyacentes por lo que cada k-
coloracién de G es propia. Por lo tanto, Pg(k) = [{p: V(G) — C}| = k™.

Supongamos que existe una arista, a de extremos i, 7 € V(G). Consideramos el grafo de
n vértices G — a, resultado de eliminar la arista a de G, y el grafo de n — 1 vértices G/a
resultado de identificar los dos extremos de a. Notamos que una k-coloracion propia de



G — a se identifica o bien con una k-coloracién propia de G si los vértices ¢ y j tienen
distinto color, o bien con una k-coloracién propia de GG/a en el caso de que se coloreen
los vértices ¢ y 7 del mismo color. Esta correspondencia se expresa de la siguiente forma:
Po_o(k) = Pa(k) + Pga(k), lo que es equivalente a lo siguiente:

Pa(k) = Pa—a(k) — Paja(k)

El niimero de aristas de los grafos G —a y G /a es menor que el de G por lo que podemos
aplicar la hipdtesis de induccién y deducir que Pg_,(k) es un polinomio ménico en k de
grado n con coeficientes enteros, y Pg/q(k) es un polinomio ménico en k de grado n — 1
con coeficientes enteros. Por tanto se concluye que Pg (k) es es un polinomio monico en
k de grado n con coeficientes enteros. Ademds, el coeficiente t-esimo de Pg_,(k) tiene
signo (—1)""" y el coeficiente t-ésimo de —FPg/q(k) tiene signo —(—1)""'"" = (=1)""".
En consecuencia, el coeficiente t-ésimo de Pg(k) tiene signo (—1)"7% 0 <t < n.

O

Definicién 1.2.4. Sea GG un grafo de n vértices. Se denomina polinomio cromatico de
G al polinomio ménico de grado n, Pg(k).

En general, calcular tanto el nimero cromatico como el polinomio cromatico de un
grafo resulta dificil; sin embargo, para ciertos tipos de grafos es posible caracterizar su
nimero cromatico. Por ejemplo, en el caso de grafos completos claramente se puede ver
que el nimero cromatico coincide con el orden del grafo ya que todos los vértices son
adyacentes entre si. También resulta sencillo calcular el nimero cromético de la siguiente
familia de grafos:

Para cadan > 2 se define el grafo ciclo de orden n, que denotaremos por C),, de la siguien-
te forma: los vértices de C,, son V(C,) = {1,...,n}. Dados dos vértices i,j € V(C,),
se tiene que (i, 7) € A(C,,) siy solosiiy json consecutivosoi = 1y j = n (o viceversa).

Entonces se tiene que:

2, sin es par
X(Cn> = { . .
3, sin esimpar.

Evidentemente x(C,) > 2 puesto que los vértices de C,, no son aislados. Para n par
podemos encontrar un 2-coloraciéon de C), coloreando los vértices de forma alternada.
Sin embargo, esto no ocurre si n es impar por lo que en este caso se necesitan 3 colores
para colorear C,,.

La observacién 3| implica que x(H) < x(G) para cada subgrafo H C G. Este hecho
nos permite dar una cota inferior del numero cromatico de G: para cada clique de ta-
mano m, K,, C G, se tiene que m = x(K,,) < x(G), por lo tanto w(G) < x(G).

Notamos que esta cota no se alcanza en general como podemos ver en el ejemplo de C),
tomando n impar estrictamente mayor que 3. En esta situacién se tiene que x(C,) = 3
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como hemos visto; sin embargo, no existe ningtun clique de tamano 3.

Podemos mejorar esta cota inferior haciendo uso de la informaciéon que proporciona
el nimero de independencia de un grafo.

Proposicién 1.2.3. Sea G un grafo. Se tiene que max (w(G), () ) < x(@G).

Demostracion. Dada una k-coloracién propia de G se tiene que cada clase de coloracion,
cl(c;), es un conjunto independiente como hemos destacado en la observacién [2| Por lo

tanto se tiene que |V (G)] = Y25, |el(¢;)| < k-a(G). Por lo tanto se tiene que |V((g))| <k
o
y en particular |Z((g))| < x(G).
[

Vamos a introducir un algoritmo de coloracion que proporciona una coloracién pro-
pia de un grafo. En general, el niimero de colores que emplea el algoritmo es mayor
que el nimero cromatico del grafo, pero permite obtener cotas superiores para este. La
descripcion del algoritmo de coloracion voraz es la siguiente:

Algoritmo voraz

INPUT: G
OUTPUT: p: V(G) — C coloracién propia de G
C + {Cl,...Cn}
p(l) — C
C + {Cl}
for 2 < i_g n do
H <« C\{p(j) : j <i, (i,j) € A(G)}
t<min(j >1: ¢; € H)
pli) < c
C — C U {Ct}

end for

Vamos a detallar el funcionamiento del algoritmo. En primer lugar, dado que sabe-
mos que el nimero méaximo de colores necesarios para colorear el grafo es a lo sumo n se
elige un conjunto de colores C' = {cy, ..., ¢,} de n elementos. El algoritmo voraz colorea
los vértices del grafo G en orden empezando por el vértice 1 y acabando en el vértice
n. Para ello en el paso i-ésimo se colorea el vértice ¢ empleando el color con el indice
mas bajo de entre los que no han sido empleados para colorear ninguno de los vértices
adyacentes de 7. De esta forma, la coloracién resultante es propia.

Notamos que la forma en las que se tomen los vértices de G influye en el orden en
el que se colorean cuando se emplea el algoritmo voraz. De hecho, dependiendo de esta
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eleccion, este algoritmo puede producir coloraciones propias de G que emplean distinto
nimero de colores. Podemos ver este hecho en el siguiente ejemplo:

VARV

(a) figura 1.1 (b) figura 1.1

Ejemplo 1. Tomamos el mismo grafo G en el que hemos nombrado los vértices de dos
formas distintas. Si se nombran los vértices como en la figura [I.1a] se tiene que el
algoritmo voraz devuelve p;, una coloracién propia de G' que emplea 5 colores la cual se
muestra en dicha figura:

p1(1) =pi(3) = c1, p1(2) = p1(4) = c2, p1(5) = ¢3, P1(6) = ca, p1(7) = 5

Sin embargo, si se aplica el algoritmo voraz al grafo G con los vértices nombrados como
en la figura[1.1b| se obtiene, py, una 4-coloracion propia de G:

p2(1) = p2(5) = c1, p2(2) = p2(4) = 2, pa(3) = p2(6) = c3, p2(7) = cu

Se puede observar esta 4-coloracion el la figura [1.1b]

Dado que G contiene un subgrafo completo de 4 vértices se deduce que x(G) =4 y por
lo tanto en el segundo caso hemos el algoritmo devuelve una coloracién 6ptima en el
sentido que emplea exactamente x(G) colores.

Observacion 6. En general, dado un grafo GG siempre es posible encontrar un orden de
sus vértices para el cual el algoritmo de coloracién voraz devuelve una coloracion propia
que emplea x(G) colores.

Para verlo, tomamos p : V(G) — C una coloracién propia de G que emplee x(G)
colores. Supondremos que el conjunto de colores es de la forma C' = {c1,¢o,..., ¢y }-
Denotamos por cl(¢;) C V(G) a la clase del color ¢;. Modificamos p mediante el siguiente
procedimiento para obtener una coloracién propia p que también emplea x(G) colores:
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INPUT: p: V(G) — C x(G)-coloracién porpia
OUTPUT: 5 : V(G) — C x(G)-coloracién propia
5(1) = p(1),5(2) & p(2), . 3(n) < p(n)
for 2 <i<ndo
for v € cl(¢;) do
H — C\{p(j) = (v,4) € A(G)}
t<min(j >1: ¢; € H)
p(v) ¢
end for
end for

Notamos que en cada paso del procedimiento anterior, la coloracion p sigue siendo pro-
pia y evidentemente emplea x(G) colores. Diremos que la coloracién p que obtenemos
tras terminar este proceso esté reducida. Denotamos por C; C V(G) a la clase del color
¢; de la coloracion p. Ordenamos los vértices de los conjuntos é, de forma arbitraria
y establecemos el siguiente orden sobre los vértices de G: primero los vértices de o
siguiendo el orden escogido, después los vértices de C, atendiendo al orden escogido en

C5. De esta forma procedemos con cada clase de color C; hasta terminar con Cy(a)-

Examinando el algoritmo voraz y atendiendo a la estructura de p, que estd reducida,
notamos que con este orden de V(G), el algoritmo voraz devuelve precisamente la co-
loracién p. Por lo tanto, el algoritmo devuelve una coloracién propia de G' que emplea
exactamente y(G) colores.

Hemos encontrado cotas inferiores para el nimero cromatico de un grafo G. Ahora
tratamos de acotar superiormente x(G): claramente se tiene que x(G) < |V(G)| para ca-
da grafo GG ya que podemos colorear cada vértice de G de un color distinto y obtener una
|V (G)]|-coloracién propia. Notamos que se da la igualdad en el caso de grafos completos.
Esta cota superior del nimero cromatico no emplea ninguna informacién del grafo G
salvo su orden. Por eso, tratamos de buscar acotaciones que involucren mas datos de G'y
sean mas ajustadas. Los conceptos que vamos a introducir nos van a permitir establecer
cotas superiores del nimero cromatico analizando el funcionamiento del algoritmo voraz
para ciertos ordenes de los vértices de G.

Definicién 1.2.5. Sea G un grafo.

1. Sea v un vértice de G. El grado de v es el nimero de vértices adyacentes a v y se
denota por d(v).

2. Denotamos por A(G) al méximo de los grados de los vértices de G; es decir,
A(G) =méax (d(v) : v € V(G)).

3. Denotamos por 6(G) al minimo de los grados de los vértices de G; es decir,
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(@) =min (d(v) : v e V(Q)).

Examinando el algoritmo voraz podemos notamos lo siguiente: en el paso i-ésimo
se colorea el vértice ¢ para el cual se elige el color disponible con menor indice; es de-
cir, el color que se le asigna a este vértice debe pertenecer al conjunto {ci, ..., cqu)+1}
porque en el peor de los casos todos los vértices adyacentes a ¢ son menores que 7 y
se les ha asignado los primeros d(i) colores. Por lo tanto, el algoritmo requiere de a lo
sumo d(i) 4+ 1 colores para colorear el vértice ¢ y en consecuencia necesita como maximo
A(G)+1 colores. De este hecho se deduce que x(G) < A(G)+ 1. Esta cota se alcanza en
el caso de los grafos completos y en los grafos ciclo de orden impar. De hecho, el teorema
de Brooks asegura que estos son los inicos grafos conexos para los que se da la igualdad.
Se puede encontrar la demostracion del teorema en [I5, Thm. 5.1.22].

Teorema 1.2.1. Sea G un grafo. Sea k = méx (0(H): H =G[W]|, W C V(G)). En-
tonces x(G) < k + 1.

Demostracion. De la definicién de k se tiene que en particular 6(G) < k por lo tanto
es posible encontrar un vértice z,, € V(G) tal que d(x,) < k. Consideramos el subgrafo
H, 1 =G — {x,}, al ser un subgrafo inducido se tiene por hipétesis que 6(H,_1) < k.
Entonces es posible encontrar un vértice x,,_ 1 € V(H,_1) tal que dy, ,(x,—1) < k.
Repitiendo el proceso con el subgrafo inducido H, o = G — {x,, z,_1} encontramos un
vértice de H,,_o cuyo orden en H,_5 es menor que k. De esta forma podemos renombrar
todos los vértices de GG de forma que cada uno de los vértices de G es adyacente a como
maximo k vértices precedentes. Si aplicamos el algoritmo de coloracién voraz a G' con
este nuevo orden de los vértices, notamos que en el paso ¢ el nimero de colores que se
necesitan para colorear el vértice x; es a lo sumo k + 1 y por tanto el algoritmo requiere
como maximo k + 1 colores. En consecuencia x(G) < k + 1.

[]

Es posible modificar el algoritmo voraz y mejorar su eficacia si se conoce el niimero
cromatico de un subgrafo Hj del grafo G que se quiere colorear. En este caso, se obtiene
ademas una cota mas ajustada para el nimero cromaético de G.

Teorema 1.2.2. Sea G un grafo. Sea Hy C G tal que para cada subgrafo Hy C H C G
existe un vértice v € V(H)\ V(Hy) tal que dy(v) < k. Es decir, para cada cada subgrafo
Hy € H C G se tiene que 6(H) < k. Entonces x(G) < méax (k + 1, x(Hyp)).

Demostracion. La prueba de esta demostracion es similar a la de la proposicién previa:
en primer lugar, podemos suponer que Hy # G, pues en caso contrario la desigual-
dad se satisface de forma trivial. Se tiene que por hipédtesis es posible tomar un vértice
x, € V(G) tal que d(x,) < k. Considerando el subgrafo H,_; = G — {x,} se tiene que
o bien H, 1 = Hy, o bien existe un vértice z,_; € V(H,_1) tal que dg, ,(x,—1) < k.
Supongamos que se da el segundo caso, podemos proceder de la misma manera hasta
que finalmente se llegue al primer caso y obtengamos una reordenacion de los vértices
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V(G)\ V(Ho).

Por otro lado, dado que conocemos el niimero croméatico de Hy podemos suponer que
podemos reordenar los vértices de Hy de forma que el algoritmo voraz los coloree de
forma éptima; es decir, empleando x(Hj) colores. Con este nuevo orden se tiene que los
vértices de Hy y G son V(Hy) = {1, ..., 2y} y V(G) = {21, ..., T 1o | g 415 - - - T}
respectivamente. Si aplicamos el algoritmo voraz a G con este orden de sus vértices, se
tiene que en el paso i-ésimo se necesitan como maximo x(Hy) colores para colorear el
vértice x; en el caso de que z; € Hy, o k+ 1 colores si x; ¢ Hy . De este hecho se deduce
que x(G) < max (k + 1, x(Hp)).

m
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Capitulo 2

Introduccién conceptos algebraicos

2.1. Variedades afines

Sea K un cuerpo infinito, denotamos por K[zy, ..., z,| al anillo de polinomios sobre
K en n variables. El contenido de esta seccién se va a desarrollar para un cuerpo infinito
cualquiera; sin embargo, lo usual es trabajar con K = C o cualquier cuerpo algebraica-
mente cerrado, que como veremos proporciona grandes ventajas.

Dado un subconjunto S C Klzy,...,z,| consideramos el siguiente subconjunto del
espacio afin n-dimensional Ag:

V(S)={(ar,...,a,) € AE : f(as,...,a,) =0 Vf €S}

Los conjuntos V' C AR para los cuales existe un conjunto S C Klzy,...,z,] con
V =V/(S) se denominan variedades afines.

Notacién 2.1.1. Dado un conjunto finito de polinomios S = {p1,...,ps} C Klxy, ..., z,]
denotamos por V(p1,...,ps) a la variedad afin V({p1,...,ps})-

De forma dual, dada una variedad afin V' C Ag definimos el siguiente conjunto de
polinomios:

I(V)={f €Klrr,...,2,]: fla)=0 YaeV}

Este conjunto resulta ser un ideal del anillo de polinomios: resulta sencillo ver que da-
dos f,g € I(V) su suma es también un elemento de I(V'), puesto que (f + g)(a) =
f(a) + g(a) = 0 para cada a € V. De igual forma dado h € K|xy,...,z,] se tiene que

(hf)(a) = h(a)- f(a) = h(a) -0 =0 por lo que hf € I(V).

El objetivo de esta secciéon es estudiar la relacion entre estas dos operaciones que
culminard con el Nullstellensatz. Este resultado nos asegurara que si trabajamos en un
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cuerpo algebraicamente cerrado y bajo ciertas condiciones adicionales, las correspon-
dencias anteriores resultan ser inversas de la otra. Este hecho nos permitira estudiar las
cuestiones relacionadas a una variedad afin V' mediante el ideal de polinomios (V) y
viceversa.

Proposicién 2.1.1. Las correspondencias V (-) e I(-) invierten las contenciones. Es
decir:

1. Dados dos subconjuntos S; C Sy C K[xq,...,x,], se tiene que V(S3) C V(S))
2. Dadas dos variedades afines Vi C Vo C AR, entonces se tiene que 1(Vz) C I(V4)

Demostracion. 1. Sean S C Sy C K[zy,...,x,]. Sea a € V(Ss). Para cada polinomio
f € Sy se tiene que f(a) = 0. En particular para cada polinomio f € S; C S; se
tiene que f(a) = 0; es decir, a € V(57).

2. Sean Vi C Vo C AR dos variedades afines. Sea f € I(V3), entonces f(a) = 0 para
cada a € V5. En particular para cada a € V; C V; se tiene que f(a) = 0y por lo
tanto f € I(V4).

]

Observacion 7. Un hecho notable es que el conjunto S C K[z, ..., x,] y el ideal genera-
do por este, (S), determinan la misma variedad afin. Esto es decir V' (S) = V((S5)). Este
hecho plantea de forma natural si esta correspondencia entre ideales y variedades afines
es biunivoca; es decir, si I(-) y V(+) son inversas la una de la otra.

Proposicién 2.1.2. Sean W C A} una variedad afin y J C Klzy, ..., x,] un ideal.
1. JcI(V(J))
2. W =V({I(W))

Demostracion. 1. Sean f € J y a € V(J). Por la definicién de V(J) se deduce
que f(a) = 0. De esta forma f(a) = 0 para cada a € V(J) y en consecuencia
fe V().

2. Dada una variedad afin W C A} existe un ideal J C K[z1,...,z,] con W =V (J).
Entonces se tiene que J C I(V(J)) = I(W) como hemos probado en el aparta-
do previo. En virtud de la proposicién obtenemos la contenciéon V (I(W)) C
V() =W .

La otra contencion se deduce de las definiciones de I(W) y de V(I(W)). Dados
a € Wy fel(W)setiene que f(a) = 0 por definicién de I(WW). Por lo tanto,
acV(I(W)).
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Proposicién 2.1.3. Sean dos ideales I,J C K|xq,...,x,]. Entonces se satisfacen las
siguientes igualdades:

1L VI+J)=V(I)nV(J).
2. V(INJ)=VI)uV(J).

Demostracion. 1. Se tiene que I C I + J lo que implica que V(I + J) C V(I) por la
proposicién [2.1.1] Igualmente se tiene que J C I+.J y por lo tanto V (I+.J) C V().
En consecuencia V(I + J) C V(I)NV(J).

Reciprocamente, sea a € V(I)NV(J). Dadop € I + J existen f € [ 'y g € J tales
que p = f + g. Entonces se tiene que p(a) = f(a) + g(a) = 0 porque tanto f como
g se anulan en a.

2. Las contenciones INJ C I e INJ C J implican las contenciones V(1) C V(I U J)
y V(J) C V(I UJ). Es decir, se tiene que V(I) UV (J) C V(INJ).

Reciprocamente, sea a € V(I N J). Supongamos que a ¢ V(I). Entonces existe
feltalque f(a) #0.Seag € J, fg € INJ porlo que f(a)g(a) = 0. Podemos de-
ducir que g(a) = 0. Por lo tanto a € V(J). En consecuencia V (INJ) C V(I)UV(J).

]

Proposicién 2.1.4. Sea S C Ag un conjunto finito. Entonces S es una variedad afin.
En particular, si W es una variedad finita, cada subconjunto S C W es una variedad afin.

Demostracion. En primer lugar probamos la afirmaciéon para un solo punto. Sea a =
(a',...,a™) € A} un punto. Se tiene que {a} = V(z; —a',...x, —a™): efectivamente se
tiene que b = (b",...,0") € V(zy —a',... 2, —a"™) siy solo si ' — a' = 0 para cada i,
1 <i<n;esdecir,be V(r, —0b',...2, —b") siy solosib=a.

Sea S = {ay,...,as} un subconjunto finito de A% donde a; = (a},...,a?). Con-
sideramos el ideal I = (,_;(x1 — a},...,x, — al'). Por la proposicién tiene que
VD) =Uin V(e —a;,...2n —af) = U {ai} = 5.

[

Proposicién 2.1.5. Sean W7 C Ag y Wy C AR dos variedades afines. Sean I; =
IWh) C Klxy, ...,z y Is = I(Wy) C Klzpit,- o Tngm] donde I = (f1,..., fs)
y I, = {g1,...,9:). Entonces Wi x Wy es una variedad afin de A" y se tiene que
Wi x Wy = V(fl;"'vfsagla'-'7gt)-

Demostracion. Sea (a,b) € V(fi,..., fs,g1,...,9:) donde a € A} y b € AR. Se tiene que
fila) = fi(a,b) = 0 para cada i, 1 < i < s; es decir, a € V(I;) = Wj. De igual manera,
gi(b) = gi(a,b) = 0 para cada i, 1 < i < ¢, y por lo tanto b € Ws. En consecuencia
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(a, b) € W1 X WQ.

Reciprocamente, sea (a, b) € Wi xWs, entonces f;(a) = f;(a,b) = 0 paracadai, 1 <i <s
porque a € Wj. De igual forma, ¢;(b) = g;(a,b) = 0 paracadai,1 <i <tyaqueb e Ws.
Entonces (a,b) € V(fi,..., fs, Gy -1 1)

]

Definicién 2.1.1. Sean [, J dos ideales de un anillo conmutativo R. El conjunto

I:J={reR:rgelvVgeJ}

es un ideal de R que contiene a I. Este ideal se denomina ideal cociente de I y J.

Lema 2.1.1. Sean I, J, K tres ideales de un anillo conmutativo R. Entonces se tiene:

Kcl:J <« Jcl: K

Demostracion. Supongamos que K C I : J ysean g € Jy h € K. Se tiene que gh € 1
porque h € I : J. Dado que h es arbitrario podemos deducir que g € [ : K. La otra
implicacion se demuestra invirtiendo los roles de J y K.

m

Corolario 2.1.1. Sean I,J dos ideales de K|xy, ..., x,]|. Entonces se tiene:

JCI <— 1el:J

Demostracion. Tomamos el ideal K = Kzy,...,z,]. Por el lema [2.1.1 se tiene que
JCI:K & KclI:J. Elideal I: K =1:K[zy,...,x,] = I ya que para para cada
f €1 : K se debe satisfacer f-1 € I. Ademas, K C I : J ocurresiysolosil el : J.

Luego se deduce la equivalencia afirmada.
m

Proposicién 2.1.6. Sean Wy, W : 2 dos variedades afin de Ag. Entonces se satisface
la igualdad:

](Wl) . ](Wg) == I(Wl \ Wg)

Demostracion. Sea f € I(W; \ W) v sea g € I(Ws). Vamos a probar que el producto
fg pertenece a I(W7), para ello tomamos a € Wj y comprobamos que fg se anula en
a. Si a € Wy \ Ws, entonces f(a) = 0. Si por el contrario a € Wy N Wy, se tiene que
g(a) = 0. En cualquier caso, (fg)(a) =0y por lo tanto f € I(W;) : I(Ws).

Reciprocamente, sea f € I(W;) : [(Ws) y sea a € Wy \ Wy, Dado que a ¢ Wy se
tiene que existe un polinomio g € I(W53) tal que g(a) # 0. Entonces, de la definicién de
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ideal cociente se tiene que fg € I(W;) y en consecuencia 0 = (fg)(a) = f(a)g(a), de lo
que se deduce que f(a) = 0. En consecuencia f € I(W; \ Wy).
[

Nos planteamos si cada ideal del anillo de polinomios es el ideal de una cierta varie-
dad afin. La respuesta es negativa ya que los ideales de una variedad afin satisfacen una
propiedad adicional, son ideales radicales.

Proposicién 2.1.7. Dado un ideal I de un anillo conmutativo R se define
VI={reR: 3In>1 tal que " € I}.

Este conjunto es un ideal que contiene a I denominado radical de I.

Demostracion. Se tiene que 0 € v/I pues de forma trivial 0' =0 € 1.

VT es cerrado para la suma: dados a,b € \/7, vamos a probar que a + b € V/I. Existen

n,m > 1 tales que a”, 0™ € I. Empleando la férmula del binomio de Newton podemos
notar lo siguiente:

n+m n—1
(a + b)ner _ Z <TL _Z; m) akanrmfk —pm [ <TL _l: m) akbnk]

+a"

n+m
Z (n —Z m) aknanrmk] el

k=n
Por lo que se deduce que a + b € V1.

VT es cerrado para el producto por elementos de R. Dados a € VI y r € R se tiene que
existe n > 1 tal que a™ € I. Entonces se deduce que (ra)" = r"a™ € I y por lo tanto

raG\/T.

Evidentemente I C v/T pues para cada a € I tomando n = 1 se satisface a' € I.

Definicién 2.1.2. Se dice que un ideal I C R es radical si I = V.
Proposicién 2.1.8. Dada una variedad afin W C A%, el ideal I(W) es un ideal radical.

Demostracion. Dado un polinomio f € /I(W) existe un n > 1 tal que f* € I(W).
Luego, para cada a € W se tiene que f(a)" = f"(a) = 0 de lo que se deduce que
f(a) = 0. Por lo tanto, f € I(W).

]
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Esta proposicién nos indica que debemos restringirnos a los ideales radicales de
K[z, ..., x,] para establecer una correspondencia con variedades afines de Af. Sin em-
bargo, atin en esta situacion no obtenemos una correspondencia biunivoca en general.

Un ejemplo de este hecho es el ideal radical J = (2? + 1) C R[z]. Podemos ver que no
es el ideal de ninguna variedad de AL. En efecto pues no existe ningin a € A para el
cual a> = —1. Por lo tanto, la tnica variedad afin de la cual J pudiera ser su ideal seria
V =0 pero I(0) = R[z] 2 J.

Notamos que si hubiésemos trabajado sobre C en el ejemplo anterior no habria surgido
este problema, pues en efecto J = (2? + 1) C C[z] es el ideal de la variedad V = {i, —i}.
Esto pone en manifiesto la importancia de trabajar sobre un cuerpo K algebraicamente
cerrado como hemos adelantado al principio de capitulo.

Teorema 2.1.2 (Nullstellensatz forma débil). Sea K un cuerpo algebraicamente cerra-
do. Sea I C K[xy,...,x,] un ideal. Entonces, V(I) =0 si y solo si I = K[xy,...,x,].
En particular, V(I) =0 si y solo si 1 € I.

Demostracion. La demostracién del teorema se pueden encontrar en [5, Chap. 4.1, Thm.
1].
O

Teorema 2.1.3 (Nullstellensatz). Dado un ideal de polinomios I C K|xy,...,x,] sobre
un cuerpo algebraicamente cerrado K, se tiene que I(V (1)) = /1. En particular se tiene
una correspondencia biunivoca:

{variedades afines de Ay} +— {ideales radicales de K|zy, ..., x,]}
V — I(V)
V(I) o I

Demostracion. La demostracién del teorema se pueden encontrar en [5, Chap. 4.1, Thm.
2].
O

Es posible dar un resultado mas general que permite caracterizar cuando una varie-
dad afin es vacia.

Corolario 2.1.2. Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado. Sean p1,...,p., g € Klzq,. .., x,]
tales que V(p1,...,pr,g9) = 0. Entonces, (p1,...,pr) = Klxy,...,x,] si y solo si g €
(1, pr)-

Demostracion. Si g € (p1,...,pr), entonces se tiene que

D=V, .,pr9) =V{p1,---.0r,9) =V({p1,---.00))-
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Como consecuencia del teorema se deduce que (p1,...,p.) =Kz, ..., z,)].

Reciprocamente, si (p1, ..., p.) = Klzy,...,z,] sededuce que g € (p1,...,p.) = Klxy, ..., z,]
trivialmente.

O]
Teorema 2.1.4 (Teorema de la base de Hilbert). Sea K un cuerpo. Sea I C K[z, ..., x,]
un ideal. Ezxiste un nimero finito de polinomios py,...,ps € Klxy, ..., z,] tal que I =
<p17 s 7P5>-

Demostracion. La demostracién del teorema se dara en el tercer capitulo haciendo
uso de las bases de Grébner. O]

El teorema [2.1.4] asegura que todo ideal de polinomios estd finitamente generado. En
particular, dado un ideal I C K[z, ..., x,] podemos encontrar polinomios py, ..., ps que
generan el ideal, I = (p1,...,ps) v por lo tanto, atendiendo a las observaciones dadas,
se puede deducir que la variedad V(I) = V((p1,...,ps)) queda determinada por este
conjunto finito de generadores. Es decir, V/(I) = V(p1,...,ps).

Otra consecuencia del teorema de la base de Hilbert es que el anillo K[z, ..., x,]
satisface la condicion de la cadena ascendente. Esto también se expresa diciendo que
K[z1,...,2,] es un anillo noetheriano.

Corolario 2.1.3 (Condicién de la cadena ascendente). Sea {I,},>1 una familia numera-
ble de ideales de K[z, ..., x,] tales que [ C Iy C --- I, C --- . Decimos que {I,}n,>1 es
una cadena ascendente de ideales. Entonces existe N tal que In = Iy para cada k > 0.

Demostracion. Sea {I,},>1 una cadena ascendente de ideales en Kz, ..., z,]. conside-
ramos el conjunto I = U,>11, que resulta ser un ideal:

n Qe CI.

» [ es cerrado para la suma: dados f,g € U,>11,, de la condicién de cadena se tiene
que existe un ng > 1 tal que f,g € I,,,. Entonces f +g € I,, C I.

» [ es cerrado para la multiplicacién por un polinomio arbitrio: dados f € U,>11,
y r € Klzy,...,z,] se tiene que existe un ng > 1 tal que f € I,,. Por lo tanto
rfel,, ClI.

Por el teorema[2.1.4]sabemos que existen fi, ... fs € K[z1,...,z,] talesque I = (f1,... fs).
En particular se tiene que f1, ... fs € I, por lo tanto de la condiciéon de cadena se deduce
que existe N > 1 tal que fi,... fs € In. En consecuencia [ = (fy,... fs) C Iy C It C
I para cada k > 0 y por tanto Iy = Iy = [ para cada k > 0.

m

Introducimos los ideales cero dimensionales, los cuales son una clase especial de idea-
les de polinomios que van a intervenir en el capitulo [3]
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Definicién 2.1.3. Se dice que un ideal de polinomios I C K[zy,...,z,] es cero dimen-
sional si el conjunto V(1) es finito.

Mediante la correspondencia entre ideales y variedades afines que hemos detallado,
notamos que esta definicion concuerda con la idea intuitiva de dimension de una varie-
dad. Es decir, una curva es una variedad de dimensién 1, una superficie es una variedad
de dimensién 2 y un conjunto finito de puntos es una variedad de dimensiéon 0. La de-
finicién rigurosa de dimensién de una variedad hace uso de la dimension de Krull del
anillo de coordenadas de la variedad. En este trabajo solo analizaremos los ideales cero
dimensionales y estudiaremos algunas de sus caracterizaciones.

2.2. Bases de Grobner

Dado un ideal I C Klzy,...,z,| y un polinomio f arbitrario resulta natural plan-
tearse si f pertenece al ideal I. En dimension 1 conocemos una caracterizacion sencilla
de la relacion de pertenencia a un ideal. Esta viene dada por el algoritmo de division
euclidea de la siguiente manera. En primer lugar ideal I serd de la forma I = (p) para
algin polinomio p € K[z| pues todo ideal es principal en K|x].

El algoritmo de division euclidea permite expresar f de manera tinica de la siguiente
forma: f = ¢-p+ r donde deg(r) < deg(p). Utilizamos la notacién deg para denotar el
grado de un polinomio p(z) = >} _, apz* € K[z]: deg(p) = min{k > 0: a; # 0}.

En estas condiciones p € I si y solo si r = 0.

La situacién cambia cuando tratamos con polinomios en K[z, ..., z,] paran > 1. Ya
no es un dominio de ideales principales y como veremos el teorema [2.1.4] solo podemos
asegurar que un ideal este generado por un ntimero finito de polinomios. Es decir, da-
dounideal I C K[zy,...,x,] existen py,...,ps € K|z, ..., z,] talesque I = (p1,...,ps).

Para tratar de resolver el problema de pertenencia a un ideal podemos tratar de
generalizar el algoritmo de divisién euclidea para n > 1 y permitiendo dividir entre un
conjunto ordenado de polinomios en vez de entre solo un polinomio. Para ello debemos
definir primero la nociéon de orden monomial que nos va permitir comparar los mono-
mios que componen un polinomio y definir el multigrado y el monomio principal del
polinomio. El papel del multigrado va a ser el que tiene el grado en la division euclidea.

2.2.1. Ordenes monomiales y algoritmo de division

Definicién 2.2.1. Un orden monomial < sobre K[zy,...,x,] es una relacién sobre el
conjunto de monomios Mg(n) = {x* : a € Z%,} que satisface:

1. < es un orden total en Mx(n).
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2. Si x* < x” y x7 € Mg(n) entonces x*7 < x+7.

3. El orden < es un buen orden; es decir, todo subconjunto no vacio de Mg(n) tiene
un elemento minimo para <.

Ejemplo 2. A continuacién presentamos tres ejemplos para ilustrar esta definicion. Estos
ordenes monomiales son los mas habituales en aplicaciones préacticas:

» Bl orden lexicogréfico: Decimos que x® <, x° con a = (a,...,a,) v B =
(b1,...,by) siel primer digito iy (empezando por la izquierda) para el cual a;, # b;,
satisface a;, < by,.

Por ejemplo, 22y%2* <. x*y32’t pues con la notacién anterior se tiene que

a=(2,2,41)y g = (2,3,2,1) y la primera coordenada empezando por la iz-
quierda en la cual difieren o y 5 (la segunda) es mayor la componente de £.

» El orden lexicogréfico graduado: Decimos que X% <y, x? con a = (ay, ... ,Ay)
y B = (by,...,b,) si deg(x*) = S" a; < > b = deg(x”), o bien deg(x*) =
deg(X’B) Yy x“ <lex Xﬁ-

Por ejemplo, 22y32%t <gjer 22y*2* pues deg(x?y32%t) = 8 < 9 = deg(z?y?z%t).

Y3242 <gier Y>2°t puesto que el grado de ambos monomios coincide y la primera
empezando por la izquierda en la cual difieren « y 8 se tiene que la componente
de 8 es mayor.

» El orden lexicografico inverso graduado: Decimos que X% <grepier x? con o =
(at,...,a,) y B = (b1,...,b,) sideg(x®*) = D" a; < > b = deg(x?), o bien
deg(x®) = deg(x?) y el primer digito empezando por la derecha iy para el cual
a;, # b;, satisface a;, > b;,.

Al igual que en el caso anterior x?y32%t <geper ©2y*2*t pues el grado del primer
monomio es menor que el del segundo, deg(z?y32%t) = 8 < 9 = deg(x?y?2*t).
TY 242 <greview TY>2%t puesto que el grado de ambos monomios coincide y la pri-
mera empezando por la derecha en la cual difieren v y 3 se tiene que la componente
de 3 es menor.

La prueba de que en efecto estos son érdenes monomiales se deduce del corolario [2.2.1
que desarrollaremos mas adelante.

Un hecho importante que se debe destacar es que cada uno de estos tres 6rdenes
monomiales satisface que x, < --- < 19 < 1. Es posible definir los érdenes monomiales
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anteriores para un orden diferente sobre las variables: por ejemplo se puede definir el
orden lexicografico de forma que se satisfaga r1 < x3 < =9 en vez de x5 < 9 < 14
como ocurre en la definicién usual. Bajo este nuevo orden monomial <;.,/, se tiene que
XY <o XP con a = (a1,as2,a3) y B = (b1, bs,bs) si al comparar las componentes de o y
£ empezando por la segunda, después la tercera componente y por tltimo la primera, la
primera vez que estas difieren, la componente de « correspondiente es menor que la de
3. Por ejemplo, se tiene que x3x9x3 <jepr T1T2T3.

Las definiciones de los érdenes lexicografico graduado y lexicografico inverso graduado
se pueden modificar de forma similar. Si se utiliza alguno de estos érdenes se debe es-

pecificar el orden que se fija sobre las variables; en caso de no hacerlo, se entiende que
Ty < 00 < o < 27q.

Definicién 2.2.2. Sea f = zaezg a,,x* un polinomio no nulo de K[z, ..., z,] y sea <

un orden monomial.

1. Se dice que multigrado(f)=max (a € Z2 : aq # 0).
2. El coeficiente principal de f es LC(f) = amutigrado(s) 7 0-

3. El monomio principal de f es LM (f) = amuitigrado(f),

4. El término principal de f es LT(f) = @muitigrado f)xm“ltigmd"(f ).

Definicién 2.2.3. Sea [ un ideal de K[z, .. ., z,] distinto de 0. Denotamos por (LT(I)) =
(LT(f) : f e I) alideal de los términos principales de 1.

Teorema 2.2.1 (Algoritmo de Divisién en K[z1, ..., z,]). Sea < un orden monomial en
Klzy,...,x,). Sea f un polinomio en K|xy,...,z,] y {p1,...,ps} un conjunto ordenado
de polinomios en K[z, ..., x,]. Entonces existen polinomios qi, ..., qs,r tales que

f=ap+--+qps+r

donde o bien r = 0, o bien cada uno de los términos de r no es divisible entre ninguno
de los términos principales de pq, ..., ps. Ademds se satisface que

max (LM () LM (p;) : 1 <i<s, gipi #0) < LM(f).
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Demostracion. Vamos a describir el algoritmo de divisién que proporciona los polinomios
qi,---,qs,r. La demostracion de la propiedades que los caracterizan y la veracidad del
algoritmo se pude encontrar en [5, Chap. 2.3, Thm. 3].

Algoritmo de division

INPUT: py,....ps, f
OUTPUT: ¢4,...,q,,1

g1+ 0,...,¢,<0;7«<0
p f
while p # 0 do

1+ 1

division < false
while 7 < s AND division = true do
if LT (p;) divide a LT (p) then
L

T(p)
4 < qi +1{17T((p)1>
p
p<Dp— LT(pi)pi
division <— true
else
14 1+1
end if
if division = false
r <« R+ LT(p)
p < p—LT(p)
end if
end while
end while
m
Observacion 8. Dados py, ..., ps, f € K[zy,. .., x,], notamos que los polinomios ¢y, . .., gs, 7
que devuelve el algoritmo tras efectuar la division de f entre py, ..., ps dependen del or-

den de pq,...,ps.

Este algoritmo generaliza al algoritmo de divisién euclidea en K[z] ; sin embargo, no
se comporta tan bien como esperariamos y no resuelve completamente el problema de
pertenencia a un ideal. Dado un polinomio f y un ideal I generado por los polinomios
P1,- -, Ds, €s claro que si tras efectuar el algoritmo de division de f entre {py,...,ps} se
obtiene un resto nulo, f pertenece a I. En cambio puede darse que f € I y r # 0 como
vemos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3. Dado el ideal I = (2%yz + 23, 2y?2% + 22) C Clz,y,2] y el polinomio
f= x3y22 — :132y322 — 12z —|—xy322 - xy2z2 +xYyz+ rzt—xz— y224 + yz4, y nos planteamos
si f pertenece a I. Empleando el orden lexicografico dividimos f entre el par ordenado
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(r2yz + 23, 2y*2% + x2) que genera el ideal empleando el algoritmo de divisién. Este nos
proporciona la siguiente expresién de f como combinacién lineal de los generadores mas
un resto, en este caso —x?z + yz*.

f=@z—y'2) (2 +2) + (y— 1) (a2 +22) + (=22 +y2")  (21)

Este resto, que es distinto de 0, esta caracterizado de forma que cada uno de sus mono-
mios no es divisible entre ninguno de los monomios principales de los generadores. Sin
embargo, —z?z+yz? € I yaque (—222+yz2t) = yz(2?yz+23) —x(2y?22 +x2), por lo que
f € I. En este caso no se tiene la equivalencia que existe en K[x] entre pertenencia de
un polinomio a I y que el algoritmo de divisién proporcione resto 0. Esto ocurre porque
se tiene (LT (z%yz + 23), LT (zvy?2* + x2)) G (LT(I)).

La idea fundamental de las bases de Grobner es buscar un conjunto de generadores
adecuado par a [ en el sentido que permitan caracterizar la pertenencia al ideal a través
del resto del algoritmo de division evitando situaciones como la expuesta en el ejemplo
anterior.

2.2.2. Ideales monomiales

Vamos a introducir los ideales monomiales los cuales juegan un papel fundamental
en el estudio de las bases de Grobner.

Definicién 2.2.4. Se dice que un ideal de polinomios I C K|xy,...,z,] es un ideal
monomial si existe un conjunto A C Z%; tal que I = (x*: a € A).

En la definicién anterior el conjunto A puede ser infinito.

Lema 2.2.2. Sea [ = (* : a € A) C K|zy,...,z,] un ideal monomial. Entonces se
tiene que un monomio @’ € K[zy, ..., x,] pertenece a I si y solo si *° es divisible entre
™ para algin oy € A.

Demostracion. <. Es trivial.

=. Si x? € I existen ay,...a, € Ay hayy---ha, € Klzy,...,2,] tales que x° € [ =
>y ha;x%. Para cada indice 1 < i < r se tiene que cada término del producto hg,x“
es divisible entre x%. x” debe ser igual a alguno de estos términos y por lo tano debe
ser divisible entre algiin x*.

]

Lema 2.2.3. Sea I C K[zy,...,x,] un ideal monomial. Sea f € K|xy,...,x,]|. Entonces
son equivalentes las siguientes afirmaciones:

26



1. fel.
2. Cada término de [ pertenece a I.

3. f es K-combinacion lineal de monomios en I.

Demostracion. Claramente se tienen las implicaciones 3 = 2 = 1 de la definiciéon de
ideal.

1 = 3.Si f € I. Entonces f se escribe f = > | ho,X* para ciertos aq,...q, € Ay
hoys - ha, € Klz1,...,2,). Desarrollando los productos h,,x* notamos que cada uno
de los monomios que intervienen es miltiplo de x“ y por lo tanto pertenece a I por el
lema previo. En consecuencia f se escribe como K-combinacion lineal de monomios en
I.

O

Este resultado implica que un ideal monomial esta caracterizado por sus monomios;
es decir, si dos ideales monomiales, I, I’, contienen los mismos monomios entonces son
iguales: f € I siy solosi f es K-combinacion lineal de monomios en I, por lo tanto f € I
siy solo si f es K-combinacion lineal de monomios en I’. Esto es equivalente a que f € I'.

Teorema 2.2.4 (Lema de Dickson). Sea I = (¥ : o € A) C Klzy,...,z,] un ideal
monomial. Entonces existen « . ..o, € A tales que I = (@™, ... o).

Demostracion. La demostracion del teorema se encuentra en [5, Chap. 2.4, Thm. 5].
]

Corolario 2.2.1. Sea < una relacion en el conjunto de monomios Mxg(n) que satisface:
1. < es un orden total en My(n).
2. Siz* <’ yax € Mg(n) entonces 27 < 77,

Entonces < es un buen orden si y solo si 1 < x* para cada o € Zgo.

Demostracion. La demostracién del corolario se puede encontrar en [5, Chap. 2.4, Cor.
6].
O

Este resultado proporciona una caracterizacién simple de un orden monomial. Po-
demos aplicarlo para comprobar que los tres ejemplos de 6rdenes monomiales expuestos
(Ej[2) 1o son efectivamente.
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2.2.3. Definicion de base de Grobner

Definicién 2.2.5. Sean < un orden monomial sobre K[z, ..., x,] y un ideal I. Se dice
que con conjunto finito G = {¢1,...,gs} C I es una base de Grobner de I si

(LT(g1),- .., LT(gs)) = (LT(I)).

Se dice que un conjunto G = {g1,...,9s} C K[z1,...,x,] es una base de Grobner si G
es una base de Grobner del ideal (g, ..., gs).

Como hemos notado en el ejemplo los polinomios {z%y, zy* + z} no forman una
base de Grobner con el orden lexicografico para el ideal que generan.

Teorema 2.2.5 (Base de Grobner). Fijado un orden monomial < en Klxy, ..., z,| todo
ideal I C K|xy, ..., 2z, no nulo posee una base de Grébner. Ademds toda base de Gréobner
de un ideal I genera I.

Demostracion. Sea I C K[zq,...,x,] un ideal. En primer lugar probamos la existen-
cia de una base de Grébner de I. Observamos que el ideal (LT(I)) coincide con el
ideal (LM(f) : f € I): cada uno de los generadores de (LT(I)) es de la forma
LT(h) = LC(h) - LM (h) para un cierto h € I, luego pertenece a (LM (f): f € 1) lo
que implica (LT(1)) C (LM(f): f € I). La otra contencién se deduce de forma similar
notando que cada generador de (LM(f) : f € I) es de la forma LM (h) = g5y - LT (h)
para un cierto h € I\ {0} y por lo tanto es multiplo de un generador de (LT(I)).

El ideal (LM(f) : f € I) es monomial luego por el lema de Dickson (teorema
2.2.4) existen ¢1,...,9s € I tales que (LM(f) : f € I) = (LM(g1),...LM(gs)).
Este tltimo ideal es igual a (LT(g1),...LT(gs)) por un razonamiento analogo al da-
do en la prueba de que (LT(I)) = (LM(f) : f € I). Por lo tanto, se concluye que

(LT(I)) = (LT (1), - .- LT (gs))-

Vamos a probar que si G = {g1,...,9s} es una base de Grébner de I, entonces
I ={g1,...,9s). Dado que G C I, se tiene que (gy,...,9s) C I. Para probar la otra
inclusién tomamos f € I. Mediante el algoritmo de divisién en Klzy, ..., z,] podemos
encontrar py,...,ps,r € Klzy,...,x,] tales que f se escribe de la siguiente forma:

f=pigi+-+psgs+r
donde o bien r es nulo, o bien satisface que ninguno de sus términos no es divisible entre
ninguno de los términos principales de ¢y, . .., gs.
Supongamos que 7 # 0. Se tiene que r = f — p1g1 + -+ - prgs € I y por lo tanto LT (r) €
(LT(I)) = (LM(g1),...LM(gs)) y en consecuencia LM (r) € (LM(g1),...LM(gs)). Por
el lema se deduce que existe un indice 1 < i < s tal que LM (g;) divide a LM (r).
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Para este indice se tiene que LT(g;) divide a LT (r) lo cual es absurdo. Se concluye que

r =0y por tanto f &€ <g1,.-.79s>-
]

A continuacién presentamos la demostracion del teorema de la base de Hilbert (teo-
rema [2.1.4)), como consecuencia del resultado precedente.

Demostracidon del teorema(2.1.4 Sea I C K[z, ..., x,] un ideal. Fijamos un orden mo-
nomial arbitrario en Kz, ..., z,]. Por el teorema sabemos que existe una base de

Grobner de I, G = {p1,...,ps} y que I = (p1,...,ps)-
]

Teorema 2.2.6. Sea I C K[zy,...,x,] un ideal y sea G = {g1,...,9s} una base de
Grobner para un orden monomial < fijado.

Sea f € Klzy,...,x,]|. Entonces eziste un inico r € K[z, ..., z,| tal que f =p—+1r con
p € I y que satisface que o bien r = 0, o bien ningun término de r es divisible entre
ninguno de los LT(g1),...,LT(gs). Ademds p se escribe como una combinacion lineal
de la forma p = p1g1 + - -+ + psgs donde los polinomios p; satisfacen que

max (LM (q;) LM (pi) : 1 <14 <s, qip; #0) < LM(f).

Demostracion. Sea f € K[z, ..., x,]. Mediante el algoritmo de divisién en K[z1, ..., x,]
podemos escribir f de la siguiente forma:

f=pig1+ - +psgs +r

para ciertos polinomios py,...ps, 7 € K[z, ..., 2], donde o bien r = 0, o bien ninguno
de sus términos no es divisible entre ninguno de los términos principales de ¢y, ..., gs.
Ademsés se satisface que max (LM (q;)LM (p;) : 1 <i<s, ¢p; #0) < LM(f). Toma-
mos p = p1g1 + - - - Prgs € I y obtenemos la expresion buscada.

Para probar la unicidad de r razonamos por reduccion al absurdo. Suponemos que
existen r, 7’ € K|z, ..., z,] distintos que satisfacen la condicién enunciada para ciertos
polinomios p,p’ € I respectivamente. Se tiene que r — ' = p’ — p € I. El polinomio
r — r’ es no nulo por lo tanto ax® = LT (r — ') € (LT(I)) = (g1, ..., gs). Mediante un
argumento similar al dado en la prueba de podemos deducir que existe un indice
1 <i<stal que LT(g;) divide a x*. El monomio x* aparece en alguno de los términos
de r o de " y por lo tanto este término es divisible entre LT'(g;) lo que contradice la
definicién de r y 7.

O

Una consecuencia de este teorema es que el resto, r, proporcionado por el algoritmo
de division tras efectuar la division de un polinomio f entre una base de Grobner G,
no depende del orden escogido de los elementos de GG. En este caso se habla de forma
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normal de f y se denota fg = r. La forma normal de un polinomio f respecto de una
base de Grobner de un ideal I da solucién al problema de pertenencia al ideal.

Corolario 2.2.2. Sea I C K[zy,...,x,] un ideal y sea G = {g1,...,9s} una base de
Grébner para un orden monomial < fijado. Un polinomio f € Klzy,...,xz,| pertenece

a I siy solo si el resto de la division de f entre G es 0. Es decir, f € I siy solo si fg = 0.

Demostracion. Si el resto de la division de f entre G entonces f se escribe como combi-
nacién lineal de ¢y, ..., gs que son elemento de I, luego f pertenece a I.

Reciprocamente, si f € I entonces la expresion f = f +r con r = 0 es de la forma
descrita en y puesto que el resto de la divisién de f entre GG es inico se deduce que

el resto es 0.
O]

Definicién 2.2.6. 1. Sean x*,x” € Mxg(n). El minimo comtin miltiplo de x* y x”
es mem(x®,x%) = x7 donde v; = max (y, 3;) para cada indice 1 < i < n.

2. Sean f,g € Kl[zy,...,x,] polinomios no nulos. Sea L = mem(LM(f),LM(g)).
Denominamos el S-polinomio de f y g al polinomio

Proposicién 2.2.1 (Criterio de Buchberger). Sea I C Klzy,...,x,] un ideal y sea
G =A{g1,...9s} una base de I. Entonces G es una base de Grobner de I si y solo si para
cada par i # j existe un orden de los polinomios de G para el cuales se tiene que el resto
de la division de S(g;,g;) entre el conjunto ordenado G es 0.

Demostracion. La demostracion se encuentra en [5, Chap 2.6, Thm. 6].
O

Proposicién 2.2.2. Sean ¢, ...gs € K[z, ..., x,] tales que sus monomios principales
son primos entre si dos a dos; es decir, L = mem(LM (g;), LM (g;)) = LM (g;) - LM (g;)
si 1 # j. Entonces se tiene que G = {g1,...gs} es una base de Grébner.

Demostracion. La demostracién se deduce de la proposicion [5, Prop.2.9.4] y del teorema
[5, Chap 2.9, Thm. 3].
m

En particular, si fi,... fs € K[zy,...,z,] satisfacen que para cada par de estos polino-
mios sus monomios principales son primos entre si y sus coeficientes principales son 1,
entonces {fi,... fs} es una base de Grobner minimal.
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2.2.4. Bases de Grobner minimales y reducidas

En esta seccién supondremos fijado un orden monomial < en Klzy, ..., z,].
Definicién 2.2.7. Una base de Grébner G = {g1,...,¢s} se dice que es minimal si se
cumple:

1. LC(g;) = 1 para cada i.

2. Para cada par de indices i # j, LT(g;) no divide a LT (g;).

Lema 2.2.7. Sea G = {g1,...,gs} una base de Grébner para un ideal I C K[z, ..., x,].
Si existen 1 # j tales que LT(g;) divide a LT (g;), se tiene que G\ {g;} es una base de
Gréobner de 1.

Demostracion. Sea f € I, entonces existe 1 < iy < n tal que LT(g;,) divide a LT'(f). Si
io # j entonces g;, € G\{g;} y por tanto LT(f) € (LT(g1),... LT(gj-1), LT(gjs1), -, LT(gs))-
Si ip = j, entonces se tiene que LT(g;) divide a LT(f) y por tanto también se cumple

que LT(f) € (LT(g1),-.. LT(gj-1), LT(gj+1),---,LT(gs)).
[l

Este lema asegura la existencia de las bases de Grobner minimales de un ideal no
nulo y nos proporciona una forma de obtener una base de Grébner minimal de un ideal
a partir de una base de Grobner G: podemos eliminar sucesivamente cada polinomio de
G para el cual exista otro polinomio en la base cuyo término principal divida al término
principal del primero. Sabemos que en cada uno de estos pasos el conjunto obtenido tras
eliminar cada uno de estos polinomios sigue siendo una base de Grobner del ideal [.
Tras realizar esta operacién un nimero finito de veces obtenemos un conjunto G que es
una base de Grobner de I y ademads satisface la segunda condicién de la definicién 2.2.7
Por 1ltimo dividiendo cada uno de los polinomios de G entre su respectivo coeficiente
principal obtenemos una base de Grobner minimal de 1.

Proposicién 2.2.3. Sean G = {qg1,...,9s} v F = {f1,..., fi} dos bases de Gréibner
minimales de un ideal I C Klxq,...,x,]. Entonces se tiene que t = s y salvo reorde-
nacion de los elementos de G y F se satisface que LT (g;) = LT(f;) para todoi, 1 < i < s.

Demostracion. Vamos a probar de forma inductiva que se tiene que LT (g;) = LT(f;)
salvo reordenacion de los polinomios de F para cada 1 < i < s.

Dado que gy € I, de la condicién de base de Grobner de F se deduce que existe ¢ tal que
fi € F cumple que LT'(f;) divide a LT'(g1). Tras reordenar los elementos de F, podemos
suponer que ¢ = 1. Por otra parte, f; € I. La condicién de base de Grobner de G implica
que existe g; € G tal que LT (g;) divide a LT(f;). Entonces LT(g;) divide a LT (¢1) y
se deduce que j = 1 por ser G una base de Grébner minimal. Dado que LT'(f;) divide a
LT(g1) y de igual manera LT (g,) divide LT(f1), se tiene que LT (g1) = LT (f1).
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Sea r < s y supongamos que LT(gx) = LT(fy) para cada k =1,...,r — 1. Vamos a de-
mostrar que LT(g,) = LT(f.). Dado que g, € I se tiene que existe i tal que LT'(f;) divide
a LT(g,). Podemos deducir que ¢ > r — 1 puesto que en caso contrario LT'(f;) = LT (g;)
por hipdtesis y se tendria que LT(g;) dividiria a LT(g,) en contra de la minimalidad
de G. Tras reordenar los polinomios de F \ {fi,..., fr—1} podemos suponer que i = r.
Entonces f. € I lo que implica que existe g; € G tal que LT (g;) divide a LT(f,) por
la condicién de base de Grobner de G. De de la minimalidad de G y del hecho de que
LT(g;) divide a LT(g,) se deduce que g; = g, y que por tanto LT (g;) = LT(f;).

Hemos probado que s < t, para demostrar que se tiene la igualdad razonamos por re-
duccién al absurdo: supongamos que s < t, entonces se tiene que f,.1 € I y por lo
tanto LT (fs11) € (LT(I)) = (LT(g1),...,LT(gs)) puesto G es una base de Grobner de
I. Ademss se tiene que LT(g;) = LT(f;) para cada i = 1,...,s por lo que LT(fsy1) €
(LT(f1),...,LT(fs)). Por lo tanto existe 1 < i < s tal que LT(f;) divide a LT (fs+1) lo
que contradice el hecho de que F es base de Grobner minimal.

]

Las bases de Grobner minimales de un ideal no son tnicas. Para obtener un resultado
de unicidad debemos imponer condiciones mas fuertes en la base de Grobner.

Definicién 2.2.8. Se dice que una base de Grébner G para un ideal I C K[z, ..., x,]
es una base de Grobner reducida si se cumple que:

1. LC(g) =1 paracada g € G.
2. Para cada g € G, ningun término de g pertenece a (LT(G \ {g})).

Podemos notar que toda base de Grobner reducida es una base de Grobner minimal.

Teorema 2.2.8. Dado un ideal I # 0 existe una unica base de Gréobner reducida para
cada orden monomial.

Demostracion. Fijamos un orden monomial <. Sea I C K[zy,...,z,] un ideal distinto
de 0. Vamos a dar un método para construir una base de Grobner reducida de I a partir
de una base de Grobner minimal de I, G = {g1,...9s}:

» Tomamos g; y aplicamos el algoritmos de divisién entre H; = {go, ..., gs}, obte-
niendo como resto h; que es no nulo. Notamos que LT (h;) = LT(g;) por lo que
H, U {h,} sigue siendo una base de Grobner minimal de I. Por la caracterizacién
del resto del algoritmo division se tiene que ningun término de hy es divisible en-
tre ninguno de los términos principales de los polinomios de Hi; es decir, ningtin
término de h; pertenece a (LT(G\ {¢1})).
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» Realizamos ahora un procedimiento similar con el polinomio g,. Dividimos g, entre
Hy = {h1,93,...,9s} aplicando el algoritmos de divisién y obtenemos como resto
el polinomio hs. Se satisface que hy es distinto de 0 y LT (he) = LT (g2) lo que
implica que Hy U {hy} es unas base de Grobner minimal de /. Ademés, hy cumple
que ninguno de sus términos pertenece a (LT(Hs)) = (LT(G \ {g2}))-

= Procedemos de esta forma reduciendo cada uno de los polinomios de g; € G. En
el m-esimo paso dividimos g, entre H, = {h1,ho, ..., hm—1,Gm+1,---,9s} apli-
cando el algoritmo de divisién y obteniendo el resto no nulo A,,. Este polinomio
satisface que LT (h,,) = LT(g,) y ademds ninguno de sus términos pertenece a

(LT (Hpm)) = (LT(G \ {gm}))-

Tras llevar a cabo este procedimiento se obtiene un conjunto H = {h4, ..., hs} de poli-
nomios tales que LT'(h;) = LT(g;) para cadai = 1,...,s. Por lo tanto, H es una base de
Grobner minimal de I, dado que (LT'(hy), ... LT (hs)) = (LT (g1), ... LT(gs)) = (LT(1)),
LO(hs) = LC(gi) = 1 y ademds LT(hi) = LT(g:) ¢ (LT(G \ {g:})) = (LT(H\ {h:}))

paracadaz=1,...,s.

Para ver que H es una base de Grobner reducida, basta notar que dado h; € H cada
uno de sus términos no es divisible entre ninguno de los términos principales de los poli-
nomios de H; = {hy, ..., hi_1,9i+1,---,9s}- El hecho de que los términos principales de
los polinomios g; y h; coincidan para todo j implica que ninguno de los términos de h;

pertenece a (LT(G \ {g:}))-

Vamos a probar ahora la unicidad de las bases de Grobner reducidas. Sean G =
{91,--.,9s} vy H = {h1,..., hs} dos bases de Grébner reducidas de un ideal no nulo I.
Por la proposicién sabemos que ambas deben tener el mismo niimero de elementos
y que LT(g;) = LT (h;) para cada ¢ puesto que G y H son bases de Grobner minimales.
Sea 1 <14 <'s.Si g; # h; se tiene que g; — h; € I y por la condicién de base de Grébner
de H deducimos que existe h; € H tal que LT(h;) divide a LT(g; — h;). Dado que
LT(g;) = LT (h;) se tiene que LM (g; — h;) < LM (h;) y por lo tanto se tiene que j # i.
Notamos que LM(g; — h;) es uno de los monomios que aparecen en g; o en h;. Por lo
tanto, LT(h;) divide a uno de los términos de h; o LT(g;) divide a uno de los términos
de g;, lo que en ambos casos contradice el hecho de que G y H son bases de Grobner

reducidas.
O]

Una consecuencia directa de este teorema, es que podemos caracterizar la igualdad
de ideales a través de las bases de Grobner reducidas: dos ideales I,J C K[z, ..., x,]
son iguales si y solo si sus bases de Grébner reducidas son iguales. Es claro, que si las
bases de Grobner reducidas de Iy J, Gy y G, respectivamente, coinciden, entonces se
da la igualdad de ideales. Esto ocurre porque en particular G; y G; generan los ideales
1y J respectivamente. Reciprocamente, si se tiene que I = J, entonces se deduce que
ambos tienen la misma base de Grobner reducida que es tnica como se ha probado en

el teorema 2.2.8
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Lema 2.2.9. La base de Grébner reducida de K[z, ..., x,] para cualquier orden mono-
mial es G = {1}.

Demostracion. Se tiene que G = {1} es una base de Grobner de Klzy,...,z,| para
cualquier orden monomial porque

(LT (K[zy,...,z,])) = Mx(n)) = Klzy, ..., z,] = (1).

El resto de condiciones necesarias para se la base de Grobner reducida de K[z, ..., x,]
se satisfacen de forma trivial.

]

El Algoritmo de Buchberger proporciona un método para calcular una base de Grobner
de un ideal no nulo a partir de un conjunto de generadores, de la cual se puede extraer una
base de Grobner minimal y a partir de ella se puede obtener la base de Grébner reducida
del ideal. Este algoritmo estd implementado en numerosos programas de computacién y
se ha desarrollado avances que mejoran su rendimiento.

2.2.5. Bases de Grobner universales

Evidentemente una base de Grobner de un ideal I para un orden monomial < no tie-
ne por que ser una base de Grobner para otro orden monomial <’. Cada orden monomial
puede presentar ciertas ventajas para resolver algin problema particular o por motivos
computacionales. Es un hecho que desde un punto de vista de complejidad computacio-
nal el orden lexicografico inverso graduado es la mejor alternativa para calcular una base
de Grobner de un ideal. Por el contrario, obtener una base de Grébner de un ideal para
el orden lexicografico resulta muy costoso computacionalmente, produce polinomios con
ordenes muy elevados y coeficientes muy grandes en general.

Sin embargo, hay ciertas bases de Grobner que lo son para cada orden monomial en
K[z, ..., z,]. Este tipo de base se denomina base de Gribner universal. A continuacién
se prueban una serie de resultados con el fin de demostrar que todo ideal no nulo admite
una base de Grobner universal. Ademas se prueba que el nimero de bases de Grébner
reducidas de un ideal no nulo es finito.

Definicién 2.2.9. Sea [ un ideal de K[zy,...,x,] no nulo. Se definen los siguientes
conjuntos:

1. El conjunto de todos los 6rdenes monomiales en Mg,
T = {<: < es un orden monomial}.

2. El conjunto de base de Grobner reducidas de 1,
R ={G- : G- es base de Grobner reducida para un orden monomial <& 7 }.

3. El conjunto de ideales de términos principales de I,
L ={(LT- (I)) : < es orden monomial}.
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Lema 2.2.10. Sea G = {¢1,...,9s} una base de Grobner para un orden monomial <y
en Mg(n). Sea <o otro orden monomial tal que LT (g;) = LT<,(g;). Entonces G es
una base de Grobner para el orden <s.

Demostracion. Sea I = (g1, ...,gs). Hay que probar que

<LT<2 (I)> - <LT<2 (gl>’ Tt LT<2 (98)>'

Sea f € I. Supongamos que LT.,(f) no pertenece al ideal (LT<,(g1),...,LT<,(gs)).
Aplicamos el algoritmo de divisién para dividir f entre G empleando el orden monomial
<5. Obtenemos la expresion:

f=qg+ - +qgs+r

Entonces, LT.,(f) es uno de los términos de r que entonces es un polinomio no nulo.
Por la caracterizacién del resto del algoritmo de division, se tiene que ninguno de los
términos de r es divisible entre ninguno de los términos principales de los polinomios
de G. Peror = f — q1g1 — -+ -qsgs € I y por lo tanto LT (r) es divisible entre algin
LT (g;). Por hipétesis se tiene que LT- (g;) = LT-,(g;) y por tanto LT,(g;) divide a
LT_ (r) lo cual es absurdo. En conclusién, LT, (f) € (LT<,(g1),-..,LT<,(gs)) y por lo
tanto, G es una base de Grobner de I para el orden <s.

[

Proposiciéon 2.2.4. FExiste una biyeccion entre R y L.

Demostracion. Sea G € R. Existe un orden monomial <o T tal que (LT.,(G)) =
(LT (I)). Asociamos a G el ideal de términos principales (LT (I)).

Reciprocamente, sea (LT (I)) un ideal de términos principales de I para un cier-
to orden monomial <. Existe una unica base de Grobner reducida, G-, para I pa-
ra este orden monomial. Debemos probar que si < es otro orden monomial tal que
(LT. (I)) = (LT-,(I)) entonces G, es la base de Grobner reducida de I para <.

Sea G-, = {g1,...,9s} la tnica base de Grébner de I asociada para el orden monomial
<g, vamos a ver que LT. (¢;) = LT (g;) para cada i = 1,...,s. Sea i fijado, 1 <
i < s. En primer lugar, notamos que LT. (g;) es un término de g; y por lo tanto
de la condicién de base de Grobner reducida de G., deducimos que LT (g;) no es
divisible entre LT (g;) para ningin ¢ # j. Supongamos que no se cumple que LT (g;) =
LT_,(g;). En este caso se tendria que LM (g;) <o LM,(g;). Supongamos que LT (g;)
divide a LT (g;), entonces existe x tal que x"LM_ (g;) = LM, (g;) y en consecuencia
se tiene:

LM (g;) < x"LM< (g9;) <x"LM,(g9:) = LM (9:)

lo cual es absurdo. Por lo tanto LT.,(g;) no divide a LT (g;). Sin embargo, se tie-
ne que LT. (g;) € (LT< (I)) = (LT-,(I)) lo que implica que existe algin 1 < j < s
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tal que LT (g;) divide a LT (g;) lo cual no ocurre. Por lo tanto, concluimos que
LT (9:) = LT<,(9:).

Este hecho implica que

<LT< (91)7 R LT< (gs)> = <LT<0 (91)7 SR LT<0 (gs)> = <LT<0(I)> = <LT< (I)>

Es decir, G-, es una base Grobner de I para el orden monomial <. Ademas se tiene que
LC< (gZ) = LC<0(gi) =1 Yy LT< (gz) = LT<0(gi) §é <LT<0<G<0 \ {gl})> = <LT< (g<0 \
{g:})). Esto implica que G, es una base de Grébner minimal de I para <. Para ver que
ademéds G, es la base de Grobner reducida de I para este orden monomial tomamos un
término de g; para un ¢ fijado, 1 < i < sy comprobamos que no es divisible entre ninguno
de los términos principales de los polinomios G, \ {g;} para el orden <. Efectivamente
esto es consecuencia de la igualdad de los términos principales de los polinomios de la
base para los dos érdenes monomiales y del hecho que G-, es una base de Grobner

reducida para el orden <j.
m

Proposicién 2.2.5. El conjunto L es finito.

Demostracion. Razonamos por reducién al absurdo y asumimos que £ es infinito. Para
cda ideal de términos principales de £ escogemos un orden monomial de 7y denotamos
por To C T al conjunto de estos érdenes. Notamos que por hipdtesis 7y es un conjunto
infinito.

El teorema de la base de Hilbert asegura que I = (f1,..., fs) para ciertos polinomios
f1,-.., fs € I. Dado que el nimero de términos que aparecen en los polinomios fi, ..., f;
es finito podemos encontrar un subconjunto infinito 7; C 75 y un conjunto de términos
my, ..., mg tales que para cada <€ T; se tiene que LT (f;) = m; para cadai=1,...s.

» Caso 1: Si (LT<,(my),...,LT-,(ms)) = (LT, (I)) para algin <€ T; entonces se
deduce que {fi,..., fs} es una base de Grébner de I para <g y en consecuencia
es una base de Grobner de I para cada orden monomial de 77 por el lema [2.2.10}
Esto implica que el ideal de términos principales de I, (LT (I)) es el mismo para
todo orden monomial <€ 77 en contra de lo que habiamos supuesto.

» Caso 2: Si por el contrario (LT (my), ..., LT« (my)) € (LT< (I)) para cada <€ T,
podemos encontrar f € I tal que LT (f) ¢ (LT, (m1),...,LT,(ms)) para un
orden monomial <p€ 7;. Dividimos f entre {fi,..., fs} mediante el algoritmo de
divisién para el orden <g y obtenemos como resto el polinomio f,,; € I. Dado
que LT, (f) no es divisible entre ninguno de los m; se tiene que es uno de los
términos de fsyq1 y de hecho LT (fsi1) = LT-,(f). Al tenerse que fs.1 # 0, de la
caracterizacion del resto del algoritmo de division se deduce que ningun término
de fsi1 es divisible entre ninguno de los m;. El nimero de términos de f,,; es
finito, por ello podemos encontrar un subconjunto infinito 7, C 77 y un término
de fsi1, msy1, tales que para cada <€ Ty se tiene que LT- (f;) = m; para cada
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i=1,...,8,s+ 1. Ademés msi1 & (mq,...,my).

En esta situacién se pueden dar dos casos:

1. Se dalaigualdad (my, ..., mg, msy1) = (LT< (I)) para algin orden monomial
<€ T3 y se podria aplicar un razonamiento similar al del caso 1 donde se
llegaria a una contradiccién.

2. Para cada orden monomial <€ T se tiene que (my, ..., ms, mer1) # (LT (1))
y se podria volver a argumentar como en el caso 2. Se podria tomar f, o € [
cuyos términos no fuesen multiplos de ningin m;, 1 <i < s+ 1 y repetir el
procedimiento de forma inductiva.

Entonces, o bien se tiene que se llega al caso 1 en algiin paso y se obtiene una
contradiccién; o bien se construye una sucesién de términos {msy;}i>o tales que
Meri & (Ma,..., Mg, Myi1,...,mey;1) par cada i > 1. Por el corolario [2.1.3

existe un ng > 0 tal que la cadena de ideales (my,...,ms;) se estabiliza; es
decir, (mq, ..., Mg, ..., Mginy) = (M1,..., Mg, ..., Msin,+1) l0 que implica que
Msinge1 € (M1, ..., Mg, ..., Msin,) llegando a una contradiccion.

O

Corolario 2.2.3. El conjunto de bases de Grobner reducidas de un ideal I, R, es finito.

Corolario 2.2.4. Sea I C Klxy,...,x,] un ideal distinto de 0. La unidn de todas las
bases de Grobner reducidas de I para cada orden monomial, G, es una base de Grobner
universal. Por lo tanto, todo ideal no nulo tiene una base de Grobner universal.

Demostracion. En primer lugar, notamos que el conjunto G, es finito pues el nimero
de base de Grobner reducidas de un ideal I es finito. Fijado un orden monomial <& T,
veamos que G, es una base de Grobner de I para <: se tiene que la base de Grobner
reducida de I para este orden monomial, G_ , esta contenida en G,,. Por lo tanto se satis-
face (LT- (Gy)) D (LT- (G<)) = (LT- (1)) y se da la igualdad (LT~ (G,)) = (LT~ (I)).

m

2.2.6. Caracterizacion ideales cero dimensionales

Las bases de Grobner ademas de resolver el problema de pertenencia a un ideal, son
utiles para caracterizar los ideales cero dimensionales. El siguiente resultado proporciona
condiciones equivalentes a que un ideal de polinomios sea cero dimensional.

Teorema 2.2.11. Sea I C K[zy,...,x,] un ideal de polinomios sobre un cuerpo alge-
braicamente cerrado K. Son equivalentes los siguientes:

1. I es un ideal cero dimensional; es decir, V(I) es finito.
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2. Para cada i, 1 <1 <n eziste un exponente m; > 0 tal que z}" € (LT(I)).

3. Dada G una base de Gréobner de I, para cada i, 1 < i < n, existe un exponente
m; > 0 y un elemento g; € G tal que x]"" = LM/(g;).

4. El K-espacio vectorial K{({z* : a* ¢ LT(I)}) generado por el conjunto de mono-
mios que no pertenecen a (LT(I)) es de dimension finita.

5. El K-espacio vectorial K[zy, ..., x,]/1 es de dimension finita.

Demostracion. 1 = 2. Supongamos que la variedad V(1) es finita.

Si V(I) = () entonces por el Nullstellensatz se deduce que I = K[z1,...,z,] luego se
satisface trivialmente que 1 = 20 € I para cada 1 < i < n.

Supongamos que V(I) # (. Fijamos un indice 1 < ¢ < n. Para este indice el con-
junto de coordenadas i-ésimas de los puntos de la variedad V(1) {ay,...,as} es finito.
Consideramos el siguiente polinomio

f= H(ﬂfi — aj)

f se anula en todos los puntos de la variedad por lo tanto f € I(V(I)) = v/I. por lo tanto
existe m > 1 tal que f™ € I. El término principal de f™ es precisamente 2™ € (LT(I)).

2=3.SeaG ={gi,...,9s} una base de Grobner de I. Fijado un indice 1 < i < n existe
m > 0 tal que z" € (LT(I)). Por la caracterizacién de las bases de Grobner sabemos
que existe un g; € G tal que LT(g;) divide a zI". Esto solo ocurre si LM (g;) = «*" para
un m; > 0.

3 = 4. Para cada ¢ tomamos el minimo m; > 0 para el cual existe g; € G tal
que LM (g;) = ;. Si alguno de estos m; es 0, entonces uno de los polinomios que
forman G es una constante y en consecuencia I = K[zy,...,z,]. En esta situacién
{x*: x*¢ LT} =0y K{{x*: x* ¢ LT(I)}) = 0 que es un espacio vectorial
de dimensién finita.

Supongamos que m; > 1 para cada i. Dado un monomio x* con o = (ay, . .., a,) tal que
m; < a; se tiene que ;" divide a x* y como consecuencia x* € (LT'(1)).

Reciprocamente, si x* no pertenece a (LT(I)), entonces no puede ser divisible entre nin-
guno de los términos principales de de los polinomios de G por ser una base de Grobner
de I. En particular, para cada i, 1 < i < n, se tiene que x* no es divisible entre z;".
Entonces no puede darse m; < a; para ningun 4.
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Los monomios x* € K{({x* : x* ¢ LT(I)}) son precisamente los que satisfacen que
0 < a; < m; — 1 para cada i. Luego el nimero de estos monomios es el producto
my - --my,. Por definicién se deduce que el conjunto de monomios que pertenecen a
K{({x*: x* ¢ LT(I)}) son una base de este espacio vectorial y por lo tanto su dimen-
sién es mq - - -my,.

4 = 5. En primer lugar supongamos que K{{x* : x* ¢ LT(I)}) = 0. Entonces
1 € (LT(I)) y por lo tanto I = Klzy,...,x,]. En consecuencia, K[z,...,2z,|/] = 0
es un espacio vectorial de dimensién finita.

Supongamos que K({x* : x% ¢ LT(I)}) # 0. Sea B = {py,...,p,} una base de
K{({z*: 2% ¢ LT(I)}). Consideramos el conjunto B = {[p1], ..., [p,]}. Vamos a ver que
B genera K[xq, ..., z,]/I.

Sea [f] € K[zy,...,x,]/I donde f € K[zy,...,x,]. Por[2.2.6, existen polinomios g € I
y r tales que f = g + r donde ningiin término de r es divisible entre ningiin coeficiente
principal de un polinomio de I. Por lo tanto r € K({z* : «* ¢ LT(I)}).

De la condicion de base de B se deduce que existen constantes cq,...,c¢, € K tales que
> _o¢ip; = r. Tomando clases de equivalencia mddulo I en la expresién deducimos que

S olpi] =[] = [f — ] = /] puesto que g € I.

De hecho, podemos ver que B es un conjunto linealmente independiente y por lo tanto
es una base de K[z, ..., x,]/1 : si [0] = Y7 ¢;[p;] para unas constantes ci, ..., ¢, € K,
se deduce que f = »7°_;c;p; € 1. Si f es distinto de 0, entonces LT'(f) € (LT(I)) y
por lo tanto LM (f) € (LT(I)). El monomio LM (f) debe ser uno de los que aparecen
en la expresién de algin p;. Sin embargo, cada uno de los monomios que aparecen en
la expresion de p; no pertenecen al ideal de términos principales de I por definicién.
Esta contradiccién implica que f debe ser 0. La condicion de base de B implica que las

constantes cy, ..., ¢, son nulas y por lo tanto B es una base de K[z, ..., z,]/I.

5 = 1. Vamos a probar que el nimero de coordenadas i-ésimas de los puntos de V(1)
es finito lo que implica que V' (I) es también finito. Fijado un indice 1 < i < n se tiene

que {[z¥] : k > 0} es linealmente dependiente pues la dimensién de K[z1, ..., x,]/] es
finita.
Por lo tanto existen kg > 0 y constantes co, ..., cg, tales que
ko ko
0] =) eilad] = [ ijf] :
=0 j=0

Es decir, ?0:0 cjzg € I. Luego cada punto de la variedad V() se anula en este poli-
nomio que tiene un ntmero finito de raices. Cada coordenada i-ésima de cada punto de
V(I) debe ser una de las raices del polinomio, por lo tanto solo hay nimero finito de
ellas y en consecuencia V(1) es finito.
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]

Observacion 9. Podemos notar que en la demostracién del teorema se ha probado que
si I C Klzy,...,2,] es un ideal cero dimensional, entonces los K-espacios vectoriales
K{{z* : 2% ¢ LT(I)}) v K[xy,...,2,]/] son de dimensién finita e isomorfos pues
tienen la misma dimension. Dada G una base de Grobner de I, esta dimensién coincide
con el producto my - - - m,, donde cada m,; es el minimo valor de m > 0 para el cual z]"
es el monomio principal de un polinomio de G. Si ademéas G es una base de Grobner
minimal de I, entonces para cada i, 1 < ¢ < n, existe un tnico polinomio en G cuyo
monomio principal es de la forma z]* para m > 0 y en este caso m = m;.

Ademas de presentar una caracterizacion muy ttil de los ideales cero dimensionales,
el teorema proporciona una cota para el nimero de punto de la variedad afin aso-
ciada a uno de estos ideales. Como se ve en la demostracién de teorema si z; " € (LT(I))
para 1 < i < n entonces podemos asegurar que |V(I)| < [[i_, m;. Sin embargo, esta
cota puede mejorarse y en el caso de ideales radicales podemos conocer el nimero de
puntos de V' (/) a partir de la dimension de Kz, ..., x,]/1.

Proposicién 2.2.6. Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado. Sea I C K[z, ..., x,]
un tdeal cero dimensional.

1. |V(ID)| < dimx(K[zr, . .., 2] /1)

2. Si I es un ideal radical entonces se obtiene la igualdad, es decir,

\V(I)| = dimg(K[zy,...,2,]/1).

Demostracién. 1. Si V(I) = () tenemos por el Nullstellensatz que I = Ky, ..., z,]
por lo tanto Kzy,...,z,]/I = 0 que tiene dimensién 0 por lo que se satisface la
desigualdad del enunciado.

Supongamos que V(I) = {p1,...,ps} # 0. Vamos a construir un conjunto de
polinomios { f1,..., fs} tal que {[f1],...,[fs]} es un conjunto linealmente indepen-
diente de |V(I)| elementos.

Para 1 < i < s vamos a tomar f; € K[zy,...,z,] tal que fi(p;) =1y fi(p;) =0
para j # i. En esta situacion dada una combinacion lineal de [fi],. .., [fs] como la
siguiente

0] = cilfi] = [Z Cifi]

=0 =0

se deduce que f = Y7 ¢ f; pertenece a I. Por lo tanto de la definicién de V([)

S

se tiene que para cada 1 < j < s se concluye que 0 = f(p;) = >, _,cifi(pj) = ¢;

40



lo que implica la independencia lineal de {[f1],...,[fs]}-

Basta probar que existen los polinomios f;. Fijamos 1 < ¢ < s. Sean p; # pi,
existe una coordenada 1 < k < n para la cual p!' # pf. Definimos el polinomio

k
Tk — P; .
g; = p pi} que satisface que g;(p;) = 1y g;(p;) = 0. Tomamos f; = [[,,; g; que
{ J

satisface lo requerido.

2. Supongamos que I es un ideal radical; es decir que v/I = I. Vamos a probar que
el conjunto [fi],...,[fs] genera el espacio vectorial K[z1, ..., x,]/I.

Sea [h] € K[zy,...,2,]/I donde h € Klzy,...,x,]. Consideramos el polinomio
g = >.i oh(p:)fi y vamos a probar que [h] = [g]; es decir, que h — g = h —
Zf:o h(p:)fi € 1.

Notamos que el polinomio h — g se anula en cada punto de la variedad afin V'(I):

(h —g)(p;) = hip;) — Z h(pi) fi(p;) = h(p;) — h(p;) =0

Por lo tanto por el Nullstellensatz se deduce que h—g € I(V(I)) = /I = I lo que
implica que efectivamente {[fi],...,[fs]} es una base de K[z1,...,x,]/I.

]

A continuacion vamos a proporcionar una caracterizacion muy util de los ideales cero
dimensionales radicales.

Proposicién 2.2.7. Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado. Sea I C Klzy, ..., x,]
un tdeal cero dimensional. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. I es un ideal radical.
2. V(D] = dimx(K|xy, ..., z,]/1).

3. Para cada i, 1 <1 < n, existe un polinomio g; € I en la variable i-ésima libre de
cuadrados.

Demostracion. 1 = 2. Lo hemos probado en la proposicion [2.2.6]

2=1.51|V(I)| = dimg(K[z1,...,z,]/I), entonces el conjunto definido en la demostra-
ci6én de la proposicion {lA1], .-, [fs]} es una base de K[zy,...,x,]/I.
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Sea h € V1. Se tiene que [h] = S°7_, a;[fi] para ciertos ai, . . ., as € K. Equivalentemente
se tiene que h — "7 a;fi€ l.Seap; € V(I)paral <j<s,0=(h—>"  afi)(p;) =
h(p;) — aj; es decir, a; = h(p;). Por el Nullstellensatz sabemos que v/T = I(V(I)) lo que
implica que el polinomio & se anula en todos los puntos de V' (I). En consecuencia a; = 0
para cada j, lo que implica [h] = 0 o equivalentemente h € I.

1 = 3. Supongamos que existe un indice 1 < i5 < n para el cual se cumple que si
g € K|z;,] es un polinomio libre de cuadrados entonces g ¢ I. Vamos a probar que
I C V/I. La variedad afin V(I) = {py,...,ps} es finita por ser I un ideal cero dimen-

sional. Sea {aq,...,a;} el conjunto de todas las coordenadas iyp-ésimas de los puntos de
V(I). Definimos el polinomio g;,(z;,) = (x4, —a1) - - - (x;, — ax) que claramente pertenece
a K[z;,] y es libre de cuadrados puesto que las valores ay, . .., a; no se repiten. Entonces

por hipétesis se tiene que g;, ¢ I. Sin embargo, g;,(p;) = 0 para cada p; € V(I) lo que
implica que g;, € VT por el Nullstellensatz.

3 = 1. Supongamos que para cada ¢, 1 < 7 < n, existe un polinomio g; € I en la
variable i-ésima libre de cuadrados. Fijamos ¢, 1 < i < n. El conjunto I N K[z;] es un
ideal de K|z;] y por lo tanto esta generado por un polinomio p; que debe pertenecer
a I. Dado que el polinomio g; pertenece al ideal I N K|x;] debe ser multiplo de p;. En
particular, el polinomio p; es libre de cuadrados y entonces p; coincide con su parte
libre de cuadrados. La proposicién [6, Prop.2.7] implica que VI=1+ (p1,.-.,pn) ya
que I es cero dimensional por hipétesis. Entonces vI = I ya que p; € I para cada i.
Notamos que el resultado [0, Prop.2.7] se da para el caso K = C; sin embargo, la prueba
de esta proposicion sigue siendo cierta para un cuerpo infinito algebraicamente cerrado
arbitrario.

]

Las bases de Grobner permiten abordar cuestiones como la resolucién de sistemas
de ecuaciones de polinomios en K|z, ..., z,]; lo que es lo mismo, permiten obtener los
puntos de una determinada variedad afin V' (I) para un ideal I C K[z1, ..., z,).

Proposicion 2.2.8. Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado. Dado un ideal radical
cero dimensional I C K[zy,...,z,]. Para casi cualquier cambio de variables lineal se
tiene que la base de Grébner reducida de I para el orden lezicogrdfico (z, < -+ < z3 < z1)
es de la siguiente forma:

{z1 = h1(zn), - s 2n1 — hn1(2n), hn(20)} (2.2)

para las nuevas variables zy, ..., z,, donde cada hi(z,) € K|[z,].

Demostracion. La prueba de esta proposicién se deduce de los resultados [I1], Prop.
3.7.22] y [11, Thm. 3.7.25] y del hecho que todo cuerpo algebraicamente cerrado es un
cuerpo perfecto.

O
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Es decir, para calcular los puntos de una determinada variedad afin finita V' C Ag
asociada al ideal radical cero dimensional I = I(V) = (p1,...,p,) C K[xy, ..., z,] pode-
mos construir la base de Grobner reducida de I para el orden lexicografico. Si obtenemos
que la base es de la forma [2.2] podemos obtener las coordenadas n-ésimas de los pun-
tos de la variedad obteniendo las raices de h,, y a partir de estas recuperar los valores
del resto de coordenadas evaluando en los polinomios h;. Si por el contrario la base de
Grobner reducida no es de la forma descrita, podemos aplicar una transformacion lineal
a las variables y obtener de nuevo la base de Grobner para el orden lexicografico en las
nuevas variables zq, ..., 2, y repetir el procedimiento descrito anteriormente. La propo-
siciébn nos asegura que tras un numero finito de intentos obtendremos que la base de
Grobner reducida de I sera de la forma y por lo tanto obtendremos todos los puntos
de V.

El uso del orden lexicografico, a pesar de ser menos aconsejable que otros 6rdenes mo-
nomiales, permite aplicar el procedimiento descrito anteriormente para resolver sistemas
de ecuaciones polinémicas de forma computacional.

A menudo resulta mas importante saber si una variedad afin definida por un ideal
es no vacia mas que conocer especificamente sus puntos. Dicho de otra forma, dado un
conjunto de polinomios a veces estaremos interesados en mostrar la existencia de alguna
raiz comun a todos los polinomios atin cuando no conozcamos el valor de esta. Podemos
aplicar la teoria de las bases de Grobner para afrontar este problema cuando se trabaja
sobre un cuerpo algebraicamente cerrado.

Proposicién 2.2.9. Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado y sea I C K[xq, ..., x,].
Entonces, V(I) = si y solo si la base reducida de I para cualquier orden monomial es

{1},

Demostracidn. En virtud del teorema [2.1.2] podemos afirmar que V(I) = () si y solo si

I =Klzy,...,2,]. Denotamos por G a la base de Grébner de I para un orden monomial
< arbitrario fijado. Entonces, por el lema se tiene que V(I) = (0 siy solosi G = {1}.
O

2.3. Certificado de incompatibilidad de Nullstellen-
satz

Como hemos observado al final de la subseccion anterior, la teoria de las bases de
Grobner nos proporcionan un criterio para determinar si un sistema de ecuaciones po-
linémicas carece de soluciones en un cuerpo algebraicamente cerrado. En esta seccién
vamos a desarrollar otra herramienta que nos va a permitir dar soluciéon a la misma
cuestién. La idea subyacente es la siguiente: dado un ideal I C K[zy,...,z,], se puede
traducir la igualdad I = K[zy,...,z,] a la existencia de soluciones de un sistema de
ecuaciones lineales el cual podemos resolver de forma computacional.
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Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado. Sea I = (p1,...,p,) C K[zy,...,2,] un
ideal tal que la variedad afin asociada V' (I) es vacia. Por el teorema sabemos que
este hecho es equivalente a que I = K[zy,...,z,] y en particular V(I) = 0 si y solo si
1 € I. Por lo tanto existirdn polinomios 51, ..., 5, € K[z, ..., x,] tales que:

1= B
i=1

Definicién 2.3.1. En las condiciones anteriores diremos que 1 = >\, B;p; es un certi-
ficado de incompatibilidad de Nullstellensatz (o simplemente certificado de Nullstellen-
satz) de I.

Dados py,...,pr € K[zy,...,2,] diremos que 1 = >_7_, fip; es un certificado de incom-
patibilidad de Nullstellensatz para este conjunto de polinomios.

Llamamos grado de un certificado de Nullstellensatz 1 = 7, f;p; al méximo de los
grados de los polinomios fi, ..., 3.

Dado un ideal de polinomios I = (py,...,p,) C K[zy,...,x,] sobre un cuerpo al-
gebraicamente cerrado K, podemos tratar de probar que la variedad afin V(I) es vacia
buscando un certificado de incompatibilidad de Nullstellensatz. Para ello podemos su-
poner que los polinomios i, ..., 3, de este certificado sean de grado menor que k, para
k > 0 fijado. Imponiendo esta condicién conseguimos transformar el problema en la
resolucién de un sistema de ecuaciones lineales de la siguiente forma:

Sea m el méaximo de los grados de los polinomios py, ..., p,.. Podemos escribir los poli-
nomios [3; y p; de la siguiente manera:

Bi = Z Bsix’ , pi= Z Dryi”

6]<k [v[<m

donde S5, p,,; € K. Con esta notaciéon obtenemos que para cada ¢, 1 < ¢ < r, el producto
Bip; se escribe:

Bpi= Y (Bsipya)a®™

10]<k , [yl<m

Si imponemos que se satisfaga la condicién de que {f,..., 3.} sea un certificado de
Nullstellensatz para I obtenemos la siguiente expresion:

L= Bpi=>_| Y. Bupa)2®™| = D D Buipya| 2™
2
=1

i=1 | |8|<k, |y|[<m I5|<k , |y|<m Li=1
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Para cada par de indices (6, ) con |§] > 00 |y| > 0 se tiene que el coeficiente del monomio
2977 del polinomio constante 1 es nulo. El término constante de la combinacién lineal
22:1 Bip; debe ser 1. Estas dos condiciones se corresponden con el siguiente sistema de
ecuaciones lineales:

22:1 /BO,ipo,i =1,
(2.3)

Z&ﬂ:a [2221 Bs.ipv.i] = 0 si |a] > 0.

Se trata de un sistema de ecuaciones lineales con una incégnita por cada par (,7) para
d con |§] < ky1l<i<ryconunaecuacién por cada a con |a| < k+ m. Una solucién
de este sistema se corresponde con un certificado de Nullstellensatz de I de grado menor
que k. Podemos deducir que existe un certificado de incompatibilidad de Nullstellensatz
para I de grado menor que k si y solo si el sistema [2.3| es compatible.

Se conocen cotas superiores para el grado maximo de un certificado de Nullstellen-
satz de un conjunto de polinomios py, ..., p, en relacion al tamano de estos polinomios.
Estas cotas son doblemente exponenciales respecto al maximo grado de los polinomios
y no se pueden mejorar pues existen casos en los que estas cotas se alcanzan.

Esta observacion permite establecer un método para determinar si existe alguna soluciéon
de un sistema de ecuaciones polindmicas o equivalentemente si la variedad afin asociada
al ideal generado por estos polinomios es vacia. Se considera un sistema de ecuaciones
como el siguiente:

p(z1,...,x,) =0
: (2.4)

po(@r,. . 2) = 0

donde py,...,p, € K|zy,...,z,]. Para determinar la existencia de soluciones de se
trata de buscar un certificado Nullstellensatz de estos polinomios. En primer lugar, se
fija un grado k£ > 0 que va ser el grado maximo de los polinomios [; que intervienen
en el certificado Nullstellensatz. Se comprueba si el sistema de ecuaciones descrito en
2.3| es compatible. En caso de ser compatible, se obtiene un certificado Nullstellensatz
que nos permite afirmar que no existe ninguna solucién del sistema de ecuaciones po-
linémicas. Si por le contrario, el sistema de ecuaciones es incompatible aumentamos el
grado maximo de los polinomios ; y repetimos el procedimiento con k+ 1. Si el sistema
de ecuaciones polinémicas no tiene ninguna solucién, existira un ky > 0 para el que el
sistema de ecuaciones lineales sea compatible. Ademés podemos asegurar que ko debe
ser menor que una cierta cota M que depende de los grados de py,...,p,. En el caso de
que se obtengan sistemas lineales incompatibles para cada k < M se pude asegurar que
existe alguna solucién del sistema de ecuaciones polindmicas.

Podemos observar que el tamano de los sistemas lineales crecen rdpidamente si se
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aumenta el grado maximo k de los polinomios ;. Esto sumado al hecho de que las cotas
superiores para el grado del certificado son elevadas, indica que el uso de los certificados
de Nullstellensatz para probar la existencia de soluciones de ecuaciones polinémicas no
es adecuado en general por su elevado coste computacional. Sin embargo, para determi-
nados sistemas de ecuaciones con una estructura caracteristica resultan ser competitivos
y pueden ser empleados. Esto es precisamente lo que sucede en el problema de coloraciéon
de grafos como veremos en el siguiente capitulo.

2.3.1. Ideas para mejorar el rendimiento

En esta seccién se presentan tres ideas que permiten optimizar la eficacia del uso de
certificados de incompatibilidad de Nullstellensatz para probar la ausencia de soluciones
de un sistema de ecuaciones polinémicas:

= Bajo ciertas condiciones es posible prescindir de la condicion de que el cuerpo K
sobre el que se trabaja sea algebraicamente cerrado. Esto permite implementar los
calculos de forma mas réapida y eficiente sobre algunos cuerpos especificos como se
verd en el capitulo [3

Proposiciéon 2.3.1. Sea K un cuerpo no necesariamente algebraicamente cerra-
do. Sea K las clausura algebraica de K. Sean py,...,p, € Klxy,...,rg], enton-
ces existe un certificado de Nullstellensatz 1 = ., Bipi para py,...,p, donde
Bi € Klay,...,x,] si y solo si existe un certificado Nullstellensatz 1 = S Bipi
para py,...,p, donde Bi € Klxy, ..., z,].

Demostracion. Evidentemente si 1 = Y\, Bip; _es un certificado de Nullstellen-
satz para pi,...,p, donde ] € Klzy,...,x,] C K[zy,...,2,] tomando 8; = ] se
concluye.

Suponemos ahora que existe un certificado de Nullstellensatz 1 = >"7_, f;p; para
p1,...,p, donde B; € Klay,...,,]. Entonces podemos encontrar tal certificado
como solucion del sistema de ecuaciones que sera compatible para cierto k£ > 0.
Dado que los coeficientes de los polinomios p; estan en K, los coeficientes de este
sistema de ecuaciones también estan en K. Para resolver este sistema se llevan a
cabo operaciones en K sobre los coeficientes lo que permite obtener una solucién
con coeficientes en K. Esta solucion se corresponde con un certificado Nullstellen-
satz 1 =), fip; donde cada polinomio f] € Klzy, ..., z,].

]

» Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado. Decimos que g € K[zy,...,x,] es re-
dundante para un ideal I = (py,...,p,) de K[zy,...,z,] si se anula en la variedad
V(I). En este caso también decimos que g es un polinomio redundante para los
polinomios py,...,p,. En virtud del Nullstellensatz se tiene que g es redundante
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para py,...,p, sisatisface que g € I(V(I)) = V1.

La igualdad I = K[xy,...,x,] es equivalente a que I + (g) = K[z1,...,z,]: evi-

dentemente si I = K[zy,...,z,] entonces I + (g) = Klzy,...,x,]. Reciproca-
mente, si I + (g) = Klzy,...,z,] entonces VI = Klzy,...,x,] y por lo tanto
I = Klzy,...,z,]. De este hecho se deduce que existe un certificado de incompa-

tibilidad de Nullstellensatz de I si y solo si existe un certificado de Nullstellensatz
para los polinomios py,...,pr, g.

Observacion 10. Podemos aprovechar este hecho para optimizar el uso de certifi-
cados de incompatibilidad de Nullstellensatz para probar que la variedad V(1) es
vacia: tomando polinomios redundantes ¢y, ... g5 para los polinomios py,...,p,, €s
posible que el orden minimo de un certificado de Nullstellensatz de los polinomios
D1y« Pry 1, - - - » §s S€a menor que el orden minimo de certificado de Nullstellensatz
para los polinomios p1, ..., p,. En esta situacién se deben resolver menos sistemas
lineales para obtener tal certificado; sin embargo, el tamano de estos sistemas sera
mayor.

Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado. Sean I = (py,...,p,) C K[zq,...,2,] ¥y
¢ un polinomio tal que V(I + (g)) = 0. Es posible utilizar el corolario para
determinar si I es igual a K[z1, ..., x,] probando si g € I. De esta forma, se puede
modificar la definicién para explotar este hecho.

Definicién 2.3.2. En las condiciones anteriores decimos que
T
9= Z Bipi
i=1

es un certificado de incompatibilidad de Nullstellensatz alternativo (o simplemente
certificado de Nullstellensatz alternativo) de I .

Llamamos grado de un certificado de Nullstellensatz alternativo g = >, Bip; al
maximo de los grados de los polinomios f, ..., 3,.

Observacion 11. Es posible utilizar emplear los certificado de Nullstellensatz alter-
nativos de un ideal I C Kz, ..., z,| para probar que la variedad afin V(1) es vacia.
Basta adaptar el procedimiento que hemos desarrollado para la bisqueda de un
certificado de Nullstellensatz de I: se trata de buscar una expresion g = > ., Bip;
para ciertos polinomios 3; de grado k& > 0 fijado. Esta condicién se traduce en un
sistema de ecuaciones lineales similar a [2.3. De hecho, este sistema solo difiere de
[2.3] en el término independiente que depende del polinomio g.

Emplear los certificados de Nullstellensatz alternativos en vez de los los certifica-
dos de Nullstellensatz usuales para probar que la variedad V(1) es vacia puede ser
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ventajoso. Puede darse el caso de que el orden minimo del certificado de Nulls-
tellensatz alternativo necesario sea menor que el orden minimo del certificado de
Nullstellensatz estandar.

48



Capitulo 3

Ideales de coloracion

Durante este capitulo denotaremos por G a un grafo simple y finito y trabajaremos
sobre un cuerpo K algebraicamente cerrado cuya caracteristica no divida a k£ > 1 que
fijamos.

3.1. Criterios de k-coloreabilidad

En esta seccion vamos a abordar la forma de asociar coloraciones de un grafo a puntos
de una variedad afin, y detallaremos la forma de emplear las herramientas introducidas
en el capitulo anterior para discutir la coloreabilidad de un grafo.

Definicién 3.1.1. Sea G un grafo. Se define el siguiente polinomio de K[z, ..., z,):
fo= ] (@i—=)
i<j
(1.5)EA(G)

Se dice que fg es el polinomio del grafo G.

Observacion 12. Dado un grafo GG se tiene que el polinomio fg es libre de cuadrados por
ser G un grafo simple y por lo tanto el ideal ( f¢) es radical (véase [, Chap. 4.2, Def. 10]).

Para estudiar las k-coloraciones de un grafo GG de n vértices podemos estudiar las
k-coloraciones de la forma p : V(G) — C donde C' C K es un conjunto de k ele-
mentos. Entonces la k-coloracion queda determinada de forma univoca por el punto
a=(p(l),...,p(n)) € C™ C A}.

Notacién 3.1.1. En esta situacion denotaremos por p, a la k-coloracion asociada al
punto a = (a1, ...,a,) € C™. Es decir p,(i) = a;.
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Proposicién 3.1.1. Sea G un grafo y sea fg el polinomio de G. Sea C' C K un conjun-
to de k elementos y p, : V(G) — C una k-coloracion de G asociada al punto a € A}.
Entonces p, es una k-coloracion propia de G si y solo sia ¢ V(fq).

Demostracion. Si a € V(fg) se tiene que fg(a) = H (a; — aj) = 0. Existe un

i<y, (1,5)€A(G)
par de vértices i, j € V(G) tales que (7,7) € A(G) y a; = aj, por lo tanto la p, es una
coloracién impropia.

Reciprocamente, si p, es una coloraciéon impropia, entonces existe un par de vértices
adyacentes 7, j tales que a; = p,(i) = p.(j) = a;. Por lo tanto,

falw= ] (ai—a;) =0

i<j, (i) €A(G)

y en consecuencia a € V(fg).

m
Definicién 3.1.2. Sea 1 < k. Denotamos por H, ; al conjunto de todos los grafos de
vértices {1,...,n} con un subgrafo completo de k + 1 vértices y el resto de los vértices
aislados.

Podemos observar que ninguno de los grafos pertenecientes a H,,j es k-coloreable,
puesto que en caso de existir una k-coloraciéon p de H € H,, i, se tendria una k-coloracién
inducida en el subgrafo completo de k + 1 vértices H. Tal coloracién de H no puede
existir pues todos sus vértices son adyacentes y hay k + 1 de ellos.

Definicién 3.1.3. Sea GG un grafo de n vértices y sea k > 1. Sea K un cuerpo algebrai-
camente cerrado cuya caracteristica no divida a k. Se definen los siguientes ideales de
polinomios, llamados ideales de coloraciéon de G:

1 L= (zh—1:ieV(Q))
2. Igp=(aF—1: i e V(G)+ (X ol : (4,5) € A(G))
3. Jn,k = <fH c He Hn,k>

Notamos que en el caso de que k > n se tiene que H,, = 0. En esta situacién se toma
Jnr = 0.

Notaciéon 3.1.2. Sea k > 1. Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado cuya carac-
teristica no divida a k. Denotaremos por Ry al conjunto de las raices k-ésimas de la
unidad en K. Notamos que el hecho de que K un cuerpo algebraicamente cerrado y su
caracteristica no divida a k implica que existen k raices de la unidad, Ry = {wr, ... ,wk}.
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Proposicién 3.1.2. Sea G un grafo de n vértices y sea k > 1. Sea K un cuerpo alge-
braicamente cerrado cuya caracteristica no divida a k. Entonces los ideales Iy, Iny €
Loy + (fa) son cero dimensionales y radicales.

Demostracion. Veamos en primer lugar que estos ideales son cero dimensionales. No-
tamos que I,y C Igr V Inx C Ik + (fe). Por la proposicién se tiene que
V(Igr) C V(Luk) y V(I + (fa)) € V(Ink), por lo tanto solo es necesario probar
que V(1) es finito. Se tiene a € V(1) si y solo si cada componente de a es una raiz
k-ésima de la unidad. Luego V (I, %) = (Rx)" es un conjunto de k™ elementos.

Dado que Igk, Ing € Ink + (fc) son ideales cero dimensionales, podemos aplicar la
proposicion Para 1 < i < n el polinomio z¥ — 1 pertenece a cada uno de los ideales
y dado que este polinomio es libre de cuadrados en la variable 7 se deduce que I, I
e I.x + (fa) son radicales.

m

Podemos dar una interpretacion de estos ideales, en relacion a las variedades afines
asociadas. Para ello vamos a hacer uso del siguiente lema.

Lema 3.1.1. Sea kK > 1 y sea K un cuerpo cuya caracteristica no diwida a k. Sean

x y € K no nulos. Entonces se tiene que Zz 0 o Yyl =0 siy solo si v # vy y ademds
k= qF.

Demostracion. Supongamos que ¢ # yy 2k = y’“. Se tiene la siguiente igualdad:
(zF — %) = (1) 2 (z — y). Dado que z* = y*, el término de la izquierda

de la 1gualdad es nulo. Del hecho que z — y # 0 se deduce que Y1) 2k Yyt = 0.

Rec1procamente supongamos que x = y, entonces se obtiene la siguiente expresion

SO kit = S kel — gkl 2L () puesto que @ # 0.
Supongamos ahora que z¥ # y*. Si se tuv1ese que Zz 0 !kl 1yl = 0 se obtendria una
contradiccion ya que 0 =0 - (z —y) = (X1 ¥y (x — y) = 2% — ¢y # 0.

]

Proposicién 3.1.3. Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado cuya caracteristica no
divida a k. Entonces:

1. Los puntos de la variedad afin V(I,;) C Ag estdn en correspondencia biyectiva
con las k-coloraciones del grafo G.

2. Los puntos de la variedad afin V(Igr) C AR estdn en correspondencia biyectiva
con las k-coloraciones propias del grafo G.

3. Los puntos de la variedad afin V(I + (fa)) C Ak estdn en correspondencia
biyectiva con las k-coloraciones impropias del grafo G.
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Demostracion. 1. Sea a = (ay,...,a,) un punto de la variedad afin V (I, ;) C Ag. Se
tiene que para cada i, 1 < i < n, a¥ — 1 = 0, es decir cada a; es una raiz de la
unidad, de las cuales hay exactamente k. Por lo tanto la aplicacién p, : V(G) — Ry
dada por p,(i7) = a; es una k-coloracién de G.

Dada una k-coloracién de G. Se puede ver como una aplicacién p : V(G) —
Ry. Entonces podemos asociar de forma univoca esta coloracion el punto a =

(p(1),...,p(n)) que pertenece a V(I ).

2. En primer lugar podemos observar que I, C Ig, lo que implica que V (Igx) C
V(I,x) por . De esta forma cada punto a = (ay,...,a,) de la variedad afin
V(Ick) corresponde a una k-coloracién de G, p, : V(G) — Ry. Veamos que es-
ta coloracion es propia. Sean ¢, € V(g) tales que (i,5) € A(G). El polinomio
Zl 0 :L‘k =gl x; pertenece al ideal I, por lo tanto este polinomio se anula en a; es

decir, 1 o ak tal = 0. Porel lemadedu(:lmos que po(i) = a; # a; = pa(J)-

Si tomamos una k-coloracién propia p : V(G) — Ry de G, le podemos asociar
univocamente un punto a=(ay,...,a,) € V(I,y). Falta probar que a € V(Igx);
es decir, que S0 gkt al = 0 para cada (1,7) € A(G). Por el lema el lema|3.1.1}
esta afirmacién es equlvalente a que a; # a; si (4,7) € A(G), que se satisface por-
que p es propia.

3. Se tiene que V(I,x + (fe)) = V(I.x) N V(fe) por la proposicién 2.1.3] Sea
a € V(l,r+ (fa)). Notamos que a se corresponde con una k-coloracién p, puesto
que a € V(I,x). Se tiene que p, es impropia puesto que a € V(fg).

Sea p : V(G) — Ry, una k-coloracién impropia de G asociada al punto a € V (1, ).
Por ser impropia se tiene que a € V(fg) y por lo tanto a € V(I %) N V(f(;) =

V(L +(fa))-
O

Corolario 3.1.1. Sea G un grafo de orden n y sea fo € Klxy,...,x,] el polinomio de
G. Entonces L, : (fa) = I k.

Demostracion. Se consideran las siguientes variedades: Wy = V(L,x) y Wa = V({(fa))-
Por la proposicion [3.1.3, sabemos que los puntos de la variedad W, estan en correspon-
dencia con las k-coloraciones no necesariamente propias de G. Por otro lado, se tiene
que si a € Wy entonces la k-coloracion de G, p,, es impropia por la proposicion |3.1.1]
En consecuencia Wy \ Wy = V(I¢,,). Aplicando la proposicién [2.1.6] y notando que I¢,
L.k y (fc) son radicales se tiene que:

ki {fa) = I(Wh) - I(Wa) = I(Wh \ Wa) = I(V(Igk)) = Lok
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en virtud del Nullstellensatz.
O]

Observacion 13. Sea G un grafo de orden n. El hecho de que el ideal I es cero
dimensional radical como se ha demostrado en la proposicién3.1.2| implica que

dimK(K[ZL‘h ce ,l’n]/fc,k) = |V(IG,k)|

Entonces una consecuencia de la proposicién [3.1.3] es que el niimero de k-coloraciones
propias del grafo G coincide con dimg (Kxy, ..., 2,]/Ig k). Podemos emplear este resul-
tado para obtener el niimero de k-coloraciones propias de un grafo dado.

La proposicién también permite obtener todas las k-coloraciones propias de G:
en virtud de la proposicion , se tiene que podemos obtener los puntos de V(I )
calculando para ello G la base de Grobner reducida para el orden lexicografico del ideal
Ik, que serd de la forma para casi cualquier cambio de variables lineal. A partir
de G, se calculan los puntos de la variedad V(g ) que corresponden biunivocamente a
cada una de las k-coloraciones propias de G.

Teorema 3.1.2. Dado un grafo G de n vértices, se tiene que fg € Jn i sty solo si G
no es k-coloreable.

Demostracion. Definimos el ideal de polinomios

Jok = (f €K[z1,...,20] 0 f(p(1),...,p(n)) =0 Vp:{1,...,n} = CCK, |C|=k).

Sea G un grafo de n vértices. Entonces GG no es k-coloreable si y solo si fg € jnk Su-
pongamos que fg € jnk yseap:{l,...,n} — C es una k-coloracién de G. Se tiene que
fa(p(1),...,p(n)) = 0 por definicién de Jmk lo que implica que p es impropia. Supon-
gamos que G no es k-coloreable, entonces dada un k-coloracién p: {1,...,n} - C CK
se tiene que p es impropia y por lo tanto f(p(1),...,p(n)) = 0 por la proposicién [3.1.1]

Vamos a ver que J, = jmk; Sea H € H,j. Claramente podemos ver que H no es
k-coloreable por lo que fg € J, 1. Dado que los polinomios de la forma fx con H € H,,
generan el ideal J, ; se deduce que J, ; C Jy, .

Para probar la otra contenciéon vamos a razonar por induccion sobre el niimero de varia-
bles n. Evidentemente para n = 1 se da la igualdad de estos ideales pues ambos son 0.
Sea f € jn,k conn > 1. Dado un conjunto S C {1,...,n—1} se define el polinomio fg el
cual es el resultado de sustituir cada variable x; con ¢ € S por la variable x,,. Tomando
S = () obtenemos fg = f. Podemos observar que fg € jnk para cada conjunto S. En
particular, dado que fs es un polinomio en n — |S| variables se tiene que si S es no vacio
fs € jn,|5|,k = Ju—|s),k por hipétesis de induccién. Ademas J,, x C Jyp si m < n, por lo
que en este caso se tiene que fg € J, .
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Definimos el siguiente polinomio:

=D (=1)"fs

S

Este polinomio es combinacion lineal de polinomios de jnk por lo que g € jnk

Dado un indice 1 < i < n — 1 se tiene que si se sustituye en el polinomio g la variable
x; por la variable z,, se obtiene el polinomio nulo; es decir, g es multiplo de (z; — z,,).
Podemos ver este hecho desarrollando la expresion de g:

S
9(9U17--'7$i—1,$n>$i+1,---7$n) = g (—1)‘ Ifs(ﬂﬁh--«,xi—1,$n7$z‘+1,---,$n) =
S
E : S § S
= I |f5 Il,...,Ii_1,$i,Ii+1,..., —|— ‘ ‘fs Il,...,$i_1,xn,$i+1,...,l’n) =
€S ¢S
§ ||fS +§ HfSU{}xlw"Jx)
€S ¢S

Cuando S recorre el conjunto de subconjuntos que no contienen a i, S’ = SU{i} recorre
el conjunto de subconjuntos que contienen a ¢. Esto justifica la siguiente igualdad que
prueba justamente lo que se habia afirmado:

S DS (w4 3D feup (s ) =

€S ¢S
= S DS e, = S D ) = 0
i€S €S’

Atendiendo a este hecho, g puede ser escrito de la siguiente forma:

g= (1 —xp) - (x1—2,) - h

donde h € K[zy,...,x,]. Sea C C K un conjunto de k elementos y sea una aplicacién
p:{1,...,n} — C tal que la imagen del subconjunto {1,...,n—1} tenga cardinal k —1

p(i) # p(n) para cada i < n. Entonces se tiene que h(p(1),...,p(n —1),p(n)) =0
puesto que g(p(1),...,p(n —1),p(n)) = 0 y ninguno de los factores (p(i) — p(n)) es
0. Este hecho implica que dados un conjunto C' C K de k — 1 elementos, a € K\ C
y una aplicacién p : {1,...,n — 1} — C se tiene que h(p(1),...,p(n —1),a) = 0. En
particular desarrollando el polinomio h en potencias de x,, se tiene que cada coeficiente
de xﬁl~pertenece a jn,Lk,l; es decir, h € jn,lyk,l[a;n]. Por hipotesis de induccion se tiene
que Jy—1 k-1 = Jn_1,-1 Yy pOr tanto h € J,_q p_1[xy].

De este hecho se deduce que para cada coeficiente de ¢, en h, h; € K|zy,...,z, 1],
existen grafos de n — 1 vértices HY, ..., Hf%_ € Ho1k,1 Y froooos fn, € Klog, ..o 2]
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tales que h; = > ", fllei. Entonces cada polinomio (27 — x,) - (Xp—1 — =) “Pui es
miuiltiplo del polinomio de un cierto grafo de H,, ; y por tanto pertenece a .J, ;. Se puede
observar este hecho notando que si H ! es el subgrafo de H] completo de k — 1 vértices,
el grafo de n vértices Hj en el cual el vértice n-ésimo es adyacente a todos los vértices
de H} satisface lo siguiente: H} tiene n vértices, los cuales son todos aislados salvo los
vértices correspondientes a H, Iy el vértice n-ésimo. Estos tltimos son adyacentes entre
si por lo que se deduce que Hj € H,, 1. Por construccion se tiene que el polinomio del
grafo Hj divide al producto (z; — 2,) -+ (Tp_1 — Zn) D

Se deduce que g € J,; por ser combinacién lineal de polinomios en J, 5 y por lo tanto
f=fi=9— 257&@(—1)‘5‘]“5 € Jy i por ser combinacién lineal de elementos de J,, k.

]

Teorema 3.1.3. Sea G un grafo. Sea k > 1 y sea K un cuerpo algebraicamente cerrado
cuya caracteristica no divida a k. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. G no es k-coloreable.
2. 1€ lg.

3. dimg(K[zy, ..., z,)/Ick) = 0.
4. fa € L.

5. fa € Jnk.

Demostracion. 1 < 2. En la proposicién hemos probado que el conjunto de co-
loraciones propias de GG se corresponde biunivocamente con los puntos de la variedad
V(Ig). Por lo tanto, si G no es k-coloreable si y solo si tiene que V(Ig ) es vacia. Por
el Nullstellensatz esto ocurre si y solo si Ig g = K[z1,...,2,); es decir, si 1 € Ig .

2 3. 1€ gy siysolosi Igy, =Kz, ..., z,] lo que es equivalente a que
K[Il, ce ;xn]/]G,k =0.

1 & 4. El grafo G no es k-coloreable si y solo si todas las k-coloraciones de G son
impropias. Es decir, G no es coloreable si y solo si V(I,,x) = V(1,1 + (fg)). Dado que
tanto I, como I, + (fg) son ideales radicales por la proposicién , se tiene que
V(Ing) =V(Iuk + (fa)) es equivalente a que I, = I, + (fa); es decir, es equivalente
aque fg € L.

1 < 5. Lo hemos probado en el teorema|3.1.2]

]

Proposicion 3.1.4. El conjunto {xf— 1 : 1<i<n} esunabase de Gribner universal
del ideal I, .
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Demostracion. Aplicamos el criterio dado en la proposicién [2.2.2] Para ello calculamos
el minimo comin mltiplo de los monomios LM (z} —1) y LM (2 — 1) para cada par de
indices ¢ # j: Fijamos un orden monomial < arbitrario. Para este orden se debe cumplir
LT(xf — 1) =z} y LT(z} — 1) = 2% en virtud de la proposicién . Por lo tanto se
tiene que L = mem(LM (xf — 1), LM (z% — 1)) = aFah = LM (2} —1) - LM (2% —1). De
esta forma se concluye que {zF —1 : 1 <1i < n} es una base de Grobner del ideal I,
para <.

O

Teorema 3.1.4. El conjunto {fy : H € H,x} es una base de Grébner universal del
ideal J, .

Demostracion. La demostracién de este teorema se encuentra en [12, Thm. 1.1].

]

De esta forma obtenemos 4 criterios para probar si un grafo GG de orden n es k-
coloreable a partir del teorema |3.1.3}

= Empleando la segunda condicion del teoremal3.1.3[equivalente a lo no k-coloreabilidad
de G. Se tiene que 1 € Iy siy solo si Igy = Klzy,. .., z,] lo que equivale a que
V(Igr) = 0. Entonces por la proposicion [2.2.9| esto es equivalente a que la base
de Grobner reducida de I sea {1} para cualquier orden monomial.

Alternativamente, se puede buscar un certificado de incompatibilidad de Nullste-
llensatz para el ideal I ;. En el caso de que exista tal certificado se tiene que G no
es k-coloreable. Si por el contrario, no existe ningin certificado de Nullstellensatz
para I se deduce que G es k-coloreable.

» Se puede calcular la dimensién del espacio vectorial K[z, ..., z,]/Ig, y compro-
bar si esta es 0. En caso de que dimg(K[z1,...,z,]/Icr) = d > 0, se deduce que
G es k-coloreable y el nimero de k-colaciones propias de G es d.

» La cuarta afirmacién equivalente a la no k-coloreabilidad de G, se puede compro-
bar de la siguiente manera: se fija un orden monomial cualquiera y se aplica el
algoritmo de divisién para dividir fg entre el conjunto {z¥ —1 : 1 <i < n}. La
proposicion asegura que este conjunto en una base de Grobner del ideal I, g,
para el orden monomial fijado y por lo tanto fg € I, si y solo si el resto de la
divisién es 0 en virtud del corolario [2.2.2]

= De igual manera, fijado un orden monomial, se puede comprobar si el polinomio
fc pertenece al ideal J,, , aplicando algoritmo de divisién para dividir fg entre el
conjunto {fg : H € H,x}. Este conjunto es una base de Grébner para el orden
monomial fijado por el teorema y por lo tanto fg € J,x siy solo si el resto
de la divisién es 0 en virtud del corolario 2.2.2]
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Figura 3.1: grafo de Goldner-Harary

Ejemplo 4. Vamos a emplear el primer criterio expuesto para probar que el nimero
cromatico del grafo de Goldner-Harary es 4. Este grafo, que denotaremos por G, es el
que aparece en la figura Se trata de un grafo de orden 11 que tiene 27 aristas. Po-
demos observar que existen cliques de tamano 4 por lo tanto deducimos que x(G) > 4
como hemos probado. Vamos a probar que la base de Grobner reducida del ideal I 4 pa-
ra el orden lexicogréfico inverso graduado es distinta de {1} lo que nos permitira afirmar
que G es 4-coloreable y en consecuencia x(G) = 4. Para ello, utilizamos el sistema de
algebra computacional SINGULAR el cual nos permite realizar estos calculos trabajando
en el anillo C[zy, ..., x11] con este orden monomial especificado con dp. El comando std
calcula la base de Grobner reducida que necesitamos:

> ring r=complex,(x(1..11)),dp;

> poly 1,£2,£3,£4,15,£6,7,18,9,£10,f11;

> fl1=x(1)"4-1; £2=x(2) "4-1; f1=x(3) "4-1; f4=x(4) "4-1; H=x(5) "4-1; f6=x(6) "4-1; {7=x(7) "4-1; £8=x(8) "4-
1; f9=x(9)"4-1; f10=x(10)"4-1; f11=x(11)"4-1;

> poly f1,£2.3,f4,£5,£6.£7,£8,£9.£10,£11,h12,h13,h14,h15,h16,h17,h18,h19.h26,h27,h37,h38,h48,h49,h56,h59,
h67,h69,h610,h78,h79,h710,h711,h89,h811,h910,h911;

> h12=x(1)"3+x(1)"2*x(2)+x(1)*x(2)"24+x(2)"3; h13=x(1)"3+x(1)"2*x(3)+x(1)*x(3)"2+x(3)"3;
h14=x(1)"34x(1)"2*x(4)+x(1)*x(4)"24x(4)"3; h15=x(1)"3+x(1)"2*x(5)+x(1)*x(5)"2+x(5)"3;
h16=x(1)"3+x(1)"2%x(6)+x(1)*x(6)"2-+x(6)"3; h17=x(1)"3+x(1)"2%x(7)+x(1)*x(7)"2+x(7)"3;
h18=x(1)"3+4x(1)"2*x(8)+x(1)*x(8)"24+x(8)"3; h19=x(1)"3+x(1)"2*x(9)+x(1)*x(9)"2+x(9)"3;
h26=x(2)"34+x(2)"2*x(6)+x(2)*x(6)"2+x(6) "v3; h27=x(2)"3+x(2) " 2*x(7)+x(2)*x(7) "24+x(7)"3;
h37=x(3)"34+x(3) " 2*x(7)+x(3)*x(7) "2+x(7) "3; h38=x(3)"3+x(3) "2*x(8)+x(3)*x(8)"2+x(8)"3;
h48=x(4)"34+x(4)"2*x(8)+x(4)*x(8) "2+x(8) "3; h49=x(4)"3+x(4) "2*x(9)+x(4)*x(9)"2+x(9)"3;
h59=x(5)"34+x(5) "2*x(9)+x(5)*x(9) "24+x(9)"3; h56=x(5)"3+x(5)"2*x(6)+x(5)*x(6) " 2+x(6)"3;
h67=x(6)"34x(6) " 2*x(7)+x(6)*x(7)"24+x(7)"3; h69=x(6)"3+x(6)"2*x(9)+x(6)*x(9) "2+x(9)"3;
h610=x(6)"34+x(6)"2*x(10)+x(6)*x(10)"2+x(10)"3; h78=x(7)"3+x(7) "2*x(8)+x(7)*x(8)"2+x(8)"3;
h79=x(7)"34+x(7)"2*x(9)+x(7)*x(9) "2+x(9) "3; h710=x(7)"3+x(7)"2*x(10)+x(7)*x(10)"2+x(10)"3;
h711=x(7)"34x(7)"2*x(11)+x(7)*x(11)"2+x(11) "3; h89=x(8)"3+x(8) "2*x(9)+x(8)*x(9) "2+x(9)"3;
h811=x(8)"3+x(8)" 2*x(11)-+x(8)*x(11)"2+x(11)"3; h910=x(9) " 3+x(9) " 2*x(10)+x(9)*x(10)"2-+x(10)"3;
h911=x(9)"3+x(9)" 2*x(11)+x(9)*x(11)"2+x(11)"3;

> ideal I=f1f2,£3,f4,£5,6.£7.£8,£9,10,£11,h12,h13,h14,h15,h16,h17,h18,h19,h26,h27,h37,h38,h48,h49,
h56,h59,h67,h69,h610,h78,h79,h710,h711,h89,h811,h910,h911;
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> std(I); [7]=x(2)-x(9)

_[1]=x(10)-x(11) _[8]=x(1)-x(11)

_[2]=x(7)+x(8)+x(9)+x(11) _[9]=x(8)"2+x(8)*x(9)+x(9) " 2+x(8)*x(11)+x(9)*
_[3]=x(6)-x(8) x(11)4x(11)"2

_[4]=x(5)+x(8)+x(9)+x(11) _[10]=x(9)"3+x(9) "2*x(11)+x(9)*x(11)"24x(11)"3
_[5]=x(4) +x(8)+x(9)+x(11) [11]=x(11)"4-1

-[6]=x(3)-x(9)

Claramente la base de Grobner reducida de I 4 es distinta de {1} y por lo tanto
x(G) = 4.

Ademas podemos calcular el nimero de 4-coloraciones propia de GG ya que coincide con
dimg (Klzy, ..., 2,]/Ick). El comando vdim nos proporciona esta dimensién:

> vdim(groebner(I));
24

En la figura [3.1] se muestra una de estas 4-coloraciones del grafo de Goldner-Harary.

3.1.1. 3-coloreabilidad

En esta seccion vamos a detallar el caso particular de la 3-coloreabilidad de un grafo
G de orden n. Hemos planteado varios métodos para dar solucién a esta cuestion em-
pleando para ello la técnica de las bases de Grobner y los certificados de incompatibilidad
de Nullstellensatz. Como hemos demostrado en [3.1.3] esto es equivalente a determinar si
el ideal I 3 es igual a K[zy, ..., 2, o no. Emplear las bases de Grobner para ello resulta
ser computacionalmente costoso cuando el grafo GG tiene un nimero elevado de vértices.
De hecho, si G es un grafo muy grande calcular la base de Grébner reducida del ideal
I3 puede llegar a ser inviable.

En [13] se ha estudiado la eficacia del uso de certificados de Nullstellensatz del ideal
I 3 para deducir que G no es 3-coloreable. Ademas, se estudia la aplicacién de las ideas
detalladas en las seccién [2.3.1] para este problema en particular y se observa que su uso
optimiza el rendimiento de esta herramienta. Se va describir como implementar estas
técnicas para probar la no 3-coloreabilidad de un grafo G:

= Dado que 2 no divide a k£ = 3 podemos trabajar sobre el cuerpo finito K = [Fy y bus-
car un certificado de Nullstellensatz de I 3 en al anillo de polinomios Fa[z1, . . ., ;).
Esto se puede llevar a cabo porque los polinomios que generan el ideal /53 per-
tenecen a Fy[xq, ..., x,]. Por lo tanto, en virtud de la proposicién se puede
asegurar que en caso de no existir ninguna 3-coloracion de G, debe existir un cer-
tificado de Nullstellensatz de Ig3 en Fa[zy,...,x,]. Trabajar en el cuerpo finito
[Fy proporciona grandes ventajas a nivel computacional e incluso puede llegar a
reducir el orden del certificado de Nullstellensatz resultante en comparacion con el
uso de otros cuerpos como Q.
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= Podemos adaptar la idea desarrollada en la observacion (10| al caso particular del
ideal I 3. Un polinomio g redundante de /g3 debe pertenecer a I3 porque es-
te es un ideal radical. Supongamos que existen tres vértices de G, i, j,1 € V(G),
tales que forman un triangulo en el grafo G; es decir, i, 7,l son adyacentes en-
tre si. Entonces el polinomio g = z7 + 27 + 27 es redundante para Iggs. Pa-
ra ver esto, tomamos a € V(lg3) y probamos que g se anula en a: los po-
linomios (x; — z;), (z; — @), (x; — ;) no se anulan en a y ademds se satisface
(x; — zj)(x; — z1)(x; — x1)g = 0, de lo que se deduce que g(a) = 0.

Hay evidencia de que para algunos grafos los cdlculos necesarios para obtener un
certificado de Nullstellensatz son mucho mas rapidos cuando se anaden polinomios
redundantes de este tipo. El problema es que no se puede asegurar que el orden
minimo de certificado de Nullstellensatz para I 3 decrezca siempre que se anadan
estos polinomios. Por lo tanto, se debe introducir un nimero no muy elevado de
polinomios redundantes de forma que se obtenga un balance entre el orden minimo
de certificado de Nullstellensatz para I3 y el tamano del sistema de ecuaciones
lineales que se debe resolver.

= Se puede poner en practica la tercera idea desarrollada en la seccion para
probar la no 3-coloreabilidad de G de la siguiente manera: se toma un polinomio
g que sea un monomio. De esta forma si un punto a se anula en g alguna de sus
componentes debe ser nula lo que indica que esta componente no puede ser una
raiz de la unidad y por lo tanto a ¢ V(Ig3). Entonces V(Ig3 + (g9)) = 0 lo que
indica que podemos llevar a cabo el procedimiento descrito en la observaciéon
usando el polinomio g dado.

Sabemos que el uso de certificados de Nullstellensatz no es aconsejable en general por
su elevado coste computacional. Sin embargo, a pesar de que la cota para el orden de
un certificado de Nullstellensatz es doble exponencial en el nimero de variables, se tiene
que en la mayoria de casos practicos que surgen de problemas combinatorios como el de
la k-coloracién de grafos la cota es mucho mds baja. En particular, en [13] se ha demos-
trado que el uso de los certificados de Nullstellensatz para probar la no 3-coloreabilidad
de un grafo resulta ser eficaz en comparacion con otros métodos entre los que se incluye
calcular la base de Grobner reducida de I 3. También se ha probado que el empleo de
certificados de Nullstellensatz para el probar la no 3-coloreabilidad de un grafo sigue
dando buenos resultados cuando se aplica a grafos de orden elevado. Ademas, en el caso
particular del estudio de la no 3-coloreabilidad de un grafo, se tiene que el orden minimo
del certificado de Nullstellensatz obtenido es normalmente 1.

3.2. Grafos unicamente coloreables

En el capitulo |1 hemos notado que dos k-coloraciones distintas p,p : V(G) — R
de un grafo GG pueden dar lugar a las mismas clases de coloracién. En esta situacion
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las k-coloraciones p y p aportan la misma informacion y diremos que son esencialmen-
te idénticas, por lo tanto consideraremos que dos k-coloraciones de G son distintas si
esto no ocurre. La cuestion a la que vamos a dar solucion en esta seccién es determi-
nar cuando un grafo G tiene una unica k-coloracién en el sentido que hemos especificado.

La proposicion permite trabajar con k-coloraciones de un grafo G' empleando
para ello como conjunto de colores Ry. Como hemos visto, este conjunto de colores nos
permite trasladar las nociones de k-coloraciéon de G propia e impropia al ambito del
algebra conmutativa. Este hecho justifica que consideremos este conjunto de colores pa-
ra hablar de una k-coloraciéon de G y nos permite emplear la siguiente notacion.

Notacién 3.2.1. Nos referiremos a una k-coloracion de G no necesariamente propia
como un punto a € V(I ) = (Ry)". Es decir, dado a € V (I, ), la k-coloracion a de G
designard la que habiamos denotado por p,. De igual forma hablaremos de los puntos de
V(Igx) para referirnos a las k-coloraciones propias de G.

Definicién 3.2.1. Sea GG un grafo y sea p una k-coloracion propia de G. Una k-coloracion
propia de G, p, se dice que es esencialmente idéntica a p si las clases de coloracion de
ambas coinciden; es decir, si p se obtiene de p permutando los colores. En esta situacién
se dice que p y p son esencialmente idénticas.

Diremos que un grafo G es tnicamente k-coloreable si dadas dos k-coloraciones de G
estas son esencialmente idénticas.

Observacion 14. Notamos que si p una k-coloracién propia de G, entonces cualquier
k-coloraciéon esencialmente idéntica a p debe ser propia. De igual forma, si p una k-
coloracion impropia, se tiene que cualquier k-coloracion esencialmente idéntica a p debe
ser impropia.

Definicién 3.2.2. Sea G un grafo y v € V(Ig ) una k-coloracién propia de G:

1. Denotamos por I'¢ ., al subconjunto de V' (/¢ ;) de las k-coloraciones esencialmente
idénticas a 7.

2. Elideal I, = I(I'¢,) se denomina ideal de coloracién de 7.

Se puede observar que I'¢, es una variedad afin contenida en V' (I, ) en virtud de
la proposicién Notamos que I es un ideal radical y ademds, dado que ', es
una variedad afin, V(Ig,) = I'¢, por m Entonces I, es un ideal cero dimensional
porque ', es una variedad finita. En efecto el nimero de elementos de I'¢, es menor
que el numero de permutaciones de las k colores. De manera precisa, si v emplea [ < k
colores, el numero de elementos de de I'g, es

<];)-l!:k-(k—l)---(k—l+1). (3.1)
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Esto es facil de ver notando que cada una de los puntos de I'g ., corresponde a una
asociacion de los [ colores a cada clase una de las [ clases de coloracién de . Hay (';)
formas distintas de seleccionar los [ colores de entre los k posibles, de lo que se concluye
que el nimero de elementos de de ' 5 es

Ademas, de la definicién del ideal I, se deduce que Igy C Ig,: se tiene que
Iey = 1(Tqy) v Ik = 1(V(Igk)) en virtud del Nullstellensatz por ser I radical.
También se tiene que ', C V(Ig ) por definicién, luego basta aplicar la proposiciéon
2.1.1) para concluir que I C Ig,.

Proposicién 3.2.1. () I, = Igy.

veV(a,k)

Demostracidn. De la definicién de I'¢, se deduce que ey, ) F'ey = V(). Por lo
tanto, dado que el ideal I, es radical por se deduce por que

N fon= () ICe)=I| | Tes|=1Vsw) = Iou

veV(Ig,k) veV(Ig,k) 7€V (g,k)

en virtud del Nullstellensatz.
O]

Definicién 3.2.3. Sea G un grafo. Sea U C V(G) un subconjunto de vértices y d > 0.
Se define el polinomio hf; como la suma de todos los monomios de grado d en las varia-

bles {x; : i € U}. Consideraremos h; =1y hf = 0.

Observacion 15. Tomandod =k -1y U = {z j} para dos pares de vértices adyacentes
i,7 € V(G) se obtiene el polinomio h'fl ]1} Zl 0 gt l , que es uno de los generadores
de IGJg.

Lema 3.2.1. Sea U un subconjunto de vértices de un grafo G y sea d > 0. Seani,5 € U.

d d+1 d+1
Entonces (x; — x;)h{; hU\{J} hU\{}

Demostracion. Dado un monomio m de grado d 4+ 1 en las variables {z} : k € U}

pueden darse dos casos:

= Caso 1: la variable z; interviene en el monomomio m. En este caso, existe un
monomio m de grado d en las variables {x; : k € U} tal que m = z;m. Por lo
tanto m aparece en la expresién de z;h.

» Caso 2: la variable z; no interviene en el monomomio m y por lo tanto m es uno
de los términos de h4tl .
U\{i}
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De esta forma se tiene que el polinomio h?]“ es igual a la suma z;h¢; + hdUJ{%Z.}. De forma

andloga se tiene que hi;™ = z,;h¢ + h%ﬂj}, de lo que se deduce que z;h¢; + h?f\%i} =

z;hd + h?;{%j} y por lo tanto se concluye (z; — z;)h{, = h‘éﬁj} — h?{%i}-

]

Notacién 3.2.2. Sea G un grafo y v € V(Ig ) una k-coloracion propia de G que emplea
I < k colores distintos. Llamaremos clase de color del vértice I € V(G) al conjunto de
vértices de G que tienen el mismo color que i; es decir, el conjunto de vértices de G cu-
ya imagen por p., es igual que p~(1). Denotaremos a la clase de color del vértice i por cl(1).

En esta situacion, sean {vy,...,u} C V(G) un conjunto de representantes de cada una
de las clases de color, de forma que para cada vértice j de G existe un unico ig, 1 < ig <1,
para el cual j pertenezca a la misma clase de color de vy,. Escribiremos v(j) = v, para
referirnos al representante de la clase de color del vértice j.

Proposiciéon 3.2.2. Sea v una k-coloracion propia de un grafo G de orden n que emplea
I <k colores distintos. Para cada i, 1 < i < n, se define el polinomio g; de la siguiente
manera:

xﬁl -1, 811 =
g;i = hlf;lfjvl}, si1=wv; para j # 1 (3.2)

Ti — Ty@i), €N 0lro caso

En esta situacion, los polinomios g; generan el ideal de coloracion I .. Ademds, G =
{91,..., 92} es una base de Grobner minimal del ideal 1., para cualquier orden mo-
nomial < que satisfaga T, < -+ < Ty, < Ty, Y Tou) < T; para cada vértice i €

V(G)\ {v1,...,u}.

Demostracion. Denotamos por I al ideal generado por los polinomios g, ... g,. En pri-
mer lugar, vamos a demostrar que I C Ig . Para ello, vamos a probar que cada polinomio
de I se anula en cada k-coloracion esencialmente idéntica a . Una vez demostrado esto,
el hecho de que I, = I(I'g,) implica la inclusiéon I C Ig .

Sea 0 = (d1,...,9,) € ', una k-coloracién esencialmente idéntica a . En primer lugar
se tiene que gy, (6) = 65 —1 =0 puesto que 6 € V(I,z).

Vamos a probar que para cada conjunto U C {vy,...,v;} con |[U| > 2 el polino-
mio hlfjﬂ_'U' se anula en §. En particular, este resultado implica que los polinomios
Guys - -+ Gy, Se anulan en §. Razonamos por induccién sobre |U]:

Si |U| = 2, se tiene que U = {uy, us} para ciertos vértices u;, us € {vy,...,v}. Entonces

se tiene que

(Guy = buy )Py (8) = By, (8) — Iy (8) = 6, = 6y, =1 =1=0
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por el lema y notando que § € V (I, ;). Dado que u; y us son dos representantes
de dos clases de coloracién distintas de la coloracién propia 9, se tiene que d,, # 0, ¥
por lo tanto se deduce que hf; *(5) = 0.

Sea U C {vy,...,v} con |U| > 2y sean uq, uy dos vértices distintos de U. Aplicando el
lema se tiene que
k-+1—|U kH1— U\ {u kb1 U\ {u
(Bur — 0170 = gt (5NN 6) — gt M6y =0 —0 =0

donde hﬁg{!f \{"2}‘(5) — pirlOMu2} por hipétesis de induccién. De nuevo, el hecho

U\u1}
de que u; y us son dos representantes de dos clases de coloracién distintas, implica que

(0w, — duy) # 0y por lo tanto h’éﬂ_wl(é) = 0.

Resta probar que el resto de generadores de I se anulan en . Estos polinomios son de
la forma x; — 2,(;) para un vértice i ¢ {vy,...,v;}. El vértice v(i) es un representante de
la clase de coloracion de i y al ser § esencialmente idéntica a v se tiene que los colores
de los vértices i y v(4) en la coloracién ¢ coinciden; es decir, §; = d,(;y lo que implica que
el polinomio ; — x,(;) se anula en 9.

Sea < un orden monomial que satisfaga z,, < -+ < x,, < Ty, ¥V Tyu) < x; para
cada vértice i € V(G) \ {v1,...,v}. Los términos principales de los polinomios g; son
los siguientes:

= Sii=wv, LT(gy,) = LT(xf — 1) = 2 por el corolario 2.2.1}

k=t
o h{'”jv---ﬂ}l} )
mios en los cuales intervienen variables z,, con ¢ mayor que j salvo en el monomio

xﬁj‘”j . Se tiene que x,, < r,; por hipétesis. En cada uno de lo monomios distintos

» En el caso i = v; para j # [, se tiene que g,, es unas suma de mono-

k—l+j . :
de x, 7 que aparecen en la expresion de g, el exponente de la variable z,, es

k—1+j

estrictamente menor que k — [ + j lo que permite deducir que LT(g,,) = Ty,

w Sii ¢ {vi,...,u}, i = x; — T, y dado que (i) < ; se tiene que LT (g;) = ;.

Podemos notar que los términos principales de los polinomios de G = {g1,...,g,} son
primos entre si dos a dos. Por la proposicién deducimos que G es una base de
Grobner. Ademés los coeficientes principales de los polinomios de G son todos 1 y nin-
guno de los términos principales de un polinomio de la base es divisible entre otro término
principal de otro polinomio de G. En consecuencia, G es una base de Grobner minimal.

Para cada i, 1 < i < n, se tiene que LT(g;) es un monomio en la variable z;, por lo
tanto en virtud del [2.2.11| se tiene que [ es un ideal cero dimensional; es decir, V(I) es
finito.

Este hecho nos permite asegurar que el K-espacio vectorial K(x® : x* ¢ (LT(I))) es
isomorfo a K[z1,...,2,]/] como hemos notado en la observacién [J} Atendiendo a esta
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observacién, deducimos que la dimensién de K(x® : x* ¢ (LT'(I))) es igual al producto
k-(k—1)---(k—141) dado G es una base de Grébner minimal de 1.

Entonces se tiene la siguiente cadena de desigualdades:

k-(k—=1)---(k=1+1)=1Tq,l
= [V({a,)]
< V(D)
< dimg (K[xq, ..., z,]/1)
= dimg (K(x*: x* ¢ (LT(I))))
=k-(k—1)---(k—1+41)

Por lo tanto, las desigualdades son igualdades de lo que se deduce que V(Ig.) = V(I).
Se tienen que |V(I)| =k -(k—1)---(k—1+1) = dimg(K[zy, ..., z,]|/I) por lo que el
ideal I es radical por la proposicién 2.2.7] Entonces se da la igualdad

I=1(V(I)) = 1(V(Igy)) = Loy

tras aplicar el Nullstellensatz notando que tanto I como I, son ideales radicales.

]

Lema 3.2.2. Sea G un grafo de orden n k-coloreable con k < n. Entonces existe una
k-coloracion de G que emplea k colores distintos.

Demostracion. Sea v € V(I ) una k-coloracién propia de G' que usa | < k colores. Si
[ = k, 7y es la coloracion buscada. En el caso de que [ < k se tiene que | < n y por lo tanto
deben existir dos vértices distintos que tienen el mismo color. Podemos colorear uno de
los vértices con un color que no haya sido utilizado y obteniendo como resultado una
k-coloraciéon propia de G que emplea [ 4+ 1 colores. Podemos repetir este procedimiento
hasta obtener una k-coloracién propia de G que utilice los k colores.

m

Teorema 3.2.3 (Caracterizacién de grafos inicamente coloreables). Sea G un grafo de
orden n y sea v € V(Igx) una k-coloracion propia de G. Sean gy, . .. g, definidos como
en|3.2 para ciertos representantes, vy, ...,v;, de las clases de coloracion de . Entonces
son equivalentes las siguientes afirmaciones:

1. G es unicamente k-coloreable.
2. dme (K[]Zl, . ,ZEn]/IG’k) = k!.
3. Los polinomios g, ... g, pertenecen a Ig .

4. Los polinomios g1, ... g, generan Ig .
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5. fa € Lng : (g1y- - Gn)-

Demostracion. 1 = 2. Supongamos que G es unicamente k-coloreable. Entonces por el
lema se tiene que existe una k-coloracién propia de G, v € V(Ig ), que usa todos
los k colores. Por ser GG inicamente k-coloreable se deduce que toda k-coloraciéon propia
de G debe ser esencialmente idéntica a v. Es decir, V(Ig ;) = I'c, que tiene k! elementos.
Entonces, dimg (K[z1,...,2,]/Icr) = V(Igr) = k! puesto que Igy es un ideal radical
cero dimensional como se ha probado en [3.1.2]

1 < 2. Reciprocamente, si dimg (K[z1,...,2,]/Icx) = k! se tiene que existe al menos
una k-coloracion propia en virtud del teorema(3.1.3| Por el lema|3.2.2| podemos asegurar
que existe una k-coloracion propia v € V(I ) que usa los k colores. Entonces I'¢,, tiene
k! elementos al igual que V(I ). Por lo tanto se tiene la igualdad V(Ig ) = I'g; esto
es, toda k-coloracion propia de GG es esencialmente idéntica a v. En consecuencia G es
unicamente k-coloreable.

1 = 3. Supongamos que G es Unicamente k-coloreable, entonces podemos deducir que
toda k-coloracion propia es esencialmente idéntica a . Ademas podemos asegurar que 7y
emplea k colores por el lema [3.2.2| Por la proposicion [3.2.2se deduce que los polinomios
g1, ... gn generan el ideal I .. Sea v otra k-coloracién propia de G, se tiene que v es
esencialmente idéntica a v y por lo tanto el I'¢ , = I'¢ 4 v entonces el ideal I, es igual
a Ig . Este hecho implica que Ig ) = ﬂer(IG’k) I, = I~ por la proposiciéon m Por
lo tanto, se deduce que g1,...,9, € Ig .

3 < 1. Reciprocamente, si los polinomios g, ..., g, pertenecen a Iy, se deduce que
Ic~ C Ig . Dado que siempre se satisface la inclusion I, C I, deducimos que ambos
ideales son iguales. Entonces, V(Ig ) = V(Ig) = ', Esto quiere decir que cada k-
coloracion propia de G es esencialmente idéntica a v y en consecuencia G es inicamente
k-coloreable.

3 < 4. La inclusién Iy C (g1, ..9gn) se satisface siempre. Por lo tanto, la igualdad
(91,-.-9n) = Ig ) es equivalente a que (g1, ...¢,) C Igx, lo cual ocurre si y solo si los
polinomios gy, . .. g, pertenecen a Ig 4.

3 < 5. Es conocido que I, : (fa) = Igx por el corolario [3.1.1] Entonces aplicando el
lema tomando [ = I, 5, J = (fa) y K = (g1, ..., gn) se deduce que:

<gla"'agn> C [n,k : <fG> = IG,k — <fG> - In,k : <91,---,9n>

Es decir, se tiene la equivalencia {¢1,...,9.} C lox < fa € Lnk = (91, -, Gn)-
]

Este resultado proporciona varios criterios para determinar si un grafo G es unica-
mente k-coloreable:

» Calcular la dimension del espacio vectorial K[z, ..., 2,]/Ick y comprobar si coin-
cide con k!.
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= Si conocemos una k-coloracién propia de G, podemos construir el ideal /gy :
(g1, - ., gn) para los polinomios ¢i, ..., g, como los descritos en m Entonces G
es unicamente coloreable si y solo si (g1, ...,9n) C Igk, lo que es equivalente por
el corolario aque Igk: (91,---,9n) = K[z1,...,2,]. Podemos comprobar este
hecho calculando la base de Grébner reducida de este ideal, que denotaremos por
G, y verificando si G = {1}.

Alternativamente, podemos verificar la igualdad Ig g : (g1,...,9n) = Klz1,..., 2]
calculando un certificado de incompatibilidad de Nullstellensatz si se conoce una
base del ideal Iy : (91, .., 9n)-

= Si conocemos una k-coloracién propia de G podemos obtener los polinomios g1, ..., g,
como los descritos en [3.2.2] En esta situacién, podemos aplicar la cuarta equiva-
lencia del teorema y comprobar si el polinomio de grafo pertenece al ideal
Ik : (g, ..., gn) calculando una base de Grobner de este ideal para ello y aplicando
el algoritmo de divisién.

Notamos que en dos de los criterios que hemos mencionado para determinar si un
grafo G es tinicamente k-coloreable es necesario conocer de antemano una k-coloracion
propia. Esta situacion no es la ideal pues en general no se conoce una k-coloracion del
grafo, por ello buscamos dar un resultado en el que no intervenga ninguna k-coloracién
de G.

Proposicién 3.2.3. Sea v € V(Igx) una k-coloracion propia de G que usa k colores.
Sean {vy,...,v} C V(G) un conjunto de representantes de cada una de las clases de
color de . Para cada v, 1 < i < n, se definen los polinomios §; como sigue:

.21351 -1, s11 =1
J
Gi = h{®j7-~~,vk}’
v 1
{i,Ug,...,’l}k}

Ti — Ty(), €N 0otro caso

511 =wv; para j # 1 (3.3)
si 1€ cl(vy) '

En esta situacion, los polinomios g; generan el ideal de coloracion I .. Ademds, G =
{91,...,Gn} es la base de Grobner reducida del ideal I, para cualquier orden mo-
nomial < que satisfaga x,, < -+ < Ty, < Ty Y Tye) < T; para cada vértice i €

V(G) \ {Ul, e ,'Uk}.

Demostracion. Notamos que los polinomios g; coinciden con los polinomios g; definidos
en la proposicién |3.2.2| para esta eleccion de representantes, salvo para los vértices i de
la clase de color del primer color. El polinomio g,, también es igual a g,,. Esto es, se
satisface g; = ¢; si y solo si i ¢ cl(vy) \ {v1}. En consecuencia, basta ver que para cada
i € cl(v) \ {v1} se satisface que §; € (g1,...,9n) ¥ 9i € (G1,--.,Jn). Observamos que se
tiene
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gi = Gv, T (xl _561)1) =g T3 € <gl,--~7gn>
Gi g

gizgi_g’ulz _§U1€<§17"‘7gn>

para cada i € cl(v1) \ {v1}, lo que implica que (g1,...,0n) = (G1,-- -, 9n) = LG

Para probar que G es la base de Grobner reducida de I para el orden monomial <,
observamos que el término principal del polinomio g; es:

)

hs Sli=v;

LT(g:) = {

x;, en otro caso

Esto puede verse razonando como se ha hecho en la prueba de la proposicion [3.2.2] para
obtener los términos principales de los polinomios g;.

Entonces, notamos que estos términos principales son primos entre si dos a dos. La
proposicion implica que G es una base de Grobner. Ademés, cada uno de los co-
eficientes principales es 1 y ningtin término principal divide al término principal de otro
G, por lo tanto G es una base de Grobner minimal de Ig .

Fijamos ahora un vértice i. Sea m; un término de g; distinto de LT(g;) y I # i. Entonces
se tienen los siguientes casos:

» Sit=w;, 1 <j <k, se tiene que g; = hj{vj,...,vk} y entonces el término m; es un
monomio de grado j en las variables x,, ..., z,, distinto de x{,] Supongamos que
| = v, para algin j < s, entonces se tiene que la variable z,, aparece en m; con
exponente menor o igual que j y por lo tanto m; no es divisible entre LT'(g;) = ;.
Supongamos que no se da la situacion anterior, entonces la tinica variable que apa-
rece en LT'(g) no interviene en el término m; y por lo tanto LT(g;) no divide a
m;.

= Sid € cl(vy)\{v1}, entonces m; = x,, para algin j distinto de 1. El tinico polinomio
en el cual la variable z,, interviene en su término principal es g,,. Sin embargo,
LT(g,,) = =), que no divide a z,,.

= Si no se da ninguno de los dos casos anteriores, §; = x; — 2,(;) donde v(i) # vy.
De esta forma m; debe ser —z,(;) que no es divisible entre ninguno de los términos

principales de los polinomios de G \ {3}

En consecuencia, G es la base de Grébner reducida de I .
O

Notacién 3.2.3. Sea G un grafo de orden n. Sea < un orden monomial en K(n) que
satisfaga x, < --- < xo < x1. Seay € V(Igx) una k-coloracion propia de G que usal < k
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colores. Denotamos por C1, ... Cj las clases de coloracion de v que supondremos que estdn
ordenadas en el siguiente sentido: max (Cj11) < méx (C;) para cada j, 1 < j <1 —1.
En esta situacion, tomamos los siguientes representantes de las clases de coloracion:

vj:méx(z': iECj)

Estos representantes satisfacen que Ty < oo < Ty < Ty Y Toyy) < Ty para cada vértice
i € V(G)\ {v1,...,u} siempre que se emplee un orden monomial en Mx(n) que satis-
faga x, < --- < x9 < x1. En esta situacion, elegiremos estos representantes v; de las
clases de coloracion de una k-coloracion propia de G.

Teorema 3.2.4. Sea G un grafo de orden n. Sea < un orden monomial que satisfaga
Ty < -0 < Xy < x1. Entonces G es unicamente k-coloreable si y solo si la base de
Grobner reducida de Iy, es de la forma para una k-coloracion propia vy que use los
k colores, y donde los representantes de las clases de coloracion de v escogidos son los

descritos en[3.2.3.

Demostracion. Supongamos que la base de Grobner reducida de Iy es de la forma
para una k-coloracién propia v para la eleccién de representantes dada en [3.2.3] Entonces
se deduce que (g1, ..., Jn) = I, = (91, - ., gn) donde los polinomios g1, ..., g, estan de-
finidos como en para esta eleccién de representantes. Por lo tanto (g1, ..., 9,) = Ik
lo que por el teorema [3.2.3] implica que G es Unicamente coloreable.

Reciprocamente, si G es inicamente coloreable, por el teorema se tiene que Ig, =

(g1, .-, 9n) = I donde y una k-coloracién propia de G que usa k colores y los polino-
mios ¢gi, . . ., gn son los descritos en 3.2, Entonces, la base de Grobner reducida de I 5, la

cual denotamos por G, es de la forma en virtud de la proposicion y trivialmente
se verifica que G es la base de Grobner reducida de I¢ .
m

Este teorema aporta otro criterio para comprobar si un grafo G de orden n es tni-
camente k-coloreable: se fija un orden monomial < que satisfaga z, < --- < 2y < 21y
se computa G, la base de Grobner reducida del ideal I ;. Si G es de la forma descrita
en para la eleccion de representantes dada en [3.2.3] se deduce que GG es tinicamente
k-coloreable. Notamos que los tres érdenes monomiales definidos en [2] satisfacen la con-
dicion x, < --- < x9 < 1 y por lo tanto pueden ser empleados para determinar si un
grafo es inicamente k-coloreable.

Ejemplo 5. Podemos aplicar este resultado para probar que el grafo de Goldner-Harary
(ﬁg, (G, es tnicamente 4-coloreable. En el ejemplo {4 hemos calculado la base de
Grobner reducida del ideal /4 para el orden lexicografico inverso graduado. Si ana-
lizamos estos polinomio vemos que son de la forma descrita en para las clases de
coloracién

Cl = {4, 5, 7}, Cg = {6,8}, Cg = {2,3,9} Yy 04 = {1, 10, 11}
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Por lo tanto, G es inicamente 4-coloreable y toda 4-coloracién de GG debe ser esencial-
mente idéntica a la mostrada en la figura [3.1] También podriamos haber notado que
dimg(K[zy, ..., x,|/Icx) = 24 = 4! para deducir este hecho.

3.3. Extension de una precoloracion

En esta seccién se va a abordar el problema de extender una k-precoloracién de un
grafo GG. Para ello se adaptan las ideas que hemos desarrollado en las secciones anterio-
res de forma que esta cuestion se traduzca a un problema que se puede tratar con las
herramientas del algebra conmutativa computacional que ya hemos estudiado.

Definicién 3.3.1. Sea GG un grafo de orden n y sea W un subconjunto de vértices m
de G, con 0 < m < n. Sea C = {cy,..., ¢} un conjunto de k colores:

1. Se dice que una aplicacion p : W — (' es una k-precoloracién de G si p es una
k-coloracién propia del subgrafo inducido G[W]. Es decir, si se verifica que si i y
j son dos vértices de W adyacentes entonces p(i) # p(7).

2. Sea p: W — (' es una precoloracion de G. Se dice que p se puede extender a una
k-coloracién propia de G si existe una k-coloracién propia p : V(G) — C tal que
p lw= p. En esta situacion se dice que p es una extension de p.

Podemos entender una k-precoloracién de G como una k-coloracion propia del grafo
We = GW]+0(V\ W), donde ©(V \ W) es el grafo de vértices V' \ W los cuales son
todos aislados. Es facil probar este hecho observando que cada k-coloracién propia v de
W se restringe a una k-coloracién propia de G[W]; es decir, se restringe a una unica k-
precoloracion de G, que denotamos por v. Reciprocamente, dada o una k-precoloracion
de G, se puede extender a una k-coloracion de Wy de forma trivial asignando a los
vértices V' \ W el color ¢;. Esta asignacién da lugar a una k-coloracién propia de W,
ya que los vértices V' \ W son aislados por definicién. Por lo general esta asignacién
no es biyectiva ya pueden existir varias k-coloraciones propias de W que se restrinjan
a la misma k-precoloracion de G. Esta forma de ver las precoloraciones de un grafo G
permiten estudiarlas como puntos de la variedad afin V (Iy, x) C Af si se emplea como
conjunto de colores V (I, ). Debe tenerse en cuenta que varios puntos de la variedad
pueden representar la misma k-precoloraciéon tal como se ha observado.

Observacion 16. Sean n > 1,0 < m < ny k > 1. Notamos que V (I, x) = V(Lng) X
V(Iy—m)- Consideramos la proyeccién sobre las primeras m componentes:

T AR — AR, m(ay, .., Gty - 0n) = (Q1, .. a)

Se satisface que 7(V(I,x)) = V(Imx). Entonces dado un grafo G de orden ny W =
{1,...,m} C V(G), se tiene que 7(V(Igx)) C V(lew)k). En efecto, ya que dada
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v € V(Igx) una k-coloracién propia de G, su restriccion a G[W] es precisamente la
k-coloracién propia (7).

Notacién 3.3.1. Sea G un grafo de orden n y sea W un subconjunto de m vértices de
G con 0 < m < n. Para facilitar la notacion supondremos que W = {1,...,m}. Dada
v € V(Iw, k) una k-coloracion de Wg, denotaremos por v a la precoloracion obtenida

de la restriccion de v a W, es decir, v = 7(v). Se puede ver v como un punto de la
variedad afin V(Icw)e) C AR.

El objetivo de la seccién es caracterizar cuando se puede afirmar que una precolora-
cion 7 € V(I k) se puede extender a una k-coloracién propia de G, lo que equivale a
que o pertenezca a m(V (Igk)).

Definicién 3.3.2. Sea G un grafo de orden n y sea W = {1,...,m} C V(G) con
0 <m < n.Sea? € V(Igw)x) una precoloracion de G. Denotamos por 'z C V (I, k)
al conjunto de k-coloraciones de W cuyas restricciones a W son esencialmente idénticas
a v, esdecir, P'wy = {vy € V(Iwg ) : 7 € Law)o}-

El conjunto I'y; es una variedad afin finita de Af contenida en V' (I, x): esto se
deduce de la proposicion y del hecho que la variedad V (1w, x) es finita.

Lema 3.3.1. Sea G un grafo de ordenn y sea W = {1,...,m} C V(G) con 0 < m < n.
Sea v € V(Iw,x) una k-precoloracion de G. El conjunto de puntos de la variedad
F'ws N V(Igk) estd en correspondencia con las extensiones de U, salvo permutacion
de colores. En particular, U se puede extender a una k-coloracion propia de G si y solo
si P'ws NV (Igk) es no vacia.

Demostracion. Cada punto de la variedad afin v € T'y NV (I k) se corresponde con una
k-coloracién propia de GG que satisface que su restricciéon a W es una k-precoloracion esen-
cialmente idéntica a 7. Se pueden permutar los colores de v de forma que la k-coloracién
resultante sea esencialmente idéntica a v y ademés extienda a . Reciprocamente, es sen-
cillo observar que todo extensién de  debe pertenecer a la variedad v € I'ys NV (I k).

O

Definicién 3.3.3. Sea GG un grafo de orden n y sea W un subconjunto de vértices m
de G, con 0 < m < n. Sea v € V(Iy, ;) una precoloracién de G. Se define el ideal cero
dimensional Iyy; = I(T'wz).

Proposicién 3.3.1. Sea G un grafo de orden n y sea W = {1,...,m} C V(G) con
0 <m < n. Sea v € V(lw,x) una precoloracion de G que usa | < k colores. Sea < un

orden monomial en Mg(n). Para cada i € W sean g; € Klxy,..., 2] los polinomios
definidos en para la k-coloracion v del grafo G[W|. Entonces,

Iwo=(gi: i€ W)+ {(zF —1:i¢gW).
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Demostracion. Sea I = (g; : i € W)+ (2 —1: i ¢ W). Sea v € Ty, vamos a
probar que cada uno de los polinomios que generan I se anula en ~. Evidentemente los
polinomios del tipo ¥ — 1 se anulan en v ya que I'y; C V(I ;). Falta demostrar que
gi(7) = 0 para cada ¢ € W. La restriccién de v a W, 4, es esencialmente idéntica a 7,
por lo tanto 4 € gy s Elideal Igws = I(Tew)s) C Klz1, ..., 2] estd generado por
los polinomios g; en virtud de la proposicién [3.2.2] En consecuencia g;(v) = ¢;(7) =0y
por lo tanto I C Iy;.

Para probar la otra inclusién tomamos v € V(I). Por la proposicién se tiene que
VII)=V(g: ie W)yNnV(zF—1: i ¢ W). Vamos probar que v € I'y;; es decir,
vamos a demostrar que v es una k-coloracion propia de Wg tal que 7 es esencialmente
idéntica a 7. De esta forma, probamos que Iy, = I(V(Iwyz)) € I(V(I)) = VT en virtud
del Nullstellensatz. Atendiendo a los generadores de los ideales Igw) s C Klz1, ..., 2]
Y Ln—mpk C K[zpaa, ..., z,] se deduce que:

V([) = FG[W},& X V([n—m,k) C V([G[W],k) X V(Lﬁm,k) = V(IWG,k)

por la proposicion [2.1.5] Entonces v es una k-coloracién propia de Wg. Ademas 7 €
I'gw),» lo que implica que 7 es esencialmente idéntica a v.

Veamos que G = {g; : i1 € WU {zF —1: i ¢ W} es una base de Grobner minimal
para el orden <. Los términos principales de los polinomios ¢g; para ¢ € W son lo que
describimos en la demostracion de la proposicion que eran de monomios en la
variable z; con coeficiente 1:

k:—l-i—j Cg ] , < . <
LT(g;) = T, 7, sii=wv; para algin 1 <5 </
T, en otro caso.

Para i ¢ W, en virtud del corolario se deduce que LT (z¥F — 1) = zF que también
es de la misma forma, por lo tanto todos los términos principales de los polinomio de G
son primos entre si. Por la proposicién deducimos que G es una base de Grobner
minimal de .

Definimos m; como el minimo exponente m mayor o igual que 1 para el cual z]" es un
término principal de un polinomio de G:

kE—1l+j, siieWyi=uwv;paraalginl <j <[
m; =< 1, site W yi#wv; paratodol <j <l
k, siig W
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Entonces por la observacién [J] se deduce que

n

I
dimg (K[zq, ..., x,]/1) :Hmizk"7m~Hk—l+j:d.

i=1 j=1

Para demostrar la inclusién Iy; C I probamos que [ es radical. Para ello basta ver que
\V(I)| > d.

Se tiene que I'yw; = V(Iws) € V(I), luego |I'wz| < |V(I)]. El nimero de elementos
de I'iyy es el numero de k-coloraciones de W cuya restriccion a W es esencialmente
idéntica a 7. Sabemos que el nimero de k-coloraciones de G[W] esencialmente idénticas
arves Hézl(k’ — [+ j) como hemos probado en Ademas, cada k-coloracién de G[WV]
esencialmente idéntica a v se puede extender a una k-coloracién propia de Wy de k"™
maneras distintas, cada una de ellas se corresponde con una k-coloracién de los n — m

vértices aislados restantes. Entonces |I'w;| = d lo que implica que I es radical.
O

Teorema 3.3.2. Sea G un grafo de orden n y sea W = {1,...,m} C V(G) con 0 <
m < n. Sea v € V(Iw,x) una precoloracion de G que usa l < k colores. Sea < un orden
monomial en Mg (n). Para cada i € W sean g; € K[xy, ..., T,] los polinomios definidos
en para la k-coloracion v del grafo G[W]. Entonces U se puede extender si y solo
si:

L (g i€ W)+ (af =10 g W)+ (hi}, ¢ (i,5) € A(G) \ A(G[W])). (3.4)

Demostracion. El lema asegura que 7 se puede extender siy solo si I'w NV (Ig ) #
(), lo que por la proposicién 2|y el teorema [2.1.2] es equivalente a que

ITwe NV (Igr) ={gi: i€ W)+ (aF —1: i ¢ W)+ I(G, k) CK[zy, ...,z

Basta probar que el ideal I(I'y,z NV (I x)) se puede escribir como el ideal de la expresion
B.4] Se satisface que

(W) (.0) € AGIWD} C (g i € W),
Esto ocurre porque si (4, j) € A(G[W]), entonces:
h{;(z )w(5)} S IG[W],D (@ K[xl, - ,xm]

como se ha probado en la demostracion de la proposicién [3.2.2] Aplicando el lema (3.2.1
se deduce que:

k—1 1 k— 1 k—2 -
ity = Mmooy T @ = 2e@) 6 o)y € Lo
k—1 k—1 k—2
h{zg} = h’{zv G} + (xj )h{zjv )} = ]G[ Wi,
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y por lo tanto h’f;jl} € (gi: i€ W) CKlzy,...,2,]. Ademas dado que lgwy s C V(Lnk)
y que el ideal Iy, es radical, se tiene que Iy, = I(V(Ink)) C I(Tgwis) = Iaw)s- Por
lo tanto, z¥ — 1 € I, para cada i € W.

En consecuencia,

(gi: i €W+ (b —1: 0 ¢ W)+ 1Igy =

=(gi: 1 €W)+(af —1: 0 ¢g W)+ (b (i,5) € AG) \ A(GIW])).

De este hecho se deduce la afirmacion enunciada.
O]

Este teorema aporta un criterio para el cual podemos hacer uso de las herramientas
que hemos introducido en el segundo capitulo para saber si una k-precoloraciéon de un
grafo puede ser extendida a una k-coloracion propia. Se puede calcular la base de Grobner
reducida del ideal (g;: 1 € W) + (zF —1:i¢ W) + <h'fi_7j1} 2 (i,7) € A(G)\A(GIW])) v
comprobar si esta base es {1}, en cuyo caso no existe tal extensién. En caso contrario se
puede afirmar que tal extension existe. En esta situacién se pueden calcular los puntos
de la variedad T'yw,; NV (Igx) aplicando los métodos desarrollados en [2.2.8 Cada uno de

estos puntos se corresponde con una extension de v salvo permutacion de colores como
se ha probado en el lema |3.3.1]

También es posible aplicar la técnica de los certificados de incompatibilidad de Nullste-
llensatz del ideal [3.4] para probar la inexistencia de extensiones de 7.

Ejemplo 6. Supongamos que se tiene la siguiente 4-precolroacion del grafo de Goldner-
Harary, G (ﬁg.: tomamos W = {2,3,4,5}. Los vértices 2 y 5 estdn coloreados con
el mismo color ¢; y los vértices 3 y 4 estan coloreados con el mismo color c; el cual es
distinto a ¢;. Sabemos que no existe ninguna 4-coloracién de G que se restrinja a esta
precoloracion pues en tal caso deberia darse los vértices 2 y 3 deberian tener el mismo
color. Vamos a emplear el criterio desarrollado en esta seccién para confirmar este he-
cho. Para ello calculamos la base de Grobner reducida del ideal B.4 utilizando SINGULAR:

> poly g2,83,84;

> g2=x(2)-x(5);

> g3=x(3)-x(4);

> gd=x(4)"34+x(4)"2*x(5)+x(4)*x(5) "24+x(5) "3;

> ideal J=g2,83,¢4.,15,1,6,£7.£8,£9,£10,f11,h12,h13,h14,h15 1h16,h17,h18,h19,h26,h27,h37,h38,h48,h49,h56,
h59,167,h69,h610,h78,179,h710,h711,h89,h811,h910,h911;

> std(J);
1]=1
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La base de Grobner reducida del ideal es {1} lo que confirma que no existe ninugna
extension de esta precoloracion.
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