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Introduccion

El “aprendizaje automéatico cuantico” (Quantum Machine Learning) es un area de
investigacion reciente que combina las teorias de informacién y computaciéon cuanticas
y de aprendizaje automético. El desarrollo de modelos que consideran las simetrias
del sistema ha dado lugar al campo del “aprendizaje automéatico cuéntico geométrico”
(Geometric Quantum Machine Learning, GQML) [1]. En el programa GQML, la teoria de
representacion de grupos (cuyo origen se le atribuye al matematico aleman F.G Frobenius
en torno al afio 1896) ocupa un lugar central para manipular las simetrias subyacentes
en la informacion y entender la relacion entre estas simetrias y el proceso de aprendizaje
cuéntico.

El objetivo de este trabajo, que se coordina con el TFG en Ingenieria Informéatica
de Servicios y Aplicaciones “Teoria de representacion aplicada al Geometric Quantum
Machine Learning”, es presentar una introduccién a la teoria de representacion de grupos
desde la 6ptica del aprendizaje cuantico, guiada por ejemplos arquetipicos que involucran
grupos discretos y continuos. Por lo tanto, este documento contiene la base teodrica
necesaria, realizando una introducciéon a los grupos de Lie matriciales, a sus algebras de
Lie y a la teoria de representaciéon correspondiente.

En el primer capitulo introducimos algunos conceptos de la teoria general de grupos,
grupos topologicos y grupos de Lie. A partir de la Seccion 1.3 nos enfocamos especifi-
camente en los grupos de Lie matriciales, que definiremos como subgrupos cerrados del
grupo lineal general. De esta manera, también podemos abordar los grupos de Lie mini-
mizando la cantidad de teoria de variedades necesaria, la cual no es primordial en este
trabajo. Mostraremos entonces ejemplos importantes de grupos de Lie matriciales asi
como estudiaremos propiedades de algunos de ellos.

En el segundo capitulo comenzaremos estudiando la exponencial matricial. Esta
serd la base para definir el algebra de Lie g asociada a un grupo de Lie matricial G y la
relacion entre ellos. Veremos que g es un espacio vectorial. En general, es mas comodo
trabajar con espacios vectoriales que con grupos, por lo que la idea es que cuando
tengamos un problema de grupos de Lie lo pasemos a su algebra de Lie, lo analicemos
y lo devolvamos al grupo de Lie. Como estudiaremos en la Seccién 2.3, la clave para
moverse entre ambos es la aplicacién exponencial, la cual es un difeomorfismo local
entre g y un entorno de la identidad I en G. Cerraremos este capitulo con dos resultados
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fundamentales. El primero de ellos, que de todo homomorfismo entre dos grupos de
Lie matriciales se deriva un homomorfismo entre las algebras de Lie asociadas a dichos
grupos. El segundo resultado nos da la relacién opuesta para grupos de Lie matriciales
simplemente conexos.

Por tltimo, en el Capitulo 3 introduciremos la teoria de representacién para grupos
de Lie matriciales que, de forma concisa, estudia como los grupos actiian sobre espacios
vectoriales a través de transformaciones lineales. Mostraremos el Lema de Schur, el cual
desempena un papel fundamental en toda la teoria de representaciones y sus aplicaciones,
al darnos informacién de los subespacios invariantes y por tanto del caracter irreducible
de cada una de las representaciones del grupo. También veremos céomo, gracias a los dos
altimos resultados del anterior capitulo, podemos relacionar las representaciones entre
grupos y sus algebras de Lie. Ademés, estudiaremos algunos ejempos, prestando especial
atencion en los grupos SU(2) y SO(3). Seran de especial interés las representaciones
unitarias y los grupos compactos, cuya teoria de representaciéon es bien conocida y puede
describirse en términos de las representaciones irreducibles.



Capitulo 1

El Grupo Lineal y sus Subgrupos

Continuando con lo comentado en la introduccién, en la primera secciéon de este
capitulo comenzaremos viendo algunos conceptos basicos sobre grupos, grupos topolo-
gicos, variedades y grupos de Lie. En la segunda seccién introduciremos el grupo lineal
general GL(V') sobre espacios de dimension finita y su estructura natural de grupo de
Lie. También estudiaremos algunos subgrupos cerrados del grupo lineal general, también
llamados grupos de Lie matriciales. En particular trataremos los subgrupos ortogonales,
unitarios y especiales, y los tendremos en consideraciéon a lo largo de todo el trabajo.
Para cerrar este primer capitulo, trataremos las propiedades de conexién y conexién
simple, que seran necesarias para resultados posteriores.

1.1. Conceptos previos

Comencemos desde lo més basico de este trabajo, hablando de la nocién de grupo.

Definicion 1.1. Dado G un conjunto no vacio y - una operacion binaria definida en G,
(G,-) es un grupo si se cumple:

1. La operacion - es una operacion interna, es decir, toma dos elementos de G y
los lleva a otro elemento también de G.

2. La operacion toma la propiedad asociativa, es decir, dado tres elementos g,h y
k en G se cumple que:

(g-h)-k=g-(h-k)

3. G tiene un unico elemento llamado elemento neutro o identidad denotado como
e, con la siguiente propiedad: para todo g en G:

e g=g-e=g
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4. Todo elemento g en G tiene un elemento inverso en el mismo G, que se denota
por g~ 1 y se lee “inverso de g’ con la propiedad de que:

Sea un grupo (G,-), se dice que un subconjunto no vacio H de G es un subgrupo
de G si la restriccion de - a H cumple los axiomas de grupo. Ademas, decimos que un
subgrupo H de G es propio si H es un subconjunto propio de G, es decir, H no es ni
G ni el subgrupo trivial (el grupo formado por un solo elemento, el elemento neutro del

grupo).

Observacién 1.2. La operacién no tiene por que ser conmutativa, es decir que g-h = h-g
no se cumple en principio. Si se cumpliera para todo g y h g-h = h - ¢ lo llamariamos
grupo abeliano o conmutativo.

Definicion 1.3. Dados dos grupos (G,-) y (H,+), un homomorfismo de grupos es
una aplicacion ¢: G — H que verifica:

#(g-g') = ¢(g) + ¢(g) para todo g,g° de G

Se dice que el homomorfismo mantiene la estructura algebraica, y si la aplicaciéon ¢
es una biyeccion, se dice que existe un isomorfismo de grupos.

Definicion 1.4. Un grupo topoldgico es un grupo equipado con una topologia tal que
las aplicaciones
(z,y) = 2y, G x G — G,

r—z 1t GG,

son continuas.

Observacion 1.5. a) Las topologias de la Definiciéon 1.4 son invariantes por la accion
del grupo. Dichas topologias son Haussdorff (esto es, puntos disjuntos tienen entornos

disjuntos) si y solo si {e} (el elemento identidad) es cerrado.

b) Sea H un subgrupo del grupo topolégico G. Si H es abierto entonces es también
cerrado: si g ¢ H, gH es un entorno de g contenido en H€, luego H® es abierto.

c) Sea Gy la componente conexa de e (se suele llamar componente de la identidad).
Entonces Gy es un subgrupo normal de G. Recordemos que un subgrupo normal es
un subgrupo invariante bajo conjugacion (es decir, gng~! € Gq para todo n € Gy
y g € G). Probémoslo: si g € Go, entonces g~'Gg es conexo y contiene a e, luego
g 'Gy C Goy y Go es un subgrupo de G. Ademas, si ¢ € G, entonces gGog~! es

conexo y contiene a e, luego gGog~! C Gy, por tanto G es un subgrupo normal.
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El siguiente resultado afirma que un grupo topolégico conexo estd generado por
cualquier entorno del elemento identidad.

Proposicion 1.6. Sea V un entorno conexo de e en el grupo topoldgico G, entonces

v
n=1

donde Gg denota la componente de la identidad.

Demostracion. Si V' es un entorno de e, la union creciente U = Up2_; V"™ es un conjunto
abierto ya que V"1 es un entorno de cada punto de V" (ya que cada punto v € V" se
puede escribir como ve € V™). Si V es conexo, entonces U es conexo al ser la unién
de conjuntos conexos y todos contienen a e. Luego U C Gy. Sea W = VNV ~! entonces

o e
n=1

es un subgrupo abierto de G, luego cerrado también. Como U’ C Gy ya que U’ C U,
entonces U’ = Gy vy, por tanto, U = Gy. O

Definicion 1.7. Un homeomorfismo es una funcion de un espacio topoldgico a otro
que es biyectiva, continua y cuya inversa es continua. Diremos que los dos espacios son
homeomorfos.

Ahora hablaremos de los conceptos de variedad topologica y diferenciable. Aunque

no entraremos mucho en detalle en este area, serd necesario para tratar los grupos de
Lie.

Definicion 1.8. Una variedad topoldgica M de dimension n es un espacio topoldgico
(asumimos que es Haussdorff y verifica el sequndo azioma de numerabilidad) que es
localmente homeomorfo a R™.

Observacion 1.9. Esto quiere decir que, para cada punto m € M, existe un entorno U
de m y una aplicaciéon continua uno-a-uno ¢ de U en R™ sobre algun conjunto abierto

©(U) en R™ tal que la aplicaciéon inversa ¢!

: 9(U) = U es también continua. La
aplicacion ¢ determina funciones de coordenadas locales x1, ..., z, donde cada xi es la
funcion continua de U en R dada por x;(m) = ¢(m); (la componente k-ésima de p(m)).

El par (U, ) se denomina sistema de coordenadas.

Definicién 1.10. Una estructura diferenciable F de clase CF (1 < k < o) en una
variedad topoldgica M es un conjunto de sistemas de coordenadas {(Uy, pa) : o € A}
cumpliendo las siguientes tres propiedades:

(Cl) UaEAU =M.
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(b) pao gpgl es C* para todo o, 3 € A.

(c) El conjunto F es mazimal con respecto a (b); esto es, si (U,p) es un sistema de
coordenadas tal que pop;' y wa00 ! son C* para todo o € A, entonces (U, p) € F.

Una variedad diferenciable de clase C* es un par (M, F) que consiste en una
variedad topoldgica M junto con una estructura diferenciable F.

En lo que sigue consideraremos variedades diferenciables de clase C*°. Denotaremos
la variedad diferenciable (M, F) simplemente por M.

Ejemplo 1.11. La estructura diferenciable estandar en el espacio Euclideo R se obtiene
tomando F como el conjunto maximal que contenga el par (R",7), donde i : R — R"
es la aplicacion identidad.

Definicion 1.12. Sea U un abierto en una variedad diferenciable M. Decimos que
f:U = R es una funcion C* en U si fop™!
funcion de coordenadas ¢ en M.

es C°, en el sentido usual, para cada

Una funcion entre variedades diferenciables 1 : M — N se dice que es diferenciable
de clase C* si go1 es una funcion C™ (en el sentido usual) en ¥~ (dominio de g)
para todas las funciones g que son C* de la forma anterior definidas en abiertos de N.

Definicion 1.13. Un difeomorfismo es una aplicacion diferenciable C*° entre varie-

dades diferenciables, biyectiva y su inversa también es C'.

Definicion 1.14. Una subvariedad inmersa diferenciable de dimension m de una
variedad en el espacio real de dimension finita R™ es un subconjunto M con la siguiente
propiedad: para cada x € M existe un entorno U de 0 en R"™, un entorno W de x en R"
y un difeomorfismo ® de U en W tal que

dUNR™) =W N M.

Definicion 1.15. Un grupo de Lie G es una variedad diferenciable que también esta
dotado de una estructura de grupo tal que la aplicacion G x G — G definida por (g, h) —
gh™! es C*°.

Dados dos grupos de Lie G y H, homomorfismo de grupos de Lie entre G
y H es un homomorfismo de grupos ® : G — H infinitamente diferenciable. Ademds
hablaremos de itsomorfismo de grupos de Lie cuando la aplicacion sea biyectiva y

con tnversa continua.

Ejemplo 1.16. El espacio Euclideo R™ es un grupo de Lie real con la suma de vectores.
Otro ejemplo sencillo es el espacio C* (los niimeros complejos menos el cero) que es un
grupo de Lie con la multiplicacién.

Un ejemplo muy simple e interesante de homomorfismo de grupos de Lie es el determi-
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nante, el cual es un homomorfismo de GL(n,C) en C*. Otro ejemplo es la aplicacion

®: R — SO(2) dada por
cosf —sinf
() =
(9) <sin0 cosH)

la cual es claramente continua y mediante célculo directo se comprueba que es un ho-
momorfismo.

Observacién 1.17. En particular, este trabajo se centra en los grupos de Lie matri-
ciales, es decir, subgrupos del grupo lineal general que introduciremos en la siguiente
seccion.

1.2. El grupo GL(n)

Definicion 1.18. Dado un espacio vectorial V, el grupo lineal general GL(V) es
el grupo formado por todos los isomorfismos de V sobre si mismo. Cuando el espacio
vectorial es V = F" donde F denota un cuerpo (como R o C) se escribe GL(n,F) (o
stimplemente GL(n) cuando el cuerpo estd claro) y decimos que tiene grado n sobre el
cuerpo.

Como a lo largo de este trabajo vamos a servirnos de las matrices, pensaremos
este grupo como el grupo de matrices invertibles n x n con las entradas en F, con la
multiplicacion de matrices como operacion de grupo (es obvio que el producto de dos
matrices invertibles es invertible asi como la inversa de una invertible). En concreto
vamos a trabajar principalmente con C (o R). Este grupo tendra una gran importacia
en la teoria de representaciones de grupos y en el estudio de las simetrias en espacios
vectoriales como veremos mas adelante.

Consideramos en R” la norma Euclidea ||z|| = y/x% + - - + 22 asociado al producto
interno (x|y) = x1y1 + -+ Tnyn, y en M(n,R) la norma

[All = sup [[Ax]].

zeR™||z||<1

Recordemos que todas las normas son equivalentes en un espacio de dimension finita.
Notemos también que ||AB| < ||A||||B]|.

Proposicién 1.19. EL grupo GL(n,R) es abierto en M(n,R). La inversa g — g~ de
GL(n,R) en si mismo y la multiplicacion son aplicaciones continuas.

Demostracion. Se puede probar esto con la formula de Cramer:

GL(n.R) = {g € M(n,R) | det(g) # 0}
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-1 1 *
etg

y g

si denotamos por ¢g* a la matriz de cofactores cuyos elementos son polinomios en las
entradas de g. Que el producto es continuo es obvio ya que podemos escribir la multi-
plicacién de matrices como entradas polindémicas, que son continuas. ]

Corolario 1.20. EL grupo GL(n,R), junto con la topologia heredada de M(n,R), es un
grupo topoldgico.

Ya hemos visto que GL(n, R) es un subconjunto abierto del espacio vectorial M (n,R)
(con las operaciones de adicion y multiplicaciéon que ya conocemos) y en consecuencia
es una variedad con la estructura diferenciable heredada de R™ (la estructura estandar
mostrada en el Ejemplo 1.11): Si identificamos de la forma obvia los puntos de R™ con
las matrices reales n x n, entonces el determinante se convierte en una funcién continua

det : R" — R,

y GL(n,R) obtiene su estructura de variedad como el subconjunto abierto de R donde
la funcién determinante es no nula. Es claro que la multiplicacion GL(n,R)xGL(n,R) —
GL(n,R) es diferenciable, y por la formula de Cramer vista anteriormente la aplicacion
inversa GL(n,R) — GL(n,R) también. Por tanto podemos afirmar lo siguiente:

Teorema 1.21. FEl grupo GL(n,R) es un grupo de Lie.

1.3. Subgrupos de GL(n)

Definicion 1.22. Un grupo de Lie matricial (o grupo de Lie lineal) G es un subgrupo
cerrado de GL(n,C) (o GL(n,R)), esto es, si Ap, € G es una sucesidn de matrices con
lim,—y00 Ay = A € GL(n,C), entonces A € G.

Los grupos de dimension finita se comportaran bien para estudiar su teoria de
representaciéon como comprobaremos méas adelante cuando veamos algunas de sus pro-
piedades. La condicién analoga a ’comportarse bien’ para los grupos matriciales de Lie
es la compacidad. Un grupo de Lie matricial es compacto si es un subconjunto cerrado
y acotado del espacio vectorial de las matrices n x n M, (C) (o M, (R)).

Ejemplo 1.23. Algunos ejemplos relevantes de subgrupos de GL(n) sobre C (o R) son:

1. EL grupo especial lineal SL(n):
SL(n,R)={g € GL(n,R) | detg =1}

Es un subgrupo cerrado de GL(n,R), el cual es normal al ser el niicleo (conjunto
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de elementos cuya imagen es la identidad) del homomorfismo de grupos continuo

det : GL(n,R) — R*.

2. EL grupo ortogonal O(n) definido por:
O(n) ={g € GL(n,R) | Vz € R", |gz| = ||l}.

Se podria ver polarizando que esto es equivalente a decir que g € O(n) si o solo si

Va,y € R", (gz|gy) = (z|y) , es decir, g'g=1, 0 g7' =4".

donde g7 denota la matriz traspuesta de g. Luego si g € O(n), det g = £1, ya que
como bien sabemos el determinante de una matriz es igual al de su traspuesta.
Las columnas y filas de g € G son vectores unitarios ortogonales, y, como ||g|| =
1, |lg7!|| = 1 se podria probar que el subgrupo O(n) es un subgrupo compacto de
GL(n,R).

El grupo especial ortogonal SO(n) es el subgrupo de matrices ortogonales con
determinante igual a 1:

SO(n) =0(n)NSL(n,R).

3. Como hemos mencionado anteriormente también podemos extener muchas nocio-
nes a C considerando el siguiente producto interno Hermitiano en C™:

n
(zly) = Z TiYi-
=1

El grupo unitario U(n) es el subgrupo de GL(n,C) de matrices que preservan

su producto interno. Esto es:
Un) ={g € GL(n,C) | g"g = I}.

El grupo especial unitario SU(n) es el grupo de matrices unitarias con deter-

minante igual a 1.

1.4. Grupos conexos y simplemente conexos

Definicion 1.24. Un grupo de Lie matricial G se dice que es conexo si, dadas dos
matrices cualesquiera A, B € G, existe un camino continuo Y(t), a <t < b, en G con

v(a) = A y~(b) =B.
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Esta propiedad se llama conexo por caminos en topologia, que no es lo mismo que
conexo (en general, conexo por caminos implica conexo pero no al revés). Sin embargo,
veremos (aunque no es obvio ahora mismo) que un grupo de Lie matricial es conexo si
y solo si es conexo por caminos.

Un grupo de Lie matricial que no sea conexo se puede descomponer, de forma
Unica, en la unién de varias piezas denomindas componentes, tal que dos elementos
de la misma componente se pueden unir por un camino continuo, pero dos elementos de
distintas componentes no.

Definicion 1.25. Un grupo de Lie matricial se dice que es simplemente conexo si es
conexo y, ademds, todo lazo en G (es decir, un camino continuo y(t), 0 <t <1, en G
con v(0) = (1)) puede reducirse continuamente a un punto de G.

Mas precisamente, asumamos que G es conexo. Entonces G es simplemente conexo
si dado cualquier lazo v en G, existe una funcion continua y(s,t), 0 < s,t < 1, to-
mando valores en G y con las siguientes propiedades: (1) v(s,0) = v(s,1) para todo s,

(2) 7(0,8) =~(t), y (3) v(1,t) = v(1,0) para todo t.

Uno puede pensar en «y(t) como un lazo, y v(s,t) como una familia de lazos pa-
rametrizada por el valor s que reduce 7(¢) a un punto. La condicion (1) dice que para
cada valor s tenemos un lazo; la condicion (2) dice que cuando s = 0 el lazo es el lazo
especifico v(t); y la condiciéon (3) dice que cuando s = 1 nuestro lazo es un punto.

Proposicion 1.26. El grupo SU(2) es simplemente conexo.

Demostracion. Es facil comprobar que

SU(2) = { (g :f) :a,feC, |a|2—|—|ﬁ|2:1}.

Entonces podemos considerar el difeomorfismo que lleva esta matriz en el punto («, )
de C2. Por tanto, SU(2) puede pensarse como la esfera tridimensional S contenida en
C? = R*, y sabemos que S? es simplemente conexa. O

El siguiente resultado no lo demostraremos pero nos sera tutil cuando veamos algiin
ejemplo que relacione los grupos SU(2) y SO(3). Podemos encontrar una prueba en el
Capitulo 1 del libro de Faraut [3].

Proposicion 1.27. El grupo O(n) no es conexo y tiene dos componentes conezas:
O(n); = {g € O(n) | detg = 1} = SO(n),

O(n)— ={g€0(n) | detg = —1}.
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La condicién de ser simplemente conexo es de gran importancia para nosotros puesto
que serd necesaria para un resultado fundamental que estudiaremos, el Teorema 2.33,
gracias al cual podemos establecer correspondencias uno a uno entre grupos y algebras

de Lie.
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Capitulo 2

Grupos y Algebras de Lie
Matriciales

En este capitulo veremos la relacion existente entre un grupo de Lie matricial y su
algebra de Lie asociada (que definiremos en la Secciéon 2.2) y como podremos movernos
entre ellos. Esto seréd fundamental para tratar los problemas a los que nos enfrentemos,
debido a que los célculos son més sencillos al nivel de las algebras de Lie. La aplicacién
exponencial serd el mecanismo para pasar la informacion entre los grupos y algebras de
Lie. De la aplicacién exponencial también obtendremos resultados de gran relevancia,
entre ellos, que un grupo de Lie matricial es una subvariedad de M (n,R), o que el espacio
tangente al grupo en la identidad es el algebra de Lie asociada a dicho grupo.

Ademas, presentaremos la estructura de homomorfismo para algebras de Lie, aparte
de la que ya vimos para grupos de Lie en el Capitulo 1, y estudiaremos dos resultados
fundamentales, los Teoremas 2.24 y 2.33. Aqui mostraremos como los homomorfismos
entre grupos de Lie matriciales dan lugar de forma natural a aplicaciones entre sus alge-
bras de Lie asociadas (y el inverso se daré cuando tratemos grupos de Lie simplemente
conexos). Para ello, sera necesario exponer primero los conceptos de la aplicacion adjunta
y la formula de Baker-Campbell-Hausdorff.

2.1. La Exponencial de una Matriz

La primera definiciéon fundamental que presentaremos es la de la funcién expo-
nencial. A través del calculo funcional, podemos extender las funciones exponenciales y
logaritmicas como funciones que toman valores matriciales de una variable matricial.

Definicién 2.1. La exponencial de una matriz X € M(n,C) (o M(n,R)) se define

17



18 CAPITULO 2. GRUPOS Y ALGEBRAS DE LIE MATRICIALES

como la suma de la serie:

o0
)(k
exp(X) = &
k=0

Observacién 2.2. Como || X*|| < || X]¥, la serie converge normalmente para cada ma-
triz X y uniformemente en cualquier subconjunto compacto de M (n,C).

Si X e Y conmutan, es decir, XY = Y X entonces exp(X +Y) = exp X expY. De esto
observamos que exp(X) es invertible y su inversa es (exp X)~! = exp(—X).

También nos sera de utilidad que, si C es invertible, entonces exp (CXC_l) = Cexp(X)C™!
ya que (CXC~ )k = CcXx*kC—1,

Para K = R la aplicacion exponencial es una apliacion de M (n,R) a GL(n,R)..
Como es real en el ambito analitico, es C'*.

Teorema 2.3. a) La diferencial de la aplicacion exponencial en 0 es la identidad:

(Dexp)o =1

b) Existe un entorno U de 0 en M(n,R) tal que la restriccion de a U de la exponencial
es un difeomorfismo de U en expU.

Demostracion. a) Podemos escribir

expX =1+ X + R(X) , siendo R(X) = -
k=2

y |IR(X)| = | X] e(X), )%ir_r)loe(X) = 0. Por tanto, D(exp)o =1+ D(R)g=1

b) Esto se deduce automaticamente del Teorema de Inversion Local.

Ahora definiremos la inversa de la aplicaciéon exponencial en un entorno de la iden-
tidad I. Sea M € M(n,R). Si || M| < 1 tenemos que

o0 o0
- 1
I +M) 7 =) ()M <Y [ M)* = T
k=0 k=0

Luego I + M es invertible. Por tanto, la bola
B(I,1) ={X € M(n,R) | [ X —I|| <1}

esta contenida en GL(n,R). Si ||g — I|| < 1, definimos el logaritmo de la matriz g
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por:

A continuacién veremos algunos resultados relacionados con la exponencial y el
logaritmo que nos seran de utilidad posteriormente.

Proposicion 2.4. Sean X, Y € M(n,R), se cumple que:
(1) exp(tX)exp(tY) = exp (t(X +Y) 4+ EIX, Y]+ 0(t3))

(2) exp(tX)exp(tY) exp(—tX) exp(—tY) = exp (t*[X, Y] + O(t?))

Demostracion. Definamos F(t) = exp(tX) exp(tY),
t? t?
F(t) = (I +tX + EXQ - O(t3)> (I +tY + §Y2 + O(t3)>
t2
=T4+tX+Y)+ 5(X2 +2XY +Y?) 4+ O(t%).

Para t suficientemente pequeno, || F(t)—I|| < 1, y usando la serie de Taylor del logartimo
natural de F'(t) alrededor de ¢ = 0, tenemos:

(t(X FY)+ B (X2 4+2XY +Y2) + O(t3))n

n

log F(t) = > (~1)"*

n=1

2 2
=t(X +Y)+ %(XQ +2XY +Y?) - %(X +Y)?+0(t%)

=tX+Y)+ t;[X,Y] +O(t?)

Con lo que queda probado (1). Para probar (2) consideramos:

G(t) = exp(tX) exp(tY) exp(—tX) exp(—tY)
= (I +H(X+Y)+ t;(X2 +2XY +Y?) + o(t3)>

: <1 —HX+Y)+ t;()ﬂ +2XY +Y?) + O(t3)>

=T+ £[X, Y]+ O(t%)

Y tomando log G(t) concluiriamos. O

Corolario 2.5. Para X,Y € M(n,R),
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(1) kli>moo (exp % exp %)k =exp(X +Y)

; k2
(2) kh_r)n()o (exp % exp X exp —5 exp—X)" = exp([X,Y])

Demostracion. Por la proposicién anterior,
X Y 1 1
eXp —- eXp - = exp (k(X—i-Y) +0 <k:2>> ,

<exp)k(exp Dk ~ exp <(X LYY 40 <;>)

y esto prueba (1), y de forma parecida probamos (2) de lo siguiente:

X v X v\ ¥ 1
(exp 7 OXP - exp ——- exp—k> = exp ([X +Y]+0 (k))

Teorema 2.6 (Formula del producto de Lie). Sea X e Y matrices complejas n por
n. Entonces:

, X yY\m
XY = 1im (emem) .
m—>00

. . . . . X X
Demostracion. Si multiplicamos series de potencias de em y em, todos menos tres de
los términos tendran 1/m? o potencias mas grandes que 1/m. Luego,

X Y 1
er)r{ze:t—l—&-—i-—FO(z).
m  m m

X v . X ¥ . . .
Ahora, como emem — I si m — 00, emem es el dominio del logaritmo para m suficien-

temente grande. Se cumple:
X Y 1
log (6%6%) = log (I +—+—=+0 <2>>
m m m
X Y 1
—+ Yo H +— +O 2 H ==+ +O( 2).
m m m m

Exponenciando el logaritmo queda:

X ¥ X Y 1
emem = exp (+—|—O<2>>
m m m

y, elevando todo por m:
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Entonces, por continuidad de la exponencial, concluimos la férmula del producto de Lie

it X yy\m X4V
mgloo (emem) —exp( + )

2.2. Algebra de Lie de un grupo de Lie matricial

Un grupo de Lie matricial, como hemos definido anteriormente, es un subgrupo
cerrado de GL(n) y, a este le asociaremos su élgebra de Lie. De esta manera las pro-
piedades del grupo son trasladadas en términos de propiedades de édlgebra lineal en su
algebra de Lie, que es mucho més simple al tratarse (como veremos méas adelante) de un
espacio vectorial.

Definicion 2.7. Sea G un grupo topoldgico. Un subgrupo uniparamétrico de G es
un homomorfismo continuo de grupos v : R — G, con R equipado con la estructura de
grupo aditivo.

Teorema 2.8. Sea v : R — GL(n,R) un subgrupo uniparamétrico de GL(n,R). Enton-
ces vy es C® y
v(t) = exp(tA), con A =+~'(0).

Demostracion. Primero asumiremos que v es C''. Entonces:

(@) = tim WO 44y 79O 1)

Y denotando A = +/(0) tenemos +'(t) = Av(t). La ecuacion diferencial tiene una tnica

solucion ~ tal que (0) = I, y esta dada por:

V(t) = exp(tA).

Ahora veremos que v si es C', de hecho probaremos que es C*°. Sea o una funciéon C™
en R con soporte compacto, y consideramos la funcién regularizada f de + formada por
la convolucién de esta y a:

Entonces f: R — M(n,R) es C®, y
£ = [ alene - s)is = ( I a(S)v(—S)d8> () = B ).

Eligiremos una funcién « tal que la matriz B denotada antes sea invertible. De esto
tendremos que vy es C*°. Si ||B — I]| < 1 entonces se cumple. Sea o > 0, con integral
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igual a uno. Entonces

IB-11< [ all-s) - 1ds

—00

Como + es continua en 0, para cada € > 0 existe n > 0 tal que, si |s| < 7, entonces
|lv(s) — I|| < e. Si es soporte de « esta contenido en [—n, ], entonces ||[B —I]| <e. O

Definicion 2.9. Sea G un grupo matricial de Lie y le asociamos el siguiente conjunto
denominado dlgebra de Lie asociada a G.

g = Lie(G) = {X € M(n,R) |Vt € R, X € G}

Observacion 2.10. Esto quiere decir que X € g si y solo si el subgrupo uniparamétrico
generado por X esta en G. Notemos que, aunque G es un subgrupo de GL(n,C) (y no
necesariamente de GL(n,R), no exigimos que e/* € G para todo ntiimero complejo t,
pero solo para todos los miimeros ¢ reales.

Teorema 2.11. Sean G un grupo matricial de Lie y g el conjunto anterior. Entonces:
a) El conjunto g es un subespacio vectorial de M (n,R).

b) Si X,Y € g entonces [X,Y] :=XY -YX eg.

Demostracion. a) Si X,Y € g significa que Vt € R, exp(tX),exp(tY) € G, entonces:

t t\"
exp—-X exp—X | €G

( VR TP >
y como por deficién, G es cerrado, cuando k — oo por el Corolario 2.5 se da que

exp (t(X +Y)) e

por tanto, X +Y € G. Ademas, el hecho de que es cerrado bajo la multiplicacion por

escalar es claro ya que e!(3X) = ¢(t5)X

b) Anéalogamente, para t > 0,

k:2
t t t t
kli)moo (exp \k[X exp \k[Y exp —\k[X exp —{Y) =exp(t[X,Y]) € G

por lo tanto [X,Y] € g.

O]

Observacion 2.12. Mas generalmente, un 4lgebra de Lie es un espacio vectorial g sobre
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un cuerpo C (o R) con un corchete de Lie [-,-] : g X g — g que satisface los siguientes
axiomas para todo X1, X2, X3 € gya,beC:

1. Antisimetria: [X7, Xo] = —[X2, X1]
2. Bilinearidad: [aX1 + bXo, Xg] = a[Xl, Xg] + b[XQ, Xg]
3. Identidad de Jacobi: [[ X1, Xa], X3] + [[X2, X3], X1] + [ X3, X1], X2] =0

Las algebras de Lie no son asociativas siempre, dandose [[X1, X2], X3] # [X1, [X2, X3]].
Diremos que dos elementos X7, X2 € g conmutan si [X;, Xo] = 0 y si todo par de
elementos en g conmutan diremos que g es una Lie algebra conmutativa.

Notemos que el espacio M(n) da lugar a un algebra de Lie cuando tomamos el
corchete de Lie igual al conmutador, esto es, [X,Y] = XY — Y X. Si G C GL(n) es un
grupo de Lie matricial, entonces g = Lie(G) es una subélgebra de M (n), el algebra de
Lie de G.

Observacion 2.13. Si G es un grupo matricial de Lie, veremos mas adelante en la Pro-
posicién 2.23 que su algebra de Lie g se puede identificar con TG, el espacio tangente a
la identidad I € G (o tambien se suele hablar de espacio vectorial de derivadas direccio-
nales), junto con el conmutador matricial. Equivalentemente, g es el conjunto de todas

tX esta en G para todo t real.

las matrices X tales que el subgrupo uniparamétrico e
Esto significa que podemos recuperar cualquier X € g si comenzamos con un subgrupo
uniparamétrico e/ C G y tomamos derivadas en la identidad I = €°:
d
X = — etX
dt( ) =0

Lie Algebra

Lie Group

Figura 2.1: Grupo y algebra de Lie, de [1]. 1 = I denota la identidad en G.

Definicion 2.14. Sean g y b dos dlgebras de Lie sobre R (o C). Un homomorfismo
de dlgebras de Lie de g en by es una aplicacicion lineal ¢ : g — § que cumple:

[0(X), p(Y)] = o([X, Y]).
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Si la aplicacion es biyectiva, diremos que es un tsomorfismo de dlgebras de Lie.
Ademds, un isomorfismo de un dlgebra de Lie en si misma es un automorfismo del
dlgebra de Lie.

Ejemplo 2.15. Mostremos ejemplos de algunos de los grupos vistos hasta ahora gracias
a la ayuda de un truco para trabajar con el espacio tangente. Cualquier elemento de un
grupo de Lie g € G cerca de 1 se puede expandir con Taylor: g = 1 + eX + O(e?)
con X € g. Entonces las equaciones matriciales que definen el grupo de Lie G inducen
ecuaciones que definen el algebra de Lie g.

1. Por ejemplo si G es un grupo unitario g*g = 1 y entonces

(I+eX+0(2) (1+eX +0(2) =1

Igualando términos obtenemos que X* = —X por lo tanto:
Lie(U(n)) ={X € M(n) | X* = —X} (matrices antihermitianas) y se denota por
u(n).

2. El mismo argumento se podria usar para el grupo ortogonal y obtendriamos que:
Lie(O(n)) = o(n) = {X € M(n) | XT = —X} (matrices antisimétricas)

3. Como e'X es invertible, Lie(GL(n)) = gl(n) = M(n)
4. Si anadimos la condicion especial, es decir, det(g) = 1, como det (etX ) = eTritX],
tendremos en la condicion aparte de lo estudiado, que Tr[X] = 0.

5. Sea G = SL(2,R) y g = sl(2,R) su algebra de Lie. Las siguientes matrices consti-
tuyen unsa base de g:

Hle,E:()l,F:OO,
0 -1 0 0 10

y [H,E|=2E, [H F|=-2F, |[E,F]=H

2.3. La Aplicacién Exponencial

En general, es mas comodo trabajar con espacios vectoriales que con grupos, por
lo que la idea es que cuando tengamos un problema de grupos de Lie lo pasemos a su
adgebra de Lie, lo analicemos y lo devolvamos al grupo de Lie. La clave para moverse
entre las dos es la aplicacion exponencial, la cual es un difeomorfismo local (aplicacion
infinitamente diferenciable y su inversa también) entre g y G cerca de la identidad I en
G. En esta seccion, nos dedicaremos al estudio de este tema particular y exploraremos
varios resultados de suma importancia que se derivan de él.
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Recordemos primero la definiciéon de subvariedad en un espacio vectorial real de
dimensién finta. Una subvariedad inmersa diferenciable de dimensién m de una
variedad en el espacio real de dimensién finita R es un subconjunto M con la siguiente
propiedad: para cada x € M existe un entorno U de 0 en R™, un entorno W de z en R"
y un difeomorfismo ® de U en W tal que

SUNR™) =WnNM

Teorema 2.16. Sea G un grupo de Lie matricial y g su dlgebra de Lie. Ezxiste un entorno
U deOengyun entornoV de I en G tal que la aplicacion

exp: U=V

es un homeomorfismo.

Demostracion. Sea G C GL(n,R) un grupo de Lie matricial, y g C M (n,R) su algebra
de Lie. Sea Uy un entorno de 0 en M(n,R) y V) un entorno de I en GL(n,R), para
el cual exp : Uy — Vj es un difeomorfismo. Esto lo sabemos por el Teorema 2.3 al ser
GL(n) el algebra de Lie de M (n). Entonces UyNg es un entorno de 0 en g, la restriccion
de la aplicacion exponencial a Uy N g es inyectiva y lleva Uy N g en VN G. Sin embargo,
todavia no podemos afirmar que G sea una subvariedad, es decir, queremos ver que
exp(Upng)=WNG.

Lema 2.17. Sea (gr) una sucesion de elementos de G que convergen a I. Asumimos
que, para todo k, gr # I. Entonces los puntos de acumulacion de la sucesion

_ log gk
L = 8k
| log gr||

pertenecen a g.

Demostracion. Asumiremos que klgn X=X € M(n,R). Sea Yy, = log gy y parat € R,
o0

= ——, entonces: exp(tX)= lim exp(ArYz).

lloggr || (tX) k— o0 ( )

Denotemos por [Ag| la parte entera de A\x. Entonces podemos escribir
exp(AeYs) = exp(Ye) ™ exp (A — [Me)) Vi)

Y % = D) Yell < 1Ykl — 0.
Por tanto, como exp Y, = gi, tenemos que X € g ya que

exp(tX) = lim (g1)
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O

Lema 2.18. Sea m un subespacio de M(n,R), complementario a g. Entonces existe un
entorno U de 0 en m tal que expU NG = {I}

Demostracion. Supongamos lo contrario. Entonces existe una sucesion X € m con
limite 0 tal que:
gp=exp Xy, g 71, greG.

Sea Y un punto de acumulacion de la sucesion Xy /|| Xg||. Por el Lema 2.17, Y € gnm,
pero esto es imposible ya que ||[Y|| = 1. O

Lema 2.19. Sean E y F dos subespacios complementarios en M(n,R). Entonces la
aplicacion
®: Fx F— GL(n,R),

(X,)Y)—»expXexpV

es diferenciable, y
D®p)(X,Y) =X +Y.

Demostracion. Dado que exp(X) y exp(Y') son funciones diferenciables en sus respecti-
vos subespacios de M (n,R), podemos afirmar que su producto, ademas de ser invertible,
también lo es. Podemos identificar M (n,R) = R, luego vemos ® como una aplicacion

de R™ en si mismo. Sabemos por las propiedades de la matriz exponencial que

d d
—®(tX,0 =X —&(0,tY =Y.
dt( ’)tzo ’ dt(’ )t:0
De donde se deduce el resultado por la regla del producto. O

Una vez vistos estos resultados previos podemos finalizar la prueba del Teorema
2.16. Sea m un subespacio de M (n,R) complementario a g, y consideramos la aplicacion:

®:gxm— GL(n,R),

(X,Y)— exp XexpV.

Existe un entorno U de 0 en g, un entorno V de 0 en m, y un entorno W de I en GL(n,R)
tal que la restriccion de @ a U x V es un difeomorfismo sobre W. Observemos que

expU =®(U x {0}) c WNG.

Por el Lema 2.18 el entorno V' puede ser elegido tal que expV NG = {I}. Veamos
ahora que expU = W NG. Sea g € W NG, podemos escribir ¢ = exp XexpY, con
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X eU,Y € V, luego tenemos:
expY =exp(—X)g €expV NG ={I},

por tanto, g = exp X. [

Corolario 2.20. Si G es un grupo de Lie matricial conexo entonces todo elemento
A € G se puede escribir de la forma

A =eX1eX2 .. Xm

para algunos elementos X1, X, ..., X € @.

Demostracion. Como G es conexo, podemos encontrar un camino continuo 7(¢) en G con
7(0) =1y (1) = A. Sea V un entorno de I en G como en el Teorema 2.16, luego cada
elemento de V es la exponencial de un elemento de g. Un argumento estandar usando
la compacidad del intervalo [0,1] muestra que podemos tomar una serie de nameros
to,...;tmcon 0 =19 < t; <--- <ty =1 tales que

Yo v €V
para todo k = 1,,,m. Entonces,
A= (v ) Oy ) =+ iy Vo)
Si elegimos X € g con exp Xi = ’Yt;iﬂtk (k=1,,,m), tenemos que:

A=eX1eX2. . oXm

Ahora veremos que efectivamente un grupo de Lie matricial G es una subvariedad.
Esto ademas implica que un grupo de Lie matricial es necesariamente localmente conexo
por caminos. Se deduce entonces que G es conexo (en el sentido topoldogico habitual)
si y solo si es conexo por caminos. Nuestra definicion por lo tanto en la Seccidon 1.4 es
equivalente a la usual.

Corolario 2.21. Un grupo de Lie matricial G C GL(n,R) es una subvariedad de
M(n,R) de dimension m = dim g.

Demostracion. Sea g € Gy sea L(g) la aplicacion
L(g) : GL(n,R) — GL(n,R),

h +— gh.
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Sea U un entorno de 0 en M (n,R) y Wy un entorno de I en GL(n,R) tal que la aplicacion
exponencial es un difeomorfismo de U en Wy que lleva U Ng sobre WyNG. La aplicacién
compuesta ® = L(g) oexp lleva U en W = gWy, yUNgen WNG. O

Otra consecuencia importante del Teorema 2.16 es que el conjunto expg es un
entorno de I en GG, luego genera la componente de la identidad G de G por la Proposicién
1.6:

(exp )" = Go.

(@G

k=1

Corolario 2.22. Si dos subgrupos cerrados Gy y Go de GL(n,R) tienen la misma dlgebra
de Lie, entonces las componentes de la identidad de G1 y Go son iguales.

Una vez visto que un grupo de Lie matricial es una subvariedad, probemos la rela-
cion mencionada anteriormente entre el espacio tangente y su algebra de Lie. Recordemos
que dado una subvariedad V' de RY, y un punto zq € V. Un vector tangente X en x
puede escribirse

X =+(to),

donde v es una curva C' en V tal que ¥(tg) = zo. Los vectores tangentes en z¢ forman
un espacio vectorial en en RY el cual llamamos espacio vectorial tangente de V en xq y
se denota por Ty, (V).

Sean ahora V y W dos subvariedades en RY, y ¢ una aplicacion diferencial de V/
en W. La imagen bajo ¢ de «, una curva C', dibujada en V a través de xg es una curva
@ o que estd en W pasando por yp = ¢(z9) y ,

Si V y W tienen la misma dimension y ¢ es un difeomorfismo, entonces la diferencial
(D) de p en cada punto = € V' es un isomorfismo de T (V') en Ty (W), donde y = ¢(z).
Si V y W tienen la misma dimension y, para cada z € V, la diferencial (Dyp), es un
isomorfismo, entonces (V, ) es un recubrimiento de W.

Proposicion 2.23. El espacio tangente a G en el elemento identidad e = I es el dlgebra
de Lie g = Lie(G) de G.
Demostracion. 1. Sea X € g. Entonces v(t) = exptX es una curva en G que pasa

por e parat =0,y 7' (0) = X, luego X € T.(G) y g C T.(G).

2. Por el contrario sea «(t) una curva en G que pasa por e en t = to. Para t cerca de
to, X (t) = log(t) esta bien definido y ¢ — X (t) es una curva en g. Ademas,

")//(to) = (D eXp)o (Xl(to)) .
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Como (Dexp)o = Id, 7' (to) = X'(to) € g. Y esto prueba que T.(G) C g.

2.4. Homomorfismos de Grupos y Algebras de Lie

2.4.1. Aplicaciéon Asociada a un Homomorfismo de Grupos de Lie

El siguiente teorema es un resultado fundamental. Nos muestra que un homomor-
fismo de grupos de Lie entre dos grupos de Lie matriciales da lugar de forma natural a
una aplicacién entre las correspondientes dlgebras de Lie. En particular, nos dice que dos
grupos de Lie matriciales isomorfos tendrén las “mismas” dlgebras de Lie. Veremos mas
adelante que el inverso es cierto bajo ciertas circuntancias, especificamente necesitaremos
que G sea simplemente conexo.

Teorema 2.24. Sean G y H grupos matriciales de Lie, con dlgebras de Lie g y b,
respectivamente. Supongamos que ® : G — H es un homomorfismo de grupos de Lie.
Entonces, existe una unica aplicacion real ¢ : g — b tal que

B(eX) = e?X)
para cada X € g. La aplicacion ¢ tiene la siguientes propiedades también:
1. p(AXA™Y) = ®(A)p(X)P(A), para cada X € g, A € G.
2. ¢o([X,Y]) = [¢(X), o(Y)], para cada X,Y € g.
3. (X)) = %@(etx) ., Para cada X € g.

Supongamos que G, H Y K son grupos de Lie matriciales y ®: H - K yV:G —- H
son homomorfismos de grupos de Lie. Sea A : G — K la composicion de ® y ¥, A(A) =
D(V(A)). Sean ¢, Y y X las aplicaciones de las dlgebras de Lie asociadas. Entonces:

Demostracién. Como ® es un homomorfismo continuo de grupos, ®(e*X) sera un sub-
grupo uniparamétrico de H, para cada X € g. Luego, por el Teorema 2.8, existe una
Gnica matriz Z tal que

D) =¢€?  VteR. (2.1)

Esta matriz Z debe estar en b ya que !4 = ®(e!X) € H. Ahora definimos ¢(X) = Z y
comprobaremos en varios pasos que ¢ cumple las propiedades pedidas.
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Paso 1: ®(eX) = #X),
Esto se tiene de (2.1) y nuestra definicion de ¢ poniendo ¢ = 1.

Paso 2: ¢(sX) = s¢(X) para cada s € R.

Esto es inmediato, ya que si ®(e!X) = '

, entonces ®(e!*X) = elsZ,

Paso 3: ¢(X +Y) = ¢(X) + o(Y).
Por los Pasos 1 y 2:
IP(XHY) _ dH(X4Y)] _ g ( et(X—f—Y)) ‘

Por la féormula del producto de Lie y el hecho de que ® es un homomorfismo

continuo, tenemos

O~ (i (e%e%)m) — 1im (@ (%)@ (e%))m

Sin embargo, tenemos que:

tPXHY) — 1 (6%6%>m _ HBX)+6(Y))

m—> 00

Diferenciando esto en ¢t = 0 tenemos el resultado.

Paso 4: ¢(AXA™Y) = ¢p(A)d(X)p(A)~L
Por los Pasos 1 y 2:

exptdp(AXA™) = expp(tAXA™Y) = B(exptAXA™L) = d(AN AT
= B(A)D()D(A)! = D(A)e?XPp(A)7L.
Y diferenciando esto en ¢ = 0 obtenemos lo buscado.
Paso 5: ¢([X,Y]) = [¢(X), p(Y)].
d ixv —ix
X, Y] = ZetXve L_O.

dt

Luego, usando que la derivada conmuta con una transformacion lineal nos queda:

_ ﬁ tXvy, —tX _ﬁ tXvy, —tX
oY) = (e ve| ) = GoteXve )|
Por tltimo, por el Paso 4,
d d
- = - — 2 pté(X) —t¢(X) _
BX,Y)) = ZOEN)p(V)0(e™)| = S Op(v)e | = [6(x),6(V))

Paso 6: ¢(X) = %‘I)(etx) —0

¢
Esto es claro de (2.1) y de nuestra definicion de ¢.
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Paso 7: ¢ es la tinica aplicacion lineal tal que ®(eX) = e?X),
Supongamos que v es otra aplicaciéon que cumple esto. Entonces:

V) = ¥X) — $(¢X), luego P(X) = %@(etx) o

Entonces por el Paso 6 tenemos que % coincide con ¢.

Paso 8: A =¢ o).
Para cualquier X € g,

A(etX) _ (I)(\Ij(etX)) — (I)(etw(X)) — etd)(d’(x))_
Por tanto, A(X) = ¢(¢¥(X)).

O]

Observaciéon 2.25. En la préctica, dado un homomorfismo de grupos de Lie ®, la
forma de calcular ¢ es usando la Propiedad 3, y, al ser ¢ lineal y real, seré suficiente con
calcular ¢ en una base de g. En el ambito de las variedades diferenciables, la Propiedad
3 dice que ¢ es la diferencial de ® en la identidad (véase la Proposicion 2.23).

Corolario 2.26. Supongamos que G es grupo de Lie matricial conexo, H es un grupo
de Lie matricial, y ®1 y ®o son homomorfismos de grupos de Lie de G en H. Sean ¢
y ¢2 los homomorfimos de dlgebras de Lie asociados. Si ¢p1 = ¢po, entonces &1 = Do.

Demostracion. Sea g € GG. Como G es conexo, el Corolario 2.20 nos dice que g se puede

X1pX2

escribir como g = e -eXn con X; € g. Entonces,

®1(g) = ¢1(6X1) tte @1(6)(") = e¢1(X1) e e¢1(Xn)

= 2230 L 092(50) = By (M) - By (eXn) = By(g).

2.4.2. La Aplicacién Adjunta

Definiciéon 2.27 (La Aplicacion Adjunta). Sea G un grupo de Lie matricial con
dlgebra de Lie g. Entonces, para cada A € G, definimos una aplicacion lineal Ad4 : g — g
por la formula:

Ada(X)=AXAL

Proposicion 2.28. Sea G un grupo de Lie matricial y g su dlgebra de Lie. Sea GL(g) el
grupo de todas las transformaciones lineales invertibles de g. Entonces, para cada A € G,
Ada es una transformacion lineal invertible de g con inversa Adj—1 y la aplicacion
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A — Ady es un homomorfismo de grupos de G en GL(g). Ademds, para cada A € G,
Ady cumple que

Ada([X,Y]) = [Ada(X),Ada(Y)] para todo X,Y € g.

Demostracion. La demostracion es sencilla. Notemos que por definicién del algebra de
Lie, la exponencial es una aplicacién de gen G, exp: g — G. Para A € G, X € g,t € R:

Aexp(tX)A™t = exp(tAXA_l).

Luego AXA™ ! € g. O

Como g es un espacio vectorial real de dimensién finita digamos k, GL(g) es esen-
cialmente lo mismo que GL(k,R) y podemos pensar en él como un grupo de Lie matricial.
Es facil ver que Ad : G — GL(g) es continua, y luego un homomorfismo de grupos de
Lie. Por el Teorema 2.24, existe una aplicacién lineal real asociada X — adx del &lgebra
de Lie de G al algebra de Lie de GL(g) (es decir, de g a gl(g)), con la propiedad de

24X = Ad(eX).

Aqui, gl(g) es el algebra de Lie de GL(g), el espacio de todas las aplicaciones lineales de

g en si mismo.

Proposicion 2.29. Sea G un grupo de Lie matricial, g su dlgebra de Lie y Ad : G —
GL(g) el homomorfismo de grupos definido anteriormente. Sea ad : g — gl(g) la aplica-
cion asociada de dlgebras de Lie. Entonces, para todo X,Y € g

ady(Y) = [X,Y].

Demostracion. Recordemos que por el Punto 3 del Teorema 2.24; ad se puede calcular

COmo: J
dx = —Ad(e"™
X dt (€ )t:O
Entonces,
d d
adx(Y) = aAd(etX | = %etx Ye ™| =[X,Y].
t=0 t=0

A partir de ahora, dada g un algebra de Lie. Para X € g, definimos la aplicacién
lineal adx : g — g por
adxy(Y) = [X,Y].

Proposicion 2.30. Si g es un dlgebra de Lie, entonces ad : g — gl(g) es un homomor-
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fismo de dlgebras de Lie, esto es,

ad[x,y] = adxady — adyadx = [adx,ady].

Demostracion. Observemos que
a“d[X,Y] (Z) = [[X’ Y]v Z]v
mientras que
[adx,ady](2) = [X,[Y, Z]] - [V, [X, Z]].

Luego queremos probar que
([X,Y], 2] = [X,[Y, Z]] = [V, [X, Z]]
0, lo que es lo mismo,
0=[X,[Y,Z]| + [V, [Z X]| + [2,[X, Y]],

que es exactamente la identidad de Jacobi. ]

2.4.3. La Férmula de Baker-Campbell-Hausdorff

En esta subseccion presentaremos el Teorema de Baker-Campbell-Hausdorff, del
cual nos serviremos para el desarrollo de nuestros resultados. No lo demostraremos debido
a su larga extensiéon y necesidad de resultados previos que alargarian este trabajo y no
son objetivo del mismo, pero haremos menciéon a alguna de sus partes. (Para la prueba
completa veése el libro de Brian C. Hall [2]).

Consideremos la funcién
(2) log 2
Z) = ———.
g 1-1/z
Esta funcion esta definida y es analitica en el disco {|z — 1| < 1}, y luego, para z en este
conjunto, g(z) se puede expresar como

9(2) = > am(z— 1),
m=0

siendo {a,,} un conjunto de constantes. Estas series tienen radio de convergencia igual
a uno. Ahora, supongamos que V' es un espacio vectorial complejo de dimensién finita.
Elegimos una base arbitraria de V' de modo que V puede ser identificado con C" y, por
tanto, la norma de un operador lineal en V puede ser definida. Entonces, para cualquier
operador A en V con ||A — I|| < 1, definimos:

g(4) = am(A-D™

m=0
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Ahora estamos listos para establecer la integral de la féormula de Baker-Campbell-
Hausdorff.

Teorema 2.31 (Baker-Campbell-Hausdorff).
Para todas matrices X e'Y complejas n x n, con normas | X|| y |Y|| suficientemente

pequenas,
1

log(e*e¥) = X +/ g(e®x et ) (Y dt. (2.2)
0

Observemos que 24X ef2dy vy por lo tanto, g(e?dxedv) son operadores lineales del
espacio gl(n, C) de todas las matrices complejas n x n. Este operador se aplica a la matriz
Y. El hecho de que X e Y se asuman pequefios garantiza que e®dX 24y ests cerca al

tady )

operador identidad en gl(n,C) para 0 < t < 1, asegurado que g(erdxe esté bien

definido. Ademas, si X e Y conmutan, la férmula nos da correctamente lo esperado:
log(e¥e¥) =log(eX* ™) =X +V.

Ahora demostraremos un importante coroloario de este teorema.

Corolario 2.32. Sea G un grupo de Lie matricial y g su dlgebra de Lie. Supongamos
que ¢ : g — gl(n,C) es un homomorfismo de dlgebras de Lie. Entonces, para todas X e
Y suficientemente pequenas en g, log(eXeY) c€gy

<Z>[log(eXeY)] = log (ed)(X)e‘z’(Y)). (2.3)

Demostracion. Observemos que si X e Y estan en un algebra de Lie g, entonces adx
y ady dejaran g invariante, y por tanto, también g(e?dxe!*dv)(Y). Luego, si la formu-
XeY)

la (2.2) se cumple, log(e estard en g. Solo queda verificar (2.3). Como ¢ es un

homomorfismo de algebras de Lie,

oY, X] = [¢(Y),0(X)] o ¢(ady(X)) = ady(y)(o(X)).

Més generalmente,
¢((ady)" (X)) = (ady(y))" (4(X)).

Teniendo esto en cuenta,

QS(@tadY (X)) — Z %m'gb((ady)m(X)) — Z t—m'(add)(y))m(d)(X)) = etad¢(Y)((z)(X)).
m=0 m=0

De forma parecida llegamos a
B(ex 207 (1)) = o0 eladecr) (§(Y ).

Ahora asumamos que X e Y son suficientemente pequenas tal que la formula de Baker-
Campbell-Hausdorff se puede aplicar a X e Y, y a ¢(X) y ¢(Y). Entonces usando la
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linearidad de la integral y razonando de forma similar a lo anterior, tenemos:

1 oo
ollog (X)) = $(X) + /0 S amol(ex el — [ym(y)]dt
m=0

1 ©©
= ¢(X) + /0 Z am (e29600 o) — Y™ (p(Y))dt = log (ed’(X)e‘z’(Y)).

2.4.4. Aplicaciéon Asociada a un Homomorfismo de Algebras de Lie

Ahora probaremos la version opuesta al Teorema 2.24. Este resultado es extremada-
mente importante porque implica que, si G es simplemente conexo, entonces existe una
correspondencia natural uno a uno entre las representaciones de G y las representaciones
de su &lgebra de Lie g (como explicaremos en el siguente capitulo). En la practica es
mucho mas sencillo hallar las representaciones de algebras de Lie que directamente las
representaciones del grupo correspondiente.

Teorema 2.33. Sean G y H grupos matriciales de Lie, con dlgebras de Lie g y b,
respectivamente. Supongamos que ¢ : g — b es un homomorfismo de dlgebras de Lie.

St G es simplemente conexo, entonces existe un unico homomorfismo de grupos de Lie
®: G — H tal que

®(exp X) = exp(¢(X))

para cada X € g.

Demostracion. Paso 1: Definimos ® en un entorno de la identidad.
Por el Teorema 2.16, la aplicacién exponencial para G tiene una inversa local
que lleva un entorno V de la identidad en el algebra de Lie g. Si tomamos V'
suficientemente pequeno, entonces podemos asumir que para todo A, B € V,
tenemos log A y log B lo suficientemente pequenos que cumplen el Teorema de
Baker-Campbell-Hausdorff. A partir de ahora fijaremos este entorno V' para el
resto de la prueba. En V podemos definir ® : V — H por

D(A) = exp(p(log A)), luego en V tenemos P = expo¢ olog.

(Notemos que si hay un homomorfismo ® como en el teorema, entonces ¢ debe
seguir esta formula).

Paso 2: Definimos ® a lo largo de un camino.
Recordemos que parte de lo que significa que G es simplemente conexo es que
es conexo. Recordemos que cuando decimos que G es conexo, nos referimos
realmente a que G conexo por caminos. Entonces, para cualquier A € G existe
un camino y(t) € G con v(0) = I y 7(1) = A. Usando la compacidad del
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intervalo [0,1] y la continuidad de 7 existen una serie de ntmeros o, ...t
con 0 =ty < t1 < -+ < t, = 1 tales que para todo s y t que satisfacen
t; < s <t<ti+ (para algun i), tenemos:

Y(E)y(s) eV (2.4)

En particular, como t9 = 0y v(0) = I, tenemos (1) € V. Ahora escribimos
A =~(1) de la forma

A = [y y(tm-1) T (tm=1)V(Em—=2) "] -+ [y (t2) v (t1) "y (t1)-

Como buscamos que ® sea un homomorfismo, es razonable definir ®(A) por:

©(A) = 2(V(1)y(tm—1)"") - 2((t2)y(t1) " ) (v(t1)), (2.5)

donde cada factor del lado derecho esta definido como en el Paso 1.

Probar la independencia de la particion.

Para que esta definicion de ®(A) sea vélida, debemos probar que el valor de ®(A)
es independiente de la eleccién del camino e independiente para la eleccién de la
particion (to, ..., t,) para un camino dado. Tratemos primero la independencia
de la particion. Este es el tinico paso de la demostracion en el que utilizaremos el
Teorema de Baker-Campbell-Hausdorff. Primero mostraremos que pasar de una
particiéon particular a un refinamiento de la particion no cambia el resultado.
(Un refinamiento de una particicion es aquel que contiene todos los puntos de
la particion original, junto a algunos otros). Notemos que si la particicion dada
cumple (2.4), entonces cualquier refinamiento de la particion también cumple la
condicién. Supongamos ahora que insertamos un punto extra s entre t; y t;+1.
Entonces, el factor ®(y(t;11)7(t;)~!) en (2.5) sera sustituido por

®(y(tis1)v(s) )@ (v(s)y(t:) ).

Como s esta entre t; y t;+1, la condicion (2.4) de la particion original garantiza
garantiza que v(t;i11)v(s) "y v(s)y(t:) 7!, ademas de y(t;1)v(t;) "L, estan to-
dos en V. Ahora, del Corolario 2.3 de la formula de Baker-Campbell-Hausdorff
tenemos que ®, definido como en el Paso 1, es un “homomorfismo local”, esto
es, ®(AB) = ®(A)P(B) para todos A y B suficientemente cercanos a la identi-
dad. (Cuando aplicamos el corolario escribimos A como eX y B como e¥). Esto
quiere decir que

O(y(tis1)y(t:) ") = @((tir1)v(s) @ (v(s)v(t:) )

y por lo tanto, el valor de ®(A) permanecera inalterado al anadir el punto ex-
tra de la particion. Repitiendo este argumento vemos que el valor de ®(A) no
cambia aunque anadamos cualquier cantidad finita de puntos a la particiéon.
Ahora, dadas dos particiones, tienen un refinamiento en comun, la unién. Los
argumentos anteriores muestran que el valor de ®(A) es el mismo para el refina-
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Paso 4:

miento en comin, y es igual también para la segunda particiéon. Esto demuestra
la independencia de la particion.

Probar la independencia del camino.

Habiendo probado que el valor de ®(A) es independiente de la particion para
un camino fijado, ahora necesitamos probar que ®(A) es independiente de la
eleccion del camino. En este paso es donde usaremos que G es simplemente
conexo. Supongamos que Yo(t) y v1(¢) son dos caminos que unen la identidad a
algin A € G. Entonces, como G es simplemente conexo, un argumento esténdar
topologico muestra que 7y y 71 son homoétopas con puntos finales fijos. Esto
quiere decir que existe un aplicaciéon continua « : [0,1] x [0,1] — G con

7(07 t) - 70(75)’ ’Y(la t) =N (t)

para todo ¢ € [0,1] y también

’7(5’0) =1, ’7(571)

para todo s € [0,1]. La compacidad de [0,1] x [0,1] garantiza que existe un
entero N tal que para todo (s,t) y (s/,t') en [0,1] x [0,1] con |s — s'| <2/N y
|t — /| < 2/N, tenemos que (s, t)y(s’,#')™1 € V. Ahora empleamos un truco
para deformar vy “un poco cada vez” en ~y;. Esto quiere decir que definimos una
sucesion By ; de caminos, con k = 0,...,. N —1y [l = 0,...,N. Definimos estos
caminos de tal manera que By (t) coincide con y((k + 1)/N,t) para t entre 0
y ({ =1)/N,y By,(t) coincide con vy(k/N,t) para t entre [/N y 1. Para t entre
(l=1)/N y I/N, definimos By, (t) para que coincida con los valores de (-, )
en el camino que va “diagonalmente” en el plano (s,t), como se ve en la imagen
2.2. Cuando calculamos By no hay valores de t entre 0 y (I — 1)/N, luego
By o(t) = v(k/n,t) para todo t € [0,1]. En particular By o(t) = yo(t).

k

+
N

1
I
|
|
|
I

k

N

Figura 2.2: El camino By, de [2]

Pensamos en deformar el camino g en -1 en pasos. Primero, deformamos
Yo = Bo,o en By y luego en By 2, By 3 y asi hasta llegar a By y, y este camino
podemos deformarlo en By y luego en By 1,..., By y. Repetimos este proceso
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hasta llegar a By_1,n, el cual deformamos finalmente en «y;. Queremos probar
que el valor de ®(A) calculado a lo largo de cada uno de estos caminos es el
mismo que el valor de ®(A) calculado a lo largo del siguiente. Ahora, notemos
que para k < I, By (t) v Bi+1(t) son iguales excepto para t en el interva-
lo [(I = 1)/N,(l + 1)/N]. Entonces usaremos la independencia de la particion
que acabamos de comprobar. Podemos elegir cualquier particiéon que cumpla la
condicién 2.4. Luego tanto para Bj; como para By ;41 elegimos los siguientes
puntos de la particién:

1 I-114+11+2
N?"'? N’ N I N ’

0, oy L.

La forma en la que hemos elegido N garantiza que esta particion es valida.
Observemos ahora que, de (2.5), el valor de ®(A) depende solo de los valores
del camino en los puntos de la particién. Hemos elegido nuestra particién de
tal manera que By y By ;41 son iguales en todos los puntos de la particién y,
luego, el valor de ®(A) es el mismo en estos dos caminos. Un argumento anilogo
muestra que el valor de ®(A) calculado a lo largo de By el mismo que a lo
largo de Bjy1,0. (Notemos que By n(1) = Bi41,0(1) = A). Por tanto, el valor
de ®(A) es el mismo para cada camino desde vy = By hasta el final a By_1 n
y entonces (por el mismo argumento) igual que ;. Con esto hemos probado la
independencia del camino.

Demostar que ® es un homomorfismo y estd correctamente relacionado con ¢.
Dejaremos indicado como se procederia para demostrar que ® es un homomor-
fismo: Dadas A, B € G, consideramos dos caminos, el primero A(t) que conecta
I con Ay el segundo B(t) que conecta I con B. Ahora definimos un tercer
camino C(t) como combinaciéon de los dos y que conecte I a AB, pongamos
C(t) = A(2t) para 0 <t < 1/2y C(t) = A-B(2t —1) para 1/2 <t < 1. Si
to, ..., tm €s una particion valida para A(t) y so, ..., Sy es una particion valida
para B(t) tendremos que

to tm S0 1 SM
+ 5775 + 5

27"

N

es una particion valida para C(t). Ahora calculando los valores de ®(A), ®(B)
y ®(AB) para estas particiones y caminos comprobariamos que efectivamente
®(AB) = ®(A)P(B).

Queda solo comprobar que ® estd adecuadamente relacionada con ¢. Sin em-
bargo, como ® esta definida cerca de la identidad como ® = exp o¢ o log, vemos
que

d d

) tX - tp(X) — X).
dt () t=0 dte t=0 H(X)
Por tanto, ¢ es el homomorfismo de algebras de Lie asociado al homomorfismo

de grupos de Lie ®. Esto completa la prueba del Teorema 2.33.
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Corolario 2.34. Supongamos que G y H son grupos de Lie matriciales simplemente
conezos, con dlgebras de Lie g y h. Si g es isomorfo a b, entonces G es isomorfo a H.

Demostracion. Sea ¢ : g — h un homomorfismo de grupos de Lie. Por el Teorema 2.33,
existe un homomorfismo de grupos de Lie asociado ® : G — H. Como ¢! : h — g es
también un homomorfismo de algebras de Lie, existe un homomorfismo de grupos de Lie
asociado ¥ : H — G. Queremos ver que ® y ¥ son inversas el una de la otra. Sin embargo,
la aplicacién de algebras de Lie asociada con la composiciéon es la composicién de las
aplicaciones de algebras de Lie (como vimos en el Teorema 2.24), la cual es la identidad.
Por tanto, por el Corolario 2.26, ® o ¥ = Iy. De la misma forma, W o ® = I. O
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Capitulo 3

Teoria de Representacion

A pesar del origen del término, la cuestiéon de la teoria de representacion, al menos
en este trabajo, no es la de representar grupos como grupos de matrices ya que al fin y
al cabo nuestros grupos ya son grupos matriciales. La clave de la teoria de representa-
cién es que estudia céomo los grupos pueden actuar en espacios vectoriales a través de
transformaciones lineales. Estas acciones (representaciones) surgen de forma natural en
muchas ramas de las matematicas y la fisica, y es importante comprenderlas. Analizar
las representaciones de un grupo G (o de un algebra de Lie g) puede dar informacion
sobre el grupo (o del algebra de Lie).

En este capitulo nos centraremos principalmente en el calculo de las representacio-
nes de dimensién finita de los grupos de Lie matriciales y sus algebras de Lie asocia-
das, al igual que veremos algunos ejemplos de algunas de ellas y cémo se constuyen.
Mostraremos que en algunos casos el problema se reduce practicamente a calcular las
representaciones de dimension finita irreducibles del dlgebra de Lie asociada. Seran de
especial interés las representaciones unitarias y los grupos compactos, ya que tendran la
propiedad llamada reducibilidad completa, esto es, que las representaciones se pueden
descomponer como suma directa de un niimero finito de representaciones irreducibles.
Ademés, en este capitulo probaremos el Lema de Schur, un resultado fundamental so-
bre las aplicaciones de entrelazamiento para representaciones irreducibles. Finalmente
estudiaremos con detalle algunas representaciones de los grupos SU(2) y SO(3), y la
relacion que existe entre ellos.

3.1. Representaciones

Definiciéon 3.1. Sea G un grupo matricial de Lie. Una representaciéon compleja de
dimension finita de G es un homomorfismo de grupos de Lie

II:G— GL(n,C)

41
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(n > 1) o, mds generalmente, un homomorfismo de grupos de Lie
IT:G— GL(V),

donde V' es un espacio vectorial complejo de dimension finita (con dimension > 1). Una
representacion real de dimension finita de G es un homomorfismo de grupos de
Lie ® de G en GL(n,R) 0 en GL(V'), donde V' es un espacio vectorial real de dimension
finita.

Si g es un dlgebra de Lie real o complejo, entonces una representacion compleja
de dimension finita de g es un homomorfismo de dlgebras de Lie w de g en gl(n,C) o
en gl(V'), donde V' es un espacio vectorial complejo de dimension finita. Igual que antes
podemos considerar también una representacion real de dimension finita de g.

SiIl o ™ es un homomorfismo uno-a-uno (inyectivo), la representacion se dice que
es fiel.

Uno debe pensar en las representaciones como acciones lineales de un grupo o
algebra de Lie en un espacio vectorial (ya que, por ejemplo, a cada A € G, se asocia un
operados II(A) que actta sobre el espacio vectorial V).

Definicion 3.2. Sea II una representacion real o compleja de dimension finita de un
grupo de Lie matricial G, actuando sobre el espacio V. Un subespacio W de V' se llama
invariante si II(A)w € W para todo w € W y todo A € G. Un espacio invariante
se llama no trivial si W # {0} y W # {V}. Una representacion sin subespacios
invariantes no triviales se denomina irreducible.

Los términos tnvariante, no trivial y irreducible se definen de igual manera
para representaciones de dlgebras de Lie.

Definicion 3.3. Sea G un grupo de Lie matricial, sea 11 una representacion de G ac-
tuando sobre el espacio V', y sea ¥ una representacion de G actuando sobre el espacio
W. Una aplicacion lineal ¢ : V. — W se llama una aplicacion de entrelazamiento
de representaciones st

o(II(A)v) = X(A)o(v)  para todo A € G,v € V.
De forma andloga se define para representaciones de un dlgebra de Lie.

Si ¢ es una aplicacion de entrelazamiento de representaciones y, ademds, ¢ es
invertible, entonces se dice que ¢ es una equivalencia de representaciones. Si existe un
isomorfismo entre V. .y W, entonces las representaciones son equivalentes.

Dos representaciones equivalentes deben considerarse como “la misma” representa-
ci6n. Un problema tipico en teoria de representaciéon es determinar, hasta equivalencias,
todas las representaciones irreducibles de un grupo o algebra de Lie particular.
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Teorema 3.4. Sea G un grupo de Lie matricial con dlgebra de Lie g y sea Il una
representacion de G (de dimension finita real o compleja), actuando sobre el espacio V.
Entonces, existe una unica representacion w de g actuando sobre el mismo espacio tal
que

I(e™) = e™X)

para todo X € g. La representacion m se puede calcular como

d
X) = —I(eX
m(X) = S|
y cumple que

T(AXA™Y) = H(A)7(X)II(A) !

para todo X € g y todo A € G.

Demostracion. El Teorema 2.24 afirma que para cada homomorfismo de grupos de Lie
® : G — H, existe un homomorfismo de édlgebras de Lie asociado ¢ : g — h. Tomemos
H = GL(V) y & = II. Como el algebra de Lie de GL(V') es gl(V) (la exponencial de
cualquier operador es invertible), el homomorfismo de élgebras de Lie asociado ¢ = «
lleva g en gl(V') y, por lo tanto, constituye una representacion de g. Las propiedades de
7 se tienen de las propiedades de ¢ dadas en el Teorema 2.24. O

Ademaés por el Teorema 2.33, si razonamos de la misma manera que en el caso
anterior, podemos afirmar lo siguiente:

Teorema 3.5. Sea G un grupo de Lie matricial simplemente conexo con dlgebra de Lie
g y sea m una representacion de g (de dimension finita real o compleja), actuando sobre
el espacio V. Entonces, existe una unica representacion 11 de G actuando sobre el mismo

espacio, con la siguiente propiedad:

(eX) = "X para todo X € g.

Observacion 3.6. Hemos establecido entonces que, para grupos de Lie matriciales
simplemente conexos, existe de manera natural una correspondencia uno a uno entre las
representaciones del grupo y del algebra de Lie asociada.

Proposicion 3.7. 1. Sea G un grupo de Lie matricial conexo con dlgebra de Lie g.
Sea IT una representacion de G y © la representacion de g asociada. Entonces 11
es trreducible si y solo si w es irreducible.

2. Sea G un grupo de Lie matricial conexo, sean Il y Ils representaciones de G, y
sean w1 y wo las representaciones de dlgebras de Lie asociadas. Entonces, m1 y mo

son equivalentes si y solo si 111 y Ils son equivalentes.
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Demostracion. Para el Punto 1, supongamos primero que II es irreducible. Queremos
probar que 7 es irreducible. Entonces, sea W un subespacio de V' que es invariante bajo
7m(X) para todo X € g. Queremos probar que W es o {0} o V. Ahora, supongamos que
A es un elemento de G. Como G es conexo, por el Corolario 2.20 sabemos que A puede
ser escrito como A = eX1...eXm para algunos Xi,..., X,, € g. Como W es invariante

bajo 7(X;), también lo sera bajo exp(m(X;)) = I + 7(X;) + m(X;)?/2 + - y luego, bajo
II(A) = (e - eXm) = T1(eX) - - - TI(eXm) = (K1) ... e (Xm)

Como II es irreducible y W es invariante bajo cada II(A), W debe ser o {0} o V. Esto
prueba que 7 es irreducible.

En la otra direccién, asumamos que 7 es irreducible y W es un subespacio irreducible
para II. Entonces, W es invariante bajo II(exp tX) para todo X € gy, luego, bajo
d

7(X) = SI(e!X)

dt t=0

Por tanto, como 7 es irreducible, W es {0} o V', y concluimos que II es irreducible.

Para probar el Punto 2 se realizaria de forma anéaloga a lo anterior expuesto pero
ahora con nuestra condicién de equivalencia, es decir, considerando un isomorfismo

¢:V — W tal que

d(II(A)v) = X(A)p(v) paratodo A€ G,ve V.

Definicion 3.8. Sea G un grupo matricial de Lie, H un espacio de Hilbert (es decir, un
espacio vectorial con un producto interior y que es completo respecto a la norma asocia-
da), Y sea U(H) el grupo de operadores unitarios en H (recordemos que un operador es
unitario si es invertible y su inversa es igual a su conjugada traspuesta). Entonces, un
homomorfismo 11 : G — U(H) se llama representacion unitaria de G si para cada
A€ G, II(A) es un operador unitario, esto es,

VAEG, YoeH, [T(A)] = v].
O equivalentemente, la representacion I es unitaria si y solo st

(A" =T(A)*, para todo A € G.

Proposicion 3.9. (a) El dlgebra de Lie del nicleo del homomorfismo de grupos de Lie
®: G — H esigual al nicleo del homomorfismo de dlgebras de Lie asociado
¢o:g—b:

Lie(ker(®)) = ker(¢).

Por tanto, el nicelo de ® es discreto si y solo si ¢ es inyectiva.
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(b) Si ¢ es sobreyectiva, entonces la imagen de ® contiene la componente identidad Hy

de H.

(¢) Si G y H son conexos y ¢ es un isomorfismo, entonces (G, ®) es una cubierta
(universal) de H.

Recordemos la definicion de cubierta (universal). Sean X e Y espacios topologicos

conexos y ® : X — Y una aplicacion continua. El par (X, ®) se llama una cubierta de
Y si @ es sobreyectiva y, para cada x € X, existen entornos V de x y W de y = ®(x)
tal que la restriccion de ® a V' es un homeomorfismo de V en W.
Sea (X, ®) una cubierta de Y. Si para yo € Y, la contraimagen ® !(y9) C X es un
conjunto finito, entonces lo mismo ocurre para cada y € Y, y las contraimagenes ®~!(y)
tienen todas el mismo ntimero k de elementos. Se dice entonces que (X, @) es una cubierta
de orden k de Y.

Demostracion. (a) Del Teorema 2.24 sabemos que para X € g,t € R,

P(exptX) = exp(tp(X)).

Luego
Lie(ker(®)) = ker(¢).

En particular, ¢ es inyectiva si y solo si el algebra de Lie de ker ® se reduce a {0},
esto es, si ker ® es discreto.

(b) Recordemos que Gq denota la componente identidad de G. Asumamos que ¢ es
sobreyectiva. Esto significa que la diferencial de ® en el elemento identidad e de G
es sobreyectiva. Entonces V = ®(Gy) es un entorno del elemento identidad ¢’ de H.
Vimos en la Proposiciéon 1.6 que

Hy = [j vk,
k=1

Luego, como ® es un homomorfismo de grupos, V = ®(Gy) es un subgrupo de H, y
VE =V, por tanto Hy = ®(Gy).

(¢) Supongamos que Gy H son conexos y que ¢ es un isomorfismo. Veamos que (G, ®)
es una cubierta de H. De (b) se deduce que ® es sobreyectiva. Usando el Teorema
2.16, y la relaciéon

P(exptX) = exp(td(X)), X €g,

se puede ver que existe un entorno V' C G del elemento identidad de GG, y un entorno
W C H del elemento identidad de H tal que ® es un isomorfismo de V en W. Resulta
que, para cada g € G, ® es un homeomorfismo del entorno gV de g en el entorno
hW de h = ®(g) ya que

®(gv) = h®(v), veV.
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Si ker @ es un grupo finito, entonces (G, ®) es una cubierta de orden k de H, donde
k el el nimero de elementos en ker ®.

Ejemplos de Representaciones

La representaciéon estandar.

Un grupo de Lie matricial es, por definicién, un subconjunto de GL(n,C). La
aplicacion de inclusion de G en GL(n, C), es decir, II(A) = A es una representacion
de G llamada la representacion estandar de G. Si G estéa contenido en GL(n,R) C
GL(n,C) podemos pensar en la representacion estandar como una represenatcion
real si lo preferimos. Por ejemplo, la representacion estandar de SU(2) es aquella
en la que SU(2) acttia de la manera usual en C2.

Si G es un subgrupo de GL(n,R) o GL(n,C), entonces su algebra de Lie g sera
una subalgebra de gl(n,R) o gl(n,C). La inclusion de g en gl(n,R) o gl(n,C) es
una representaciéon de g llamada también la representacion estandar.

. La representacioéon trivial.

Consideramos el espacio vectorial complejo unidimensional C. Dado cualquier gru-
po de Lie matricial G podemos definir la representaciéon trivial de G, II : G —
GL(1,C), por la formula

IA) =1

para todo A € GG. Esta es claramente una representacion irreducible ya que C no
tiene subespacios no triviales (luego tampoco subespacios no triviales invariantes).
Si g es un algebra de Lie podemos también definir la representaciéon trivial de g,
m:g— gl(1,C) por

m(X)=0

para todo X € g. Es una representacion irreducible.

La representaciéon adjunta.
Sea GG un grupo de Lie matricial con algebra de Lie g. Ya hemos definido la apli-

cacion adjunta
Ad:G — GL(g), Adus(X)=AXA"!

Recordemos que Ad es un homomorfismo de grupos de Lie. Como Ad es un ho-
momorfismo de grupos de Lie en un grupo de operadores invertibles, vemos que
de hecho, Ad es una representaciéon de G actuando sobre el espacio g, llamada la
representacion adjunta de GG. La representacion adjunta es una representaciéon real
de G (si g es un subespacio complejo de M (n,C) podemos pensar en la represen-
tacion adjunta como una representacion compleja).
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De forma similar, si g es un algebra de Lie la aplicacion
ad: g — gl(g), adx(Y)=[X,Y]

sabemos que es un homomorfismo de algebras de Lie y, luego, es la representacion
adjunta de g. En el caso que g sea el algebra de Lie de algtn grupo G, ya hemos
establecido anteriormente que Ad y ad estan relacionados por e*4x = Ad_x.

4. La representacién suma directa.

Dado G un grupo de Lie matricial y sean IIy,Ils, ..., II,, representaciones de G
actuando sobre espacios vectoriales Vi, Vs, ..., V,,. Entonces la suma directa de
Iy, ..., IL,, es una representacion Iy @ --- @ Il,,, de G actuando sobre el espacio
Vi®--- &V, definida por

I & - &I (A)](v1, .oy vm) = (1 (A)vr, ooy i (A)vp,)

para todo A € G. Ademas, puede ser 1til pensar en la suma directa en la forma
diagonal en bloque: la representacion II; & IIy actuando sobre Vi & Vo puede ser
escrita como:

m(A) 0

) , paratodo A € G.

De forma anéloga se puede definir la representaciéon de la suma directa para un
algebra de Lie.

Una propiedad importante de algunos grupos y algebras de Lie matriciales en
relacion a la suma directa de representaciones irreducibles es la llamada propiedad
de reducibilidad completa que estudiaremos en la Seccién 3.5.

. La representacién producto tensorial.

Si U y V son espacios vectoriales de dimension finita reales o complejos, entonces
un producto tensorial de U con V' es un espacio vectorial W junto con una apli-
cacion bilineal ¢ : U x V. — W con las siguientes propiedades: Si ¢ es cualquier
aplicacion lineal de U x V' en un espacio vectorial X, entonces existe una tnica
aplicacion lineal 1; de W en X tal que el siguiente diagrama conmuta:

Observemos que la aplicacion bilineal ¢ de U x V' en X se convierte en una aplica-

UxVES w

YN Y
X

cion lineal 1; de W en X. El espacio U x V es entonces el espacio de combinaciones
de los productos de un elemento v de U con un elemento v de V', esto es, u ® v es
de la forma

a1ul @ V1 + - Aply & Up.
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Sieq,...,e, es una base de U y f1, ..., fm es una base de V, entonces {e; ® f; | 1 <
i <mn,1 <7 <m} es base del espacio U ® V.

Sea G un grupo de Lie matricial y sean 1I; y Ils representaciones de G, actuando
sobre los espacios Vi y V5. Entonces el producto tensorial de II; y Il es una
representacién de G actuando sobre Vi ® V5 definida por

I ® p(A4) =1L (A) ® [Ix(4), VAEG.

Sea g un algebra de Lie y sean 7 y 7o representaciones de g, actuando sobre los
espacios V1 y Va. Entonces el producto tensorial de 7; y 2 es una representacion
de g actuando sobre V; ® V5 definida por

m @m(X)=mX)®I+1mX), VXeg

. La representacion dual.

Supongamos que 7 es una representacion del algebra de Lie g actuando sobre un
espacio vectorial de dimension finita V. Sea V* es espacio dual de V', es decir, el
espacio de funciones lineales en V. Si A es un operador lineal en V, sea A" el
operador dual o traspuesto en V*,

(A" ¢)(v) = ¢(Av)

para ¢ € V*, v € V. Si vy, ...,v, es una base de V, entonces existe una “base dual”
asociada ¢1, ..., ¢, tal que ¢(v;) = 6. Entonces, la matriz para A en la base
dual es simplemente la traspuesta (notemos que no nos referimos a la conjugada
traspuesta). Si A y B son operadores lineales en V' entonces

(AB)tr — BtTAtT.

Supongamos que G es un grupo de Lie matricial y II una representacion de G
actuando sobre un espacio vectorial de dimensién finita V. Entonces, la repre-
sentacion dual II* de II es la representaciéon en G actuando sobre V* dada por

IT*(g) = [M(g~")]".

De forma similar, si 7 es una representacion de un algebra de Lie g actuando sobre
un espacio vectorial de dimensién finita V', entonces 7 es la representacion de g
actuandos aobre V* dada por

(X)) = —m(X)".
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3.3. Representaciones de SU(2) y SO(3)

Como hemos comentado en la introduccién, en esta seccion estudiaremos algunas
representaciones que permiten describir la relacion entre los grupos SU(2) y SO(3).

3.3.1. Una Representacion Unitaria de SU(2) y SO(3)

Veamos en este ejemplo como los grupos SU(2) y SO(3) son casi (pero no del todo)
isomorfos. Especificamente, existe un homomorfismo de grupos de Lie ® : SU(2) —
SO(3) que es dos-a-uno. Ahora describiremos esta aplicacion.

Consideremos el espacio V' de matrices complejas 2 x 2 que son autoadjuntas (o
hermiticas, es decir, A* = A) y tienen traza cero. Esto es un espacio real tridimensional

con la siguiente base:

01 0 ¢ 1 0

Definiremos el siguiente producto interno en V (es sencillo comprobar que lo es) por la

formula

(A, B) = %tr(AB).

Con calculo directo se puede ver que {A;, Aa, A3} es una base ortonormal de V,
luego podemos identificar V' con R? a través de esta base ya que dado A € V, se puede
escribir como

1 T9 + i3
A= . ; $1,$2,.’L‘3€R.
T2 — 13 —X1

Ahora, supongamos que U es un elemento de SU(2) y A es un elemento de V', y
consideramos UAU !, Ademas, tenemos que

tr(XY) = Z(Xy)kk = ZZXlelk ZZ Y Xy = tr(Y X).

Entonces aplicando esto a las matrices UA y U~ tenemos que tr(UAU 1) = tr(A) =0
y

(UAU Y = (U Yy AU = v AU,
y entonces UAU ! € V. Ademas, para U fijado, la aplicacion A — UAU ! es lineal en

A. Por tanto, para cada U € SU(2), podemos definir una aplicacion lineal @y de V' en
si mismo por la féormula

dy(A) =UAU.
Notemos que UiUs AU, U = (UU) AU Us) ™Y, v Tuego @p,p, = @, Pr,. Ademas,
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dado U € SU(2) y A, B € V, tenemos:
1 1
(®y(A), dy(B)) = 5mr(UAU—lUBU—l) = 5 1(AB) = (4, B).

Por tanto, ®7 es un operador unitario de V' 'y {®y : U € SU(2)} es una representacion
unitaria de SU(2) en V.

Una vez hemos identificado V' con R? (usando la base ortonormal anterior), de la
relacion det @/ (A) = —23 — 23— 23, se deduce que la correspondiente transformacion @/
en R3 es un elemento de O(3) (el grupo de transformaciones que conservan la métrica
Euclidea). Como ®y,17, = @17, Pry,, vemos que ® (es decir, la aplicacion U — @) es un
homomorfismo de grupos de SU(2) en O(3). También ® es un homomorfismo de grupos
de Lie. Recordemos que cada elemento de O(3) tiene determinante +1. Ahora, SU(2)
es conexo, @ es continua, y ®; es igual a I que tiene determinante 1. Se deduce que ®
lleva SU(2) en la componente de la identidad de O(3), en concreto, SO(3).

La aplicacion U — ®y no es uno a uno, ya que para cada U € SU(2), oy =
®_y; (observemos que si U esta en SU(2), también lo esta —U). El significado de este
homomorfismo es que SO(3) no es simplemente conexo pero SU(2) si. La aplicacion
® nos permite relacionar problemas en el grupo no simplemente conexo SO(3) con
problemas del grupo simplemente conexo SU(2).

3.3.2. La Aplicacion Adjunta de SU(2) en SO(3)

En esta subsecciéon primero introduciremos la forma de Killing. Sea p una repre-
sentacion del algebra de Lie g en un espacio de dimensioén finita V. Seam X,Y € gy

pongamos
Bp(X,Y) = tr(p(X), p(Y)).

Esta es una forma bilineal simétrica en g que es asociativa:
BP([Xv Y]a Z) = BP(Xa [Yv ZD

Esto significa que las transformaciones adX son antisimétricas con respecto a la forma
B,.

Definicion 3.10. La forma de Killing se define como la forma bilineal simétrica
asociada a la representacion adjunta (p = ad):

B(X,Y) = tr(adX adY).

Ademas, de la relacion

ad(Ad(¢)X) = Ad(g) adX Ad(¢™') (g€ G, X €qg),
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y de la propiedad ya vista de que la traza es conmutativa se tiene que
B(Ad(9)X,Ad(9)Y) = B(X,Y) (XY €g).
Esto significa que Ad(g) pertenece al grupo ortogonal de B.

Ahora consideremos un ejemplo donde aplicaremos este concepto recién introducido.
Recordemos que el grupo SU(2) consiste en las matrices

g=<a g) a,B€C, o+ |87 =1.

B
o [(a -8
g _<ﬂ Oé>.

El grupo SU(2) ya hemos probado en el Capitulo 1 que es homeomorfo a la esfera unidad

La inversa de esta matriz es

en C2, luego es compacto, conexo y simplemente conexo.

v 0 0 1 0 =

forman una base de su algebra de Lie su(2): cada matriz 7" en su(2) puede escribirse de

Las matrices

forma dnica como

ity to + its

T=t1X1+t2Xo +1t3X3 =
181 + ta X9 3X3 (—t2+it3 ity

) . ti,to,t3 € R.

Las relaciones de conmutacién son las siguientes:
(X1, Xo] =2X3, [Xp, X3] =2X1, [X3,X1]=2X,.

Ahora consideremos el grupo SO(3) que no es conexo, y su algebra de Lie s0(3) el espacio
de matrices reales antisimétricas 3 x 3. Las matrices

00 O 0 01 0 -1 0
Li=10 0 -1, Ly=]10 0 0], Lz3=1|1 0 0],
01 0 -1 0 0 0 0 O

forman una base del algebra de Lie y cumplen [Ly, Lo] = L3, [Le, Ls] = L1, [Ls, L1] =
L. Se tiene que estos espacios vectoriales son isomorfos:

su(2) ~ s0(3).

La identifiacion ¢ viene dado por Xj +— ¢(Xy) = Ly, extendiéndose por linealidad.
Entonces, como son &lgebras de Lie isomorfas, deberédn tener “las mismas”’ represen-
taciones. En concreto, aunque no lo probaremos, si m es una representacion de su(2),
entonces T o ¢~ ! sera una representacion de so(3).
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Respecto de la base mencionada antes, si T' = t1 X1 +t2 X9 +t3X3, la representaciéon

adjunta puede ser escrita como (recordemos que [X;, X;] = —[X, Xi]):
0 —2ts  2tq
ad(T) = 2t3 0 —2t1
—2ty 2t 0

Se deduce facilmente entonces la formula de la forma de Killing:
B(T,T) = tr(adT)? = —8(t2 + 13 + t3).

Como la forma de Killing es invariante bajo Ad(g) (g € SU(2)), la representacion adjunta
Ad es un homomorfismo de SU(2) en O(3). De la formula anterior para ad(7") se tiene
que la representacion adjunta ad es un isomorfismo de su(2) en s0(3). Como SU(2) es
conexo, la imagen de la aplicacion Ad esta contenida en SO(3) (la componente identidad
de O(3)). Por la Proposicion 3.9, la imagen es igual a SO(3). El nicleo de Ad es, por
definicion, el centro de SU(2) (los elementos g € SU(2) tales que g = hgh™', h €
SU(2)), que es {£e} (e es la identidad). Podemos afirmar entonces lo siguiente:

Proposicion 3.11. La aplicacion Ad es un homomorfismo sobreyectivo de SU(2) en
SO(3). Su nicleo, que es el centro de SU(2), es igual a {*e}.

Por tanto, (SU(2),Ad) es una cubierta de orden 2 de SO(3).

3.4. Lema de Schur

El Lema de Schur es un resultado de gran importancia que trata sobre aplicaciones
de entrelazamiento de representaciones irreducibles. Vamos a realizar abuso de notaciéon
con el objetivo de declarar el Lema de Schur tanto para grupos como para algebras de
Lie. Digamos que, si Il es una representaciéon de G actuando sobre el espacio V', nos
referiremos a V' como la representacion.

Teorema 3.12 (Lema de Schur).

1. Sean V. y W representaciones irreducibles reales o complejas de un grupo o dlgebra
de Lie y sea ¢ : V — W wuna aplicacion de entrelazamiento. Entonces, o ¢ =0 o
¢ es un isomorfismo.

2. Sea V' una representacion irreducible compleja de un grupo o dlgebra de Lie y sea
¢ una aplicacion de entrelazamiento de V' en si mismo. Entonces, ¢ = A para
algin A € C.

3. Sean V y W representaciones irreducibles complejas de un grupo o dlgebra de
Lie y sean ¢1,¢2 : V. — W aplicaciones de entrelazamiento no nulas. Entonces,
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@1 = A2 para algin X € C.

Antes de probar el lema, obtenemos dos corolarios de él. En esta seccién probaremos
el caso del grupo; para élgebras se realiza de forma similar (con su cambios de notacion
correspondientes).

Corolario 3.13. Sea II una representacion irreducible compleja de un grupo de Lie
matricial G. St A estd en el centro de G, entonces II(A) = XI. (El centro de un grupo G
es el conjunto de todos los g € G tales que gh = hg para todo h € G). De forma andloga,
st ™ es una representacion irreducible compleja de un dlgebra de Lie g y X estd en el
centro de g (es decir, [X,Y] =0 para todo Y € g), entonces m(X) = Al.

Demostracion. Si A esta en el centro de GG entonces, para cada B € G,
II(A)I(B) =1I(AB) = II(BA) = II(B)II(B).

Pero esto significa que II(A) es una aplicacion de entrelazamiento del espacio consigo
mismo. Luego por el Punto 2 del Lema de Schur, II(A) es un multiplo de la identidad. [

Corolario 3.14. Una representacion irreducible compleja de un grupo o dlgebra de Lie
conmutativo es unidimensional.

Demostracion. Si G es conmutativo, entonces el centro de G es todo G, luego por el
corolario anterior II(A) es un multiplo de la identidad para cada A € G. Sin embargo,
esto significa que todo subespacio de V es invariante. Por tanto, la tinica manera de que
V no tenga subespacios invariantes no triviales es que V' no tenga ningiin subespacio no
trivial. Esto quiere decir que V' es unidimensional (recordemos que no permitimos que
V tenga dimension 0). O

Procedemos ahora con la demostracion del Lema de Schur:

Demostracion.
Punto 1: Decir que ¢ es una aplicacion de entrelazamiento significa que ¢(II(A)v) =
Y(A)(¢p(v)) para todo v € V' y todo A € G. Ahora supongamos que v € ker(¢), entonces

Esto muestra que ker ¢ es un subespacio invariante de V. Como V es irreducible, debe
ser ker ¢ = 0 o ker ¢ = V. Por tanto, ¢ es o inyectiva o cero.

Supongamos que es inyectiva. Entonces, la imagen de ¢ es un subespacio no nulo de W.
Por otro lado, la imagen de ¢ es invariante, ya que si w € W es de la forma ¢(v) para
algin v € V, entonces
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Como W es irreducible y Im(V') es no nulo e invariante, debe ser Im(V') = W. Por tanto,

¢ es o cero, o inyectiva y sobreyectiva.

Punto 2: Supongamos que V es una representacién compleja irreducible y que ¢ :
V — V es una aplicacion de entrelazamiento. Esto significa que ¢II(A) = II(A)¢ para
todo A € G (esto es, ¢ conmuta con todos los II(A)). Ahora, como estamos trabajando
sobre sobre un espacio algebraicamente cerrado, ¢ debe tener al menos un autovalor
A € C. Sea U el espacio propio para ¢ asociado al autovalor A y sea u € U. Entonces,
para cada A € G,
H(TI(A)u) = TI(A)p(u) = ATI(A)u.

Luego, aplicando II(A) a un elemento del A espacio propio de ¢ tenemos otro elemento
del A espacio propio. Entonces, U es invariante.

Como A es un autovalor, U # {0}, y luego debe ser U = V. Esto quiere decir que
¢(v) = v para todo v € V' (esto es, ¢ = ).

Punto 3: Si ¢2 # {0}, entonces por el Punto 1, ¢ es un isomorfismo. Ahora consi-
deremos ¢1 0 ¢y ! Es facil ver que la composicion de dos aplicaciones de entrelazamiento
es otra también, luego ¢1 o ¢ ! es una aplicaciéon de entrelazamiento de W en si mismo.
Por tanto, por el Punto 2, ¢; o %—1 = A, y entonces ¢1 = 2. O

3.5. Reducibilidad Completa

Definicién 3.15. Una representacion de dimension finita en un grupo o dlgebra de Lie
se dice que es completamente reducible si es isomorfa a una suma directa de un
numero finito de representaciones irreducibles.

Un grupo o dlgebra de Lie se dice que tiene la propiedad de reducibilidad com-
pleta si cada representacion de dimension finita de él es completamente reducible.

Si IT es una representacién de G en un espacio vectorial V' completamente reducible
(también podemos escribir esto para un algebra de Lie), entonces existe una descompo-
sicién en suma directa de V' en subespacios W7y, ..., Wy:

V=WoW@- oW

donde cada W) es un subespacio invariante para II tal que la restriccion 1I; = H\W]. es
irreducible. Por tanto, existird una base de V' en la que tendremos la siguiente diagona-
lizacién en bloque:

, paratodo A € G.
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Para estos grupos, una vez conocemos todas las representaciones irreducibles, conocemos
todas las representaciones que se construyen sobre estas como bloques, lo que facilita
el analisis considerablemente. Sin embargo, la mayoria de grupos y éalgebras de Lie no
tienen esta propiedad.

Proposicion 3.16. Sea G un grupo de Lie matricial. Sea II una representacion unita-
ria de G actuando sobre un espacio de Hilbert V real o complejo de dimension finita.
Entonces, 11 es completamente reducible.

Demostracion. Sea V el espacio de Hilbert de dimensién finita en el que II actta y sea
(-,-) el producto interno en V. Ahora sea W C V un subespacio invariante. Sea W+ el
complementario ortogonal a W, es decir, W es el espacio de todos los vectores v € V/
tales que (v, w) = 0 para todo w € W. Entonces, V = W + W+,

Veamos que W+ es también un subespacio invariante. Para ver esto, notemos que como
I es unitaria, IT(A)* = II(A)~! = II(A~!) para todo A € G. Entonces, para cualquier
w € Wy cualquier v € W+, tenemos:

II(A)v,w) = (v, TI(A)*w) = (v, T(Aw) = (v,w') = 0.

En el tltimo paso hemos usado que w’ = I(A~Y)w estd en W ya que W es invariante.
Esto muestra que II(A)v es ortogonal para cada elemento de W, esto es, II(A)w € W+,
Hemos establecido que, para representaciones unitarias, el complementario ortogonal de
un subespacio invariante es también invariante. Supongamos ahora que V no es irredu-
cible. Entonces podemos encontrar subespacios invariantes que ni son {0} ni V', y ahora
descomponemos V' como W. Entonces, W y W+ son ambos subespacios invariantes y,
luego, propiamente representaciones unitarias de G. Entonces, W es o bien irreducible o
bien se descompone como suma directa ortogonal de subespacios invariantes, y de forma
similar para . Continuamos este proceso y, como V es de dimension finita, no puede
durar para siempre. Cada vez, las dimensiones de los espacios se vuelven mas pequenas,
asi que al final debemos obtener piezas irreducibles (cuando la dimension llegue a uno si
no antes). Por tanto, al final tendremos de forma correcta V' descompuesto como suma
directa de subespacios irreducibles invariantes. ]

Proposicion 3.17. Todo grupo finito tiene la propiedad de reducibilidad completa.

Demostracion. Supongamos que 1l es una representacion de G actuando sobre V. Eli-
jamos un producto interno arbitrario (-,-) en V. Entonces definimos un nuevo producto
interno (-,-)¢ en V por

(v1,02)g = > _(Tl(g)v1,T1(g)va).

geG

Es sencillo comprobar que (-,-)g es en efecto un producto interno. Ademas, si h € G,
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entonces

(T (hyor, TH(h)va)g = > (T(g)TT(h)vr, T(g)TI(R)ve) = Y (TI(gh)vr, TT(gh)va).
geG geG

Sin embargo, ya que g se extiende sobre G, también lo hace gh. Por tanto,
(IL(h)vy, (h)ve)c = (v1,v2)G,

esto significa que IT es una representacion unitaria con respecto el producto interno (-, -) .
Luego, por la Proposicién 3.16, 11 es isomorfa a una suma directa de irreducibles. O

Proposicion 3.18. Si G es un grupo de Lie matricial compacto, G tiene la propiedad
de reducibilidad completa.

El argumento usado a continuacién se suele denominar “El truco unitario de Weyl”.

Demostracion. Esta demostracion requiere la nocién de medida de Haar. Aunque no
entraremos mucho en detalle, s daremos los conceptos basicos para trabajar en la prueba.
Una medida izquierda de Haar en un grupo de Lie matricial G es una medida distinta
de cero  en el o-algebra de Borel en G con las siguientes propiedades: (1) Es localmente
finita (es decir, cada punto en G tiene un entorno con medida finita); (2) es invariante
por traslacién izquierda.

El algebra de Borel es la g-algebra generada por todos los subconjuntos compactos de
G. (Recordemos que una o-algebra sobre un conjunto G un una familia no vacia de
subconjuntos de G, cerrada bajo complementarios y uniones numerables). Invariante
por translacion izquierda quiere decir que u(gE) = u(E) para todo g € G y para todos
conjuntos de Borel £ C G, donde

gE ={ge|ec E}.

Se tiene de hecho, aunque no lo podremos probar en este trabajo, que cada grupo de Lie
matricial tiene una medida izquierda de Haar y que esta medida es tinica hasta multi-
plicacion por una constante. (De forma analoga se podria definir una medida derecha de
Haar y cumple un teorema similar. La medida izquierda de Haar y la medida derecha
de Haar pueden no coincidir, un grupo para el cual lo hagan se llama unimodular.)

Ahora, la clave para nuestro propoésito es que una medida izquierda de Haar es finita
si y solo si el grupo G es compacto. Supongamos entonces que II es una representacion
de dimension finita de un grupo compacto G actuando sobre V. Sea (-, -) un producto
interno arbitrario en V' y definamos un nuevo producto interno (-, )¢ en V' por

(o1, 02) = /G (I(g)vr, Ti(g)vs) dpu(g).

donde p es una medida izquierda de Haar. De nuevo, es sencillo comprobar que en efecto
(-, ") define un producto interno. Ademaés, si h € G, entonces por ser u invariante por
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translacién izquierda:

(I(hyor, TI(h)v) g = /G (T(g)TI(h)or, TI(g)TL(R)s) du(g)

_ /G<H(gh)vl,ﬂ(gh)v2> du(g) = (v, v)c

Luego IT es una representacion unitaria con respecto a (-, -} y, por tanto, completamente
irreducible. Notemos que la integral definida en (-, ) es convergente porque p es finita.
O
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