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Prefacio

La introduccién por Butcher a finales de los anos 60 de la teoria de arboles en el estudio
de las condiciones de orden de un método Runge-Kutta general puso las bases para el
posterior desarrollo de la teoria de series formales indexadas por este tipo de objetos en
el andlisis del orden de otros métodos numéricos. El presente proyecto considera a partir
del concepto de B-serie la aplicacién de estas técnicas en el analisis de la teoria del orden
de los métodos Runge-Kutta particionados, Runge-Kutta particionados simplécticos y los
métodos basados en composicién con pasos de distintas longitudes de un método basico.

El capitulo primero parte de una revisién de la teoria de Butcher en el estudio del orden
de un método Runge-Kutta general, que se estudia en la asignatura optativa “Métodos
numeéricos de ecuaciones diferenciales” del Grado de Matematicas, para motivar e intro-
ducir el concepto de B-serie e ilustrar como este concepto facilita la caracterizacién de
un método Runge-Kutta de orden p. El estudio de las condiciones de orden de métodos
Runge-Kutta particionados generales introduce los arboles bicolor con raiz y la primera
generalizacién del concepto de B-serie, que pasa a denominarse P-serie, para la caracteri-
zacion del orden de estos métodos.

El capitulo segundo se concentra en las modificaciones que hay que introducir en la
teoria de arboles para caracterizar el orden de métodos Runge-Kutta simplécticos y Runge-
Kutta particionados simplécticos cuando se integra un sistema Hamiltoniano. Se motiva
la propiedad de un sistema dindmico simpléctico como aquel cuya aplicacion flujo preserva
la 2-forma dp A dq, y se pide esta misma propiedad a las aplicaciones flujo asociadas a
los métodos numéricos objeto de estudio. El resultado més importante de la teoria es que
un método Runge-Kutta general es simpléctico si y solo si cierta matriz M formada a
partir de sus coeficientes es la matriz nula. En particular, esto permite reducir el nimero
de condiciones de orden que se deben satisfacer para alcanzar orden p. El capitulo se
cierra considerando la teoria de los métodos Runge-Kutta particionados e introduce los
métodos de Ruth que luego se utilizan en el ultimo capitulo para simular numéricamente
el problema de Kepler.

El capitulo tercero considera la generalizacién necesaria de las B-series para abordar
el estudio del orden de métodos de composicion. El capitulo introduce el concepto de
método adjunto de un método general porque la composicion de un método con su ad-
junto proporciona métodos simétricos que permiten elevar el orden del método basico en
una unidad. Los métodos de composicion generalizan éstos al considerar composiciones
multiples del método bésico y su adjunto con pasos que son fraccién del paso basico. El
estudio del orden de estos métodos lleva a introducir una nueva clase de arboles con raiz,
en los que los nodos sucesivos tienen asociadas etiquetas dadas por ntimeros enteros, y
las correspondientes series formales indexadas por estos arboles. Son los llamados arboles
con raiz T, y las llamaras B..-series. La teoria del orden que se deriva con estos obje-
tos, desarrollada en los noventa por A. Murua y J. M. Sanz-Serna es, con diferencia, la
contribuciéon mas técnica de esta memoria.

Finalmente, el ultimo capitulo presenta las ventajas computacionales que los méto-
dos simplécticos, en particular dos de los métodos de Ruth, tienen en la integracion a
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largos tiempos de sistemas Hamiltonianos. En particular, se ilustra la bondad de estas
propiedades con el problema de Kepler como test.
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Capitulo 1

El concepto de B-serie

Comenzaremos este capitulo con la exposicion de la teoria del orden de los métodos
Runge-Kutta generales para la resoluciéon numérica del problema auténomo de valores
iniciales :

Ui 2 et (1)

con f:Q CRI— RYey: [ty tr] — Q suficientemente diferenciables, tal y como se
estudia en la asignatura de “Solucién numérica de ecuaciones diferenciales” del Grado en
Matemaéticas.

1.1. Meétodos Runge-Kutta y arboles con raiz

Un método Runge-Kutta de s etapas viene dado por las siguientes ecuaciones:

S

ki = f<f0+01h7yo+hza¢jkj>, i=1,..,s.

] =1 (1.2)

h = yo—i‘hzbiki,
i1

siendo a;;, b; y ¢; los coeficientes del método, que verifican Z aij = Cj y Z b, = 1.
j i

Figura 1.1: Tabla de Butcher

Los coeficientes del méto-

Ci1| Qi1 - - - Qs .
do Runge-Kutta anterior de
c| A s etapas se recogen en esta
- ; tabla, denominada tabla de
b Butcher.
Cs As1 - - Ogs
by - bs
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Se debe a Butcher el desarrollo de una teoria que permite describir las condiciones de
orden de los métodos Runge-Kutta de forma directa asociadas a ciertos objetos llamados
arboles con raiz.

La expresién general de las derivadas de orden alto 49 (t) de la solucién exacta de ([1.1)),
cuando f es suficientemente diferenciable, introduce de manera natural las diferenciales
elementales de una funcién y su vinculacién a los llamados drboles con raiz (grafos conexos
sin ciclos con un nodo destacado que representa la raiz del grafo). En particular, esto
permite asociar una serie en potencias de h para representar el valor exacto de y(t + h).
Estos mismos objetos forman parte del desarrollo en potencias de h de la solucién numérica
y; dada por la féormula del método Runge-Kutta. Este es el punto de partida para
introducir el concepto de B-serie y sus propiedades.

Definicién 1.1. El conjunto de los arboles con raiz, denotado RT', se construye de manera
recursiva:

1. El grafo 7 con un tnico vértice pertenece al conjunto RT. Este vértice recibe el
nombre de raiz del arbol 7.

2. Sirty,...,rt,, son elementos de RT, el grafo que se obtiene al unir las raices de cada
uno de estos arboles con un nuevo vértice mediante aristas también estd en RT.
Este nuevo arbol se denota rt = [rty, ..., rt,,] y su raiz es ese nuevo vértice. Ademas,
se dice que rtq,...,rt,, son subarboles de rt.

Observacion 1.2. No vamos a distinguir el orden de la disposicién de los subarboles en
la notacién introducida, es decir, [rty,...,7tn] = [rtsq), ..., "to(m)], donde o es cualquier
reordenacién de los indices.

A continuacién, veremos conceptos basicos relacionados con los arboles con raiz que
nos permitiran definir B-series més adelante.

Definicién 1.3. El orden de un arbol rt € RT es el nimero de vértices de dicho arbol
y se denota p(rt). Ademds, denotaremos RTj, al conjunto de drboles con raiz de orden q.
Si el orden del arbol es mayor que 1, se denominan hojas del arbol a aquellos nodos del
grafo de los cuales no sale ninguna rama hacia arriba. En otros términos, es un vértice
distinto de la raiz que solo tiene otro vértice conectado a él. De manera recursiva:

p(1) =1, siendo 7 € RT el drbol con un solo nodo,

p(rt) =1+ Zp(rtj), Vrt = [rty, ..., mt,) € RT.

j=1
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Definicién 1.4. Para un arbol rt € RT', asignamos a cada vértice del arbol el nimero de
vértices que quedan por encima del mismo mas uno. La funcion densidad de rt, denotada
~(rt), serd el producto de todos estos valores asignados a sus vértices. De manera recursiva:

(1) =1, siendo 7 € RT el arbol con un solo nodo,
v(rt) = p(rt)y(rty) - .. - y(rty), Vrt = [rty, ..., rty] € RT.

Definicién 1.5. Consideramos un conjunto de indices ordenados A = {i < j < k <[ < ...}.
Vamos a denotar por A, al subconjunto de A con los primeros ¢ > 1 indices del conjunto
A. Un arbol con raiz de orden ¢ etiquetado mondtonamente es una aplicacién

rt: A\ {i} — A,

que verifica rt(z) < z para todo z € A, \ {i}. Denotamos por a(rt) al nimero de etique-
tados mondtonos posibles del arbol rt € RT'.

Sea rt € RT un arbol con raiz. Vamos a construir el peso elemental ®(rt) de rt € RT,
que serd un polinomio en los coeficientes del método Runge-Kutta . Asignamos a cada
nodo del arbol una etiqueta i < j < k < ... de modo que sea un etiquetado mondétono.
Escribimos entonces un producto de factores en el que el primer factor es b;. Para cada
rama del drbol escribimos un factor a;i, siendo j y £ las etiquetas de los nodos inicio y
final de la rama, suponiendo las ramas dirigidas en direccién ascendente desde la raiz.
Tras escribir estos factores, hacemos su suma sobre todas las posibles elecciones de las
etiquetas:

(D(’f’t) = Z bz cQij o Akt ..
2,5,k...

Ademsds, para las ramas que terminan en una hoja, el factor a;; se transformara en
¢j = Y, Gk, siendo j y k los nodos inicial y final de la rama y siendo & un nodo terminal
(una hoja del arbol). De hecho, se suele asignar directamente el factor ¢; a la rama con
nodo inicial 7 y con nodo final una hoja del arbol.

Definicién 1.6. El peso elemental de un arbol con raiz también se puede construir de
manera recursiva:

Dy(1) = Zaij = Ci;
J
Oi([rtr, o, vt]) = Y aij®(rty) - oo - Bj(rty),
J

O([rty, ..., 7tm]) = Zbi@(m) o Dy(rt).

Vedmoslo con un ejemplo:
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Este arbol con raiz es rt = [7[r, 7]]. Tie-
ne orden p(rt) = 5. Los valores en rojo
asignados a cada vértice permiten calcular
la densidad del arbol:
y(rt) =3-5=15.

raiz

Como tiene p(rt) = 5 nodos, consideramos los cinco indices ordenados i < j < k <
[ < m. Veamos los posibles etiquetados mondtonos del arbol y elijamos uno de ellos para
construir el peso elemental del arbol. Con estos indices encontramos cuatro posibles eti-
quetados mondtonos del arbol:

Consideramos ahora el primero de los cuatro etiquetados monétonos anteriores. Cons-
truyamos el peso elemental del arbol utilizando dicho etiquetado y asignando factores
como corresponda:

m 1 Multiplicando todos los coeficientes se obtiene:

@(Tt) = Zbl * Qi G 'C?
ihj

Obtenemos el mismo resultado usando las formulas dadas en la definicion:

P(rt) = ) b 0i(7) - P4([7,7])

7

Oi([r7]) = > ay®i(r) = ay-c
J J

/

Definicién 1.7. La diferencial elemental de un arbol rt € RT es una aplicacién F(rt) :
) C R? — R? definida recursivamente de la siguiente manera:
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= F(7)(y) = f(y).

= F(rt)(y) = f™(y) <F(rt1)(y), ...,F(rtm)(y)>, para rt = [rty, ...,7ty], donde f™ es
la diferencial m-ésima de la funcién vectorial f actuando como aplicaciéon m-lineal
sobre la m-upla de vectores (F(rtl) (Y)y .oy F(rt) (y)) . En particular, la componente

i-ésima F"(rt) de la diferencial elemental F(rt) asociada al arbol rt = [rty, ..., rt,,]
viene dada por la siguiente expresion:

A ofi , A
Fi(rt) = Y piety) - B ().
j1z 8yjl .. .8yjm !

7777 ]m
Se pueden construir arboles a partir de sus diferenciales elementales y viceversa.

Con el ejemplo del arbol anterior:

= Fety=f(f10D)

]L‘//

1.1.1. Condiciones de orden de los métodos Runge-Kutta

Presentamos ahora los resultados necesarios para determinar las condiciones de orden
de los métodos Runge-Kutta de manera general. En ellos aparecen series formales, lo que
mas adelante denominaremos B-series, que facilitan las pruebas de los teoremas.

Con las definiciones anteriores se tiene el siguiente resultado:

Teorema 1.8. La derivada g-ésima de la solucion exacta del problema autéonomo
verifica:

y(to) = Y F(rt)yo) = Y alr)F(rt)(yo), (1.3)

rteLT, rt€RT,

donde LT, denota el conjunto de los drboles de orden q con raiz etiquetados mondtona-
mente.

Demostracion. ([3],[4]).
Vamos a calcular las derivadas de la solucién exacta en t.
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De 1' se tiene: y? = ( f (y))q_l). Derivamos de manera consecutiva:

y=fy)
y = f (y) Y
"(y) (9, 9) +
( ’”(y)(y 7, y) +2f”(y) (i.9) + (") (§,9) + fy) y?) =
£ @) (@9, 9) + 3" () (5,9) + f'(y) v

Sustituyendo y quitando los argumentos, obtenemos:
y=1r
=1
D= (1) PSS
V=) 3 () + P D)+ PP T

Observamos que, geométricamente, esta diferenciacién consecutiva utilizando la Regla de
Leibniz e insertando las calculadas en las siguientes consiste en anadir una nueva rama
con la siguiente etiqueta correspondiente en cada uno de los vértices:

Nv'—‘b.k @ =.

V >
— i

\‘”OQQY§

Esto asegura que todos los arboles con raiz de orden ¢ etiquetados mondtonamente
aparecen en la derivada ¢-ésima de la solucion y, ademads, sin repeticion. De este modo
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queda probada la primera igualdad.

Como las etiquetas no interfieren en las diferenciales elementales del arbol, los a(t) eti-
quetados monodtonos de un arbol ¢ tienen la misma diferencial elemental. Agrupandolos
se obtiene la segunda de las igualdades. O]

Hemos obtenido una expresion de las derivadas de la solucién exacta como series de
potencias de h. Para estudiar el orden del método podemos comparar dicha serie en
potencias de h con la derivada correspondiente de la solucion numérica. Por ello nos
interesa obtener una expresion similar a la anterior para la solucién numérica.

Teorema 1.9. La deriwada g-ésima de la solucion numérica del método Runge-Kutta

verifica:

yWlheo= Y A(rt)@(rt)a(rt) F(rt)(yo). (1.4)

rteRTy

Demostracion. ([3],[4]).
Tomamos g; = hf(u;) y reescribimos el método Runge-Kutta ((1.1)):

9 = hf(w)
U = y0+zaijgj

; , (1.5)
Y1 = y0+zbi92‘

donde g;, u; e y; son funciones de h. Aplicando la regla de Leibniz a g; = hf(u;), se tiene:

-1
6! = h(f(w))” +a(f(w))"".
En particular, para h = 0, se tiene:
~1
giq)|h:0 = Q(f(ui))q )|h:0-

Derivando de manera consecutiva, se tiene:

gi=1-f(yo)
Gi = 2" (o)
9@-3) = 3<f”(yo) (i, ;) + f/(yO)dz)

6 = 4 (" (o) (i i i) + 3" (o) (i, i) + F'(yo)us?)

Se estan considerando las derivadas en h = 0. Observamos:

U; = Yo + Zaijgj = uf) = Zaz]g;])
J J
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Por tanto, insertando cada derivada donde corresponda, se tiene:

gi=1f

Gi=2f"> aigi =2ff> ay
gf) = 3<f”<f7 f) Z aijag +2f ' f Z aijajk>
ik

gk
gf) = 4<fm(f7 I f) Z @j Qi Ay + 24f//<f/f7 f) Z ij Qi+

j7k7l j7k7l

+ 12f/f”(f7 f) Z aijajpaz + 241 f' f'f Z %’j%’k%l)

j7k7l j7k7l

Para cada drbol con raiz rt, denotamos por g;(rt) al valor que verifica Z big,(rt) = &;(rt).
Entonces se tiene que:

= [ =1(Ma(n)g(r)F(T)(y) = Y A(rt)alrt)g,(rt)F(rt)(yo)

rte RTy

=2f Z%QJ =2f’ fzau = (P& (MDF (Do) = Y A(rt)alrt)g;(rt) F(rt)(yo)

rteRTH

gz - 3f// f7 Zaz]azk+6fffza2]a]k —

= ([, ])04([ 7I)g; ([, ]])F([ ) (o) +y([r)a(([7])e: (71N F{[71]) (yo)
g = Af"(f £, f) Z agzakaq + 241" (f'f, f) Z Q5105+

7.kl 7.k,
+ 12f f// f7 Za’l]ajk’ajl + 24f f f fzaz]a]kakl -
7.k, 7.kl

= (7 7)edlr, 7 ))gi([r, 7. T E ([, 7, 7)) (yo) + (7], T edll7], 7D (7] 7D £ (7], 7]) (yo) +
+7([[ e[l ]]) i(llm, 7D E ([l 71D (yo) + (I el (D F (7111 (o)

= Y Alrt)g(rt)art) F(rt)(yo)

rteRTy

Finalmente, se tiene que:

9Pl = D A(rt)gi(rt)a(rt) F(rt)(yo). (1.6)

rteRTy
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En consecuencia:

Yoo =D biglmo = Db | D A(rt)gi(tr)a(rt) F(rt)(wo) | =

rteRTy

= > Art)®(rt)a(rt)F(rt)(yo).

rteERTy
O

Gracias a las expresiones en forma de serie en potencias de h de las soluciones exacta
y numérica, se llega a las condiciones generales de orden de los métodos Runge-Kutta:

Teorema 1.10. El método Runge-Kutta tiene orden p si y solo si verifica esta condicion:

O(rt) = , para todo drbol rt € RT de orden p(rt) < p. (1.7)

1
7(rt)
Demostracion. Recordemos que un método Runge-Kutta es de orden p si el error de trun-
cacién es O(hPT!) cuando h — 0, es decir, si los correspondientes desarrollos de Taylor en
potencias de h de y(to + h) e y1(h) coinciden hasta los términos de orden p.

Si se verifica la condicién del enunciado, para cada ¢ < p se tiene que:

ylhmo = D ArO)B(rt)alrt) F(rt)(yo) = D a(rt) P(rt)(yo) = y* (to)-

rt€RT, rteRTy

Luego, es una condicion suficiente. Finalmente, teniendo en cuenta la independencia
de las diferenciales elementales, se prueba el caracter necesario de la condicion. O

1.2. B-series

Estudiaremos ahora las series en potencias de h con diferenciales elementales como las
que han aparecido en las expresiones de las derivadas en los teoremas anteriores. Este tipo
de series fueron nombradas B-series en 1974 por Hairer y Wanner. Nos centraremos en la
normalizacion simétrica de la definicién presentada por Butcher y Sanz-Serna en 1996.

El concepto de B-serie surge con el fin de obtener mas informacién sobre el comporta-
miento de los métodos numéricos y extender la teoria del orden anterior a otros métodos.
De hecho, permite demostrar de manera mas sencilla muchos de los resultados vistos con
anterioridad.

Para poder demostrar dichos resultados se requiere que las B-series sigan siendo B-
series al ser introducidas en la expresién hf(-). Al introducir una serie como la del teorema
en hf(-) surgen coeficientes dispares en los distintos coeficientes de las potencias de
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h. Por ello se buscé una normalizacion de los coeficientes teniendo asi una definicién
simétrica de B-serie. Antes de dar la definiciéon formal de B-serie, se requiere un concepto
previo con el fin de lograr dicha normalizacion:

Definicién 1.11. El coeficiente simétrico o(rt) del arbol rt € RT se define de manera
recursiva:

w o(rt)=1sirt=r.

w o(rt) =o(rty) - ... - o(rty) - palpe!..., si rt = [rty, ..., rt,,], donde los enteros pi,ua,...
cuentan el nimero de arboles iguales entre rty,...,rt,,.

Definicién 1.12. La B-serie asociada a la aplicacién a : RT U {0} — R es la serie
formal:

Con esta definicion de B-serie y bajo ciertas condiciones, se verifica que una B-serie
introducida en hf(-) sigue siendo una B-serie:

Lema 1.13. Sea a : RT U {0} — R wuna aplicacion de modo que a(()) = 1. Entonces
hf(B(a,h)) es una B-serie (ver [3]). De hecho:

hf(B(a,y)) = B(d',y)
donde a'(0) =0, /(1) =1 y d'([rt, ..., 7tn)) = a(rty) - ... - a(rty,), Vrtq,...rt,, € RT.

Demostracion. En primer lugar, por la propia definicion de B-serie, observamos que
B(a,y) = a(@)y + O(h) = y + O(h). Esto permite desarrollar hf(B(a,y)) en serie de
Taylor en potencias de h centrada en y:

nFBlaw) =3 ) (Blay) ~ )"

interpretando (B(a,y) —y)™ como la m-tupla de vectores

(B((l,y) - va(avy) - Y, "'7B(a’y) - y)

sobre la que actia f™ como aplicacién m-lineal, siendo f™ la derivada m-ésima de la
aplicacion vectorial f. Notemos que, para cada m > 0, se tiene lo siguiente:

p(rt) p(rt)
(Bla,y) —y)" = < > Z(rt)a(rt)F(rt)(y), . g(rt)a(rt)F(Tt)(y)> =
p(rt1) p(rtm)
= (rtlze;%T Z(Ttl)CL(rtl)F(Ttl)(y)v “.7””;3@ g<rtm)a(rtm)F(Ttm)(y)> =

p(rtr )+t p(rtm)

-y Y

rt1€RT rtmERT <Ttm)

a(rty) - ... - a(rty) (F(rtl)(y), F(rtm)(y)>.
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Por tanto, teniendo en cuenta las definiciones del coeficiente simétrico, el orden y la
diferencial elemental de un arbol de la forma [rty, ..., 7t,,] € RT, se tiene que:

hf(Bay) =h-)_ — f’”) ) —y)"
m>0 m!
1 hPrt)+. . +p(rtm)+1

=2 2 D it U(Ttm)a(rh)'...~a(rtm)fm)(y)<F(rt1)(y),...,F(rtm)(y))

m>0rt;ERT rtmERT

hP p([rt1,...,rtm])

- Z Z Z Ml'ﬂ2 ' o([rtr, o tm]) cd' ([rtyy ooy rtm)) - F([rty, o mtm]) (y).

m>0rt1ERT rtm €RT

donde d'([rty, ..., 7ty]) = a(rty) - ... - a(rt,y,). En particular, a’(1) = a(0) = 1.

Ahora bien, el nimero de posibles ordenaciones de los m subéarboles que dan lugar al
arbol [rty, ...,rt,,] € RT con algunos de ellos repetidos un nimero de veces prefijado (1
veces uno de ellos, 1y veces otro de ellos,...) es:

m!
/,Ll'ILLQ'

Por consiguiente:

a(rt) - F(rt)(y) = B(d',y) , siendo a'() = 0.

[]

1.2.1. Aplicacion de las B-series sobre las condiciones de orden
de los métodos Runge-Kutta

La finalidad de esta seccién es proporcionar las condiciones de orden de los métodos
Runge-Kutta generales mediante el uso de B-series.

Supongamos ahora que la solucién exacta del problema es también una B-serie:

p(rt)
y(h) = Bleyo) = Mo+ 3 o e(rt) F(rt) (3o).

rteRT g <Tt)

Por un lado, aplicando el lema se tiene que:

hP(rt)

hi = hf(y) = hf(Ble,yo)) = B(e/,y0) = Y e(rt)F(rt)(yo).

rteRT O'(Tt)

Por otro lado, derivando la expresién y(h) = B(e, yo) respecto de h se tiene que:
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hP(rt)
e E () ).

hy=n Y AT “ e(r)F(rt)(yo) = 3

rteRT rteRT

Por tanto, se tiene la siguiente igualdad de coeficientes:

e (rt) = p(rt)e(rt) _e(rty) - e(rty) B
([t o rtn]) = e(rtr) - . - e(rty) = e(rt) = 0] , Vrt = [rty, ..., rty] € RT.
: - 1
Finalmente, con la definicién de y(rt) se llega a que e(rt) = )
y(r

Ahora, comparando las potencias de h de las B-series y = B(e, yo) € y1 = B(®, yo), se
obtiene de nuevo la condicién de orden dada en el teorema [L.I0L

La derivada g-ésima de la B-serie y = B(e, yo) es

(p(rt) -+ (plrt) — g + 1) ) rtror=s
o(rt) - ~y(rt)

F(rt)(yo).

v ()= >

rteRT:p(rt)>q

[gualdndolo con la expresion de la derivada ¢-ésima de la solucion exacta dada en el
teorema se obtiene una expresion para el célculo de etiquetados monétonos de un
arbol:

p(rt)!
o(rt)y(rt)

1.3. Arboles bicolor y P-series

Consideramos ahora el problema general y = F(y,t) con suficiente regularidad. Po-
demos tratar de integrar algunos de los componentes de y con un método y el resto con
otro, incluso exigiendo que un método fuera rigido y otro no. Suponiendo y = (p,q) v
F = (f,g) el problema se transforma en lo siguiente:

dp

dq

-V = 77t7_: ’7t' 1.8
o = fa.t), = = 9(p.a.t) (1.8)
Un caso particular que resulta interesante para el estudio de los problemas hamilto-
nianos separables es aquel en el que las funciones solo dependen de p o de ¢, es decir, un

sistema particionado:

dp

% = f(q7t)7

dq

= = 9(@). (1.9)
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Consideramos el sistema particionado siguiente:

{ y=f(y,2)

z=g(y,2)

Vamos a construir arboles con raiz cuyos vértices podran ser blancos o negros y que
denotaremos brt. Las ramas que salen de un vértice representaran derivadas parciales:
respecto de y si el vértice hijo es negro y respecto de z si el vértice hijo es blanco. Estos
arboles se denominan arboles bicolor con raiz y el conjunto de los mismos se denota TP.
Para indicar el color de la rdiz del drbol se anade un subindice: [brty, ..., brt,,], si tiene
raiz negra y [brty, ..., brt,,]. si tiene raiz blanca. Ahora hay dos arboles con un solo vértice:
7, =® y 7, =0. Denotaremos TP, y T'P, al conjunto de arboles bicolor con raiz negra o
blanca respectivamente.

Con esta notacién se puede calcular su diferencial elemental. Vedmoslo con un ejemplo:

(7, [7y: T=luly =

= FO.2) = fie(f (£:9).9)

Jy2

Los conceptos de orden y funciéon de densidad son los mismos que para los arboles
con un color. Sin embargo, hay que tener en cuenta el color de los vértices del arbol para
calcular el coeficiente simétrico, el peso elemental y el niimero de etiquetados monétonos,
a pesar de que las definiciones son las mismas. Por ejemplo:

W W
Fyyy Tyyy

brty = [1y, Ty, Tyly brte = (1, 7y, 7o)y

En ambos casos, el orden es 4 y la funciéon de densidad es 4.

Por un lado: a(brt;) = 3! =6, a(brt;) =1y &(brty) = Zbicf’, donde ¢; = Zaij.
( J

Por otro lado: o(brte) = 2! = 2, a(brte) = 3y ®(brty) = Z bic;Cy, donde C; = Z Ajj.
{ J

Teniendo en cuenta las dos variables y y z, obtenemos una extension de las B-series
denominada P-serie:
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Definicién 1.14. La P-serie asociada a la aplicacién a : TP U{0,,0,} — R es:

hrort)
a0y)y + Z o(brt)

P(a (y z)) _ brt€TP,
A hport)
a(0,)z + Z o (ot

brteT P,

a(brt)F(brt)(y, z)
(Ver [5]).

a(brt)F(brt)(y, 2)

Los resultados dados para las B-series y los métodos Runge-Kutta generales se ex-
tienden a las P-series y los métodos Runge-Kutta particionados, dando lugar a los dos
enunciados siguientes:

Lema 1.15. Sea a : TP U{0,,0,} — R tal que a(d,) = a((,) = 1. Entonces:
7(Pa,(v.2))
9<P (a, (y, 2)) )
donde a/(0,) = d'(0,) =0, d'(r,) =d' (1) =1y
a ([brty, ..., brty]y) = d ([brty, ..., brty).) = a(brty) - ... - a(brty,), Vorty, ..., brt,, € TP.

h = P(a', (v, z)>,

Teorema 1.16. La solucion exacta es la P-serie P(e, (o, z0)> = (y(to +h), z(to + h)),

1
dond =e(0,) =1 brt) = ——, Vbort € TP.
onde e(8,) = e(0) =1 y e(brt) = —s. Vi
Ambos resultados estan recogidos en [3] y [4]. Sus demostraciones son similares a las
vistas para B-series generales, por lo que no se han incluido en la memoria.

1.4. Meétodos Runge-Kutta particionados

Presentamos en esta seccién uno de los objetos de estudio principales de esta memoria,
conocido como método Runge-Kutta particionado. Este tipo de métodos se utilizan para
resolver problemas particionados, integrando parte de las componentes de la variable del
problema con un método Runge-Kutta y el resto con otro. Suelen ser efectivos para la
resolucion de problemas hamiltonianos separables. La extension de B-serie anteriormente
presentada permite proporcionar condiciones de orden para este conjunto de métodos.

Consideramos el sistema particionado siguiente:
y=f(y,2)

j 1.10

{ 2=9(y,2) (1.10)

Supongamos ahora que y y z se integran con dos métodos Runge-Kutta diferentes pero
con el mismo nimero de etapas. Este método recibe el nombre de método Runge-Kutta
particionado y viene dado por dos tableros de Butcher:
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Q11 - - ¢ Qis Ay - - Agg
Qg1 =+ Qgs Asl T Ass
bl e bs B1 ... BS

Figura 1.2: Método Runge-Kutta particionado.

Este método viene dado por las siguientes expresiones:

k= f(yo—khZaUkj,zo—khZA”l) i=1. ..
) L = (0+h2azjkj,zo+hzz4ml> i=1,..s. (1.11)
(yl,zl) = <y0+thzk‘Z,Zo+hZBll,>

=1 =1

Inicialmente, los métodos Runge-Kutta particionados fueron propuestos por Hofer
(1976) y por Griepentrog (1978) para abordar problemas con partes rigidas y partes no
rigidas.

La teoria de orden de los métodos Runge-Kutta generales se puede extender directa-
mente a los particionados. El método Runge-Kutta particionado se puede inter-
pretar como un método de un paso: (y1,21) = Vi(yo, 20). Entonces serd de orden p si el
error local es O(hP*!); como sucede en los métodos Runge-Kutta generales. De hecho, si
se considera el problema

{ y=r(y)

£=y9(2)

sin términos de acoplamiento, el método particionado aplicado a este problema tie-
ne orden, a lo sumo, el minimo de los érdenes de los dos métodos Runge-Kutta utilizados.

Veamos las condiciones de orden que aparecen si se desea alcanzar orden 2 para el
problema . Se tienen cuatro arboles bicolor que proporcionan cuatro condiciones de
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orden. Todos ellos tienen densidad v = 2. Las condiciones de orden obtenidas son:
1

[Ty]y = Z bia;; = Z bic; = 5
ij r
1
[:]: = %:BiAij = XZ: B,C; = 3
[Ty]z = ZBiaij = ZBzcz —
ij z
[TZ]y = %:b'LAU = Zl: blCz — 5

Las dos primeras condiciones coinciden con las condiciones de orden para orden 2 de cada
uno de los métodos Runge-Kutta utilizados. Observamos que las dos restantes se verifican
automaticamente por métodos particionados basados en los mismos nodos de cuadratura,
es decir: ¢; = C}, Vi.

L NN

Supongamos ahora que se verifica ¢; = C; y veamos las condiciones de orden para
orden 3. Ademas de las condiciones de orden de cada uno de los métodos Runge-Kutta
utilizados, aparecen otras cuatro condiciones:

1 1
ZbiAijcj = 6 s Z bz'AijCj = 6
1, .3

1.4.1. Ejemplos de métodos Runge-Kutta particionados

Se exponen a continuacion dos ejemplos sencillos de métodos Runge-Kutta particiona-
dos. Gracias a dichos ejemplos podemos apreciar que estos métodos son adecuados para
sistemas hamiltonianos separables por su caracter explicito al aplicarse a dichos proble-
mas.

Métodos de Euler

Consideramos sistemas particionados de la forma:
{ p=f(p,q)
¢ =9(p,q)
Uno de los ejemplos mas basicos de métodos Runge-Kutta particionados son aquellos en

los que se utiliza el método de Euler tanto implicito como explicito. Por ejemplo:

Pnt1 = Do+ hf(Pus1,¢n) (implicito)
Gni1 = Qo+ hg(Pni1,qn)  (explicito)
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Es un método Runge-Kutta particionado y viene dado por las siguientes tablas de Butcher:

1‘1 0‘0
1 1

Ahora bien, si se aplica a un sistema hamiltoniano separable de la forma
{p:ﬂ@
q=g(p)

se convierte en un método explicito dado por las siguientes ecuaciones:

{ Pn+1 = Pnt hf(Qn)
Gn+1 = Qn+hg<pn+1)

Método Stormer-Verlet
Consideramos problemas Hamiltonianos separables de la forma siguiente:

{?zﬂ@

i 0, equivalentemente, G = f(q).

Una discretizacion natural de este problema se obtiene remplazando la derivada segunda
por la diferencia central de segundo orden:

Qn+1 — 2(]n + Gn-1 = hzf((ln)'

Este método bésico se conoce como el método Stormer-Verlet. Las aproximaciones a la
derivada primera de ¢ se obtienen discretizando ¢ = p mediante la diferencia central que
aproxima la primera derivada:

Dy = n+1 — Gn—1 P _ In+1 — dn
n 2% ) n+1/2 h )

obteniendo la segunda igualdad a partir de la primera al dar un paso de tamano h/2.
Veamos que este método admite una formulacién de un paso. Por un lado, discretizamos
p = f(q) mediante la diferencia central de primer orden:

20 f(qn) = Png1 — Pn—1 = hf(qn) = DPn+1/2 — Pn—1/2-

Por otro lado:

Gn+1 — dn Gn — Qn—-1 Gn+1 — Qn—1
+ Pn1j2 = + = = 2pn
Prn+1/2 T Pn—1/2 n h h
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Sumando estas dos expresiones obtenemos:

h
Prnt1/2 = Pn + §f(Qn)
Restando las expresiones anteriores para n + 1, se tiene:

DPn+3/2 T Dnt1j2 = 2Pnt1

h
Pnts/z — Pnyijz = hf(qni1) } Pnt1 = Pnt1/2 Qf(q +1)

Ademés:

n+1 — QGn
Pn+1/2 = T = Qn+1 = Qqn + hpn+1/2‘

Finalmente, la formulaciéon de un paso del método Stormer-Verlet viene dada por las
siguientes expresiones:

Pnt1/2 = DPn + %f<Q’VL)
Gn+1 = qn + hpn«#hl/2
Prr1 = Pnt1/2 + 5.f(Gny1)

No es més que un método explicito Wy, : (¢n,Pn) — (@ns1,Pnr1) de un paso. Este es un
método Runge-Kutta particionado con coeficientes:

00 0 1/2 [1/2 0
1(1/2 1/2 1/2 [1/2 0
12 1/2 1/2 1/2

Un problema de la forma § = f(q) es el problema del péndulo simple, cuyas ecuaciones
del movimiento vienen dadas por:

{p=—$mw

g=1p

1.4.2. Condiciones de orden de métodos Runge-Kutta particio-
nados mediante P-series

Vimos que la solucién numérica de todo método Runge-Kutta era una P-serie de la for-
ma P(®,y), donde ® es la funcion de los pesos elementales de los drboles. Lo mismo sucede
en el caso de los métodos Runge-Kutta particionados, teniendo en cuenta que el peso ele-
mental de un arbol dependera de su raiz. Los siguientes resultados estédn formulados en [3].
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Teorema 1.17. La solucion numérica del método Runge-Kutta particionado es la P-serie
P(@, (yo,zo)> = (y1,21), donde ®(0,)) =2(0,) =1y

> " bii(brt), sibrt € TP,
O(brt) = ¢ Fi ,
> Bi®;(brt), sibrt € TP.

i=1

m

con ©;(r)) = O;(m2) =1 y ®([brty, ..., brty),) = ©([brty, ..., brt].) = Hwi(brtj),

Jj=1

Z a;x P (brt;), sibrt; € TP,
siendo ¥;(brt;) = ¢ *51
Z Alk@k(brt]), St b?"tj € TPZ
k=1

Recordemos que un método Runge-Kutta es de orden r si verifica que y; —y(to + h) =
O(h™1). En particular, un método Runge-Kutta particionado es de orden r si verifica:

{ y1 — y(to + h) = O(h*)
21 — 2(to + h) = O(h™)

Del mismo modo que en el caso general, se obtiene la condiciéon de orden siguiente:

Teorema 1.18. Un método Runge-Kutta particionado es de orden r si y solo si verifica
esta condicion:

1
O(brt) = ——= todo arbol brt € TP de ord brt) <r.
(brt) v(brt)’pam odo drbol brt € e orden p(brt) <r

Observacion 1.19. Notese que, en el caso de sistemas hamiltonianos separables , los
arboles bicolor que aparecen no tienen vértices consecutivos del mismo color por la forma
de las ecuaciones del sistema. Este subconjunto del conjunto de arboles bicolor constituido
por aquellos con vértices consecutivos de distinto color sera el utilizado para estudiar las
condiciones de orden de los métodos Runge-Kutta simplécticos en el siguiente capitulo.
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Capitulo 2

Métodos simplécticos

En este capitulo trataremos el concepto de métodos simplécticos. En particular, ve-
remos las condiciones de orden de los métodos Runge-Kutta simplécticos y Runge-Kutta
particionados simplécticos, asi como las ventajas que presentan respecto al calculo del
orden.

2.1. Transformaciones y métodos simplécticos

Sea Q un dominio en R?? y sea I un intervalo real. Consideraremos la variable temporal
t € I y las variables (p,q) = (p1, .-+, Dd, q1, -+, qa) € . Sea H = H(p, q,t) una funcién real
definida en Q2x/ suficientemente regular. Entonces el sistema hamiltoniano de ecuaciones
diferenciales con hamiltoniano H viene dado por:

; H
szl = —g—, 1=1,....d,
qi
dg;, OH ) ] (2.1)
— = 1= . d.
dt 8p27 ) )

El espacio €2 recibe el nombre de espacio de fase y el valor d denota los grados de
libertad del sistema.

En muchos casos, el hamiltoniano H corresponde a la energia mecénica total del sis-
tema. Pero esto no es siempre asi:

FEjemplo 2.1. Consideramos el péndulo simple con una masa m sujeta a una cuerda de
longitud inicial [y y, cuando el péndulo se pone en movimiento, la cuerda se acorta a
velocidad constante —a.

Luego, la longitud de la cuerda en tiempo ¢ es: [(t) = lo — at. Ademds, se tiene que:

V =mg(lp — lcos(9)), T = %m(l292 + a?),

21
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siendo # la coordenada generalizada que mide el angulo que forma la cuerda con la posicion
de equilibrio vertical. El Lagrangiano es L = T — V. La ecuacién de Lagrange nos da la
ecuacion del movimiento:

d . .
0=Ly— %Lé = gsin(0)10 — 2laf = 0.

Entonces el Hamiltoniano del sistema es:
H=0L;— L= (T+V)-ma>

En este ejemplo, el Hamiltoniano no coincide con la enegia total del sistema.

Entre los sistemas hamiltonianos destacan los sistemas auténomos, pues en ellos H no

dH
depende del tiempo ¢ (E = O), es decir, H se conserva a lo largo de las soluciones del

sistema. En la practica, se corresponde con la conservacion de la energia.

Algunos de los ejemplos mas conocidos de sistemas hamiltonianos son el oscilador
armonico, el péndulo y el problema de Kepler.

El concepto de sistema simpléctico que veremos mas adelante caracteriza a los sistemas
hamiltonianos por su solucién mas que por la forma de las ecuaciones diferenciales que lo
conforman. Para dar dicho concepto debemos presentar un operador: el operador solucion.

Definicién 2.2. El operador solucion o flujo del sistema, denotado ¢y, es la aplicacion
de Q en Q que asigna a cada punto y, € Q del espacio de fase el valor y(t) de la solucién
del sistema hamiltoniano ({2.1]) con valor inicial y(0) = yo, es decir:

wi(yo) == y(t), si y(0) = yo.
En general, se considera que el subindice ¢ indica el tiempo transcurrido desde la condicion
inicial, es decir:
er(yo) == y(t + o), si y(to) = Yo

También se suele denotar por @y (ty +t,ty), para indicar el tiempo de la condicién inicial
y el sistema hamiltoniano H al que esta asociado.

Consideramos ahora una superficie D orientada dos-dimensional en €2 y sus correspon-
dientes proyecciones D;, i = 1, ...,d, en los planos correspondientes a las variables (p;, ¢;)-
Definimos m(D) como la suma de las dreas orientadas de las proyecciones D;. El flujo del
sistema hamiltoniano (2.1)) conserva este valor, es decir:

m(p(D)) = m(D), si D esta contenido en el dominio del flujo del sistema.

Una transformacion con esta propiedad se denomina simpléctica o candnica. Formal-
mente (ver [6]):
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Definicién 2.3. Una aplicacién lineal a : R? — R? se dice que es simpléctica si atJa = J,

) 0 I
siendo J = < 70

Teorema 2.4. FEl operador solucion o flujo de un sistema hamiltoniano es una transfor-
macion simpléctica. (Ver [8]).

) e I la matriz identidad de tamano d.

Los métodos numéricos buscan cambiar este operador soluciéon por una funcién sufi-
cientemente regular que aproxime la solucién del problema.

Definicién 2.5. Un método numérico proporciona una funcién continua Vg (t,11,t,)(y)

d
que aproxima el flujo ¢; del sistema d_gzi = F(y,t) de modo que y"™ = Wp(t,1,t,)(y"),

d
siendo y™ una aproximacién en tiempo t,, a la solucién de Y_p (y,1)

dt
Buscaremos que el operador ¥ sea simpléctico, al igual que el operador solucién. En
general, los métodos numéricos no utilizan transformaciones simplécticas. Obtengamos
una caracterizacion de las transformaciones simplécticas en funcion de formas diferencia-
les y del producto exterior.

Comencemos por un caso mas sencillo y de menor dimensién. Consideremos una trans-
formacion ¥(p, q) = (p*, ¢*) definida en el dominio 2. Vemos que, por el cambio de variable
integral, ¥ conserva el area y la orientacién si y solo si el determinante de su jacobiano
es 1, es decir:

op*dq*  Op* 0q"

dp Oq dqg Op
Dadas dos 1-formas diferenciales w y w’, su producto externo w A w’ es una 2-forma
diferencial. Las diferenciales de las componentes de la transformacién ¥ son las 1-formas
diferenciales siguientes:

1, V(p,q) € Q.

op* op* oq* aq*
dp* = d; dq, dqg* = d; d
El producto exterior es bilineal, antisimétrico y distributivo:
op* 0q* op* dq* op* 0q* op* 0q*
dp* Ndq* = dp N\ d dp N\ d dg N\ d dg N\d
p q ap Op p N\ dp + ap g P q+ dq Op q/N\ap+ dq g q q,
dp Ndp = dqNdg=0,
dpNdq = —dgAdp.
Por tanto:
op* dq*  Op* dq*
dp* Ndq* = — dp A dgq.
b ( ap o¢  oq op )"

De este modo se tiene que ¥ conserva el area si y solo si dp* A dq* = dp A dgq.

Con un razonamiento andlogo y aumentando la dimensién, se puede obtener una con-
diciéon de simpléctico en funcién de 1-formas diferenciales:
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Teorema 2.6. La transformacion V(p, q) = (p*, ¢*) es una tranformacion simpléctica si
y solo si dp” Ndq” = dpAdq. (Ver [8]).

Definicién 2.7. Los métodos numéricos que generan aplicaciones simplécticas al aplicarse
sobre sistemas hamiltonianos reciben el nombre de métodos simplécticos o canénicos.

2.2. Métodos Runge-Kutta simplécticos

Algunos métodos Runge-Kutta son simplécticos. El método Runge-Kutta (1.1]) apli-
cado al sistema Hamiltoniano ({2.1)) proporciona las siguientes relaciones:

( s
Pz’ = pn + hn+1 Z Clijf(Pj, Qj? tn -+ thn+1)
j=1
Q; =q" + hp1 Z &ijg(PJV Qj> tn + thn-H)
i (2:2)
n+1 _ . . .
P =p + hn+1 Z bzf(Pza in tn + Czhn+1)
=1
"t =q"+ haa Z big(Pi, Q;i tn + Cilins1)
\ =1

H\"® H\’
donde f= <_8 > yg= <8 ) , siendo P; y Q, pasos intermedios.
I 1 i ) iy

1=

Teorema 2.8. Supongamos que los coeficientes del método Runge-Kutta satisfacen
la siguiente relacion:

biai]‘ + bjajz- - bzbj = 0, para Z,] = ]_, ..y S

Entonces el método es simpléctico. De hecho, por simetria, basta que se satisfaga la rela-
cion para i < j, con j =1,...,;s. El reciproco también es cierto. (Ver [8] y [2]).

Demostracion. Por lo visto en la seccién anterior, bastara probar:
dp" T Adq"T —dp" Adq" =0

Denotaremos:

ki :f(PiaQiatn+Cihn+1)7
i =g(P;,Q tn + cihpgr) .
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Diferenciando y aplicando el producto exterior a las dos tltimas expresiones de (22.2)), se
tiene que:

dpn+1 A danrl o dpn A dqn —

= hpi1 Z bidk; A dq" + Bt Z bidp™ Adl; +h2,y > bibdk; Adl; =

4,j=1

= Bpis Z b; (dk; A dq™ + dp™ A dl;) + B2, Z bibsdk; A dl;.

i=1 i,j=1

Diferenciando ahora en las dos expresiones restantes de (2.2)) se tiene que:
dp" Adl; = dP; Adl; — hpey Y agidk; A dl;,

J=1
S

dk; A da, = dk; A dQ, — hui Y aydk; Adl;.

i=1

Sustituyendo estas expresiones en la igualdad anterior:

dpn-l-l A dqn—i-l _ dpn A dqn —
= hnp1 3 b (dki AdQ, + dP; Adly) — b2y, > (biag + bjag; — biby) dk; A dly =

i=1 i,j=1

= hpp1 » by (dk; AdQ, + dP; Adly)
i=1
utilizando en la ultima igualdad la hipétesis del enunciado.
Para finalizar basta ver que, para cada i = 1,...s, se tiene: dk; A dQ,; + dP; A dl; = 0.
Observamos:
d
dk NdQ+dP Adl =Y (dka/\anerPa/\dla)

a=1
Teniendo en cuenta que:

afa 8fa ago‘

09a
—=dP, —d dl, =
apﬁ st Q,B a

dk, = ——dPs + dQ 3

se tiene que:

dk A dQ + dP A dl = Ofayp Aan+afadQ5Aan
Opg A
a,f=1

99a 99a
<ap AP A dPs + 5 2 dPs AdQB)]
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OH\"® OH\"®
Como f= | — yg= , entonces:
aQi i—=1 api i—

Ofa O*H  0f, _82H

Ops  0quOps’ Oqs  0qa0qs’
0Ga 0*H  Og, O*H

Ops  OpaOps’ O0qs  Opadqs’

Por la antisimetria del producto exterior, obtenemos:

(gf‘l dPs A dQu + gg“ AP, A ng) (%dﬂy AdQs + %dpﬁ A an> _
Ps Pa
9’ H 0°H 0°H 0°H
(— 5 aqadPﬂ/\an—i- Onid = ap, /\dQ5> ( 5o e AQs 5 dpﬁ/\an> _
fa 3ga
P P —0.
;»a;1<8p AP3 N dQu + 5 2 a/\ng) 0
0 fa 2 o2

H
Qo N dQs =0

Ofs -
—d ANdQy + ==dQ, Nd =
Qp NdQq + a4, Q Qs 900

H
dQy A dQ,, +
94adqs "

= Z af‘“dQﬁAan = 0.

a,B= 1
09a dgs 0*H 0*H
——dPs NdP, + —==dP, N dPs = dPs N dP, + dP,NdP3 =0
aps " Opa O Opadps " Opalps g

99
= Z 99« 4P, A dPs = 0.
a,f=1 ﬁ
En consecuencia, dk; A dQ, + dP; A dl; = 0 y, por tanto, el método es simpléctico.

Supongamos ahora que el método es simpléctico, es decir:

0=dp"™ Adq"™ — dp" Adq" =
= hpp1 Db (dki AdQ; + dP; AdL) — h2 ., > (biag; + bjag; — bib;) dk; Adl,.
i=1 ij=1
Como antes, se obtiene que dk; A dQ; +dP; Adl; =0, Vi =1,...;s, y por tanto:

hi+1 Z (biaij + bjajl- — blbj> dkl VAN dlj =0.

2,j=1

Como la igualdad anterior se debe verificar para cualesquiera funciones f y ¢ (es decir,
independientemente de k; y [;), debe ser:

biaij + bjaji - bzb] = 0, para Z,] = 17 ey S,

que es la condicion del enunciado. O
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2.2.1. Condiciones de orden

Ya hemos visto las condiciones de orden de los métodos Runge-Kutta. Estas condicio-
nes se imponen sobre el nimero de etapas y los coeficientes del método y, ademds, son
independientes las unas de las otras, es decir, la verificaciéon de la condicién de orden para
un arbol con raiz no es consecuencia de la verificacién de la condicién de orden para otros
arboles. En el caso de los métodos Runge-Kutta simplécticos, los coeficientes del método
estan sujetos a la condiciéon de simpléctico dada en el teorema De hecho, algunas
condiciones de orden dependeran de otras.

Observamos que, sin tener en cuenta qué vértice es la raiz, algunos arboles con raiz
dan lugar al mismo arbol:

RV

Un arbol sin raiz recibe el nombre de arbol libre o, directamente, arbol.

Sea t un arbol libre. Vamos a considerar para cada par de vértices adyacentes, i y 7,
los siguientes arboles con raiz, explicados con detalle en [1].

= El arbol con raiz rt;, obtenido al fijar el vértice ¢ como raiz en el arbol t. De manera
andloga, consideramos el arbol con raiz rt;, obtenido al fijar el vértice j como raiz
en el arbol t.

= El arbol con raiz rt;, obtenido al fijar el vértice ¢ como raiz en el arbol ¢ y eliminando
el vértice 7 y las ramas correspondientes. De manera analoga, consideramos el arbol
con raiz rt;, obtenido al fijar el vértice j como raiz en el arbol ¢ y eliminando el
vértice ¢ y las ramas correspondientes.

Con esta notacién se tiene el siguiente resultado:
Lema 2.9. (Ver [2]).
1 1 1

V) 0t T A ()

(I)(’f’tz) + @(th) = @(Ttﬁ@(ﬂf]).

Demostracion. En primer lugar, recordemos la definicion de la densidad de un arbol con

raiz de manera recursiva (definicion |1.4)):

v(r) =1y y([rte, ..., rtw]) = p([rte, ...y rtn])y(rte) - oo - y(rty).
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Por un lado:

yrt) =pt)y(rt;) [ 0.
rt subdrbol de rty
Por otro lado:

V(rtr) = p(rtr) H v(rt).

rt subarbol de rty
Luego:

L 2t 1 p(rtr)
Wrte) = PO rts) gy = St = 30ty )@

De igual modo:

I p(rty)

v(rty)  y(rtn)y(rts)p(t)

Luego, como p(t) = p(rt;) + p(rts), se tiene que:

1 L p(rty) +p(rty) 1

Y(rti) — (rty)  A(rt)y(ren)p(t)  y(rtn)y(rts)

Veamos la otra igualdad. Recordemos la condicion de simpléctico sobre los coeficientes de
los métodos Runge-Kutta:

bia;; + bjaj; — bb; = 0 para i, j = 1,....s (Teorema .

Observamos que en ®(rt;) y en ®(rt;) aparecen ciertos factores iguales:
(I)(’I“tz) = Z biain y (I)(’l"t]) = Z bjajil_[,

donde IT denota el producto de p(t)—2 factores de la forma a,,,. Estos productos coinciden
en ambas sumas ya que rt; y rt; solo difieren en los vértices ¢ y j y, por tanto, sus pesos
solo difieren en los coeficientes que involucran ambos vértices a la vez. Por tanto:

O(rt;) + B(rty) = Y (biai; + bjaze) T =">_ b, IT = (bll;) (b;I1,)

2V ZVITEE L2¥ PR

= (Z biH1> (Z ijJ) = ®(rt;)®(rt,),

donde II; y II; denota el producto de los factores de la forma a,,, correspondientes a los
arboles 7ty (es decir, los factores correspondientes al vértice i y a sus hijos, quitando el

vértice j y sus hijos) y rt; respectivamente.
O
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Al igual que para los arboles con raiz monocolor, se pueden obtener arboles bicolor
sin raiz a partir de arboles bicolor con raiz. Estos arboles sin raiz reciben el nombre de
arboles bicolor libres o, simplemente, arboles bicolor.

Puesto que estamos estudiando los métodos Runge-Kutta particionados aplicados a
sistemas hamiltonianos separables, los tinicos arboles bicolor que vamos a considerar son
aquellos cuyos vértices consecutivos son siempre de distinto color.

G\/iw
V:HH

Observamos que el arbol libre de orden 3 puede ser coloreado de dos formas distintas,
pero hay otros que solo pueden ser coloreados de una manera:

Este arbol solo puede colorearse de una manera si se considera que vértices consecu-
tivos no pueden ser del mismo color, dando lugar a una sola clase de arboles con raiz.

Teniendo en cuenta esta coloraciéon surge un nuevo concepto:

Definicién 2.10. Los arboles libres que solo pueden ser coloreados de una manera, es-
tableciendo que dos vértices consecutivos son siempre de distinto color, se denominan
arboles suplérfluos. Ademsds, se construyen arboles superfluos mediante la yuxtaposicion
de dos copias de un arbol con raiz, uniendo sus raices mediante una nueva rama.

A consecuencia del lema anterior y teniendo en cuenta este nuevo concepto, podemos
probar el siguiente teorema:

Teorema 2.11. Sea r > 2. Consideramos un método Runge-Kutta simpléctico que satis-
face las condiciones de orden hasta r — 1. Para asequrar que tiene orden, al menos, r es
suficiente ver que para cada drbol libre t no superfluo de r vértices existe un drbol rt con
raiz asociado a t verificando la condicion de orden. (Ver [8]).
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Demostracion. Consideramos un método Runge-Kutta simpléctico que satisface las con-
diciones de orden hasta » — 1. Sea ¢ un 4arbol libre. Sea rt; el drbol con raiz obtenido
fijando en t el vértice ¢ como raiz que verifica la condicién de orden, es decir:

v(rt;)

Queremos ver: $(rt) = , para todo arbol con raiz rt obtenido al fijar en t un vértice

1
AL T o
como raiz. Sea j un vértice de t adyacente al vértice 7. Utilizando la notacién vista en el
lema anterior, los arboles rt; y rt; tienen orden menor estrictamente que r y, por tanto,

verifican la condicion de orden:

1
y ®(rt;) =

i) = o )

Aplicando el lema anterior:

1 1 1
O(rt;) = O(rt))®(rty) — (rt;) = — = :
’ y(rtn)y(rts) ) (rty)
De manera recursiva, se llega a que todo arbol con raiz obtenido a partir de ¢ al fijar una
raiz verifica la condicién de orden, que es lo que se queria probar.

O

Este resultado permite reducir considerablemente las comprobaciones que hay que rea-
lizar para determinar el orden de un método Runge-Kutta simpléctico en comparacion
con un método Runge-Kutta no simpléctico. En general, para los métodos simplécticos
hay una ecuacién de orden por cada arbol libre no superfluo en vez de una por cada arbol
con raiz.

Veamos como se obtienen las condiciones para cada posible orden r. Denotaremos por n
y m al nimero de condiciones de orden de los métodos Runge-Kutta generales y al nimero
de condiciones de orden de los métodos Runge-Kutta simplécticos respectivamente.

» Para r = 1, es claro que se tiene una condicién tanto para simplécticos como para
no simplécticos: n = m = 1. La condicién que proporciona es la de consistencia:

> bhi=1.

= Para r = 2, se requieren los arboles con raiz de dos nodos. Solo hay un arbol con raiz
de orden 2 y proporciona una condicién de orden para los métodos Runge-Kutta
generales:

1
Zbiaijzé, n=n-+1=2.
]
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Este arbol con raiz da lugar a un arbol libre monocolor de orden 2:. ®—®
Ya vimos que este arbol libre es superfluo pues admite una tnica coloracion. Por
tanto, m =m+0=1.

= Para r = 3, encontramos dos arboles con raiz de orden 3 que dan lugar a un mismo
arbol libre: e—e—e
Los dos arboles con raiz proporcionan dos condiciones de orden para los métodos
Runge-Kutta generales:

1 1
Z biaijaik = g, Z bz-aijajk = 6, n=n-4 2=4.

.5,k i,5,k

El arbol libre que se obtiene a partir de los dos arboles de orden 3 posibles no es
superfluo pues admite dos coloraciones. Por tanto, proporciona una condicién de
orden para los métodos Runge-Kutta simplécticos (m = m + 1 = 2), que se puede
tomar como una cualquiera de las dos anteriores por el teorema|2.11

» Para r = 4, encontramos cuatro arboles con raiz de orden 4. Por tanto, se anaden
cuatro condiciones de orden mas para los métodos Runge-Kutta generales: n =
n + 4 = 8. De estos cuatro arboles con raiz se obtienen unicamente dos arboles

libres monocolor distintos:
oo oo >—c

El primero de ellos es superfluo. El segundo no es superfluo, por lo que proporciona
una condicion de orden para los métodos Runge-Kutta simplécticos: m = m+1 = 3.
Estan dibujados a continuacién:

El nimero de condiciones que hay que comprobar para establecer que el método Runge-
Kutta es, al menos, de orden r queda recogido en esta tabla para los primeros érdenes
(ver [8]):

ORDEN | RK GENERAL | RK SIMPLECTICO
1 1 1
2 2 1
3 4 2
4 8 3
) 17 6
6 37 10
7 85 21
8 200 40
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2.3. Meétodos Runge-Kutta particionados simplécti-
cos

Algunos sistemas hamiltonianos presentan un hamiltoniano con un aspecto de esta
forma:

H(p,q,t) =T(p) +V(q,1),

donde Ty V denotan las energias cinética y potencial respectivamente. Este tipo se
sistemas hamiltonianos recibe el nombre de sistemas hamiltonianos separables .
En este caso, las ecuaciones de Hamilton que se obtienen son las siguientes:

dq

d,
_p _f(Q7t)7 E

i =g(p),

donde f = -V ,Vyg=V,T.
Ejemplo 2.12. El problema de Kepler

El problema de Kepler consiste en determinar el movimiento de dos particulas que
interactian entre si por medio de una fuerza central que varia segin la distancia entre
ambas.

1
La energia cinética es: T = imzﬂ, donde v denota el médulo de la velocidad.

—k
La energia potencial es: V' = R donde k es la interaccion gravitatoria y d es la

distancia entre los dos cuerpos.

Por simplificar consideraremos m = 1y k = 1. Ademads, tomaremos la masa central en
la posicion (0,0). Bajo estas condiciones, la solucién del problema describe el movimiento
en el plano de una particula atraida hacia el origen con una fuerza inversamente propor-
cional al cuadrado de la distancia. Consideramos y = (p,q) € R*, donde q = (q1,¢2)
denota la posicién y p = (p1, p2) la velocidad de una particula. Entonces: p; = ¢;, para
i=12y

—1

T — T
(@2 +¢2)"”

(pi+p3), V=

DO | —

El Lagrangiano es L =T — V. Los estados del sistema deben satisfacer las ecuaciones
de Lagrange siguientes:
d — 9
0=Ly ——Ly,, = ———5 —Di, parai = 1,2.
T (gt )
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De este modo se obtienen las ecuaciones del movimiento:

Cji = Di, para 1= ]-72

pi = ﬁ, para l = 1,2
(Ch + QQ)
El hamiltoniano del sistema es:
H:ple1 +p2Lp2 — L= 1 (p%+p§) +(_—12)1/2 :T+V
2 (@3 + @3)

Esta formulacién del problema proporciona un sistema hamiltoniano separable. Ademas,
el hamiltoniano coincide con la energia total del sistema. Debido al caracter central de la
fuerza, también se conserva el momento angular: M = p1gs — q1po.

Para analizar el sistema se suelen utilizar coordenadas polares (r, 0) en el plano (p, p2):
r? = p? + p2 p1 = rcos(f), p, = rsin(6).

Luego: ¢ + q5 = 7% + r202. En estas coordenadas el hamiltoniano es:

H = % (7”2+7292> +@.

Los momentos son:

oL | oL 2
r = =T = ’]"7 = —— =7
p o Po Y]
Por tanto, las ecuaciones del sistema son:
r=Dr
_ Py
=
2 (2.3)
!/
pr__HT:ﬁ_V(T>
po = —Hp =
Ademas, observamos:
M
0 = a’r’ctg(@) = 0 = — = pp = M es constante
N r

Reescribimos el hamiltoniano:

H = (1*2 + Af—;) + V(r).

DO | —
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Como H es constante a lo largo del tiempo, podemos despejar 7-:

. M . _ dr |
r_\/(H 52~ VI )):>dt \/(H_JZW_;_V(TO

donde H denota el valor constante del hamiltoniano. Integrando la expresién anterior se
obtiene el periodo de r.

Estos sistemas hamiltonianos pueden integrarse con los métodos Runge-Kutta parti-
cionados que hemos visto anteriormente.

El método Runge-Kutta particionado dado por el tablero de Butcher de la figura
aplicado al sistema Hamiltoniano separable ((1.9) proporciona las siguientes relaciones:

P; =p" + hna Z aijf(Qj7 tn + Cihnia)
j=1
Q; =q" + hnp Z Aijg(P;)
=1 (2.4)

P =Dt Y bif(Q b+ Cili)

i=1
s

Q" =q "+ ha Z Big(P;)
L i=1
OH\* OH\"
donde f = (— ) = -V4Vyg= ( ) = Vpr, siendo P; y Q, pasos
9 ) i i ) i
intermedios, con C; = Z Aij.
j=1

Un resultado similar al teorema se tiene para los métodos Runge-Kutta particio-
nados, dotando dichos métodos de cardcter simpléctico o no simpléctico:

Teorema 2.13. Supongamos que los coeficientes del método Runge-Kutta particionado
satisfacen la siguiente relacion:

bzAzg + Bjaji - bZB] = O, para ’L,j = 1, ...y S.

Entonces el método es simpléctico cuando se aplica a sistemas hamiltonianos separables.
El reciproco también es cierto. (Ver [8]).

Demostracién. Como en el teorema[2.8, suponiendo que se verifica la condicién del enun-
ciado, bastara probar:

dp" ™t Adg™ — dp" A dq™ = 0,
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para ver que el método es simpléctico. Denotaremos:

{ ki =f(Q,.t, + cihni1),

Razonando de manera anédloga a la demostracion del teorema[2.8y aplicando la hipétesis
del enunciado del teorema, se tiene:

danrl A danrl o dpn A dqn —

= hpp1 Y bidki Adq" + hy1 Y Bidp” Adly+ bl Y biBdk Adly =

i=1 j=1 ij=1
S S

= hpp1 »_ (bidk; A dQ; + BidP; Adl) — h2,, Y (b Ay + Bjaj; — biB;) dk; Adl; =

i=1 ij=1
= hny1 Y (bidk; A dQ; + BidP; A dl;)
i=1
Para finalizar basta ver que, para cada i = 1,...s, se tiene: dk; A dQ,; + dP; A dl; = 0.

Teniendo en cuenta que:

Ofa
dka = 7 —dQp,
g5 "
se tiene que:

) ()0 ) (Lo
( a%)dQMd@a+( T2 ) Qo 1 Qs = (5 ) dQs N dQu + (5 ) dQu 100 =0,

y, por tanto:

d d
dk AdQ =) " dka NdQo =) (%) dQs A dQ,, = 0.
a=1 B

a=1

De manera analoga se prueba que dPAdl = 0. En consecuencia, dp" ' Adq" ™! —dp"Adq™ =
0 y, por tanto, el método es simpléctico.
Supongamos ahora que el método es simpléctico, es decir:

0= dpn—H A dqn—H _ dpn A dqn —
= hnp1 »_ (bidk; A dQ; + BidP; Adl) — b2,y Y (b Ay + Bjag; — biBy) dk; A d

i=1 ij=1
Hemos visto que, para cada i = 1, ...s, se tiene:
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Por tanto:

th_l Z (bZAU + Bjaji - bZB]) dkZ N dl] =0.

,j=1

Como la igualdad anterior se debe verificar para cuales quiera funciones f y g (que solo
involucren a p o a ¢ respectivamente), entonces debe ser:

bZA’L] + Bjaji — blB] = O, para Z,j = 1, ey S,

que es la condicion del enunciado. O

2.3.1. Condiciones de orden

Se tiene un resultado similar al visto para métodos Runge-Kutta simplécticos genera-
les pero para métodos particionados:

Teorema 2.14. Sea r > 2. Consideramos un método Runge-Kutta simpléctico particio-
nado que satisface las condiciones de orden hasta r — 1. Para asequrar que tiene orden,
al menos, r es suficiente ver que para cada drbol libre bt no de r vértices existe un drbol
bicolor brt con raiz asociado a bt verificando la condicion de orden. (Ver [8]).

La demostracion es analoga a la del teorema|2.11. Al igual que dicho teorema, reduce
notablemente el niimero de condiciones de orden.

En el caso de los no particionados los arboles superfluos no proporcionan ninguna
condiciéon de orden mientras que en los Runge-Kutta particionados los arboles bicolor
resultantes de colorear arboles superfluos si que proporcionan una condicién de orden.

Siguiendo un razonamiento similar al visto para métodos Runge-Kutta, se puede cal-
cular el nimero de condiciones de orden de métodos Runge-Kutta particionados (n) y de
métodos Runge-Kutta particionados simplécticos (m):

= Para obtener orden r = 1, se requieren dos condiciones de orden para ambos casos
pues hay dos arboles bicolor distintos: n =m = 2.

= Para r = 2, encontramos dos arboles bicolor con raiz distintos que proporcionan dos
condiciones de orden para los métodos Runge-Kutta particionados:

ZbiAi,j:%7 ZBiai,j:%, 7’LZ77,—|—2:4
1,J 1,]

Estos dos drboles dan lugar a un mismo arbol libre bicolor que proporciona una sola
condicién de orden (m = m + 1 = 3). Dicha condicién se puede elegir entre las dos
anteriores.
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1
= ZbiAi,jaj,k = 6

i7j7k

1
.\O/ = Z B,L'CLZ‘J'CLL]g = §
i7j7k

1
= ZbiAi,jaj,k = 6

1,5,k
ﬁzb.A A _ 1
O\/ o 4145 z,k_s-

= Para r = 3, encontramos cuatro arboles bicolor que proporcionan una condicién de
orden cada uno para los métodos Runge-Kutta particionados generales:

De estos arboles con raiz se obtienen dos arboles libre bicolor, que proporcionan dos
condiciones de orden. Los dos primeros arboles bicolor con raiz dan lugar al mismo
libre por lo que para el caso simpléctico se impone una de las dos condiciones
primeras anteriormente formuladas. Del mismo modo, se impone una de las dos
ultimas.

El nimero de condiciones que hay que comprobar para establecer que el método Runge-
Kutta particionado (PRK) es, al menos, de orden r queda recogido en esta tabla para los
primeros 6rdenes (ver [8]):

ORDEN | PRK GENERAL | PRK SIMPLECTICO
1 2 2
2 4 3
3 3 )
4 16 8
d 34 14
6 74 24
7 170 46
8 400 88

2.3.2. Ejemplos de métodos Runge-Kutta particionados simplécti-
cos

A pesar de que los métodos Runge-Kutta particionados solo se pueden aplicar a siste-
mas hamiltonianos separables, son muy interesantes. Sobre todo desde el punto de vista
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practico debido a que son métodos explicitos.

Métodos de Euler simplécticos

Consideramos un sistema hamiltoniano separalable:

{ p=f(a)

q=g(p)

El método Runge-Kutta particionado de Euler visto en los ejemplos de la seccion [1.4.]]
aplicado sobre el sistema anterior, viene dado por las siguientes expresiones:

{ Pn+1 = Dn + hf(Qn)
Gn+1 = Qn+ hf(pn—l—l)

Los coeficientes de este método Runge-Kutta particionadoson: a; = by = B; =1y A; = 0.
Es claro que verifican la condicién de simpléctico del teoremal2.15y, por consiguiente, es un
método Runge-Kutta particionado simpléctico al aplicarse sobre métodos Hamiltonianos
separables.

Métodos de Ruth

Vamos a considerar la siguiente familia de métodos, denominados métodos de Ruth:

00 0 ---0 B0 O ---0
by 0 0 - -0 Bl By O -0
bleOO BlBng"'O
by by by - -0 Bi By By - - - B,
b1 bQ b3 B bs B, B, Bg - - - B,

Figura 2.1: Método de Ruth

Se representa de esta manera: (by, ..., bs) [Bi, ..., Bs|. En primer lugar, se escriben los b;
y después los B;, poniendo entre paréntesis los coeficientes correspondientes a un método
con diagonal nula y entre corchetes el restante.
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La implementacion de un paso de este método es como sigue:
Qo =¢q"
P =p"
Parai=1,...,s
Qi = Qi1 + hny1Big(5;)
Piy1 = Pi+ hy1bi f(Qi, t + Cihpya)
"= Q,
an = Py

Esta notacién da lugar a una forma alternativa:

by 0 0 ---0 000 ---0
by by 0 - - -0 B0 0 ---0
blbgbg"'o BlBQOO
by by by - - - b, B, By By - - - 0
b1 bQ b3 o bs Bl 32 B3 coe BS

Figura 2.2: [by, ..., bs] (B, ..., Bs)

La implementacion de un paso del método en esta forma alternativa es como sigue:
Py =p"
Q1 =q"
Para:=1,...,s
Py = Py + hypibif(Qis tn + Cihnya)
Qit1 = Qi + hny1Big(P)
pn+1 _ Ps
qn+1 = Qs11

En la forma habitual (2.1)), se tiene:

_J0,i<y _J0i<y
a”_{bj>i>j 7AZJ_{Bj>i2j

Con estos coeficientes, observamos que se verifica la condicién de método simpléctico:
b'LAz] —+ Bjaji — szJ = Bjaji - blBJ = B]bz - blB] = 0, sii < j
bZAZj + BjCLjZ' — blB] = bzAz] — bZB] = blB] — blB] = O, Si Z 2 ]

Algunos de los métodos de Ruth con coeficientes particulares seran presentados mas
adelante en los experimentos numéricos.
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Método Stormer-Verlet

Retomamos ahora otro ejemplo visto en la seccion [1.4.1; el método Stormer-Verlet.
Este método se aplica a sistemas Hamiltonianos separables de la forma {p = f(q), ¢ = p}.
Vimos que la formulacion del método Stormer-Verlet de un paso viene dada por las si-
guientes ecuaciones:

Pn+1/2 = Pn + %f(%t)
Gn+1 = qn + hpn—‘%lﬂ
Dn+1 = Pnt1/2 + §f(qn+1)

Es un método Runge-Kutta particionado con coeficientes:

010 0 1/2 [1/2 0
1(1/2 1/2 1/2 [1/2 0
1/2 1/2 1/2 1/2

Veamos que se verifica la condicién de simpléctico al aplicarse sobre un sistema Ha-
miltoniano separable. Observamos: 1/2 = a;; # 0 & j = 2 & A;; = 0. Ademas,
b; = B; = 1/2, para i = 1,2. Por tanto:

b,LAZJ + Bjajl- - bZBJ = szJ - bZBJ =0 5 Vi = ]., 2



Capitulo 3

Métodos de composicion

En este capitulo se presenta el segundo objeto de estudio principal de esta memoria:
los métodos de composicién. A pesar de que no se puede establecer una teoria general de
orden de métodos de composicion, se utilizaran, una vez mas, los conceptos de arbol con
raiz y B-serie para determinar condiciones de orden para ciertos métodos de composicion.

Se introduce el concepto de adjunto de un método. La composicion de un método con
su adjunto resulta en métodos para los que, bajo ciertas condiciones, se puede determinar
el orden. De hecho, permite construir métodos de orden tan alto como se desee mediante
la composicién.

Finalmente, se desarrolla la teoria necesaria para determinar el orden de este tipo de
métodos y reducir lo maximo posible el nimero de condiciones de orden requeridas.

3.1. Definiciones

Consideramos dos métodos numéricos Wi(t,1,t,) y % (tpy1,t,) y un pardmetro real
f. La concatenacién de un paso de longitud 6h, 1 en el primer método con un paso de
longitud (1 — 6)h, 11 en el segundo método (es decir, la aplicacion W2 (t,,1,d) o WL(4,t,)
con § = Ot, 1+ (1 — 0)t,) define un método numérico Vp(t,1,t,) denominado método
de composicién de los métodos ¥ty W2,

Se parte de un valor inicial 7. Se obtiene y; aplicando el primer método W' con el
paso correspondiente y, finalmente, se calcula v, aplicando a y; el segundo método ¥? con
el paso adecuado. Este valor ys es la aproximacion a yo en un paso mediante el método
de composicién de ¥ty W2,

El concepto de composicion de dos métodos se puede extender a la composicion de
una cantidad finita de métodos.

41
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3.1.1. Composicion de métodos Runge-Kutta y de B-series

Como hemos comentado anteriormente, no existe una teoria de orden que generalice
cualquier composicién de métodos. En el caso de la composicion de métodos Runge-Kutta,
veremos que el método resultante es un método conocido y, por ello, no es necesario pre-
sentar una nueva teoria de orden.

Loby a2

Sean ¥! y U2 dos métodos Runge-Kutta de s y t etapas con coeficientes Qi o

respectivamente.

La composicién de estos dos métodos Runge-Kutta da lugar a un nuevo método Runge-
Kutta de s + t etapas. Es por ello que las condiciones de orden para estos métodos se
derivan de forma directa de las condiciones de orden de métodos Runge-Kutta generales.
El siguiente tablero de Butcher representa a este nuevo método Runge-Kutta de s + ¢
etapas:

Oai,- - - Oai, 0 0
Oal,- - - Oal, 0 0
ob; - - - Obt (1 —0)at, - - - (1—0)a3,
ool - - - 0b: (1—0)az - - - (1-0)d3
oot - - - Obt T (1—-0)p2 - - - (1-0)?

Los pesos elementales de este método Runge-Kutta obtenido como composicion se
pueden calcular a partir de los pesos elementales asociados a los dos métodos Runge-
Kutta elementales mediante una férmula conocida como “Regla general de composicion”.
Como veremos mas adelante, esta formula se puede utilizar a su vez para expresar los
coeficientes de la B-serie obtenida al componer dos B-series en funcién de los coeficientes
de las mismas. Para ello, se requiere un nuevo conjunto de arboles: los arboles ordenados.
La teorfa que se desarolla a continuacién se encuentra recogida en (3], [4] y [5].

Definicién 3.1. El conjunto de drboles (con raiz) ordenados, denotado por OT, se cons-
truye de forma recursiva:

1. El arbol 7 de un tnico nodo pertenece al conjunto de arboles ordenados: 7 € OT'.

2. Si wy,...,wy, € OT, entonces la m-tupla ordenada (wy, ..., w,,) también es un arbol
ordenado.
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Los arboles ordenados no son més que arboles con raiz en los que el orden de las ramas
salientes no puede ser permutado.

Por ejemplo, en este conjunto OT los arboles siguientes son drboles distintos:

Son dos ordenaciones de un arbol con raiz del conjunto RT'. Por ello, los arboles de
RT se pueden considerar como clases de equivalencia de arboles ordenados, es decir:

rt=w,conrte RT'ywe OT.

El nimero de posibles ordenaciones de un arbol rt € RT se denota v(rt). No es mas
que el nimero de arboles ordenados que pertenecen a la clase de equivalencia rt. Este
valor se puede obtener de manera recursiva:

v(it)=1

|
v(rt) = ﬁy(rtl) e v(rty), sirt = [rty, ..., rty] € RT,
1ol

donde i1, pa,... son el nimero de arboles iguales entre rty,...,rt,, € RT.

Este concepto estd estrechamente relacionado con el coeficiente simétrico (Definicion
1.11}). De hecho, se satisface la siguiente relacion:

k(rt) = o(rt) - v(rt), Vrt € RT,
donde k(1) =1y k(rt) = mlk(rty) - ... - K(rty), sirt = [rty, ..., rt,,] € RT.

Es necesario que introduzcamos el conjunto de los subarboles ordenados de un arbol
w € OT, denotado OST(w). Este conjunto se construye de la siguiente manera:

1. El conjunto de subarboles ordenados del arbol ordenado de un tinico nodo es:

OST(r)={0,7}.

2. El conjunto de subarboles ordenados del &rbol ordenado w = (wy, ...,wy,) € OT es:

OST(w) ={0} U{(6y,...,0mm) : 6; € OST(w;)} .
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Cada subérbol § € OST(w) esté asociado de manera natural con un arbol € RT
obtenido al no tener en cuenta el orden de sus ramas. Para cada arbol rt € RT elegimos
un orden que denotaremos w(rt) y vamos a considerar: OST(rt) := OST(w(rt)). Para
cada 6 € OST (w), denotamos por w \ € al "bosque” formado por los drboles resultantes al
eliminar el subarbol # del drbol ordenado w € OT'. Se va a considerar: 7t \ 6 := w(rt) \ 0.
Mediante los conceptos que acabamos de describir, se enuncian los siguientes resultados,
recogidos en [3].

Teorema 3.2. Sean ®; y ®y los pesos elementales asociados a los dos métodos Runge-

Kutta que se desea componer. Bajo las convenciones ®o(6) = ®o(0) y Po(0) = 1, se tiene
una regla general para determinar los pesos elementales asociados a la composicion de dos
métodos Runge-Kutta:

ort)= Y [ @0) [ ®:109)

0cOST(rt) sert\o

Esta composicion se puede extender a la composicion de B-series, es decir, introducir
una B-serie en otra. Esto nos permite generalizar el lema (1.19).

Teorema 3.3. Sean a : RTU{(} = R cona(() =1 yb: RTU{0} — R dos aplicaciones.
Entonces la B-serie B(a,y) insertada en B(b,-) es de nuevo una B-serie:

B (b, B(a,y)) = B(ab,y),

donde ab: RT U {0} — R se obtiene mediante la regla general anterior (3.4). Es decir;

ab(rt) = > b(0)-a(rt\0), cona(rt\0) = [] al(é).

0cOST (rt) oert\0

3.2. Meétodo adjunto

Definicién 3.4. Dado un método ¥, su método adjunto serd un método ¥ tal que

U(ty, tni1) © U(tyy1,tn) es la identidad. Formalmente, el método adjunto de un método
es la aplicacion inversa del método original con paso opuesto, es decir: ¥, := \I/:}ll.

Observacion 3.5. Avanzar un paso del método original equivale a dar un paso hacia atras
en el adjunto.

La consideracion de los métodos adjuntos aparecié de manera independiente en el
estudio de métodos simétricos (Stetter (1973), p. 125, Wanner (1973)) y en los trabajos
realizados para construir métodos para problemas rigidos a partir de métodos explicitos.

Proposicion 3.6. Sean ¥, y &, dos métodos numéricos. Se tienen las siguientes propie-
dades:
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] Eh = Uy, es decir, el adjunto del adjunto es el método original.

s U, 0P, = D), 0V, es decir, el adjunto de un método de composicion se obtiene com-
poniendo los métodos adjuntos de los factores de la composicion en orden inverso.

( Ver [8]).

La segunda propiedad dada no es mas que la aplicacién de la regla general para calcular
el inverso de la composicion de aplicaciones.

Definicién 3.7. Si el método adjunto es el propio método, se dice que el método original
es simétrico.

Observacion 3.8. De esta definicion se sigue que la composicién de un paso de longitud
h/2 de un método ¥ con un paso de longitud h/2 de su adjunto ¥ proporciona un método
simétrico.

FEjemplo 3.9. Veamos que el método implicito de Euler es el adjunto del método explicito
de Euler. Aplicamos el método explicito de Euler de paso h =t,,1 — t,.:

Yntl = Yn + hf<yn7tn) = Yn = Yn+1 T <_h>f<yn7tn+l - h)

Con la segunda igualdad vemos que v, se obtiene a partir de ¥, aplicando el método de
Euler implicito con paso —h = t,, — t,,+1. En consecuencia, el método de Euler implicito
es el adjunto del método de Euler explicito y viceversa.

Ejemplo 3.10. Veamos como obtener el adjunto de los métodos Runge-Kutta. Considera-
mos un método Runge-Kutta de s estapas y con coeficientes a;;, b;. Su método adjunto
serd un método Runge-Kutta de s etapas con coeficientes @;;, b; dados por

Aij = bsy1j — Qsp1ist1-j , bi=Dbgpj (ver [8]).

Ademas, si ast1—s+1—; + a;j = bj, entonces el método Runge-Kutta sera simétrico ya que
esta condicién implica: @;; = a;; y b; = b;, Vi,j. De manera anéloga, el método adjunto de
un método Runge-Kutta particionado de s etapas sera también un método Runge-Kutta
particionado de s etapas y sus coeficientes se obtendran con la férmula anterior (ver [8]):

ij = bey1—j — Qsp1—isy1—j 5  bi = bey1-j

Aij = Bs+1—j - As+1—i,s+1—j s B, = Bs+1—j

El siguiente resultado muestra que el método adjunto tiene el mismo orden que el
método original y, salvo un posible cambio de signo, el mismo término lider en el error.

Teorema 3.11. Consideramos el sistema diferencial auténomo

{ y=f(y)

y(to) = Yo
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Denotamos por ; al operador solucion o flujo del sistema hamiltoniano anterior que
proporciona el valor de la solucion del sistema al transcurrir un tiempo t desde tgy, es
decir: oi(Yo) = y(t + to). Sea Wy, un método de un paso de orden p que satisface:

Wi (yo) = n(yo) + Clyo) P + O(RFF?)
Entonces su método adjunto U, tiene orden p y satisface:
1 (yo) = ¢n(yo) + (—=1)PCyo) P! + O(hP*H2).

Ademds, si el método Uy, es simétrico su orden debe ser par. (Ver [3] y [4].)

Figura 3.1: Ver [3].

Demostracion. Partimos de un valor inicial yo. Computamos ¢, (yo) € y1 = ¥n(yo). La
diferencia entre estos dos valores es el error local & del método Wy,: & = y; — i (¥o).

Ahora aplicamos ¥_;,: ¥_,(€) = e, siendo e el error local de ¥;,. Observamos que —e es el
error local del método W_,,. Por tanto, aplicando la hipdtesis del enunciado, se tiene que:

—e =V _1(pn(Yo)) — vo =
= (5o + Clen(yo)) (=h)P™ + O(hP*?)) —yo =
= (=1 Clpn(yo)) hP T + O(RF?)
= e = (=1)PC(pn(yo)) WP + O(hP*?)

Puesto que ¢n(yo) =yo +O(h) y e = (I + O(h))é, se sigue que:

(I +O(h))e = e = (—1)PC(in(yo)) AP + O(hP+2) =

— (—1)’C(yo + ORI + O(h?*2) =

= (1+0m) (=1 + omrt)
== (=1’ C(yo) """ + O(h"*?)
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Por tanto, teniendo en cuenta que € es el error local del método ¥y, se concluye que:

Ui(yo) = €+ en(yo)en(yo) + (—1)PC(yo) P + O(hP+2).

que es lo que se queria probar.
Supongamos ahora que el método ¥, es simétrico, es decir, ¥, = U,. En particular,
U (yo) = Vp(yo). Aplicando la hipétesis y la igualdad que acabamos de probar, se obtiene
que C(yo) = (—=1)?C(yo). Como C(yo) puede ser no nulo, debe ser (—1)? = 1, es decir, p
debe ser par. En consecuencia, el orden de un método simétrico debe ser par.

]

3.3. Composicién de un método con distintas longi-
tudes de paso

En esta seccion vamos a considerar la composicién de un método de un paso con distin-
tas longitudes de paso. Este caso particular de método de composicién permite aumentar
en, al menos, una unidad el orden de un método dado. De hecho, va a permitir construir
métodos de composicion de orden tan alto como se desee. Consideramos la composicion
de un método de un paso con distintas longitudes de paso. Sea ¥; un método bésico de un
paso y sean 7,...,7s € R nimeros reales. Construimos el siguiente método de composicion:
\Ij'ysh 0...0 \Ij’nh-

Teorema 3.12. Sea V¥, un método de un paso de orden p. Supongamos que se verifica:

Zs:% =1y ZS:%PH =0.
=1 =1

Entonces el método de composicion V., po0...oWU, } es, al menos, de orden p+1 (ver [3]).

Figura 3.2: Ver [3].
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Demostracion. La demostracién de este resultado es similar a la del teorema [3.11)
Por un lado, para cada i € {1,...,s} e;, consideramos el error local e; de V.5, es decir,
e; = Vo,n(Yi—1) — ©yn(yi—1). Por hipdtesis, el método original es de orden p con lo que:

e; = C(y0)7f+1hp+1 + O(hP*?), para 1 < i < s.
Por otro lado, consideramos:

Ej = (102?>]_ ’yih<yj_l) - @Z?>j'yih(yj)7 para 1 SJ <s-—1
E, = 9075;1(3/571) —Ys = Es.

Cada Ej es la diferencia entre avanzar la solucién desde y;_; un paso de tamano » 7. ;yih

., . ., ~ s .
y avanzar la solucion desde la aproximacion kvaj , un paso de tamano » . i ~;h. Aplicando

la primera hipdtesis del enunciado, observamos que:

('025 — (ql'ysh 0...0 \Il"{lh> (yo) Sph ?Jo —Ys = Z EZ7

17l

Teniendo en cuenta que y; = yo+O(h) y E; = <[+ O(h))ei para 1 < i < s, se tiene que:

—ys = Z E = Z (1+0(h))e; = Z (1+0(m) (Clyo)? h+t + O(r2)) =

i=

= (1+0m)(clyon) (Z W) + O(r2) = O(h+2),

aplicando la segunda hipétesis del enunciado.
En consecuencia, el método de composiciéon ¥, ,o...0W, ; es, al menos, de orden p+1. [

Observacion 3.13. Es claro que si y; # 0, para todo ¢ = 1, ..., s, entonces ny“ =0no

=1
tiene solucién para p impar. Luego, si se desea obtener un método de orden p+ 1 mediante
la composicién consecutiva de un método basico de orden p, sera necesario que p sea un
ndmero par.

Observacion 3.14. Para que se pueda aplicar este teorema, es necesario que se componga
tres veces (s > 3). Para s = 2, se tiene lo siguiente:

Nntr=l=n=1-m

A AT — 0= 4, <0y 42 >0, 0 viceversa p = In(1 — ;) = In(y,) = In(—)
W H+BT =025 = -7 = (—p)rt!

Luego: 1 — v, = —~4, lo cual es absurdo. Por tanto, s debe ser, al menos, 3.
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FEjemplo 3.15. Para s = 3 se tiene cierta libertad para elegir los coeficientes v;, 72 v 73.
Para un orden p dado, tomamos:

1 —91/(p+1)
NEBT Y oy 2T 5 o/t
Estos coeficientes verifican las dos condiciones del teorema . Si consideramos un
método simétrico ¥ de orden p = 2 y lo componemos como en el teorema utilizando
estos coeficientes 71, v2 v 73 = 71, obtendremos un método de orden, al menos, p+ 1 = 3.
Ademas, es simétrico:

Wogh © Wapn 0 Wi = Wayn 0 Wapp 0 Wagp = Wy 0 Wopp 0 Wogp = Wagp 0 Wopp, 0 Wy

Luego, por el teorema , tendra orden par. Es decir, hemos construido un método de
orden, al menos, cuatro. Este proceso se puede repetir: componemos tres veces este nuevo
método usando los mismos 71, v2 ¥ 3 ¥ obtenemos un nuevo método simétrico de orden,
al menos, 6. De este modo, se pueden construir métodos de composicion de orden tan alto
como se quiera. Si se desean pasos mas pequenos, basta con aumentar s y modificar de
manera adecuada los coeficientes vy, 2 v 3. La repeticiéon de este algoritmo da lugar a
los métodos fractales de Suzuki.

3.4. Meétodos de composicion de orden mas alto:
composiciéon de un método y su adjunto

En esta seccion se define otra extension del concepto de B-serie, requerida para la
obtencion de métodos de composicién de orden alto y, ademas, éptimos.

Consideramos la expresion del método ¥y, en desarrollo de Taylor:
Un(y) =y + hdi(y) + Pda(y) + ..

Requerimos que el método sea consistente, es decir, d;(y) = f(y). Consideramos la com-
posicién de los métodos W, y Wt

y1 = Voun(¥0) = yo + vihdi(yo) + Thda(yo) + ..
Yo = \1172h<y1) =1 + 'Ythl(yl) + 7§h2d2(91) +

Introduciendo la primera expresion en la segunda, llegamos a lo que se conoce como
B-serie generalizada, donde las diferenciales elementales estan compuestas por infinitas
funciones (que son los coeficientes que acompanan a las distintas potencias de h en el
desarrollo de Taylor del método basico W, (y)) y sus derivadas.
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3.4.1. Extensiéon del concepto de B-serie

Para poder estudiar las condiciones de orden de este tipo de métodos de composicion
utilizaremos, una vez mas, el concepto de B-serie. En este caso, se requieren unos arboles
con raiz que difieren de los utilizados anteriormente: hay un entero positivo asociado a
cada vértice de estos nuevos arboles. Esta etiqueta numérica asociada a cada vértice se
llama tipo del vértice.

Definicién 3.16. El conjunto de todos los arboles con raiz donde cada vértice tiene
asignada una etiqueta numérica, que es un entero positivo sin mas restricciones, se denota
T.

Los arboles con un tunico vértice son: (), (2),®),...

El arbol construido al unir ti,....,t,, € T a un vértice () se denota [t,...,tn]i € T v
es un nuevo arbol de T, con raiz (i). El orden y el coeficiente simétrico se definen de la
manera habitual. Las diferenciales elementales de este tipo de arboles se construyen de la
siguiente forma:

F(O)W) =
F ([t s tmli) (y) =

i(y),
D) (FE)W), - FEn) ()

Con i(t) = j indicamos que la etiqueta numérica de la raiz del arbol ¢t € T, es j. La
suma de las etiquetas numeéricas de un arbol ¢ € T, se denota por |[¢|| y se calcula de la
siguiente manera:

@Il = i(@znzi,
| [ty s tm)i || = i+Z||tz‘||-

FEjemplo 3.17. Consideramos el siguiente arbol de T.:

El arbol representado es t = [t1, t2]3, donde se estédn con-

siderando los arboles t; = () y to = [@, o), @} .
4

El orden del érbol es p(t) = 7, la suma de las etiquetas del
arbol es ||t|| = 29, la etiqueta de la raiz del arbol es i(t) = 3
G y el coeficiente simétrico del darbol es o(t) = 2. La diferencial
elemental asociada al arbol es:

F(t)(y) = d5(y) (F(t) W), F(t2)(v)) = di() (dh(m)da(v), 4 (1) (dow), do(y), dr (1)) )

Con este nuevo conjunto de arboles se extiende el concepto de B-serie a B,-serie.

Definicién 3.18. La B -serie asociada a la aplicacién a : T, — R es la serie formal:

Boo(a,y) :=a(@)y+ Y —=a(t)F(t)(y).

Bl
t€Tx J(t)
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Un lema similar al lema visto para B-series se tiene para esta nueva extensién
del concepto. La demostracion es analoga a la vista en dicho lema por lo que no se va a
desarrollar.

Lema 3.19. Sea a : T, — R una aplicacion tal que a() = 1. Entonces:

| Il
Wd(Bulay) = 3 %a%tmw(y),
t€To0,i(t)=1

donde ' () =1 y d'([t1, ..., tm)i) = alty) - ... - a(ty,). (Ver [3]).

3.4.2. Composiciéon con el adjunto: condiciones de orden

Los resultados de esta subseccién pueden encontrarse en su mayoria en [3] .

Consideremos ahora la siguiente composicién:
\Ijakho\ljﬁkhomo\ljalhoqjﬁlh- (31)
Veamos las condiciones de orden de este método de composicién.

En primer lugar, nos encontramos con un teorema similar al teorema [3.13, que pro-
porciona condiciones sobre el tamano de los pasos para poder aumentar el orden en una
unidad.

Teorema 3.20. Sea V¥, un método de un paso de orden p. Supongamos que se verifica:

s

D lai+p) =1y Z (™ 4+ (=1)PBr*) = 0. (3.2)

i=1
Entonces el método de composicion es, al menos, de orden p+ 1.

A diferencia del teoremal3.13 este resultado también es vélido para p impar. Tampoco
hay restricciones sobre s.

FEjemplo 3.21. Si consideramos p = s = 1, una solucién posible de esa; = 1 = 1.
Esto permite obtener un método simétrico de orden dos a partir de un método consistente
de un paso de orden uno. Tomamos como método basico de orden uno el método de Euler
explicito. Ya vimos que su adjunto es el método de Euler implicito. La composicién de
estos dos métodos da lugar a la regla del punto medio, probando asi que es de orden 2
y simétrico. Si se toma como método basico el implicito, el resultado de la composicién
serd la regla trapezoidal.

Si vemos el método como una B,-serie, podremos establecer condiciones de orden de
estos métodos de composicion utilizando, una vez maés, el concepto de B-serie.
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Lema 3.22. Se tienen las siguientes Byo-series:

<E5kh 0...0 \Ijalh © E,31h> (y) = Boo(bk7 y)>

(‘I’akh o E5,€h o..o¥, o0 Elﬁh) (Z/) = Boo(aku y)7

donde los coeficientes se construyen de manera recursiva: ai(0) = bp(0) = 1, ao(t) = 0
para todo t € Ty, y

bi(t) = ar—1(t) — (—Bk)" b (t),
ai(t) = be(t) + o, b (1),

Demostracion. (Ver [3]). En primer lugar, vemos que y = By (ag, y). Por tanto, ag(t) =0
para todo t € T..
Observamos:

Buolat, 3) = Yoy (Bolbro) ).

Como V¥, = Z aih'd;(y) =y + Z aih'd;(y), entonces:

i>0 i>1

Bw(akay):\pakh(BOO(bkay)> wo(br,y) + D aghid ( (b, ))

i>1
Puesto que a()) = 1, podemos aplicar el lema anterior:
i Pl
Wdi(Boo(bey) = > Ebk@)pa)(y)
tET oo i(t)=1

Por tanto:

[t
— Boo(bi,y) + (Z ﬁTt)az“)b;(t)F(t)(w) .

te€To

Igualando coeficientes se obtiene la segunda férmula de coeficientes del enunciado:

ar(t) = b(t) + i Vb (1)
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Veamos ahora como obtener la primera féormula del enunciado. Teniendo en cuenta que
Wy, = U] ,, bara cualquier paso /i, observamos:

Boo(@k-1,9) = Vg (Boo bk, y))

Razonando como antes, se tiene:

Buo(ar-1,y) = U_pn(Boo(bi, y)) = Boo(br,y) + Y _(—fi)'h'd < m(bkay)> =

i>1

, [12ll
SRS A W S AT

i>1 €T i(t)=
il .
— Buo(buy) + (Z %mk)“t%(wﬂw(g)) .
t€Tho
Por tanto:

[[¢]] ,
Boo(bi,y) = Boo(ar-1,y) — (Z %(—ﬁk)z(t)b;g@)zj(t)(y)) -

teTo

Igualando coeficientes en la expresion anterior se obtiene la primera férmula de coeficientes
del enunciado:

bi(t) = ar—1(t) — (—B) D (t).
Il

Observacion 3.23. Sumando las dos expresiones de coeficientes del lema anterior, obtene-
mos:

k
ar(t) = @ () + () = (=8O )o(t) = anlt) = 3 () = (=8 )by ).
j=1
Sustituyendo esta expresion en la definicion del coeficiente by, se tiene:
k—1
() = > (a5 = (=8 ) Bi(0) — (=B (1) =
j=1
k—1 k ko
_ Z z(t b/ Z Z (OK;( ( 5])2(15 >b/( )
En particular, tenlendo en cuenta que b} (®) = ax(@) = 1, observamos lo siguiente:
k
(@) =Y (o) = (=8)'),
j=1
k—1 k k'
=0 =Y (-8 = (a5~ (-A))
j=1 j=1 j=1

Estas expresiones facilitan el calculo de los correspondientes coeficientes de un arbol.
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FEjemplo 3.24. Consideramos de nuevo el arbol siguiente:

El &rbol representado es t = [t1,t5]3, considerando los
Il n q p arboles t1 = Dy ty = [@,@,@} :
4
ONOROPG Observamos: i(t) = 3, i(t;) = 1 y i(ty) = 4.
k Q) (4) m < s
as(t) = 3 (0 = (=8, )05(6) = D (o + 8By (1)
J j=1 Jj=1

Por la definicién dada en el lema de los coeficientes b’(t), se tiene:

b;(t) = b;(t1) - bj(ta).

Aplicando ahora la férmula vista en la observacién anterior para los coeficientes b; se
tiene:

./ !/

bj(tr) = i: (Oézlg — (=8 )b' t) ZJ: (Oék +ﬁk>b' (1),

bjofz)—i_(;‘n (=Bm)* )b ()—i(afn B )b ()

Ademés:

as(t)—]il(oz;’—l—ﬁf) kjl (o + 51 il( 5)
g(az— ;)~<§(a2—ﬂg))2 (é(am;))

La solucion exacta de y = f(y) es una B-serie: y(to + h) = B(e,yy). En particular, es
una B,-serie si se consideran coeficientes nulos para todo arbol de T, con, al menos, una
etiqueta distinta de 1. Luego, y(to + h) = Bx(e, o), con e(t) = 0 para todo t € T,, con
i(t) >1ye(@®)=1. Ademas:

——e(ty) - ...~ e(ty), para t = [t1, ..., tm]i € Too-
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Teorema 3.25. El método de composicion Vq,p Oﬁﬁkh o..oW,p oﬁﬁlh tiene orden p si
y solo si se verifica la siguiente condicion:

ax(t) = e(t), para todo drbolt € Ty, con ||t]| < p.

Demostracion. (Ver [3]). Recordemos que un método numérico es de orden p si el error
de truncacién es O(h?™!) cuando h — 0, es decir, si las correspondientes series coinciden
hasta los términos de orden p. Sabemos que ¥, ;, oﬁﬁkh o..oW,p oﬁﬁlh(y) = Boo(ag, y)
. Comparando esta B.-serie con la correspondiente B..-serie de la solucion exacta se
prueba la suficiencia de la condiciéon. La independencia de las diferenciales elementales
proporciona el caracter necesario de la condicion. O

3.4.3. Reduccion de las condiciones de orden

El teorema anterior proporciona una condicion de orden vélida para el método de
composicion ¥, o \Ilﬁkh o..oW¥, o0 \llﬁlh Sin embargo, la cantidad de arboles en T,
hace que sea dificil de aplicar. Veremos que algunas de las condiciones que aparecen en el
teorema son equivalentes, facilitando su uso en la practica.

Definicién 3.26. Sean u = [uq, ..., Up];,v = [v1, ..., U,]; € Tro.

= Se define el producto de Butcher de los drboles u y v por: wov = [ug, ..., Up, V];.
Esta operacion no es asociativa ni conmutativa.
= Se define el producto de fusién de los drboles u y v por: uXv = [ty ..., Uy, V1, «vy UpnJi41-

Esta operacion es asociativa y conmutativa.

Con el fin de evitar escribir mas féormulas de las necesarias, denotaremos por ¢ a los
coeficientes ay y by.

Lema 3.27. (Ver [7]). Los coeficientes ay y by verificando las relaciones de recurrencia
del lema verifican la siguiente igualdad:

c(uowv)+c(vou) =c(u) - c(v) —clu xv), Yuu € Ty.

Demostracion. Denotaremos por a y b a los coeficientes a, y by respectivamente. Por
hipétesis verifican: a(t) = b(t) + 'OV (t). Sean u = [u1, ..., Uit = [V1, .., Vn]; € T
Entonces:

a(uov) =b(uov) + a'™ (uowv) = bluow)+ o™ (uowv)

a(vou) =b(vou)+a' W (vou) =bvou)+ o'y (vou)

a(u X v) = blu x v) + " (u x v) = blu x v) + WHOY (4 x V)
Por tanto:

a(uov) +a(vou)+alu x v) —a(u) - a(v) = (bluov) + '™ (uov)) +

+ ( ou)+a W (vou)) + (b(u x v) + 'O (u x v)) —
= (

b(v
b(u) + &'V () - (b(v) + o'V (v))
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Observamos:

V(wov) =b"([ur, ..., Um,v];) = b(uy) - ... - bluy,) - b(v) =b'(u) - b(v),
V(vowu)="0b([vr,...,vn,ulj) = bvy) - b(vm) b(u) =V (v) - b(u),
V(uxv)=0([ug,..., un, v, .. vn]zﬂ) v (
En consecuencia:
a(uov)+a(vou)+aluxv)—a(u)-av) =bluov)+blvou)+bluxv)—bu)-bv)

Luego, a; satisface la igualdad si y solo si b, satisface la igualdad. Es claro que aq satisface
la igualdad ya que ag(t) = 0 para todo t € T,,. Luego, también debe satisfacerla by. Bajo
estas condiciones y teniendo en cuenta que by (t) = ag(t) — (—B1) O (t) = —(—B1) Db (1),
obtenemos:

1) (w0 w) — (=B1)" by (v o w) =
D)0 ()b () = (=) 0 (0)ba (u) =

b(uov)+b1(vou) —(—

B
—(=8

/-\\_/

1>z u)+i(v) b/

- {
(—(=B W) - (=(=B () = (~(=B) b (w x v) =
b (w) - by(v) — bu(u x

Queda probado para by y, por tanto, para a;. Ahora se probaria para b, usando que a; lo
verifica. De manera recursiva se prueba para todo ax y bg.

[]

Observacion 3.28. El lema anterior reduce considerablemente el nimero de comproba-
ciones que hay que realizar para determinar el orden del método. Es sencillo ver que las
condiciones de orden de uov y vowu son equivalentes, ya que la operacion uowv — vou que
permuta los factores consiste simplemente en intercambia la raiz con un vértice adyacente
concreto. Repitiendo este argumento, todos los arboles obtenidos al cambiar la raiz con
un vértice adyacente cualquiera tantas veces como se quiera tienen condiciones de orden
equivalentes.

Lema 3.29. (Ver [3]). Sean ay, y by los coeficientes que verifican las relaciones de recu-
rrencia del lema[3.29 Supongamos que todos los coeficientes by, verifican

N n;g
ZAi Hc(uij) =0, conn; > 0.
=1 j=1
Entonces se satisface la siguiente i1qualdad:
Z Ajc(wouy o...ou;y,,) =0, para todo drbol w € Ts.

donde w o u;; o ... 0 Uy, denota (...((w o uy) 0 Up) 0 ...) O Uiy,
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Demostracion. Denotaremos por a y b a los coeficientes ay y by respectivamente. Por
hipétesis verifican: a(t) = b(t) + oDV (t). Entonces:

a(wouy o...ouy,,)=bwouyo..ouy)+ ai(w"““o”'ouiv"i)b/(w O Uiy O ... O Ujp,) =

= b(w O Uij1 ©...0 ui,ni) + Odi(w)b/(U)) . b(ull) L. b(umz)

Por tanto:

N N
ZAZCZ(U) OUj1 ©...0 ui7ni) = ZA’L <b(w oU;1 ©...0 ui’ni) + az(w)b/(w> . b(ull) DI b(“%”z))

i=1
—ZAbwouﬂo .0 Ujp,) + oW ZAHbuw

=1

En consecuencia, aplicando la hipdtesis del enunciado, se tiene:

N N
ZAM(U} OUjp O ... OUjp,) = ZAib(w O Uit O ... O Ujp,).
=1 i=1

Es decir, se verifica la igualdad para ay, si y solo si se verifica para by. De nuevo, es evidente
que se verifica para aq y, por tanto, se verifica para by. Veamoslo para b;. Recordemos que
bi(t) = —(—B1)"D¥,(t). Entonces:

N N

Z Ab(wous o...0up,) =— Z Ay(— By )i wenineetind (4 oy o ... 0 Uin,) =

=1 i=1

N
—(—51)i(w) Z Aiby (w0 o 0y, 1)b1 (Ui,

=1

N
= —(—Bl)l(w) Z Azb/l (w OoU;1 ©...0 ui,ni—2)bl (ui,ni—l)bl (U%nz) =

= .. = —(=6)" ™ (w) (Z Aiﬂb(uij)> = 0.

De este modo quedaria probado para b, y, por tanto, también para a;. Lo siguiente seria
probarlo para by usando que a; lo verifica. De manera recursiva se prueba para todos los

coeficientes ay y by.
O

Lema 3.30. (Ver [3]). Sean ay, y by, coeficientes que verifican las relaciones de recurrencia
del lema[53.23. Entonces se satisface la siguiente relacion:

c(uovow)+c(vouow)+clwouov)=cu)e(v)e(w)+ ..., para todos u,v,w € Ty,
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donde los puntos suspensivos denotan combinaciones lineales de productos de la forma
Hc(vj) con Zp(z}j) < p(u)+p(v)+ p(w) y, para cada uno de estos productos, al menos

un v; tiene uné etiqueta mayor que 1. Esta formula se puede generalizar con los productos

de Butcher de m arboles.

Demostracion. Sean u,v,w € T,,. Por el lema|5.27, se verifica lo siguiente:
c(uov)+c(vou)+cluxv)—-c(u)-clv) =0.

Es decir:

4

ZAZHCUZ] =0

siendony =no =n3 =1, ny =2, Ay :A2 = A3 =1=—A;, uj1 =uow, usyg = vou,
Uz] = U X v, ugy = u y uge = v. Bajo estas condiciones podemos aplicar el lema para
el arbol w:
4
0= ZAiC(wOUiloUiQ) =c(wo (uow))+clwo(vou))+c(wo (uxv))—clwouow).
i=1
De nuevo, por el lema|3.27
c(wo(uov)) 4+ c((uov)ow)=clw)c(uowv) —clw X (uowv))
c(wo(vou))+c((vou)ow) = c(w)e(vou)—c(w x (vov))
Sustituyendo estas expresiones en la igualdad anterior:
c(uovow)+c(vouow)+c(wouov) =

( c(uow +cvou)>—c(wx(uov))—c(wx(vou))+c(wo(uxv)):

(c )—c uxv)) —c(wx (uow)) —c(w x (vou)) 4+ c(wo (uxv)) =
= c(w)c(u)c(v) + ( — c(w)c(u x v) —c(w X (wow)) —c(w x (vou))+ c(wo (u X U)))

Falta comprobar las condiciones respecto al orden y las etiquetas de productos que apa-
recen dentro del paréntesis anterior. Teniendo en cuenta que p(t; X t2) = p(t1) + p(t1) — 1

y que p(ti otz) = p(t2 ot1) = p(t1) + p(t1), se tiene:

p(w) + p(u x v) = p(w) + p(u) + p(v) — 1 < p(w) + p(u) + p(v)
p(w x (uov)) = p(w) + pluov) —1 = p(w) + p(u) + p(v) = 1 < p(w) + p(u) + p(v)
pwo (uxv)) = p(w) + p(u x v) = p(w) + p(u) + p(v) =1 < p(w) + p(u) + p(v).
Luego, en todos los productos la suma de los érdenes de los drboles es menor estrictamente
que p(w)+p(u)+p(v). Ademds, como en todos los productos aparece un producto de fusién
y la etiqueta de la raiz de un producto de fusién es siempre mayor o igual a 2, podemos

afirmar que en cada uno de estos productos aparece un arbol con alguna etiqueta mayor
que 1. ]
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Con el fin de que las simplificaciones que se han ido introduciendo sigan algin orden,
fijamos una relacién de orden total “<” en T, que sea compatible con el nimero de
vértices, es decir:

» Para u,v € T, con u # v, se tiene u < v 0 v < u.
» El orden respeta el nimero de vértices: p(u) < p(v) = u < v.

Definicién 3.31. Un subconjunto 5 C T, (ver [7]) se dice que es un conjunto de Hall
si existe una relacién de orden “<” en JZ verificando las siguientes propiedades:

1. El orden “<” es total en J¢: para u,v € J€ con u # v, se tiene u < v 0 v < u.

2. El orden “<” es compatible con el nimero de vértices: p(u) < p(v) = u < v.

3. Sit €Ty con p(t) =1, entonces t € H: )€ A, Vi.

4. Sit € T, con p(t) > 1, entonces: t € H < Ju,v € A con u > v tales que t = uow.

Fijada la relacién de orden total “<” en T, que es compatible con el nimero de vérti-
ces, encontramos un conjunto de Hall 57 C T,,. Veamos algunos ejemplos de elementos
de este conjunto.

Ejemplo 3.32.

ty = )\ /( :[@,@bE%,yaquetl:uovconu>vsiendou:§: @ yv= Q.

ty = =[[®@], |3 &€ 4, ya que los tnicos arboles de T, cuyo producto de Butcher

uovestysonu=0) yv :gz (@], pero u # v, ya que p(u) < p(v).

Teorema 3.33. Para cada t € Ty, existen constantes A;, enteros n; y drboles w;; €
tales que para todo coeficiente ay y by que verifican las relaciones de recurrencia del lema

[3.29 se satisface:
()= 3 AT  elws), con " pluy) < ple). (Ver (3] y [7]).

Demostracion. Razonamos por induccién sobre el orden de los arboles.
Para p(t) = 1 es trivial, ya que debe ser t =(@).
Supongamoslo cierto para m < n — 1 y veamoslo para n.
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Seat =wuowv € T, con p(t) = p(u) + p(v) =n y uy v arboles de T,, no vacios. Entonces
p(v) < p(t) = n y podemos aplicar la hipdtesis de induccién:

M m; m;
c(w) = Bi[] elviy), con vy € Ay Y plvy;) < p(v).
=1 j=1 =1

Luego, considerando Byr41 = —1, may1 = 1y V41,1 = v, se tiene:
M+1 m;
E BZ H C(’Uij) = 0.
i=1 =1
Bajo estas condiciones podemos aplicar el lema|5.29 y obtenemos:
M+1 M
0= g Bic(uowvjo...00;,,) = g Bic(uowvjio...ov;,,) —cluow)
i=1 i=1

M
= C(t) — C(U o) U) = Z Bzc(u O07Vj1 ©0...0 'l}l'mi).
i=1

Por el lema|5.27 se tiene que:
c(uowvyo...0v,,)=— c(vmi o(uowjo..o vmi,l)) + (Vi )c(wo v 0...0V; 1)
— C(('LL 0 Vi1 ©...0 ’Ui’nifl) X vi,ni)

Por tanto:

M
cft) =— ZBiC(Ui,ni o(uowyo..o vi,ni_l))—l—
i=1

M
+ Z B; (c(viyni)c(u O Vi1 ©...0Vjp,—1) — c((u O Vi1 © ... 0Vjp,—1) X vm)>
i=1

Todos los arboles que aparecen en el segundo sumatorio son de orden estrictamente me-
nores que p(t) = n. Sobre dichos drboles se puede aplicar la hipdtesis de induccién hasta
obtener una expresiéon similar a la del enunciado eliminando todos los productos de But-
cher que aparecen.

Faltaria eliminar los productos de Butcher del primer sumatorio. Aplicamos hipétesis de
induccién sobre el drbol w o v;; o ... 0 v; p,_1:

L l; l;

c(uovj; 0.0V 1) = E C; Hc(uij), con u;; € 'y E p(uij) < p(uowvyo...ov;,,_1)
=1 j=1 j=1
Tomando Cry1 = =1, lp11 =1y U411 =uowv;0...00,, 1, se tiene:
L+1 l;
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Bajo estas condiciones volvemos a aplicar el lema|3.29 y obtenemos:

L+1 L
0= Z Cic(vi,ni O Ui1 ©...0 ui,li)) = Z C’L’C(Uz‘,ni oU;1©...0 u“i) — C(vi,ni o ('Ll, O07vij10...0 ’Ui’nifl))
i=1 i=1
M L

M
= E B,;C(’Ui’ni o (u OV;10...0 Uz’,ni—l)) = E Bz E Cic(vi,ni O Uj1 ©...0 U,’Ji)
i=1 =1 =1

M
Por tanto, el sumatorio = Bic(vipn, o (Wowvy 0...00;,,1)) es una combinacion lineal
? 3Tl 3T
i=1
de términos de la forma c(u; o ... o uy,), con u; € H por construccién. Finalmente,
debemos asegurar que uq o ... o u,, € €. Para ello debemos reordenar los u;. Suponemos
Uy LUz < o < Uy

1. Siuy > uo, entonces ujous = w € S y sustituimos: 1y 0u0...0U,, = WOUZO...0U,y,.

2. Si uy < ug, aplicamos el lema[3.50

C(U1 0...0 um> = — ZC(Uz o Uy o ) + HC(UI) + ...
1=2 i=1

El primer sumando nos vuelve a llevar al caso anterior, el segundo sumando es un
producto de la misma forma que el del enunciado y el resto de términos tienen orden
menor que n y se puede aplicar hipétesis de induccion.

3. Si u; = us, razonamos como en el caso anterior:

c(ug o...ouy,) =—

Zc(ui ouyouyo...)+ Hc(ul) + ...

=3 =1

N | —

con las mismas conclusiones que en el caso anterior.

Repitiendo este proceso se hacen desaparecer todos los productos de Butcher necesarios
dando lugar a una combinacién lineal de productos como los del enunciado y se concluye
la prueba.

m

Antes de abordar el teorema principal de esta seccion, introducimos una relacién de
precedencia entre arboles de T, que no debe confundirse con la relaciéon de orden total
del conjunto de Hall .7. Decimos que u € T, precede a v € Ty, si, o bien ||u|| < ||v]], o
bien si cuando ||u|| = ||v|| entonces p(u) < p(v). (Ver [7]).

El teorema principal de esta seccion se formula entonces en los siguientes términos:
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Teorema 3.34. El método de composicion U, o ﬁﬁkh 0..o0oW, o0 ﬁﬁlh = By (ag,y)
tiene orden, al menos, p si y solo si se verifica la siguiente condicion:

ai(t) = e(t), para todo drbol t € F con ||t|| < p.

siendo e los coeficientes de la B-serie de la solucion exacta, los mismos coeficientes que

en el teorema [3.25. (Ver [3]).

Demostracion. En primer lugar, supongamos que el método dado por
WonoWgpno..oW,oWUs, = By(ay,y)
es de orden p. Por el teorema|3.25, se tiene:
ag(t) =e(t), Vte Ty con |[t]| < p.

En particular, como 77 esta contenido en T, se tiene la anterior igualdad para todo
t € A con |[t|| < p.

Supongamos ahora que se verifica la condicién del enunciado. Sea t € T, con ||t|| < p.
Bajo estas condiciones, por el lema [3.29, existen constantes A;, enteros n; y arboles
w;; € JC tales que:

N n;

() = Y AT el con D plag) < o),

j=1 j=1

para cualquier aplicacién ¢ : T, — R.

Notese que en la demostracion del lema [ema |5.29 no se utiliza el hecho de que ¢ es a; o
bi. De hecho, las constantes A;, los enteros n; y los arboles u;; € ¢ dependen tinicamente
del arbol t y no de la aplicacion ¢ : T, — R.

En particular:

N n; n;
a(t) = Ai [ [ ar(ui), con Y pluiy) < p(t),
=1 j=1 =1

e(t) = ZAif[e(uij), con iﬂ(uij) < p(t).

Para finalizar recurrimos a un resultado técnico adicional que formularemos sin prueba.
La prueba de este resultado puede encontrarse en [7].

Lema 3.35. Para cualquier u € T, c(u) es equivalente a una combinacion lineal de
términos de la forma c(v), conv € T, p(u) = p(v) y ||ul| = ||v]|.

Por expresiones equivalentes entendemos que la diferencia entre ambas es un polinomio
en los coeficientes de arboles de T, que preceden al arbol u y a cada uno de los arboles
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v de la combinacién lineal.

Tras este lema continuamos con la demostracion del teorema (ver [7]). Tenemos que
demostrar que, para cada u € T, con ||u|| < p, se tiene c(u) = e(v). Para ello vamos a
hacer una induccién sobre ||ul|. Para ||u|| = 1, es trivial que u estd en JZ. Para pasar de
suma de etiquetas v—1 a v > 2 usamos, de nuevo, una induccién sobre el niimero de nodos.
Si p(u) = 1, entonces no hay nada que probar porque .7 contiene a todos los arboles de T,
con un solo nodo. Para pasar de orden p—1 a orden p > 2 notemos que el lema|5. 535 nos da
¢(u) como una funcién polindmica F (c(uy), ..., c(u}), c(ui*), ..., c(urr)), donde los uf € A
tienen [|uf|| = [[ul[ y p(ui) = p(u), y los uj* tienen o [[uf*[| < [[ull, o si [[uj"|| = [[ul
entonces p(u;*) < p(u). De igual modo, e(u) = F (e(uy),...,e(u)), e(uy”), ..., e(uyy)). Se
tiene c(uj) = e(u}) por las hipdtesis del teorema y c(uj*) = e(u}*) por la hipétesis de
induccién. En consecuencia, c(u) = e(u).

[
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Capitulo 4

Experimentos numeéricos

4.1. Comparaciéon entre métodos Runge-Kutta par-
ticionados simplécticos y métodos Runge-Kutta
convencionales

En la teoria los métodos Runge-Kutta simplécticos presentan una ventaja importante
a la hora de determinar su orden. El objetivo de esta seccion es ilustrar de forma practi-
ca las bondades de los métodos simplécticos cuando se aplican a problemas Hamiltonianos.

Se van a comparar dos métodos Runge-Kutta particionados simplécticos con uno no
simpléctico. El método no simpléctico elegido ha sido el correspondiente a la funcién ode4b
de Matlab, que corresponde a un método Runge-Kutta de orden 5 con paso variable. En
la subseccion [2.3.2] vimos que los métodos de Ruth son un tipo de métodos Runge-Kutta
particionados simpécticos. Los métodos elegidos para el experimento son los siguientes:

Figura 4.1: Primer método

Método de Ruth de orden 3: [7/24,3/4,—1/24](2/3,—-2/3,1)

7/24 0 0 0 0 0
7/24  3/4 0 2/3 0 0
7/24  3/4  —1/24 2/3  —2/3 0
7/24 34  —1/24 2/3  —2/3 1

A partir de este método de orden 3 se puede obtener uno de orden 4 de 6 etapas:

b3 b2 bg b3 O) [Bg BQ Bl Bl Bg B3:|

by, by, bs)(By, By, B <—_ %2 03 (\[Ds D2 Dv Di Do Dy
[b1, ba, bs|(By, By, Bs) = 59" 5790

27272727272
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Es decir:
[7/24,3/4,—1/24](2/3,—-2/3,1) = (—1/48,3/8,7/24,3/8,—1/48,0)[1/2,-2/6,2/6,2/6,—2/6,1/2]

En [2] se explica que este método proviene de componer un método de Ruth de orden
3 de s etapas con paso h/2 con su adjunto también con paso h/2. Esta composicién da
lugar a un método simétrico de de 2s etapas. Por la composicion es, al menos, de orden
3. Por ser simétrico, tendra orden par y, por tanto, serd de orden, al menos 4.

Figura 4.2: Segundo método

Método de Ruth de orden 4: (—1/48,3/8,7/24,3/8,—1/48,0)[1/2,—-2/6,2/6,2/6,—2/6,1/2]

—1/48 3/8  7/24 3/8
—1/48 3/8  7/24 3/8  —1/48

0 0 0 0 0 0
—1/48 0 0 0 0 0
~1/48 3/8 0 0 0 0
—1/48 3/8 7/24 0 0 0
0 0

0

—1/48 3/8  7/48 3/8  —1/48 0

1/2 0 0 0
/2 —2/6 0 0
/2 —2/6 2/6 0
1/2  —2/6 2/6  2/6
/2 —2/6 2/6 2/6 —2/6
/2 —2/6 2/6 2/6 —2/6 1/2

0
0
0
0

o o o o O

/2 =2/6 2/6 2/6 —2/6 1/2

En estas comparaciones hay que tener presente que los métodos de Ruth se implemen-
tan con un paso fijo, en contraste con la implementacién del método ode45 que es de paso
variable.

El problema Hamiltoniano que se va a utilizar para dicho experimento es el problema
de Kepler. Este problema ya ha sido estudiado en capitulos anteriores.

Las ecuaciones del movimiento del problema descrito como un sistema diferencial de
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primer orden:

—ys(t) —ya(t)
(y5(6)2 + ya(1)2)** " (y3(t)2 + ya(t)?)

También vimos que el Hamiltoniano de este sistema es una magnitud que se conserva
a lo largo del tiempo y, ademas, coincide con la energia total del sistema:

3/2° Y1 (t)a yQ(t>

1 (1)
H =pilyp +p2lp, — L =3 wi+m)+——gs=T+V.
(g1 + 43)
Se van a considerar las condiciones iniciales siguientes:
1+e
¢1(0) =1 —¢, g2(0) =0, p1(0) =0, p2(0) = 1_ ¢

siendo 0 < e < 1 un parametro real. La solucién de este sistema bajo estas condiciones
iniciales en 2w-periédica y en el plano (gi,¢2) es una elipse de excentricidad e. En este
caso, el valor constante del Hamiltoniano es:

R S
H = 5 (p1(0) +p2(0)) + (q%<0> _|_q%(0))1/2 2 (

1+e n —1 1
1—e 1—e 2

4.1.1. Resultados obtenidos

Presentamos resultados de algunas simulaciones numéricas para comparar la eficien-
cia relativa a la implementacion de los métodos Runge-Kutta particionados simplécticos
(métodos de Ruth de orden 3 y de orden 4) con los resultados de un software general de
paso variable para la imtegracion del problema de valores iniciales representado en estos
experimentos por la funcién ode45 de Matlab (par encajado de métodos Runge-Kutta de
orden 5).

Se ha realizado la integracion tomando e = 0,5, con las anteriores condiciones iniciales.
Se ha considerado un tiempo inicial {5 = 0 y un tiempo final ¢tz = 21870 x 27, correspon-
diente a dar 21870 = 10 x 37 vueltas completas al periodo 2 * 7 de la solucién. Se han
obtenido aproximaciones en los tiempos intermedios 10 x 3% x 27, 0 < k < 7, y se han
calculado los errores correspondientes a la aproximacién de la solucion y al Hamiltoniano
(es decir, a la energia total del sistema).

Las primeras graficas que mostraremos representan el error global de los métodos con-
forme aumenta la integracion temporal en multiplos del periodo de la solucién tedrica
(correspondientes a los ocho tiempos intermedios considerados 10 x 3% x 27, 0 < k < 7),
asi como el error global en la cantidad conservada dada por el Hamiltoniano del problema.
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Los resultados para h = 27/200 corresponden a la eleccién del paso fijo en los métodos
de Ruth para los que estos métodos proporcionan el mismo nivel de error en la solucion
que el método de paso variable ode45 en el tiempo final de la integracién. Mostramos
este hecho en la siguiente grafica, a pesar de que para este tamano de paso el método
Runge-Kutta particionado simpléctico no presenta ventajas:

Figura 4.3

Comparativa del error frente al tiempo
con paso 2 * pi/ 200

10! Error en la aproxi ion a la solucio 104 Error en la aproximacion al hamiltoniano
—O— Método de Ruth de orden 3 —E— Método de Ruth de orden 3
—8— Método de Ruth de orden 4 S —H— Método de Ruth de orden 4 "
—%— Ode45 —%— Ode45
10° 1 10°
1]
107 1 108 n
g 5
& 102 ¥ 10710 ]
T 10 E 10
u u
107 10712
10 101
10~5 L L 10.16 L L L
10’ 102 10° 104 10° 10’ 102 10° 10* 10°
TIEMPO TIEMPO

Las siguientes graficas comparan el error en la solucién y en el Hamiltoniano cuando
el paso fijo de la interpolacién de los métodos de Ruth es 27 /400, 27/800 y 27/1600.

Figura 4.4

Comparativa del error frente al tiempo
con paso 2 * pi / 400

" Error en la aproxi ion a la solucié 5 Error en la aproximacion al hamiltoniano
10 10”
—E— Método de Ruth de orden 3 —O— Método de Ruth de orden 3
—H— Método de Ruth de orden 4 ¥ —H— Método de Ruth de orden 4
p —%— Ode45 —%— Ode45
10

-2
© 10 14
e & 10
4 € 10
w w
103
N
10*
10°
10° 107
10’ 102 10° 10* 10° 10° 10? 10° 10* 10°

TIEMPO TIEMPO
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Figura 4.5
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Comparativa del error frente al tiempo

con paso 2 * pi / 800

6n a la solucié

Error en la aproxi

Error en la apr

10

—O— Método de Ruth de orden 3 —E— Método de Ruth de orden 3
—H— Método de Ruth de orden 4 ¥ —8— Método de Ruth de orden 4 k
100 | [=¥—0dess J —%— Ode45
10
107"
108
-2
10
g g
Q .3 £ & 10 ]
Z 10 Z 10
w w
10
10-12 =
n
10-5 4
107
-6 af
10
10'7 L L 10'16 L L L
10° 102 10° 104 10° 10 102 10° 10 10°
TIEMPO TIEMPO
Figura 4.6
Comparativa del error frente al tiempo
con paso 2 * pi / 1600
o Error en la aproxii on a la i6 1o Error en la apr on al h
—O— Método de Ruth de orden 3 " —E— Método de Ruth de orden 3
—H&— Método de Ruth de orden 4 —8— Método de Ruth de orden 4 k
100 [—%—0de45 E —%— 0ded5
10
4 J
10
102 1 10®
x 102 o
) € .,
. 5"
10 h
10°F E 1072 !
100 E
107
10~7 =
10 1071
10° 102 10° 10* 10° 10' 10? 10° 10* 10°
TIEMPO TIEMPO

En relacion con el comportamiento del error

de la solucién, conforme disminuye el

tamano del paso fijo h, el nimero de vueltas completas del periodo a partir del cual los
métodos de Ruth son mas ventajosos que el método ode45 disminuye, manifestandose las
ventajas de los métodos simplécticos mucho antes. En el caso de h = 2 x /200, ya he-
mos visto que esto no se verificaba. Sin embargo, en cuanto al error del hamiltoniano, los
métodos de Ruth se muestran mejores que el método ode45 en todo el intervalo temporal
de integracién para pasos 27/400, 27 /800 y 27/1600, siento esta ventaja més efectiva
cuanto menor es el paso de integracién h. Debe observarse, que el nivel de error en el
hamiltoniano es, para todos los métodos , varios érdenes de magnitud menor que el nivel
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de error obtenido para la solucién numérica.

Para una comparativa de la eficiencia de los diferentes métodos presentamos graficas
del error en la soluciéon y en el hamiltoniano frente al nimero de evaluaciones de la
funcion f que define el problema como sistema diferencial de primer orden. Como el coste
computacional en ode45 viene dado en funcién de evaluaciones de la funcién f del sistema,
computamos para los métodos de Ruth dos evaluaciones de f por etapa obviando que el
célculo de las etapas intermedias de ¢ = (y(3),y(4)) no requiere de facto una evaluacién

de funcién.
Figura 4.7

Comparativa del error frente al nimero de evaluaciones

con paso 2 * pi / 400

Error en la aproxi 6n a la solucion

Error en la aproximacion al hamiltoniano

10' 10
—O— Método de Ruth de orden 3 —E— Método de Ruth de orden 3
—&— Método de Ruth de orden 4 —&— Método de Ruth de orden 4
P —%— Ode45 —%— Ode45
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107
-2
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8 8 10 B
z Z 10
w 3 w
107
n
10
10°
1 ovE L L 1071 5 L L A
104 10° 10° 107 10® 104 10° 108 107 10°
NUMERO DE EVALUACIONES NUMERO DE EVALUACIONES
Figura 4.8
Comparativa del error frente al nimero de evaluaciones
con paso 2 * pi/ 800
1 Error en la aproxi 6n a la solucid % Error en la apr 6n al hamiltoniano
10 10
—EO— Método de Ruth de orden 3 —E— Método de Ruth de orden 3
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10* 10° 10° 107 108 10° 10* 10° 10° 107 10° 10°
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Figura 4.9

Comparativa del error frente al nimero de evaluaciones
con paso 2 * pi / 1600

o ‘Error enla aPrnx' i ?Ia soluci ] 104 Efror enla apr i i a! h
—O— Método de Ruth de orden 3 —E— Método de Ruth de orden 3
—H— Método de Ruth de orden 4 —8— Método de Ruth de orden 4
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4 Z 10
w 10-4 w
10° 1072
10°
107
107
108 . A " . 10718 L L
104 10° 10° 107 108 10° 104 10° 108 107 10® 10°
NUMERO DE EVALUACIONES NUMERO DE EVALUACIONES

Presentamos también gréaficas de eficiencia del error en la solucion y en el hamiltoniano
frente al tiempo de CPU (en segundos) del procesador en computacién. Ambos tipos de
graficas de error (error frente a nimero de evaluaciones y error frente a tiempo de CPU)
presentan resultados cualitativamente semejantes: ilustran de nuevo que para un mismo
orden de tiempo de CPU o de nuimero de evaluaciones de f, los métodos de Ruth son
mas eficientes y esta eficiencia se manifiesta antes en el tiempo de integracion cuanto mas
pequeno es el paso de integracion.

Figura 4.10

Comparativa del error frente al tiempo de cpu
con paso 2 * pi / 400

Error en la aproxi ion a la solucié 5 Error en la aproximacion al hamiltoniano
10”

10

—O— Método de Ruth de orden 3
—H&— Método de Ruth de orden 4
—%— Odeds

—E— Método de Ruth de orden 3
—H— Método de Ruth de orden 4
—¥— Ode45
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ERROR
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TIEMPO DE CPU TIEMPO DE CPU
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Figura 4.11

Comparativa del error frente al tiempo de cpu
con paso 2 * pi/ 800
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Figura 4.12
Comparativa del error frente al tiempo de cpu
con paso 2 * pi/ 1600
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Apéndice A
Programas de Matlab

La funciéon denominada practica es la funcién principal del programa. En ella se eje-
cutan los algoritmos correspondientes a cada uno de los métodos utilizados y se realizan
las gréficas presentadas en la seccion [{.1.1]

function [|] = practica/()
% Datos iniciales
exc = 0.5; %excentricidad

t0 = 0; % tiempo inicial

vueltas = 10 x 37 7;

tF = 2 x pi x vueltas; %tiempo final

times = 2 % pi x 10 * 3.7(0:7)’; % tiempos intermedios

% condicion inicial:

x0 = [ 0, sqrt( (1 + exc) / (1 — exc) ), 1 — exc, 0]7;

NO = 10"3 % 3°7; %mnumero de pasos de la primera iteracion
npasos = NO x 2.7 (1:4); % pasos utilizados

% El paso es h = (tF — t0) ./ npasos

% Es decir: h =2 % pi ./ (100%2.7(1:4))

ham = hamiltoniano(x0); % valor cte del hamiltoniano
% Matrices para almacenar los errores

% Las cuatro primeras columnas son para el de Ruth de orden 3,
% las cuatro siguientes son para el de orden 4.

errorsx = zeros (8,8);
errorsham = zeros (8,8);
errorsxode = zeros(8,1);
errorshamode = zeros (8,1);

% Para almacenar el tiempo de CPU:
tiemposcpu = zeros (8,8);
tiemposcpuode = zeros (8,1);
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% Para almacenar numero de evaluaciones:
nevals = zeros (8,8);
nevalsode = zeros (8,1);

% calculamos la solucion numerica con cada uno de los
% metodos de Ruth

for ind =0 : 1
for i =1 : 4
% Metodo de Ruth
[xx,nevals (:,i4+4*ind ), tiemposcpu (:,i+4*xind )| =...
ruth (@kepler, t0, tF, x0, npasos(i), ind, i+1);

%ERRORES (en cada uno de los tiempos intermedios)

for k=1 : 8
errorsx (k,i4+4%ind) = norm(x0’ — xx(k+1,:),2);
errorsham (k, i4+4xind) =
norm (ham — hamiltoniano (xx(k+1,:)),2);

end

end
end

% Metodo oded5
options = odeset (’AbsTol’ ;1.0e—9,’RelTol’,1.0e—9,’Stats’, ’on’);

% Vamos a almacenar numero de evaluaciones, tiempo de CPU y
% errores en cada uno de los tiempos intermedios
tic

[T ,yy,estado] = oded5(@kepler, [0,times(1)], x0, options);
tcpuode = toc;

neval = estado (3);

tiemposcpuode (1) = tcpuode;

nevalsode (1) = neval;

errorsxode (k,1) = norm(x0’ — yy(end,:) ,2);

errorshamode (k,1) = norm(ham — hamiltoniano (yy(end,:)) ,2);

for k=1 : 7
tic
[T ,yy,estado] = oded5(@kepler, [times(k),times(k+1)],
yy(end,:), options);
tcpuode = toc;
errorsxode (k+1,1) = norm(x0’ — yy(end,:) ,2);



end

7

errorshamode (k+1,1) = norm(ham — hamiltoniano (yy(end,:)) ,2);
neval = estado (3);

tiemposcpuode (k+1) = tiemposcpuode (k) + tcpuode;

nevalsode (k+1) = nevalsode (k) + neval;

tiempos = ["2 % pi *x 107,72 % pi * 10 % 37 ...
"9 % pi x 10 % 3727, 72 % pi * 10 * 3°37 ...

"2 % piox 10 % 3747.,72 % pi o+ 10 x 3757 ...

"2 % piox 10 x 376772 x pi o+ 10 x 3°77]7;
pasos = [72 x pi / 200”.,”2 % pi / 400”,72 x pi / 800”7 ,...
"2 % pi / 16007]7;
% FIGURAS
% error — tiempo, fijada la longitud de paso utilizada
for i =1 : 4

figure(i) %1,2,3,4

clf

t = tiledlayout (' horizontal ");
title (t,’ Comparativa del error frente al tiempo’ ,...
[’con paso ’,num2str(pasos(i))])

% error en la aproximacion

nexttile

loglog (times ,errorsx (:,i), ro—","MarkerSize ’ |8 ,...
'LineWidth 1)

hold on

loglog (times , errorsx (:,i+4),’b—","Marker’, "square ' , ...
"MarkerSize ’ ,8 ,’LineWidth’ ;1) % orden 4

hold on

loglog (times ,errorsxode , "kx—’ "MarkerSize ’ ,8 ,’LineWidth’ | 1)
hold off

xlabel ("TIEMPO’)

ylabel (’ERROR’)

title (’Error en la aproximacion a la solucion )

legend (’Metodo de Ruth de orden 37 ,...

"Metodo de Ruth de orden 4’,’0de45’,’ Location’, northwest ’)

% error en el hamiltoniano

nexttile

loglog (times ,errorsham (:,i), ro—","MarkerSize ’ |8 ,...
"LineWidth ", 1)

hold on
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end

for
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loglog (times , errorsham (:,i+4),’b—","Marker’, "square ’ , ...
"MarkerSize ' ,8 ,’LineWidth " ,1)

hold on

loglog (times ,errorshamode , "k« —',"MarkerSize > |8 | ...
"LineWidth’ ;1)

hold off

xlabel ("TIEMPO’)

ylabel (’ERROR’)

title (’Error en la aproximacion al hamiltoniano ’)
legend (’Metodo de Ruth de orden 3'...

,"Metodo de Ruth de orden 4’,’0de45’,’ Location ’,...
"northwest )

j=1:3

%ERROR — TIEMPO DE CPU

figure(j+4) %5,6,7

clf

t = tiledlayout (' horizontal ");

title (t,’ Comparativa del error frente al tiempo de cpu’,...
[’con paso ’',num2str(pasos(j+1))])

% error en la aproximacion

nexttile

loglog (tiemposcpu (:,j+1),errorsx (:,j+1),’ro—","MarkerSize ’
8, LineWidth’ 1)

hold on

loglog (tiemposcpu (:,j+5),errorsx (:,j+5),’b—","Marker " , ...
"square ’, ’MarkerSize ’ ;8 , ’LineWidth " | 1)

hold on

loglog (tiemposcpuode , errorsxode , "kx—","MarkerSize ' , ...
8, LineWidth’ 1)

hold off

xlabel ("TIEMPO DE CPU’)

ylabel (’"ERROR’)

title (’Error en la aproximacion a la solucion )

legend ("Metodo de Ruth de orden 37 ,...

"Metodo de Ruth de orden 4’,’0de45’,’ Location’, northwest’)

% error en el hamiltoniano
nexttile
loglog (tiemposcpu (:,j+1),errorsham (:,j+1),’ro—",...

PEEEEE
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"MarkerSize ’,8 ,’LineWidth ’ ;1)

hold on

loglog (tiemposcpu(:,j+5),errorsham (:,j+5),’b—"...
,"Marker’ | ’square ', " MarkerSize > ;8 , " LineWidth ’ | 1)
hold on

loglog (tiemposcpuode , errorshamode , "kx —’,"MarkerSize  ,8 ...
"LineWidth’ 1)
hold off

xlabel ("TIEMPO DE CPU’)

ylabel (’"ERROR’)

title (’Error en la aproximacion al hamiltoniano ")

legend ("Metodo de Ruth de orden 37 ,...

"Metodo de Ruth de orden 4’,’0de45’,’ Location’, northwest ’)

%ERROR — NUMERO DE EVALUACIONES

figure (j+7) %8,9,10

clf

t = tiledlayout ( horizontal 7);

title (t,’ Comparativa del error frente al numero de...
evaluaciones ’ ;[ con paso ’,num2str(pasos(j+1))])

% error en la aproximacion
nexttile

loglog (nevals (:,j+1),errorsx (:,j+1),’ro—","MarkerSize ’,8 ,...
"LineWidth’ 1)

hold on

loglog (nevals (:,j+5),errorsx (:,j+5),’b—","Marker’ ...
"square ’, "MarkerSize ’ ;8 ,’LineWidth ’ ;1)

hold on

loglog (nevalsode ,errorsxode , "kx—’',"MarkerSize > |8 ...
'LineWidth 1)

hold off

xlabel ('NUMERO DE EVALUACIONES’)

ylabel ("ERROR’)

title ("Error en la aproximacion a la solucion ’)

legend (’Metodo de Ruth de orden 37 ,...

"Metodo de Ruth de orden 4’,’0de45’,’ Location’, northwest ’)

% error en el hamiltoniano

nexttile

loglog (nevals (:,j+1),errorsham (:,j+1),’ro—","MarkerSize ’ , ...
8, LineWidth’ 1)
hold on
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loglog (nevals (:,j+5),errorsham (:,j+5),’b—","Marker " , ...
"square ’, "MarkerSize ’ ;8 ,’LineWidth ’ ;1)

hold on

loglog (nevalsode ,errorshamode , "kx—","MarkerSize > ,8 | ...
"LineWidth’ ;1)

hold off

xlabel (’'NUMERO DE EVALUACIONES’)

ylabel (’ERROR’)

title (’Error en la aproximacion al hamiltoniano ’)

legend (’Metodo de Ruth de orden 37 ,...

"Metodo de Ruth de orden 4’,’0de45’,’ Location’, northwest ’)

end

end

La funcion kepler evalua el lado derecho del problema de Kepler escrito como un
sistema diferencial de primer orden. Devuelve un vector columna con las componentes de
dicha evaluacién. Requiere la componente temporal para poder ser utilizada como funcion
a evaluar en ode4d.

function f = kepler(t,y)
f=1-y3) / ( sart( y(3)"2
(4) / ( sart( y(3)"2

¥
(

o =<

)

)
)

-

< <

end
La siguiente funcién evaltia el hamiltoniano y devuelve un escalar.

function ham = hamiltoniano (y)

% evalua el hamiltoniano en y

ham = (y(1)"2+y(2)72)/2 — 1/sart(y(3)"2 + y(4)"2);
end

Esta funcién auxiliar ha sido utilizada para calcular los coeficientes y parametros de
los métodos de Ruth utilizados a partir de unos dados.

function [b,B,s] = coefs(b,B,ind)
switch ind
case 0
s = 3;
case 1
s = 6;
b = [b(3),b(2),2«b(1),
B = [B(3),B(2),B(1),B(
end
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end

La funcién ruth implementa los métodos de Ruth utilizados en el capitulo 4. Se almace-
nan unicamente las aproximaciones correspondientes a los tiempos intermedios prefijados
con el fin de evitar problemas de memoria.

function [xx,neval, tcpu] = ruth(kepler, t0, tF, x0, npasos, ind, i)
% t0 es el tiempo inicial
% tF es el tiempo final
% x0 es la condicion inicial , un vector columna
% ind indica el metodo de Ruth utilizado
% xx matriz que almacena la sol numerica calculada en cada
%uno de los tiempos intermedios elegidos

% Inicializamos

xx = zeros (9,4); % almacena la sol numerica
h = (tF — t0) / npasos; % paso

nevals = 0; % evaluaciones iniciales

neval = zeros (8,1);

tcpu = zeros (8,1);

taux = zeros (9,1);

tt = 0;

% coeficientes

b= [7/24, 3/4, —1/24];
B=1[2/3, —2/3, 1];
[b,B,s] = coefs(b,B,ind);

% paso inicial

switch ind

case 0 % Ruth alternativo de orden 3
for k =1 : 8
tic % inicializamos el contador temporal
for 1 = j : num
for n =1 : s

aux = kepler (tt ,pq);
pa(1:2) = pq(1:2) + hxb(n)*xaux(1:2);
% para el siguiente calculo se requiere
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% otra evaluacion , quedandonos solo con
% las dos ultimas componentes, que
% corresponden a la funcion identidad
% sobre pq(1:2)
pq(3:4) = pq(3:4) + h«B(n)+pq(1:2);
nevals = nevals + 2;
end
end
tcpus = toc; % paramos el contador temporal
% para que los tiempos de CPU que se almacenen
% se tomen desde el inicio, calculamos el tiempo
% que se tarda en obtener la aproximacion entre dos
% tiempos intermedios y sumamos el tiempo anterior.
taux (k+1) = taux(k) + tcpus;
j =1+ 1;
% almacenamos la aproximacion a la solucion en
% el tiempo intermedio k—esimo
xx(k+1,:) = pa:
num = num x 3;
neval (k) = nevals;
end
tcpu(1:8) = taux(2:9);

case 1 % Ruth de orden 4
for k=1 : 8

tic
for 1 = j : num
for n = ©s
pq(3:4) = pq(3:4) + hxB(n)xpq(1:2);
aux = kepler (tt ,pq);
pq(1:2) = pq(1l:2) + hxb(n)*xaux(1:2);
nevals = nevals + 2;
end
end
tcpus = toc;
taux (k+1) = taux(k) + tcpus;
j =1+ 1;

xx(k+1,:) = pq;
num = num *x 3;
neval (k) = nevals;
end
tcpu(1:8) = taux (2:9);



end

end

otherwise
error ([’ Selecciona 0 o 1 como
"valor para la variable ind’])

)
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