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Introduccion

El objetivo fundamental de este trabajo es probar el Lema de Sperner, un resultado clasico
de Topologia Combinatoria que permite obtener, sin acudir a la teoria de Homologia, el
Teorema del Punto Fijo de Brouwer, que es un resultado fundamental de Topologia. Lo
anterior puede considerarse continuacién natural de los resultados de Topologia Simplicial

expuestos en la asignatura “Topologia Algebraica” del Grado en Matematicas de la UVa.

El Lema de Sperner es valido para cualquier subdivisién del complejo K (A) asociado a
un simplice A :=< ag, a1, ..., a, >, pero nosotros solo lo probaremos para las subdivisiones
baricéntricas K () (A), baséndonos en las demostraciones expuestas en [Engl] y [ES]. Estas
dos demostraciones son esencialmente equivalentes, en la primera de ellas se utiliza un
lenguaje combinatorio (etiquetados de Sperner), mientras que en la segunda se utiliza el
lenguaje de las aplicaciones simpliciales (aplicaciones de Sperner). Ambas demostraciones
se apoyan en el siguiente lema fundamental: un (n — 1)-simplice de K®)(A) que esté
contenido en la frontera geométrica de A es cara de un tnico n-simplice de K" (A),
mientras que un (n — 1)-sfmplice de KW (A) que no esté contenido en dicha frontera es

cara de exactamente dos n-simplices de K (A).

La extension del anterior lema fundamental a cualquier subdivisién K del complejo
K(A) es la clave para poder extender a K el Lema de Sperner, pero dicha extensién no
es sencilla (véase [ES]). En gran parte de las demostraciones del Lema de Sperner que
nosotros hemos consultado, o bien se acepta el mencionado resultado fundamental como
evidente, sin plantearse la necesidad de su demostracién, (véase, por ejemplo, [Lon| o
[AFV]), o bien se indica que su demostracién se deja a cargo del lector, dando a entender
que esta es facil. Encontramos razonable la primera postura cuando se trata de trabajos
de divulgacién (como es el caso de [AFV]), pero ninguna de las dos posturas nos parece
satisfactoria en el caso de textos académicos. La versién del Lema de Sperner expuesta
en [May] no se apoya en el mencionado lema fundamental, pero, como explicamos deta-

lladamente en la memoria, es mas débil que la versién tradicional y no permite probar el
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Teorema de Brouwer.

La primera versiéon que presentamos del Teorema de Brouwer se basa en la expuesta
en [Engl], donde se sigue el esquema tradicional siguiente: se demuestra en primer lu-
gar el Lema de Sperner, a partir de él se obtiene el Lema KKM (Knaster-Kuratowski-

Mazurkiewicz) y, finalmente, se concluye con el Teorema de Brouwer.

La segunda version que presentamos del Teorema de Brouwer se basa en la expuesta
en [ES], donde también se demuestra en primer lugar el Lema de Sperner (usando, como
ya hemos dicho antes, el lenguaje de las aplicaciones simpliciales), a continuacién se usa
el Lema de Sperner para probar que la esfera S™ ! no es un retracto de la bola E" y, a

partir de aqui, se obtiene el Teorema de Brouwer.

Llegados aqui, habriamos probado
Sperner = KKM =  Brouwer

Demostramos después la equivalencia de estos tres resultados, probando en la secciéon 2.5

que el Lema de Sperner puede obtenerse a partir del Teorema de Brouwer.

Como consecuencia del Teorema de Brouwer probamos que la esfera S"~! no es un
espacio contractil, y que los espacios R™ y R™ no son homeomorfos si n # m. Es claro
que si n > 1, entonces R y R™ no son homeomorfos, pues si a R le quitamos un punto, el
espacio resultante deja de ser conexo, mientras que sigue siendo conexo el espacio obtenido
al quitarle cualquier punto a R™. Sin embargo, si n > m > 1, no conocemos ninguna forma

elemental de probar que R™ y R™ no son homeomorfos.

Aunque es bien conocido que el Teorema de la Curva de Jordan puede obtenerse de
forma elemental a partir del Teorema de Brouwer para dimensiéon dos, decidimos desde
un principio no incluir este resultado en la memoria, ya que la demostracién del Teorema
de Brouwer para dimensién dos puede obtenerse también de forma elemental, sin acudir

al Lema de Sperner, como puede verse en [GP].

Pasamos a resumir el contenido de cada capitulo, mencionando la bibliografia utilizada

en cada uno de ellos.

Este trabajo consta de dos capitulos. El primer capitulo estd compuesto por dos sec-
ciones. En la primera, demostramos algtin resultado no trivial de topologia general del que
hacemos uso mas adelante. La segunda seccién contiene los resultados de topologia simpli-
cial que necesitaremos en el segundo capitulo, como es el caso del teorema de aproximacion
simplicial. Estos resultados han sido estudiados en la asignatura “Topologia Algebraica”.

La bibliografia utilizada para este primer capitulo ha sido [ADQ], [Munl], [Mun2] y [Mau].
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El segundo capitulo es mas extenso que el anterior y consta de varias secciones. En
la primera, ponemos especial énfasis en las subdivisiones baricéntricas, enunciando y
probando algin resultado que nos sirve para las secciones posteriores. En la segunda
seccién, estudiamos el Lema de Sperner a partir, principalmente, de la referencia [Engl].
A continuacién seguimos el esquema clasico de demostrar el Lema KKM y, como con-
secuencia, el Teorema de Brouwer. En la tercera seccién hemos enunciado el Lema de
Sperner de una forma equivalente, en la cual hacemos uso de las aplicaciones simpliciales.
Seguimos un esquema distinto al anterior ya que en primer lugar demostramos la no re-
traccién de la bola E" sobre S*~1, para demostrar posteriormente el Teorema de Brouwer
de nuevo. Para esta parte hemos hecho uso de la referencia [ES] para el Lema de Sperner,
y de [Wil] para la no retraccién y el teorema del punto fijo. En la cuarta seccién hemos
tratado de demostrar nuevamente el Teorema de Brouwer con la variante del lema de
Sperner de [May], la cual pensdbamos que era equivalente a las anteriores. Més adelante
nos percatamos de que esta versién es mas débil que las anteriores y, como ya hemos men-
cionado, no permite demostrar el Teorema de Brouwer. Algunos argumentos usados en
[May| no son correctos. En la quinta seccién vemos que el Lema de Sperner, el Lema KKM
y el Teorema de Brouwer son equivalentes. Para ello, solamente hemos necesitado probar
que el Teorema de Brouwer implica el Lema de Sperner, usando como referencia [PJ], ya
que las demds implicaciones han sido demostradas en secciones anteriores. En la sexta
seccién demostramos la equivalencia entre que la esfera S*~! no es contractil, que E” tiene
la propiedad del punto fijo y que S*! no es un retracto de E*. En la dltima seccién hace-
mos una introduccién al concepto de dimensién de recubrimiento de Lebesgue. Seguimos
el esquema de demostracién propuesto en [May], pero algunas de sus demostraciones son
incorrectas y otras son muy poco explicitas. Subsanamos estas deficiencias acudiendo al
texto [Eng2]. Nuestro objetivo es probar que si m # n, los espacios topoldgicos R y R™
no son homeomorfos. Para demostrar este resultado hacemos uso del Lema KKM probado

en secciones anteriores.
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Capitulo 1

Conceptos previos

Este capitulo consta de dos secciones. En la primera, demostramos algin resultado no
trivial de topologia general del que hacemos uso mas adelante. La segunda seccién contiene
los resultados de topologia simplicial que necesitaremos en el segundo capitulo, como es
el caso del teorema de aproximacion simplicial. Estos resultados han sido estudiados en
la asignatura “Topologia Algebraica”. La bibliografia utilizada para este primer capitulo
ha sido [ADQ), [Munl], [Mun2] y [Mau].

1.1 Algunos resultados de topologia general

Lema 1 (Lema del recubrimiento de Lebesgue:). Para todo recubrimiento abierto A de
un espacio métrico compacto (X, d), existe un nimero § > 0 tal que, todo subconjunto de
X con didmetro menor que ¢, estd contenido en algin elemento del recubrimiento A. Al

nimero § se le conoce como un numero de Lebesgue para el recubrimiento A.

Demostracion: Sea A un recubrimiento por abiertos de X. Si X es un elemento de A,

entonces cualquier niimero positivo en un nimero de Lebesgue para A.

Supongamos ahora que X no es un elemento de 4. Dado que X es un espacio compacto,
podemos extraer de A un subrecubrimiento finito de X, dado por {Ay,... A, }. Para cada

i€ {l,...,n}, definimos el cerrado C; := X — A;. Sea f: X — R, la funcién dada por:

f@) = % S d(w, C).
=1

Dado un x € X, elegimos ¢ tal que x € A;, y tomamos € > 0 de tal forma que la bola
abierta de radio ¢ y centro z esté contenida en A;. Esto implica que d(x,C;) > ¢, luego

f(x) > £. Dado que f es continua y estd acotada inferiormente, tiene un valor minimo,

9
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al que denominaremos ¢. Tomamos ahora un subconjunto B de didmetro menor que 4. Si

tomamos un punto zg € B, se tiene que B C B(z, ). Como
d < f(zo) < d(zo,Cj), para cierto j € {1,...,n},
la bola abierta de radio 0 y centrada en g estd contenida en A;. Luego B C A;. O

Nos va a ser util una versiéon del lema anterior utilizando cerrados en vez de abiertos.

Corolario 2. Sea C un conjunto de cerrados de un espacio métrico compacto (X, d), tal

N c=0.

cecC

que

Existe un ntimero § > 0 tal que, para todo subconjunto B € P(X) con un didmetro menor

que 4, se tiene que BN C = () para cierto C € C.

Demostracion: En primer lugar, definimos la familia abierta A formada por los abiertos

de la forma A := X \ C, donde C € C. Tenemos que A es un recubrimiento de X ya que

Ua=Ux\o=x\[Cc=x

Ac A cecC cecC
Sea § > 0 un nimero de Lebesgue de A, veamos que este ntimero cumple la propiedad
del enunciado. Razonemos por reduccién al absurdo, es decir, supongamos que existe un
subconjunto B € P(X) de didmetro menor que § tal que BN C # () para todo C € C.
Esto significa que BN (X \ A) # 0 para todo A € A, o lo que es lo mismo, que no esté

contenido en ningin A € A, lo cual es un absurdo ya que contradice el lema O

Teorema 3. Sea K un subespacio compacto, convexo y de interior no vacio de R"™. Existe
un homeomorfismo f : E® — K tal que f(S"!) = Fr K.

Demostracion: Veamos en primer lugar que podemos suponer que E” C K. Sea xg € Int K,
luego existe una bola cerrada de radio r tal que B(zg,r) C K, por lo que el isomorfismo
afin

¢:R" — R"”

T — X
T +—

r

implica que E" = ¢(B(zp,r)) C ¢(K), siendo este tltimo un conjunto compacto, convexo

y de interior no vacio por ser ¢ un isomorfismo.
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Sea o € R™ y sea U un abierto de R™. Denotaremos por C(U,xy) al cono abierto
sobre U con vértice zg, es decir:
C(U,xg) = U{xo—i—t-(xg—u) 0<t <1}
uelU
Para cada x € Int K, la semirrecta dada por

L, :={ z:x#0,\>0},

corta a Fr K en un dnico punto por la siguiente razén. El conjunto K es acotado mientras
que L, no lo es, luego existe algin punto de L, que no se encuentra en el conjunto K,
mientras que en este hemos supuesto que se encuentra el 0. Es decir, existe algin \g > 0

tal que A\g -« € Fr K. Veamos ahora la unicidad.

Supongamos que existe 0 < X < A\ tal que -z € Fr K. Entonces Nz = i‘—(;)\ox, luego
0< i—; < 1. Por esta razén se tiene que Nz € C'(Aoz, Int E™), ya que Nz estd contenido en
el segmento abierto que une 0 con A\yx, es decir, pertenece a su interior. Ademas, el cono
abierto esta contenido en el cono cerrado, y este a su vez esta contenido en el convexo K.
Por lo que Nz pertenece al interior de K, lo cual es un absurdo ya que hemos supuesto
que pertenece a la frontera. Como consecuencia, el conjunto L, interseca a Fr K en un

Unico punto.
Definimos ahora la siguiente aplicaciéon continua:
-1, n—1
a FrK—S

x
T—r —
||

Veamos que es biyectiva, y como esta definida entre dos espacios compactos y de Hausdorff,
serd por lo tanto un homeomorfismo.

Para ver que es inyectiva supongamos que existen zi; # xs que pertenecen a Fr K

de tal forma que o~ '(z;) = o !(x2). Sea z := Hi—h' = H%H Tenemos entonces que
x; = ||x;i||z € L, para i = 1,2. Pero esto es un absurdo ya que ambos pertenecen a la

frontera de K, por lo que x1 = 2 ya que L, corta a Fr K en un tnico punto.

En cuanto a la sobreyectividad, sea z € S"~1, es decir, ||z|| = 1. Sea {z} = L, NFr K.
Veamos que H%H = z. Dado que z € L., existe cierto A > 0 (no puede ser A = 0 ya que
z € Fr K, pero 0 ¢ Fr K) tal que = Az. Ademds, ||z]| = A|[z|| = A, luego %3 = z.

||

Definimos a continuacién la aplicaciéon continua f : E* — K, dada por

YA
vy e () s
0, siy=0
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Al igual que con la funcién o', dado que estd definida entre dos espacios compactos y de
Hausdorff, basta ver que es biyectiva para concluir que es un homeomorfismo.

Probemos la inyectividad. Sean y1,y2 € E™\ {0} tales que f(y1) = f(y2), es decir,

Hylﬂa(%) = Hnga(Hg—;H). Siy € E™\ {0}, es obvio que y € L, y ademads ﬁ € Ly.

También es facil ver que si HTyJH € L,, entonces a(HZ—H) €L,y Hy||a(H7y”) € L,. Es decir

Y1 € Ly, y y2 € Ly, luego Ly, = Ly,.
Siy € E"\ {0}, entonces {a(HyTH)} = L, NFr K. Por lo que

{a( s )}:LylﬁFrK:LyQDFrK:{a( Y2 )}.
7 |[y2||

Dado que « es inyectiva y su imagen es no nula, tenemos que ||y1|| = ||y2|| a partir de la
igualdad f(y1) = f(y2). Concluimos entonces que y; = yo.

Para probar la sobreyectividad, tomamos z € K no nulo. Vamos a buscar un y € E" tal

1=
([l

entonces f(y) = z. Tenemos que f(y) = HyHa(ﬁ) = ||y||z, ya que ﬁ € L,. Ademss

que ||y\|a(ﬁ) Sea L, NFr K = {z}. Veamos que si y € L, y se cumple que ||y|| =

£ = 1yl - llall = 2} - llal] = []21]. Como consecuencia, dado que [£(y)]] = 2] ¥
f(y) € L., entonces la tinica opcién es que f(y) = z. En el caso en el que z = 0 es obvio
que f(0) =0.

En cuanto a la continuidad de la funcién f, al restringir esta aplicacién al abierto E™,

obtenemos la aplicacién
R*"\ {0} — K

Y
y— lylla ()
o

que es continua. Luego f es continua en cada uno de los puntos de E™ \ {0}.

Para probar la continuidad en el punto 0, consideramos una sucesién {y, }°> , de pun-
tos de E™ que converge hacia 0. Basta ver que f(y,) — 0. En primer lugar se tiene
que |ly,|| — 0. Como consecuencia, f(y,) = HynHa(Hg—zH) — 0, ya que, cémo K es

compacto, el término oz(Hz—"H) estd acotado.
n

Concluimos finalmente que el compacto convexo de interior no vacio K, es homeomorfo
a la bola E". O

1.2 Simplices geométricos y complejos simpliciales

Definicién 4. Sean ay,...,a, puntos de R™. Diremos que son afinmente independientes

si los vectores a1 — ag, ... a, — ag son linealmente independientes.
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Definicion 5. Dados n+1 puntos afinmente independientes ag, . . ., a,, llamaremos n-simplice

al conjunto convexo:

c={zeR":z= Z)\k(:c)ak con Z)\k(:c) =1y MA(z) > 0 para todo k}
k=0

k=0
Los puntos ag, . . ., a,, seran los vértices de o, que escribiremos como V(o) := {ag, ..., an}.
Los simplices engendrados por subconjuntos no vacios de {ao,...,a,} diremos que son

caras de 0. Las caras de o diferentes del propio ¢ se denominan caras propias. Los escalares
Ak(x) estdn univocamente determinados por el punto z, y se denominan coordenadas
baricéntricas de x con respecto a los puntos ag. En cuanto a la notacion, los simplices los

denotaremos por ¢ :=< ag, ..., 0, >.

Definicién 6. Sea o un simplice. A la unién de las caras propias de o la denominaremos
la frontera (geométrica) de o, que denotaremos por Fre o. El interior (geométrico) de o

es el subconjunto de o definido por la ecuacion Int® o := o — Fré8 o.

Definicion 7. Dado un simplice o0 :=< ay, ..., a, >, llamamos baricentro de ¢ al punto

"1
&::Z ag.
prt n—+1

Proposicion 8. Sea ¢ un n-simplice con vértices ag, ..., a,. Si z € o y tiene los escalares

Xo(z), ..., An(x) como coordenadas baricéntricas, la aplicacién

A o — [0,1],

x — ()
con k=0,...,n, es continua.
Demostracion: Sea T : R" — R™ la traslacién T'(z) := z — ag y, para k = 0,...,n, sea
¢r : R" — R™ el isomorfismo afin tal que ¢;(ar — ag) = eg, con e := (0,...,1,...,0),

donde el 1 estd en el k-ésimo lugar. Definimos ahora la aplicacién inclusion i : ¢ — R",
donde i(z) := z. Sea 7 : R" — R la k-proyeccién. Dicho todo esto, para k = 1,...,n

definimos la siguiente aplicacién:
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Puesto que A\, = 7, 0 ¢ o T 0 i, concluimos que Ap es una aplicacién continua ya que es
composicién de aplicaciones continuas. Falta el caso en el que k = 0. Para ello, definimos

la aplicacion
n
)\0 =1- Z )\k,
k=1

que también es una aplicacién continua por ser combinacién lineal de aplicaciones continuas.

O]

Definicion 9. Un complejo simplicial es un conjunto finito, X, de simplices de R" que

verifican estas dos condiciones:
1. Sit<oyoek, entonces 7 € K.

2. La interseccion de dos simplices de X, o bien es vacia, o bien es una cara comun de

estos.

Definicion 10. Sea K un complejo simplicial de R™. Denominaremos poliedro de IC al
subespacio de R" formado por la unién de los simplices de K, y lo denotaremos por |K],

es decir,
K| == U o CR™
cel
Proposicién 11. Sea K un complejo simplicial y sea = € |K|. Entonces = pertenece al

interior de un tnico simplice de K, al que denominaremos simplice soporte de x.

Demostracion: Si x € |K| entonces x € o para cierto simplice o € K. Supongamos que el
simplice o es de la forma o :=< ag,...,a, >, entonces podemos expresar x a partir de las

coordenadas baricéntricas respecto de los vértices de o, es decir,
n n
x = Z Ai(x)ag, Z)\Z(ac) =1y A\(x) > 0 para todo i.
i=0 i=0

Consideramos ahora el simplice 7 :=< a;,,...,a;, >, donde 4g, ..., son los indices que
cumplen la desigualdad A;; (£) > 0, con 0 < j < k. Tenemos entonces que x € Int® 7.

Ademads 7 pertenece al complejo simplicial I ya que 7 es una cara de oy 0 € K.

Para probar la unicidad, supongamos que para 7,7 € K, tenemos que x pertenece a
Int® 7 N Int& 7. La interseccién de los simplices 7 y 7' es no vacia ya que contiene a x,
luego debe ser una cara comun de estos. Tenemos que x € Int® 7, luego = ¢ Fre 7, es decir,
la tnica cara de 7 a la que pertenece x es el propio 7. Llegamos a la misma conclusion si

razonamos de la misma forma para 7/, luego 7 = 7’. O
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Definicion 12. Sea K un complejo simplicial y sea » > 0. El complejo formado por los
simplices de K de dimensién igual o menor que 7 es el r-esqueleto de K. Lo denotaremos

por K.

Observacién 13. Si K es un complejo simplicial, denotaremos con V(K) al conjunto de
los vértices de K o, lo que es lo mismo, V(K) := K°. Obsérvese que si o es un simplice,
entonces V(K (o)) es el conjunto de vértices de o, es decir, V(K (o)) = V(o).

Definicién 14. Sea K un complejo simplicial y sea v € V(K). La estrella de v con respecto
a K, St(v, ), es la unién de interiores geométricos de aquellos simplices de K de los que

v es vértice, es decir,
St(v, ) := U{Intga o eKveV(o)}.

Equivalentemente, un punto x de |K| pertenece a St(v,K) si, y solo si, v es uno de los

vértices del simplice soporte de x.

Proposicion 15. Sea K un complejo simplicial y sea v un vértice de K. Se verifica que
St(v, K) es abierto en |K|.

Demostracion: Vamos a probar que ||\ St(v, ) es un cerrado de |K| viendo que
K|\ St(v,K)=U{re L:v ¢ V(r)}
Sabemos que
K|\ St(v, K) =U{Inté T € K : v ¢ V(71)},

ya que la interseccion de los interiores de dos simplices distintos de un complejo es siempre

vacia. Tenemos ademas que
U{Inter e L:v ¢ V(rn)} CU{reL:ve¢ V(r)}.

Veamos que si 7 € K y v no es vértice de 7, entonces 7 C K\ St(v, ). Vamos a razonar
por reduccién al absurdo, es decir, supongamos que existe x € 7 N Int® o, siendo ¢ un
simplice de K tal que v € V(o). Dado que x € 7, existe un 7/ < 7 tal que z € Int87'.
Como K es un complejo simplicial y o es el simplice soporte de z, se tiene que 7 = o,

pero entonces v es un vértice de 7'y, como consecuencia, de 7, lo cual es un absurdo.

Tenemos por lo tanto que el conjunto St(v, ) es un abierto de |K|. O]

Definiciéon 16. Sean los conjuntos I y £ complejos simpliciales. Diremos que una apli-

cacién ¢ : V(K) — V(L) es una aplicacion simplicial si satisface la siguiente propiedad:



16 CAPITULO 1. CONCEPTOS PREVIOS

Si o :=<ay,...,a, > es un simplice de K, entonces {¢(ayp),...,p(an)} es el conjunto de

vértices de un simplice de L.

La aplicacién ¢ también induce una aplicacién continua |[K| — |L£|, que seguiremos
denotando con ¢, de la siguiente forma: Si z €< ag,...,a, >€ Ky Ao(z),..., \p(z) son

las coordenadas baricéntricas de x con respecto a los puntos ag, ..., a,, entonces

p(z) =¢ (Z Ai() - az‘) = " Xi() - p(ar).
i=0 1=0

Podemos interpretar también la aplicacién ¢ como una aplicacién entre los comple-

jos simpliciales K y L, es decir, (< ag,...,a, >) es el simplice de £ cuyos vértices
son ¢(ap),...,p(a,) (obsérvese que algunos de los puntos ¢(ap), ..., ¢(a,) pueden estar
repetidos).

Definicién 17. Sea K un complejo simplicial. Llamaremos medida de K, y la denotaremos

por m(K), al maximo de los didmetros de los simplices de K.

Proposicién 18. Sean oy, ..., o, simplices tales que og < --- < 0,. Entonces los bari-

centros 6g, .. ., 0, son puntos afinmente independientes.

Demostracion: Vamos a probar que 6, no esta contenido en el subespacio afin ) generado
por los puntos 6g,...,6,—1. Observemos que si 0 < ¢ < n — 1, entonces 6; € 0; < 0,1,
luego, 6; € o,—1. Asi pues, el subespacio afin @ estard contenido en el subespacio afin P

generado por V(o,—1), mientras que 6, ¢ P y, en consecuencia, 6, ¢ Q. O

Definicion 19. Sean K y £ dos complejos simpliciales. Diremos que £ es una subdivision

de I si se cumplen las siguientes condiciones:
1. K] =|L].
2. Si T € L, entonces existe un o € K tal que 7 C o.

Definicion 20. Sea K un complejo simplicial. La subdivision baricéntrica de K, a la que

denotaremos K', es el complejo simplicial formado por los simplices de la forma

< bQyen.,On >,

donde oy, ..., o0, son simplices de K verificando que o9 < -+ < oy,

Definimos las subdivisiones baricéntricas reiteradas mediante:

KW = (K1Y con 1> 1.
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Teorema 21. Sea K un complejo simplicial. Se verifica que la medida de la [-ésima
subdivisién baricéntrica de K tiende hacia 0 cuando [ tiende hacia infinito, es decir,

lim m(K®) = 0.

[— 00

Demostracion: Denotemos por d(A) el didmetro de un subconjunto acotado A de R™, es
decir,

§(A) := max [l — vyl
yEA

Sea A el maximo de las longitudes de las aristas de K, por lo que 6(St(v, X)) < 2\ para todo
v de V(K). Definimos de la misma forma ), pero para la primera subdivisién baricéntrica
K'. Sea o :=< ay,...,a, > un p-simplice de K, de tal forma que X' = ||T — &|| para cierta
cara T < o de K. Si expresamos 7 en coordenadas baricéntricas con respecto de los a;,
tenemos que

_ < _
o= < max 16— ail|.

En coordenadas baricéntricas, tenemos

p

A 1
16— ail| = H;Opﬂaj—aill < pHOrgfng;ag — ajl-

Dado que uno de los sumandos del tltimo sumatorio es nulo, concluimos que || — a;|| <
m Jrl/\ Luego \ < il A, siendo n la dimensién de K, es decir, que el maximo de las
longitudes de las aristas de la [-ésima subdivisién baricéntrica de I sera menor o igual que

(n+1) A. Como 5 < 1, concluimos que

l
Oy < ("
m(K )<n+1>)\—>0.

O

Definicién 22. Sean K y £ dos complejos simpliciales y sea f : |[K| — |£| una aplicacién
continua. Una aprozimacion simplicial de f es una aplicacién simplicial g : V(K) — V(L)
tal que

f(St(v,K)) € St(g(v), £)
para cada v € V(K).
Teorema 23. Sean K y £ dos complejos simpliciales y sea f : || — |£| una aplicacién
continua. Si para cada a € V(K), existe un b € V(L) tal que f(St(a,K)) C St(b, L),

entonces f admite una aproximacién simplicial g tal que g(a) = b para cada vértice
aeV(K).
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Demostracion: Definamos la aplicacién g : V(K) — V(L), donde g(a) = b para cada
a € V(K). Para ver que es una aplicacién simplicial, veamos que si 0 :=< ag, ..., a, > €s
un simplice de K, entonces el conjunto de vértices g(ap), ..., g(ay,) forman un vértice en

L. Sea x € Int8 o, entonces

x € St(ag, L) N --- N Stan, K),

luego

f(z) € St(g(ao), £) N --- N St(g(an), L£).
Por lo tanto, los puntos g(ag), ..., g(a,) son vértices del simplice soporte de f(z), lo que
implica que forman un simplice en L. ]

Teorema 24 (Teorema de Aproximacién Simplicial). Sean Ky £ complejos simpliciales.
Si f: K — £ es una aplicacién continua, entonces existe un [ tal que f : K& — £

admite una aproximacién simplicial.

Demostracion: Dado que f es continua, tomamos el recubrimiento dado por los abiertos
f~(St(v, £)) donde v € V(L). Por y podemos tomar un nimero de Lebesgue § para
este recubrimiento, luego existira cierto [ > 0 tal que m(lC(l)) < 0. Dicho esto, para cada
vértice w € V(KW®), existe un vértice v € V(L) tal que St(w, K®) C f~1(St(v, £)). En
virtud del teorema definimos la aplicacién simplicial ¢ : V(K®) — V(£) dada por
o(w) = v, luego

F(St(w, K0)) € F(F(St(v, £)) = St(p(w), £),

es decir, la aplicién ¢ definida es una aproximacién simplicial de f. O



Capitulo 2

Lema de Sperner y Teorema del

punto fijo de Brouwer

Este segundo capitulo es méas extenso que el anterior y consta de varias secciones. En la
primera seccion, ponemos especial énfasis en las subdivisiones baricéntricas, enunciando
y probando algin resultado que nos sirve para las secciones posteriores. En la segunda
seccién, estudiamos el Lema de Sperner a partir, principalmente, de la referencia [Engl]. A
continuacién seguimos el esquema clasico de demostrar el Lema KKM y, como consecuen-
cia, el Teorema de Brouwer. En la tercera secciéon hemos enunciado el Lema de Sperner de
una forma equivalente, en la cual hacemos uso de las aplicaciones simpliciales. Seguimos
un esquema distinto al anterior ya que en primer lugar demostramos la no retracciéon de
la bola E” sobre S*~!, para demostrar posteriormente el Teorema de Brouwer de nuevo.
Para esta parte hemos hecho uso de la referencia [ES] para el Lema de Sperner, y de [Wil]
para la no retraccion y el teorema del punto fijo. En la cuarta seccion hemos tratado
de demostrar nuevamente el Teorema de Brouwer con la variante del lema de Sperner de
[May], la cual pensdbamos que era equivalente a las anteriores. Més adelante nos percata-
mos de que esta versién es una mas débil que las anteriores y, como ya hemos mencionado,
no permite demostrar el Teorema de Brouwer. Algunos argumentos usados en [May| no
son correctos. En la quinta secciéon vemos que el Lema de Sperner, el Lema KKM y el
Teorema de Brouwer son equivalentes. Para ello, solamente hemos necesitado probar que
el Teorema de Brouwer implica el Lema de Sperner usando como referencia [PJ], ya que
las demas implicaciones han sido demostradas en secciones anteriores. En la sexta secciéon
demostramos la equivalencia entre que la esfera S?~! no es contréctil, que E" tiene la
propiedad del punto fijo y que S”! no es un retracto de E*. En la tltima seccién hace-

mos una introduccién al concepto de dimensién de recubrimiento de Lebesgue. Seguimos

19
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el esquema de demostracién propuesto en [May|, pero algunas de sus demostraciones son
incorrectas y otras son muy poco explicitas. Subsanamos estas deficiencias acudiendo al
texto [Eng2]. Nuestro objetivo es probar que si m # n, los espacios topoldgicos R™ y R™
no son homeomorfos. Para demostrar este resultado hacemos uso del Lema KKM probado

en secciones anteriores.

2.1 Propiedades de las subdivisiones baricéntricas

Teorema 25. Sea A :=< ay,...,a, > un simplice y sea K’(A) el complejo derivado de
K(A). Se cumple que todo (n— 1)-simplice 0 € K’(A) es una cara de un dnico n-simplice
de K'(A) si o estd contenido en la frontera geométrica de A, y o es cara de exactamente

dos n-simplices de K'(A) en caso contrario.

Demostracion: Sea o un (n — 1)-simplice de K'(A). En primer lugar supongamos que
o C Fr8 A, por lo que tendra la forma o =< 6¢,...,0,_1 >, con og < --+ < op_1, siendo
A # 0,1, dado que o estd contenido en la frontera de A. En este caso tenemos que
< 60y-nyOn_1, A > es el tnico n-simplice de K'(A) del que o es cara. La unicidad se
debe a que, para cada j, al pasar de 0; a 0j41 la dimensién solo aumenta en una unidad
y por lo tanto el vértice que se anade debe ser el baricentro de un simplice de dimension

n, pero el inico que cumple estd condicién en K(A) es A.

Supongamos ahora que o ¢ Fr8 A, entonces tendrd la forma o =< &y, ..., 6,-1 >, con

op < -+ <op_1,siendo A = o,_1. Esta situacién da lugar a dos casos:

1. El primer caso es cuando existe un j, con 0 < j < n — 1, de tal forma que
oj+1 tiene dos vértices mas que o;. Supongamos que o; =< bg,...,b; >y que
oj41 =< bo,...,b;, b/, b > Ahora definimos el simplice a} =< bg,...,b;,t/ >, por
lo que og < --- < 0j < (7;- < 0j41 < -+ < 0p—1. Definimos ahora el simplice de
dimensién n dado por ¢’ :=< &y, ... ,&j,é’;—,é‘j+1, .e.,0p_1 >, el cual cumple que
o < o'. Se prueba de forma parecida para o; :=< by, ...,b;,b” >, obteniendo el
stmplice 0" :=< 6o, ...,64,6},0j41,...,0n-1 > con o < 0", pero o’ # . Entonces

o es cara de dos simplices. La unicidad se debe a lo siguiente. Definamos otro

sfmplice 7 :=< by, ..., bj,l; >, con b distinto de ¥’ y V. Por lo que no se darfa la
desigualdad o¢ < - < 0 < 0 < 0j41 < --- < 0p_1, s decir, si existe el simplice
< 60,...,04, 5j,6j+1, ...,0p—1 > no perteneceria al complejo K'(A).

2. Supongamos ahora que o tenga la forma og :=< b',b” >. Definimos los simplices

oy, =<b >y o) =<b">. Razonando de forma parecida al primer caso, obtenemos
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que o es cara de dos simplices: 0’ :=< 6(,, 0, ...,0p-1 >y 0" :=< (,00,...,0n-1 >.
La unicidad se debe a que no existe ningiin otro vértice b que sea cara propia de oy,

a parte de b’ y b”.
O]

Corolario 26. Sea A :=< ay,...,a, > un simplice. Se cumple que todo (n — 1)-simplice
o € KO(A) es una cara de un tinico n-simplice de KW(A) si o estd contenido en la
frontera geométrica de A. Por otro lado, o serd cara de exactamente dos n-simplices de

K®(A) si no estd contenido en la frontera de A.

Demostracion: Vamos a probarlo por induccion sobre .
Para [ = 1 es el anterior teorema 25

Supongamos que se satisface para [ — 1 y probemos que también es cierto para I.

Tomemos un (n — 1)-simplice o € KW(A), luego tendrd la forma

0 =< [A)Ov"'aijflaij+17"'7pm >,

con p; € KU=D(A) de dimensién i, para i € {0,...,m} \ {j}. Dicho esto, podemos

distinguir dos casos:

1. Si j = m, entonces tenemos que o C p,_1, es decir, estd en un (n — 1)-simplice de
=1, Por hipétesis sabemos que pn—1 €s cara de exactamente uno o dos simplices
de KU1,

l_l), entonces p,_1 esta contenido en

(a) Si es cara de un solo n-sfmplice p € K!
la frontera de o, por lo que, al hacer la subdivisién baricéntrica de K(p), o
estard contenido en la frontera geométrica de K(p)' y, como consecuencia del
teorema, es facil ver que es cara de un unico n-simplice, y estd contenido en

la frontera de o.

(b) Si es cara de exactamente dos n-simplices o/, p" € KU1 entonces p,_1 ¢ Fréo.
Al razonar como en el punto anterior, se puede ver que o es cara de un Unico
simplice de dimensién n de la subdivisién baricéntrica de K (p’) y de otro tinico
de la subdivisién de K(p”), ya que estd contenido tanto en la frontera de p/
como en la de p”, luego o es cara de exactamente dos simplices n-dimensionales

de KW(A), y ademés o no estd contenido en la frontera de A.

2. Si j # m, basta tomar el simplice p,, € K¢V que es el tnico del complejo sim-

plicial en el que estd contenido o, por lo que aplicamos el anterior teorema [25| a la
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subdivision baricéntrica de p,, y concluimos que o es cara de dos tnicos simplices

n-dimensionales de K()(A), y no est4 contenido en la frontera de A.

O]

2.2 Lema de Sperner y Teorema de Brouwer version 1, segin
[Engl]

La demostracion tradicional del teorema de Brouwer a partir del lema de Sperner es la
expuesta en [Engl], y sigue el siguiente esquema: se prueba en primer lugar el lema de
Sperner y, a partir de este, se obtiene el lema de Knaster, Kuratowski y Mazurkiewicz

(lema KKM). Después, a partir del lema KKM se prueba el teorema de Brouwer.

Veremos posteriormente que el lema de Sperner, el lema KKM y el teorema de Brouwer

son en realidad resultados equivalentes.

Definiciéon 27. Sea A :=< ay,...,a, > un n-simplice y sea X una subdivisiéon del com-

plejo K(A). Si una aplicacién s : V(K) — {0,...,n} satisface que
s(v) € {io, ..., ik} cuando v €< ajy, . .., iy, >,

diremos que es un etiquetado de Sperner.

Si o € K es de dimensién n y se tiene que |s(V(0))| = n + 1, diremos que o tiene un

etiquetado pleno para s.

Utilizaremos exclusivamente subdivisiones baricéntricas de K(A) por el motivo ex-

puesto en el comentario que precede a la proposicion

Teorema 28 (Lema de Sperner, versiéon 1 (véase [Engl])). Sea A :=< ag,...,a, > un
simplice n-dimensional, y sea s : V(K®(A)) — {0,...,n} un etiquetado de Sperner.

Entonces existe un n-simplice de K (A) que tienen un etiquetado pleno para s.

Demostracion: De hecho vamos a probar un resultado mas fuerte, veremos que el niimero
de n-simplices de K (l)(A) con etiquetado pleno es impar. Lo vamos a demostrar por
induccién sobre n.

Sin =0, es trivial ya que A =< ag >, KO(A) = {< ag >} vy [s({< ap >})| = 1.

Supongamos que se satisface para n — 1. Al conjunto de (n — 1)-simplices que tienen

un etiquetado pleno para s lo denotemos por L. Dicho esto, tenemos que la tnica cara
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Figura 2.1: Ejemplo grafico de que se satisface el lema para cierto etiquetado de Sperner
sobre la segunda subdivisién baricéntrica de un 2-simplice. Cada elemento de la imagen
de la aplicacién esta representado por un color distinto, es decir, hemos sustituido los

nimeros 0, 1 y 2 por los colores blanco, gris y negro.

(n — 1)-dimensional de A que contiene elementos de L es A,, :=< ag,...,a,—1 >. Por
induccién hemos asumido que el nimero de simplices de L que estan contenidos en A,, es

un ndmero impar. Llamemos a esta cifra a.

Sea ahora P := {01,...,0.,} el conjunto de los n-simplices de K()(A). Para cada
J <'m, denotamos por b; al niimero de caras de o; que pertenecen a L, y sea N; := s(V (0;)).

A partir de estas definiciones tenemos lo siguiente:
1. Si  N; ={0,1,...,n}, entonces b; = 1, siendo su suma c.

2. 81 N;={0,1,...,n—1}, entonces b; = 2, siendo su suma un nimero par, es decir,

se podra expresar como 2 - d, con d € Z.
3.81 {0,1,...,n—1} € N;, entonces b; = 0.

Hemos visto que ¢ es el nimero de simplices de P que tienen un etiquetado pleno. Por lo

tanto, podemos definir la igualdad
c+2d=bi+ba+---+by (2.1)

A continuacién vamos a calcular el valor de by +ba+- - - +b,,,. En primer lugar, supongamos

que o € L estd contenido en la frontera geométrica de A, luego la tnica opcién es que sea
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la cara propia < aq,...,a,_1 >, asi que, por el corolario sabemos que o esta contenido

en un unico elemento de P.

Supongamos ahora que ¢ no esta contenido en la frontera de A, entonces serd cara
de dos elementos de P por el mismo resultado. Como consecuencia se da la siguiente
igualdad:

a+2e=by+by+---+0b,, conecZ (2.2)

Dado que a es un ntmero impar por hipdtesis, a partir de las ecuaciones (2.1]) y (2.2)

concluimos que ¢ es impar, ya que ¢ = 2(d + €) + a. O

Teorema 29 (Lema KKM). Sea A :=< ao,...,a, > un n-simplice y sea {C;}7_, una
familia de subconjuntos cerrados de A. Si para cada cara < aj,...a;, > de A tenemos
que

< aj, - - - Gjy, >ng0U"‘UCjk,
entonces CoN---NCy, # 0.

Demostracién: Supongamos que la interseccién es vacia, es decir, que CoN---NC, # 0.
Definimos entonces la familia de abiertos {4;}7_,, donde A; = A\ C; para todo i, y ademés
forma un recubrimiento del simplice A, es decir, Lnj A; = A. Por el lemal|l] existe un e > 0
tal que todo subconjunto de A de un didmetro I;:e?aor que €, esta contenido en algin A;.

Por el teorema[24] existe un nimero natural [ tal que la medida de la I-ésima subdivisién
baricéntrica del complejo K (A), es menor que €. Siv €< aj, ...a; >, entonces existe un

0 <i <k tal que v € Cj,. Definimos entonces la aplicacién
s: V(KW(A) —{0,...,n},

dada por s(v) = j;. Esta aplicacién s es un etiquetado de Sperner ya que para todo simplice
< ajy...aj, >, sive V(KD(A))y pertenece a < aj, . ..aj, >, entonces s(v) € {jo ... jr}
Por el teorema existe un n-simplice 7 :=< wvy,...,v, > del complejo K(l)(A), que
tiene un etiquetado pleno para s, es decir, que s(v;) = i para todo 0 < i < n. Ademds,
dado que la medida de 7 es menor que ¢, estard contenido en un abierto A;. Llegamos
entonces a un absurdo pues s(vj) = j, pero esto es imposible ya que entonces v; € Cj,

pero v; € Aj = A\ Cj. Concluimos que la interseccion Cy N --- N Cy, es no vacia. O

Definicion 30. Sea f: A — A una aplicacién. Diremos que = € A es un punto fijo de

fsif(x) =
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Teorema 31 (Teorema del punto fijo de Brouwer (véase [Engl])). Sea E" la bola cerrada
n-dimensional de R", es decir, E" := {(x1,...,2,) € R" : 22 + ... + 22 = 1}. Se satisface

que toda aplicacion continua f : E® — E™ tiene al menos un punto fijo.

Demostracion: Sea A :=< ay,...,a, > un n-simplice. Entonces, por el teorema |3, dado

que A es compacto, convexo y de interior no vacio podemos definir un homeomorfismo
¢: A — E™

Tenemos que probar que toda aplicacién continua f : E™ — E” tiene al menos un punto

fijo, o lo que es equivalente, que la aplicacién continua
g;:¢_1ofo¢:A—>A

tiene al menos un punto fijo. Vamos a probar que si g tiene un punto fijo, entonces f

también. Sea z un punto fijo de g, es decir, g(z) = ¢~ 1(f(¢(z))) = 2. Tenemos entonces

que f(¢(x)) = ¢(x), por lo que si y = ¢(z), entonces f(y) = y.

Para probar que g tiene al menos un punto fijo, tenemos que cada x € A, lo podemos
expresar como

x = Mo(z)ag + - + Ap(2)ay,

donde
Xo(x) + -+ Ap(x) =1,

y 0 < \i(z) para todo 0 < i < n. Dado que g(z) € A, tenemos también
g9(x) = Xo(g(z))ao + -+ + An(g(z))an

donde
Ao(g(x)) + -+ An(g(@) = 1,

y 0 < \i(g(z)) para todo 0 <7 < n.
Definimos a continuacién, para 0 < i < n, los siguientes conjuntos:

Ci ={z e A:X(z) > Nil(g9(z))}.

Los C; son cerrados dado que \; y g son aplicaciones continuas. Sea o :=< a;, ..., a;, >

una cara de A y sea x € . Tenemos entonces

i () 4 -+ + Ay () = 1
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y ademas
1=2o(g(@)) + -+ An(g(@)) = Xig(9(2)) + - -+ + iy (9(2)),
por lo que
Nig () 4+ + Xy (2) = Nig (9(2)) + -+ + i (9(2))-
Esto implica que existe al menos un j = 0,...,k, tal que \;;(g9(z)) < A, (z), es decir,

r € C;;. Como esto se da para todos los puntos de o, obtenemos la siguiente contencién
0 =< g, ...,0,> C CioU"‘UCik-
Por el lema existe entonces al menos un x € Cy N --- N Cy, es decir,

Ai(g(z)) < Ai(x) para todo i =0,...,n.
Como > Ai(z) = > Ni(g(x)) = 1, se tiene entonces que
i=0 i=0
Ai(z) = Ai(g(x)) para todo i =0, ...,n,

es decir, que x = g(z) por la unicidad de las coordenadas baricéntricas.

Concluimos finalmente que la aplicacién continua f : E® — E", tiene al menos un

punto fijo. O

2.3 Lema de Sperner y Teorema de Brouwer versiéon 2, segiin
[ES]

Veremos a continuacién otro enunciado del Lema de Sperner, formulado en términos de
aplicaciones simpliciales. Utilizaremos, por comodidad, el lenguaje de las aplicaciones

simpliciales, pero queremos hacer notar que toda aplicacién
V(KW (A) — V(K(A))

es simplicial, ya que todo subconjunto de V(K (A)) es el conjunto de vértices de un simplice
de K(A).

Definiciéon 32. Sea A :=< ay,...,a, > un n-simplice y sea
p: V(ED(A) — V(K(A))

una aplicacién simplicial. Diremos que ¢ es una aplicacion de Sperner si, para cada

v e V(KW(A)), se tiene que v € St(p(v), K(A)).
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Veremos a continuacion que los conceptos de etiquetado de Sperner y aplicaciéon de

Sperner son equivalentes.
Proposiciéon 33. 1. Sea A :=< ay,...,a, > un n-simplice y sea
p: V(KD(A) — V(K (A))
una aplicaciéon de Sperner. Consideremos la aplicacién biyectiva
f:{ao,...,an} —{0,...,n}
a; — 1
La aplicacién compuesta s := f o ¢ es un etiquetado de Sperner.
2. Reciprocamente, sea ahora
s: V(KWD(A)) — V(K(A))
un etiquetado de Sperner. Consideramos la aplicacion
o VIED(A)) — V(K(A)) = {ao... ., an}
U ()
Entonces ¢ es una aplicacion de Sperner.

Demostracion: 1. Sea v € V(KO (A)) tal que v €< aj,,...,a; >. Para demostrar que
s es un etiquetado de Sperner, debemos probar que s(v) € {ip,...,ix}, o equivalente-
mente, ¢(v) € {aj,,...,a; }. Por hipdtesis, v € St(p(v), K(A)), y por la proposicién
existe un simplice 0 € K(A) tal que es el soporte de v y ademads ¢(v) es vértice de
o. Dado que v €< a;,,...,a; >y v pertenece al interior de o, concluimos que o es

una cara de < aj,, ..., a; >y, en consecuencia, ¢(v) es un vértice de < a;, ..., a; >.

2. Sea v € V(K®(A)). Vamos a probar que v € St(p(v), K(A)), es decir, que p(v) es un
vértice del simplice soporte de v en K(A). Sea 0 :=< a;, ..., a;, > el simplice soporte
de v en K(A). Dado que s es un etiquetado de Sperner, se satisface que v € {ig, ..., i},
por lo que p(v) = ay@ € {io,-- -, ik}

O

Teorema 34 (Lema de Sperner, versién 2 (véase [ES])). Sea A :=< ag,...,a, > un
n-simplice y sea

¢ : V(KD(A)) — V(K(A)) = {ao, ..., an}

una aplicacién de Sperner. Existe entonces un n-simplices o € K (A) tal que (o) = A.
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Vamos a exponer la demostracién de [ES], pero obsérvese que, una vez probado el
teorema [28] esta demostracién es superflua desde el punto de vista légico, pues acabamos

de ver la equivalencia entre los etiquetados de Sperner y las aplicaciones de Sperner.

Demostracidn: Al igual que en la versién anterior del Lema de Sperner 28] vamos a probar

que el nimero de n-sfmplices o € KU (A) tales que ¢(0) = A, es impar.

Razonemos por induccién sobre la dimensién n del simplice A. Denotaremos por r, al
ntimero de simplices ¢ € K!)(A) que satisfacen la ecuacién ¢(c) = A. En primer lugar, si
n = 0, es obvio que rg = 1. Supongamos que si se satisface para n—1, también se satisface

para n. Sea A, la cara de A opuesta al vértice a,, es decir, A,, :=< ag,...,ap_1 >.

Sea {01, ...,0m} el conjuntos de los n-simplices del complejo K()(A). Parak =1,...m,
denotemos por si al nimero de caras (n — 1)-dimensionales ¢ del simplice oy, que satis-
facen la ecuacién p(o) = A,. Sila dimensién del simplice ¢(o}) es igual a n, la tnica
opcién es que p(or) = A, pues es el tnico n-simplice del complejo K(A), luego s = 1.

Por otro lado, si la dimensién de ¢(oy) es igual a n — 1, se pueden dar dos opciones:

1. Supongamos que (o) = A,. Si o estd generado por los vértices {vg,,..., v, },
existen 7, j € {0,...,n} distintos, tales que @(vy,) = @(vx;) # a,. En este caso, las
caras

o), =< Ukgs v s Okgy ooy Ukyy o vy Uk, >
y
UZ =< vko,...,vki,...,@kj,...,vkn >

de o}, satisfacen la ecuacion

luego s = 2.

2. En caso contrario, es decir, si ¢(0x) # A,, entonces ninguna cara satisface la

ecuacién, luego s = 0.

Por tltimo, si la dimensién de (o)) es menor que n — 1, entonces s = 0. Dicho todo

m
esto, la paridad de )_ sy serd la misma que la de r,y,.
k=1

Dado que se verifica la propiedad a € St(¢(a), K(A)) para a € V(K®(A,,)), pode-
mos definir la aplicacién simplicial ¢, : V(KW(A,)) — V(K (Ap)). Sea ahora o un
(n — 1)-stmplice de V(KW(A)), y supongamos que ¢,(c) = A,. Por el corolario

podemos distinguir estos dos casos:
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1. Sio C Fr® A, entonces serd cara propia de un tinico n-simplice o, con k € {1,...,m}.
Veamos que o esta contenido en la cara A,. Sipara 0 <p <m, o C A, dado que
on(0) = Ap y que o es de dimensién (n — 1), existe un vértice v, € V(o) tal que
©(vp) = ap, pero esto es un absurdo pues v, ¢ St(ap,, K(A)), luego ¢ C A,,. Dicho
esto, sabemos por hipédtesis, que el nimero de (n—1)-simplices 0 C A,, que satisfacen

la ecuacién @, (o) = A, es impar. Llamemos a este nimero r,_1.

2. Por otro lado, si cNInt® A = (), entonces o sera cara exactamente de dos n-simplices
m

del conjunto {o1,...,0,}. Esto implica que en la suma Y. sg, el valor de los
k=1
(n — 1)-simplices que no estén contenidos en la frontera geométrica de A, tales que

©m(0) = Ay, es un nimero par.

Al combinar estos dos resultados, se puede concluir que tanto la suma Y ;_; s, como 7y,
tienen la misma paridad que 7,_1. Por hipétesis hemos supuesto que r,_1 es un nimero
impar, luego 7, también lo es. En conclusién, el nimero de n-simplices 0 € KW (A) que

satisfacen la ecuacién ¢(o) = A es un ntmero impar. O

El Lema de Sperner es valido para cualquier subdivision, no solo la baricéntrica. Para
hacer su demostracion, bastaria probar el teorema [25| para cualquier subdivisién, ya que
el resto de la demostracién es igual a la realizada, pero extender este teorema a cualquier

subdivisién es complicado (véase [ES]).

Proposicién 35. Sea A :=< ayg,...,a, > un n-simplice de R”. No existe ninguna
aplicacién continua r : A — Fr A con la propiedad de que r|p A = Id|p A, es decir,

Fr A no es un retracto de A.

Demsotracion: Sean K := K(A) y £ := K(A) \ {A}. Supongamos que existe una re-
traccién r : |[K| — |L£|. Por el teorema para cierto | > 0, existe una aproximacién

simplicial f: KW — £ de r.

Vamos a ver que se puede aplicar el teorema [34] a la funcién f. Sea v € V(K®). Si
v € V(A), entonces v € St(f(v),K) = St(v,K). Supongamos ahora el caso contrario.
Si v € V(KW)\ V(L) entonces para cierto simplice o :=< @y, ...a;, > del complejo
K, v € Intéo, conn >k > 1. Vamos a probar que f(v) € {ai,,...a; } ya que entonces
v € St(f(v), K). Razonemos por reduccién al absurdo, es decir, supongamos que f(v) = ay,

con a; ¢ {aj,,...ai,}. Dado que f es una aproximacién simplicial de r, se tiene que

r(St(v, K)) C St(f(v), L) = St(ay, £).
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Definimos ahora el subespacio S := St(v,K) N o, el cual satisface que (S) = S dado que
r es una retracciéon y S C |£]|. Ademds S es no vacio, ya que v € S. Como a; no es un
vértice de o, se tiene que o N St(at, L) = 0, y como S C o, entonces S N St(as, £) = 0.
Luego, como 7(S) € St(at, L), se tiene también que

r(S) C r(St(v,K)) € St(at, L)

lo cual es una contradicciéon ya que entonces f no seria una aproximacién simplicial de r.

Nos falta el caso en el que k = n, pero esto es obvio ya que entonces o = A, y por lo
tanto, f(v) € {ao,...,an} = {aiy,...a; }. Concluimos entonces que v € St(f(v),K) para
todo v € V(K®).

Tras esto, podemos ver que la aplicacién simplicial f satisface las condiciones del
teorema, por lo que al aplicarlo garantizamos la existencia de al menos un simplice o
de €O tal que f(r) = A, pero esto es un absurdo ya que A ¢ L. Concluimos que no

existe una retraccién r : |[K| — |L]. O

Teorema 36 (Teorema del punto fijo de Brouwer). Sea E™ la bola cerrada n-dimensional,
es decir, E" := {(21,...,2,) € R" : 22 + ... + 22 = 1}. Se satisface que toda aplicacién

continua f : E™ — E” tiene al menos un punto fijo.

Demostracion: Supongamos que existe una aplicacion continua f : E" — E™ que no tiene
puntos fijos. Podemos definir la retraccién ¢ : E* — S”~! dada por la interseccién con
S"~1 de la semirecta con extremo en f(z) y que pasa por x. Es una aplicacién continua

(se prueba al final de la demostracién) y ademés ¢(z) = x para todo x € S*~ 1.

Por otro lado, definimos el n-simplice de R"”, A :=< ag,...,a, >. El subespacio
A de R™ es compacto, conexo y de interior no vacio, luego por el teorema [3] existe un
homeomorfismo A~! : E* — A tal que h~}(S""!) = Fr A. Entonces la aplicacién
r: A — Fr A dada por:
A —l s En
| |
Fr A f— gnt

es una retraccion de A en Fr A, ya que es continua al ser composicion de funciones
continuas y los puntos de S"~! son puntos fijos. Llegamos a una contradiccién, ya que
por la proposicién [35| no puede existir esta aplicacién r, luego la funcién f debe tener al

menos un punto fijo.



2.3. LEMA DE SPERNER Y TEOREMA DE BROUWER VERSION 2 31

Para probar la continuidad de la funcién ¢ : E» — S”~ !, para cada z € E” definimos

el conjunto
Ly :={f(x)+t-(x—f(z)) : t > 0}, donde el punto (-), representa el producto escalar usual.

Este conjunto es la semirrecta con origen en f(z) y que pasa por x.

Veamos en primer lugar que la interseccién L, NS™~! se reduce a un tinico punto, es
decir, que g estd bien definida, y a continuacién vamos a probar su continuidad. Tenemos
que tomar los valores de t para los que f(z) +t- (z — f(z)) € S*7!, es decir, cuando
|f(z) +t-(z— f(x))] =1yt > 0. Para facilitar la notacién, definimos los valores
a:=z— f(z)y b:= f(z), con lo que la ecuacién anterior es |b+¢-a| = 1. Esto es

equivalente a la ecuacién de segundo grado a?t? + 2abt + b?> — 1 = 0, cuyas soluciones son

‘o —2ab £ \/4a2b? + 4a2(1 — b?)
- 2a?

1
Es facil ver que la solucién t = ﬁ(—Zab — /4a2b? + 4a2(1 — b?)) < 0 ya que
a

V/4a2b? + 4a2(1 — b2) > 2|ab| > 2ab.

1
Veamos ahora que ¢ = ﬁ(—2ab + \/4a2b? + 4a2(1 — b2)) > 0.
a

Supongamos primero que 1 > b?, entonces 1 — b? > 0. Luego tenemos que
4a2b* 4 4a*(1 — b?) = 4a*V* + 4a® — 4a°b* = 4a®.

Si lo sustituimos en la ecuacion anterior obtenemos:

1 1
t=g5(-2ab+ Via?) > 5.3 (—2l[abl| +2[lal) >
1 1
2 53 (=2llall - |Ibl] +2llall]) = 55 (2llall(1 — b)) >0,

ya que, como b? < 1, entonces b < 1, luego 1 — b > 0. También se tiene que a # 0 ya que

flz) # .

Supongamos ahora que b?> = 1. Como = — b = a, entonces ab = xb — b*> = xb — 1.
Ademas, xb < |zb| < ||z||||b|]] <1-1=1, por lo que zb — 1 =ab < 0.

Si ab < 0, entonces —ab > 0 y, como consecuencia,

1
t= o (—Zab + /4a2b% + 4a2(1 — b2)) > 0.
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Por otra parte, si ab = 0, entonces b = 1. Luego 1 = xb < [|z]|||b]]| < 1 ¥, en

consecuencia, ||z||||b]| = 1. De donde, 1 = ||z||?||b||> = 22b? = 22. Asf que

(x—b)2=2? 200+ =1-2+1=0,

es decir, x = b = f(x), lo cual es un absurdo.

Hemos visto que la interseccién de L, con S"~! se reduce a un tnico punto dado por

1

q(z) := f(x)+t(z— f(x)), donde t = ﬁ(—Qab—i— V/4a2b? + 4a2(1 — b2)). A partir de esta
a

formulacion vemos que ¢ es funcién continua de a y b, que son funciones continuas, a su

vez, de z. Concluimos que la aplicacién ¢(z) es una retraccién ]

Sn—l

Figura 2.2: Representacién grafica de la aplicacion ¢ de la demostracién con n = 2.

2.4 Lema de Sperner y Teorema de Brouwer versién 3, segiin
[May]

Debemos dejar claro desde un principio que la demostracién del teorema de Brouwer
expuesta en [May|] no es valida (luego explicaremos por qué), pero esto no lo sabiamos

inicialmente. La demostracién sigue el esquema tradicional
Sperner = KKM =- Brouwer,

y nos parecié interesante porque presentaba una versién diferente del lema de Sperner

que, aun siendo més débil que la tradicional, aportaba informacién més especifica sobre el
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numero de simplices con etiquetado pleno. Mayer utiliza aplicaciones“estandares” en vez

de aplicaciones de Sperner, y prueba que, para toda aplicacién estandar
w: V(KD(A)) — V(K(A)),

existe un tinico simplice o en K (A) tal que w(s) = A. Fue esta unicidad lo que nos
resulté mas atractivo. Puesto que existen aplicaciones de Sperner que no son aplicaciones
estdandares, la versién del lema de Sperner expuesta en [May]| es més débil que la tradicional
(la expuesta en [Engl] o [ES]), pero parecia bastar para los objetivos propuestos. El
problema surgié cuando vimos que con las aplicaciones estdandares no lograbamos probar
el lema KKM, pues habia una afirmacién en [May] que no lograbamos verificar. Tras
consultar MathSciNet, hemos visto que este“gap” ya habia sido sefialado en la critica

realizada por Bredon (veasé [Brel).

Por otra parte, G.L. Naber utiliza en [Nab] la misma técnica de Mayer, es decir, las
aplicaciones estandares, en su intento por probaar el teorema de Brouwer, y en este caso
la critica de Vrabec en MathSciNet (véase [Vra]) es més explicita, afirmando que se invita

al lector a probar una afirmacion falsa.

Vamos a exponer la parte valida en la argumentacién de Mayer y mostraremos con

detalle la parte deficiente.

Proposicién 37. Sea K un complejo simplicial y sea K’ su complejo derivado. Una
aplicacién
w: V(K — V(K),

que satisface que para todo o € K,
w(d) € V(o),
es una aplicacién simplicial. Diremos que es una aplicacion elemental (de Sperner).

Demostracién: Sea o € K/, luego tendra la forma o :=< 69,...,6, >, con o9 < -+ < op,

siendo estos simplices de K. Por la definiciéon de w, tenemos que

{w(50), .., w(62)} € V(on).

Dado que o, € K, {w(6¢),...,w(6,)} es el conjunto de vértices de un simplice del complejo
simplicial /. O
Teorema 38. Sea A :=< ayg,...,a, > un n-simplice, y sea w : K'(A) — K(A) una

aplicacién elemental. Existe un dnico n-simplice o € K'(A) tal que w(o) = A.
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Demostracion: Razonemos por induccién sobre la dimensién n de A. Si n = 0 es obvio
que < ag > es el unico simplice de K'(A) y que w(ag) = ag. Veamos que si es verdad para
n — 1 también lo es para n. En primer lugar, para probar la existencia, podemos asumir
que w(A) = a,. Sea A, :=< ag,...,an_1 >, por hipdtesis sabemos que existe un tnico
(n — 1)-simplice 7 € K'(A,,) dado por 7 :=< 6¢,...,0p,-1 > con g < -+ < 0,1, tal que
w(T) = A,,. Dicho esto, podemos definir el simplice o :=< dy, ... On_1, A > de K(A)

que satisface la ecuacién w(o) = A.

Para probar la unicidad, sean o, 0" € K'(A) dos n-simplices tales que w(o) = w(o’) = A.
Veamos, por lo tanto, que o = ¢’. Estos simplices tendran la forma o =< 6¢,...,0,_1, A>
y o/ =< 66,...76;71,5 >, conop << op_1yop<---<o,_y,donde 0;,0, € K(A)
parai € {0,...,n—1}. A partir de la construccién de la subdivisién baricéntrica, A es un
vértice de ambos simplices ya que A es el tinico n-simplice del complejo K(A). Tomemos
ahora las caras 7 =< 6¢,...,0p-1 >y 7 =< 6},...,0,,_; > de 0 y o', respectivamente,

que satisfacen la igualdad w(7) = w(7') = A,,.

Veremos a continuacién que a, ¢ V(o). Supongamos, razonando por reduccién al
absurdo, que a, es un vértice de o. Tenemos entonces que a, = w(a,) = w(A), por lo que
la dimensién de w(o) serd como mucho n — 1, lo cual es imposible. Razonamos de forma
parecida con ¢’, obtenemos que a,, & V(o) y a, ¢ V(0') luego los simplices 7 y 7/ estardan
contenidos en la cara A,. Esto se debe a que si estan contenidos en el (n — 1)-simplice A;
(esta dado por A; :=< ag,...,4i—1,0i41,--.,a, >), con 0 < i < n — 1, entonces w(o) y
w(o’) seran distintos de A, ya que no contendran al vértice a;. Por hipétesis sabemos que
en A, hay un tnico (n — 1)-simplice de K’(A) cuya imagen por w es el propio A,. Esto
implica que 7 = 7/, y por lo tanto, o = ¢’. Es decir, el nimero de n-simplices o € K(A)

que satisfacen la ecuacién ¢(o) = A, es dnico. O

Definicién 39. Sea K un complejo simplicial y sea K su l-ésima subdivisién baricéntrica,
conl>1. Paratodoi=1,...,1,sea w;: V(K®) — V(K1) una aplicacién elemental.

Diremos que la aplicacién
wi=wyo--ow: V(KDY — V(K)
es una aplicacion estindar (de Sperner).

Teorema 40. Sea A :=< ag,...,a, > un n-simplice. Para [ > 1, consideramos las apli-
caciones elementales w; : K (A) — K~ (A), donde i = 1,...,l. Definimos entonces

la aplicacion estandar

wi=wo---ow : KO(A) — K(A).
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Existe entonces un tnico n-simplice o € K (A) tal que w(o) = A.

Demostracion: En primer lugar, hay que tener en cuenta que si ¢ € K (i)(A) es un
p-simplice, entonces la dimensién de w;(o) serd menor o igual que p para todoi =1,...,1.
Por lo tanto, la tnica opcién de que w(o) = A, es que (w; o --- ow;)(0) sea de dimensién

n para todo 1.
Vamos a probarlo por induccién sobre (.
Para [ = 1 es el teorema [38

Supongamos que se satisface para [ — 1 y probemos que también es cierto para [. Sea

o un n-simplice de K=Y (A). Podemos distinguir dos situaciones.
1. Si(wyo---owj_1)(0) = A, por el teorema podemos afirmar que para la aplicacién
w : KO(A) — KD(A),

existe un tinico 7 € K () € KW(A) tal que wy() = 0. Luego tenemos que w(7) = A.
Al tomar otro n-sfmplice 7/ € K (o) € K()(A) distinto de 7, tenemos que w(r’) serd
de dimension estrictamente menor que n, luego w(7') # A por lo visto al principio

de la demostracion.

2. Por otro lado, si (wj o---ow—1)(0) = p # A, se tiene que p < A. Supongamos que
existe un n-simplice 7 € K (o) € KU (A), tal que w(7) = A. Tenemos entonces que

wi(7) € K(0), es decir, wi(7) < 0. Por esta misma razén tenemos que
A=uw(r) < (wio-ow-1)(0)=p<A,

lo cual es un absurdo. Luego no existe un n-simplice 7 tal que w(7) = A es este

caso.
Concluimos entonces que existe un tnico n-simplice 7 € KW(A) tal que w(r) = A. O

Proposicién 41. Sea K un complejo simplicial, y w : V(K') — V(K) una aplicacién

simplicial. Las siguientes condiciones son equivalentes:
a) Para todo vértice v de K se verifica v € St(w(v), K).
b) La aplicacién w es una aplicacién elemental.

¢) La aplicacién w : |K'| — |K| es una aproximacién simplicial de la identidad.
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Demostracion: [a)] =[ D)} Sea o € K. Por hipétesis, 6 € St(w(d),K). Luego w(d) es un
vértice del simplice soporte de & en I, es decir, & pertenece al interior de un simplice del
cual w(d) es vértice. Dado que o es el simplice soporte de 6 en K, concluimos que w(d)

es un vértice de o.

@| Sea ¢ un simplice de K'. Tenemos que probar que St(5,K’) C St(w(5),K).
Sea z € St(6,K’). Luego & es vértice del simplice soporte de x, es decir, existe un conjunto
de simplices 79, ...,7, de K, tales que 79 < --- < 7, con z € Int® < 7p,...,7, >. Se tiene
ademds que o = 7; para cierto 0 < i < p. Por hipétesis w(d) es vértice de o = 7; y, por lo

tanto, es un vértice de 7, ya que 7; < 7,. Tenemos entonces que
zeInt® <7p,...,7, >C Int® 7, C St(w(5), K),

luego St(6,K') C St(w(a), K).

:>|EZ|: Dado que w es una aproximacién simplicial de la identidad, tenemos que
g € St(6,K") C St(w(d),K) para todo o € K. Luego 6 € St(w(5), K). O

Obsérvese que una aplicacién de elemental w : K’ — K no tiene porque ser una
aplicacién de Sperner, ya que en estas tltimas exigimos que K = K (A) para cierto simplice

A.

Proposicién 42. Sea A :=< ag, . . .,a, > un simplice y sea w : V(K®(A)) — V(K (A))

una aplicacién estandar. Entonces w es una aplicacién de Sperner.

Demostracion: En primer lugar, vamos a recordar que todos los vértices de K (l)(A) son
de la forma &, donde ¢ es un simplice de K" (A). Ademis w se puede expresar, para

1=0,...,l, como w = wj o---owj, donde las aplicaciones w; son aplicaciones elementales.

Sea o € K=Y (A). Vamos a probar que ¢ € St(w(¢), K(A)), es decir, que w(&) es un
vértice del simplice soporte de 6 en K (A). En la proposicién 41| hemos probado que si 7 €
K0=1 entonces St(7, K@ (A)) C St(w;(7), K¢~ (A)) para todo i = 1,...,1. Al aplicar
esta propiedad de forma iterada sobre la composicién de las aplicaciones elementales, esto
es

St(5, KO(A)) € St(wi(6), KITD(A)) € -+ C St((wi 0 -+ o) (6), K(A)),

obtenemos que St(6, K (A)) C St(w(5), K(A)). Es obvio que ¢ € St(6, KW(A)), luego
b € St(w(5), K(A)).

Por lo tanto, la aplicacién estdndar w es una aplicacién de Sperner. ]
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Observaciéon 43. Sin embargo, la otra implicacién no siempre es verdad, es decir, una
aplicacién de Sperner no tiene porqué ser una aplicacion estandar. Esto se puede ver en el
ejemplo de la figura donde hay tres simplices de dimensién 3 con un etiquetado pleno,

cuando hemos demostrado en [40] la unicidad en las aplicaciones esténdares.

Veamos ahora por qué no hemos podido demostrar el lema KKM a partir de esta

version de Sperner.

Sea A :=< ag,...,a, >y sean By, ..., B, cerrados tales que

< Qjgy e v vy gy, >C By, U---UB;

it
para cada cara < a;y,...,a; > de A.

Dado v € V(K®(A)), sea 7 :=< a4, ...,a; > el simplice soporte de v en K(A).
Puesto que v €< a;,...,a; >C B;; U---U B;,, existe entonces j < k tal que v € Bj, .

Mayer y Naber dan a entender (véase [May] y [Nabl) que es posible definir una apli-
cacién estandar

¢ : V(KD(A) — V(K(A)) =< ag, ..., a, >

tal que v € B; si ¢(v) = a;, para todo v € V(K®(A)). Vimos en la demostracién del
teorema [29| (lema KKM) que si es posible definir una aplicacién de Sperner ¢ cumpliendo
esa condicién (basta definir p(v) := a;; si v € By;), sin embargo, veremos mediante un
ejemplo que no siempre es posible definir una aplicacién estandar ¢ satisfaciendo dicha

condicién.

Sea ag = 0 y sea a1 = 8. Definimos el 1-simplice 0 :=< ag, a1 >. Tras hacer dos subdi-
visiones baricéntricas sucesivas de o, obtenemos el conjunto V(K (¢)) = {ag, a1, vo, v1,va},
donde vy = 2, v1 = 4 y v2 = 6. Dicho esto, definimos los cerrados By := [0,1] U [3,5] y
B :=[1,3]U]5, 8], que satisfacen las condiciones del Lema KKM. Vamos a intentar definir

una aplicacién estandar
w: V(K@ (o) — V(K (o)) =< ag,a; >,

tal que v € B, si w(v) = a4, para todo v € V(K(2)(c)), con i = 0,1. La aplicacién w,
dado que es una aplicacion estandar, tendrd la forma w = wj o wg, donde w1 y we son

aplicaciones elementales. Asi pues, la aplicacion w tendra la siguiente forma

ap siv € {ag,v1}
w(v) =
a; siv € {ay,vo,v2}.
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Sin embargo, esto no es posible ya que wa(vg) € {ap,v1} por definicién de aplicacién
elemental. El problema es que wi(ap) = wi(v1) = ag, por lo que w(vy) = a; # ag =

w1 o wa(vp), lo cual es un absurdo.

ag Vo U1 V2 ay
 r— ) ———O@0—— @
. By B : By 5 By :

Figura 2.3: Ejemplo de un 1-simplice al que no se le puede aplicar el Lema KKM a partir

de una aplicacién estdndar.

2.5 Equivalencia entre Sperner, KKM y Brouwer

Ya hemos probado que el lema de Sperner implica el lema de KKM, y este implica el
teorema del punto fijo de Brouwer segin vimos en la seccion Falta probar que el

teorema del punto fijo de Brouwer implica el lema de Sperner.

Teorema 44. Sea A :=< ag,...,a, > un n-simplice y supongamos que, para toda apli-
cacién continua f : A — A, existe un z € A tal que f(z) = x. Entonces, para todo
etiquetado de Sperner s : V(KW(A)) — {0,...,n}, existe un n-simplice de KW (A) que

tiene un etiquetado pleno para s.

Demostracion: Razonemos por reduccién al absurdo. Supongamos que existe un etique-
tado de Sperner s tal que, para todo n-simplice de K()(A), se tiene que |s(V(0))] < n+1.
Definimos a continuacién la siguiente aplicacién simplicial:
p: VKD (A) — V(D)
UV Gg(p)+1
conviniendo de que an11 1= ag.

Ya vimos anteriormente que esta aplicacién induce una aplicacién continua ¢ : A — A.

Veamos que ¢ no tiene ningiin punto fijo, llegando asi a una contradiccién.

Sea z € Ints A. Por lo que debe existir cierto n-simplice de K (A) de la forma
n
o :=<1g,...,U, >, tal que & € 0. Si x tiene las coordenadas baricéntricas x = > \;(x)v;

=0
respecto del simplice o, obtenemos lo siguiente

p(r) =¢ (Z Az‘(@%’) = Z i(z)p(v;) € Fre A.
=0 =0
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Esto se debe a la condicién |s(V(0))| < n + 1, ya que entonces ¢ estard contenido en un
(n — 1)-simplice de K(A), es decir, estara contenido en la frontera y no en el interior, por

lo tanto no puede ser un punto fijo.

Supongamos ahora que = € Fr8 A. En primer lugar, es facil ver que si x € V(A), es

decir, que = = a; para cierto j € {0,...,n — 1}, entonces

gO(.’B) = (P(aj) = as(aj)—i-l = Qj41 7é Qaj.

Si j = n, entonces p(a,) = ag # an. Por otro lado, si x no es un vértice, entonces
x € Int® 7, siendo 7 un simplice de K (l)(A) contenido en la frontera de A y, de dimensién
estrictamente menor que n. Tenemos también que = € Int® p, con p < A, luego tendra la
forma p :=< a;, ..., a;,, siendo k < n. Podemos ver también que 7 C p, por lo que vamos

a distinguir dos casos:

1. Supongamos que |s(V (7)) < k+ 1. Tenemos entonces que x estard contenido en
el interior de un simplice de K(A) de dimensiéon menor que p por lo que no puede

pertenecer a su interior, es decir, £ no puede ser un punto fijo en este caso.

2. Por otro lado, si |s(V (7)) = k+ 1 obtenemos que ¢(z) estard contenido en el interior
de un simplice K(A) de la forma < Qi(ig)s - - - » Qi(iy) > que es distinto del simplice p.

Por lo tanto  tampoco puede ser un punto fijo.

Llegamos entonces a un absurdo ya que la aplicacién ¢ no tiene un punto fijo, por lo
que debe existir al menos un n-simplice de K (l)(A) con un etiquetado pleno para todo

etiquetado de Sperner. 0

2.6 Consecuencias del teorema del punto fijo de Brouwer

A continuaciéon vamos a demostrar algunos resultados importantes a partir del teorema

del punto fijo.
Teorema 45. La esfera S™, para n > 2, no es un espacio contractil.

Demostracion. En primer lugar, definamos las aplicaciones continuas A, N : S —» S"
dadas por A(x) = —z y N(z) = (0,...,0,1) para todo x.

Razonemos por reduccién al absurdo suponiendo que es contractil. Esto quiere decir
que todas las aplicaciones continuas f : S® — S™ son homotopas. En particular, las

aplicaciones A y N también lo son, por hipétesis y porque S™ es conexo por caminos.
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Podemos definir entonces una aplicacién continua F' : S x [0,1] — S™, de tal forma que
F(z,0) = N(z)y F(x,1) = A(z), para todo = € S™.

Sea ¢ : S™ x [0,1] — E"*! la aplicacién cociente definida por q(x,t) := t - z, para
todo (x,t) € S™ x [0, 1]. Podemos ver que la aplicacién F' es constante en las fibras de g,
esto es, que si (z,t), (z/,t') € ¢71(y) con y € E""!, entonces F(x,t) = F(2/,t'). Por esta

razoén, es posible definir la aplicacién continua F : E"t! — S” tal que Fog = F.

Definimos el siguiente diagrama de funciones continuas donde i : S* — E"*! es la

inclusion.

S™ x [0,1] —E£— 7 Ly Rt

q et
|

EnJrl

Por esta razén, la aplicacién i o F' : E"T! — E™*! debe de tener al menos un punto fijo
por el teorema del punto fijo de Brouwer [36] Es decir, dado que g es sobreyectiva, existe
(w,t) € S™ x [0,1] tal que F(xt) = xt. De donde

xt = F(at) = F(q(z,t)) = F(x,t) € S”
Como ||z|]| =1 ya que x € S™, entonces

L=||F(z,t)]] =t [[z]| =t

Por lo tanto
x=tr=F(x,t) = F(z,1) = A(z) = —x,

lo cual es un absurdo.

Por esta razon, la esfera S™ para n > 2 no es contractil. ]

Definiciéon 46. Diremos que un espacio topoldgico X tiene la propiedad del punto fijo, si

toda aplicacion continua f : X — X tiene al menos un punto fijo.

Con este lenguaje, el teorema de Brouwer afirma que la bola [E” tiene la propiedad del

punto fijo.

Teorema 47. Sea n > 1. Las propiedades siguientes son equivalentes:
a) S"! no es un retracto de E™.
b) E™ tiene la propiedad del punto fijo.

c¢) S ! no es contractil.
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Demostracion: En el teorema |36 ya hemos demostrado que @ implica @, y en 45 hemos
visto que @ implica Falta probar que si S*~! no es contractil, entonces S”~! no es un

retracto de E™.

Supongamos que S*~! no es contractil. Razonemos por reduccién al absurdo, esto
es, supongamos que S"! es un retracto de E". Esto implica que existe una aplicacién

continua ¢ : E® — S"~! tal que t(z) = = para todo z € S"~1.

En primer lugar, dado que E™ es un conjunto convexo, a partir del lema fundamental
de construccién de homotopias podemos ver que E" ~ {z}, con = € E", es decir, que la

n-bola E™ es homotépicamente equivalente a un punto suyo.

Por otro lado, sii : S*! — E” es la aplicacién inclusién, tenemos que iot : E* —s E®
es homotopa a la aplicacién identidad en E™ por el lema fundamental de construccién de
homotopias. Por otro lado, la aplicacién toi : S*~1 — S”~! es la aplicacién identidad en
sr—1,

Tenemos por lo tanto que i ot ~ Idgn y t 0i ~ Idgn-1, luego E® ~ "1, Ademds
tenemos que E" ~ {x}, por lo que S"~! ~ {z} lo cual es un absurdo ya que hemos supuesto

que S™! no es contractil. O

2.7 Dimensién de recubrimiento de Lebesgue

En esta seccién vamos a introducir el concepto de dimensiéon topoldgica, con el objetivo

de llegar a probar que si m < n, entonces R"” y R” no pueden ser homeomorfos.

Definicion 48. Sea X un conjunto y sea A una familia de subconjuntos de X. Diremos
que la familia A es de orden n si existe al menos un x € X que pertenece a la interseccién
de n + 1 elementos de A y, ademas, si la interseccién de n + 2 subconjuntos de la familia
A sea siempre vacia. Si el entero n no existe diremos que A tiene orden co. Al orden de

la familia A lo denotaremos como Ord A.

Definicién 49. Sea X un conjunto y sean A y B dos recubrimientos de X. Diremos que
B es un refinamiento de la familia A, si para todo B € B existe un A € A tal que B C A.

Si B es un refinamiento de A, lo denotaremos como A < B.

Definicion 50. Sea X un espacio topoldgico. Vamos a asignar a este espacio un nimero
entero, llamado dimension de recubrimiento y que denotaremos como Dim X, que satisface

las siguientes condiciones:
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1. Dim X < n si para todo recubrimiento finito y abierto A de X, existe un refinamiento
finito y abierto B de A tal que Ord B < n.

2. DimX =nsi DimX <nyDimX £ n—1, es decir, n es el menor entero tal que

Dim X <n.
3. Dim X = oo si para ningtin n := —1,0,1... se verifica Dim X < n.
Definicién 51. Sea A := {A};c; un recubrimiento de un espacio topolégico X. Si

B := {B}cs es un recubrimiento de X tal que B; C A; para todo i € I, entonces diremos

que B es una contraccion de A.

Observacién 52. Tenemos entonces que toda contraccién BB de A es un refinamiento de

A, aunque la implicacién contraria no es siempre verdad.

Teorema 53. Todo recubrimiento A finito y abierto de un espacio normal X, tiene una

contraccién C finita y cerrada.

Demostracion: Vamos a demostrarlo por induccién sobre m, siendo este el nimero de

abiertos que tiene el recubrimiento A.

Para m = 2, suponemos que A := {A;, A2}. Definimos los cerrados F} := X \ A y
Fy := X \ Ay. Tenemos que

BNk =(X\A1)N(X\A) =X\ (41UA) =0,

y como X es un espacio normal, existen abiertos disjuntos U; y Us tales que F; C U3
y Fy C Us. Por lo tanto, si 1 = X \ Uy y Cy = X \ Uy, entonces C := {C1,Cs} es la

contraccién que buscabamos.

Supongamos que se satisface para m — 1 y probemos que también es cierto para
m. Sea A := {Ai,..., A} un recubrimiento finito y abierto de X. Definimos los
abiertos A, = A;,sii=1,....m—2,y Al | = A1 UA,. Tenemos entonces que
A= {A4],..., Al |} es un recubrimiento finito y abierto de X. Aplicando la hipdtesis de
induccién, existe una contraccién cerrada de A’ dada por C' := {C1,...,C} _;}. Tomando
ahora el cerrado C],_; del espacio X, que es normal, podemos aplicar nuevamente la
hipétesis de induccién para m = 2 tomando como recubrimiento de CJ,_; la familia
de abiertos {C],_; NUp—1,C),_1 NUy}. Obtenemos entonces el recubrimiento cerrado
{Cpn=1,Cp} de C!,_4, donde Cy,—1 C Upy—1 y Cyy, C U,y,. Entonces la familia de cerrados
C:={Cy,...,Cp}, donde C; = C} parai=1,...,m—2, es una contraccién del recubrim-
iento A de X. O
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Definicién 54. Sea A := {A},c; una familia de subconjuntos de un espacio topolégico
X. Diremos que la familia B := { B};c; de subconjuntos de X es una expansidn controlada
de A, si A; C B; para todo i € I, y ademds, para todo subconjunto {i1,...,ix} C I, se
satisface que

A, N--NA;, #0si,ysolosi, B, N---NB;, #0.

Teorema 55. Sea X un espacio topolégico normal. Toda familia C finita de subconjuntos
cerrados de X tiene una expansién controlada A abierta. Més aun, si para todo C' € C
existe un abierto U tal que C' C U, entonces el correspondiente A € A puede elegirse de
forma que C C A C U.

Demostracion: Sea C := {C1,...,Cp} una familia de cerrados de X. Sea Fj la unién de
las intersecciones Cj; N -+ N Cy, , tales que C;1 N Cy N---NC;, = 0. Como X es normal,
y dado que C7 y Ep son cerrados disjuntos, existen un abierto A; tal que C7 C A,
A1 N By = . Tenemos entonces que Cp := {A;,Co,...,Cp} es una expansién controlada
de C. Sea ahora Fs la unién de las intersecciones de elementos de C; cuya interseccion es

vacia con Co. Al igual que con Cj, existe un abierto Ay tal que Cy C A, Ay N Ey = 0,

obteniendo la expansién controlada Cy := {41, A3, C3,...,Cp}. Repetimos este proceso
m veces hasta que obtenemos finalmente la expansién controlada C,, := {/_11, .. ,flm} de
C. Como C; C A; C A; para todo j = 1,...,m, la familia A := {4;,..., A} es una
expansion controlada abierta de C. 0

Definicién 56. Sea X un espacio topolégico, A un/a recubrimiento/contraccién de X
y sea ¢ > 0. Diremos que A es un/a e-recubrimiento/e-contraccion de X si para todo

A € A, su didmetro es menor que €.

Teorema 57. Sea X un espacio métrico compacto. Entonces, Dim X < n si, y solo si,
para todo € > 0, existe un e-recubrimiento de X finito y cerrado A de orden menor o igual

que n.

Demostracion. Supongamos que Dim X < n. Para € > 0, definimos la familia de abiertos
€
B:={B (x,g) rx e X}

Dado que B recubre al compacto X, existe un subconjunto finito By := { B(wo, §), - .., B(¥m, §)}
de B que también recubre X. Dado que Dim X < n, existe un refinamiento A finito y
abierto de By, con Ord A < n. Dado que para todo A € A se tiene que A C B para cierto
B € By, la familia A es un e-recubrimiento. Al recubrimiento A le podemos aplicar el

teorema el cual nos da lugar a una contracciéon de A de cerrados, a la que llamaremos
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C. Falta probar que C es de orden menor o igual que n, para ello, razonemos por reduccién

al absurdo suponiendo que existe un subconjunto {C;,,...,C;,,} C C tal que
Cilﬂ---ﬂcin+2 7'&@

Dado que C es una contraccién de A, existe un subconjunto {4;,,..., 4;,,,} de A tal que

Ci; € A;; para todo j = 1,...,n+ 2. Por lo tanto tenemos que
Ailm"'mAin+2 #07

lo cual es un absurdo ya que Ord A < n. Como consecuencia, C es un e-recubrimiento

finito y cerrado del espacio X.

Supongamos ahora que para todo € > 0 existe un e-recubrimiento finito y cerrado
de X, siendo de orden menor o igual que n. Sea A := {Aj,..., A} un recubrimiento
finito y abierto de X. Sea ahora ¢ > 0 un numero de Lebesgue de la familia A. Por
lo tanto, existe un e-recubrimiento {C1,...,C)} finito y cerrado de X, de orden menor
o igual que n al que llamaremos C. Tenemos ademds que C; C A;;, con A;; para todo
j=1,...,p. Porel teorema existe una expansion controlada abierta B’ := { B, ..., B}
del recubrimiento C. Vamos a definir la familia B := {Bi,..., B}, donde B; = B;- N A;
para todo j = 1,...,p. Probemos que B es un refinamiento de A de orden menor o igual
que n. Razonemos por reduccién al absurdo suponiendo que es de orden mayor que n, es

decir, que existe un subconjunto {By,, ..., By, ,} tal que
By, N---N By, ., #0.
Dado que By, C Bjﬁs para todo s =1,...,n + 1, entonces
B, N---NDBy ., #0.
Como B’ es una expansién controlada de C, se tiene que
Ciy NN Cl,y # 0.
Llegamos a un absurdo ya que OrdC < n, por lo que Ord B < n, luego Dim X < n. O

Teorema 58. La dimension de recubrimiento se conserva mediante homeomorfismos, es

decir, si X e Y son espacios topoldgicos homeomorfos, entonces tienen la misma dimensién.

Demostracion. Basta tener en cuenta que el concepto de dimensién se expresa en términos
de recubrimientos finitos de abiertos, conceptos que son invariantes por homeomorfismos.

Vamos de todas formas a exponer una demostracion detallada.
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Sea p : X — Y un homeomorfismo entre los espacios topolégicos X e Y. Supongamos
que si X tiene dimensién n, veamos por lo tanto que Y también. Sea A := {Ayp,..., An}
un recubrimiento finito y abierto de Y, por lo tanto, dado que Y = AgU- - -U A,,, entonces
X=¢p 1 (Y)=p Y Ag)U---Up (A). Estoimplica que {p~(Ap), ..., 1 (An)} esun
recubrimiento finito y abierto de X, que llamaremos ¢~ (A). Dado que Dim X = n, existe
un subrecubrimiento finito B < A con Ord B < n. Si B es de la forma B := {By, ..., By},
dado que X = By U ---U B,, entonces p(X) =Y = ¢(By) U--- U p(By), luego es un
recubrimiento de Y al que denotaremos como ¢(B). Veamos entonces que ¢(B) < A.
Sea ¢(B;) € ¢(B), dado que B; C ¢ 1(A;) para cierto o 1(A;) € ¢ 1(A), entonces
©(B;) C p(p 1 (4;)) = Aj, con A; € A, por lo tanto p(B) es un subrecubrimiento de A.

En cuanto al orden de ¢(B), como OrdB = n, entonces la interseccién de n + 2
elementos de B serd vacia, luego la interseccién de n + 2 elementos de ¢(B) también serd

vacia dado que ¢ es biyectiva y, por lo tanto, Ord p(B) < n, luego DimY < n.

Hemos visto por lo tanto que Dim Y < Dim X. Ademads, usando el mismo razonamiento,

podemos ver que Dim X < DimY. Por lo tanto, Dim X = DimY. ]
Lema 59. Sean ay,...,a, puntos afinmente independientes. Entonces, para el simplice
A =< ag,...,a, >, se tiene que Dim A < n.

Demostracion: Sea A un recubrimiento finito por abiertos de A. Tomamos un 6 > 0 que

sea un numero de Lebesgue para A, por lo que a partir del teorema [24]y el lema[l] existe

un ! > 0 tal que m(K'(A)) < $. Por lo tanto, para cada v € V(K!(A)) tenemos que

St(v, K'(A)) C A para cierto A € A. Es decir, la familia finita de abiertos
B := {St(v, K'(A)) : v € V(KY(A))}

es un refinamiento de A. Vamos a probar que Ord B < n, para ello, razonemos por

reduccién al absurdo suponiendo que existe un z € A tal que
z € x € St(vg, KY(A))N---NSt(v, + 1, K(A)),

con v; € V(K!'(A)), parai=1,...,n+ 1, siendo todos los v; distintos. Tenemos entonces
que x pertenece al interior de un simplice de n + 2 vértices, pero esto es un absurdo ya

que el complejo simplicial K (l)(A) no hay simplices de dimensién geométrica n + 1.

Hemos demostrado que Ord B < n, por lo que Dim A < n. O
Lema 60. Dado el n-simplice A :=< aq,...,a, >, definimos

A=< ag,...,Qy...,an >, coni=0,...,n.
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Si la familia de cerrados B := {By,...,B,} es un recubrimiento de A tal que a; € B; y
A; N B; = () para todo i, entonces By N ---N B,, # 0.

Demostracion: Vamos a ver que se puede aplicar el Lema KKM @ Sea < @y, ... ,0; >
una cara del simplice A;. Como < aj,...,a; >C A;, entonces < aj,,...,a; > NB; = .
Ademss < a;y,...,ai, > NB; =) para todo j # g, ...,a;. Como B recubre A, tenemos
entonces que < @, . ..,a; >C B;yU---UDB;, , por lo que podemos aplicar el Lema KKM
29 obteniendo

Byn---NB, #0.

O]

Lema 61. Para todo m-simplice A :=< ag,...,a, >, existe un ¢ > 0 tal que todo

e-recubrimiento cerrado y finito de A es de orden mayor o igual que n.

Demostracion: Para el conjunto de cerrados {Ay, ..., A,}, el cual tiene interseccién vacia,

sea € > 0 un namero de Lebesgue que obtenemos al aplicar el corolario

Sea B := {By, ..., Bp} un e-recubrimiento cerrado de A. Veamos en primer lugar que
si ap € B;, entonces Ay N B; = (). Para ellos supongamos que ay € B; para cierto B; € B.
Puesto que el didmetro de B; es menor que ¢, existe 0 < j < n tal que A; N B; = 0.
Dado que aj € B;, tenemos que j = k y, por lo tanto, concluimos que A N B; = 0.
Como consecuencia, cada B € B puede contener como mucho un vértice de A. Dado
que B es un recubrimiento cerrado de A, entonces para cada 0 < k < n, existe un 7 tal
que aj € B;,. Reordenando los miembro de B conseguimos que ag € By, ...,a, € B,.

Definimos entonces los siguientes cerrados
Co:=U{BeB:AynNB=0}

Ci:=U{BeB:A1NB=0,B¢ Cy}

Ch ZZU{BEBZAnﬂB:@,BgCO,...,BQCnfl}.

Sea a; € V(A) y sea B; € B tal que a; € B;. Tenemos entonces que B; N A; = () por
lo visto anteriormente. Se tiene ademds que B; N A; # () para todo j = 0,...,n distinto
de i, luego B; C C; y, como consecuencia, a; € C;. Por otro lado, la familia de cerrados
C :={Cy,...,Cy} es un recubrimiento de A que cumple las condiciones del lema luego

el orden de C sera n. Por lo tanto tenemos que

Con---NGC, #0.
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Probemos ahora que el orden de B es mayor o igual que n. Sea x € CoN---NC,. Para
cada i =0,...,n, tenemos que cada C; esta formado por la unién de elementos de B. Esto
implica que para cada C; existe un B;, € B tal que x € B;; C C; para todo 7 =0,...,n
(por la construccién de los cerrados Cj, hemos garantizado que los By, son distintos entre
sf). Tenemos por lo tanto que

B, N---NBy, #0,

es decir, el orden de B es mayor o igual que n.

Hemos demostrado que para todo n-simplice, existe un € > 0 tal que todo e-recubrimiento
cerrado y finito de dicho simplice es de orden mayor o igual que n. O
Teorema 62. Sea ¢ un n-simplice. Entonces tenemos que Dim o = n.

Demostracidn: Es consecuencia directa de los lemas 59|y [61} O
Teorema 63. Todo subespacio compacto de R™ tiene dimensién menor o igual que n.

Demostracion: Sea D C R™ un subespacio compacto. Dado que es acotado, existe un
n-simplice A tal que D C A. Vamos a demostrar que Dim D < n a partir del teorema [57]

Sea ¢ > 0. Dado que Dim A < n, existe un e-recubrimiento C’ := {C7,...,C,} finito
y cerrado de orden menor o igual que n que recubre A. Definimos entonces los cerrados
Cj:=CI/ND paratodoi=1,...,p. Estos formardn un e-recubrimiento C := {C1,...,Cp}
finito y cerrado de D. Supongamos ahora que tenemos un subconjunto {Cj,,...,C;, } € C
tal que
{Ciy,....Ci .} #0.

Como C;; C C’{j para todo j = 1,...,k, tenemos entonces que

{Ci,,-- . CL#0,

luego la familia C es de orden menor o igual que C’, por lo que OrdC < n. A partir del

teorema concluimos por lo tanto que Dim D <n O
Teorema 64. Sean 1 < n < m. Los espacios R" y R” no son homeomorfos.

Demostracion: Razonemos por reduccion al absurdo, es decir, supongamos que existe un
homeomorfismo

p: R™ — R".
Sea A un m-simplice de R™. Por el teorema sabemos que A tiene dimensién m,

y ademds, a partir del teorema sabemos que ¢(A) tendrd dimensién m, lo cual
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es un absurdo ya que ¢(A) es un compacto en R™, por lo que Dimp(A) < n, pero
Dim ¢(A) = m > n. Concluimos por lo tanto, que no existe un homeomorfismo entre R"
y R™. O
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