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2 El algoritmo Prophet Javier Luna Manteca

1. Introduccion

Las series temporales estdn constantemente presentes en nuestra vida cotidiana. En una variedad
de campos, incluyendo la prediccion meteoroldgica, el anélisis de datos financieros y la monitori-
zacion de la salud, las series temporales desempefian un papel fundamental en la comprension y
anticipacion de eventos futuros.

En este trabajo de fin de grado, se presenta el algoritmo Prophet desarrollado por Facebook, una
herramienta estadistica de prediccion de series temporales, haciendo una descripcion de todos los
modelos estadisticos que este algoritmo utiliza para ajustar los modelos de prediccion. Una de
las caracteristicas de este algoritmo es que tiene capacidad para modelar series temporales con
multiples componentes, como tendencias, estacionalidades y efectos de dias festivos.

Uno de los aspectos fundamentales del algoritmo Prophet es su capacidad para descomponer una
serie temporal en sus componentes subyacentes y modelarlas de manera individual. Esto nos lleva
al tema de nuestro estudio: el anélisis de Fourier en las series temporales.

Este estudio se divide en dos partes principales. Primero, el uso de las series de Fourier en el
estudio de componentes estacionales en las series temporales. Esto incluird un andlisis detallado
de como los sinusoides pueden utilizarse para capturar patrones estacionales en los datos, asi co-
mo conceptos importantes como la ortogonalidad de las funciones sinusoidales, el ‘Aliasing’ y el
andlisis armoénico. En la segunda parte, se trata el uso de las series de Fourier en el estudio de com-
ponentes ciclicas no estacionales. Aqui, se estudian conceptos como la demodulacion compleja y
los periodogramas.

Por dltimo, para ilustrar las capacidades del algoritmo Prophet, se realiza un ejemplo de predic-
cion utilizando este algoritmo con el lenguaje de programacién R. Para ello se utilizan datos de
concentracion de nicleos contaminantes de didéxido de nitrégeno NO; en la atmdsfera en el nicleo
urbano de Londres.

Este trabajo tiene como objetivo presentar el algoritmo Prophet como una herramienta estadistica
de prediccion de series temporales y, al mismo tiempo, proporcionar un estudio exhaustivo del
andlisis de Fourier en el contexto de las series temporales.

2. El algoritmo Prophet

2.1. Analisis de series temporales

Definicion 2.1. Una serie temporal es una coleccion de observaciones numéricas organizadas
en un orden natural. Normalmente cada observacion estd asociada con un instante particular o
intervalo de tiempo, y esto es lo que proporciona el orden de la serie temporal.

El andlisis de series temporales es una técnica utilizada para estudiar y modelar datos secuenciales
que se recopilan a intervalos regulares de tiempo. Estos datos pueden representar fendmenos en
campos tan diversos como la economia, la meteorologia, la fisica, la medicina y muchas otras dis-
ciplinas cientificas. El objetivo del andlisis de series temporales es descubrir patrones, tendencias y
estructuras subyacentes en los datos para comprender mejor el comportamiento de los fendmenos
estudiados y realizar predicciones o estimaciones.
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Para analizar y comprender estas series, es fundamental comprender las caracteristicas basicas que
pueden presentar, como tendencias, estacionalidad y periodicidad.

Definicion 2.2. La tendencia se refiere a la direccion general y persistente en la que se mueven los
datos a largo plazo. Puede ser ascendente (crecimiento), descendente (decrecimiento) o incluso
no existir (datos estacionarios). La tendencia puede ser el resultado de miiltiples factores, como
cambios en la oferta y demanda, condiciones econémicas, politicas o sociales.

Definicion 2.3. La estacionalidad en una serie temporal se refiere a las fluctuaciones regulares y
periodicas que ocurren dentro de una serie temporal en un periodo de tiempo mds corto que la
tendencia. Estas fluctuaciones se repiten en intervalos regulares y generalmente estdn asociadas
con factores estacionales, como cambios climdticos, festividades, vacaciones o comportamientos
humanos que siguen un ciclo temporal de duracion conocida de antemano.

Definicion 2.4. La periodicidad se refiere a la presencia de patrones repetitivos en una serie
temporal. Es decir, ciertos eventos o fluctuaciones en los datos ocurren de manera regular a lo
largo del tiempo. Estos patrones pueden manifestarse en diferentes escalas y duraciones. En la
componente periddica, la duracion del ciclo se desconoce y, ademds, no todos los ciclos tienen
por qué tener la misma duracion.

Observacion 2.5. - Identificar la tendencia es esencial para comprender la evolucion de los datos
y evaluar su comportamiento a lo largo del tiempo.

- La estacionalidad puede tener una duracion que varia en funcion del periodo especifico que se
esté analizando.

- El andlisis de la estacionalidad de una serie temporal es relevante para comprender los efectos
ciclicos asociados con fenémenos estacionales y es de utilidad en predicciones.

- Las series de Fourier nos ayudan a identificar y descomponer estas periodicidades, lo que nos
permite comprender mejor los patrones recurrentes y realizar andlisis mds precisos de las series
temporales.

- La mayor diferencia entre la estacionalidad y la periodicidad es que en la estacionalidad la
duracion del ciclo se conoce de antemano, mientras que en la componente periodica no.

- En la componente periodica no todos los ciclos tienen por qué tener la misma duracion (la
duracion es habitualmente aleatoria).

En resumen, la tendencia describe una direccion general y constante de los datos a largo plazo, la
periodicidad se refiere a patrones repetitivos en diferentes escalas de tiempo, y la estacionalidad
se enfoca en patrones que se repiten dentro de un intervalo especifico relacionado con factores
estacionales.

2.2. Elalgoritmo

El algoritmo de prediccion ‘Prophet’ utiliza un modelo estadistico basado en descomponer la serie
temporal en tres componentes principales que representan:

» Tendencia
= Estacionalidad

= Festivos y eventos
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Para la tendencia utiliza una funcién no lineal que se ajusta a los cambios no periddicos a largo
plazo. Para la estacionalidad utiliza un modelo de Fourier para capturar patrones repetitivos. La es-
tacionalidad puede ser modelada como componente aditivo o como componente multiplicativo. En
este ultimo caso, la componente de la estacionalidad se representa como un factor que multiplica

g(t).

Estas tres componentes se combinan, junto con el error, de manera aditiva:

y(t) =g(t) +s(t) +h(t) +£(1) (1)
Donde,

= La funcién de tendencia g(¢) modela cambios no periddicos en el valor medio de la serie
temporal.

= La componente estacional s(¢) representa cambios periddicos de periodo conocido (p.ej.,
estacionalidad semanal y/o anual).

= Lacomponente /(¢) representa el efecto de los dias festivos o eventos que ocurren de manera
irregular.

= La componente aleatoria o término del error £(¢) representa cualquier cambio que no haya
sido registrado por el resto de componentes.

Esta especificacion es similar a la de un modelo aditivo generalizado (GAM). Esta formulacion
tiene la ventaja de que es facilmente descomponible y se pueden anadir componentes si es necesa-
rio. La diferencia estd en que el algoritmo Prophet sélo utiliza un regresor: el tiempo (con varias
funciones lineales o no lineales del tiempo como componentes).

El algoritmo establece valores por defecto que son apropiados para la mayoria de los problemas
de prediccion, pero deja al usuario alterarlos para conseguir un resultado mas 6ptimo.

2.3. Tendencia

En la implementacion del algoritmo Prophet se han incluido dos modelos de tendencia comunes
que son ampliamente aplicables en diferentes contextos: un modelo de crecimiento de saturacién
y un modelo de tendencia lineal a trozos.

2.3.1. Modelo no lineal de crecimiento de saturacion

Este modelo asume que la tendencia de los datos se acerca a un limite superior a medida que pasa
el tiempo. Es titil cuando se espera que los datos alcancen una meseta o un nivel maximo a cierto
plazo.

En otras palabras, en ocasiones el crecimiento es no linear y satura a una capacidad de carga
determinada. Por ejemplo, la capacidad de carga para el nimero de usuarios de Facebook en un
area particular podria ser el nimero de personas con acceso a internet en esa area.
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Este tipo de crecimiento normalmente se modela utilizando el modelo de crecimiento logistico. En
este modelo los datos siguen una curva sigmoidal, la cual tiene forma de ‘S’, y en €l se utiliza la
funcion logistica para representar la tendencia de crecimiento de los datos a medida que se acercan
a un limite superior. La funcidn logistica tiene, en su forma mds bésica, la siguiente forma:

B C
~ 1+exp(—k(t—m))’

8(7) 2)

donde:

= g(t) es el valor esperado de la componente de la tendencia.

= C es la capacidad de carga, capacidad méxima o limite superior que los datos tienden a
alcanzar.

= k es el pardmetro o tasa de crecimiento de la curva.

= m es un parametro que indica el valor ‘x’ del punto medio de la funcion logistica. Se ha
decido llamarlo parametro de compensacion.

Esta curva se caracteriza por un crecimiento lento al principio, un crecimiento mds rapido en el
medio y luego un crecimiento lento nuevamente cerca del limite superior. Esto refleja el proceso

de saturacion en el que los datos se acercan a su limite maximo.

La funcién logistica estdndar, donde C = 1, k = 1, m = 0 es a menudo llamada funcién ‘sigmoide’.

y = sigmoide(x)

Figura 1: Funcién sigmoide o sigmoidal. Funcién logisticaconC=1,k=1,m =0

Sin embargo, esta forma de modelar la tendencia no refleja aspectos del crecimiento en diversas
aplicaciones de Facebook que quieren ser capturados con el modelo. Las constantes C, k y m que
se han definido previamente pasan ahora a ser variables con el tiempo y la funcién deja de ser
logistica, aunque su estructura parte de esta funcién. Se acompainan con el adjetivo constante los
pardmetros de la funcion logistica.
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- La capacidad de carga no es constante. En el ejemplo anterior, donde se analiza el nimero
de usuarios de Facebook en un area particular, se puede observar que el nimero de personas en
el mundo con acceso a internet aumenta, luego también aumentard la capacidad de carga. Por lo
tanto la capacidad de carga debe ser dependiente del tiempo, y se cambia C por C(1).

- La tasa de crecimiento tampoco es constante, puede verse afectada por diversos factores y el
modelo debe ser capaz de incorporar una tasa variable. El algoritmo aborda estos cambios en la
tendencia en el modelo de crecimiento definiendo explicitamente puntos de cambio. Estos puntos
de cambio son momentos en el tiempo en los que se permite que la tasa de crecimiento cambie, lo
que refleja las variaciones en los factores que influyen en el crecimiento de los datos.

Se supone que hay § puntos de cambio en los instantes s;, j = 1,...,S. El algoritmo define un
vector de ajustes de tasa de crecimiento § € RS, donde 0; es el cambio que ocurre en la tasa de
crecimiento en el instante s;. La tasa en cualquier instante ¢ se redefine entonces como la tasa base
o inicial kg = k(0) mds todos los ajustes hasta tal punto: k(t) = ko + ¥ ;> 0;-

Esto se puede representar mds facilmente definiendo un vector a € 0,15 tal que

1, sit>s;
aj(t): ’ ="
0, otro caso

La tasa de crecimiento en el instante ¢ es entonces ahora k() = ko +a(t) ' 8.

- Cuando la tasa base constante k es redefinida, también se redefine el parametro de compensa-
cion m para que los extremos de los segmentos estén conectados. De la misma manera que antes
ahora tenemos un vector de ajustes para el pardmetro de compensacion:

k+Zl<j51>
= s;—mo— -,
L 7o KZ}YI ( k+Y<;0

siendo my = m(0) el pardmetro de compensacion en el instante inicial. El pardmetro de compen-
sacién en el instante ¢ es entonces ahora m(t) = mg+a(t) " y.

Entonces el modelo de crecimiento logistico a trozos se redefine de la siguiente manera:

C(t)

80 = e (= (ko + () T8) (= (mo +al) 7))

3)

El modelo de crecimiento de saturacion en Prophet es un caso especial de curvas de crecimiento
logistico generalizado.
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2.3.2. Modelo de tendencia lineal a trozos

Para problemas de prediccion en los que no existe una tendencia de saturacidn, es decir en los
que no hay un valor de capacidad de carga maxima ni minima, es suficiente y util el modelo de
tendencia lineal con puntos de cambio.

El modelo de tendencia lineal con puntos de cambio en Prophet permite capturar cambios en la tasa
de crecimiento de los datos a lo largo del tiempo sin asumir una saturacion o limites especificos.
En lugar de ajustar una curva sigmoidal o logistica, este modelo utiliza segmentos lineales en los
que la pendiente y la interseccion pueden cambiar en los puntos de cambio definidos.

Este enfoque es especialmente ttil cuando los datos muestran cambios abruptos, variaciones o
tendencias cambiantes a lo largo del tiempo. El modelo de tendencia es en este caso:

(1) = (ko+a(r) ' 8)t+ (mo+a(r)'y), 4)

donde como antes kq es la tasa de crecimiento base o inicial, 0 es el vector que determina los
ajustes o cambios de tasa, mq es el pardimetro de compensacién en el instante inicial y y; = —s;0;
una funcién para conseguir que la funcién tendencia sea continua.

2.3.3. Puntos de cambio

Los puntos de cambio pueden ser especificados por el analista a la hora de construir el modelo
utilizando fechas conocidas de eventos relevantes que alteren el crecimiento, pero también pueden
ser seleccionados automaticamente por el algoritmo en funcién de un conjunto de candidatos con
las formulaciones (3) y (4) y fijando previamente un vector disperso en §.

Definicion 2.6. Se llama vector disperso a aquel que es vacio, es decir, que no contiene datos, o
tiene valores nulos.

Observacion 2.7. - Es una posibilidad existente en la estadistica informdtica crear vectores
vacios, sin datos, para representar situaciones en las que no se dispone de informacion o cuando
se necesita inicializar un vector antes de agregarle datos.

Normalmente se especifica un gran niimero de puntos de cambio (por ejemplo uno por mes en un
conjunto de datos de varios afios de duracion) y se usa el vector

0j ~ Laplace(0, 1) ,

donde Laplace(0, 7) hace referencia a la distribucién de Laplace con parametro de localizacién u =
0y parametro de escala b = 7. Se especifica mas sobre la distribucién de Laplace en el Apéndice A.
El parametro 7 controla directamente la flexibilidad del modelo para alterar su tasa de crecimiento.
Cuando 7 es grande, el modelo tiene mayor flexibilidad para ajustar la tasa de crecimiento en cada
punto de cambio, lo que permite cambios mds abruptos y rdpidos en la tendencia. Por otro lado,
cuando 7T es pequeiio, o cuando se acerca mds a cero, el modelo se vuelve menos flexible porque
los puntos de cambio estdn menos dispersos.

Fijar un vector disperso para los ajustes 6 no tiene impacto en la tasa de crecimiento k( del modelo,
luego cuanto més se acerca T a 0, més se acerca el modelo a un crecimiento logistico o lineal, con
cambios mas suaves y graduales en la tasa de crecimiento.
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2.3.4. Incertidumbre de prediccion

Cuando el modelo se lleva més alld de los datos proporcionados para realizar una prediccion,
el modelo asume que la tendencia seguird una tasa constante. Se estima la incertidumbre en la
tendencia pronosticada al extender el modelo generativo hacia adelante.

En el modelo generativo para la tendencia se asume la existencia de S puntos de cambio en un
historial de T puntos. Cada punto de cambio tiene asociado un cambio de tasa d; ~ Laplace(0, 7).

Cuando se simulan futuros cambios de tasa para imitar los del pasado, se reemplaza el pardmetro T
con una varianza inferida a partir de los datos. Esto implica que se estima la varianza o dispersion
de los cambios de tasa observados en el historial y se utiliza esa informacidn para generar cambios
de tasa futuros de manera realista.

Existen dos enfoques para estimar el parametro de escala de tasa 7 en el modelo generativo de
Prophet: la inferencia Bayesiana con una prioridad jerarquica en 7 y la estimacion de maxima
verosimilitud.

Nos centramos en el segundo enfoque. La estimacién de méxima verosimilitud busca encontrar el
valor de T que maximiza la probabilidad de observar los datos una vez dados los parametros del
modelo. En el contexto de Prophet, se utiliza una estimacion de mixima verosimilitud para obtener
el parametro de escala de tasa A.

La estimacion de méaxima verosimilitud del pardmetro de escala de tasa A se calcula como la
media de los valores absolutos de los cambios de tasa observados en los puntos de cambio. Esto
proporciona una estimacion puntual de la dispersién o variabilidad de los cambios de tasa en el
modelo generativo. De esta forma A = é{‘j:l ‘ 0 j|

Entonces, los futuros puntos de cambio se distribuyen de manera que la frecuencia media de puntos
de cambio sea la misma que la frecuencia media de puntos de cambio de los datos proporcionados:

0;j=0 con probabilidad TT_S,

vi>T, { 8; ~ Laplace(0,1) con probabilidad %

Medimos la incertidumbre de la prediccion de la tendencia asumiendo que en el futuro tendremos la
misma frecuencia y magnitud medias de cambios de tasa que tenemos en los datos proporcionados.

Una vez A es inferido de los datos, se utiliza este modelo generativo para simular posibles futuras
tendencias y usar las tendencias simuladas para computar intervalos de incertidumbre.

La incorporacion de incertidumbre en la tendencia pronosticada es importante para proporcionar
una medida de la confianza o variabilidad asociada a las predicciones realizadas mas all4 de los
datos disponibles. Al simular futuros cambios de tasa y tener en cuenta la incertidumbre en estos
cambios, el modelo generativo puede capturar una amplia gama de posibles escenarios y propor-
cionar intervalos de confianza para las predicciones futuras.

10
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2.4. Estacionalidad

La manera que tiene el algoritmo Prophet de reflejar efectos periédicos de los datos con un modelo
flexible se basa en las series de Fourier.

Se utilizan componentes de series de Fourier para modelar y ajustar patrones estacionales y periddi-
cos en los datos. Estos patrones pueden incluir estacionalidad diaria, semanal, mensual o anual, asi
como otros patrones periddicos que puedan existir en los datos.

El algoritmo busca y ajusta automdaticamente el nimero adecuado de componentes de series de
Fourier para capturar los patrones estacionales y periddicos presentes en los datos, sin necesidad
de que el analista especifique manualmente ningtin argumento a mayores.

Sea P el periodo regular que se desea que la serie tenga, p. €j. P = 7 para datos semanales cuando
nuestra escala para la variable tiempo es en dias. Entonces se pueden aproximar efectos estaciona-
les suaves arbitrarios con una serie de Fourier estandar.

- () o)

Aproximar el componente de la tendencia requiere estimar los 2N parametros
T
ﬁ = [a17b17~"7aN7bN] .

Esto se consigue construyendo una matriz de vectores de estacionalidad para cada valor de ¢ en
nuestros datos proporcionados y futuras predicciones. Cada uno de estos vectores de estacionalidad
es de la forma:

)= s (221 s (221, (200 g (2200

Y por lo tanto, el componente estacional es

En el modelo generativo de Facebook toman 3 ~ Normal(0, ) para imponer un suavizado previo
en la estacionalidad. Este pardmetro o permite ajustar la fuerza de la componente de estacionalidad
en el modelo, incrementando (valor alto) o reduciendo (valor bajo) la influencia de la estacionali-
dad en las predicciones.

El algoritmo estima automaticamente el vector 8 que mejor aproxime los efectos estacionales sua-
ves en los datos observados. Estos coeficientes se ajustan mediante un enfoque de optimizacion
para encontrar la combinacién que minimiza la discrepancia entre los datos reales y la aproxima-
cion de la serie de Fourier.

En funcidn de la N que se utiliza se filtran o no ciertas periodicidades con baja frecuencia. Au-
mentar N permite ajustar patrones estacionales que cambian mds ripidamente, aunque se corre
un mayor riesgo de sobreajuste. La N puede ser especificada por el analista, aunque el algoritmo
también funciona sin ser especificada. Para la estacionalidad anual y semanal el algoritmo utiliza
por defecto N = 10 y N = 3, respectivamente. La eleccion de estos valores funciona bien para la
mayoria de los casos segtn los desarrolladores.

11
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2.5. Festivos y eventos

El algoritmo Prophet permite al usuario proporcionar una lista de pasados y futuros eventos, cada
uno de ellos identificado por el nombre tnico del evento o dia festivo. También permite incluir el
pais al que corresponde el evento para mantener una lista de las festividades nacionales especificas
ademads de las globales.

Para incorporar esta lista de festivos y eventos en el modelo, el algoritmo asume que los efectos
de los eventos son independientes. Se considera por tanto que cada evento tiene un impacto inico
e independiente en la serie temporal, sin interacciéon o dependencia entre ellos. Esta asuncion
simplifica el modelo y permite tratar cada evento de manera individual, sin tener en cuenta posibles
efectos conjuntos o interacciones entre ellos.

Para cada evento i, se define D; el conjunto de fechas pasadas y futuras para dicho evento. Anadi-
mos un vector Z(¢) de funciones indicatrices denotando si el instante ¢ transcurre durante un evento
i. Asignamos a cada festivo o evento un pardmetro k;, que es el correspondiente cambio en la pre-
diccion.

Esto se hace de una manera similar al proceso de ajuste de la estacionalidad generando una matriz
de regresores

Z(t)=[I(t € Dy),...,X(t € D1)]

y utilizando

Como con la estacionalidad se utiliza un vector previo k~ Normal(0, V?).

Se recomienda incluir los efectos de los festivos en un rango de dias alrededor de la fecha evento.
Para tener en cuenta esto, se incluyen pardmetros adicionales para los dias alrededor del dia festivo
considerando estos dias como si fueran ellos mismos el dia festivo. Esta estrategia permite capturar
el impacto prolongado de un festivo en los datos.

3. Analisis de Fourier y series temporales.

3.1. Fundamentos teoricos

En esta seccidn, se presentardn los fundamentos tedricos necesarios para comprender las series de
Fourier y su relacion con el andlisis de series temporales.

Definicion 3.1. El andlisis de Fourier o andlisis armdnico de una serie temporal consiste en una
descomposicion de la serie en una suma de componentes sinusoidales. Los coeficientes de las
componentes sinusoidales reciben el nombre de Transformada discreta de Fourier.

Definicion 3.2. El andlisis espectral es un método que describe la tendencia que tienen oscilacio-
nes de una frecuencia determinada a aparecer en los datos, sin necesidad de persistir a lo largo
de la serie.

12



3 Andlisis de Fourier y series temporales. Javier Luna Manteca

Para comprender las series de Fourier, es necesario familiarizarse con conceptos y técnicas ma-
tematicas fundamentales como funciones periddicas, funciones pares e impares y transformadas
integrales.

Definicion 3.3. Una funcion compleja f definida en R se dice que es periddica si
f(x+T) = f(x) para todo x € R.

En ese caso el niimero T se llama periodo de la funcion. Particularmente, una funcion compleja f
definida en R se dice que es periddica de periodo 2T o que es 2i-periddica si

f(x+2m) = f(x) para todo x € R.

Definicion 3.4. Un polinomio trigonométrico (de periodo 21) es una combinacion lineal de fun-

ciones de la famila .
e={":nel},

es decir, es cualquier funcion de la forma

n
Z cre™  donden, m € Z, m <n, ¢, € C.

k=m
Es obvio que los polinomios trigonométricos son ejemplos de funciones 27-periddicas.

Observacion 3.5. - Los datos periodicos mds simples son aquellos que consisten en una tinica
onda coseno

Xy =Rcos(2m (ft+¢)).

- Los datos con mds de una componente periodica son mds dificiles de analizar.

Los sinusoides tienen un comportamiento muy simple bajo un cambio de escala temporal. Un
sinusoide de frecuencia f (en ciclos por unidad de tiempo) o periodo ch (en unidades de tiempo)
puede escribirse como

c(t)=Acos 2w (ft+¢)), 3)

donde A es la amplitud y ¢ es la fase. Si la variable del tiempo se cambia a u = ’_T“, lo cual
incorpora un cambio tanto de origen como de escala, ¢(¢) se transforma en

d(u) = c(a+bu)
=Acos (27 (fbu+ ¢ + fa)) (6)
= A'cos (27r (f/u + ¢)')) ,
donde A’ = A, f' = fby ¢’ = ¢ + fa. Por lo tanto, la amplitud no se modifica, la frecuencia es

multiplicada por b (el reciproco del cambio en la escala del tiempo), y la fase se altera en una
cantidad que incluye el cambio de origen de tiempo y la frecuencia del sinusoide.

Observacion 3.6. La amplitud del sinusoide no depende ni del origen ni de la escala de la variable
del tiempo, por lo que puede ser observada como una cantidad absoluta sin arbitrariedad en la
definicion.

13
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Proposicion 3.7. La suma de sinusoides de frecuencia comiin es otro sinusoide con la misma
frecuencia. En particular, como

Acos (2 (ft+¢)) = Acos(2mft)cos (2m¢) — Asin (27 ft) sin (27¢)
cualquier sinusoide con frecuencia f es una combinacion lineal de las dos funciones base
{cos (27 ft),sin (27 ft)} y el reciproco también es cierto.

Observacion 3.8. - Una manera mds sencilla de interpretar el significado de los pardmetros del
sinusoide representado en la ecuacion (D)) se consigue reescribiendo dicha ecuacion como

c(t) =Rcos(2mf(t—1tp)) ,

donde ty = %‘P es un tiempo en el cual la curva alcanza su mdximo.
- El efecto del cambio de la escala de tiempo de t a u es entonces ahora cambiar el sinusoide a

d(u) =R cos (21 f'(u—uo)) ,

donde R' =Ry f' = fb como antes, y uy = to%a es el tiempo del mismo mdximo representado en
la escala transformada.

Otra caracteristica ttil de las sinusoides es su comportamiento bajo el muestreo (es decir, observar
una funcién de la variable continua ¢ en un conjunto de valores equidistantes g, #1, ...), ya que si el
intervalo de muestreo es A, las sinusoides

Rcos (2m(ft+¢)) y Rcos (27r(f/t+¢))

son indistinguibles si f — f’ es un miltiplo de %. Este fendmeno recibe el nombre de aliasing o
solapamiento.

3.1.1. Transformada de Fourier

La transformada de Fourier es un método matematico utilizado en el andlisis de series temporales
con el objetivo de descomponer una sefial en sus componentes frecuenciales fundamentales. Es
esencial para entender la estructura de frecuencias subyacentes en una serie temporal y es espe-
cialmente util para identificar patrones repetitivos y oscilatorios en los datos observados.

La transformada de Fourier se basa en dos conceptos clave: el espectro de frecuencia y las funcio-
nes sinusoidales, de las que ya se ha hablado.

El espectro de frecuencia es una representacion que muestra la distribucion de las diferentes fre-
cuencias presentes en una sefial. Cada frecuencia en el espectro estd asociada con una amplitud
que indica la contribucion de esa frecuencia a la sefial total. Esto permite identificar las frecuen-
cias dominantes que caracterizan el comportamiento de la serie temporal.

3.2. Series de Fourier en el estudio de componentes estacionales.

El uso mds simple de los sinusoides en el andlisis de datos es describir y aislar las partes periddicas
de una serie, cuando los periodos son conocidos. Esto incluye estimar sus amplitudes y fases,
aunque es mas sencillo hacer un acercamiento al problema en términos ligeramente diferentes,
como se explicara a continuacion.

14
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3.2.1. Acercamiento de ajuste de curvas.

Suponiendo un ciclo en una serie temporal que no tiene una forma simple sinusoidal, la parte
dominante de dicho ciclo se puede esperar que sea de la forma

st =W+ Rcos (2 (ft+ 9)) (7)
donde la frecuencia es f ciclos por unidad de tiempo. Los datos {xg,xp,...,x,_1 } serdin modelados
de la forma

Xt = St + e

Definicion 3.9. El término e, recibe el nombre de residuo en el tiempo t. Es la cantidad necesaria
para hacer la igualdad exacta.

Observacion 3.10. - El término U es una constante afiadida. Este término hace referencia al valor
en torno al que oscilan los datos. Si los datos oscilaran en torno a 0, como la funcion coseno oscila
en torno a 0, se tendria U = 0.

Los parametros desconocidos son i, Ry ¢. El tamafio de los residuos se medira con la suma de
sus valores cuadrados. Por lo tanto, el problema consiste en encontrar i, Ry ¢ para minimizar

n
S(u,R, 9) =Y {x —p—Reos (27(f1+ )}, ®)
t=0
donde el término entre llaves es precisamente el 7-ésimo residuo para valores dados de u, Ry ¢.

Observacion 3.11. - La ecuacion ([7) es no linear en ¢, pero puede ser reescrita como:
st = +Acos(2mft) + Bcos (2nft) ,

donde A = Rcos(2n¢) y B= —Rsin(2m¢)
- Se tomardn como pardmetros los valores A, B 'y L y el modelo serd ahora lineal.
- A partir de los valores de A y B es facil encontrar los valores de Ry §.

Consideramos ahora un modelo simple con dos parametros de un sinusoide sin constante afiadida,
es decir, consideramos que los valores oscilan en torno a cero. El modelo es

x =Acos (2 ft) +Bcos (2w ft) + e
y la ley de los minimos cuadrados lleva a minimizar
n—1
S(A,B) = Z (x; — Acos (27 ft) — Bcos (27 f1))* |
=0

considerando la frecuencia f constante. Ahora, para minimizar debemos hacer que se cumpla

?S_Z; = —2ZCOS(27Ffl) (xy —Acos (2 ft) —Bcos (2mft)) =0,
g—; = —2) sin(27f1) (x; — Acos (27 1) — Beos (21f1)) =0,
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lo que resulta en las siguientes soluciones:

:—{Zx,cos (2xft) Y (sin(2mft))?
—Zx,sm 27 ft) Zcos(Zﬂft) sin (27 ft)},

= :—{Zx,sm Z’(cos(Zﬂft))2

—th cos ( Zcos (2nft)sin (27 ft)}

€))

donde

A=Y (cos(2mf1))? Y (sin (27 f1))? — (Y cos (27 ft) sin (27 1))’

Las sumas que solo incluyen funciones trigonométricas pueden ser evaluadas usando los resultados
que se proponen en la Proposicion (3.12

Proposicion 3.12. Se cumple que

I Zn 1 27'Elfl‘ 2mfn 1 ﬂif(n_l)eﬂ:ifn_efﬂ'ifn

= T T

2. Zfl o €OS (271:ft) = Cos{nf (n _ 1)}1131((7;]%)

3.y tsin (2 ft) = sin{nf (n— 1)}1‘?&%}

Demostracion.

1. Una serie geométrica es la suma de un nimero infinito de términos que tiene una razén cons-
tante entre sus términos sucesivos. Si la razén r es distinta de uno, la suma de los primeros
n+ 1 términos de una serie geométrica es:

n _ .+l
Zark:a(i). (10)

1—r

La suma Y/, L e2mift es una serie geométrica de razén r = ¢**/, por lo que, teniendo en
cuenta la formula (10), se tiene que

1— (eZTCif)” e2mifn _ | eTifn pmifn _ ,—mifn

n—1 omif n—1 omif t
Tift __ ) _ — —
Z(f)e = Z{)(e ) T _2mif i | oFif emif — o—mif
= =

2. Para esta demostracion se van a utilizar las formulas de Euler

(eix+ e—ix) y sinx = 2ll (eix _ e—ix) ,

COSXx —

| =

16
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asi como el resultado anterior. Ahora, sabiendo esto, primero se descompone el coseno en
la suma de exponenciales y posteriormente, tras unas operaciones intermedias, se reagrupan
términos.

Zcos 2w ft) ——{Zez’“ﬂ+ Z —2mifry

1 emfn mifn mfn 7rifn e—n’ifn _ em'fn

) eTif  omif _ efm'f + e—Tif o—Tif _ omif

1 en‘ifn en‘ifn _ e—n‘ifn e—m'fn en'ifn _ e—m'fn
) eTif  omif _ o—Tif + e—Tif omif _ o—mif
em’fn —Tifn

— e
emif —e—mif

2isen(mfn)
Disen(nf) cos(mf(n—1))

_ l{emf(n—l) e i1y
2

sen (7 fn)

=cos(nf(n—1)) sen(nf)

3. Andlogamente al anterior.

O

Proposicion 3.13. Se cumple que

1. Y(cos (2nft))* = 2{1+D, (2f)cos 2m (n—1) f)},

2. Ycos(2rft)sin(2xft) = 5D, (2f)sin(2n (n—1) f) ,

3. Y (sin(2mft))? = 2{1 — D, (2f)cos (2w (n— 1) f)},
y por lo tanto

"2
A="{1-D,/)7},
donde
_sin(mfn)

es una version del niicleo de Dirichlet (Tichmarsh, |1939).

Demostracion.

Se va a demostrar Uinicamente la primera igualdad, ya que las otras dos son de mecdnica similar.
Para ello se van a utilizar las férmulas trigonométricas de la adicion

sin (x+y) = sinxcosy + cosxsiny,

cos (x+y) = cosxcosy — sinxsiny

17
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asi como sus inversas

1

COSXCOSy = E{COS (x+y)+cos(x—y)},
1

cosxsiny = E{sin (x+y)+sin(x—y)},
1

sinxsiny = E{cos (x—y)—cos(x+y)},

1. Para probar esta igualdad se va a calcular ¥ cos (27 ft) cos (27 f't) y posteriormente aplica-

mos el caso particular para f/ = f. Se utiliza las transformaciones de la Proposicién [3.12]
para concluir el resultado.

Zcos (27 ft)cos (2mf't) = %Z{cos (27 (f+f)1) +cos (2 (f— f')1)} =

——{Zcos (F+f)1)+) cos(2r(f—f)1)} =
= %{Cos (m(f+f)(n—1)) sin (7 (f + f')n)

/ sin (7 (f — f')n)
ina (<) TV GGy
Ahora, utilizando la igualdad (L)), se llega a

Zcos (27 ft) cos (27 f't)

U s i - f)n)
=t =) Gy e U D) G m )

= %{cos (m(f+f) (n=1))nDy (f+ f") +cos(m(f—f') (n—1))nDy (f — )}

Luego, si se aplica el caso particular f' = f se tiene

Z(cos (2mft))* =Y cos (2mft)cos (2mft) =

=—{COS(7r(f+f)(n—1))nD (f+f)+cos(m(f—f)(n—1))nDy(f - f)} =
=—{COS(27rf(n—1))nD (2f) +cos (0)nD, (0)} =
:5{1+Dn(2f)COS(27r(n—1)f>},

sacando n factor comun y teniendo en cuenta que

D, (0) = Iim sin(7fn) N nfn

f=onsin(xwf) nnf =1

O

Una vez visto esto, y volviendo a las ecuaciones (9)), para encontrar Ry ¢, la amplitud y la fase, se
deben resolver las ecuaciones

A=Rcos(2m9) y B = —Rsin(2n¢)

18
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Como R es no negativo, se sigue que R = VA2 + B2. La ecuacién mas basica para ¢ es entonces
tan2mwQ = — g. Sin embargo, la solucién 27w¢ = arctan (— g) es incompleta, puesto que devuelve
el mismo valor de la fase tanto para (—A,—B) como para (A,B). Una solucién completa que dé

una respuesta en el intervalo (—%, %} es

(arctan(—B/A) , A>0,
arctan(—B/A) — T, A<0,B>0,
2 — arctan(—B/A)+ T, A<0,B<0,
—-/2, A=0,B>0,
/2, A=0,B<0,
L arbitrario A=0,B=0.

Si se considerara el mismo modelo pero con tres pardmetros, afiadiendo a los anteriores una cons-
tante entorno a la cual oscilan los valores de la serie temporal, el modelo seria

Xt =M +Acos (2w ft)+ Bcos (2 ft) +e; (12)

Las ecuaciones para la ley de los minimos cuadrados estimando (t, A y B serian en este caso las

ecuaciones ((13]).

g—z = —ZZ(xt —p——Acos(2nft) — Bcos (2nft)) =0,
(;_Z = —2Y"cos (27 ft) (x; — t —Acos (2mft) — Beos (2mf1)) =0, (13)
g_; = —2Y sin(27ft) (x, — pAcos (27 f1) — Beos (271 f1)) = 0.

3.2.2. Periodicidades multiples

Existe la posibilidad de que una serie temporal tenga dos o més periodicidades, lo que se debe
reflejar a la hora de representar la serie por medio de sinusoides. En el caso de una serie temporal
con dos periodicidades, el modelo general resultante de cinco pardmetros es

Xy = U+Ajcos (Zﬂflt) + By sin (27L'f11)
+Ascos (2w fot) + By sin (2w fot) + e,

La funcién suma de cuadrados que debe ser minimizada es en este caso

n—1

S(U,A1 ,Bi ,Az,BQ) = Z (xt —Uu —Ajcos (27'L'f|l‘) — By sin(27rf1t)
t=0
—Aycos (27 fot) — By sin (27 fot) )2

Las derivadas que deben ser igualadas a cero son
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n—1
ﬁ =-2 Z (x, — U —Ajcos(2mfit) — By sin (27 fit)
ou =0
— A cos (27 fot) — By sin (27 fot) ),
0S = .
5A =-2 Z cos 27th ) (x, —u—Ajcos(2mfit) — By sin (27 fit)
— Ay cos (27 frt) — By sin (27 fot) ), j=1,2
oS o .
53 =2 Z sin 27rfj ) (x, —u—Ajcos(2mfit) — By sin (27 fit)
— Ay cos (27 fot) — By sin (27 fot) ), j=1,2.
(14)

3.2.3. Ortogonalidad de los sinusoides.

Definicion 3.14. En general, los coeficientes de una ecuacion ajustada no cambian sélo cuando
las nuevas variables introducidas después de ajustar la ecuacion son ortogonales a aquellas ya
existentes en la ecuacion.

Las ecuaciones de ajuste solucidn de los sistemas de ecuaciones planteados en las secciones ante-
riores pueden ser aproximadas por

nfl = th

n .

EA = Zx, cos (2mft),
n s .

2B = Y xisin(27ft)

para una sola periodicidad en la serie temporal, ecuacion ((13)), y

nfl = sz

n -

5A]:Zx,cos (2mfit), j=1.2,
3B =Yusin(2nfp).  j=12

para el caso general de una serie temporal con dos periodicidades diferentes, ecuacién (14)).

De las primeras ecuaciones se han omitido términos que incluyen un coeficiente de la forma
nD,(f1 — f2)cos (2m(fi1 — f2)f), y los otros son similares. Ahora

) 1
[nDy(f1 = f2) cos 2 (f1 — f2)i) | < |sin(n(f1 — f2)) |’

y por lo tanto estos términos son pequeilos comparados con los términos que se conservan, los
cuales son todos 7 0 5, suponiendo que ni f1, ni f> ni f] — f> son cercanos a cero o a uno.
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Los términos omitidos desaparecen exactamente si f; y f» son de la forma J;‘ y % para dos ndmeros
enteros j| y j», ya que en este caso

sin{7 (ji — jo) } cos{ ZZUL2)l

sin{ ﬂ(jln—jz) }

nDy(f1 — f2) cos2m(fi — f2)i] =0,

y los otros términos también tienen el seno de un entero multiplo de 7 en el numerador. En este
caso, todos los términos seno y coseno son ortogonales entre si y con el término constante cuyo
coeficiente es u. Las soluciones para el modelo de tres pardmetros son entonces:

N |

“ =X = ;lzxt’

~ 2

A :’;thcos (2rft), (15)
L2 )

B = th sin (27 f1),

y la suma de cuadrados asociada con f es simplemente

Definicion 3.15. Las frecuencias de Fourier son miiltiplos enteros de % y se distinguen por el hecho
de que los periodos correspondientes % se repiten un niimero entero de veces en el intervalo de los
datos. Se dice que son armonicas con respecto al intervalo de los datos.

3.2.4. Efecto del tiempo discreto: Aliasing o solapamiento

Teniendo en cuenta que las unidades de la frecuencia son ciclos por unidad de tiempo, es natu-
ral requerir que la frecuencia sea no negativa. Esto puede ser justificado discutiendo que, como
cos(—x) = cos(x) y sin(—x) = —sin(x), cualquier ciclo con frecuencia negativa —f puede ser
escrito como

Acos (2n(—f)t) + Bsin (2n(—f)t) = Acos (2x ft) + (—B) sin (27 f1),
una onda coseno con frecuencia positiva. Por lo tanto, las frecuencias f'y — f son indistinguibles.

Definicion 3.16. En el caso anterior, se dice que las frecuencias f y — f son aliases una de la otra
y viceversa.

El espaciamiento uniforme en el periodo de tiempo de las observaciones introduce otro efecto de
aliasing. Se supone que el intervalo de muestreo es A, de tal manera que la observacion t-€sima se
hace en el instante tA. Si los datos se pueden representar como una tnica y pura onda coseno con
frecuencia f (por el bien del argumento con amplitud unitaria y fase cero), entonces la observacion
t-€sima serd

Xy = cos (2w ftA).
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Si se incrementa f desde cero, la onda oscila méds y mds rdpidamente hasta que se encuentra a una
frecuencia f = ﬁ, cuando la observacion t-ésima es

x; = cos (mt) = (—1),

la cual es claramente la oscilacién mas rapida que puede ser observada. Supongase que f se incre-
menta a mayores, digase. a un valor que satisfaga ﬁ <f< %. Sea f/ = % — /. Entonces

x; = cos (2w ftA)

= cos (27r (% —f’) tA>
= cos (27 (t — f'1A))
= cos (27f'tA)

De la misma manera sin (277ftA) = —sin (27 f'tA). Por lo tanto las frecuencias f y f’ son también
indistinguibles y por lo tanto aliases una de la otra. Este argumento se puede extender a cualquier
frecuencia positiva, sin importar lo grande que esta sea.

El resultado es que cada frecuencia que no se encuentra en el intervalo 0 < f < ﬁ tiene un alias
en ese intervalo.

Definicion 3.17. Se llama alias principal de una frecuencia arbitraria al alias de dicha frecuencia
arbitraria situado en el intervalo 0 < f < ﬁ.

Para evitar indeterminaciones, las frecuencias se limitardn a este rango.

Observacion 3.18. - La frecuencia ﬁ se conoce como la frecuencia de Nyquist.

- También se conoce como la frecuencia plegable, ya que las frecuencias mayores son efectiva-
mente plegadas hacia el intervalo [0, ﬁ}

- Como el intervalo de muestreo es A, la frecuencia de muestreo es % observaciones por unidad de
tiempo.

- De lo anterior es fdcil deducir que la frecuencia de Nyquist es la mitad de la frecuencia de mues-
treo.

- Hay dos muestras por ciclo de la frecuencia de Nyquist, la mayor frecuencia que puede ser
observada.

Se supone que se quiere obtener informacién sobre frecuencias en el intervalo (fp, f1). Entonces
la frecuencia de Nyquist se elegird mayor que f; para que todas las frecuencias sean directamente
observables. Sin embargo, si la serie temporal contiene frecuencias mayores que f1, la frecuencia
de muestreo debe ser elegida para que no haya que buscar los aliases de dichas frecuencias en
el intervalo de interés. De hecho, si es posible, es preferible eliminar dichas frecuencias antes de
hacer el muestreo.

En algunas series temporales puede haber oscilaciones claras o fijas pero de frecuencia descono-
cida. Un acercamiento estadistico al andlisis de estas series consiste en ver la frecuencia como
un parametro desconocido adicional y hacer estimaciones junto con los otros parametros de la
oscilacion.
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3.2.5. Ajustando la frecuencia.

Cuando la frecuencia de las oscilaciones de la serie es desconocida, el método de minimos cuadra-
dos se extiende para estimar f minimizando

n—1

S(u,A,B,f) =Y (x —p—Acos(2mft) — Bsin (27 f1))°.
t=0

El minimo para f constante es

T(f) =S@(f),A(f),B(f), f).

donde u, A y B han sido reemplazados por los valores estimados en los apartados anteriores.
La frecuencia f es ahora estimada por el valor que minimiza 7'(f). Otra opcién equivalente es
maximizar la suma de cuadrados asociada con la frecuencia f.

La localizacién del maximo de la suma de cuadrados asociada con la frecuencia se halla normal-
mente con métodos numéricos. La solucidn analitica suele ser casi imposible ya que la derivada
con respecto a f es generalmente no lineal y tiene gran cantidad de ceros.

Si los residuos muestran periodicidades claras significa que la serie temporal contiene al menos dos
componentes periddicas. La manera mds simple de encontrar otras componentes periddicas con-
siste en repetir el mismo andlisis explicado anteriormente y buscar maximos para otros valores de
la frecuencia. Sin embargo, se consiguen mejores resultados si se incluye la segunda componente
en el modelo, como ya se ha explicado en otras secciones:

Xy = U +Ajcos(2mfit) + By sin (27 f11)
+ Ay cos (2mfot) + By sin (2w fot) + ¢

Entonces, la suma de cuadrados a ser minimizada es

S(H,Al,Bl,A27B27f17f2> =

n—1
= Z (x; — L — Aj cos (27 fi1) — By sin (27 f11) — Az cos (27 fot) — By cos (27 ft)) .
=0

Notese que para f y f> constantes el modelo es lineal en el resto de pardmetros. Por lo tanto, los
mejores valores, dependientes de las frecuencias, del resto de pardmetros podrian ser calculados
por los métodos convencionales y sustituidos en la funcidn S. Esto lleva a una nueva funcién

T(f1,f2) = S(,A1,B1,A2, By, f1, ),

donde {1, A}, By, A, y B, son todo funciones de f y f». La funcién T (fi, f>) puede ser minimizada
numéricamente. Una alternativa equivalente de optimizacion es maximizar la suma de cuadrados
asociada con el par de frecuencias (f1, f2),

n—1

Ulfi.fo) =Y (x—%)°=T(f1,fo)-

t=0
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3.2.6. Analisis armoénico.

Ya se ha estudiado cémo ajustar un sinusoide de frecuencia conocida y también se ha extendido
a ajustar la propia frecuencia cuando esta es desconocida. Ahora se va a estudiar un método para
analizar un conjunto de datos arbitrario y descomponerlo en componentes periddicas, tanto si los
datos parecen ser periddicos como si no. Algunas series de datos parecen no ser periddicos pero
en realidad contienen componentes periddicas interesantes de observar.

El resultado que subyace en el andlisis armonico es la propiedad de ortogonalidad de los sinusoides
con frecuencias restringidas a las frecuencias de Fourier f; = rlz A partir de ahora se considera la
unidad de tiempo como el intervalo de muestreo, luego se tiene A = 1 y la frecuencia de Nyquist
es simplemente % A causa del aliasing las unicas frecuencias que deben ser consideradas son
aquellas que satisfagan 0 < f; < % Notese que si n es par, entonces % = f% es una frecuencia
de Fourier, pero no si n es impar. Las siguientes identidades son una consecuencia directa de los

resultados de las proposiciones y

n—1
Y cos(2zfit) =0, j#0
t=0

n—1

Zsm 27rfj
n-1 5. J=Jj#007%,
Y cos(2mfjt) cos 2mfyt) =< n, j=j=00%, (16)
1=0 0, j#7,

n—1

Z cos 27rfJ ) sin (27rfjxt =0,

"_1 : : 5, j=Jj#003%,
,Z(') sin (27 fjt) sin (27 f 1) = { 6, en ofro caso.2
Observacion 3.19. - f, =0, fo= %

- sin(0) = sin(kmw) =0, cos(0) = cos(km) = 1.

- Los resultados especiales para j= j' =00 5 se explican porque los términos del seno se anulan
a estas frecuencias.

- Las dos primeras relaciones son casos particulares de las dos siguientes con j = .

- Los resultados establecen que los cosenos y senos de las frecuencias de Fourier son ortogonales
con respecto a la suma a lo largo de los enteros 0,1,...,.n— 1.

Ahora se supone que xg, Xy, ...,X,—1 son n nimeros cualquiera, y se definen

2n—l
= Zx,cos(Z?tft),
n_ =
=0 (17)
2n—l
==Y xsin(2mf1),
=0
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Entonces las relaciones de ortogonalidad de (I6) llevan a

x5 =A0)+2 Y, {A(fj)cos (2nfjt) +B(f;)sin (22 ;1) }
0<j<5 (18)
[+A(f%)cos<2nf%z)}, F=0,1,....n—1.

Observacion 3.20. - El término entre corchetes se incluye solo en el caso de que n sea par.

- Sea n par o impar, hay n coeficientes en la suma.

- Si los n valores se observan como un tinico punto en el espacio n-dimensional, se puede construir
una representacion similar con cualquier conjunto de frecuencias cuyos cosenos y senos forman
una base en ese espacio. Sin embargo, las frecuencias de Fourier son un conjunto natural y sencillo
para utilizar, estando equiespaciadas en el rango de frecuencias que se quiere usar.

- Los coeficientes {A(0),A(f1),B(f1),...} son fdciles de calcular gracias a la ortogonalidad.

- La ecuacion (I8)) se cumple para t en el rango 0,1,...,n— 1. Cualquier otro valor del tiempo
puede ser representado como kn-+t' para algiin entero k y t' en este rango. Si kn-+1t' es sustituido
port en el lado derecho de la ecuacion, las kas desaparecen por la forma de las frecuencias de
Fourier. El valor encontrado es por lo tanto simplemente x,

- Como consecuencia de lo anterior, sit es una variable entera sin restriccion, la suma define una
secuencia periodica de periodo n, consistente en los valores xy,x1, . ..,X,_1 repetidos ciclicamente.
- La j-ésima frecuencia de Fourier tiene periodo % = ? Cualquier sinusoide con esta frecuencia
ejecuta j ciclos completos en el intervalo de los datos, proporcionando ast una interpretacion iitil
del indice j.

- Pocos de los periodos son enteros, aunque todos son, por supuesto, racionales.

Por lo tanto, una secuencia arbitraria de nimeros puede ser representada como una suma de com-
ponentes periodicas.

Esta teoria es mas simple cuando se escribe en forma compleja. En particular, todas las formulas
son las mismas sea n par o impar. De hecho, hay ocasiones en las que un par de series temporales
de valores reales son observadas y consideradas como la parte real e imaginaria de una serie tem-
poral individual de valores complejos. Por ejemplo, si se tiene una serie temporal con los pares de
coordenadas cartesianas de un movil a lo largo del tiempo, este conjunto de valores se puede tratar
tedricamente como nimeros complejos individuales.

En general, los datos observados son estrictamente valores reales. Estos pueden ser observados
como nimeros complejos con partes imaginarias nulas.

Gracias a la relacion de Euler
ix ..
e =CcosSx—+1i1sinx
y su inversa

| ; | .
COSX = E{e’x +e "}, sinx = ?{e’x —e "}
i
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podemos ver que la funcién exponencial compleja e estd intimamente relacionada con los cosenos
y los senos. Las relaciones de ortogonalidad correspondientes a (T6) son

n—1 n—1

Z eszjteziifk, — Z eZﬂifjte—Zﬂifkt
t=0 t=0 (19)
[ n sij=k (modn),

1 0 en otro caso.

El resultado para j = k (mod n) es inmediato, ya que cada sumando es 1. Los otros valores siguen
de las identidades derivadas en las proposiciones y

Ahora se supone que xg,Xj....,X,—1 son n nimeros complejos cualquiera. Sea
_ ln_l —2mft
d(f) ==Y xe (20)
=0
Observacion 3.21. - d(f) = # —i @, donde A(f) y B(f) han sido definidos anteriormente.
- Se pueden recuperar los datos a partir de d(f) con la ecuacion
x =Y d(fp)er™ 0, 1)
J

lo que se consigue con la forma inversa de ([19).

- La suma puede ser sobre j=0,1,...,n—10 —5 < j < 5. Ambos rangos son vdlidos y dan la
misma respuesta porque d(f) es periddica con periodo 1. El rango —5 < j < 5 es quizds mds
natural por los resultados obtenidos en la seccion anterior. Es el mismo rango con frecuencias
negativas afiadidas, porque ¢**/! y (=N po son idénticos.

- Normalmente se utilizard el rango j=0,1,...,n— 1 para enfatizar la similaritud entre las ecua-
ciones (20) y (21).
Definicion 3.22. Se llama transformada de Fourier discreta o DFT de {xo,x1,...,x,—1} a la fun-

cion d(f) anteriormente definida.
Los términos A(f) y B(f) se llaman transformada del coseno y del seno respectivamente.

La transformada de Fourier discreta, como funcién compleja, posee dos representaciones naturales.

La primera es en términos de sus partes real e imaginaria, las cuales son /@ y —@, donde A(f)

y B(f) han sido definidos anteriormente. La segunda es en términos de su magnitud R(f) y fase
¢(f), definidas por R(f) = [d(f)] y

d(f) = R(f)eV).

La magnitud R(f) mide como de fuerte estd representada la oscilacion con frecuencia f en los
datos. Normalmente se muestra de la siguiente forma

I(f) = nR(f)* =nld(f)|*.

Definicion 3.23. A la magnitud I(f) se la conoce como periodograma.
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Observacion 3.24. - Si f estd restringida a ser una frecuencia de Fourier, las transformadas del
coseno y del seno A(fj) y B(fj) son precisamente los coeficientes del coseno y del seno obtenidos
ajustando una onda coseno por minimos cuadrados.

- La transformada de Fourier discreta tiene una interpretacion similar en el contexto de ajustar la
funcion exponencial compleja: La suma de cuadrados

n—1
S(d) — Z ‘X, _demet’2
t=0

se ve minimizada en d = d(f), sea o no f una frecuencia de Fourier.

Proposicion 3.25. La transformada de Fourier discreta de la suma es la suma de las transforma-
das de Fourier discretas.

3.2.7. Series periodicas

Supdngase que la serie xg,x1,...,X,—1 €s periddica con periodo &, un entero, y que n €s un entero
multiplo de &, digase n = kh. La transformada de Fourier discreta satisface

1 n—1 )
d(f) I xtemeft
n:=o
1 h—1k—1 i N
= - Z Z Xt hu€ mif (t-+hu)
20 u=0
1 h—1 ) k—1 )
- Z xte—met Z e—2mfhu
gy =0
1 h—1 ' '
— xte—2ﬂ'lfle—zﬂlfh(k—l)ka(fh>
gy

= dy(f)e MDDy (fh),

donde

1h—1

d(f) =+ xpe 2T
t=0

es la transformada del primer ciclo completo de la serie. Por lo tanto, d(%) = dh(%) para cualquier
entero j, pero d(f) = 0 para cualquier otra frecuencia de Fourier. Esto significa que la transformada
de Fourier, cuando es evaluada en las frecuencias de Fourier, s6lo es no nula en f = % y sus
multiplos.

Definicion 3.26. Sea xo,x1,...,x,_| una serie periédica de periodo h. Sea d(f) su transformada
de Fourier discreta. Se llama frecuencia fundamental de la onda a f = % Sus miiltiplos se llaman
armonicos.
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Observacion 3.27. - El argumento muestra que la transformada de una serie periddica debe
desaparecer evaluada en ciertas frecuencias de Fourier, y no que es necesariamente no nula en el
resto. Por ejemplo, si la serie periddica fuera simplemente cos (%) = Co0Ss 2T ft, solo la frecuencia
fundamental tendria un coeficiente no nulo, mientras que el resto de armonicos no serian incluidos

en la representacion.

3.3. Series de Fourier en el estudio de componentes ciclicas no estacionales.

Hay varios factores en una serie temporal de datos que nos pueden indicar desviaciones del com-
portamiento puramente sinusoidal. Por ejemplo,

1. La secuencia de picos y valles no es completamente regular.
2. La amplitud de las oscilaciones varia ampliamente.
3. Las oscilaciones individuales no son puramente sinusoidales. Esto se puede ver si se examina
la serie en detalle.
3.3.1. Oscilaciones no sinusoidales.

Se supone que se tiene una serie temporal de cardcter no sinusoidal cuyos valles tienden a ser mas
planos que los picos y cuyos crecimientos tienden a tener una pendiente ligeramente mayor que la
de las caidas. La Figura [2] muestra dos funciones periddicas, cada una de echas mostrando uno de
estos fendmenos. La curva superior es cos 27mu + %cos 47mu y la inferior es cos 27mwu — % sin47mu. Por
lo tanto, cada una de ellas s6lo contiene su frecuencia fundamental y segundo armonico.

Figura 2: Dos funciones periédicas: cos(27u) + cos (47u) (curva superior) y cos(27u) —

£ sin (47tu) (curva inferior).

El periodograma proporciona informacion unicamente de la magnitud de la transformada de Fou-
rier discreta. En este caso, la direccion de la desviacion del comportamiento deberia ser evidente y
observable en la fase de la transformada. Ambas funciones en la Figura 2] pueden ser escritas como
cos (2u) + Rcos (2w (2u + y)), donde la fase y tiene los valores 0 y }1 ciclos, respectivamente. Si
la escala del eje u es cambiada por un factor fj y el origen de u es cambiado de u = 0 a u = uy, la
forma comiin cos (27u) + Rcos (27(2u + y)) se transforma en
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cos (27 fo (u—up)) + Rcos (2 {2 fo (u—up) + w})
=cos (27 (fou+ ¢1)) + Rcos (2w (2fou+ ¢)),

donde ¢ = — foug y ¢» = —2fouo + Y son las fases de la frecuencia fundamental y el segundo
armonico, respectivamente.

Observacion 3.28. - La forma intrinseca de la funcion no se ve afectada por estos cambios.

- La forma intrinseca de la funcion estd caracterizada por Y, que se puede obtener de ¢1 y ¢
como Y = (P —2¢;.

- A y se le llama fase relativa del segundo armonico a la frecuencia fundamental.

Es frecuente que el periodograma muestre un pico ancho y no una unica frecuencia, por lo que
se suele estudiar esta fase relativa para cada frecuencia en una banda cubriendo el pico. Se eligen
las frecuencias de Fourier f; = £ que se encuentran en el rango de la anchura del pico. Si la
transformada en la frecuencia f; es d(fj) = R(f})e*™%, entonces la fase relativa es y; = ¢; —29;.

Una forma natural de representar estas fases graficamente es como puntos en un circulo. Esto
corresponde a representar, en el plano complejo, los puntos ¢2*¥i para los cuales f ; se encuentra
en el rango seleccionado. El interés de esta gréfica esta centrado en las frecuencias para las cuales
el estado fundamental y el segundo arménico tienen una influencia fuerte, luego se desea que la
gréfica contenga alguna informacion sobre las magnitudes de la transformada en estas frecuencias.
Separar cada punto radialmente una distancia adecuada cumple con este objetivo. Una distancia
conveniente es R(f;)*R(f2;), ya que

R(fj)zR(fzj)ezm"” = R(fj) e*47Ei¢jR(f2j>62ﬂ:i¢2j
= d(f;) d(2f)).

lo cual permite representar un cdlculo simple de los valores complejos. La Figura |3| muestra la
gréica resultante. El conjunto de puntos cercanos al origen corresponde a frecuencias en las que o
bien el estado fundamental o bien el segundo armdnico tienen una influencia débil.

(22)

Figura 3: Algunos valores del periodograma de tercer grado, mostrando la fase relativa del segundo
armonico.
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La funcién es un caso especial del periodograma de tercer orden d(f, f>), el cual es propor-

cional a d(f1)d(f2)d(f1 + f2). Periodogramas de mayor orden son raramente utilizados.

3.3.2. Fluctuaciones de amplitud y de fase.

El ejemplo mds simple de una onda coseno con amplitud fluctuante es el fenémeno de los pulsos.
Si se superponen dos ondas coseno con frecuencias casi iguales f + d f, el resultado es

cos (2n(f +0f)t)+cos(2m(f —8f)t) =2cos (2mft)cos (2mS f1).

Esta nueva onda oscila a una frecuencia media f, pero la amplitud cambia lentamente de acuerdo
con la funcion moduladora cos (27d ft). El periodo de la funcién moduladora es 5Lf, el cual es

grande si d f es pequefio. Reciprocamente, si se descompone la onda coseno modulada por analisis
de Fourier, la frecuencia aparente f se divide en el par de frecuencias originales f + J f. En el caso
particular de los pulsos la transformada es cero en la frecuencia aparente f.

Se supone ahora que se tiene una serie de valores en el tiempo cuya amplitud parece variar alrede-
dor de un valor positivo y no alrededor de cero, como en el caso de los pulsos. Ademads, se supone
que la frecuencia de las oscilaciones tampoco es constante, sino que cambia lentamente con el
tiempo. Por lo tanto, la serie puede ser representada aproximadamente como

x; = R,cos 2n(fit+9)), (23)
donde R; y f; son secuencias que varian lentamente en el tiempo.

Proposicion 3.29. Si f; varia alrededor de un valor tipico fy, la ecuacion puede ser reescrita
como

X = Rycos 2@ { for + ¢ + (fi — fo)t})

= R, cos (27 (fot + ¢r)), )

en la cual la frecuencia es constante y la fase ¢, = ¢ + (f; — fo)t varia.

Observacion 3.30. No es necesario que la frecuencia fy sea un valor tipico de f; para llevar a
cabo este arreglo, pero tiene mds sentido si este es el caso, ya que de otro modo la fase ¢, mostraria
un desplazamiento sistemdtico.

Proposicion 3.31. El andlogo complejo de es

xt — Rteznl(ft+¢l)

, (25)
_ ZteZTL'lft’

donde 7; = R,e*™% es una funcion moduladora de valores complejos. Su transformada de Fourier
es la transformada de Fourier de 7; centrada en la frecuencia fy.
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Demostracion.

3.3.3. Demodulacién compleja.

Se ha visto que no todos los fendmenos ‘periddicos’ tienen representaciones simples en términos
de funciones coseno. La demodulacion compleja supone un acercamiento mds flexible para el
andlisis de estos fendmenos. El precio de esta flexibilidad es una pérdida de precision al describir
frecuencias puras, para las cuales el andlisis armoénico es mas preciso.

Se supone ahora que un conjunto de datos contiene una componente periddica perturbada de ecua-
cién

Xy = R[ COS (27[ (f()t —+ (p[)) , (26)
donde {R;} es la amplitud y {¢,} es la fase, ambas lentamente cambiantes con el tiempo.

El objetivo de la demodulacion compleja es extraer aproximaciones de la series {R;} y {¢;}. Puede
entenderse como una version local de andlisis armonico; es una técnica anédloga a la del analisis
armonico en el hecho de que busca describir la amplitud y fase de la oscilacion, pero es local en el
hecho de que se permite que ambas caracteristicas cambien lentamente a lo largo del tiempo.

Considérese el andlogo complejo de (26)),
x, = R, e*ilfor 1), 7)

La extraccion de {R; } y {¢; } es trivial si se conoce fp, lo cual se asume, ya que entonces es posible
construir

V=2 o 2mifot
= RteZﬂi(])[ .
Entonces
R=ly| y &=21
|)’t|

Definicion 3.32. Se dice que la nueva serie {y,} se obtiene de {x;} por demodulacion compleja.

Ahora, la forma real de (26]) puede ser escrita como

X = % R, {2700 1 (=il

31



3 Andlisis de Fourier y series temporales. Javier Luna Manteca

y es la suma de dos términos complejos, el primero similar a y el segundo su conjugado
complejo. Esta serie real puede ser analizada de dos maneras. La primera es usar demodulacién
compleja ignorando inicialmente el segundo término y luego eliminarlo utilizando técnicas de fil-
trado lineal. La segunda forma consiste en separar los dos términos y entonces usar demodulacién
compleja en cada uno. La separacion también se basa en el filtrado, asi que las dos maneras s6lo
son diferentes superficialmente. S6lo se presenta la primera forma.

La demodulacién compleja de la serie real es

3 = 1 R, 20 4 1 o~ 22 or+01)

2 2

El primer término es el interesante ya que, igual que antes, {R;} y {¢,} se pueden obtener con
facilidad. El segundo término, el cual es un sinusoide complejo perturbado con frecuencia —2 fj,
debe ser ignorado.

En general, el andlisis de la serie no consiste tnicamente en el sinusoide perturbado (26). Algunas
serie temporales contienen algunos términos de baja frecuencia, especialmente después de ser
modificados para su andlisis, y otros términos que pueden identificarse como segundos arménicos.
También puede haber componente de ruido.

Definicion 3.33. En el contexto de una serie temporal, el ruido se refiere a las fluctuaciones o
variaciones aleatorias que estdn presentes en los datos observados y que no siguen ningiin patron
predecible.

Entonces, en general la serie de datos puede ser representada como

donde z; contiene los términos adicionales, y por lo tanto

V= Xt€—27l?if()t

— lRte2ﬂ'l’¢t + le—zﬂ'i(Zfot-i-(f)t) +Z;€_2mf0t.

2 2

(28)

El problema basico en la demodulacién compleja consiste en separar el primer término en (28))
de los demas. La caracteristica que hace esto posible es que, como ambos {R;} y {¢;} se asumen
suaves, el primer término también es probablemente suave.

Definicion 3.34. Decir que un término es suave implica que la funcion correspondiente varia de
manera gradual y continua en lugar de tener cambios bruscos o discontinuidades.

El segundo término oscila a una frecuencia alrededor de —2 fj. Todas las frecuencias en el término
final estdn desplazadas — fj por la demodulacién. Ahora se puede asumir que {z } no tiene ningu-
na componente a la frecuencia f, ya que cualquier componente de ese tipo seria indistinguible de
R;cos2x( fot + ¢;. Entonces {zte_z’”fol} no contiene ningin componente alrededor de la frecuen-
cia cero, y por lo tanto no es suave. El problema, por lo tanto, consiste en extraer la componente
suave de {y,}. Esto se consigue normalmente mediante técnicas de filtrado lineal.
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3.3.4. Suavizado: Filtrado lineal.

Se supone que la serie {y;} se puede escribir como

Vi = as+ ey,

donde {a,} es suave y {e, } representa errores o perturbaciones. Como {a;} es suave, a,_1 y a;11
son aproximadamente las mismas que ;. Entonces la media aritmética de y;_1, y; € y;4+1 €s apro-
ximadamente a; mds la media aritmética de e¢;_1, e; y ;1. Sin embargo, estos errores tienden a
cancelarse, de tal forma que el error medio suele ser mas pequefio que los errores individuales.

Si se lleva a cabo este proceso para cada ¢ se obtiene una nueva serie, digase {z }, la cual consiste
aproximadamente de {a, } mas errores que tienden a ser menores que antes.

Definicion 3.35. Este procedimiento se denomina promedio maovil simple.

La manera més clara de describir el efecto de este procedimiento es mediante un acercamiento a la
frecuencia. Supdngase que la serie {y; } es exactamente sinusoidal,

vt =Rcos(2n(ft+¢)).

Entonces

1
2= g(yt-1+yz+yz+1)

= %R{cos Qr(ft—f+¢))+cosr(ft+¢))+cos2r(ft+f+¢))},

lo cual se evaliia mas facilmente si se observa como la parte real de

%R{em(ﬂfﬂb) + 2Tilf140) | 2Tilf14f+6)

1 .
— gRe2”"<f 49)(1 4 2cos27f).

La parte real es entonces X cos (27i(ft+¢)) (1 +2cos (27f)). Por lo tanto el resultado {z } de este

procedimiento se obtiene del producto de la serie de partida {y; } por (Hzczﬂ

grafica de este factor multiplicativo en funcién de la frecuencia en la Figura4]

. Se presenta una

Observacion 3.36. - En este procedimiento de suavizado el resultado es una funcion lineal del
punto de partida, luego es también claro lo que ocurre cuando el punto de partida es la suma de
varios términos coseno. El resultado entonces contiene términos coseno con las mismas frecuen-
cias pero cada uno con la amplitud modificada por el factor mu%ﬂ
correspondiente.

- Por lo tanto, términos cuya frecuencia sea cercana a cero no se ven apenas modificados, mientras
que un término con f = % es completamente eliminado.

- Cualquier serie puede ser representada como una suma de términos coseno y, por tanto, la accion

de este filtro en una serie arbitraria puede ser descrita en términos de la frecuencia.

, siendo f la frecuencia
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Figura 4: Representacién de la funcién mh%ﬂ en funcién de la frecuencia en ciclos por
unidad de tiempo.

Esto proporciona una descripcion alternativa del efecto que tiene el promedio mévil simple en
el problema original, donde {y;} es una sefial suave con error o ruido. Para que una funcién sea
suave debe tener su transformada concentrada en frecuencias bajas, mientras que la magnitud de
la transformada del ruido, al menos del ruido blanco, es relativamente constante. Entonces, el
procedimiento de promedio que se ha descrito pasa la mayor parte de la sefal, pero reduce la
influencia del ruido, al menos a ciertas bandas de frecuencia.

Un filtro lineal general consiste en un conjunto de pesos {g,&r+1,---,8s} tales que si la serie a
filtrar es {y;} el resultado es

N
2=Y 8uiu- (30)
u=r
El promedio mdvil simple de tres términos que se ha estudiado tiene r = —1, s =1y g, = %,
u= —1,0,1. Notese que si la serie a filtrar estd disponible para t = 0,1,...,n — 1, el resultado
puede ser calculado sélo parat =s,54+1,....n—1+r.

Si filtramos el sinusoide Rcos2x(ft + @), el resultado, para ¢ en el rango anterior, es la parte real
de

s s
ZguReZEt(ft—fu—i-(l)) :ReZM((fH—(P) Z gue—meu.

u=r u=r

Definicion 3.37. El segundo factor,
s i
G(f) _ Zguei mfu,
u=r

se llama funcion de transferencia del filtro y describe la manera en la cual un sinusoide con
frecuencia f se ve transferido del estado inicial al resultado.
Su magnitud al cuadrado |G(f)|? se denomina como funcién de transferencia de potencia.
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En el caso de un filtro simétrico, uno para el cual r = —s 'y g_,, = g, la funcién de transferencia es
real, y el resultado es RG(f)cos27(ft + ¢). En este caso

G(f) = Y gucos (2 fu)
=g0+2 Y gucos (2mfu).

u>0

Mis generalmente, G(f) puede ser complejo, digase G(f) = I'(f)e*™¥\/), donde I'(f) es real no
negativo y y(f) es real. El resultado es entonces la parte real de

2

ReZﬂi(ft+¢)F<f)eZ7tiY(f)

la cual es

RU(f)cos 2m{fi+¢+7(f)}).

En este caso, la amplitud se modifica por I'(f) como antes, pero a mayores se modifica la fase por
Y(f). Se debe tener en cuenta que cuando la serie inicial es real, los pesos del filtro también suelen
ser de valores reales, y como consecuencia se cumple G(—f) = G(f). Entonces I'(—f) = T'(f)
y Y(—=f) = —y(f). Por lo tanto, sélo se necesita estudiar el comportamiento de las funciones de
transferencia para frecuencias positivas.

La relacién (30), la cual define el resultado de un filtrado en términos de la serie inicial y un
conjunto de pesos, es un ejemplo de convolucion.

Definicion 3.38. La convolucion es una operacion que combina dos funciones para producir una
tercera funcion que representa como una de las funciones influye en la otra a medida que se super-
ponen y desplazan. En términos mds simples, la convolucién mide como se iezcland combinandos
funciones en funcion de su superposicion y desplazamiento relativo.

La convolucion circular es una variante de la convolucion tradicional que se aplica a sefiales o se-
cuencias periodicas. En lugar de considerar las seriales como extendiéndose infinitamente, como
en la convolucion estdandar, la convolucion circular toma en cuenta la periodicidad de las sefiales
y considera que se repiten ciclicamente.

Si los valores en los extremos del resultado son calculados como si la serie inicial fuese parte de
una serie periddica con periodo n, la operacion es una convolucion circular.

Observacion 3.39. - Si f es una frecuencia de Fourier, entonces

d.(f) = ”dy(f)dg(f>

— G(f)dy (f), Gh

ya que la transformada de los pesos es simplemente dy(f) =n"'G(f).

- Dos reglas simples son tratar los valores no disponibles en la serie a filtrar como iguales a los
valores extremos correspondientes y tratar la serie a filtrar como si fuera simétrica con respecto a
cada valor extremo.

- Como la funcion de transferencia es proporcional a la transformada de los pesos, puede ser
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invertida para obtener los pesos. Entonces se puede definir un filtro general lineal en términos de
o bien los pesos {g,} o bien la funcion de transferencia G(f).

- Los pesos también se conocen como la funcion de respuesta al impulso, ya que si la serie inicial
es un impulso (i.e., consiste en un unico valor no nulo y el resto son ceros), el resultado son
precisamente los pesos.

- Los filtros que se han descrito anteriormente y los que se utilizardn a continuacion se conocen
como filtros de respuesta finita al impulso (FIR).

- La otra clase principal de filtros son los llamados filtros recursivos, en los cuales el resultado en
un instante determinado depende de un niimero finito de valores de la serie inicial y también de
valores del resultado en un niimero finito de otros instantes (normalmente en el pasado).

- Los filtros recursivos no tienen respuesta finita al impulso.

- La funcion de transferencia de un filtro también se conoce como su funcion de respuesta en
frecuencia, ya que, de una manera dual, describe el resultado cuando la serie inicial contiene una
tinica frecuencia.

Los filtros més simples son aquellos que desplazan la serie. Esto significa que, si la serie inicial
es {y}, el resultado es {z}, donde z; = y,,;, para algiin . Como zy = y, este filtrado se puede
interpretar como un cambio de origen temporal a t = h. La funcién de transferencia es ¢**i/",
mientras que I'(f) = 1 y y(f) = fh, una funcién lineal de la frecuencia f. Cuando una funcién de
transferencia tiene una fase lineal, puede ser interpretada como si estuviera desplazada, incluso si
I'(f) no es constante.

Una manera conveniente de construir filtros es aplicindolos repetidamente.

Proposicion 3.40. Cuando se aplican sucesivamente filtros con funciones de transferencia G (f)
y Ga(f), el resultado es equivalente a aplicar un filtro compuesto con funcion de transferencia

G(f) =Gi(f)G2(f)

Demostracién. Si la serie inicial para el primer filtro es e>*/!, entonces el resultado, el cual es la

serie inicial para el segundo filtro es G (f)e*™/?, mientras que el resultado final es GG, (f)e™/!
O

Observacion 3.41. El orden en el cual se aplican los filtros es no influye excepto para posibles
efectos en los extremos de la serie. Las funciones de transferencia G(f)G2(f) y G2(f)G1(f) son
idénticas y determinan el filtro.

4. Ejemplo practico de aplicacion del algoritmo Prophet con R.

Para este ejemplo se ha utilizado un archivo de datos con extensiéon .DAT que contiene informa-
cion diaria sobre la concentracion del contaminante atmosférico NO, en la atmdsfera en el nucleo
urbano de Londres desde el ano 2007 hasta el afio 2011 incluido. Este archivo se ha obtenido de
(Statistical Downscaling of Gridded Air Quality Data, [s.1.]).

Estos datos corresponden a las 7681 parejas de latitudes y longitudes comprendidas entre las coor-
denadas 51,08 Ny 51,83 Ny 0,83 W y 0,50 E. Estos puntos se pueden observar en la Figura
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Figura 5: Puntos utilizados para calcular los datos utilizados en el estudio.

Cada archivo de datos estd estructurado en cinco columnas, que incluyen el afio, el mes, el dia, la
concentracion y la regién correspondiente a cada dato. Las regiones de Londres se clasificaron en
tres categorias (1, 2 y 3) en funcion de las concentraciones registradas para cada contaminante. La
justificacion de la clasificacion de las regiones se puede ver en el Apéndice B.

Primero se han importado los datos en formato dataframe y con las adecuadas transformaciones,
utilizando los paquetes lubridate (Grolemund et al.,2011) y dplyr (Hadley Wickham et al.,|2023)),
se ha conseguido un dataframe con dos columnas:

- Una columna de tipo Date con nombre ds con las fechas desde el 1 de enero de 2007 hasta el 31
de diciembre de 2011 incluido con formato dd/mm/aaaa.

- Una columna de tipo numeric con nombre y con la media diaria de los valores de las concentra-
ciones en las tres regiones correspondientes a los valores de la columna ds.

Para hacer el ajuste estadistico de la manera mds simple, con el paquete prophet (Taylor et al.,
2021)), el método prophet requiere un dataframe con estas caracteristicas. En este ejemplo se ha
ajustado el modelo con los valores correspondientes a todas las fechas previas al 1 de Julio de
2011.

Para hacer la prediccion de la manera mds simple, se pasan al método predict dos objetos: el
modelo ajustado y un dataframe con valores de tipo Date indicando las fechas sobre las que se
quiere realizar la prediccion. En este ejemplo se ha hecho la prediccion de todos las fechas en las
que se ajusta el modelo incluyendo a mayores las restantes del afio 2011. Es decir, todas las fechas
abarcando desde el afio 2007 hasta el afio 2011 incluido.

Para representar los resultados graficamente se ha empleado el paquete ggplot2 (Hadley Wickham,
2016).

Entre las componentes del modelo se incluyen la tendencia general de la serie y las periodicidades
anual y semanal.
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Figura 6: Modelo ajustado con los datos de la concentraciéon media diaria del O3 desde el 2007-
01-01 hasta el 2011-07-01 sin incluir. Predichos los valores de estas mismas fechas incluyendo
las fechas hasta el 2011-12-31 incluido. (a) Valores predichos de la serie en azul oscuro, rango de
error en azul claro y en forma de puntos negros los valores con los que se ajusta el modelo. (b)
Componentes del modelo que se utiliza para la prediccion.

Se ha realizado un estudio estadistico, se incluye en el Apéndice C, de los datos de estudio. Se
puede observar, comparando la Figura [6] con los gréficos proporcionados en este apéndice, que
el ajuste del modelo es visualmente bastante adecuado y las componentes también parecen estar
bien aproximadas. En el estudio estadistico también se pueden detectar periodicidades anuales y
semanales.

El método Prophet permite afiadir mds argumentos para mejorar la prediccion. En este caso, gra-
cias al analisis estadistico proporcionado en el Apéndice C, se ha incluido que existen perio-
dicidades anual y semanal. Esto se ha hecho especificando los argumentos yearly.seasonality y
weekly.seasonality con el valor TRUE.

También permite pasar como argumento un dataframe con los dias festivos de importancia para la
serie temporal para que el algoritmo lo tenga en cuenta a la hora de hacer las predicciones. Se ha
creado un dataframe que incluye los dias festivos que se repiten todos los afios en Londres, que
son ‘New year’s day’, ‘Easter’ (incluyendo ‘Good Friday’ y ‘Easter Monday’), ‘Early May Bank
Holidays’, ‘Spring Bank Holidays’, ‘Late summer Bank Holidays’, ‘Christmas Day’ y ‘Boxing
Day’. También se incluye la boda real celebrada el 29 de abril de 2011, que fue fiesta nacional.

Se ha ajustado el modelo con las nuevas modificaciones obteniendo el resultado de una prediccién
practicamente idéntica a la anterior, sin mejoras notables. Se muestra la representacion grafica de
esta prediccion en la Figura

En este caso, en las componentes del modelo, también se incluye el efecto de los dias festivos
especificados al ajustar el modelo.

Para hacer una pequena comparacion entre ambos ajustes, se ha calculado el error absoluto medio
puesto que en este caso es el valor mas representativo. El algoritmo suaviza mucho la trayectoria
de los datos, es decir, evita los datos atipicos y la diferencia entre dos datos puede ser muy grande
de manera que el error cuadratico medio no refleja la realidad del ajuste. El error absoluto medio
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del primer ajuste es 8,847789, mientras que el del segundo ajuste es 8,731971, por lo que hay una
minima mejoria en el ajuste por incluir los nuevos argumentos a la hora de hacer el ajuste.
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Figura 7: Modelo ajustado con los datos de la concentraciéon media diaria del O3 desde el 2007-
01-01 hasta el 2011-07-01 sin incluir. Predichos los valores de estas mismas fechas incluyendo
las fechas hasta el 2011-12-31 incluido. En el ajuste se incluyen argumentos adicionales como
periodicidades o dias festivos. (a) Valores predichos de la serie en azul oscuro, rango de error en
azul claro y en forma de puntos negros los valores con los que se ajusta el modelo. (b) Componentes
del modelo que se utiliza para la prediccion.
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Apéndice A: Breve introduccion a la distribucion de Laplace.

En teoria de la probabilidad la distribucién de Laplace, también conocida como distribucién doble
exponencial, es una densidad de probabilidad continua, llamada asi en honor a Pierre-Simon La-
place. La distribucion de Laplace resulta de la diferencia de dos variables exponenciales aleatorias,
independientes e idénticamente distribuidas.

1. Densidad de probabilidad.

Se dice que una variable aleatoria X de tipo continuo tiene distribucién de Laplace(ut,b) si su
densidad de probabilidad es:

1 w1 [ e six<p
b [ — b [ — — 32
donde:

m x es la variable aleatoria.

= U es el pardmetro de localizacion, que determina el punto donde se encuentra el pico de la
distribucion.

= b > 0 es el parametro de escala, que controla la ‘anchura’ de la distribucion.
Siu =0y b=1,ladistribucién de Laplace se dice que es estandar.

La distribucion de Laplace se caracteriza por su forma en V invertida, con una concentracion de
probabilidad alrededor de su parametro de localizacion u. El valor absoluto |x — ut| en el exponente
refleja su simetria en torno a U.

La funcién de densidad de probabilidad de la distribucion de Laplace es comparable a la de la
distribucién normal, pero mientras la distribucién normal se expresa en términos de la diferencia
al cuadrado (x — u)?, la distribucién de Laplace hace intervenir la diferencia absoluta |x — |, lo
que hace que la distribucion de Laplace tiene una mayor probabilidad de valores extremos.
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Figura 8: Funciones de densidad de probabilidad pertenecientes a variables con distribucién de
Laplace.
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Apéndice B: Justificacion de la clasificacion en regiones

Las concentraciones de los datos del archivo se han suavizado mediante la expresion

() R ()«
C(X,y,hhhz) = N —x: Y—y;
SHEDRED

donde c es la concentracion en el punto (x,y), ¢; es la concentracién conocida en el punto (x;,y;),
K; son los nucleos del suavizado, A; son las ventanas. Se ha empleado un niicleo gaussiano

K(t) = (2m) 2 exp (-0,5t%) —3<t<3

donde el intervalo usado para calcularlo se ha limitado para aumentar la velocidad de cdlculo

(Fernédndez-Duque et al., 2019). La ventana & se ha calculado siguiendo el método de Silverman
(Donnelly et al., 2011).

1

h=090n"5

donde o es la desviacion estandar. Se han considerado como concentraciones de fondo los pro-
medios de los extremos NE, SE, SW, NW de la region, y el intervalo de concentracion desde el

fondo al maximo se ha dividido en tres partes iguales, que son las isolineas que se representan en
la Figura[9]
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Figura 9: Regiones calculadas para los datos de concentracion de nuicleos de NO; en la atmdsfera
en el ndcleo urbano de Londres.
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Apéndice C: Graficas y tablas utilizadas para el analisis estadisti-
co de los datos estudiados.
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Figura 10: (a) Concentracién de O3 en el periodo de estudio. (b) Diagrama de cajas y bigotes para
representar la tendencia de la serie a lo largo de los meses en un afio. Se utilizan los valores de
los cinco afios por cada mes. (c¢) Valores de la concentracion media de O3z en funcién del dia de la
semana a lo largo del periodo de estudio. (d) Diagrama de cajas y bigotes con todos los valores a
lo largo del periodo de estudio en funcion del dia de la semana.

Tabla 1: Tabla con estadisticos calculados para analizar la tendencia general de la serie.

afio media mediana

2007 | 54.77523 | 55.23103
2008 | 58.74018 | 58.10149
2009 | 55.8617 | 57.15768
2010 | 59.00292 | 56.86142
2011 | 57.78157 56.71
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