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Resumen

En los tdltimos 10 anos hemos visto grandes avances en el campo de la inteligencia
artificial. Estas aplicaciones emergentes no serian posibles sin el desarrollo previo de los
autocodificadores, redes capaces de generar objetos nuevos extrapolando distribuciones
de probabilidad de conjuntos de datos, utilizando técnicas que reducen la dimensién de
los datos. Esto nos lleva a preguntarnos como funcionan estas redes y céomo es la realidad
actual de las aplicaciones méas punteras.

Para entender mejor el estado en el que se encuentra la tecnologia, este trabajo presenta
las redes que conforman la base de los métodos actuales, utilizados en la actualidad para
la generacion de elementos escritos y visuales. En el trabajo se explica el funcionamiento
de los autocodificadores y los resultados que produjeron implementaciones de las mismas
basadas en el transporte 6ptimo. Esto demostrara lo mucho que se ha avanzado en poco
tiempo, ademas de ser una buena introduccién para todo aquel que quiera entender el
funcionamiento de las redes de aprendizaje profundo més punteras.

Palabras clave: aprendizaje automatico, aprendizaje profundo, redes neuronales, au-
tocodificadores, WA E, autocodificadores de Wasserstein.



Abstract

The last 10 years have seen great advances in the field of artificial intelligence. These
emerging applications would not be possible without the prior development of autoenco-
ders, networks capable of generating new objects by extracting probability distributions
from datasets, using dimensional reduction techniques over the sets. This leads us to
ask ourselves how these networks work and what is the current reality of state-of-the-art
applications.

To better understand the state-of-the-art, this paper presents this networks, which
form the basis of the current methods used today for the generation of written and visual
elements. The paper explains how autoencoders work and implementations of them based
on optimal transport. This will demonstrate how much progress has been made in a
short time, as well as being a good introduction for anyone who wants to understand the
behavior of state-of-the-art deep learning networks.

Keywords: machine learning, deep learning, neural networks, autoencoders, WAF,
Wasserstein autoencoders.
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Notacion, siglas y abreviaturas

Notacion

Pese a que se definird lo que significa cada una de las funciones o elementos que se
utilicen, en general se siguen unas reglas generales de notacion:

X 0 z representaran vectores o escalares, respectivamente.

f se utilizara para describir funciones lineales o no lineales, y en una sola variable o
en varias (lo cual se mencionara durante la definicion). Ademaés, reservamos la letra
¢ para definir a las funciones de pérdida.

A representard matrices, que se definiran, en la mayoria de casos, de la siguiente
manera: A = (a;j)1.n,1:m (en el caso de matrices n x m). En el caso de que la matriz
sea cuadrada se escribird A = (a;; )1

A servira para denotar conjuntos, como lo son los conjuntos de datos observados
(atributos), los conjuntos de predicciones (etiquetas) y las familias de funciones.

V[ representara el gradiente de una funcién f respecto de las componentes indi-
cadas por x. En el caso de V f hablamos del gradiente de f respecto de todas sus
variables.

® sera utilizado para representar el producto de Hadamard de matrices, es decir, el
producto por componentes.

Generalmente, F' denota la distribucion, y lo adecuado es utilizar f como su densidad
cuando esta existe. Sin embargo, por mantener una notaciéon acorde a la que veremos en
el trabajo, escribiremos las densidades con p, aunque su distribuciéon pueda denotarse por

F.



Siglas y abreviaturas

Vamos a detallar una lista de las siglas que més se utilizardn a lo largo del trabajo.
Atn asi, estas se introduciran o recordaran cuando se crea conveniente:

s Adaptive Moment Estimation: ADAM.

» Analisis de componentes principales (Principal Component Analysis): PCA.
» Aprendizaje automético (Machine learning): ML.

» Aprendizaje profundo (Deep learning): DL.

= Autocodificador (Autoencoder): AF.

» Autocodificador variacional (Variational autoencoder): VAE.

» Autocodificador variacional de Wasserstein ( Wasserstein variational autoencoder):
WAE.

» Buvidence lower bound: FLBO.

» Inferencia variacional (Variational inference): IV o VI

» Inferencia variacional estocastica (Stochastic variational inference): SVI.
= Inteligencia Artificial: TA.

» Markov Chain MonteCarlo: MCMC.

» MAquinas de vector-soporte (Support Vector Machine): SVM.

» Minimizacion del riesgo empirico (Empirical risk minimization): ERM.
s Rectified Linear Unit: ReLU.

» Red neuronal: RN (RRNN para el plural).

» Red neuronal artificial (Artificial Neural Network): ANN.

» Redes generativas adversariales (Generative Adversarial Network): GAN.

» Unidad de procesamiento grafico (Graphical Processing Unit): GPU.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. TIA en la actualidad

En plena era de la informacion es natural encontrar noticias, libros, articulos cientificos
y profesionales e incluso opiniones contrapuestas sobre cualquier avance tecnologico, todo
gracias a Internet.

Aparte del hecho de que la informaciéon nunca haya sido tan accesible como lo es hoy
en dia, la Red ha permitido a miles de millones de usuarios compartir informacion en
diversos formatos: videos, imégenes, texto, audio... Esto ha aumentado sustancialmente
la cantidad de datos de que se dispone y ha ayudado al desarrollo cientifico fuertemente,
pues en la actualidad es mucho més sencillo divulgar el conocimiento a través de paginas
web, blogs, canales de YouTube y muchos medios mas.

Internet se ha convertido en un vehiculo de informacion a gran escala de forma ma-
siva, informacion que es codificada, transmitida y disponible para todos sus usuarios. La
mayoria de esta informacién tiene un formato predefinido y, aunque se representen de
distintas formas, es referida generalmente como datos.

Centremos nuestra atencion en un tipo muy especifico de dato, como son las imagenes.
Desde el inicio de la humanidad, las formas mayoritarias de expresiéon como especie han
sido el dibujo, el arte, y mas recientemente la fotografia e imagenes digitales. En la actua-
lidad, las imagenes son uno de los formatos de dato mas utilizados para la transmision de
informacion en Internet.

A su vez, las ramas, mas populares recientemente, de Big Data y Machine Learning
aprovechan la accesibilidad a los datos disponibles en esta Red para cumplir con objetivos
de analisis masivos de datos, clasificacion de objetos por clases, reconocimiento de objetos
en imagenes y mucho mas.

En 2014 se presento el articulo [18], que rompia con algunos de los esquemas estableci-
dos en el campo de la IA hasta el momento. Dicho articulo presentaba la idea de las redes
generativas adversariales (GAN ). Estas redes, para la mayoria de la gente, son un misterio
y nos acercan a la ciencia ficcidon, pues son capaces de generar texto como si habldramos
con un humano, producir imagenes bajo peticion, e incluso algunas son capaces de hacer
ambas cosas a la vez.



Capitulo 1. Introduccién

Figura 1.1: Ejemplos de imagenes generadas bajo peticion con DALL-E 2

Alrededor de Octubre de 2022 se ha podido observar un creciente interés en estas redes
generativas, méas especificamente, aquellas que son capaces de extrapolar caracteristicas
de los datos u objetos con los que se trabaja y generar nuevos objetos similares (como lo
son DALL-E 2 o Chat-GPT). Se podria pensar que hemos llegado a un punto en el que
verdaderamente hemos infundido de creatividad y libertad a nuestros agentes inteligentes,
pero, como veremos en este proyecto, los conceptos detras de estas redes se basan en
formas de tomar muestras de probabilidades y medidas de similitud, y no en cualidades
tipicamente humanas.

El comienzo de estas redes se basa en un tnico formato, en el que la red generati-
va muestra el nuevo contenido, pero no interpretando el lenguaje natural, no pudiendo
generar contenido “a la carta”.

Actualmente esta barrera parece superada hace mucho tiempo por el paradigma de
la multimodalidad, ahora en boca de todos. Esta sensacién viene, sencillamente, de la
velocidad a la que se han comenzado a desarrollar nuevas e imponentes herramientas como
lo son GPT-4 de OpenAl o su implementacion, anunciada en una conferencia online y con
informacion disponible en [1], que pretende revolucionar la manera de enfocar el trabajo
reduciendo la carga de trabajo mediante un asistente automatico.

Estas nuevas herramientas utilizan el aprendizaje multimodal, como ya hemos mencio-
nado, del cual hablaremos como potenciacion de las redes generativas y se puede obtener
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1.2. Objetivos del trabajo

mas informacion leyendo [6] o [2].

En este trabajo pondremos la atencion en un tipo especifico de estas redes generativas,
los autocodificadores, aunque la arquitectura de los Wasserstein Autoencoders seran el
tema central del proyecto, pues son capaces de generar contenido a partir de la resolucion
de un problema de optimizaciéon de distancias y un proceso de decodificacion. Para ello,
primero recorreremos una serie de conceptos basicos que son necesarios para la buena
comprension de su funcionamiento, y luego se describirdn estas redes. Para terminar,
se mostraran los resultados de entrenar y ejecutar distintos modelos generativos WAF.
Centramos la atenciéon en estas redes autocodificadoras dado que, computacionalmente,
las redes generativas adversariales son més caras, lo que es su principal desventaja a la
hora de competir con los autocodificadores.

1.2. Objetivos del trabajo

El principal objetivo de este trabajo es explicar detalladamente el funcionamiento de
los autocodificadores variacionales, en especial el WAE, basado en el transporte 6ptimo.

Para ello se han definido las siguientes directrices que se han de tratar a lo largo del
trabajo, de modo que los conceptos se desarrollen completamente, ademés de proporcionar
al trabajo una clara linea sobre la que trabajar. Para mantener dicha linea de una manera
mas estricta se consideran los siguientes objetivos fundamentales:

= OBJ-1 Presentaciéon de los conceptos basicos.

e OBJ-1.1 Introduccion de los distintos tipos de aprendizaje.
e OBJ-1.2 Descripcion de medidas del error, funciones de pérdida y riesgo.
e OBJ-1.3 Explicacion del nucleo de las redes profundas, las redes neuronales.

e OBJ-1.4 Algoritmos para el entrenamiento de una red neuronal.
= OBJ-2 Introduccién a la inferencia variacional.

e OBJ-2.1 Descripcion del ELBO.
e OBJ-2.2 Introduccidon al funcionamiento de la V1.

e OBJ-2.3 Problemas de la VI.

= OBJ-3 Descripcion de los autocodificadores variacionales y del WAE.

OBJ-3.1 Detalle del proceso de funcionamiento de un autocodificador.

OBJ-3.2 Introduccion y explicacion de los autocodificadores variacionales, la
premisa detras del WAE.

OBJ-3.3 Descripcion teoérica del funcionamiento de una red WAE.

OBJ-3.4 Implementaciéon y prueba de dos tipos de WAE.

Manuel Martinez Martinez 5]



Capitulo 1. Introduccién

El cumplimiento de estos objetivos asegura un desarrollo adecuado y ordenado de los
conceptos, y provee de una buena estructura al trabajo, ademéas de completitud. Como
anadido, estos objetivos sirven de métrica para las conclusiones del trabajo, lo que permite
comprobar si ha habido un desarrollo adecuado de estos, y en caso de ser necesario explicar
las discrepancias respecto de ellos y las razones de alejamiento de los mismos.

Comentario: El codigo implementado se puede encontrar en el siguiente repositorio de
GitHub: TFG-Autocodificadores-Wasserstein.
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Capitulo 2

Conceptos técnicos previos

Aclarados los objetivos que se ha planteado conseguir, realicemos un repaso de los
conceptos bésicos para poder comprender bien el trabajo. Para ello, introduciremos las
ideas de Machine y Deep Learning, redes neuronales, tipos de aprendizaje automatico y
las técnicas de regularizacion mas utilizadas en el campo del DL, entre otras cosas.

Recordemos que se pueden consultar las siglas que no se reconozcan en el apartado de
Notacion, siglas y abreviaturas.

2.1. Machine Learning

El aprendizaje automatico, Machine Learning, o simplemente ML, es una de las ramas
de la IA, cuyo objetivo final es simular el funcionamiento del cerebro humano al aprender
conceptos y reglas para poder reproducirlo en las méquinas.

Esta rama se centra en desarrollar algoritmos que resuelvan problemas y tareas basados
en la experiencia que se puede obtener de los datos iniciales, es decir, algoritmos que
obtienen conocimiento a partir de una serie de entradas. La forma de obtener la experiencia
necesaria sobre los datos iniciales se basa en la mejora de su toma de decisiones de forma
iterativa, extrayendo la informaciéon de las entradas.

La forma iterativa para la mejora en la toma de decisiones se llama entrenamiento del
algoritmo y, una vez finalizado, permite extraer informacién generalizada de los datos ini-
ciales. Matemaéaticamente esto se representa por el ajuste de pesos en matrices y funciones
no lineales, que transforman un objeto (generalmente un vector) en otro distinto, aunque
esto se detallard mejor en el apartado 2.7.

Una vez entrenado el algoritmo se obtienen salidas a partir de nuevas entradas. Para
poder medir la bonanza del algoritmo entrenado, se mide la distancia entre lo obtenido
por la ejecucion del algoritmo y lo que esperabamos obtener. Para poder realizar este
célculo, se utiliza una funcién, llamada funcién de pérdida, que devuelve un valor que ha
de interpretarse. Generalmente, el objetivo es la reduccion del valor de esta funcién, y se
procura que durante el entrenamiento se reduzca iterativamente el valor que generan las
salidas con la funcion de pérdida. De esta manera se intenta asegurar una mejora en los
resultados hasta conseguir los objetivos planteados para el algoritmo.
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Capitulo 2. Conceptos técnicos previos

Cuando consideramos que el valor de la funciéon de pérdida es adecuado, obtenemos
un modelo que generaliza los datos y puede realizar tareas relacionadas con ellos. Estos
modelos son muy ttiles cuando no podemos codificar las reglas o existe una alta com-
plejidad para la resoluciéon del problema. Sin embargo, no siempre es 6ptimo utilizar un
algoritmo y modelo de ML pues el entrenamiento requiere, en ocasiones, altos tiempos
de computacion. Hay ocasiones en las que es mejor implementar algoritmos tradicionales,
basados en programacion estructurada, que resuelvan un problema concreto mas rapido
que los algoritmos de ML.

2.2. Tipos de aprendizaje

Antes de introducir el pilar fundamental de este tipo de algoritmos (las redes neuro-
nales), veamos que son los enfoques de aprendizaje, las funciones de pérdida y el riesgo
empirico.

El aprendizaje de los algoritmos, tanto de ML, como DL puede seguir uno de los dos
siguientes enfoques: si se conocen los posibles resultados y etiquetas para un conjunto
de datos, se dice que el aprendizaje es supervisado. En el caso contrario, cuando no se
trabaja con datos etiquetados hablamos de aprendizaje no supervisado.

En ambos aprendizajes se parte de un conjunto de datos (o muestra) que generalmente
son representados por vectores p-dimensionales x = (z1,...,x,) € RP. A este espacio lo
denotaremos por X. Es necesario también introducir las etiquetas, denotadas por ), un
subconjunto de R que puede llegar a ser el total.

Cuando se conoce el conjunto ) de antemano entonces estaremos dentro del enfoque
supervisado del aprendizaje. Esto es porque se pueden observar las salidas del algoritmo
entrenado. Ademas, también se puede comprobar que las salidas producidas por el mismo
son correctas o erréneas al clasificar o realizar regresiéon sobre los datos.

Estos dos problemas (clasificacion y regresion) se diferencian principalmente en el
espacio de etiquetas. En el caso de que ) = R, hablamos de regresion, y en el caso
de un ntmero finito de etiquetas, es decir, Y = {1,2,..., K} con K € N, hablamos de
clasificacion.

Entre algunos ejemplos de aplicacion de este tipo de aprendizaje tenemos la regresion
lineal, las redes neuronales o las SVM.

El enfoque no supervisado no maneja datos etiquetados, de forma que no se conocen a
priori los resultados para los datos de entrenamiento, por eso es utilizado para la biisqueda
de patrones, asociaciones entre los datos y la generaciéon de elementos mediante algoritmos
de Deep Learning.

Para este enfoque también se utiliza la letra ) como espacio de llegada, pues es comiin
utilizar técnicas como la reduccion de dimensioén para poder abarcar la mayoria de los
problemas, dado que no todos los datos seran significativos para el resultado.

Ejemplos de este tipo de aprendizaje son las técnicas de clustering y reduccion de
dimensiones. En lo que refiere a este trabajo, dentro de este marco de aprendizaje estan
los VAFE, precursoras de los algoritmos generativos punteros actuales.
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2.3. Tipos de modelo

2.3. Tipos de modelo

Antes de centrarnos en los conceptos principales de la inferencia variacional, hay que
conocer los distintos tipos de modelos de pueden aparecer: los parameétricos, los no para-
métricos y los de variable latente.

Un modelo paramétrico, P, es una familia de distribuciones de probabilidad que se
pueden indexar mediante un ntmero finito de pardmetros. Denotaremos por 6 al vector
que contiene a los parametros y por © al espacio donde se encuentran. Generalmente, un
modelo paramétrico se describe de la siguiente manera:

Po = {F(x:0),0 € O},

Un ejemplo sencillo serfa una familia de distribuciones uniformes sobre intervalos [a, b]:

Pop = {F(z;a,b) = % x € [a,bl;a,b € R},
donde a y b son los pardmetros que definen la distribuciéon y donde se asigna el valor 0
para elementos x < a y el valor 1 para elementos x > b.

Los modelos no paramétricos son similares a los anteriores, con la salvedad de la
indizacion en infinitos pardmetros.

En este caso, a los parametros del modelo se los considera como la realizacién de un
proceso estocastico, lo que define una distribucion de probabilidad sobre ©, el espacio de
parametros, y permite entender a # como una funciéon aleatoria.

No es adecuado asumir inicialmente que los datos de los que se parte son independientes
e igualmente distribuidos, después de todo, no pueden ser completamente independientes,
pues deben estar relacionados aunque no sea de forma visible. A la relacion entre los datos
se la conoce como razon latente. Estas relaciones se suelen representar mediante variables
aleatorias, generalmente mediante la letra Z. De esta forma, obtenemos una distribucion
conjunta p(zx, z), siendo p(z) la distribucion de los datos y z una observacion de Z.

Tomando de forma adecuada la distribucién marginal, podemos obtener la distribucion
de los datos a partir de la conjunta:

e = [ plo2)dz = [ plal2)p()dz

2.4. Funciones de pérdida

Como conocemos ya los tipos de aprendizaje, es el momento de buscar una manera de
cuantificar la fiabilidad de los modelos entrenados, de modo que se observen los resultados
y salidas esperados.

Para ello se utilizan funciones f : X — ), que actuaran sobre los datos con el fin
de predecir salidas dentro del espacio de llegada, sea cual sea el enfoque del aprendizaje.
Para definir f es necesario tomarla dentro de una familia de funciones, lo que no restringe
que f sea resultado de la composicion de funciones. Sin embargo, la familia en la que se
encuentre la funciéon de prediccion ha de cumplir dos requisitos contrapuestos:

Manuel Martinez Martinez 9



Capitulo 2. Conceptos técnicos previos

= Ha de ser suficientemente grande para que no exista un sobreajuste, es decir, el
modelo se adapte bien a nuevos datos o muestras que se puedan presentar y que
sean similares a los iniciales.

= No puede ser excesivamente grande, pues entonces la computacién se vuelve extre-
madamente costosa y es imposible entrenar un modelo en un tiempo adecuado.

Ademés, se ha de buscar un equilibrio entre ambos objetivos.

Junto a la funcion de prediccion, se utiliza otra funcién mediante la cual se mide su
calidad. Esta funcion es la funcion de pérdida y se denota, generalmente, por ¢(y,x, f).

Las funciones de pérdida miden la discrepancia entre lo predicho y lo real, es decir,
entre f(x) e y. Si denotamos f(x) = ¢ a la prediccion, podemos reescribir la notacion de
la funcién de pérdida:

E(:U? X? f) = €(y7 y)?

que seré, generalmente, la forma en que se mencionaré a la funcion de pérdida en adelante.
Un ejemplo clasico de una funcién de pérdida es la llamada pérdida cuadratica:

Uy.9) = (y—9)% v.9€R,

ampliamente utilizada en muchos problemas de clasificaciéon y regresion.

A continuacion, detallaremos brevemente lo que es la informaciéon y entropia, para
poder introducir una de las funciones de pérdida mas utilizadas: la entropia cruzada.
Primero, conviene conocer el objetivo de la inferencia para entender mejor los objetivos
del trabajo.

La inferencia estadistica se refiere al proceso general mediante el cual se deducen
distribuciones de probabilidad que queremos conocer (posiblemente condicionadas o mar-
ginales). Estas distribuciones modelaran completa o parcialmente los datos de los que se
parte.

Comencemos tratando la idea de medidas de informacion. La teoria de la informacion
se centra en responder preguntas como: ;Cuénta informacién nos proveen los datos sobre
los parametros del modelo? ;Cuéanta informaciéon tiene una variable aleatoria? ;Como
medimos al informaciéon ganada mediante la observacion de una variable aleatoria? ;Qué
significa la informacién?

Estas preguntas también son de interés para el campo del ML y los sistemas de compu-
tacion.

Una de las principales formas de medir la informacion en el caso de sistemas inteligentes
es la entropfa. Para entender mejor estos conceptos se puede revisar alguna de estas
referencias [13, 40]. También es importante tener en cuenta que los logaritmos que vamos
a utilizar en esta seccion son en base 2.

La definicién estandar de la entropia se toma como la medida no negativa de la infor-
macion esperada contenida en una variable aleatoria. Esta informaciéon cuantifica como
de sorprendentes son los resultados producidos: cuanto menos probable es un evento alea-
torio, mas informacion aporta sobre los datos iniciales. Por otra parte, la informacion esta
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relacionada con la probabilidad de eventos especificos, de forma que se puede concluir que
la entropia es dependiente de una variable aleatoria y su distribucion de probabilidad.

La informacion se mide de la siguiente manera, considerando una funciéon de masa de
probabilidad p(z) (z es una observacion de los datos):

h(x) = — log(p(x)).

Matematicamente, y utilizando la misma funcion de masa de probabilidad, la entropia
se calcula en base a la anterior definicion de informacion:

=D pla)log(p(x)) = Ex(~log(p(x))), (2.1)

1€T

donde se ha denotado por X a la variable aleatoria discreta con masa p, e Z denota el
conjunto de indices de elementos que definen dicha masa.

Sin embargo, no siempre la dependencia es de una tnica variable, o la variable de la
que depende la entropia esta condicionada por otra variable. Esto modifica la definicion
anterior, aunque no de manera drastica:

HOY) == 3 plan) log<;(’—y’j§)> — Exy(— log(p(aly))).

A este tipo de entropia se la conoce como entropia condicionada, y parte de la infor-
macién esperada de X|Y y la distribuciéon conjunta p(z,y).
Finalmente, y con el objetivo de abandonar las variables discretas, observemos que:

lim H(X):—Zf(xi)eilog( flxe) = Zf (x;)e; log(f (x;)) Zf (z;)e;log(g;) =

g;—0
€L €T i€

/f )log(f(x))dx — log(e; /f /f )log(f(x))dx — hmO log(g;) =
/f )log(f(x))dx 4 oc.

Sin embargo llegamos al problema de que un componente del anterior razonamiento es
no finito, y la dltima igualdad es simbolica para mostrar este problema de forma mas
fehaciente.

La entropia, definida de la manera anterior, no es equivalente a la entropia para las
distribuciones con densidad, ademés de tener un problema de divergencia para el caso
continuo.

Debido a estos inconvenientes, C.Shannon [35], que intenta acercar la entropia a las
variables con densidad (f(z)), define la entropia diferencial de una variable continua de
la siguiente manera:

/ £(2)log(f (2))dz = Ex(— log(f(x)).
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El objetivo final de este capitulo es introducir el siguiente concepto: la entropia cru-
zada, una de las funciones de pérdida mas comunes. Consideremos dos distribuciones de
probabilidad, p y ¢, sobre la misma variable aleatoria. Se llama y denota a la entropia
cruzada por:

Hy(p) = — / pla) log(g(x))dz.

Esta entropia representa la longitud esperada de un mensaje transmitido que sigue la
variable X cuando asumimos la distribucion incorrecta ¢(z), y sera necesaria a la hora de
definir la cota inferior para la divergencia de Kullback-Leibler.

Finalmente, mencionemos que el uso de distancias y normas entre probabilidades sera
de utilidad para medir la pérdida en los resultados, como veremos cuando tratemos los
autoencoders.

2.5. Riesgo

Asociado a las funciones de pérdida esta el riesgo. Este es un concepto cuyo objetivo
es modelar la variabilidad de los datos, lo que transforma a las funciones de pérdida en
variables aleatorias. Veamos como se puede modelar.

Se considera el vector aleatorio (p+1)-dimensional (y, x). Con este modelado se predice
la pérdida esperada respecto de la distribucion de (y,x), esto es, Eyx)~p[l(y,X, f)]. A la
pérdida esperada se la conoce como riesgo asociado a f y se denota por Rp(f).

Para tener un modelo fiable se intenta encontrar una variabilidad baja en la distri-
bucién de los datos y predicciones. Esto se realiza, inicialmente, con una bisqueda de la
resolucion teorica del problema. De esta forma se puede encontrar una regla que minimiza
el riesgo para cada funcion de pérdida, la cual es llamada regla de Bayes. Sin embargo,
esta regla presenta un problema principal y es la dependencia de la distribucion, a priori
desconocida, del vector aleatorio (y, x).

En general no se dispone de todo el vector, si no de un conjunto 7, que llamaremos
de entrenamiento o train, el cual es un muestreo (y1,X1), ..., (Yn,X,) del vector original.

Entonces, la solucién a nuestro problema pasa por el calculo del riesgo empirico, que
por la Ley de los Grandes Nimeros convergera al riesgo teorico.

Para calcular el riesgo empirico, este se define de la siguiente manera:

Rs(f) = % Zg(yz‘, 9i),
=1

donde g; := f(x;).
Ahora, considerando F, una clase de reglas, y que f, la funcién de prediccion, varia
dentro de esta clase, se realiza la bisqueda siguiente:

argmin(Rs(f)).
feFr
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Resolviendo este problema, si el conjunto 7 es suficientemente grande, se minimizara
el riesgo Rp(f).

A la solucion de este problema se le llama regla ERM.

Tras este proceso, se traslada el problema a la eleccién de una clase F suficientemente
grande de funciones, para obtener una buena aproximaciéon del riesgo real, y suficien-
temente flexible, para evitar el sobreajuste y ganar adaptabilidad a la hora de predecir
resultados.

2.6. Divergencia de Kullback-Leibler

Una divergencia entre probabilidades, en términos coloquiales, es una funciéon de pares
de probabilidades que mide lo diferentes que son estas. Generalmente, esto se consigue
asignando valores pequenos donde las probabilidades similares y valores grandes donde no
lo son. Ademas, frecuentemente, se procura que estas tomen valores positivos inicamente.

Es por eso por lo que se suelen utilizar como herramienta teérica a la hora de desa-
rrollar algoritmos que necesitan comparar distintas probabilidades, como es el caso de las
redes generativas. Mas especificamente, en este ultimo caso, es necesario para comparar
el modelo con la distribucién de los datos, lo que nos dird como de bueno es el modelo.

Una de las divergencias més importantes en el campo de la Estadistica es la divergencia
de Kullback-Leibler. Para definir esta medida de forma correcta, es conveniente introducir
primero el concepto de continuidad absoluta de una medida respecto de otra.

Sean p, v dos medidas en un espacio medible (2, ). Diremos que u es absolutamente
continua respecto de v, o que v domina a u, si para cada conjunto medible A, se tiene
que:

v(A)=0= pu(A) =0.

Lo denotaremos por p < v.

Para caracterizar la forma de las medidas absolutamente continuas respecto de una
medida o-finita dada en casos generales se suele recurrir a la derivada de Radon- Nikodym.
Aunque la demostracion del teorema de Radon-Nikodym escapa del alcance del trabajo,
es este el que define la derivada, por lo que se enunciara ahora. Si se quiere entender con
mayor detalle, se puede ver en [8]. El enunciado del teorema es el siguiente: consideremos
1y v, dos medidas en el mismo espacio medible, con u finita y v positiva y o-finita, tales
que i < v. Entonces, existe una funcién medible f con valores reales tal que:

N(A):/Afd’/- (2.2)

Ademas, la funcion f es tnica v-c.s, es decir, si f es otra funcion que cumple lo anterior,
entonces f = f salvo en un conjunto de r-medida nula a lo sumo. A mayores, si u es
positiva, entonces f > 0 en v-casi todo punto.
A la funcién f se la conoce como derivada de Radon-Nikodym de u respecto de v, y
dp

se denota por 5. Por lo anterior, sabemos que la derivada estd definida v-casi siempre.
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Observamos que en las condiciones de (2.2), se tiene que para cada funcion g medible:

[oau= [ g

Esto a de interpretarse en el sentido siguiente: el lado izquierdo es integrable si, y sélo si,
lo es el lado derecho, en cuyo caso ambas integrales coinciden.

Esto es sencillo de deducir de (2.2), que se cumple para las funciones indicadoras, por
linealidad para las funciones simples, por limites monétonos para funciones positivas y
por sumas de partes positivas y negativas para funciones de caracter general. También
nos permite deducir otras propiedades de interés: si p K< vy v < p, entonces u << p y:

d,u d,u dv
d,o dv dp
Lo cual se traduce, para un conjunto A medible:
du du dv
A)= | —dv = —d
nd) 4 dv v du dp P

Tras la estos conceptos preliminares, podemos introducir la divergencia de Kullback-

Leibler. Si Py () son dos probabilidades definidas sobre el mismo espacio, con P < ):
dP
Dy (P = [ log —dP.

Si P no es absolutamente continua respecto de (), entonces se asigna el valor 400 a la
divergencia. A esta divergencia se la conoce como entropia relativa de P respecto de Q.

Veamos alguna de sus propiedades. Si P y @ son dos probabilidades en el mismo
espacio, entonces Dk (P, Q) > 0, dandose la igualdad si, y solosi, P=Q.Si P < uy
Q < u, siendo p o-finita y P < @), se tiene que:

ar

P
Dir(P,Q) I/log j:gadu-

dp

Y en el caso més importante, si tanto P como @) tienen densidades (p y ¢ respectiva-
mente), es decir, son absolutamente continuas de la medida de Lebesgue, entonces:

X
Dkr(P,Q) = /logz( >p(x)dx.
En el caso de probabilidades discretas el calculo es similar:

DKL P Q sz 10g pz

€L

asumiendo que Py @) tienen soporte en una coleccién numerable de puntos {a;};cz, con
probabilidades p; y ¢; respectivamente. Aparte, en el caso discreto podemos ver la relacion
con la entropia de las distribuciones (2.1), pues tenemos:
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» La entropia: H(P) = — >, pilogp;.
= La entropia cruzada: H(P,Q) = —>_,.7 pilog g;.

Y la relacion entre la entropia cruzada, utilizada cominmente y la divergencia:

H(P,Q) = H(P) + Dk.(P,Q)

Ademés, la divergencia guarda relaciéon con la estimaciéon de méxima verosimilitud, y
como veremos en la segunda parte del trabajo, la verosimilitud es una parte importante
de la inferencia variacional.

Centrémonos en esta relacion. Sea X, ..., X, una muestra aleatoria simple de P,
con densidad f. Nos planteamos estimar f con el modelo {f(x|0) : § € ©}. Sea Py la
probabilidad, fijado 6, asociada a f(-|f). Asumimos ademés que distintos # dan lugar a
distintas F.

Por otra parte, el estimador méximo verosimil (EMV), 0,,, es el argumento que maxi-

miza;:
1 n
= — log(X;|0).
- ;1 og(X;|0)

También maximiza:

1 « 1 « "L log(X
=— log(X;|0) — — log(X;)
E3 R0~ 13 o) = =3
A partir de esto, utilizando la Ley de los Grandes Numeros sabemos que:
Kn(g) —&F K(Q) = DKL(P, Pg),

para cada 6 € ©. Intuitivamente, como K, — K, los maximizadores también convergeran
(0, — 0), es decir, los maximizadores hacen converger las probabilidades Py, hacia la
probabilidad Py que muestre la menor divergencia respecto de P.

Lo anterior nos permite ver que calcular el EMV es equivalente a minimizar la Dy,
aunque esta forma de proceder presenta ciertas limitaciones. Por ejemplo, la interpretacion
se ve dificultada por el hacho de que la divergencia no es en realidad una métrica, pues
no es simétrica.

La simetrizacion de esta divergencia se conoce como divergencia de Jensen-Shannon,
aunque su definicién se dard mas adelante.

2.7. Redes neuronales

Previo al concepto de aprendizaje profundo o Deep Learning hemos de introducir las
redes neuronales, pues son la premisa de las redes de aprendizaje profundo.

El objetivo de toda red neuronal es emular la sinapsis que ocurre en el cerebro humano
cuando aprende o recuerda conceptos. Traducido al lenguaje utilizado sobre los datos, esto
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significa que las redes neuronales se centran en extraer y reconocer patrones de los datos
de X para poder generalizar informacion y predecir resultados en ). Esta prediccion se
suele obtener en forma de probabilidad de pertenencia a una clase o tipo de datos en
el caso del aprendizaje supervisado, o en ordenacién de datos por similitudes entre los
mismos en el caso del aprendizaje no supervisado.

Si se tuviera que hacer una lista de los objetivos de la computaciéon neuronal, un buen
ejemplo serfa el de las lecciones de [16]. Estos objetivos serfan los siguientes:

= Entender el funcionamiento del cerebro, pues es muy fragil para un estudio en di-
recto, mediante simulaciones por ordenador.

= Entender como las neuronas trabajan con la informacion, su forma de procesarla en
paralelo y la adaptabilidad de sus conexiones.

= Resolver problemas précticos utilizando algoritmos inspirados en el cerebro y la
sinapsis.

También conviene notar que no todos los algoritmos se inspiran en el cerebro, y algunos
de estos, por muy diferentes que sean, son muy ttiles a la hora de trabajar. Ejemplos de
algoritmo cuya forma de proceder no se basa en el funcionamiento biolégico de las neuronas
son las GAN o los AE.

Estudiemos el proceso neuronal artificial. Una red neuronal es una composicion de
transformaciones lineales y no lineales que acttian sobre un vector. Este vector de entrada
provendra de los datos observados. A su vez, hay que determinar cuantas transformaciones
de ambos tipos son necesarias. Al nimero de transformaciones lo llamaremos el nimero
de capas de la red.

Si L € N es el ntimero de capas de la red, se denota por f;, j € {1,..., L}, a las transfor-
maciones no lineales y W, j € {1, ..., L}, a las transformaciones lineales. Aparte, x € X
serd nuestro vector de datos, como ya lo habiamos denotado en la primera subseccion de
este capitulo.

Veamos con méas detalle el comportamiento de las transformaciones:

1. f;: R% — R%+1 seran funciones no lineales, también llamadas funciones de activa-
cion de las neuronas. Las funciones de activacion mas utilizadas son la sigmoide (o
logistica) y la ReLU.

_ () ) . . )
2. W; = (wy )1:dj,1:dj,1 seran transformaciones lineales, representadas por matrices.

Lo anterior permite escribir la red neuronal mediante la composicién de funciones:

9o(x) = frWrfooit(Wp—y--- i(Wi(x)) ---)), (2.3)

donde 6 = (Wy,...,WL) es un parametro que nos permite identificar cada funcion de la
clase.
La eleccion de las transformaciones lineales ayudara a minimizar la funcién de pérdida

elegida dado que sus elementos, w,(fg), se ajustan durante el entrenamiento de la red, razéon
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CAPADE
ENTRADA

CAPA
INTERMEDIA

CAPADE
SALIDA

ENTRADA1 SALIDA 1™

ENTRADA n SALIDAM ™

Figura 2.1: Diagrama de arquitectura de una RN

por la cual las matrices son llamadas matrices de pesos. El objetivo es refinar asi los
resultados obtenidos, buscando que se asemejen a las salidas esperadas de la red. Veamos
ahora una formulacién equivalente para la red neuronal. Para ello, observamos la salida
que genera cada composicion f; o WW; al aplicarla sobre un vector.
Dado que partimos de un vector, también se puede escribir la red como una secuencia
de resultados:
g = X.

aj = fj(Wjaj,l), j c {1, ,L}

Y de este modo, se tiene que: aj = gp(x).

Esta conexién de neuronas, una tras otra, no es mas que una funcion que transforma
el vector de entrada x € X en un vector de salida y € ). Para poder definir la red de
manera correcta, la distribuciéon de neuronas en capas estd conectada; la primera capa
es por la que entraran los datos, luego se pasa por una serie de capas intermedias hasta
llegar a la dltima, que genera la salida.

Se puede observar este proceso en la figura 2.1, con las relaciones entre neuronas
(circulos) cuando se conectan todas entre si (lineas). Las lineas a puntos representan la
posibilidad de mas capas intermedias. También se puede observar la agrupaciéon por capas
de una RN, donde se ha separado cada capa por lineas discontinuas.

Hablemos sobre lo que significa entrenar una red neuronal. El proceso de entrenamiento
es la serie de pasos que permite obtener los mejores pesos de las matrices de pesos para
que cumplan una tarea especifica. El objetivo final de la red neuronal serd minimizar el
riesgo o la pérdida para que los resultados se ajusten a los objetivos que definamos. A
cada iteracion del entrenamiento de una red se la llama época.
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Veamos de que modo afecta el entrenamiento a la red neuronal. Durante el proceso de
entrenamiento, vamos modificando los pesos de las neuronas para obtener salidas cada vez
méas cercanas a los objetivos que deseemos en base a la funcion de perdida que se aplica
sobre el resultado de toda la red. Sigamos los pasos del entrenamiento y aprendizaje de
las redes neuronales, ya que sabemos como afectan estos a la red una vez construida:

1. Inicializamos los pesos y el sesgo de las neuronas de la red, y preparamos los datos
para el entrenamiento.

2. Pasamos los datos por la red y calculamos el error con la funcion de pérdida.

3. Utilizamos un optimizador para actualizar los pardmetros de la red, de modo que
se puedan obtener mejores resultados, es decir, optimizamos el valor de la funcién
de pérdida.

4. Repetimos los pasos 2 y 3 hasta alcanzar una condicion de parada que hayamos
preestablecido.

Uno de los peligros del anterior entrenamiento es pensar que la condiciéon de parada
ha de ser el momento en que todos los ejemplos de los datos iniciales se clasifiquen co-
rrectamente. Esta clasificacion correcta permite aprender sobre el conjunto de datos pero
restringe la generalizacion de los datos, lo que se conoce como sobreajuste.

Los algoritmos de aprendizaje automético mas sencillos tienen RRNN de una tnica
capa intermedia. Cuando se mencionan las capas ocultas de una red, nos referimos a las
capas intermedias que posee, pues son las que no producen resultados “visibles”.

2.8. Descenso de gradiente

Ahora introducimos la técnica de descenso de gradiente, la méas utilizadas para la
optimizacién de funciones de pérdida dentro del marco del Machine learning.

El objetivo de esta técnica es buscar una soluciéon minima para la siguiente funciéon
objetivo:

G(O) == 3"y o)), 6 € ©. (2.4)

En esta expresion se puede identificar lo introducido hasta ahora, es decir, la funcién
objetivo es el promedio empirico de las pérdidas entre los resultados reales y las salidas
obtenidas por la red con los datos de entrenamiento.

En este problema hay que tener en cuenta la funcion de pérdida definida, ¢, el conjunto
de entrenamiento con el que se trabaja, T = {(y1,X1), .-, (Yn, Xn)}, v €l conjunto de reglas
donde se busca la mejor aproximacion, R = {gy : 6 € O}, para el cual 6 serd un parametro.
Si se quiere simplificar el problema, se asumira que © C R?, que es lo que haremos.

Ahora, en el caso en que G sea suficientemente regular, esta se podra aproximar
utilizando su gradiente:

G(y) ~ G(x) + VG(z)(y — x),
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donde si y = x + ~yu con ||ul]| = 1 entonces:
G(y) ~ G(z) + yVG(x)u.

A partir de lo anterior se extraen relaciones muy tutiles para casos favorables de G.
La eleccion de 7, llamado tasa de aprendizaje (learning rate), influira en la velocidad de
convergencia al igual que el gradiente de G.

val(lS)CaIldO la direccion de mayor descenso del gradiente, que serd para la que u =

xT

— === se obtiene que, considerando la siguiente sucesion (siendo 0y arbitrario):
IV f(@)]” ’

b1 =06, —YVG(0,),

esto asegura una convergencia veloz siempre que G cumpla una serie de propiedades.
Las propiedades que ha de tener para G para dicha convergencia son las siguientes:

= Convexidad: pues si G es una funcién convexa con un minimo local, ese minimo
serd, en realidad, un minimo global. Si G no fuera una funcién convexa, entonces la
convergencia hacia un minimo local no nos asegura la convergencia hacia un minimo
global.

. . . 2 sz
= a-convexidad: G es una funciéon a-convexa si G(z) = § ||z||” es una funcién convexa.
En el particular, si o > 0 la a-convexidad implica la convexidad.

» [-suavidad: se dice que una funcién es [S-suave si es diferenciable y su gradiente es
lipschitziano de constante : |VG(x) — VG(y)|| < Bllz — ||, x,y € ©.

Si G es a-convexa y [(-suave, entonces el descenso de gradiente es eficiente, lo que
aporta muchas ventajas a la hora de resolver el problema de optimizacion. Decimos que es
eficiente porque la convergencia es exponencial, lo cual es, computacionalmente hablando,
la causa por la que el algoritmo es veloz al ejecutarse. Sin embargo, este caso es ideal y
no es lo que ocurrird generalmente. Si se quiere ver una demostracion de las razones que
lo hacen eficiente, estas se pueden encontrar en la seccion 3.4.2 de [11]. Este algoritmo es
la base de los algoritmos que se utilizan actualmente para actualizar los pardmetros de
las redes neuronales.

El descenso de gradiente estocastico es una variacion de este algoritmo que en vez
de cambiar los pardmetros cuando termina una etapa del entrenamiento, se realiza la
actualizacion de los parametros de la red con cada minilote de entrenamiento. Un minilote
de entrenamiento es un subconjunto de los ejemplos de entrenamiento. Sigue la siguiente
forma:

1 m
=1

donde se toman los indices de los ejemplos z; de un conjunto Z con tamano m < n, siendo
n el tamano del conjunto de entrenamiento. En el caso de que m = n tenemos el descenso
de gradiente tradicional. Ademas, los indices que pertenecen a Z se escogen de manera
aleatoria, lo cual da el apellido estocastico al algoritmo.
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La idea de actualizar en cada lote surge para evitar célculos redundantes que realiza
el descenso de gradiente tradicional, mas frecuente en los casos con grandes cantidades de
datos. Esta repeticiéon la causan ejemplos similares.

La manera de evitar repetir calculos es utilizar el descenso de gradiente estocastico
(SGD), pues la actualizacion del gradiente depende de cada lote y las actualizaciones de
parametros se centran en los cambios principales entre ejemplos similares. Ademaés, este
cambio respecto al descenso de gradiente estandar aumenta la velocidad de entrenamiento,
pues no se utilizan todos los ejemplos en cada época de entrenamiento. Sin embargo,
aunque la velocidad de entrenamiento aumenta, la velocidad de convergencia hacia el
minimo que buscamos decrece, pues el gradiente de un subconjunto de entrenamiento no
tiene porqué ser la direcciéon optima de descenso hacia el minimo.

Muchas de las redes profundas actuales también utilizan optimizadores basados en el
algoritmo de descenso de gradiente; uno de los mas utilizados, y el que utilizaremos en la
parte practica, es el algoritmo ADAM (Adaptive Moment Estimation). Este algoritmo se
basa en el uso del descenso de gradiente estocastico o SGD.

2.9. Algoritmo de retropropagaciéon

En esta seccién se introduce un algoritmo para calcular el descenso de gradiente de
forma eficiente en redes neuronales, llamado algoritmo de retropropagacion.

El objetivo del entrenamiento por retropropagacion es el calculo del gradiente de la
funcion de pérdida, de esta forma, se puede aplicar la técnica de descenso de gradiente.
Si se conoce y € Y, la etiqueta correcta para un dato, y se tiene 7, la etiqueta producida
por la red neuronal, entonces se buscara el gradiente de la funcion ((y, 9).

Manteniendo la notacion utilizada anteriormente y siendo z; = Wja;_1, a; = f(z;), se
tiene que g = gg(x) = ar. Ahora, siendo = (W, ..., W),y aplicando una vez la regla de
la cadena se obtiene:

Vi Ly, 9) = (Vil O fp)ay ;.

Recordemos que se ha denotado por ® el producto de Hadamard de matrices.
Ahora, utilizando una segunda vez la regla de la cadena se tiene lo siguiente:

VWLflg(y7 g) = ((Wi(vﬁg © flL)) © f'Lfl)ath?

Entonces, por iteracion del proceso, para cada una de las L funciones lineales y no
lineales de la red, se observa que sblo es necesario conocer los valores de a; = f(z;),

f; = fi(z;),j €{1,..., L}, y Vgl
Para obtener estos valores se realiza un calculo progresivo.
Dados y, x, 0 = (Wq, ..., Wp):
1. ap = X

2. Si j recorre el conjunto {1,2,..., L} en ese orden:

z; = Wjaj_l,
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3. Vyl =Vyl(y,ar)
Y ya calculados estos valores se procede con el algoritmo de retropropagacion:
1. g =Vt
2. Si j recorre el conjunto {L,L —1,...,1} en ese orden:
g:=g0of),

ijf(y7 g) =8 © a;—la
g:=Wjg.

La retropropagacion es un algoritmo importante en el entrenamiento de las redes neu-
ronales porque permite utilizar el descenso de gradiente como optimizador de la funcion de
pérdida. Aun asi, el algoritmo es costoso computacionalmente hablando, pues requiere de
realizar muchos productos matriciales (los cuales se pueden paralelizar utilizando GPUs).

2.10. Deep Learning

Llegados a este momento, surge la pregunta: ;qué ocurre con las RRNN con maés
de una capa intermedia? Son estas redes las que conforman el alcance del aprendizaje
profundo o Deep Learning (DL).

El DL es un campo del ML centrado en los patrones complejos de datos mediante el
uso de redes neuronales profundas. Su principal objetivo es extraer informacion de grandes
volimenes de datos, lo cual requiere generalmente altos tiempos de ejecuciéon, donde la
red aprende en cada capa. El diagrama 2.2 ilustra la arquitectura de una red profunda,
pues tenemos mas de una capa oculta.

Actualmente, estas redes tienen un gran protagonismo, pues las redes generativas, el
reconocimiento del habla, o los grandes modelos del lenguaje son ejemplos de ellas, muy
utilizados hoy en dia.

Dado que las redes neuronales profundas tienen muchas capas y neuronas, se genera
el siguiente problema: la red se adapta mejor al conjunto de entrenamiento. Aunque a
priori pueda parecer una buena cualidad para las redes que se quiere construir, a poste-
riori se genera sobreajuste sobre el conjunto de entrenamiento. Para evitar este potencial
sobreajuste, seguiremos algunas técnicas de regularizacién del entrenamiento de redes
profundas:

= Parada temprana: esta técnica sigue una serie de pasos para evitar que la red entrene
més de lo necesario. Partiendo del conjunto de entrenamiento, se divide en dos, un
conjunto de entrenamiento mas pequeno y un conjunto de validaciéon. Con este paso
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Figura 2.2: Diagrama de arquitectura de una RN profunda

realizado, se monitorizara el comportamiento de la red con el conjunto de validacion,
de modo que, cuando se aplique el optimizador de la red, se detenga el entrenamiento
en el momento que haya un aumento en el error para la validacion.

= Normalizacion de lotes: esta estrategia tiene como objetivo normalizar la entrada
de las funciones de activacion, lo cual no es mas que asegurar que el conjunto de
entradas tenga media 0 y varianza 1. Hay que tener en cuenta que esta estrategia
no se debe aplicar siempre, pues la funcion de activacion escogida depende de la
dispersion y media de los datos. Por ejemplo, si la activacion es una Rel U, entonces
las entradas muy grandes tendran gradiente 1 y las muy pequenas gradiente 0, luego
es adecuado realizar la normalizacion para obtener mejores resultados. Otro ejemplo
serfan las funciones de tipo sigmoide, dado que, al normalizar, se transforman los
valores muy altos o bajos (que tendrian gradiente 0) en nameros cercanos al 0,
obteniendo gradientes méas altos. Para poder llevar a cabo esta técnica la red aprende
dos pardmetros adicionales para la normalizacién, la media y la varianza, y otros
dos para el reescalado de los resultados tras la normalizacion.

Ademaés, también existe otro problema, referente a la dimension de los datos. Las
redes profundas tienen mas neuronas y mas capas, lo que implica mayores tiempos de
ejecucion, sobre todo durante la fase de entrenamiento. Esto se debe a la gran cantidad
de parametros que han de ser actualizados en cada época, lo cual no se simplifica si los
datos tienen una dimension muy alta, como pueden ser las imagenes o la voz.

Para poder abarcar datos complejos (imagenes, audio o video) es necesario utilizar
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2.10. Deep Learning

técnicas de espacio latente para los modelos profundos, que permiten simplificar la in-
formacion de los datos mediante la reducciéon a espacios de dimension menor. El espacio
latente es un espacio de dimension mas pequena que el original (preferiblemente mucho
menor) que busca la abstraccion de las caracteristicas mas importantes de los datos, para
asi poder extraer informacién de manera mas sencilla. Esta informacién extraida es la
que permite a estos modelos generar, adecuadamente, contenido que sigue el estilo de los
ejemplos, pero anadiendo modificaciones nuevas sobre los mismos, y asegurando cierta va-
riabilidad sobre el resultado, pues al reducir dimension perdemos parte de la informacion
inicial. El uso de técnicas de espacio latente ha probado ser también una buena préctica
a la hora de evitar el sobreajuste, ademas de simplificar el entrenamiento de las redes
profundas, pues obviando ciertos matices de las entradas, se generalizan aquellos que se
consideren més importantes.
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Capitulo 3

Autocodificadores

Antes de poder explicar las redes principales que se han estudiado en este trabajo,
expliquemos los autocodificadores, un tipo de red profunda que utiliza varias redes neu-
ronales para conseguir sus objetivos.

Una red autocodificadora o autoencoder es un modelo de aprendizaje no supervisado
que busca una representacion comprimida de unas entradas dadas con el objetivo de
extraer la informacion que se considera relevante y evitar la que no lo es.

El formato de las entradas para estas redes puede variar desde el habla hasta las
imégenes y, generalmente, estas entradas son dadas en forma de un vector, denotado por
x. En el caso del habla se utilizan vectores actsticos y en el caso de las imagenes, vectores
que representan cada posicion y color de cada pixel de la imagen.

Para poder realizar el proceso y comparar si el proceso de compresion realizado se
ajusta a las expectativas, se divide el autocodificador en tres partes: un codificador, un
decodificador y una funciéon de pérdida.

Sigamos el proceso de funcionamiento de un autoencoder para comprender mejor estas
partes:

1. Primero, para el proceso de codificacion, se realiza una reduccion de la dimension de
los datos, d, transformando los datos de entrada en un vector de menor dimensién, d'.
Si f: R4 — R? es la funcion de codificacion a partir de la entrada x se obtiene una
representacion z := f(x) llamada representacion latente o simplificada de los datos.
La dimension d’ representa el nimero de caracteristicas que se desean aprender de
los datos de entrada.

2. Una vez realizada la codificacion de los datos se trabajara con ellos, de modo que
es la representacion latente la que entrenard la red. Esto ayuda a ganar velocidad
de computo cuando los datos manejados tienen dimensiones altas (un claro ejemplo
serian las iméagenes en alta definicion).

3. Utilizada la representacion simplificada para obtener informacién, se han de recu-
perar las entradas. Para recuperarlas, se utiliza otra funcion, g : R* — R%, tal que
g(z) = x, la cual se conoce como decodificador.
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4. Finalmente, se realiza la comparacion entre x y X mediante una funciéon de pérdida,
{(x, %x). La funcién £ se encargara de medir la falta de similitud entre la decodificacion
y el dato inicial, de modo que se centrara en cuantificar el valor de la informaciéon
perdida durante el proceso de codificacion de las entradas.

El primer algoritmo en nacer que cumplia con estas caracteristicas es el anélisis de
componentes principales (PCA). El objetivo de este algoritmo es reducir la dimension de
los datos, de modo que se descarta informacion irrelevante y permite trabajar con menos
variables, lo que simplifica el problema y el modelado del mismo. Veamos su funciona-
miento.

Partiremos de un conjunto de vectores xi, ...,x,, € R% Ademés, consideraremos |||,
la norma euclidea en este espacio, cuyo objetivo es medir la distancia entre los vectores
iniciales y las salidas producidas. Partiremos de un conjunto de vectores xy, ..., x, € R%
Ademas, consideraremos |[|-||, la norma euclidea en este espacio, cuyo objetivo es medir
la distancia entre los vectores iniciales y las salidas producidas. Como queremos reducir
la dimension de los vectores, asi que recurrimos a una transformacion lineal sobre los
mismos. Si W € Xy 4 es la matriz de dicha transformacion, tenemos que: W : R% — R?
donde la transformacion especifica es x — Wx, donde Wx es una representacién en
menor dimensiéon de x. A su vez, necesitaremos una segunda transformacion, en este
caso U € Xy, que utilizaremos para aproximar los vectores a partir de sus formas

. . . . o 4 ~
comprimidas. El objetivo es, que a partir de y € R?, y = Wx, se obtenga x = Uy, la
aproximacion de x.

Nuestro objetivo es, entonces, minimizar la distancia entre salidas y entradas para

poder recuperar los datos con la menor pérdida de informacion. Esto se traduce en:

n

arg min Z Ix; — UWx||”. (3.1)

UeXd,d/’WGXd’A,d i=1

La solucion a este problema es la siguiente: si (U, W) es la soluciéon, podemos tomar
U de forma que tenga columnas ortogonales (es decir, U'U = 1;) y W = U*. Para verlo,
fijamos U y W y consideramos la aplicaciéon x — UW=x. La imagen de esta aplicacion,
T = {UWx : x € R}, es un subespacio de dimension d’ de R?. Sea ahora V € X, 4 una
matriz cuyas columnas son una base ortonormal del subespacio Z, es decir, VIV = I,.
Con esto, cada vector de la imagen se puede escribir como Vy donde y € R¥. Para cada
x € Rt e y € RY, tenemos que:

e = Vyll* = [Ix|* +y" VT Vy = 2y"VTx = |[x||* + [ly|* - 25"V x.

Minimizando esta expresién respecto de y comparandola con el gradiente respecto de
y con 0, obtenemos que y = VT x. Entonces, para cada x se tiene:

VVTx = argmin ||x — x||*,
xeZ

28 Manuel Martinez Martinez



lo cual ocurre en particular para nuestro conjunto de vectores xi,...,x,. Por lo tanto,
podemos reemplazar U, W por V, VT y que el objetivo no sea mayor:

Z HXZ — lj‘/I/)(z|’2 Z Z HX,L — V, VTXiH2 .
=1 i=1

Esto lo satisfacen todas las matrices U, W, luego se cumple (3.1).
Con esto, se transforma el problema anterior en el siguiente:

arg min Z |xi — UU"/xiH2 : (3.2)

UeX, 4-UtU=14 53
Lo cual se puede simplificar atin mas. Si x € R? y U es ortogonal, se tiene que:

Jx — UU|" = |x|* - 2x'UU'x + x'UU'UU'x =

HX||2 —x'UU'% = HXH2 — traza(U'xx'U).

Esto permite volver a transformar el objetivo de (3.2):

n
argmax  traza(U" inxﬁU), (3.3)
UeXy ¢:UtU=14 i=1

pues la traza es un operador lineal.

Para finalizar la explicacion del funcionamiento del PCA, veamos como obtener U.
Sea A =)""  x;x.. Sabemos que A es simétrica y por ello se puede escribir en su descom-
posicion espectral V DV? (su descomposicion en autovectores y autovalores). Ademas, se
puede asumir, sin pérdida de generalidad que los autovalores son:

Dy >Dyo>...>Dgq >0,

pues A es también semidefinida positiva. La solucion, por tanto, es que las columnas
de U sean los d’' autovectores relacionados con los d’ mayores autovalores de A. Esto es
porque estos autovectores estan relacionados con als direcciones de mayor varianza de los
datos, al escogerlos estaremos capturando la mayor cantidad de variabilidad de los datos
de partida.

Esto se puede condensar en un resultado que se demuestra también en [34]: sean
X1,..,X, € R Sea A = Yo XXty sean uy,...,uy los d autovectores asociados a los
d’ mayores autovalores mayores de A. La solucién al problema del PCA en (3.3) es elegir
U de modo que uy, ..., uy sean sus columnas y elegir W = U*. Veamos su demostracion.
Sea VDV la descomposicion espectral de A. Fijamos una matriz U € X, con columnas
ortonormales, y sea B = VTU. Entonces:

VB=VVTU =U,
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CODIFICADOR DECODIFICADOR

ENTRADA: VECTOR SALIDA:
X | LATENTE: 2 y

Figura 3.1: Estructura de un AE

lo que implica:
UTAU = B"VT'vDVTVB = BT DB.

Con esto, se obtiene:
d

traza(UT AU) = ZD” Z

Debemos tener en cuenta que BT B = UTVVTU =1, por lo que las columnas de B son
ortonormales también. Con esto, sabemos que EJ 1 Zl B2, = d'. Ademas, si Be Xad

es una matriz tal que sus d’ Columnas sean las de B y tal que BTB = I, entonces, para
cada j tenemos que Zle = 1, lo que implica que Z ~_, B?, < 1. De lo anterior se
sigue que:

€[o,1]: H5H<d’

d/
traza(UT AU) < max Z D; ;B = Z D ;.
j=1

Con esto se demuestra lo que buscAbamos, pues para cada matriz U € X, 4 con columnas
ortonormales se tiene que traza(UTAU) < Z?lzl D; ;, ademas de que en el caso en que
se escojan los d autovectores de mayor valor de A, obtendremos que traza(UT AU) =
>, D

Este algoritmo es la implementacion més sencilla de lo que llamamos autocodificadores,
aunque el rango que abarcan estas redes es mayor.

Ademas, si tanto el codificador, f como el decodificador, g, son funciones no lineales,
se obtiene la ventaja de poder modelar las funciones como redes neuronales. El beneficio
principal de la modelizacion con RRNN es la btisqueda de la minimizacion de la funcion de
pérdida mediante retropropagacion, para lo que solo se necesita que la funciéon de pérdida
sea diferenciable.

Hay que tener en cuenta que al usar estas redes, puesto que se utiliza un modelo con
reduccion de dimension mediante variable latente, se tiene pérdida de informacion. Esta
pérdida de informacion del modelo ha de controlarse de modo que no se eliminen rasgos
importantes de las entradas y a la vez que la reduccion de dimension sea adecuada para
un trabajo eficiente con los datos de entrada.

Tratando la entrada como un vector procedente de una distribuciéon de probabilidad,
tendremos un codificador aleatorio de los elementos de la distribucion, p(z|x), y un deco-
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dificador, también aleatorio, que procura reconstruir las codificaciones ¢(x|z). El resultado
que produce el proceso de codificacion y decodificacion es una aproximacion del vector de
entrada, asi que la denotaremos por X. Para medir la distancia entre las aproximaciones
y los datos iniciales utilizaremos una pérdida sencilla, el error cuadratico medio:

d
Z(‘Il - szi)27
=1

que no es mas que la pérdida cuadratica (MSE), donde z; y &; son las componentes del
vector de partida x y la aproximacion Xx.

El objetivo del autoencoder sera extraer las caracteristicas mas importantes del vector
de entradas con esta pérdida de informacion, para poder realizar predicciones o clasifica-
ciones sobre nuevos datos que se proporcionen.

Algunos ejemplos de utilizacion de autocodificadores son: la eliminaciéon de ruido o
errores de los datos de entrada, la coloracién o decoloraciéon de imagenes o la generacion
de nuevos datos a partir de los de entrenamiento.

La mejora inmediata de estas redes son los VAE, que con una estructura parecida uti-
lizan codigos latentes interpretables que generan proyecciones continuas. También utilizan
estructuras parecidas las arquitecturas de tipo Transformer, muy utilizadas actualmente,
y algunos ejemplos de multimodalidad, con el fin de aunar distintos tipos de datos con el
mismo espacio de codificaciones.

l(x,x) =

ISHNS
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Capitulo 4

Inferencia variacional

A lo largo de este capitulo introduciremos distintas ideas que conforman la base de la
inferencia variacional (VI), y que nos serviran para comprender el concepto de autoco-
dificador variacional y de Wasserstein. El objetivo es partir de los conceptos base de la
inferencia y construir finalmente las redes VAFE y WAEFE, tanto tedrica como practicamente.

Antes de centrarnos en este concepto hemos de comprender la siguiente interpretacion,
dentro del marco de la inferencia Bayesiana, de la ley de probabilidad condicionada (de
Bayes):
p(z|z)p(2)

p(x)
donde z y = representan eventos de las variables aleatorias Z y X, las variables latentes
y las observaciones, respectivamente. A cada elemento de la ley le damos un nombre
especifico:

plz]r) = , (1.1)

» p(z|x) la cual se conoce como distribucion a posteriori y refleja el conocimiento
sobre los pardmetros después de conocer las entradas. Obtener informacion sobre
esta distribucion es el objetivo principal de la inferencia Bayesiana, como podemos
observar en (4.1).

» p(z|z), la verosimilitud, que mide como de probables son las observaciones segiin el
modelo.

= p(z) es la distribucion a priori, que codifica en el modelo cualquier conocimiento
previo que poseamos.

= p(z) o la evidencia, es decir, la distribucion de los datos observables. Esta distribu-
ci6n funcionarad como normalizador de [ p(z|z)p(z)dz de modo que la distribucion
a posteriori corresponde realmente a una distribuciéon de probabilidad.

Teniendo en cuenta estos conceptos, centrémonos ahora en el proposito de la inferencia
variacional (V).

Sean x1, ..., T,, las observaciones, y zi, ..., z,,, las variables latentes. Representaremos
por x al vector (x1,...,x,) y por z al vector (z1, ..., z,,). También se considera p(z,x), la
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densidad conjunta de ambas. El objetivo principal es construir una aproximaciéon de la
densidad condicionada de las variables latentes, p(z|x), teniendo en cuenta que se conocen
los datos observados.

Para poder hallar la soluciéon a este problema, la clave se centra en resolver un problema,
de optimizacién, donde se busca el miembro, dentro de una familia de densidades, que
provee la densidad més cercana a la densidad condicional que se desea conocer. Para medir
la distancia entre estas densidades, generalmente se utiliza la divergencia de Kullback-
Leibler. Recordemos como calcular dicha divergencia:

q(¢)
Disla.n) = [ a€)toa(%)ac
La obtencion de la densidad objetivo permitira producir estimaciones de las variables
latentes, ademas de generar intervalos para nuevos datos, o realizar operaciones con la
informacion subyacente de los datos.
Abordemos el problema con un poco mas de claridad. Podemos reescribir la densidad
a posteriori de la siguiente manera:

p(z|x) = (4.2)
El problema de esta forma de atacar el problema es el siguiente; obtener la evidencia no
es siempre un problema computable.

Se puede pensar que una forma de resolver el problema es hallar la evidencia de la
siguiente forma:

p(x) = /p(z,x)dz. (4.3)

Sin embargo, este calculo no produce una férmula cerrada o conlleva tiempos exponenciales
para su resoluciéon, como ya habiamos mencionado, luego no es una forma adecuada de
proceder.

El principal objetivo de la inferencia variacional es, siguiendo estas pautas, encontrar
una alternativa al MCMC (Markov Chain MonteCarlo) que asuma un coste computacio-
nal menor. Asumiendo que las variables latentes son las que presentan las cualidades de
interés para poder reproducir los datos u operar con ellos, se introduce el concepto de
la cota inferior de la evidencia, como veremos en la seccion siguiente. Serd una de las
principales herramientas que utilizaremos en el marco de la inferencia variacional. Esto
es para satisfacer la idea principal detras de los codificadores variacionales: obtener de-
codificadores aleatorios para utilizar el espacio latente como generador de nuevos datos;
aunque aln es pronto para entrar en detalle.

4.1. El ELBO

Una de las herramientas que necesitamos para desarrollar la VI es la cota inferior de
la evidencia (Evidence Lower Bound o ELBO).
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En el campo de la inferencia variacional, es necesario especificar una familia Q de
densidades sobre las variables latentes. Esta familia es en la que buscaremos la mejor
aproximacion para la densidad condicionada p(z|x). Como las densidades dependen de
las variables latentes, las denotaremos como ¢(z) € Q.

La inferencia se resume, entonces, en resolver, en términos de la divergencia de Kull-
back-Leibler, el siguiente problema de optimizacion:

q"(2z) = arg min D (q(2), p(2[x)).
qeQ
Una vez calculada, ¢* es la mejor aproximacion de la densidad condicionada en Q.
Sin embargo, esta expresion demuestra que no podemos minimizar directamente la
divergencia, dado que necesitariamos el logaritmo de la distribuciéon a posteriori, el cual
es intratable. Veamos esa dependencia, fijando ¢(z) € O:

Dk 1(q(2), p(z[x)) = E(log[q(2)]) — E(log[p(z|x)]). (4.4)

Y si expandimos las esperanzas anteriores:

Di1(q(2), p(z|x)) = E(loglq(z)]) — E(log[p(z, x)]) + log[p(x)]. (4.5)

El dltimo término depende de las observaciones, y, al considerar las esperanzas respecto
de ¢(z), vemos que es constante, luego su esperanza es el propio valor. Esto deja clara la
dependencia de la evidencia a la hora de calcular la distancia entre las densidades que nos
interesan.

Como nos hemos encontrado el impas de la intratabilidad del céalculo de la distancia
entre ¢(z) y p(z|x), buscamos otro enfoque para obtener la solucion. Para ello, buscare-
mos un problema de optimizacién equivalente. Para no tener que utilizar la evidencia,
consideramos:

ELBO(q) = E(log[p(z, x)]) — E(logq(2)]) (4.6)

Maximizar el ELBO, descrito como en (4.6), es equivalente a minimizar la divergencia
entre ambas densidades. Esto se debe a que la diferencia entre la divergencia y la cota es
una constante respecto de las variables latentes, ademés de aplicar un cambio de signo.
Ademés, es importante notar que es un problema equivalente mas sencillo, pues no de-
pende ya de la evidencia, que no podemos calcular, si no sélo de elementos sobre los que
tenemos control, p(z,x), que se puede obtener de las variables latentes, y ¢(z), que es la
densidad con la que aproximaremos la densidad a priori. Buscaremos una densidad ¢(z)
que explique bien los datos y este suficientemente cercana a la distribuciéon a priori, pues
es la distribucion real detras de las variables latentes. Para poder hallarla, utilizaremos
redes neuronales.

Conviene tener en cuenta que el ELBQO, también tiene una propiedad muy interesante,
y es que acota la logevidencia de la siguiente forma:

log[p(x)] > ELBO(q).
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Esto es consecuencia directa de (4.5):

log[p(x)] = Dk1(q(z), p(z[x)) + ELBO(q), (4.7)

y como la divergencia es siempre no negativa, obtenemos la desigualdad. Esta relaciéon ha
llevado a utilizar el ELBO como criterio de seleccion de modelos en el campo de la VI
Ademés, es una herramienta muy util que nos permite trabajar con los datos que cono-
cemos y realizar inferencia sobre las variables latentes, abandonando asi las alternativas
no computables.

Sin embargo, existen desventajas y problemas al utilizar este tipo de métodos, asi que
veamos los principales de los problemas de la VI

Aunque el problema sobre la minimizacién de la divergencia de Kullback-Leibler es
equivalente a la maximizacion del ELBO, no es sencillo conocer como de cerca no encon-
tramos del 6ptimo en la formulaciéon de la cota inferior. Cuando tratamos el problema
mediante la divergencia, como sabemos que es positiva, estd acotada inferiormente por 0,
pero la cota inferior de la evidencia no esté acotada. De esto deducimos que la aproxima-
cion de D, hacia 0 nos indica como de cerca estara la aproximacién de la distribucion a
posteriori. En contraparte, no hay manera de saber mediante el valor del ELBO la cerca-
nia de nuestra aproximacién respecto de la distribucién real de los datos, aunque sabemos
que existe una convergencia asintotica.

Aparte, la aproximacion de un modelo multimodal no es tan buena mediante estas
técnicas, dado que la minimizacion de la divergencia con una asuncién de independencia
lleva la aproximacion hacia una distribucién objetivo unimodal.

Como ocurria en el caso del descenso de gradiente, existe una variaciéon estocastica de
la inferencia variacional, pero cubrir su funcionamiento escapa el alcance de este trabajo.
La variacion se puede encontrar en [19].

4.2. Autocodificadores variacionales

Antes de saltar al problema de transporte 6ptimo, que da lugar a los autocodificadores
de Wasserstein, vamos a introducir el concepto y funcionamiento de los VAEs (Variational
Auto-Encoders). El objetivo de este capitulo es comprender el funcionamiento de los au-
tocodificadores variacionales y como utilizamos el proceso de codificacion y decodificacion
para poder generar nuevas muestras fieles a los datos de entrenamiento.

Conocemos ya el funcionamiento de los autocodificadores tradicionales, pero recordé-
moslo brevemente. Un AFE es una red profunda cuya actividad se basa en codificar la
informacion recibida para poder reducir la dimension del problema, extraer la informa-
cion mas importante de los objetos codificados y decodificar esta tltima para recuperar
objetos similares a los que se recibieron.

Los VAFEs son un tipo de modelo generativo y de reduccion de dimension, con el
objetivo de generar elementos similares a las entradas mediante RRNN utilizando princi-
palmente el decodificador junto con la distribucion de los coédigos latentes.
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Comencemos explicando la base del problema. Partiremos de x, un elemento dado
por un vector aleatorio X que seguird una distribucién Py, desconocida. También consi-
deraremos la informacion latente relacionada con las observaciones, representada por z y
generada por otro vector aleatorio Z para el cual elegimos una distribucion especifica P(z),
con densidad p(z), definida en el espacio latente. Tanto los datos como los codigos latentes
se representaran como vectores, pues se considera que utilizaremos transformaciones de
datos con mas de una dimension.

El objetivo principal de estas redes es encontrar un decodificador G : Z2 — X, que
seguird una distribucion Pg(x|z) y que permita obtener objetos similares a los que ya
conocemos en X a partir de muestras de p(z). El decodificador se escoge dentro de una
familia parametrizada y amplia, luego buscaremos uno que sea adecuado para resolver
nuestro problema.

Si tenemos 7, mediante la transformacion definida por el decodificador obtendremos
un elemento G(Z) = X , otro vector aleatorio, que sera el vector aleatorio que definiré la
ley de los elementos generados. Lo que buscaremos es que la ley que sigan los distintos
elementos generados, £L(G(Z)) = Py, sea similar a la ley que generen los elementos que
conocemos, L£(X) = Px. La notacion de la distribucién Py no es arbitraria, pero se
entendera mejor cuando parametricemos la familia de decodificadores de forma que sean
redes neuronales. Volviendo a la aproximacion entre leyes de probabilidades, planteamos
su resolucion mediante la estimacion méaximo verosimil:

arg max — log(Py(x;)) = arg max — log(Py(x;)) — — log(Px (x;
g 3 () =g S ()~ -3 o) -

Px (x; .
argmm— E log ( x (2 ) ~ argmin Dk (Px, Pp).
0co , 0co

Es decir, el problema que estamos abordando es equivalente a minimizar la divergencia
de Kullback-Leibler entre las distribuciones de interés.

Por el momento, disponemos del decodificador GG, pero este es s6lo la mitad de la red,
de modo que necesitaremos también un codificador. Esta necesidad nace de que ademés
de generar nuevos elementos, hemos de poder reconstruir los que ya tenemos, pues el
entrenamiento de la red para codificar y decodificar estos datos es lo que nos permitiré
minimizar la disimilitud entre Px y Py y generar objetos similares a los de entrenamiento.
Si lo explicAramos mediante un simil, estariamos dando completa libertad a una persona
que reproduce cuadros (el decodificador) a la hora de realizar una copia de uno, lo cual
produciria copias inexactas o lejanas al cuadro que se quiere copiar, pues no intenta
reconstruir el cuadro (seguir el proceso de codificacion-decodificacion).

Entonces, idealmente, para obtener el codificador, seguimos una serie de pasos. Pri-
mero, si Pg(x|z) es la distribucion que sigue nuestro decodificador:

[ v Petxlz)dz = (),
con lo que podemos obtener FPy. Ademaés, también podemos obtener con el decodificador
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v la distribucion latente, la distribucion conjunta:
p(z)Pa(x|z) = p(x, 2).
Y juntando ambos elementos, podemos obtener, entonces, la distribuciéon del codifica-

dor:
_p(xz)  p(z)Pe(x|z)
palzlx) = Po(x) fp VPo(x|z)dz

Sin embargo, esta formulacion presenta un problema principal: incluso en el caso ideal,
la densidad pg(x) definida mediante la integral no es siempre computable. Para poder
obtener el codificador, habra que buscar otro camino.

Seguimos un nuevo enfoque. Para poder conseguir un codificador, necesitaremos esco-
ger un conjunto Q de codificadores y buscar en él un representante que difiera poco, en
términos de la divergencia de Kullback-Leibler, de la distribucion ideal Pg(z|x). Siguiendo
esta idea, si Q(z|x) € O:

Di1(Q(z]x), Po(2[x)) = Eqap [10g(Q(2]%))] — Eqpx) [log(Fa(z|x))] =
D r(Q(2[x), P(2)) — Equlx) [log(Pa(x[2))] + log(Fu(x))-

(4.8)

De nuevo, replicando el argumento que veifamos para el ELBO, como el tltimo sumando
es constante, tenemos que el problema de minimizacion sobre lo anterior es equivalente a
la minimizacién de:

Dir(Q(2[x), P(2)) — Eqapx) [log(Fe(x]2))], (4.9)

por lo que el mejor codificador sera el que minimice (4.9).
Esto nos lleva a calcular la divergencia variacional entre Py y Py para los autocodifi-
cadores variacionales, que se centra en encontrar un codificador adecuado:

Dy ap(Px, Pg) = (1£f€QIEpX [Dk1(Q(z|x), P(2z)) — Equx) [log(Pa(x|z))]] . (4.10)
El objetivo de los VAFEs serd, entonces, encontrar un buen decodificador G que mini-
mice (4.10). Esto nos llevara entonces al siguiente problema a resolver:

il it Ep [Diu(QUal). Pla)) ~ Bgum los(Pox)]] . (41)

donde G sera una familia de funciones en la que buscar el decodificador. Esta familia ser&
una familia parametrizada, y en nuestro caso, estard compuesta de redes neuronales. En-
tonces, realmente estaremos buscando una red decodificadora Gy € Gy, donde 6 € O sera
un parametro desconocido. Recordemos también como llamébamos a la distribucion de los
datos reconstruidos, Py, por lo que buscaremos minimizar, como en (4.11), la divergencia
Dy ag(Px, Py).

De forma mas general, el objetivo de los VAFE's es conseguir un error de reconstruccion
pequeno a la vez que controlando la desviaciéon con respecto a la distribucion a priori
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sobre el vector latente, P(z), se respeta un cierto nivel de “regularidad”. si reescribimos
4.11 correspondiendo a esta idea:
if it Ep [~Eou l0g(Pe(xlz))] + Ds(Qz). Pla))], (412

es sencillo ver que para G fijo, los VAEs buscan el codificador ()(z|x) que minimiza el error
de reconstruccion, que toma la forma de log-verosimilitud negativa, tratando de forzar que
los codificadores no separen la distribucion de sus transformaciones de la distribucion a
priori, P(z).

Sin embargo, la divergencia variacional definida en 4.12 es ideal, pues en el caso prac-
tico partiremos de un conjunto de datos {xy,...,x,} y serd necesario utilizar una version
muestral de la divergencia.

4.3. Autocodificadores adversariales

Dentro de los autocodificadores variacionales pondremos la atencion en la arquitectura
de los AAEs, los autocodificadores adversariales. Esto es debido a su importancia en el
siguiente capitulo del trabajo, pues una de las arquitecturas posibles para los autocodifi-
cadores de Wasserstein sigue la de estas redes. Utilizaremos una notaciéon similar a la de
la seccién anterior.

El objetivo de los autocodificadores adversariales es utilizar la inferencia variacional
junto con técnicas adversariales, de modo que se pueda conseguir una codificacion (dis-
tribucion a posteriori) de los datos utilizando una distribucién a priori arbitraria. De
este modo se asegurara que los elementos representados son realmente representativos de
los datos, y no soélo de la muestra. Como resultado, el decodificador aprende un modelo
generativo profundo que transforma la distribucién a priori a la distribuciéon de los datos.

La principal utilidad de este tipo de redes es en el aprendizaje semisupervisado, destra-
mado de estilos y de contenido en imégenes, clustering de datos no supervisado, reduccion
de dimensién y visualizacion de datos.

En [24] se propuso esta nueva arquitectura. El objetivo principal que presentaba este
articulo era la transformacion de los AFEs en redes generativas, reconstruyendo el error de
forma tradicional (como en un autocodificador clasico) y utilizando un criterio adversarial
para poder comenzar el proceso con una distribucién arbitraria. Mediante repeticion del
proceso, se produciran representaciones de los datos partiendo de una definicién de forma
aleatoria, pero segin continten las iteraciones, se acercaran a la evidencia de los datos.

Debido a que explicar por completo el funcionamiento de una red generativa adversarial
se escapa al alcance del trabajo, explicamos de forma simplificada el funcionamiento de
una. La parte adversarial de la red establece un juego entre dos redes que compiten entre
si, un modelo generativo G : Z — X y un modelo discriminador D : X — [0,1]. El
discriminador, D, es una red neuronal que calcula la probabilidad de que un punto x € X
(muestra positiva) no esté generada por el generador, G (muestra negativa), es decir,
calcula la probabilidad de que un elemento sea parte de la muestra de la distribucion
Px, y no un elemento z, proveniente de un vector aleatorio Z, que ha sido transformado
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CODIFICADOR DECODIFICADOR

RED ENTRADA SALIDA
— 2~ q(2) -

AUTOCODIFICADORA X y

DISCRIMINADOR

+
RED MUESTREO - COSTE
DE ENTRADA —> ADVERSA-
ADVERSARIAL p(z) RIAL

Figura 4.1: Diagrama de arquitectura de un AAE

por G. Por otra parte G es otra red que se entrena con el objetivo de confundir a D, su
adversario, es decir, su objetivo es hacer que sus transformaciones G(z) = X no se puedan
identificar como transformaciones. Siguiendo este procedimiento, se intenta aproximar la
ley de los elementos generados, L(G(Z)) = Py a la de los datos de entrenamiento, Px.

Para entrenar tanto generador como discriminador se utiliza el descenso de gradiente
estocastico en dos fases distintas:

1. La primera fase entrena al discriminador para diferir entre muestras falsas y verda-
deras, como si fuera el entrenamiento de una red clasificadora.

2. La segunda fase congela los pardmetros del discriminador y entrena al generador,
intentando pasar una imagen falsa como si fuera una verdadera.

De esta forma, las redes compiten y cooperan hasta lograr su objetivo.

Podemos observar la arquitectura de esta red adversarial en la parte inferior del dia-
grama 4.1.

Este tipo de redes se diferencian de los VAFEs en distintos puntos. Primero, en la
utilizacion de métodos adversariales en lugar de el uso de divergencias como la Dy . Otra
diferencia es el hecho de que permiten realizar el muestreo de la distribucién a priori para
poder aproximar una distribucion arbitraria inicial, Q(z), a P(z), la distribucion de los
codigos latentes, con el objetivo de no necesitar fijar de antemano la distribucién a priori.
Su relacion con las redes generativas adversariales se observa en la arquitectura de la red
completa 4.1.

Comprendiendo el funcionamiento y arquitectura general de los autocodificadores ad-
versariales, veamos como es su funcion objetivo.
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El objetivo de los AAE se asemeja al de los autocodificadores variacionales, salvo por
la sustitucion de la divergencia de Kullback-Leibler por otro regularizador:

Daap(Px, Pp) = Q(g§§EQDcAN(Q(Z’X)7 P(z)) — Ep, [Equx) [log Pa(x|z)]] . (4.13)

En (4.13), definimos Dgan como el objetivo de las redes generativas adversariales, que
es el siguiente:

Deaan(P,Q) = sup Ex~p(log [D(X)]) + Ez~q(1 = log [D(G(2))]), (4.14)

donde D es una clase de funciones paramétricas (redes neuronales), D es el discriminador
delared (D: X — [0,1]) y G es el generador de la red (G : Z — X). La divergencia en
(4.13) seréa el objetivo a minimizar mediante optimizadores de las redes neuronales que
forman parte del autocodificador adversarial (como el SGD), y podemos ver que es similar
a la de los VAE, salvo por el regularizador adversarial.

Al igual que en el caso de los VAE, la divergencia definida en 4.13 es ideal, pues de
nuevo hemos de calcular, en la practica, la divergencia respecto a una muestra {xi, ..., x, }.
Se puede ver la definicion teorica de esta divergencia junto a otras en [10].
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Capitulo 5

Autocodificadores de Wasserstein

Para poder explicar el funcionamiento de los autocodificadores de Wasserstein, la red
central de este trabajo, primero veremos un razonamiento sobre los objetivos de estas
redes y explicaremos distintas distancias y divergencias para medir discrepancias entre
probabilidades. Tras ello, explicaremos el funcionamiento tedrico y luego, en el siguiente
capitulo, observaremos dos implementaciones de la red. En [3]| se introducian unas redes
similares, basadas también en la distancia de Wasserstein, que se explicard més adelante.
Aungque el problema por el que se preocupaba el articulo [3] es distinto, también se centra
en el aprendizaje no supervisado. Principalmente, buscaba responder a la pregunta: ; Qué
significa aprender una distribucién de probabilidad?

La respuesta clasica a esta pregunta se limita al aprendizaje de densidades de proba-
bilidad. Esto se lleva a cabo definiendo una familia paramétrica de densidades (py)gerd,
sobre la cual se busca maximizar la verosimilitud de los datos iniciales. Si x; fuera la
muestra ¢, con ¢ € {1,...,m}, entonces se buscaria resolver:

1 m
x— S log ().
reré%ggm; og p(x;)

Si la verdadera distribucion de los datos p(x) admitiera una densidad, y siendo Py la
distribucion de una densidad parametrizada, py, entonces el problema es, asintéticamente,
equivalente a minimizar la divergencia de Kullback-Leibler entre ambas distribuciones.

Este razonamiento presenta un inconveniente, y es que ha de existir la densidad py, lo
cual no esta garantizado. Ademés, aunque esta exista, no se garantiza tampoco que esté
definida correctamente la divergencia entre distribuciones o que esta tenga un valor finito.

La forma méas comun de solventar este problema es anadiendo ruido a la distribucién
del modelo paramétrico. Esta técnica ha sido muy recurrida por los modelos generativos,
que generalmente incluyen un componente gaussiano de ruido en los mismos. Sin embargo,
el ruido presenta otro problema, por lo menos en el caso de las imagenes; al anadir ruido,
se generan muestras borrosas de las mismas.

Veamos otro acercamiento distinto. En vez de estimar la densidad de p(x), se define
Z, un vector aleatoria con una distribucion fija, p(z), que se transforma por medio de una
funcion paramétrica: gy : Z2 — X, donde partimos del espacio del vector Z y llegamos
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al espacio de la distribucion objetivo. Esta funcion, generalmente, se puede implementar
con una red neuronal, que generaré las muestras siguiendo la distribucion Fy.

Si se hace variar 6, entonces se puede aproximar p(x). Esto es de gran utilidad por
dos razones:

1. Se pueden representar distribuciones en baja dimension de forma codificada.

2. Se pueden generar muestras facilmente, lo cual es mas veloz que la busqueda numé-
rica de los valores de la distribucion objetivo.

De este modo, el articulo pone su atenciéon inicialmente en la forma de medir la dis-
tancia entre el modelo y la realidad, y en la forma de definir distancias y divergencias
que sirvan a este proposito. El impacto de la seleccion de una buena distancia recae en la
velocidad y convergencia de las secuencias de distribuciones hacia el objetivo.

Para poder ver este impacto, es importante recordar que una secuencia de probabili-
dades (P,)nen converge si, y solo si, existe una probabilidad P, tal que d(P,, Px) — 0
cuando n — oo, siendo d una distancia o divergencia entre probabilidades. Como se pue-
de observar, la dependencia de la distancia es estricta, de modo que una buena eleccion
puede solventar muchos de los problemas que se puedan plantear.

Volviendo al problema paramétrico, para optimizar el parametro 6, serd mejor mo-
delar el problema sobre Py de modo que la aplicaciéon 6 — P, sea continua. ;Por qué
necesitamos esta continuidad? Si la aplicacion que lleva el parametro en el modelo es con-
tinua, podremos aplicar el criterio secuencial, de modo que se podran aplicar algoritmos
iterativos que lleven a la solucion, pues si 6, — 6 (n — o0), entonces Py, — FPp cuando
n — oo.

Ademas de buscar la aplicacion de algoritmos iterativos, como puede ser el entrena-
miento de una red neuronal, la continuidad nos da otra propiedad; si d es nuestra distancia
entre probabilidades, y ¢ es la funcion de pérdida, tal que ¢(0) = d(FPy, p(x)), y esta tam-
bién es continua, entonces, esto es equivalente a que 6 — P, sea continua utilizando
d.

Antes de introducir formalmente el funcionamiento de los autocodificadores de Was-
serstein, introduzcamos el concepto de distancia de Wasserstein, tal y como se introdujo
en [3].

5.1. Distancia de Wasserstein

Ademés de para la distancia de Wasserstein, aprovecharemos esta seccion para intro-
ducir otras alternativas, también utilizadas, de distancias y divergencias entre probabili-
dades.

Sea X un espacio métrico compacto. Consideremos [ el conjunto de todos los subcon-
juntos de Borel de X. Consideremos también P(X'), el espacio de probabilidades de Borel
sobre X. Se definen las siguientes distancias entre P, Q € P(X):
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La distancia de variacion total (DVT):

(P, Q) == sup |P(A) — Q(A)].

Aep

La divergencia de Kullback-Leibler:

p(z)
Dii(P.Q :/log(—)qxdw,
(P.Q) oo ) atadanta)
donde P y @ son dos distribuciones absolutamente continuas (admiten densidades)
respecto a la medida p tomada en X'. Conviene tener en cuenta que la divergencia

puede hacerse infinita en los puntos donde () se anule y P sea positiva.

La divergencia de Jensen-Shannon:
1
Dys(P,Q) = 3 [Dkr(P, R) + Dg(Q, R), ]

para la cual se considera R = %. Esta divergencia goza de la propiedad de simetria
y siempre estd definida pues se puede escoger u = R.

La 1-distancia de Wasserstein o de movimiento de pilas de tierra:

W (P = inf E,,~ — .
(P,Q) 76713I(1P,Q) Y VH‘T Y|

La distancia de Wasserstein o métrica de Kantorovich-Rubinstein es una distancia
definida entre distribuciones de probabilidad en X.

Intuitivamente, si cada distribuciéon de probabilidad se ve como una pila de tierra
dentro del espacio, la métrica es el minimo coste de transformar una pila en la
otra, es decir, la cantidad de tierra a mover por la distancia media a moverla. La
p-distancia de Wasserstein se define la siguiente manera:

1
W,o(P,Q)= inf [E;,~ —yl")]»
AP.Q) = o [Eeyes (e = lP)

donde Py @ son distribuciones de probabilidad en X.

Para poder definir la distancia se considera el conjunto de emparejamientos de Py
@, es decir, las distribuciones conjuntas con marginales P y @):

A«mww:mm
/Xv(x,y)dﬂf = Q(y).

Este problema de las montanas de tierra se entiende mejor desde el punto de vista del
transporte 6ptimo. Si consideramos una distribucion P sobre un espacio X, nuestro
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objetivo sera transformarla en otra distribuciéon () definida en el mismo espacio. En
el caso de las pilas de tierra, el problema tiene sentido inicamente cuando tienen
la misma masa, lo cual se puede comprender con las probabilidades, pues ambas
distribuciones tendran masa total igual a 1.

Ahora, para plantear el problema de transporte 6ptimo necesitaremos una funciéon
de coste, que denotaremos por ¢, tal que c¢(x,y) > 0, que nos permite saber el coste
de transporte de una unidad de masa, desde el punto x hasta el punto y. El plan
de transporte, para que este sea 6ptimo, ha de ser el de minimo coste. Este plan
lo describimos mediante v(x,y), que nos da la cantidad de masa a mover entre el
origen y el destino. Ademaés, ha de satisfacer dos propiedades:

1. La cantidad inicial de masa de la que se dispone ha de ser la cantidad total de
masa que movemos:

/’y(w,y)dy = P(z).

2. La cantidad de masa que tenemos en el destino, al terminar, ha de ser la masa
que corresponde:

/v@wmszwy

Lo cual nos pide que 7 sea una distribucion de probabilidad conjunta con distribu-
ciones marginales P y @), la cual no podemos asegurar que sea tnica.

Finalmente, hay que tener en cuenta el coste total del movimiento por unidad de
masa, es decir: c(z,y)dy(z,y). Esto produce el coste total del movimiento:

//C(x,y)v(rr,y)d:vdy = /C(x,y)dv(x,y)-

Con esta funcion de coste construimos entonces el problema de optimizacion, pues
necesitamos el menor coste total del movimiento, teniendo en cuenta la no unicidad
de . Si consideramos I' = P(P, @), entonces el coste éptimo seré:

W(P.Q) = inf [ (e v)dr(.),
yel’

lo cual nos lleva a la 1-distancia de Wasserstein utilizando como coste la distancia
euclidea.

Esta discusion sobre la eleccion de la distancia induce distintos resultados, cuya demos-
tracion se encuentra en los apéndices del trabajo (ver A.1). El primero de los resultados
tiene que ver con la continuidad de la 1-distancia de Wasserstein. Sea p(x) una distribu-
cion fija en X. Sean Z una variable aleatoria sobre Z y ¢ : Z x R = X una funcion de
variables z y 6 que parametrizaremos respecto de 0 fijo (gs(2)). Si Py es la distribucion de
9¢(Z), entonces:
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1. Si g es continua en 6, lo sera W (p(x), Pp).

2. Si g es localmente lipschitziana y satisface ciertas condiciones de regularidad, en-
tonces W (p(x), Pp) es continua en todo punto y diferenciable en casi todo punto.

3. Lo anterior no se cumple para D g ni Dgr.

Las condiciones de regularidad que ha de cumplir la funcién anterior son las siguien-
tes: considerando g como se define en el resultado y bajo la asunciéon de ser localmente
lipschitziana, diremos que satisface las condiciones de regularidad si para una distribucion
p sobre Z existen constantes de Lipschitz locales L(6; z) tales que:

E,p[L(6;2)] < +o0. (5.1)

Ademas, esto produce el siguiente corolario; si gy es una red neuronal parametrizada
por 6y p(z) es una distribucion a priori con E,p.) [[|w]|] < 0o, entonces se satisfacen 1
y 2 en el teorema anterior.

Esto justifica el uso de redes neuronales junto con la distancia de Wasserstein, que nos
permitird conseguir un método iterativo para hallar la soluciéon y una funcién de pérdida
(la distancia) que no sélo serd continua, si no diferenciable en casi todo punto.

Conviene también hablar de lo que es una f-divergencia. Para mantener la brevedad,
sabemos que la discrepancia entre dos probabilidades P y @) se puede medir mediante
divergencias. De este modo se define la clase de f-divergencias por:

Dy(P,Q) = / f (@) q(w)dz, (5.2)

q(v)

donde f: (0,00) — R es una funcion convexa que satisface f(1) = 0. Un ejemplo clasico
de f-divergencias es la divergencia de Kullback-Leibler que utiliza la funcion log, una
funciéon que cumple con los requisitos impuestos para ser una f-divergencia.

5.2. Proceso de inferencia

Abordemos ahora el funcionamiento tedrico de los autocodificadores de Wasserstein.

En [39] se introdujo este nuevo tipo de red, un algoritmo generativo para la distribu-
cion de los datos basado en la distancia de Wasserstein. Lo que buscaban estas redes era
minimizar una penalizacion de la distancia entre la distribucién del modelo y la distribu-
cioén objetivo. Esto daba lugar a una regularizacion distinta a la presentada por los VAESs,
y el nuevo regularizador intentaba que la distribucion codificada se aproximara, durante
el entrenamiento, a la distribucion a priori.

En el articulo, también se comparaban los modelos WAE y AAE y se demostraba que
el primero generaliza al segundo. Ademas, las nuevas redes compartian propiedades con
los autocodificadores variacionales, aunque producian muestras de mejor calidad.

Conocemos ya los VAFEs y las redes GAN, ambas aproximaciones bien establecidas
para conocer la distribucion de los datos. Sin embargo, estas aproximaciones presentan
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varios problemas: los autocodificadores variacionales generan muestras borrosas, y las
redes generativas no tienen codificador, luego trabajan con los datos originales, son més
dificiles de entrenar y sufren de colapso modal, es decir, el modelo es incapaz de capturar
la variabilidad completa de la distribucion de los datos.

Entonces, se intenta un nuevo acercamiento, esta vez desde el punto de vista del
transporte 6ptimo, siguiendo las ideas en la seccion anterior. Con esto se consigue una
red generativa que alna las dos anteriores, consiguiendo asi reducir el impacto tanto de
las desventajas de los VAFEs como de las GANs. Este nuevo acercamiento tiene un mejor
comportamiento que las redes anteriores, aunque necesita de restricciones o regularizacio-
nes en la funcion objetivo. Ademas consigue medir la distancia entre dos distribuciones
de probabilidad con mejores resultados.

Atn asi, el objetivo principal para generar contenido sigue siendo el mismo que los
autocodificadores ya presentados: es suficiente con fijar una distribucion latente, p(z), y
entrenar un decodificador, ¢(x|z), que lleve elementos desde la distribucion latente hasta
el espacio de los datos, de modo que se generen nuevas muestras que se parezcan a los
datos de entrenamiento.

Centrémonos en el objetivo principal. El problema principal que se intenta solventar
con los autocodificadores de Wasserstein serd minimizar la discrepancia entre:

1. La distribucion de los datos p(x).

2. La distribuciéon del modelo Py, cuya densidad es pg.

Sin embargo, la mayoria de las divergencias no son computables, mas en el caso en que la
distribucion de los datos es desconocida y el modelo se parametriza con redes neuronales
profundas, lo que resulta el caso més comin.

Los VAFEs buscan minimizar la divergencia de Kullback-Leibler, aunque mas general-
mente, minimizan f-divergencias, D;(p(x), Pg). Para poder resolver estos problemas, se
suele recurrir a estructuras tipo AAFEs para obtener los valores de la divergencia median-
te autocodificadores y f-GANs. Alejandose de este acercamiento estan los WAESs, que
se centran en el coste de problemas de transporte 6éptimo, utilizando distancias de Was-
serstein y la dualidad de Kantorovich-Rubinstein (que se puede ver detalladamente en el
apéndice A.2). Aun asi, la arquitectura general es similar a la de los autocodificadores
adversariales.

El trabajo [39] se centra en el uso de modelos de variable latente definidos mediante
dos pasos:

1. Z, el codigo, se toma como muestra de una distribucion, p(z), en un espacio latente
Z.

2. Z se transforma para aproximar a la imagen X € X = R con una transformacion
aleatoria.

El objetivo de estos pasos es producir el resultado siguiente:
pa(x) = / pe(x|z)p(z)dz, Vx € X.
Z
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El resultado es una densidad, asumiendo que todos los elementos de la integral estan
bien definidos. Con esta densidad, tendremos un modelo decodificador con el que generar
nuevas muestras a partir de cédigos latentes.

Nos centraremos entonces en modelo generativos no aleatorios, que transforman de
forma determinista Z a X = G(Z) ~ X, para una funcion G : Z — X y variables
aleatorias Z y X. Ademaés, utilizaremos la notacion z para los vectores que se tomen de
muestra de Z.

A través de esta funcion, el problema de transporte 6ptimo toma una forma maés
simple, pues en vez de buscar una distribucién conjunta con marginales adecuadas, como
en la anterior seccion, es suficiente con hallar una distribucion condicional, ¢(z|x) tal que
su marginal respecto de Z sea:

42(2) = Exp) la(2[x)],

y que esta sea idéntica a la distribucion a priori p(z). Esta distribucion sera la distribucion
de codificacion.

Para continuar, se presenta el siguiente resultado: para Pg definida como antes con
Pg(x|z) determinista y cualquier funcion G : Z — X, se tiene que:

f  Egyy(clz,y)) = If  EyuEepx [c(z, G(2))] (5.3)

vEP(p(x),Pg) q:qz=p(z)

donde gz es la distribucion marginal de Z cuando X ~ p(x) v Z ~ ¢(z|x). Utilizamos
también P(p(x), P;) para denotar el conjunto de probabilidades conjuntas con marginales
p(x) vy Pg. En el caso que nos atane, Pg(x|z) seré el decodificador que buscamos para
generar elementos. La demostracion de (5.3) se puede encontrar en el apéndice B de [39].

Lo anterior nos permite optimizar sobre codificadores aleatorios, del tipo ¢(z|x), en vez
de parejas de variables aleatorias X, Y. Para encontrar una solucién numérica, se relajan
las restricciones sobre ¢z, anadiendo una penalizacion sobre el objetivo, de modo que se
simplifica la busqueda del 6ptimo y obtenemos:

DWAE<p(X)7 PG) = q(zlig)fGQEp(X)Eq(ZIX) [C(Q?, G(Z>>] + )‘DZ(QZap(Z»'

En esta divergencia se observan dos nuevos términos; Q, el conjunto no paramétrico
de codificadores probabilisticos, y A es un hiperpardmetro de escala para una divergencia
arbitraria. Para modelar los codificadores y decodificadores que se utilizan, se utilizan,
generalmente, redes neuronales profundas. En contraposicion a los VAFEs, los WAFEs per-
miten a los codificadores no aleatorios transformar las entradas de forma determinista a
sus codigos latentes.

Aun asi, la elecciéon de la penalizacion para la divergencia no es arbitraria. Se proponen
dos penalizaciones principales para la red:

= La primera eleccién es una penalizacion con la divergencia de Jensen-Shannon, a la
que se anade la utilizacion de métodos adversariales para el entrenamiento de la red
para calcularla. Este aproximacion da lugar al algoritmo WAE-GAN, que supone
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una mejora para las redes GAN, debido a que trabaja mejora con distribuciones
multimodales que estas. La funciéon objetivo para este caso seré:

Dwap(p(x), Pa) = , (Zﬁg)fe o Epx) Eqalx) [c(x, G(2))] + ADgan(qz,p(2)),

donde Dgan es la divergencia utilizada por las redes generativas adversariales como
vefamos en (4.14).

» La segunda penalizacion se basa en el método MMD (Mazimum Mean Discrepancy).
Veamos como se calcula el MMD, aunque primero explicaremos que es un nicleo.
Si X es un espacio de Hilbert, consideramos:

¢ X—H
x —é(z),

de modo que (x,y) — k(x,y) = (¢(x),¢(y)) define la funcion k para pares de
elementos del espacio de partida. Es esta funciéon k a la que llamamos nicleo, la
transformacion de un producto escalar a través de una aplicaciéon ¢, sin restricciones
sobre si esta es lineal o no. Para un nicleo k : Z x Z — R, se tiene que:

MMD(p(z). q7) = | /Z k(z, )dp(z) — /Z Kz, gz (2) .

donde H; es un espacio de Hilbert reproductor de nucleos k& de funciones reales
que transforman Z en R. Si se quiere ahondar en el concepto de niicleo y su fun-
cionamiento, se recomienda leer [14], pues explica el concepto y funcionamiento de
los espacios de Hilbert de reproducciéon de ntucleos, que son los utilizados en esta
penalizacion.

Se propone, entonces, Dz (qz,p(z)) = MMDy(qz,p(z)), lo que nos permite utilizar
el descenso de gradiente estocastico para optimizar el modelo. Esto transforma la
funciéon objetivo en:

Dwap(p(x), Pa) = q(zﬁg)fe QEp(x>Eq(z|x> [c(x,G(2))] + AMMD(p(2), qz),

El modelo que nace de este método se conoce como WAE-MMD, y tiene la ventaja de
obtener buenos resultados para grandes dimensiones (como pueden ser las imagenes
en alta resolucion). El ntcleo que utilizaremos para la WAE-MMD se detallara
durante la implementacion de la red (ver (6.1)).

De nuevo, conviene puntualizar que estas divergencias dependen de integrales que en
la practica se transforman en célculos sobre la muestra {x1, ..., X, }, por lo que son validas
para desarrollar la teoria, pero tomar otra forma en la practica.

Con estas dos variantes de la red podremos obtener la distribuciéon de los datos para
generar nuevas muestras. El siguiente paso sera implementar ambas para obtener resulta-
dos, y comprobar que los resultados que produzcan sean suficientemente buenos. Se puede
observar la implementacion, asi como diagramas de la arquitectura de estos algoritmos en
las proximas secciones (6.2 y 6.3).
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Capitulo 6

Entrenamiento y resultados

En este capitulo nos centraremos en reproducir los experimentos de [39], utilizando el
conjunto de datos MNIST.
En el articulo, se buscaban tres objetivos mediante los experimentos:

1. Reconstrucciones precisas de los datos (mediante la generacion de imagenes del
conjunto de datos).

2. Encontrar geometrias adecuadas para el espacio latente.
3. Obtener muestras de la distribucioén objetivo de suficiente calidad.

El modelo que obtengamos ha de generalizar bien, es decir, los dos primeros objetivos
han de conseguirse tanto en el conjunto de entrenamiento como en el conjunto de prueba
de la red.

En los experimentos, los espacios latentes son euclideos (£ = R?), donde la dimension
de estos es dependiente de la complejidad del conjunto de datos. Ademaéas también se
utilizan distribuciones a priori gaussianas y coste cuadratico para el coste de transporte
optimo.

En los experimentos se utilizan codificadores y decodificadores deterministas, junto
con el optimizador ADAM y redes convolucionales profundas para el proceso de codifi-
cacion y decodificacion. Debido a que se utilizan codificadores deterministas, escoger una
dimension latente mayor que la dimension del conjunto de datos forzaria que fuera impo-
sible igualar la distribucion a priori y la del codificador. Esto puede llevar a inestabilidad
en el entrenamiento, por lo que utilizaremos la dimension latente recomendada en [39]
para MNIST: d = 8.

6.1. Dataset MNIST

Se puede obtener mas informacion del dataset MNIST en la web [22].
El dataset MNIST se origind en [9], como respuesta a un problema generado en una
competicion de clasificacion automatica de imagenes.
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Figura 6.1: Imagenes de ejemplo de MNIST, tomadas de https://www.tensorflow.org/datasets/catalog/
mnist?hl=es-419

E1 US NIST o, simplemente, NIST), es el Instituto Nacional de Estdndares y Tecnologia
estadounidense. Este instituto produjo un conjunto de datos de entrenamiento y otro de
validacion llamados NIST SD-3 y NIST Test Data 1, consistentes de caracteres escritos
a mano, y organizé una competicion para encontrar el mejor algoritmo de clasificacion
sobre escritura realizada a mano.

Los algoritmos de clasificacion de la época demostraron ser muy buenos en la clasifi-
cacion de los elementos del conjunto de entrenamiento, cuando se tomaba la validacion de
los mismos en este conjunto también. Sin embargo, al probar con el conjunto de validaciéon
dado por el NIST, se comprobaba que los resultados del entrenamiento de los algoritmos
no eran del todo correctos, pues fallaban.

El problema de este conjunto de datos era el siguiente: el muestreo realizado para
obtener los caracteres a mano alzada de ambas partes provenia de distintas distribuciones
de probabilidad. Mientras que el conjunto de entrenamiento habia sido realizado por
trabajadores del censo estadounidense, el conjunto de validacion se habia generado con
muestras de escritura realizada por estudiantes de universidad.

Los autores de |9] se dieron cuenta de que esto generaba, no sélo el problema de
el origen de los datos, si no que, como los algoritmos de clasificacion se basaban en la
minimizacion del riesgo empirico, donde el nimero de pardmetros se ajusta a la cantidad
y complejidad de los datos, y ser las distribuciones distintas, los algoritmos no servian

52 Manuel Martinez Martinez


https://www.tensorflow.org/datasets/catalog/mnist?hl=es-419
https://www.tensorflow.org/datasets/catalog/mnist?hl=es-419

6.2. WAE-GAN

sobre la particion dada. Con este problema a la vista, la solucion que se propuso fue la
siguiente: habia que mezclar de nuevo todos los datos y reparticionar el conjunto completo
lo que solventaba el problema de las dos distribuciones, pues la mezcla genera una nueva
y unica distribucion de los datos.

De este modo se obtenia Modified NIST training and test sets, o, comunmente, MNIST,
un conjunto de datos que permitia aplicar los algoritmos de la época en la clasificacion
de caracteres escritos.

Abandonando el caracter histérico del dataset, centrémonos en sus cualidades.

Este conjunto de datos dispone de 70000 digitos escritos a mano alzada, de los cuales
60000 se dedican al conjunto de entrenamiento y 10000 al de validacion, con el objetivo
de tener un conjunto de datos sencillo para el reconocimiento de patrones en imagenes.

Los digitos de este dalasel estan normalizados en tamano y centrados en la imagen, lo
que facilita el reconocimiento de patrones. Esta es una cualidad que nos permite acelerar
el entrenamiento de nuestras redes, pues eliminamos la necesidad de realizar preprocesado
sobre las imagenes, y también permite esquivar el formateado de las mismas para que se
adecten a nuestra red. Todas las imagenes del conjunto son de tamano 28 x 28 pixeles, lo
cual también nos ayuda en el entrenamiento de nuestras redes, dado que no sera necesario
reescalar las imigenes que no se ajusten al tamano de entrada, si no que, como todas
tienen el mismo tamano, basta tnicamente con definir bien el tamano de la entrada.

Aunque las redes que implementamos no se han disenado para el reconocimiento de
patrones, estrictamente hablando, es en esta capacidad de reconocer cualidades de las
imégenes en la que se basa el aprendizaje de las redes generativas, pues lo que buscan
es aprender las cualidades significativas de los elementos del conjunto, de modo que se
puedan reproducir en nuevos elementos.

6.2. WAE-GAN

Tras explicar los detalles del conjunto de datos con que trabajaremos, procedemos a
explicar el experimento que se ha realizado, las capas que se han utilizado en las arquitec-
turas de las redes y a mostrar los resultados de cada red entrenada, comparandolos con
ejemplos del conjunto de datos.

Comenzaremos explicando el funcionamiento de la red autocodificadora de Wassers-
tein, utilizada junto a la arquitectura adversarial. Esta red se conoce como WAE-GAN.

La primera pieza que necesitaremos es un codificador, pues es la primera que interac-
tuard con los datos de entrada. El codificador consta de cinco capas; las cuatro primeras
seran capas de convolucion, para poder aprender y tratar bien las imégenes, la ultima capa
serd una capa lineal, para poder transformar los mapas de caracteristicas que produzcan
las convoluciones en un vector, que serd la salida codificada de esta red.

Sin embargo, no podemos conectar una salida de una capa a la entrada de la siguiente
de forma inmediata. Es por eso que la salida de cada una de las capas de convolucion
tiene una funcién de activacion ReL U, ademés de utilizar normalizacién de lotes en las
capas ocultas.
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El proceso que seguird una imagen del conjunto de datos de entrenamiento serd el
siguiente:

1. Primeramente, la imagen se transformard en un mapa de caracteristicas por la pri-
mera capa. Una vez se haya terminado el proceso de convolucion, el resultado pasara
por una funcion de activacion.

2. Los siguientes tres pasos son idénticos, la entrada de la anterior capa volvera a
sufrir una convolucion, a cuya salida se aplicard una normalizaciéon de lotes y una
activacion.

3. Finalmente, se tomaré la salida de la iltima capa oculta y se transformara por una
capa lineal en un vector del espacio latente.

El diagrama del codificador se puede observar en mayor detalle en la figura 6.2.

Ya tenemos el codificador, luego lo que necesitamos es poder interpretar sus salidas.
Por eso mismo, la segunda parte de nuestra red sera el decodificador. El decodificador ha
de deshacer los cambios producidos por el proceso de codificaciéon, luego tendra cuatro
capas; la primera para transformar los vectores latentes en matrices (imégenes), y las
siguientes para decodificar la entrada de la red en una imagen del conjunto de datos.

Vuelve a presentarse el mismo problema que en el caso anterior, no se puede conectar
la salida de una capa a la siguiente de forma directa, luego volveremos a utilizar funciones
de activacion y normalizacion de lotes entre las distintas capas de la red decodificadora.

Para decodificar un vector latente seguiremos los siguientes pasos:

1. El proceso inicial es transformar el vector de entrada en una matriz que seré la entra-
da de las capas de convolucion traspuesta. La salida de esta capa estara controlada
por una funcién de activacion.

2. Utilizaremos dos convoluciones traspuestas con normalizacion de lotes y activacion
ReL U como capas ocultas.

3. Para finalizar, se aplicard una tltima convolucién traspuesta que nos devolvera una
imagen del tamano de las del conjunto de entrenamiento, esta salida estara contro-
lada por una activacion sigmoide.

Las capas de convolucién traspuesta no son mas que una forma de invertir la convolucion
realizada en la codificacion de las imagenes del dataset.

Podemos observar el diagrama del decodificador en la imagen 6.3.

Disponemos ya de la parte autocodificadora de la arquitectura, luego la tnica pieza
restante es la arquitectura generativa adversarial. Para conseguirla, recordemos que el ge-
nerador serd el codificador, luego lo tinico que queda por estructurar es el discriminador.
El discriminador trabajard directamente sobre las codificaciones, de modo que no seréd
necesario realizar convoluciones traspuestas, lo que aumenta la velocidad de su entrena-
miento, dado que las convoluciones son operaciones que requieren de mucho tiempo para
su entrenamiento. Al igual que en el caso de codificacion y decodificaciéon, necesitaremos
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WAE-GAN

Figura 6.2: Arquitectura del codificador de la red WAE
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utilizar funciones de activacion entre capas, aunque en este caso sélo utilizaremos capas

lineales y no convoluciones.
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Figura 6.3: Arquitectura del decodificador de la red WAE

Una vez disponemos de la entrada codificada, ya sea generada o proveniente de los
datos, seguiremos un proceso muy sencillo hasta llegar al veredicto; la entrada pasara
por cinco capas lineales controladas por una activacion ReLU. Si se quiere saber més
del funcionamiento de una red generativa tradicional, lo que puede ayudar a entender la
diferencia en el funcionamiento de esta parte, se puede recurrir a [18|.

El esquema del funcionamiento de la red discriminadora se puede ver en la figura 6.4.

56 Manuel Martinez Martinez



6.3. WAE-MMD
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Figura 6.4: Arquitectura del discriminador de la red WAE-GAN

6.3. WAE-MMD

La segunda arquitectura implementada se basa en el uso del MM D, siguiendo una
estructura de autocodificador aunque, sin la parte adversarial.
Aunque las redes no mantienen una estructura idéntica (por la parte adversarial), las

Manuel Martinez Martinez 57



Capitulo 6. Entrenamiento y resultados

partes codificadora y decodificadora son las mismas para ambas redes.
De este modo, el codificador de la red WAE-MMD sera igual que el de la red WAE-

GAN,

que podiamos observar en la imagen 6.2.

Recordemos que el proceso que seguia era el siguiente:

1.

Y

Primeramente, la imagen se transformara en un mapa de caracteristicas por la pri-
mera capa. Una vez se haya terminado el proceso de convolucion, el resultado pasara
por una funcién de activacion.

Los siguientes tres pasos son idénticos, la entrada de la anterior capa volvera a
sufrir una convolucion, a cuya salida se aplicard una normalizacion de lotes y una
activacion.

Finalmente, se tomaré la salida de la dltima capa oculta y se transformara por una
capa lineal en un vector del espacio latente.

como el codificador es idéntico, también ha de serlo el decodificador, que seguira los

mismos pasos:

1.

El proceso inicial es transformar el vector de entrada en una matriz que sera la entra-
da de las capas de convoluciéon traspuesta. La salida de esta capa estara controlada
por una funcién de activacion.

Utilizaremos dos convoluciones traspuestas con normalizacion de lotes y activacion
ReLU como capas ocultas.

Para finalizar, se aplicara una ultima convolucién traspuesta que nos devolvera una
imagen del tamano de las del conjunto de entrenamiento, esta salida estara contro-
lada por una activacion sigmoide.

Y que veiamos en la figura 6.3.

La otra parte diferente de esta arquitectura es el nticleo reproductor. En [39] se dan
recomendaciones para la construccion de las redes, en especial, se recomienda un nicleo re-
productor para la implementacion de la red. Especificamente, el niicleo que se recomienda
para el buen funcionamiento es el niicleo racional cuadrético:

2d'o?
]{f(X, y) == PR (6]‘>
2d'o? + |x =yl

donde d’ = 8, pues es la dimension latente, y 02 es la varianza de la distribucion latente,
que escogeremos a priori de forma que sea una distribucion multivariante gaussiana.

6.4.

Resultados del entrenamiento

Para implementar y entrenar las redes que se han presentado en las anteriores secciones,
nos hemos basado en los programas disenados en este repositorio.

28
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Figura 6.5: A la izquierda la reconstruccion de la red WAE-GAN, a la derecha los ejemplos que se

intentan reconstruir de MNIST

El cédigo implementado se puede encontrar en el siguiente repositorio de GitHub:
TFG-Autocodificadores-Wasserstein.

Para realizar el entrenamiento, se han realizado 100 épocas con lotes de 100 imagenes
en una tarjeta NVIDIA 950M GTX, lo que ha llevado 13 minutos de media por época,
en un total de 21 horas, aproximadamente, de entrenamiento para cada red. Ademaés, las
iméagenes generadas por el codigo se han dividido en dos carpetas para poder generar
animaciones que muestran la evolucién de la reconstruccion.

Con el objetivo de ver la reconstruccion conseguida con cada una de las redes de
los datos, se mantuvo fija una semilla aleatoria, y podremos ver la comparativa entre
ambas redes y entre los resultados de las redes y del conjunto de datos para llegar a las
conclusiones.

Veamos primero la labor final de reconstruccién conseguida por la red WAE-GAN.

Como se puede observar de la figura 6.5, los resultados que se obtienen se asemejan
pero son mucho mas borrosos que los ejemplos, y, ademas, se ve que, en la mayoria de
casos, la reconstruccion no consigue su objetivo, transformando algunos ntimeros en otros.
A mayores, se observa como la reconstruccion realizada por esta red genera muestras no
legibles, de objetos que no parecen niimeros.

Ahora, observemos la comparacion entre los ejemplos de reconstruccion y la recons-
truccion generada por la otra red (WAE-MMD).

Como podemos observar en la figura 6.6, la reconstruccién de los niimeros es maéas
nitida en este caso, para el mismo nimero de épocas, que en el caso anterior. Aunque
en este segundo caso también encontramos que la reconstruccion es fallida para algunos
ejemplos, la mayoria aciertan en la reconstruccién y genera menos imagenes borrosas.
Ademas, en contraposicion con la reconstruccion de la red WAE-GAN, es mas dificil
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Figura 6.6: A la izquierda la reconstruccion de la red WAE-MMD, a la derecha los ejemplos que se

intentan reconstruir de MNIST

observar elementos ilegibles en la reconstruccion realizada por esta segunda red.

Aun asi, ambas redes tienen mayor margen de mejora, pues un hecho observable de
ambas es claro: estas redes confunden niimeros que presentan lazos, como son el nimero
8, el 6 y el 2, en ocasiones. De hacho, llevado al limite, hay ocasiones en las que también
se genera confusion en el nimero 3, por los lazos, y entre los ntimeros 4 y 9.

Ahora, consideramos otra tarea distinta, que se centrara en generar nuevas muestras
del conjunto, en vez de reconstruir los ejemplos fijos por la semilla aleatoria. Esta tarea
servird para poder comparar ambas redes entre si, aunque no generen las mismas muestras,
en un marco generativo, en vez de en el marco de la codificacion y decodificacion de los
datos.

Comenzaremos presentando las imagenes generadas, a las 10, 50 y 100 épocas, por
la WAE-GAN, que se pueden ver en la figura 6.7. La idea de presentar los resultados
generados en distintas épocas permite ver la evolucion de la generacion de elementos
mediante el entrenamiento realizado, de modo que se pueda observar si un enfoque distinto
podria producir los mismos resultados

Ahora, presentaremos los resultados, de forma idéntica, de la red WA E-MMD, también
tras realizar 10, 50 y 100 épocas de entrenamiento. Podemos ver los resultados en la figura
6.8.

Observando los resultados de esta segunda red nos damos cuenta de que para generar
numeros, aunque mejora con las épocas, ya se consiguen resultados creibles tras 10 épocas
de entrenamiento de la red. Aunque tras 100 épocas se observan atn, algunos digitos no
reconocibles, tras 50 épocas, no se observa practicamente una mejora, de modo que podria
haberse realizado un entrenamiento con un menor nimero de iteraciones de modo que se
satisficieran los objetivos de generacion de elementos. Incluso si se hubiera necesitado un
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Figura 6.7: De izquierda a derecha, el entrenamiento de la red WAE-GAN en 10, 50 y 100 épocas,

respectivamente
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Figura 6.8: De izquierda a derecha, el entrenamiento de la red WAE-MMD en 10, 50 y 100 épocas,

respectivamente

resultado atin mas pulido que tras 50 épocas, habria sido suficiente un menor namero de

iteraciones.

tras

Si comparamos los resultados finales que se han producido entre ambas redes,
las 100 iteraciones de entrenamiento, se puede observar que la red WAE-MMD obtiene

al igual que en el caso de la reconstruccion de elementos,

también mejores resultados,
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pues los resultados producidos osn mas nitidos y reconocibles que en el caso de la red
WAE-GAN.
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Capitulo 7

Conclusiones

Entramos al altimo capitulo del trabajo, en el cual observaremos la consecuciéon de
los objetivos planteados, la valoracion personal sobre el trabajo y las posibles lineas de
trabajo futuro a partir de este.

Se recuerda que los objetivos planteados para el trabajo se pueden encontrar en la
seccion: 1.2. Con el objetivo de hacer un anélisis objetivo del trabajo, discutimos ahora
la consecucion de los objetivos planteados en la seccién mencionada.

El primero de los objetivos hace referencia a la introducciéon de conceptos para los
lectores menos familiarizados con el funcionamiento de las redes neuronales. Este pri-
mer grupo constaba de cuatro subobjetivos que permiten comprobar si realmente se ha
alcanzado el objetivo principal.

El primero de los subobjetivos hace referencia a los distintos tipos de aprendizaje,
cuestion que se presenta en la seccion 2.2. Pese a que se podia haber introducido el
concepto de aprendizaje semisupervisado en la seccién, para completarla, este tipo de
aprendizaje es un paso intermedio entre los dos que se presentan: el supervisado y el no
supervisado. Se concluye entonces que este primer subobjetivo se ha cumplido.

Siguiendo con el segundo subobjetivo del primer grupo, las medidas de error, funciones
de pérdida y riesgo se presentan también en el capitulo 2, entrando en suficiente detalle,
por ejemplo, en la divergencia entre probabilidades como forma de medir el error, de modo
que se puede concluir que también se logra alcanzar este subobjetivo.

En el caso del tercer subobjetivo de este grupo, se explica en detalle el funcionamiento
del MLy DL, junto con la estructura de una red neuronal corriente, que es lo que buscaba
este subobjetivo. Concluimos que este objetivo también se ha alcanzado.

Para terminar con el primer grupo de objetivos, en las secciones 2.8 y 2.9 se explican
los principales algoritmos de entrenamiento de redes neuronales. Aunque se podia haber
entrado en mayor detalle a la hora de explicar elementos como el descenso de gradiente
estocastico o el optimizador ADAM, no se ha considerado necesario, pues solo se utilizan
como herramientas, y su funcionamiento, aunque diferente, se basa en el algoritmo de
descenso de gradiente.

Con este ultimo objetivo cumplido, podemos decir que se ha alcanzado el marco del
primer objetivo principal: la explicacion de los conceptos basicos para entender la base
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del trabajo.

Observemos ahora la consecucion del segundo objetivo que se ha presentado: la in-
troduccion a la inferencia variacional. Tgual que para la consecucion del primer objetivo,
observemos los subobjetivos para concluir sobre el cumplimiento del mismo. Aunque las
secciones relacionadas con este objetivo (capitulo 4) pueden parecer escuetas, en ellas se
encuentra la informacién necesaria para comprender los conceptos de cota inferior de la
evidencia, asi como el funcionamiento y objetivos de la inferencia variacional e inferencia
variacional estocastica; asi como el problema principal de la VI. Esto cubriria los tres
subobjetivos, pese a que es cierto que con mayor investigacion se podria haber ampliado
la secciéon referente a los problemas de la inferencia variacional.

Concluimos entonces que el segundo objetivo se alcanza y, aunque tiene margen de me-
jora, es suficiente para entender la mayoria de los conceptos del trabajo que se relacionan
con su capitulo.

Finalmente, nos centraremos en el tercer objetivo, el cual comprende la idea principal
del trabajo y comprende los capitulos 3, 4.2,5 y 6.

Cada uno de estos capitulos cubre uno de los subobjetivos presentados como partes
para la consecucion de OBJ-3, y estan explicados en suficiente detalle como para cubrir
los conceptos principales del trabajo, pues se explican de forma ordenada y escalando
hacia los conceptos mas complejos desde los més béasicos. Comenzando por los autocodifi-
cadores, se estructura el trabajo de modo que tras ellos se explica la inferencia variacional,
los VAE y los autocodificadores de Wasserstein. Tras la explicaciéon teorica, se presenta
la arquitectura de las redes a implementar (WAE-GAN y WAE-MMD), y se realiza la
implementacion y comparacion de resultados con los objetivos.

Como se podia observar en 6.4, el desempeno de la red WAFE-MMD ha sido mejor
que en el caso de la red WAE-GAN. La ventaja obtenida por la red WAE-MMD ha sido
en ambas tareas y en igualdad de condiciones en cuanto a épocas de entrenamiento y
parametros para el entrenamiento elegidos.

Se concluye que se consiguen los objetivos, pues con la presentacién de los distintos
tipos de autocodificador se puede comprender la totalidad del trabajo y con la implemen-
tacion se pueden estudiar los resultados obtenidos.

7.1. Valoracién personal

En cuanto a la valoraciéon personal sobre el desempeno del trabajo, considero que
el trabajo es suficientemente ambicioso, y aunque se centra en explicar conceptos ya
conocidos y estudiados, sirve de apoyo sin abarcar més de la cuenta. También me ha
servido como ayuda para comprender el funcionamiento estadistico y matematico detras
de las redes neuronales, pues hasta el momento sélo conocia la parte informéatica de las
redes neuronales.

Ademas, personalmente, me ha ayudado a conseguir poner unas metas claras y enten-
der la necesidad de no abarcar un contenido excesivo sobre ellas, pues entonces el trabajo
no seria claro ni sencillo.
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7.2. Lineas de trabajo futuro

Finalmente, he comprobado que las ideas detras de los grandes modelos de inteligencia
artificial se basan en conceptos de codificacion-decodificacion, ademéas de haber ganado
conocimiento sobre el funcionamiento de las redes autocodificadoras.

7.2. Lineas de trabajo futuro

Para terminar con el trabajo, se detallan aqui algunas de las posibles lineas de trabajo
futuro, una vez terminado este trabajo.

La primera linea tiene que ver con mejoras sobre el propio trabajo. Es posible que
con un mayor numero de iteraciones se obtengan mejores resultados para ambas redes,
pudiendo comparar los resultados obtenidos entre distintos nimeros de épocas con dife-
rentes pardmetros. También podria ser necesario ahondar sobre los conceptos de inferencia
variacional, asi como sobre el funcionamiento de los optimizadores mas utilizados, como
lo es ADAM.

Como segunda linea tenemos la investigaciéon sobre conceptos relacionados con el tra-
bajo, pero més modernos. El estudio de arquitecturas Transformer, basadas en métodos
de atencién, o de los grandes modelos del lenguaje, es una manera de continuar, esca-
lando la dificultad de los conceptos, dado que estas arquitecturas nacen de la necesidad
de simplificar las arquitecturas complejas que ya se presentaban hace unos anos. De esta
forma se aumentaria el conocimiento sobre el funcionamiento de los modelos méas actuales,
aunque también necesitaria de la primera linea para poder obtener un conocimiento mas
completo sobre ellos.

Finalmente, la tercer linea de trabajo futuro posible se centraria en la aplicacion de este
tipo de agentes inteligentes a la robdtica, con el fin de entender la vision computacional,
el funcionamiento de los actuadores de un robot complejo y las matematicas que residen
detras de ellos.
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Apéndice A

Teoremas utilizados

A.1. Demostracion de resultados sobre la distancia de
Wasserstein

Recordemos el resultado que queremos demostrar: sea p(x) una distribucion fija en X',
un espacio métrico compacto. Sean Z una variable aleatoria sobre Z y g: Z x R? — X
una funcion de variables z y 6 que parametrizaremos respecto de 6 fijo (go(2)). Si Py es
la distribucion de gy(Z), entonces:

1. Si g es continua en 6, lo sera W (p(x), Fp).

2. Si g es localmente lipschitziana y satisface ciertas condiciones de regularidad, en-
tonces W (p(x), By) es continua en todo punto y diferenciable en casi todo punto.

3. Lo anterior no se cumple para D g ni Dgr.

Hay que tener en cuenta que las condiciones de regularidad que se han de satisfacer
en 2 se pueden ver en 5.1.

Veamos la demostracion. Sean 6 y 6" dos vectores de parametros en R?. Primero bus-
caremos acotar la distancia W (P, Py), y a partir de esto terminaremos la demostracion.
El elemento principal de la prueba es el uso del emparejamiento v de las distribuciones
90(Z) v gor(Z), el cual pertenece a P(Fy, Py ), el conjunto de distribuciones conjuntas de
marginales (Fy y Py ), respectivamente.

Siguiendo la definicion de la distancia de Wasserstein, tenemos que:

‘V@@%OSZ;XW—yWHZEmwﬂW—MHZEAMM@—QMQM-

Si g es continua en 6, entonces gyg(z) — go(2) si 0 — @', luego ||gg — go'|| — 0 pun-
tualmente (como funciones de z). Como X es un conjunto compacto, esta distancia ha
de estar uniformemente acotado, luego ||go(z) — gor(2)|| < M, para M constante, y para
cualesquiera 6 y z. Por el teorema de la convergencia dominada:

W(Fy, Py) < E. [[|ga(2) — g0 (2)[I] = 0,
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siempre que 6 — 6.
Esto nos permite escribir que:

|W(PT,P9) — W(PT,PQ/” < W(PQ,PQ/) — 0,

siguiendo las condiciones anteriores. Con esto, queda probada la continuidad de W (P,, Fp).

Ahora, sea g localmente lipschitziana. Entonces, para un par (6, z) existen una cons-
tante L(6, z) y un abierto U tales que (0, z) € U. Ademaés, para cada (¢, 2') € U, se tiene
que:

lg(2) = gor ()| < L(O, 2)([16 = O[] + [|= = #'[]).

Si tomamos esperanzas y z = 2’
E [llgo(2) = gor (2)I] < |6 — ' E. [L(6, 2)],

siempre que (¢, z) € U. De este modo, podemos definir Uy = {#' : (¢, z) € U}, el cual es
un conjunto abierto por serlo U.

Si ademas consideramos las condiciones de regularidad 5.1, entonces se puede definir
L(0) =E, [L(0, 2)], 1o que nos lleva a:

(W (P, Py) = W (Py, Py)| < W(Py, Pa) < L(0) 0 — 0]

para cada 0 € Up.

Esto significa que W(P,, Py) es localmente lipschitziana, lo que nos lleva a la conti-
nuidad en todo punto, y ademéas a su diferenciabilidad en casi todo punto (teorema de
Radamacher).

Para finalizar la prueba, veamos un contraejemplo para los casos de Dy v Djg. Sea
Z ~ UJ0,1], donde U [0, 1] es una distribucion uniforme unidimensional en el intervalo
[0,1]. Sea P, la distribucion de (0, Z) € R?, uniforme en una linea vertical que pasa por
el origen. Ahora, sea go(2) = (6, 2), siendo § € R un parametro. Entonces, bajo estas
suposiciones, se tiene que:

log(2) si 6 #0,
» Djs(Fo, Py) =

0 si 0=0.

+oo si 0 #0,
» Dir(Po, Pp) =

0 si 0=0.

Lo cual demuestra que el teorema no se cumple para ni para la divergencia de Jensen-
Shannon, ni para la divergencia de Kullback-Leibler (las funciones no son continuas).
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A.2. Dualidad de Kantorovich-Rubinstein

Sean p, ¢ densidades de probabilidad, P(p, q) el conjunto de probabilidades con mar-
ginales p y ¢ y h una funcién 1-Lipschitziana en (X, ||-||). Se tiene que:

Wp.g) = tnf Elllz—yl]= sup [E,(h(z)) = Eq(h(y))]- (A.1)

PePpa IRl <1

Veamoslo. Seguiremos la demostracion de [38].
Comenzaremos utilizando los multiplicadores de Lagrange para dos funciones medibles
y acotadas f,g: X — R:

Lt - |

XXX

ool Ple, iy + | (pcr) -/ P(x,ymy) fw)da+

/x (Q(y) _/Xp(xv?/)dl“) 9(y)dy.

Juntando términos de manera adecuada, se puede reescribir la Lagrangiana:

L(P.f.g) = Eu [f(x)] + E, [g(y)] + / (2 — yll - pla) — aly)) Ple, y)dydz.

XXX

A partir de esto, aplicando la dualidad fuerte:

W(p,q) = infsup L(P, f, g) = supinf L(P, f, g).
Pty fg T

Si ||z —yl| < f(x)+9g(y), para algunos z,y € X, entonces podemos concentrar la masa
de P en (z,y), t por lo tanto L(P, f, g) — —oo. Por lo tanto, ha de ser que:

f(@) +gy) <llz—yl.

Con ello conseguimos que, minimizando sobre P, lo mejor serd que P = 0:

supnf L(P, f, g) = sup B (f(2)) +Ey(9(y))] = W(p, q)
f.g f.9:F (@) +g(y)<[lz—yll

Con lo anterior, podemos ver que, optimizando sobre la clase de funciones Lipschitzia-
nas de constante 1, obtenemos una cota inferior para la distancia de Wasserstein. Esto
nos permite escribir:

E. (h(z)) + By (h(y)) = / (h(x) — h(y)) P(x, y)dzdy <

XxX

/ | =yl P(z,y)dzdy < W(p,q).
XXX
Lo que nos permite obtener la desigualdad:

sup [E,(h(x)) — Ey(h(y))] < W(p,q),

Al <1
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Asi que sera suficiente con ver que esta desigualdad se alcanza.
Consideramos la funciéon definida por:

v fuf [[lz — ul] — g(uw)],

y que llamaremos k. Como g es acotada, el infimo es finito y la funcion esta bien definida.
Ademas, k es 1-Lipschitziana:

r(z) <z —ull = g(y) < llo =yl + lly — ull = g(w),
siendo x,y € X', u € X arbitrario. Como u es arbitrario:
k(x) < llz =yl +inf [z — ull = g(w)] g(y) = llz =yl + £(y),
lo que equivale a:
k(@) — k(y) < llz -yl
Intercambiando los papeles de x e y se obtiene que:
(y) = w(x) < 1=yl

lo que prueba que k es una funcién 1-Lipschitziana.
Ahora, para cada par f, g que cumpla f(z) + g(y) < ||z — y||, se tendra que:

f(z) < w(x) < o -l = g(x) = —g(2),

de lo que se deduce:

Eo(f(2) +Ey(9(y)) < Eo(r(z)) — Ey(x(y)).

Esto nos permite concluir que:

W(p,q) = sup [E.(f(x)) +Ey(9(y))]

1.9.0 @) +9()< o=y
< sup [E,(h(z)) = E,(h(y))] < W(p,q)-

IRl <1

Y con ello termina la demostraciéon de la dualidad.
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