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Capitulo 1

Introduccion

Hoy en dia gracias a la digitalizacion de los procesos, el nimero de datos que circulan por
la red y son almacenados en las distintas bases de datos existentes es inmenso. En cualquier
proceso que realicemos se almacenan un gran volumen de datos que en muchas ocasiones
son ttiles por diversos intereses. Sobre todos estos datos se pueden llevar a cabo distintos
analisis con el fin de obtener una serie de resultados, por ejemplo, analizar los gustos cine-
matograficos de una cierta persona para poder sugerirla peliculas para visualizar, realizar
predicciones médicas a cerca de una cierta enfermedad, clasificar especies de un cierto tipo
de planta, clasificar un correo electrénico como no solicitado (spam) o solicitado.

Debido a este elevado volumen de datos, hace que el analisis de estos resulte una tarea
lenta y costosa para los seres humanos, llegando a resultar inviable en muchos de ellos. Esta
es la principal razén por la cual es necesario delegar esta actividad de andlisis en las compu-
tadoras obteniendo un analisis automatico de los datos y dando lugar al llamado Machine
Learning. Cabe destacar que se delega en las computadoras tan solo la responsabilidad de
los calculos debido a su eficacia y rapidez en comparacion con nosotros los humanos, siendo
siempre los humanos los responsables de validar que los procedimientos empleados y los al-
goritmos que yacen por debajo estan implementados correctamente y somos responsables de
los resultados obtenidos por ellos. Por lo tanto, nosotros debemos de aportar el conocimiento
matematico a cerca del problema que se nos plantee y formularlo correctamente, esta es la
principal motivacién de este trabajo.

Dentro del machine learning existen diferentes ramas de conocimiento en las que en cada
una de ellas se tienen diferentes propdsitos. En este trabajo nos vamos a centrar en lo que
se conoce como aprendizaje supervisado, en concreto en la clasificacion binaria a través de
la maquina de vectores soporte. Se introduciran los fundamentos esenciales de esta teoria en
los que resta de introduccion y en parte del segundo capitulo de conceptos previos junto con
el resto de conceptos matematicos que nos van a ser necesarios a la hora de desarrollar la
teoria subyacente.

En el tercer capitulo desarrollaremos en que consiste la clasificacion lineal por medio
de la maquina de vectores soporte para el caso de los problemas en los que los datos son
linealmente separables, se explicara en que consiste la filosofia del método, y realizaremos
los calculos necesarios para implementar el algoritmo de clasificacion.
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En el cuarto capitulo, estudiaremos la clasificacion lineal para los problemas que no son
linealmente separables y para ello emplearemos la maquina de vectores soporte de margen
suave. En donde se explicara el concepto de margen y como encontrar el margen 6ptimo.

Por 1ultimo, en el quinto capitulo se estudiara la clasificaciéon no lineal en problemas que
no son linealmente separables, se explicara la filosofia que hay detras de este método y se
estudiaran las funciones empleadas para aplicar una clasificaciéon no lineal, las cuales son
denotadas como Kernels. Veremos las distintas propiedades que presentan dichas funciones,
asi como distintos métodos para su construccion.

La maquina de vectores soporte (MVS) tiene sus raices en la teoria del aprendizaje es-
tadistico y los métodos de optimizacion. Fueron introducidos por Vapnik en torno a 1990
y desde sus inicios han proporcionado técnicas efectivas para la minerfa de datos (data mi-
ning) y el aprendizaje automético (machine learning). Se han convertido en una herramienta
muy poderosa debido a que son capaces de superar ciertas dificultades existentes en este
tipo de técnicas como son la maldicién de la dimensionalidad, el sobreajuste, etc. Otras
de las cualidades destacables de las MVS son su cémoda representacion matematica, asi
como las explicaciones geométricas que subyacen en todo momento, permiten una elevada
generalizacion y su rendimiento es muy eficaz.

1.1. Descripcion del problema

En esta seccién se llevara a cabo una descripcion del problema que se nos plantea y cual
es la finalidad que buscamos aplicando las MVS.

El nicleo principal del que partimos es un conjunto de datos, generalmente en forma
tabular o matricial, a la que se suele denominar una nube de datos. Cada uno de estos datos
de forma general se corresponde con un individuo o una instancia de un determinado objeto
de estudio, en el que se conoce una serie de propiedades a cerca de el. Para hacernos una
primera imagen mental, podemos pensar que cada individuo u objeto a estudiar es una fila
de la tabla y cada una de las columnas de dicha tabla se corresponde con un atributo o
propiedad de dicho individuo.

El propdsito general consiste en obtener patrones o ciertos comportamientos que se re-
pitan a partir de los datos que se disponen. En concreto en la clasificacién supervisada, se
dispone de una serie de datos (individuos o lineas) con una serie de atributos a cerca de ellos
y que pueden ser clasificados en distintas clases de acuerdo a algun criterio preestablecido.
En el caso de este trabajo tan solo tendremos en cuenta dos posibles clases que asignar el
individuo (clasificacién binaria), debido a que si se considerarian més clases la complejidad
del trabajo se excederia en la carga de créditos que este conlleva (12 créditos). Por ejemplo,
supongamos que se dispone de unos cuantos individuos que presentan un cierto tumor y se
dispone de distintos datos a cerca de dicho tumor, como puede ser las medidas, perimetro,
textura, etc y queremos clasificar aquellos tumores en los que sean benignos y los que sean
malignos en funcién a estos atributos.
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Para ello, en primer lugar debemos partir de un conjunto de datos en los que se encuen-
tran una serie de individuos previamente clasificados (clasificacién supervisada), es decir,
uno de los atributos de los individuos es la llamada etiqueta en la cual se indica el grupo al
que pertenece el individuo en cuestién. A este conjunto de datos se le denomina el conjunto
de entrenamiento y es a partir del cual vamos a obtener el conocimiento necesario para poder
deducir ante un nuevo individuo a que grupo asignarle.

Para poder deducir la posible clase a asignar el individuo es necesario crear un modelo
de clasificacion a partir del conjunto de entrenamiento, que normalmente consiste en una
funcion que se aplica sobre los parametros del individuo y nos devuelve la clase que deberia
de corresponderse con el individuo, es decir, nos proporciona una estimacion de la etiqueta
que le corresponda.

Al proceso de busqueda de dicho modelo que permita clasificar los datos de los cuales no
disponemos que etiqueta deben de tener se le conoce como el proceso de entrenamiento. En
este proceso tratamos de buscar e ir refinando un modelo que generalice de la mejor forma
para aquellos datos de los que no conocemos su etiqueta.

En nuestro ejemplo a cerca de los tumores, disponemos de una serie de individuos con
los atributos de su tumor y una etiqueta que indica el tipo de tumor, es decir benigno o
maligno. A partir de estos individuos que corresponden el conjunto de entrenamiento se
refina un cierto modelo de clasificaciéon teniendo en cuenta los parametros disponibles y la
etiqueta que se le corresponde a cada uno, de esta forma se entrena el modelo obteniendo un
modelo final. Una vez que disponemos de dicho modelo nos sirve como predictor para conocer
cual debe ser la etiqueta asociada a un nuevo tumor con tan solo evaluar los parametros del
tumor sobre el predictor.

1.2. Ejemplo practico con Python

En esta seccion vamos a ilustrar con un pequeno ejemplo en cédigo Python, el uso que
tiene las méaquinas de vectores soporte en el machine learning. Para ello, haremos una ex-
plicacién a muy alto nivel de en que consiste cada una de las funciones que se emplean
asi como de los pasos que vamos dando. La idea es disponer de un esquema mental del
propdsito de uso para entender de una mejor forma el resto de la memoria. Para profundizar
en los conocimientos acerca del uso de las maquinas de vectores soporte en Python, véase [1].

En este caso, vamos a coger un conjunto de datos de ejemplo que ya disponemos en una
de las libreria de Python. Los datos aqui utilizados son un conjunto de atributos acerca
de tumores en una serie de individuos, tales como dimensiones, viscosidad, etc. Para cada
uno de los individuos, se conocen los atributos del tumor y la etiqueta que lo determina
como benigno o maligno. El objetivo es determinar ante un nuevo individuo con un tumor
si este es maligno o benigno a partir de sus atributos. Los atributos vendréan dados en forma
matricial en X, donde cada fila es un individuo y cada columna es un atributo de dicho in-
dividuo. Las etiquetas de los distintos tumores de los individuos vienen dadas en un vector y.
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Una vez que disponemos de los datos, debemos de separarlos en el conjunto de entrena-
miento y el conjunto de prueba, para ello utilizamos la funcién train_test_split indicando que
el conjunto de test represente el 20 % del total.

from sklearn.model_selection import train_test_split

#Separo los datos de 7train” en entrenamiento y
#prueba para probar los algoritmos

X_train, X_test, y_train, y_-test = train_test_split (X, y,
test_size=0.2)

Después de esto, definimos el algoritmo, para ello importamos el algoritmo de maquina
de vectores soporte ya definido en la libreria sklearn por medio del comando sklearn.svm, y
con esto ya podremos implementar el algoritmo en nuestro programa.

#Defino el algoritmo a utilizar
from sklearn.svm import SVC
algoritmo = SVC(kernel = ’linear’)

Como vemos, hemos escogido un kernel lineal en nuestro algoritmo, el cual explicaremos
mas adelante en la memoria. Existen diferentes tipos de kernel a utilizar los cuales tan solo
basta indicar cual queremos como parametro.

En este punto, el paso que nos queda es entrenar el modelo, con el conjunto de entrena-
miento.

#FEntreno el modelo
algoritmo . fit (X_train, y_train)

Después de disponer del modelo entrenado, realizamos una prediccion del conjunto de
prueba o test.

#Realizo una prediccion
y_pred = algoritmo.predict (X _test)

Llegados a este punto, podemos comparar los resultados obtenidos por nuestro predictor,
es decir, la clasificacion en tumores benignos y malignos de los individuos del conjunto de test
contra la clasificacion real que conocemos de dicho conjunto de test, para obtener distintas
métricas de nuestro modelo. Utilizaremos la matriz de confusién, que podemos importar del
modulo sklearn.metrics .

El resultado obtenido se puede ver en la figura 1.1. Donde vemos que se han clasificado de
forma correcta todos los individuos excepto 7 (los que no estén en la diagonal de la matriz).

#Verifico la matriz de Confusion
from sklearn.metrics import confusion_matrix

matriz = confusion_matrix(y_test, y_pred)
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Matriz de Confusidn:
[[34 4]
[ 3 7311

Figura 1.1: Matriz de confusién

Precisidn del modelo:
8.9428851948851548

Figura 1.2: Precision del modelo

print ('Matriz_de.Confusion: )
print (matriz)

Por dltimo, calculamos la precision del modelo por medio de la funcién precision_score
. La cual puede verse en la figura 1.2 indicando que el 94.8% de los individuos se han
clasificado de forma correcta.

#Calculo la precision del modelo

from sklearn.metrics import precision_score
precision = precision_score(y_test , y_pred)
print (’Precision.del_modelo: ")

print (precision)

Con esta informacion a cerca de nuestro modelo, se pueden ir variando distintos parame-
tros del modelo, como el kernel y visualizando como mejora o empeora nuestro modelo.

A continuacién, se anade el codigo completo en Python que permite ejecutar el modelo.

»ny

Maquinas Vectores de Soporte Clasificacion

20

i LIBRERIAS A UTILIZAR / z

#Se importan la librerias a utilizar
from sklearn import datasets

A PREPARAR LA DATA 7

#Importamos los datos de la misma libreria de scikit—learn
dataset = datasets.load_breast_cancer ()
print (dataset)

ENTENDIMIENTO DE LA DATA

#Verifico la informacion contenida en el dataset
print ( 'Informacion_en_el_dataset: ")
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print (dataset . keys())
print ()

#Verifico las caracteristicas del dataset
print (’Caracteristicas.del_dataset: )
print (dataset .DESCR)

#Seleccionamos todas las columnas
X = dataset .data

#Defino los datos correspondientes a las etiquetas
y = dataset.target

#tAAAS IMPLEMENTACION DE MAQUINAS VECTORES DE SOPORTE #4444
from sklearn.model_selection import train_test_split

#Separo los datos de "train” en entrenamiento
#y prueba para probar los algoritmos

X_train, X_test, y_train, y_test =
train_test_split (X, y, test_size=0.2)

#Defino el algoritmo a utilizar
from sklearn.svm import SVC
algoritmo = SVC(kernel = ’linear )

#FEntreno el modelo
algoritmo . fit (X_train, y_train)

#Realizo una prediccion
y_pred = algoritmo.predict (X_test)

#Verifico la matriz de Confusion
from sklearn.metrics import confusion_matrix

matriz = confusion_matrix(y_test, y_pred)
print ('Matriz_de.Confusion: ")
print (matriz)

#Calculo la precision del modelo

from sklearn.metrics import precision_score
precision = precision_score(y_test , y_pred)
print (’Precision.del _modelo: ")

print (precision)




Capitulo 2

Conceptos previos

En este segundo capitulo de la memoria se introduciran algunos de los conceptos nece-
sarios para desarrollar la teoria del resto de capitulos posteriores. El capitulo se dividird en
dos apartados. En un primer lugar se mostraran ciertos resultados ya estudiados en el grado
de matematicas en forma de repaso, asi como un desarrollo un poco mas detallado de los
conceptos a cerca de la optimizacion y la programacion cuadratica. En segundo lugar, se
mostraran ciertos conceptos relacionados con el Machine Learning y el aprendizaje supervi-
sado, los cuales nos van a servir para poder vincular nuestros propositos con los conceptos
matematicos ya introducidos.

2.1. Conceptos matematicos

En esta seccién de la memoria, haremos un pequeno repaso de alguno de los resultados
o definiciones ya vistos en el grado de matematicas. Estos resultado y definiciones nos re-
sultaran tutiles para desarrollar el resto de capitulos. Para una perspectiva mas amplia sobre
las mateméticas que estéan detras del Machine Learning, recomendamos [4].

Entre los conceptos que utilizaremos a lo largo del desarrollo de la memoria se encuentran
conceptos de dlgebra lineal, como son vectores, espacios vectoriales, matrices, aplicaciones
lineales, aplicaciones afines y bases de espacios vectoriales. Por otra parte, también tratare-
mos conceptos de geometria analitica, como son el producto interno,las normas,la proyeccién
ortogonal y los angulos. Y por tltimo desarrollaremos con un poco mas de detalle conceptos
a cerca de optimizacién continua y programaciéon cuadratica.

2.1.1. Algebra lineal

Para no extender en exceso la memoria, nos limitaremos a comentar aquellas partes del
algebra lineal que nos seran necesarias para desarrollarla. Debido a que la mayoria de los
conceptos algebraicos que debemos utilizar son bien conocidos por el lector en cuanto dis-
ponga de un minimo conocimiento a cerca del algebra lineal no vamos a centrarnos en las
definiciones y teoremas que engloban esta parte del algebra. Para obtener un desarrollo més
completo de los resultados véase [3].

11
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Dado que en todo momento vamos a estar manejando un gran volumen de datos, la
estructura que debemos utilizar para tratar con estos datos seran los vectores y en con-
secuencia las agrupaciones de vectores dando lugar a las matrices. Suponemos conocida la
forma de operar con matrices asi como vectores por parte del lector, asi como en que consiste
la inversa y la traspuesta de una matriz. En consecuencia, al estar trabajando con vectores,
nuestro marco de trabajo seran los espacios vectoriales, asi como los subespacios vectoriales
y las bases de vectores sobre los espacios vectoriales.

Otro de los conceptos algebraicos a tratar es el de las aplicaciones lineales y afines entre
los distintos espacios vectoriales o afines. Lo que conlleva a la representacion matricial de las
aplicaciones lineales con respecto a las bases de los espacios vectoriales. También se trataran
las formas bilineales.

2.1.2. Geometria analitica

En esta seccion daremos las definiciones y teoremas mas importantes relacionados con la
geometria analitica y que nos van a resultar tiles para el desarrollo del resto de la memoria.
Para completar la informacién véase [3].

Dado a que como ya hemos comentado anteriormente vamos a tratar con vectores y es-
pacios vectoriales, debemos de aportar una estructura geométrica los espacios vectoriales,
proporcionar formas de medir vectores y distancias, asi como medir el angulo entre vectores.
Para ser capaces de todo esto debemos de dotar a nuestro espacio vectorial de un producto
interno. Para ello, daremos una serie de definiciones y teoremas relacionados con estos con-
ceptos.

Definicién 2.1. Una norma en un espacio vectorial V', es una funcion
-l : V =R,
x = [|x||

que asigna a cada vector x un numero real, |x|| € R, de forma que para todo A € R y
x,y € V, cumple las siguientes propiedades:

= [[Ax]] = Al
» Desigualdad triangular: ||x + y|| < ||x|| + ||yl
» Definida positiva: [|x|]| >0y ||x]|=0<x=0

En nuestro caso, a lo largo de la memoria trabajaremos en todo momento con un ejemplo
particular de norma, que es la norma euclidea, y trabajaremos en el espacio vectorial dado
en R” la cual se define de la siguiente forma.

Definicién 2.2. La norma euclidea de un vector x € R™ se define como
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La norma euclidea también es conocida como la norma [? y calcula la distancia del vector
x al origen.

Definicién 2.3. Un producto interno sobre un espacio vectorial V' es una forma bilineal,
simétrica y definida positiva

<> VxV =C

es decir que cumple las siguientes propiedades:
» Simétrica: < X,y >=<y,x >

» Bilineal: < axy + X2,y >= a < X1,y > +0 < X2,y > (En la otra componente se
deduce por la simetria)

» Definida positiva: Vx € V\{0} < x,x>>0,<x,x>=0 <= x=0
Al par (V,< -,- >) se le llama espacio vectorial con producto interno.

En nuestro caso, utilizaremos el ejemplo concreto del producto interno que proporciona
el producto escalar, y en caso de considerar el espacio vectorial R” junto con el producto
escalar como producto interno lo denominaremos espacio euclideo.

Definicién 2.4. Definimos el caso especial de producto interno como producto escalar a la
siguiente aplicacion en R"
n
T
Xy= E TiYi
i=1

Todo producto escalar induce una norma de la siguiente forma
x| == V<x,x>
pero sin embargo toda norma no viene inducida de un producto interno.

A partir de la norma, podemos definir la distancia.

Definicién 2.5. Consideramos el espacio vectorial con producto interno (V,< -, >), en-
tonces

dx,y) =|x—y[|=vV<x—-y,x—y >

se llama la distancia entre x e y,Vx,y € V

En el caso de utilizar el producto escalar como producto interno, entonces a la distancia
se la llama distancia euclidea.

Otro de los conceptos que nos proporciona el producto interno y la norma es el concepto
de angulo que se forma entre dos vectores del espacio vectorial.

Definicién 2.6. Se define el dngulo entre dos vectores x,y como el inico w € [0, 7] con

<X,y >

cosw =
x|
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Definicién 2.7. Dos vectores x,y son ortogonales si y solo si < x,y > = 0 y escribimos
x Ly. Si ademds, ||x|| =1 =||y|l son vectores unitarios, entonces son ortonormales.

Una vez que hemos definido los conceptos a cerca de los dngulos entre los vectores,
pasamos a definir en que consiste las proyecciones ortogonales sobre subespacios.

Definicién 2.8. Dado un espacio vectorial V y U C V' un subespacio vectorial de V. Una
2

aplicacion lineal m:V — U se llama proyeccion si m1* =mom =m
Definicién 2.9. Consideremos un espacio vectorial con producto interno (V,< -,- >) y en
el un subespacio vectorial U. El conjunto de los vectores de V' que son ortogonales a todos
los de U:

Ut ={xeV|<z,u>=0VYucU}

es un subespacio de V que es complementario de U(V = U ® UL) y recibe el nombre de
complemento ortogonal de U.

Definicién 2.10. Consideremos un espacio vectorial con producto interno (V,< - - >) y en
el un subespacio vectorial U.Puesto que V = U DU, cada vector x € V se expresa de forma
tinica como suma de un vector de U y uno de U™:

x=u+wyueclUweUt

A la parte de U se le llama a proyeccion ortogonal de x sobre U y se denota por u = py(x).
w es la proyeccion de x sobre U. La proyeccion ortogonal de x sobre U es, por tanto, el
unico vector u verificando simultdneamente que u € U y que (x —u) L U.

2.2. Conceptos a cerca de optimizacion y programa-
cién cuadratica

En esta seccion de la memoria vamos a hacer una pequena introduccién sobre los con-
ceptos que tienen que ver con la optimizacién de problemas de forma general y en concreto
la resolucién de problemas de programaciéon cuadratica, los cuales van a ser utilizados en
los apartados posteriores de la memoria. Nos centraremos en los resultados claves para el
desarrollo de la memoria, para disponer un conocimiento méas extendido, véanse [6] y [7].

En un primer lugar, mostraremos la forma general de un problema de optimizaciéon en
un espacio N-dimensional.

min fo(x),x = (71, ..., 2x5)7 € RY
t.q.
fx) <0i=1,..m 21)
hi(x)=0,i=1,...p
El vector x se llama la variable de optimizacién del problema, la funcién f, es la fun-

cién objetivo. Las restricciones se corresponden con f; y h;, en concreto f; restricciones de
desigualdad y h; las restricciones de igualdad. En el caso en el que m + p = 0 al problema



2.2. OPTIMIZACION Y PROGRAMACION CUADRATICA 15

(2.1) se le conoce como problema sin restricciones, en el caso contrario es un problema con
restricciones.

Definicién 2.11. (Punto factible y region factible) Un punto que satisfaga todas las restric-
ciones del problema (2.1) se le llama punto factible. El conjunto de todos los puntos factibles
del problema, constituyen la region factible D.

D= {x|fi(x)<0,i=1,...m;hi(x)=0,i=1,...,p;x € RV}

Definicién 2.12. (Valor dptimo) El valor dptimo p* del problema (2.1) se define como el
infimo, es decir, la mayor cota inferior de la funcion objetivo fo en la region factible D
cuando D es no vacio. En otro caso, p* se define como infinito.

. | mf{fo(x)}x € D} siD#0
P=1 siD=10

Cabe destacar que el problema (2.1) es un problema de minimizacién, el hecho de que
sea de minimizacion no supone ninguna restriccion. De hecho, un problema de maximizaciéon
puede ser reconvertido a uno de minimizacién con tan solo intercambiar el signo de la funcién
objetivo fy, asi como en las restricciones del problema.

Repasemos en este punto las definiciones de conjunto convexo y funcién convexa.

Definicién 2.13. (Conjunto convexo) Un conjunto S C RN es un conjunto convexo si el
segmento que conecta a dos puntos cualesquiera del conjunto S esta contenido de forma
completa en S, es decir, para cualesquiera X1,Xo € S y cualquier A € [0, 1], se tiene que

Ax1 4+ (1 =N)xz € S

Definicién 2.14. (Funcién convexa) Una funcién definida en RY es una funcién convera
si para cualesquiera Xy,%x2 € RN, la grdfica de f estd por debajo del segmento que une
(x1, f(X1)) ¥ (X2, f(x2)). Es decir, para cualquier A € [0, 1],

JOX1+ (1= A)x2) S Af(x1) + (1= A)f(x2)

Cuando la desigualdad es estricta se conoce como funcion estrictamente conveza.

Teorema 2.1. Se considera la funcién cuadrdtica en RN

1
f(x) = §XTHX +rix+6
donde H € RN r ¢ RV § € R. Si H es semidefinida positiva, entonces f(x) es una
funcion convexa en RN. Para el caso en el que H sea definida positiva serd una funcion
estrictamente conveza.

Demostracion. Se deduce haciendo uso de distintos teoremas y corolarios que se pueden ver
en la primera seccién de [7] y que no se han anadido por no extender este apartado. O
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Daremos ahora la definicién de problemas de programacion convexa y cuadratica convexa.

Definicién 2.15. (Problema de programacion convexa) Un problema de programacion con-
vexa es un problema de optimizacion con la siguiente forma:

min fo(x),x = (21, ...,25)" € RY

t.q.
filx) <0,i=1,..m (2.2)
hi(x) =a;’x—b;=0,i=1,...,p

donde fo(x) y fi(x),i = 1,...,m son funciones continuas y convezas en RY y hi(x),i =
1,...,p son funciones lineales.

Teorema 2.2. Consideramos el problema de programacion cuadrdatica siguiente:

min %XTHX +rix,x e RY
t.q.
Ax—b<0
Ax—-b=0
donde H e RN r e RN A e RN A e RPN b e R™ be RP. Si H es semidefinida
positiva, entonces el anterior problema es un problema de programacion convexa, es decir,

es un problema cuadrdtico de programacion convexa.

Demostracion. La prueba de que el problema es de programacion convexa es inmediata
usando el teorema 2.1 y la definicién 2.15. ]

A continuacién, vamos a tratar la teorfa dual que existe en los problemas de optimi-
zacion, para ello veremos una serie de definiciones y resultados que se van a utilizar en el
desarrollo de la memoria. Para disponer de conocimiento més en profundidad, véanse [6] y [7].

Consideremos el problema de optimizacion (2.2)

min fo(x),x = (21, ...,25)" € RY
t.q.
filx)<0,i=1,...m
hi(x) =ailx—b;=0,i=1,...,p
donde f;(x),i = 0,1,...,m son funciones continuas, diferenciables y convexas en RY.
Queremos estimar el valor 6ptimo p* de la definicion 2.12

p" = mf{fo(x)|x € D}

donde D es la regién factible del problema.

D={x|f;(x)<0,i=1,..m;hi(x)=0,i=1,...,p;x € RV}

Para ello, introducimos la funcién Lagrangiana

L(x, A\, v) = fo(x) + Z A fi(x) + Z vihi(x) (2.3)
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donde A = (A1, ..., \p)? vy v = (11, ..., 15)" son los multiplicadores de Lagrange. Como es
obvio, se tiene que cuando x € D, A > 0, se tiene

L(Xa )‘7 V) < fO(X)
Luego por tanto, tenemos la siguiente cadena de desigualdades
inf L(x,\,v) < inf L(x,\,v) < inf =p*
Jnf L(x,A,v) < fnf Lx, A, v) < fnf fo(x)=p
Luego, por tanto, introduciendo la funcién Lagrangiana dual:
A v) = inf L(x, A\,
g\ v) = mf L(x,\v)

obtenemos

g\ v) <p*

Por tanto, la desigualdad indica que para cualquier A < 0, g(\, ) es una cota inferior de
p*. De todas estas cotas inferiores, aquella que sea la mayor nos proporciona conduce a la
solucién del problema de optimizacién.

méax g(A, v) = infycpy L(x, A, V)
t.q. (2.4)
A<0

donde L(x, A, v) es la funcién Lagrangiana de (2.3).

Definicién 2.16. (Problema dual) El problema (2.4) se llama problema dual del problema
(2.2). Y el problema (2.2) se llama problema primario o primal.

Cabe destacar que si denotamos por d* la solucién del problema dual (2.4) entonces, se
tiene:

Puesto que queremos que se cumpla la igualdad para disponer de la misma solucion
en ambos problemas, vamos a ver bajo que condiciones se cumple dicha igualdad. Dichas
condiciones son las condiciones de Slater.

Definicién 2.17. (Condiciones de Slater) El problema de optimizacion primario (2.2) se
dice que cumple las condiciones de Slater si existe un punto factible x de forma que

T

filx)<0,i=1,...mya;x—b;=0,i=1,...,p

O, cuando las primeras k restricciones de inecuacion son restricciones lineales, existe un
) )
punto factible x de forma que

fix)=a"x—b0;<0,i=1,.. .k fi(x)<0,i=k+1,...,max—b=0i=1.,p
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Teorema 2.3. (Teorema de la dualidad fuerte) Consideremos el problema de programacion
primario (2.2) satisfaciendo las condiciones de Slater, y sea p* el valor dptimo del problema
primario (2.2) y d* el valor dptimo del problema dual (2.4), entonces:

p* — d*
Demostracion. No se incluye en la memoria debido a su extensién. Véase [2]. O

Definicién 2.18. (Condiciones KKT) Consideramos el problema de programacion convezo
(2.2). Decimos que un punto x* satisface las condiciones KKT si existen los multiplicadores
A= (N, )Ty vt = (v, ., v) de forma que la funcién Lagrangiana (2.3) satisface las
siguientes condiciones:

m p
Vo L(x", N, 07) = Vf(x*) + > NVA(E) + ) v/ Vhi(x") =0
=1 1=1

A continuacién expondremos una serie de resultados sin demostracion, para mas detalles
véanse [6] y [7].

Teorema 2.4. Consideremos el problema de optimizacion primario (2.2) satisfaciendo las
condiciones de Slater. St x* es su solucion, entonces x* satisface las condiciones KK'T.

Teorema 2.5. Consideremos el problema de optimizacion primario (2.2). Si x* satisface las
condiciones KK'T, entonces x* es su solucion.

Teorema 2.6. Consideremos el problema de optimizacion primario (2.2) satisfaciendo las
condiciones de Slater. Entonces, para su solucion x* es condicion necesaria y suficiente que
x* satisfaga las condiciones KK'T dadas en la definicion 2.18.

2.2.1. Resolucién de problemas de programacion cuadratica con-
vexa

En esta secciéon vamos a tratar la forma general de resolucién de problemas de progra-
macion cuadratica convexa. La resolucion de este tipo de problemas va a ser necesaria en los
posteriores capitulos de la memoria, en concreto en la obtencion de los distintos algoritmos
de clasificacion.

Para ello, en un primer lugar, volvamos a recordar como estan definidos los problemas
de programacion cuadratica convexa definicién 2.15.
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min z = CX + XTDX

t.q.
AX <Db
X>0
donde
X = (xlv 7xN)T
C= (Cla . >cn)
b= (by,...,bm)"
ai aiN
A =
Am1 AmN
diy din
D=
le dNN

La funcién XTDX define una forma cuadrética. Asumimos que la matriz D es semidefi-
nida positiva y simétrica, como hemos visto en el teorema 2.2 esto significa que z es convexa,
puesto que las restricciones son lineales, se garantiza que el espacio de soluciones es convexo.

Haciendo uso de las condiciones KKT, definicién 2.18, puesto que z es convexa y el es-
pacio de soluciones es un conjunto convexo, entonces existe un punto éptimo global. Véase [6].

Al igual que los comentarios que se han hecho en apartados anteriores, el hecho de que el
problema sea de minimizacién no es restrictivo, la conversion a un problema de maximizacion
es directa, como ya se ha comentado.

Reescribiendo el problema en forma matricial, tenemos:

min z = CX + XTDX
t.q.

oo (A)x- ()<

Fijando los multiplicadores de Lagrange correspondientes a las restricciones AX < b y
-X<0

A= ()\1, ceey )\m)T

U = (p1, oo i)

Aplicando las condiciones KKT obtenemos

A>0,U<0
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Vz— (L UNVG(X) =0
)\z(bz - Zaijasj) = O,Z = 1, .,
j=1

/,le'j = O,j = 1,...,’)’L
AX <b
-X<0

Con esto, tenemos:

Vz=C+2XTD
A
varo - (4)

Fijemos S = b — AX > 0 las variables de holgura de las restricciones, entonces, las
condiciones se reducen a:

—2XTD + A\TA -UT =C
AX +S=Db
wix; =0 = X\S5;, Vi, j
AU X, S>0

Puesto que D es simétrica, es decir DT = D, la transpuesta de la primera de las ecua-
ciones queda de la siguiente forma:

—2DX+ AT A —-U=cC"

Por tanto, podemos combinar las condiciones necesarias de la siguiente forma:

X
—2D AT I 0\ [|A|_ (CT
(A 0 0 J U (b)
S

M = 0= )\ZSZ,VZ,]
AU, X, S>0

Excepto las condiciones pjz; = 0 = \;5;, el resto de ecuaciones son funciones lineales
en X, \,U y S. Por tanto, el problema resultante es equivalente a resolver un conjunto de
ecuaciones lineales con las condiciones adicionales pjz; = 0 = A;S;.

La soluciéon del sistema anterior se obtiene haciendo uso del método simplex, con su va-
riante del método de la M. Teniendo en cuenta que la tinica restriccion es que que satisfagan
las condiciones pjz; = 0 = \;S;. Estas significan que A; y S; no pueden ser positivas de
forma simultanea, asi como tampoco pueden ser j; y x;

Por tltimo, puesto que z es convexa y el espacio de soluciones es convexo, la solucion
factible que cumpla todas las condiciones debe ser la tnica solucion 6ptima.
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2.3. Conceptos relacionados con el Machine Learning
y el aprendizaje supervisado

En primer lugar, debemos tener en cuenta cuales son los tres pilares fundamentales del
Machine Learning, los cuales son los datos, los modelos y el aprendizaje. Por ello, el primer
paso que debemos de dar es estudiar cual es la forma de almacenar los datos asi como hacer
las operaciones necesarias sobre ellos.

En muchos de los problemas que nos encontramos los datos que debemos de analizar no
se corresponden con datos numéricos sino categéricos, por lo cual este tipo de datos debemos
de poder representarlos en un formato numérico, para ello ya existen numerosas estrategias,
las cuales no vamos a desarrollar por no ampliar en exceso dicha memoria. Por lo cual en
un principio, asumiremos que los datos que disponemos es posible representarlos en un for-
mato numérico y que se encuentran en forma tabular. De esta forma, cada fila de la tabla
representa un individuo o una instancia particular y cada columna de la tabla representa
una caracteristica o un atributo del individuo o instancia.

Otra de la problematica que nos podemos encontrar es que los datos no se ajusten a un
formato tabular, como puede ser un texto o una imagen. En la actualidad existen numerosas
técnicas que nos permiten obtener este tipo de datos en un formato tabular, las cuales no
desarrollaremos en esta memoria por no extenderla.

Obviamente cuando hablamos de una tabla en el concepto de las matemaéticas esto es
equivalente a una matriz, asi como las filas y las columnas se corresponden con los corres-
pondientes vectores fila y columna de la matriz.

Otro aspecto importante a tener en cuenta a la hora de dar un formato correcto a los
datos con los que vamos a trabajar es que las distintas columnas de la matriz de datos, es
decir, las distintas caracteristicas u atributos de los individuos pueden tener unas unidades
totalmente distintas las unas a las otras, asi como tratarse de magnitudes totalmente dispa-
res. Para ello es importante reescalar dichos datos, es decir, para cada una de las columnas
de nuestra matriz de datos (caracteristicas de los individuos) debemos de normalizarla, es
decir, hacer que su media sume 0 y su varianza sea 1.

Con todo esto, podemos asumir que partimos de una matriz de datos numéricos X de
tamano N x D, en la que cada fila de la matriz X la denotamos por x, € RP Vn =1,.... N,
es decir, es un vector fila D-dimensional donde el indice D representa el nimero de carac-
teristicas o atributos de un individuo o instancia y el indice IV representa el niimero total de
individuos o instancias que disponemos en nuestro conjuntos de datos.

Por otra parte, cada columna de la matriz X la representamos por zq € RV, Vd =1, ..., D.
Es decir se corresponde con un vector columna N-dimensional, que contiene el valor de una
cierta caracteristica d para cada uno de los N individuos.

En el problema de clasificacién supervisada que tratamos en esta memoria, consiste en
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clasificar cada uno de los individuos en un cierto grupo de acuerdo a ciertos criterios. En este
caso tan solo vamos a considerar la clasificacién binaria (clasificacién en dos grupos) debido
a su simplicidad y la complejidad de los calculos en el caso de disponer de un mayor niimero
de grupos en los que poder clasificar. Para ello, uno de los atributos que debemos de conocer
de cada uno de los individuos del conjunto de datos que disponemos se corresponde con el
grupo al que pertenece en la clasificacién. Cabe destacar, que para el conjunto de datos que
trabajamos el valor de este atributo es conocido, es decir, sabemos a que grupo pertenece
cada uno de los individuos del conjunto de datos, esta es la justificacion del adjetivo supervi-
sada cuando hablamos de clasificacién supervisada (conocemos el nimero posible de grupos
a clasificar y la pertenencia de cada uno de los individuos del conjunto de datos a cada grupo).

Para este atributo (escalar) que indica el grupo al que pertenece un individuo, lo vamos
a llamar etiqueta. Lo denotaremos de una forma especial y,,,Vn =1, ..., N . La cual indica a
que grupo pertenece cada uno de los individuos x,.

De esta forma, podemos decir que un conjunto de datos se escribe como un conjunto de
individuos-etiquetas o ejemplos-etiquetas de la siguiente forma.

{(X17y1)7 (X2>y2))7 ) (Xn7yn)> ) (XNny)}

Donde agrupando como hemos dicho anteriormente en forma matricial obtenemos la matriz
X ¢ RVN=D

Una vez que disponemos de un mecanismo de representacion de los datos en forma de
vectores y matrices podremos utilizar todos los conceptos que disponemos a cerca del algebra
lineal y la geometria aprendidos durante el grado de matematicas y que han sido introduci-
dos en el apartado anterior.

El segundo pilar fundamental del machine learning son los modelos o también llamados
predictores. En la practica hay dos enfoques distintos que se pueden utilizar para tratar de
crear un modelo a partir de los datos. El primero de los enfoques trata de encontrar un
modelo como una funciéon que depende de los datos y el segundo de ellos es encontrar un
predictor como un modelo probabilistico.

En el primero de los enfoques, podemos decir que un predictor es una funciéon que dada
una entrada particular produce una salida. En nuestro caso, la entrada de la funcién se
corresponde con un vector x, € RP con las D caracteristicas que se corresponde con el
individuo que queremos clasificar. La salida que se corresponderia con este predictor deberia
ser la clase a la que asignariamos dicho individuo. Para modelar esto, podemos decir que la
primera de la clase va a tomar el valor entero 1 y la segunda de las clases el valor entero —1.
De esta forma podemos escribir el predictor como una funcién f(x).

f:RP = {1,-1}

A la hora de crear dichas funciones predictoras, podemos pensar en funciones lineales
o funciones no lineales, lo cual se desarrollara en detalle en los proximos capitulos de la
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memoria y se mostraran sus ventajas e inconvenientes.

Para este punto de vista acerca de los predictores como funciones de los datos sera nece-
sario aplicar la teoria relativa al algebra lineal y la geometria analitica vista en el capitulo
anterior.

El otro enfoque consiste en considerar el predictor como un modelo probabilistico y no
como una funciéon unica. De esta forma a partir de estos modelos probabilisticos podemos
describir las funciones de distribucién de la posible funcién predictora. En esta memoria no
desarrollaremos este enfoque por no extendernos, por lo tanto consideraremos los predictores
como funciones de los datos.

El tercer pilar fundamental es el aprendizaje o entrenamiento de los modelos. Una vez
que se dispone de una forma de crear modelos o predictores, el siguiente objetivo consiste en
obtener el mejor predictor, para ello debemos de cuantificar cuanto de bueno es un modelo y
poder comparar cual de los dos predictores funciona mejor para un conjunto de datos dado,
es decir, que predictor clasifica mejor para un conjunto de datos que a priori no conocemos
a que clase pertenecen.

En este punto es donde entran en juego el conjunto de datos que disponemos X € RV*P,
Este conjunto de datos recibe el nombre de conjunto de entrenamiento. A partir del conjunto
de entrenamiento, podemos ajustar y entrenar los modelos (sus parametros) de forma que
cada vez sean capaces de predecir de una mejor forma a qué clase debe de asignarse un
nuevo individuo cuando tan solo conocemos las caracteristicas que lo describen. Para ello, es
necesario definir una métrica para comparar los distintos modelos, seguiremos el principio de
minimizacion del riesgo empirico, que basicamente proporciona un problema de optimizaciéon
en el cual debemos de encontrar los parametros de los modelos que mejor se ajusten.

Como hemos comentado desde el principio, el principal objetivo que buscamos es que
nuestro modelo que ha sido entrenado a partir del conjunto de entrenamiento (conjunto de
datos que disponemos) se ajuste de la mejor forma a aquellos datos nuevos que vamos a
recibir y que deseamos clasificar, (y que no conocemos su etiqueta). Para simular el compor-
tamiento de nuestro modelo predictor con aquellos datos que deseamos clasificar utilizaremos
la validacién cruzada.Todos estos conceptos se trataran en los siguientes parrafos de la me-
moria.

En nuestro caso, en el cual consideramos los predictores como funciones que dependen
de los datos del conjunto de entrenamiento, a la hora de entrenar los modelos nos basamos
en la minimizacion del riesgo empirico, con la cual podremos estimar los parametros que
determinaran nuestro predictor.

Como hemos comentado nuestros predictores se basan en funciones, luego en un primer
lugar debemos de establecer cual es la clase de las funciones que mejor se adaptan para
nuestro objetivo. Para ello, supongamos que disponemos de un conjunto de datos de entre-
namiento en forma matricial X € RV*? con la notacién comentada en los parrafos anteriores.
Con estos datos de entrenamiento queremos estimar un predictor f(.,0) : R? — R, que sea
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parametrizado por 6. El propdsito que buscamos es encontrar un parametro 6* que encaje
bien para el conjunto de entrenamiento, es decir,

f(Xn,0") = yp,¥n=1,..,N

Denotamos por 4, = f(xn, 6*), la salida obtenida por la funcién predictor para el individuo
T, con parametro 6*.

En muchos de los casos, el parametro 6 de los cuales dependen las clases de funciones
que queremos considerar como predictores hace que esta clase de funciones se correspondan
con funciones afines, dando posibilidades de que sean funciones afines lineales o no lineales
como desarrollaremos a lo largo de la memoria.

Una vez que disponemos de la clase de funciones que nos interesa considerar como pre-
dictores y que estan parametrizadas por el pardmetro €, debemos de encontrar cual de ellas
es la que se considera el mejor predictor, es decir encontrar cual es el parametro 6* que mejor
funciona como predictor. Para ello, debemos de tener en cuenta que el predictor se ajuste
bien a los datos de entrenamiento, pero también muy importante que se ajuste bien a los
nuevos datos de los nuevos individuos que queremos predecir. Para ello, debemos de en un
primer lugar disponer de una forma de medir como de bien un predictor encaja con los datos
que disponemos del conjunto de entrenamiento. Para ello definiremos lo que se considera
como funcion de pérdida.

Puesto que partimos del conjunto de entrenamiento,X € R¥*P conocemos la etiqueta y,,
que indica la clase a la que pertenece el individuo x,, € R” y la correspondiente prediccién
yn hecha a partir de x, con la funcién predictor considerada. Con esto, definimos la fun-
cién de pérdida como l(yy, 4) v que produce como salida un nimero no negativo (al que se
considera pérdida) que representa el error que se ha cometido con la prediccién considerada.
El objetivo que buscamos es encontrar un parametro 6* vectorial que minimice la pérdida
o el error medio cometido en el conjunto de los N ejemplos que disponemos de entrenamiento.

Para ello, en un primer lugar, en machine learning es usual hacer una serie de suposi-
ciones a cerca de los datos que disponemos del conjunto de entrenamiento; estas son que se
corresponden con un conjunto de datos independientes e igualmente distribuidos. Esto con-
lleva que la media empirica sea un buen estimador de la media poblacional, y que podamos
utilizar la media empirica de la pérdida sobre el conjunto de entrenamiento, para estimar la
media de pérdida o error que cometemos.

Definimos lo que se conoce como riesgo empirico de la siguiente forma.

N
1 .
Remp(f: Xu Y> - N Z l(y'ru yn)
n=1

donde X € RM*P es la matriz del conjunto de entrenamiento, y el vector de etiquetas
y = [y, yn]T € RN, 4, = f(Xn,0). El riesgo empirico depende de tres pardametros el
predictor f, y los datos X, y.
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Como ya hemos comentado, no nos interesan aquellos predictores que solo encajan o
predicen bien para los datos del conjunto de entrenamiento; nuestro propésito es que predigan
bien la clase de aquellos nuevos individuos de los que desconocemos cudl es su etiqueta (que
tenga una pérdida pequena) y que deseamos clasificar. De una manera formal, deseamos
encontrar el predictor f (para ello debemos de fijar el pardmetro §) que minimice el riesgo
esperado, el cual definimos de la siguiente forma.

Rt’rue(f) = EX,Z/U(Q? f(X))]

Donde y es la etiqueta, f(x) es la prediccién basada en un ejemplo x y E es la esperanza
matematica. Como estamos tratando con la esperanza de una variable aleatoria el significado
que tiene Ry...(f) es que este seria el valor del verdadero riesgo si tuviéramos acceso a un
conjunto infinito de datos, los cuales tendrian cabida en el conjunto de todos los posibles
datos y etiquetas x,y.

Cabe destacar que lo que denominamos el riesgo esperado también se le conoce como el
riesgo poblacional, debido a que realmente estamos tratando de calcular la media poblacional
de la funcién de pérdida.

El siguiente de los problemas que nos encontramos se corresponde con como conseguir
que nuestro predictor generalice bien y sea capaz de predecir de forma correcta los nuevos
individuos de los cuales no conoceremos su etiqueta, y por ende el grupo al que pertenecen.
Para ello, debemos de simular aquellos nuevos individuos que vamos a recibir y que queremos
clasificar. La forma de actuar consiste en dividir nuestro conjunto de datos X € RV*P  del
cual conocemos las etiquetas, y obtener dos porciones de datos, una de ellas la denominare-
mos el conjunto de entrenamiento, y a la otra el conjunto de test.

El conjunto de entrenamiento, al cual le denotaremos por el sufijo 44, le utilizaremos
para entrenar y ajustar el modelo o predictor y el conjunto de test que le denotaremos por
el sufijo 4 €l cual no es tenido en cuenta por el algoritmo de machine learning durante
el entrenamiento y ajuste de este, le utilizaremos para generalizar el rendimiento y evaluar
como clasifica el predictor.

El objetivo que perseguimos es minimizar el riesgo empirico (y con ello el error en la
clasificacién) sobre el conjunto de datos del que conocemos las etiquetas. Esto puede pro-
ducir que consigamos un riesgo empirico de 0, es decir, que nuestro predictor prediga de
forma correcta todos los individuos de nuestro conjunto de datos; pero esto no tiene porque
traducirse en que nuestro predictor vaya a clasificar de forma correcta los nuevos individuos
que vamos a recibir y de los que no conocemos a que grupos pertenecen, es decir, nuestro
predictor puede no generalizar bien para los nuevos datos. A este fendmeno se le conoce
como sobreajuste.

Para intentar ver como se comporta nuestro predictor con los nuevos individuos de los
que no sabemos su clasificacion, es decir, ver como generaliza, utilizamos el conjunto de
test, en el cual podemos comparar directamente el resultado de la etiqueta predicha por el
predictor y el valor real de la etiqueta.
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Figura 2.1: Tipos de ajuste

El fenémeno del sobreajuste, en el cual se obtiene una media de pérdida muy pequena
sobre el conjunto de entrenamiento pero una pérdida muy grande sobre el conjunto de test,
suele ocurrir cuando disponemos de un conjunto de datos muy pequeno y una clase de fun-
ciones predictoras que depende de parametros bastante complejos.

Con la notaciéon que hemos venido desarrollando, el sobreajuste ocurre cuando para un
cierto predictor fijado (es decir, se fijan sus pardmetros) el riesgo empirico estimado para
el conjunto de entrenamiento Repy(f, Xtrain, Yirain) subestima el riesgo esperado Riqye(f),
habiendo estimado el riesgo esperado Ry..(f) y usando el riesgo empirico del conjunto de
test Remp(f, Xiests Yeest)- Si el riesgo del conjunto de test es mucho mayor que el riesgo del
conjunto de entrenamiento, es una senal de que es posible que exista el sobreajuste del mo-
delo o predictor.

En general los modelos que tienen sobreajuste se suelen corresponder con modelos o pre-
dictores que tienen un elevado ntmero de parametros. Este elevado ntimero de parametros
permite que el predictor sea muy flexible y se pueda adaptar a los datos que disponemos
en el conjunto de entrenamiento, reduciendo el error de entrenamiento, lo cual provoca que
cuando vayamos a utilizar el predictor para clasificar los nuevos individuos que desconocemos
no funcione de forma correcta.

Por otra parte, otra posibilidad existente es que el modelo tenga un subajuste, que se
corresponde con el problema opuesto al sobreajuste. En este caso, los modelos suelen tener
un escaso nimero de parametros y no son todo lo flexibles que deberian de ser, lo cual con-
duce que no se ajuste de la forma correcta a los datos de entrenamiento, provocando que el
predictor no clasifique de la forma deseada al no reflejar la realidad.

El tercer caso, se corresponde con el caso deseado en el cual el modelo es correcto y

se ajusta bien a los datos y no se produce ni sobreajuste ni subajuste. Esto indica que el
predictor es lo suficientemente flexible para describir el conjunto de datos que disponemos.

En la figura 2.1 se puede visualizar de forma gréafica en que consiste cada uno de los casos.



2.3. CONCEPTOS MACHINE LEARNING 27

Como hemos podido comprobar, no deseamos que nuestro predictor sufra de sobreajus-
te, para ello, debemos de alguna forma introducir algin término de penalizacién a la hora
de minimizar el riesgo empirico que producen los estimadores, para encontrar el que mejor
clasifica. A este término de penalizacion se le conoce como regularizacion. Con la regulari-
zacion tratamos de establecer un compromiso entre la minimizacién del riesgo empirico y la
complejidad del estimador que buscamos.

La forma de actuar consiste en incluir sobre la funcién de perdida I(y,,, ¥,) un pardmetro
de regularizacién A sobre el propio regularizador, que suele ser del estilo de ||0]|, dado a que
cuando los valores del vector de parametros del predictor 6 tiende a ser alejado del origen
se suele incurrir en el sobreajuste. De esta forma se tendra, que de forma general, la funcién
de perdida serd del siguiente estilo.

(Y Yn) = {3 + All0]]

Donde {...} dependeré de como se obtiene la funcién de pérdida dependiendo del proble-
ma en el que nos encontremos.

Una vez que hemos tratado con el hecho de cémo construir predictores que funcionen de
forma correcta con aquellos nuevos individuos que deseamos clasificar y no conocemos sus
etiquetas a partir del conjunto de entrenamiento que disponemos, debemos de tratar con
la dltima cuestién, la cudl se corresponde a cual es el procedimiento para buscar el mejor
predictor en el espacio de todos los posibles predictores que disponemos parametrizados.

Para poder comparar entre los distintos modelos o predictores existen diferentes técnicas,
entre ellas la mas utilizada es la llamada validacion cruzada, que explicaremos a continua-
cién. Como hemos comentado anteriormente, de nuestro conjunto de datos que disponemos
con etiquetas vamos a hacer una particion, teniendo el conjunto de entrenamiento que des-
tinaremos a entrenar el modelo y el conjunto de test o de validacion, que destinaremos a
evaluar como clasifica nuestro modelo. Como es logico, nuestro deseo seria disponer de un
conjunto de entrenamiento que sea lo suficientemente grande, al igual que un conjunto de
test que sea también lo suficientemente grande, para que las estimaciones del rendimiento
del predictor sean lo mas fiables posibles (no tengan una varianza grande). Pero el problema
que nos encontramos es que en la mayoria de los casos el conjunto de datos etiquetados que
disponemos es bastante reducido.

Para lidiar con este problema y no sacrificar el tamano de uno de los dos conjuntos (es
decir, conjunto de entrenamiento grande para entrenar de forma correcta el modelo pero
conjunto de test pequeno que puede no representar el rendimiento correcto del predictor, o
conjunto de entrenamiento pequeno que hace que el modelo no se entrene bien y conjunto de
test grande, que si que proporciona mediciones de rendimiento reales pero el predictor no ha
sido entrenado lo suficiente) se utiliza la validacién cruzada, o también llamada validacién
cruzada de K hojas.

La validacién cruzada divide el conjunto de datos etiquetados en K porciones, donde
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Training

Validation

Figura 2.2: K-Hojas

K —1 de estas porciones se destinan al conjunto de entrenamiento del modelo R y la porcién
restante se destina al conjunto de test o validacion V. De esta forma, con la validacién cruza-
da tratamos de obtener todas las combinaciones posibles de las distintas asignaciones de las
K porciones del conjunto de datos a los conjuntos R, V. En otras palabras, particionamos
nuestro conjunto de datos D en dos conjuntos disjunto D = RUV y RNV = (). De esta
forma, entrenamos nuestro modelo sobre el conjunto R y después de haber sido entrenado,
medimos el rendimiento del modelo entrenado sobre el conjunto de validaciéon V.

De forma més precisa, para cada particién k, el conjunto de entrenamiento R*) produce
un modelo entrenado £, el cual es después aplicado y validado sobre el conjunto de test
V®)  para calcular cual es el riesgo empirico Repmp( f® V®#) De esta forma repetimos el
proceso sobre todas las posibles particiones a partir de las K hojas de los conjuntos de test y
entrenamiento, y calculamos la media de los error de generalizacion del predictor, obteniendo
el error de generalizacion esperado del predictor. Véase la figura 2.2

K
By [R(, V)] = 2 37 RS, V)
k=1

Obviamente, una desventaja de la validacion cruzada es que el coste computacional se
aumenta, debido a que debemos de entrenar K veces el modelo, pero es una tarea que es
facilmente paralelizable y se puede entrenar cada uno de los K modelos de forma paralela,
debido a que no dependen el uno del otro.

Como resumen, podemos decir que nuestro objetivo es encontrar aquel vector de parame-
tros 6* que determine el modelo o predictor que mejor generaliza, como un problema de
optimizacién en el que buscamos el minimo del riesgo empirico, a partir de la funcion de
perdida Repp(f, X,y) = + ZnNzl [(Yn,Yn), teniendo en cuenta que la funcién de pérdida
[(Yn, Yn) puede incluir regularizacién para forzar que el modelo generalice bien y no se co-
meta sobreajuste, es decir (Y, ¥n) = {...} + Al|#]|. Una vez que dispongamos del modelo o
predictor que mejor generalice, podemos estimar cual es su error de generalizacion esperado
a través del método de la validacién cruzada Ey [R(f,V)] = Zszl R(f® V®) pudiendo
utilizarlo también para elegir el mejor modelo entre varios posibles candidatos.



Capitulo 3

Clasificaciéon lineal con M.V.S. para
problemas linealmente separables

Una vez que ya hemos introducido el trabajo que vamos a desarrollar en esta memoria
y que disponemos del conocimiento previo necesario a cerca de los conceptos relacionados
con el machine learning y el aprendizaje supervisado, y también hemos repasado algunos
conceptos matematicos necesarios para el desarrollo de la memoria, pasaremos a desarrollar
el nicleo del trabajo.

Para ello nos centraremos en el algoritmo de aprendizaje supervisado para clasificacion
binaria de la maquina de vectores soporte ( a lo largo de la memoria se abreviara por las
siglas M.V.S.). En un primer lugar debemos de tener en cuenta que existen diversas variantes
de este algoritmo y que vamos a ver a lo largo de la memoria; estas variantes son debidas a
la naturaleza de los datos que disponemos.

Trataremos de ir de las variantes més sencillas a las mas complejas. Para ello, en un pri-
mer lugar trataremos la clasificacion lineal por medio de M.V.S. para problemas linealmente
separables, en los cuales como deducimos de su nombre son utilizadas cuando los datos son
linealmente separables, es decir que el conjunto de datos que queremos clasificar puede ser
agrupado totalmente por medio de un separador lineal. Véase la figura 3.1.

En segundo lugar estudiaremos el caso de la clasificacion lineal con M.V.S. para proble-
mas no linealmente separables. En este caso, los datos pueden ser agrupados de forma parcial
por medio de un separador lineal, pero existen puntos de la nube de datos que caen en el
grupo incorrecto. Véase la figura 3.2

Por 1ultimo, estudiaremos el caso de la clasificaciéon no lineal en problemas no linealmente
separables. En este caso, los datos no pueden ser agrupados por un separados lineal y debe-
mos recurrir a los separadores no lineales. Véase la figura 3.3

En la seccion actual vamos a entrar en detalle en la primera de las variantes. Para ello,
en un primer lugar, como ya hemos comentado en los conceptos previos, partimos de un

29
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Figura 3.1: Linealmente separables
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Figura 3.2: Parcialmente Linealmente separables
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Figura 3.3: No linealmente separables

conjunto de entrenamiento de datos

{(Xlﬂ yl)> (X27 y2))> ) (Xna yn)v ) (XN7 yN)}

donde agrupando en forma matricial obtenemos la matriz X € R¥*?. Nuestro propésito
consiste en encontrar una funcién real f(x) que actie como predictor y nos proporcione el
valor de 4, = f(xyn) para cada uno de los vectores de datos (individuos) x,,, proporciondndo-
nos la clase a la que dicho predictor asocia dicho individuo.

En resumidas cuentas, dado que estamos tratando con la clasificacién binaria, existen dos
posibles clases, por lo tanto tratamos de encontrar una forma de separar R” en dos regiones
de acuerdo al conjunto de entrenamiento X. En el conjunto de entrenamiento, diremos que
un punto (xj,y;) es un punto positivo del conjunto de entrenamiento si la clase a la que
pertenece es la positiva, es decir, si su etiqueta es y; = 1; para el caso en el que y; = —1,
diremos que es un punto negativo y pertenece a la clase negativa. Cabe destacar que cada
X; es un vector con D componentes.

En el caso en el que nos encontramos, los datos del conjunto de entrenamiento pueden
ser agrupados o delimitados por medio de un separador lineal, es decir, los datos son lineal-
mente separables. En este caso, forzamos a que la funcién predictora f(x) se corresponda
con una funcion lineal, es decir f(x) =< w,z > +b (donde denotamos con <, > el producto
escalar usual). En este caso el hiperplano < w,r > +b = 0 separa R” en dos regiones. A
continuaciéon daremos la definicién de un problema linealmente separable.

Definicién 3.1. (Problema linealmente separable). Consideremos un conjunto de entrena-
miento X = {(Xlayl)? <X27y2))7 ) (Xnayn)a c (XN7yN)} € (RD X @)N7d0nde Xj € RDvyi S
O ={1,-1},i = 1,...D. Si existe w € RP? b € R y un nimero positivo ¢ de forma que
para todo subindice i con y; = 1, se tiene que < w,x; > +b > €, y para todo subindice i
con y; = —1, tenemos que < w,X; > +b < —e. De esta forma decimos que el conjunto de
entrenamiento y su correspondiente problema de clasificacion son linealmente separables.
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Como hemos comentado, el hiperplano < w,z > +b = 0 actuard de separador de ambas
clases. Dicho hiperplano se corresponde con un subespacio afin, el cual estd parametrizado
por el vector w € RP y b € R, donde w se corresponde con el vector normal al hiperplano.Para
comprobarlo, tomemos x,,x} en el hiperplano y veamos que el vector que une ambos es
ortogonal a w.

f(xa) = f(xp) =< w,Xa > +b— < w,Xp > +b) =< W, Xy — Xp >

donde se ha utilizado la linealidad del producto escalar. Como hemos escogido x, y X}, en el
hiperplano, se cumple que f(x,) =0 = f(xp) y por tanto < w, X, —xp >= 0. Dado que dos
vectores son ortogonales cuando su producto interno es 0, hemos probado que w es el vector
ortogonal al hiperplano.

Con todo esto, a la hora de clasificar un nuevo individuo (vector x;) calcularemos el valor
de la funcién f(x;) y clasificaremos dicho individuo en en la clase positiva +1, si f(x;) > 0
y en clase negativa -1 en el caso contrario.

3.1. Maquina de vectores soporte primaria

Partiendo del caso en el que el conjunto de entrenamiento es linealmente separable, nos
surge el primer problema que debemos de tratar a la hora de definir el hiperplano que hara
de separador del conjunto de entrenamiento. Como es logico, existen una infinidad de hi-
perplanos candidatos disponibles para escoger y como consecuencia clasificadores que son
soluciones de nuestro problema de clasificacion sin ningtin error de entrenamiento.

Para tratar de escoger la mejor solucion y tomar el hiperplano que mejor se adecua a
nuestro problema de clasificacion, la idea es escoger aquel hiperplano separador que maximi-
ce el margen entre los datos de entrenamiento que se corresponden con la clase positiva y la
negativa, es decir, trataremos de tomar aquel hiperplano que haga que los datos de entrena-
miento que corresponden a distintas clases sean separadas por el margen mas amplio posible.

Para ello, trataremos con el concepto de margen. Daremos aqui una definicién de margen.

Definicién 3.2. (Margen de un hiperplano). Es dos veces la distancia del hiperplano que
actua como separador a los ejemplos mds cercanos del conjunto de datos, asumiendo que
estamos en el caso en el que el conjunto de datos es separable.

Una vez que conocemos la definicion del margen, vamos a tratar de estudiar cual es la
forma correcta de escoger el hiperplano separador de forma que sea lo més genérica posible a
la hora de clasificar nuevos datos. Para ello, vamos a tratar de un ejemplo en dos dimensiones
donde todo serda mucho mas visual al poder realizar dibujos. Para el caso de D dimensiones
todo serd igual, pero nos encontramos con la dificultad de no poder realizar dibujos que
ilustren las ideas que se van a tratar.

En primer lugar, para estudiar de forma mas sencilla la forma de proceder y estudiar
en mas detalle el concepto de margen, vamos a suponer que conocemos el vector normal
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& [z],

Figura 3.4: Margen de un hiperplano

w del hiperplano separador que tratamos de buscar. Al estar tratando con dimensién dos,
dicho hiperplano se corresponde con una recta. Como podemos ver en la figura 3.4, la recta
l; es una de todas las posibles rectas que separan de forma correcta el conjunto de datos
de entrenamiento (los puntos positivos y negativos, donde cada uno representa una clase).
Dicha recta no es tnica en este sentido, pues cualquier recta paralela a [; que cumpla con
separar ambas clases nos sirve. Las rectas [y y I3 de los extremos se las conoce como recta
soporte. De todos las recta candidatas que existen entre ambas, la que se encuentra entre
medias de ambas (en sentido de la que se encuentra a igual distancia de cada una de ellas),
se corresponde con la mejor recta separadora de ambas clases y es la que tomaremos como
hiperplano separador del problema. De esta forma, el margen es la distancia entre ambas
rectas soporte.

Lo que acabamos de ver nos proporciona una forma de obtener el hiperplano separador
optimo una vez que conocemos la direcciéon del vector normal w, la cual no es conocida a
priori en nuestro problema.

A continuacién vamos estudiar como obtener el margen, para ello haremos un reescalado
de los datos, de forma que el valor del predictor < w,x > +b sea uno en el ejemplo del
conjunto de datos mas cercano al hiperplano separador. Denotemos también a dicho punto
mas cercano como z,, de forma que < w,X, > +b = 1. Denotemos por 7, la proyeccién
ortogonal de x, sobre el hiperplano separador, dado que 7, se encuentra en el hiperplano
separador, tenemos que cumple la ecuacién del hiperplano es decir

<w, X, >+b=0

Por otra parte, sabemos que z, se encuentra a distancia del hiperplano r donde en este
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Figura 3.5: Margen de un hiperplano

caso 1 es la mitad del margen que queremos calcular, por haber escogido de esta forma
x,. Por tanto, podemos descomponer z, de la siguiente forma a partir de las proyecciones
ortogonales.

<W,Xa—rl >+b=0
[wl

Por la bilinealidad del producto escalar,

< W, W >

<W,Xa >+b—7r =0

Jw]|
Puesto que por la suposicién hecha, sabemos que < w,x, > +b = 1, ademas < w,w >=
|w||?, realizando las simplificaciones necesarios llegamos a que

1

r = —
[[wll

Por tanto hemos obtenido el valor de la distancia r en términos del vector normal del
2

hiperplano separador. El valor del margen se corresponde con 2r = Tl

Estudiemos ahora la forma en la que encontrar cual es la direccion del vector normal w
que nos proporciona el separador 6ptimo, para ello trataremos de encontrar el hiperplano
separador < w,x > +b = 0 como un problema de optimizacién en las variables w y b.

Para ello, supongamos que el hiperplano separador es representado por < w,x > +b=0.
Como ya hemos comentado, dicho hiperplano debe ser el hiperplano que se encuentre a la
misma distancia de ambos hiperplanos soporte, por tanto ambos hiperplanos soporte pueden
ser representados como < w,x > +b = k y < w,x > +b = —k. Para tratar de agilizar la
notacion, consideremos que w = %,b = %, luego los hiperplanos soporte equivalentes se
expresan como

<w,x>4+b=1,<w,x>+b= -1
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Con esto, tenemos que el hiperplano separador es

<w,x>4+b=0
puesto que conocemos que el margen se corresponde con ﬁ, y nuestro propésito es que el
hiperplano separador proporcione el mayor margen posibie, esto deriva en un problema de

optimizacién para w y b, que se formula de la siguiente forma:

MAaXy, b ﬁ
t.q.
<w,x;>+b>1,Vi:y =1
<w,X; > +b< 1,Vi:y; =—1
o de forma equivalente, podemos reformular el problema de la siguiente forma:

i 3wl
t.q.
yi(< w,x; > +b) > 1,Vi
De esta forma, podemos establecer el siguiente algoritmo, el cual indica la forma de
proceder a la hora de calcular el hiperplano separador 6ptimo en el caso de problemas
linealmente separables a partir del método de maximizar el margen.

Algoritmo 3.1. (Método de maximizacion del margen para problemas linealmente separa-
bles).

(1) Introducir el conjunto de entrenamiento X = {(X1,%1), (X2,Y2)), -+, (Xn, Yn), -, (XN, YN) } €
(RP x ©)N donde x; € RP | y; € © = {1,—1},i=1,.... D.

(2)Construir y resolver el problema de optimizacion:

miny, 5(|w|*
yi(< w,x; > +b) > 1,Vi

obteniendo la solucion (w*,b*).

(3) Construir el hiperplano separador < w*,x > +b* = 0 y la funcion de decision o
estimador f(x) = signo(< w*,x > +b*).

A este algoritmo en ocasiones también se le conoce como algoritmo de clasificacién lineal
de vectores soporte de margen duro, debido a las restricciones que supone el hecho de que
requiere que todo el conjunto de entrenamiento debe ser clasificado completamente correc-
tamente y no debe permanecer ninguno de los puntos del conjunto de entrenamiento en el
“ubo”—1 < (w - x) + b < 1. Més adelante veremos como relajamos estas restricciones y
obtendremos el algoritmo de clasificacién lineal de vectores soporte de margen suave.
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3.2. Propiedades del método de margen maximo

Teorema 3.1. Para un problema linealmente separable, existe solucion (w*,b*) del problema
de optimizacion y la solucion, satisface:

(i) w* # 0

(ii) Existe un j € {i :y; = 1} tal que

<whx; > 4b =1
(111) Existe un k € {i :y; = —1} tal que
<wWh x> 40" =—1

Demostracion. En primer lugar vamos a probar la existencia de la solucién del problema,
para ello, dado que nos encontramos en el caso de que el problema es linealmente separable,
existe un punto factible (W, 5) del problema de optimizacién, por tanto con todo esto, el
problema de optimizacion original es equivalente a :

min, , %HW||2

t.q.
yi(< W, X; > +b) > 1,V
slwll? < 3lwlf?

Es sencillo ver que la regién factible del problema anterior se corresponde con un conjun-
to cerrado, acotado y no vacio. Dado que el valor minimo de una funcién continua (3[|w|f?)
se alcanza siempre en un conjunto cerrado, acotado y no vacio, concluimos con que existe
solucién del problema de optimizacién.

A continuacién, vamos a probar las propiedades (i)-(iii):
(i) En este caso, para probar que w* # 0 basta con probar que (w*,b*) = (0,b*) no es
solucién. Para ello, procedemos por reduccién al absurdo, supongamos que (w*, b*) = (0, b*)
es solucion, por ello, deberia de satisfacer las restricciones del problema, por tanto

yi(<0,x; > 4b") > 1, Vi

es decir, b* < —1 y b* > 1, puesto que < 0,x; >= 0, Vi lo cual llegamos a una contradiccién
y hemos probado (i)
(ii) En este caso también por reduccién a lo absurdo, supongamos que la conclusién no es
cierta, es decir, que

<wWh x>+ > 1L Vie {i,y; =1} (3.2)

Puesto que la solucién (w*,b*) debe de satisfacer las restricciones, tenemos que:
< W*,Xi > +b* < 1,Vi € {Z,yZ = —1} (33)

Probemos que entonces (w*,0*) no es solucién de (3.2) y (3.3) y llegaremos a una con-
tradiccién. Para ello, fijemos
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Si o € (0,1) entonces (3.3) es equivalente a

<W,x; > +b<1,Vie {iy, = —1} (3.4)
Por otra parte, para ¢ € {i,y; = 1} y de (3.2), tenemos que
i1 (< W,%x; > +b) = lima_1- [< aw®, x; > +(b" + 1)a — 1] =< w*,x; > +b* > 1
Por tanto, con esto tenemos que existe a € (0, 1) de forma que

<W,x; > +b>1,Vie {i,y; =1} (3.5)

Las desigualdades (3.4) y (3.5) indican que (W,b) es un punto factible del problema de
optimizacién y el valor que tiene en dicho punto la funcién objetivo es 1[|w|| = a?1||w*|| <
$lw*||?, lo que implica que (w*,b*) no es solucién. Esta contradiccion prueba la conclusion.
(iii) Se prueba de forma similar a (ii). O

Cabe destacar que las conclusiones que nos proporciona este teorema es que de (i) el
algoritmo de método de maximacion de margen para problemas linealmente separables per-
mite construir siempre un hiperplano separador de ambas clases, asi como que de (ii) y (iii)
indica que los dos hiperplanos < w*,x > +b) = £1 obtenidos en dicho algoritmo son los dos
hiperplanos soporte.

A continuacién, veremos un teorema que nos asegura la unicidad del hiperplano separador
construido con el algoritmo.

Teorema 3.2. Para un problema linealmente separable, la solucion del problema de optimi-
zacion es unica.

Demostracion. Supongamos que existen dos soluciones del problema de optimizacion, sean
estas (wj,b) y (w3, b}), se puede probar que la solucién del problema con respecto a la
variable w es tnica, esto es que wj = wj. Esto es debido a que la solucién de un problema
de programacién convexa con respecto a una de las variables es siempre tnica cuando la
funcién objetivo es una funcién convexa, para més detalle véase [7| . Por tanto, las dos
soluciones pueden ser reescritas como (w*,b}) y (w*,b}). De la conclusién (ii) del teorema
3.1, podemos decir que existen 7,5’ € {1,..., N} talesque y; =y =1y

<wh ;> 4b =1
<whxp>+b > 1
<wh iy >+by =1
<whxy; > +by > 1

De donde deducimos que b} > b3 y b5 > b} , luego por tanto concluimos que b = b}, vy
en consecuencia (wj, b)) = (w3, b5) y la solucién del problema es tnica. O
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3.3. Maquina de vectores soporte dual

La descripcién de la maquina de vectores soporte de la secciéon anterior en términos de
w y b, se la conoce como maquina de vectores soporte primaria o primal. Recordemos que
en ese caso, estamos considerando las entradas, es decir los datos x € R”, con D carac-
teristicas o propiedades sobre cada uno de los individuos. Por tanto, esto hace que w sea de
la misma dimensién que x, lo cual conlleva que el nimero de parametros (la dimensién de
w) del problema de optimizacién aumente de forma lineal con el nimero de caracteristicas
o propiedades de los individuos, donde normalmente este suele ser un nimero elevado. Es
decir, el niimero de parametros va a crecer con respecto a D

En esta seccién vamos a considerar un problema de optimizacién equivalente (su dual), el
cual va a ser independiente del niimero de caracteristicas de los individuos, pero sin embargo
el nimero de parametros del problema de optimizacion va a crecer con el niimero de ejemplos
que vamos a tener en el conjunto de datos, es decir va a crecer con respecto a N.

Cabe destacar que utilizar un algoritmo u otro va a depender de la naturaleza de los da-
tos del conjunto de datos de entrenamiento, en el caso en el que el conjunto de datos tenga
menos numero de ejemplos que el nimero de caracteristicas que se almacenan de cada dato,
es decir (D > N) es mejor utilizar la méquina de vectores soporte dual, sin embargo, para
los conjuntos de datos en los que se disponga un mayor nimero de ejemplos que el niimero
de caracteristicas que se almacena de cada individuo (D < N) es mejor utilizar la maquina
de vectores soporte primaria.

Para formular el problema de optimizacion equivalente, haremos uso del problema dual
de optimizacion, para ello es necesario obtener la funcion Lagrangiana del problema de
optimizacién utilizado en la maquina de soporte primaria. Dicha funcién lagrangiana, se
corresponde con:

!
1
L(w,b,a) = §||W2H - E a;(yi (< w,x; > +b) — 1) (3.6)
i=1

T

donde o = (avq, ..., aq)" es el vector de los multiplicadores de Lagrange.

A continuacion se expondran algunos de los teoremas necesarios para obtener la solucion
del problema de optimizacion dual:

Teorema 3.3. El problema de optimizacion:

max,, —% Zizl Zé’:l Yy < Ty, T; > iy + Zé‘:l Q;
t.q.
| (3.7)
> ic Yici =0
O[,i 2 07Z — 1, ,l

Es el problema dual del problema de optimizacion primario (3.1).
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Demostracion. Teniendo en cuenta la definiciéon del problema dual de optimizacion, defini-
cion 2.16, el problema dual aqui considerado, seria el siguiente:

max g(«) = infy, L(w, b, a)
t.q.
a>0

Como L(w,b,a) es una funcién cuadratica estrictamente convexa con respecto a la va-
riable w, su valor minimo se alcanza para w satisfaciendo:

!
VwL(w,ba) =w — Zyixiai =0
i=1

es decir,

l
W = E Yi T
i=1

Sustituyendo el valor infimo con respecto de w sobre la definicién de la funcién Lagran-
giana, definicién 3.6, obtenemos que:

l l l l
l/gfL(W, b, Oé) = —% Z Zyiyj < X, Ty > o+ ZOéj — b(z yiOéZ')
=1

i=1 j=1 j=1

Por tanto, aplicando ahora el minimo sobre ambas variables w, b, obtenemos:

inf L(w, b, ) =

w,b

1 l l L _
—5 2im1 Zj:l Yiyj < iy Tj > Qi + Zj:l Q863 g Yicy =0
—00, otro caso

Juntando todo, llegamos a la expresion del problema que aparece en el enunciado del
teorema.

]

El problema dual (3.7) es un problema de maximizacién, el cual puede ser sustituido por
su problema de minimizacién equivalente, el cual es el siguiente:

AR ! !
ming 5> 5y Zj:l YiYy < Zip, Tj > i — Zj:l a;

t.q.
3.8
> i Yo =0 3
@ >0i=1,..,1

Dicho problema de minimizacién tiene la misma solucién que el problema de maximiza-

cién (3.7) .

Teorema 3.4. El problema de optimizacion (3.8) es una programacion cuadrdtica convexa.
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Demostracion. Fijemos

H = (yiy; <z, > ), e = (1, ..., 1)T, a = (a, ...,al)T,y = (y1, ...,yl)T (3.9)

entonces, el problema (3.8) puede reescribirse como:

min, W(a) = Lo’ Ha — e'a

ko (3.10)

Fijando Q = (y121,....,y11;). Es claro que H = QTQ y por tanto H es semidefinida
positiva. Por tanto el problema anterior es un problema de programacion cuadratica convexa

por la definicion 2.15 y el teorema 2.2.
O

Teorema 3.5. Considerando el problema linealmente separable. Para cualquier solucion del
problema dual (3.8) , o* = (af,...,af)", debe tener una componente o no nula. Ademds,
para cada componente no nula o de o, la unica solucion del problema de optimizacion
primario (3.1) puede ser obtenida de la siguiente forma:

l
w* = Z aC YTy (3.11)
i=1

l
b* =y; — Za;‘yi < X, x> (3.12)
i=1

Demostracion. En primer lugar, probemos que para el w* definido por (3.11), existe un b*,
de forma que (w*,l;*) sea solucién del problema primario. el teorema 3.4 muestra que el
problema (3.8) puede ser escrito en la forma (3.10). De esta forma es sencillo probar que
este tltimo problema cumple la condicién de Slater, definicién 2.17. Por tanto, si a* es una
solucién del problema (3.10) por tanto se deduce que existe un multiplicador b* v un vector
multiplicador s* de forma que:

aTy=0,a">0 (3.13)
sTa*=0,5">0 (3.14)
Ho* —e+by—s" =0 (3.15)
De donde se obtiene que
Hoa*—e+b'y >0 (3.16)

De (3.11), se tiene que es equivalente a:

yi(<w* x> +b") > 1,i=1,...,1 (3.17)
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lo cual implica que (w*,b~*) sea una solucion factible del problema primario. Ademads, de
(3.13) - (3.15), obtenemos que:

1 1
_||w*||2 — —OC*THO{*
2 2
1 ~
:§a*TH04*—04*T(HOz*—e+b*y—s*)
1 «T * w1 T *T % (318)
=50 Ho" —ba™y+e a4+ s a

1
= ——o"Ha* + T
2
Con esto queda probado que el valor de la funcién objetivo del problema primario en el
punto (w*, b*) es igual al valor 6ptimo del problema dual y por tanto es solucién del problema
primario.

Ahora veamos que a* no es nulo. Si fuera nulo, se tendria que w*, definido en (3.11) seria
el vector nulo, lo cual contradice la conclusién de (i) del teorema 3.1 y por tanto, concluimos
que a* # 0

Por tltimo, veamos que (w*,b*) con la forma de (3.11) y (3.12) es la tnica solucién del
problema primario. De hecho, la unicidad se deduce del teorema 3.2, por tanto basta con
probar que b* es de la forma de (3.12). Dado que si o # 0 implica que s; = 0 de (3.14). Por
tanto, tenemos en (3.15) la j-essima entrada de Ha* — e + b*y es 0, resolviendo la ecuacién

llegamos a que coincide la expresién de b*
m

El teorema anterior nos proporciona una forma de construir la funcién de decision, ha-
ciendo uso del problema de optimizacién dual. Para ello, a partir de una soluciéon a* =
(af,...,a;)T del problema (3.8), podemos encontrar una solucién (w*,b*) del problema pri-
mario, haciendo uso de (3.11) y (3.12). Por tanto juntando todo podemos definir el siguiente
algoritmo de clasificacién basandonos en el problema de optimizacion dual.

Algoritmo 3.2. (Algoritmo de clasificacion de mdquina de vectores soporte dual).

(1)Introducir el conjunto de entrenamiento X = {(x1,y1), (X2,92)); s (Xns Un)s - (XN, Yn )} €
(RP x ©)N donde x; e RP,y; € © = {1,—1},i=1,.... D.

(2) Construir y resolver el problema de programacion cuadrdtica conveza (3.8). Véase la
seccion 2.2.1.
ming § Y0y Sy vy < w15 > aoy — Y
t.q.
> i Y0 =0
0 >0i=1,.,1
obteniendo la solucion o* = (af, ..., ak)"

(3)Calcular w* = 22:1 a;y;r; Escoger una componente no nula de o*, o y calcular b*
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!
b* =y, —Zafyi < X, x>
i=1

(4) Construir el hiperplano separador < w*,x > +b* = 0 y su funcion de decision
asociada

f(z) = sgn(g(x))
donde

I
g(r) =< w",x > +b" = Zyia;‘ < @, x> +b° (3.19)
i=1

3.4. Vectores soporte

Una vez estudiado cual es el algoritmo a seguir para obtener el hiperplano separador, asi
como el método de clasificacién, vamos a dar sentido al nombre que recibe el algoritmo en
si, es decir, vamos a definir qué son los vectores soporte.

Para ello, podemos observar cémo en los pasos (3) y (4) del algoritmo anterior para deter-
minar el hiperplano separador, y en consecuencia la funciéon de decisién o predictora, se hace
uso de un subconjunto de elementos del conjunto de datos de entrenamiento que disponemos,
en concreto, el subconjunto esta formado por los puntos de entrenamiento correspondientes a
las componentes no nulas (positivas) de a. El resto de puntos del conjunto de entrenamiento
como hemos visto no juegan ningun papel a la hora de determinar cual es el hiperplano
separador y la funcién de decision. Con todo esto, damos la siguiente definicion.

Definicién 3.3. (Vectores soporte) Supongamos que a* = (o, ...,ay)T es solucion del pro-
blema dual que se obtiene al aplicar el algoritmo 3.2 en el paso (2), el dato de entrada x;
asociado al punto del conjunto de entrenamiento (X;,y;), se dice que es un vector soporte si
la correspondiente componente o de o es no nula; en caso de que sea nula no es un vector
soporte.

Con esta definicién, podemos decir que en el algoritmo anterior, algoritmo 3.2, la funcién
de decisiéon y el hiperplano separador es determinado solo a partir de los vectores soporte,
lo cual aclara el nombre que recibe el algoritmo como maquina de vectores soporte. Veamos
a continuacion un teorema que caracteriza a los vectores soporte.

Teorema 3.6. Supongamos que los problemas linealmente separables han sido resueltos usan-
do el algoritmo 3.2 y que g(x) es definida como en (3.19),entonces:

(i) Los vectores soporte x; satisfacen
vig(x:) = (< whx; > +b") =1

es decir, todos los vectores soporte se encuentran en los dos hiperplanos soporte.
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A ["F]'ﬂ (u_]i'c_r)—}-b:":: 1

-
s

(w*-z)+b*= U_

Figura 3.6: Vectores soporte

(11) Los vectores X; que no son vectores soporte satisfacen
vig(x:) = (< whx; > +0%) > 1
Demostracion. Para la demostracién debemos de volver a hacer uso de (3.13) - (3.15). Del
hecho de que a* > 0, tenemos que sfa; = 0,7 = 1,..., N. Luego de (3.15) obtenemos que

7

st =yi(<wiz;>+b)—1,i=1,...N (3.20)

Donde, por tanto,
stal = ol (yi(< wiym; > +b")—1)=0,i=1,..,N (3.21)

Por tanto (i) se deduce de (3.21) y del hecho de que o # 0 asociado con el vector soporte
x;. (ii) se deduce de (3.20) y del hecho de que en (3.14) s* > 0.
[

Para entender cual es la interpretacion del anterior teorema ,vamos a hacer uso de la
figura 3.6 , en la cual < w*, x > 4+b* = 0 se corresponde con el hiperplano separador busca-
do por medio del algoritmo ya comentado, por otra parte, las rectas < w*,x > +b0* =1y
< w*,x > +b* = —1 son los dos hiperplanos soporte. Como podemos observar en la imagen,
sobre los hiperplanos soporte se encuentran los vectores soporte de ambas clases, la positiva
(con simbolo +) y la negativa con (simbolo o).

Por otra parte, aquellos vectores que no son vectores soporte se encuentran a un lado
u otro de cada uno de los hiperplanos soporte, para los vectores de la clase positiva se
encuentran “por encima”del hiperplano soporte < w*,x > +b* = 1. Los vectores de la clase
no negativa “por debajo’del hiperplano soporte < w*,x > +b* = —1.
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Capitulo 4

Clasificacion lineal con M.V.S. para
problemas no linealmente separables.
M.V.S. de margen suave

En este apartado de la memoria, vamos a estudiar el caso en el que el conjunto de datos
de entrenamiento no son linealmente separables, es decir, no existe un separador lineal que
clasifique el conjunto de entrenamiento en dos grupos bien definidos de forma total para
todos los puntos. Aun asi vamos a tratar de buscar un separador lineal que los clasifique de
la mejor forma posible, asumiendo que puede haber errores en la clasificacién del conjunto
de entrenamiento debido a su caracter de no linealmente separables.

Por tanto, debemos de tener presente que vamos a tener que permitir que algunos de
los elementos del conjunto de entrenamiento puedan encontrarse en la region del margen
o incluso encontrarse en el lado que delimita el hiperplano separador erréneo (es decir en
el lado que agrupa a la mayoria de los datos de la clase contraria a la suya). Para poder
visualizarlo de una forma mas grafica se incluye la figura 4.1:

El modelo que vamos a estudiar en este apartado, y que permite algunos errores de clasifi-
cacion sobre el conjunto de datos es el conocido como Maquina de Vectores Soporte (M.V.S.)
de Margen Suave.

Como hemos estudiado en el caso linealmente separable, vamos a hacer un estudio del
modelo desde dos puntos de vista: el primero de ellos se corresponde con la M.V.S. de mar-
gen suave primaria, derivando de forma geométrica la forma de obtener el margen maximo.
Derivaremos la M.V.S. de margen suave primaria desde otro punto de vista por medio de
la idea de funcién de pérdida. Por ultimo, como en el caso linealmente separable, usaremos
multiplicadores de Lagrange y derivaremos la M.V.S. de margen suave dual.

45
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Figura 4.1: Datos linealmente separables y no linealmente separables

4.1. M.V.S. de Margen Suave Primaria. Enfoque geométri-
co.

Como hemos comentado en este caso partimos de un conjunto de entrenamiento que no
es linealmente separable, por lo tanto, ningtin hiperplano es capaz de separar todos los ejem-
plos del conjunto de datos en cada una de las dos clases, positiva y negativa. Si queremos
de todas formas utilizar un hiperplano como separador, asumiendo los posibles errores que
van a existir con alguno de los ejemplos, vamos a tener que tener en cuenta dos estrategias
con la intencion de que dicho hiperplano pueda separar de la mejor forma a pesar de la no
separabilidad de los datos.

La primera de las estrategias a utilizar es considerar variables de holgura, con el fin de
relajar las restricciones de que el hiperplano separe de forma correcta todos los ejemplos del
conjunto de entrenamiento. De esta forma van a existir ejemplos x; en el conjunto de datos
que no van a cumplir las restricciones y;(< w,x; > +b) > 1. En efecto, se introducen dichas
variables de holgura &;

&>0i=1.,N (4.1)

y suavizamos asi las restricciones, permitiendo que sean mas laxas de la siguiente forma:

yil<w,x;>+b)>1-&,i=1,...N (4.2)

De esta manera, restamos el valor de &; del margen, restringiendo que &; sea no negativo.
Las variables de holgura &; miden la distancia de cada uno de los ejemplos a su hiperplano
soporte correspondiente. En el caso de la figura 4.2, £ mide la distancia del ejemplo positivo
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Figura 4.2: Variables de holgura

del conjunto de datos x, al hiperplano soporte positivo y;(< w,x > +b) = 1, cuando x, se
encuentra en el lado erréneo de la clasificacién.

La otra estrategia que debemos de considerar es intentar de hacer que los respectivos
& sean lo mas pequenos posibles, con la finalidad de que para aquellos ejemplos en los
que se no se cumplen las restricciones, dichas variables de holgura sean tan pequenas como
se pueda para que no haya ejemplos del conjunto de entrenamiento en los que haya un
gran error en la clasificaciéon de estos (no haya una distancia muy grande de ese ejemplo
a la clase a la cual debe permanecer). Para ello, impondremos una penalizacién sobre la
funcion objetivo del problema de optimizacién. Por ejemplo, una de las forma de actuar y
anadir dicha penalizacién a la funcién objetivo, consiste en sumar el término ZZL & a dicha
funcién objetivo, de esta forma, obtenemos un nuevo problema de optimizacién, cambiando
el problema de optimizacién primario al siguiente:

minw,e 3w|?+C XL, &
t.q.
4.
yi<w,x;>+b)>1-&,i=1,...N (4.3)
£>0i=1,., N

donde, tenemos que & = (&, ...,&x)T, y C' > 0 es un parametro de penalizacién.

El pardmetro C' pondera el tamafio del margen y la suma de la holgura total que tene-
mos. Este parametro, es un parametro de regularizacién, el término Zf\il &; es el término de
regularizacion tal y como se ha comentado en los conceptos previos a cerca de los conceptos
relacionados con el Machine Learning. Este término permite que el predictor no sufra de so-
breajuste, que es basicamente lo que estamos tratando en esta seccion, que nuestro predictor
no tiene porque clasificar de forma correcta todos los datos del conjunto de entrenamiento.
En este caso, un valor alto del pardametro C' implica una regularizacién baja, es decir, le
estamos dando a las variables de holgura un peso elevado, y estamos dando prioridad a los
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ejemplos que no se encuentran en el lado correcto del margen.

Veamos ahora el significado que tiene la funcién objetivo en el problema de optimizacion.
En (4.3) minimizar ||w|* supone que se maximice el margen, que es el objetivo buscado
desde el principio, pero en el caso en el que nos encontramos ahora no solo buscamos que se
minimice ||w]||? (maximizar margen), sino que también queremos minimizar 3 &, lo cual
es una medida de las restricciones que no se cumplen y;(< w,x; > +b) > 1,i = 1,..., N,
tratando que sean lo menor posibles. Por otra parte en (4.3) también podemos ver C' como
un parametro de peso entre ambos miembros de la funcién objetivo, donde dependiendo de
su valor se dard mayor peso a maximizar el margen o a minimizar la medida de las restric-
ciones que no se cumplen.

Con todo esto, obtenemos un algoritmo de clasificacion por medio de las maquinas de
vectores soporte de margen suave, que es una mejora del algoritmo 3.1 de maximizacién del
margen para problemas linealmente separables.

Algoritmo 4.1. (Método de mazimizacion del margen ).

(1) Introducir el conjunto de entrenamiento
X = {(x1,91): (X2,42)); s (X U)o, (X0, yn) } € (R x ©)7
donde x; € RP y; € © = {1,-1},i=1,...,D.
(2)Construir y resolver el problema de optimizacion (4.3) obteniendo la solucion (w*, b*, £*)

(8) Construir el hiperplano separador < w*,x > +b* = 0 y la funcion de decision o
estimador f(x) = sgn(< w*,x > +b%)

4.2. Propiedades del método de margen maximo

Veamos que la funcién de decision del algoritmo de clasificacién (asi como el hiperplano
separador) tan solo dependen de (w*,b*) de la solucién total del problema primario (4.3)
(w*,b*,&*). Por tanto vamos a considerar el problema primario (4.3) y su solucién con
respecto a las variables (w, b).

Teorema 4.1. Existen soluciones del problema primario (4.3) con respecto a las variables
(w,b).

Demostracion. La demostracion es similar a la del teorema 3.1, para ello, tomemos W, b
arbitrarios y construyamos £ = (&1, ...,&x)7 de la siguiente forma

& = max{l — y;(< W,x; > +b),0} (4.4)

de manera, que podemos ver que (W, b, 5) es un punto factible del problema primario. Es
mas, podemos construir un problema de optimizacién equivalente al problema primario (4.3):
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minw e 3[WI* +C XL, &
t.q.
yi(<w,x; >+b)>1-&,i=1,...,.N (4.5)
&>0i=1,..,N
Hiwl? + O & < YwP+ X, &

Donde ahora es sencillo probar la existencia de la solucién al buscar el minimo de una
funcién continua sobre un conjunto convexo, cerrado y acotado.

O
Teorema 4.2. La solucion w* del problema primario (4.3) con respecto a la variable (w es
unica.
Demostracion. La demostracion es inmediata a partir del Teorema 1.2.15. de [7]. [

Teorema 4.3. El conjunto de soluciones del problema primario (4.3) con respecto a la
variable b es un intervalo cerrado y acotado [b,b], donde b < b.

Demostracion. Por el teorema 4.1, sabemos que el conjunto de soluciones del problema (4.3)
con respecto de la variable b es no vacio, puesto que conocemos que el conjunto de soluciones
del problema de optimizacion es un conjunto cerrado y acotado, al igual que la region factible
del problema. Esto hace que el conjunto de soluciones debe estar acotado en un intervalo
cerrado, ya que las soluciones con respecto a b estan acotadas y estamos en R. O

4.3. M.V.S. Suave Dual. Enfoque a través de la funcién
de pérdida

En esta seccién vamos a dar el otro enfoque a través del cual vamos a derivar la MVS de
margen suave, para ello, haremos uso de la funcién de pérdida, de la cual ya hemos hablado
en qué consiste el método, en el apartado de cuestiones previas a cerca del Machine Learning.
Para ello, usaremos el principio de reduccion del riesgo empirico.

Para el problema concreto de M.V.S., disponemos de hiperplanos como la clase de hipéte-
sis sobre la que se encuentran parametrizados todos los hiperplanos posibles a escoger en el
problema de clasificacién. Esto es, que la clase de hipétesis es la siguiente:

f(x) =<w,x>+b

Ya hemos visto que el margen se corresponde con el término de regularizaciéon el cual
queremos maximizar. Por tanto, el siguiente paso es definir una funcién de pérdida. Dado
que estamos en el caso de la clasificacién binaria, la salida del predictor f(x) se corresponde
con una de las dos etiquetas y; = {1, —1}, por lo que tenemos que considerar una funcién de
pérdida que se adecue al problema de clasificacién binaria.

En este caso, la funcién de pérdida ideal seria aquella que cuente el nimero de errores
existentes entre las etiquetas y las predicciones hechas por la funcién de prediccién sobre los
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Figura 4.3: Funciones de pérdida

ejemplos del conjunto de entrenamiento. Es decir, para el predictor f aplicado al ejemplo
del conjunto de entrenamiento x;, comparamos la salida del predictor f(x;) con la etiqueta
yi, v se define la funcién de pérdida como cero si ambos coinciden y uno si no coinciden.
A esta funcién de perdida se la denota como 1(f(x;) # v;) y se llama funcién de pérdida
1-0. El problema que presenta esta funcién de pérdida es que el resultado es un problema
de optimizacién combinatorio, el cual es mucho mas complicado de resolver en comparacion
con los problemas de optimizacién continuos.

Por tanto, la estrategia a tomar en este caso consiste en escoger una funcién de pérdida
continua, para que el problema sea mas sencillo. Para ello, utilizaremos la funciéon de pérdida
hinge, cuya definiciéon es la siguiente:

[(t) = max{0,1 —t},donde t = yf(x) = y(< w,x > +b) (4.6)

A partir de esto, si f(x) se encuentra en el lado correcto (baséndonos en su correspon-
diente etiqueta y) del hiperplano separador, y se encuentra a una distancia mayor que 1,
esto implica que ¢ > 1 y por tanto la funcién de pérdida hinge tiene valor de 0. Por otra
parte, si f(x) se encuentra en el lado correcto, pero demasiado cerca del hiperplano sepa-
rador (0 < t < 1), el ejemplo x se encuentra en el margen, y en consecuencia la funcién
de pérdida devuelve un valor positivo y menor que 1. Para el caso en el que el ejemplo se
encuentra en el lado incorrecto del hiperplano, es decir, t < 0, la funcién de pérdida hin-
ge devolverd un nimero positivo y grande (mayor que 1), que se incrementara de forma lineal.

Una alternativa es mostrar la funciéon de pérdida como dos porciones lineales de la si-
guiente forma:

11—t sit<1

() {O,sitZl “n

Podemos visualizar la funcién de pérdida hinge y la funcién de pérdida 1-0 en la figura
4.3.
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Con todo esto, nuestro propésito es minimizar la pérdida total para un cierto conjunto de
entrenamiento dado. Para ello, haciendo uso de la funcion de perdida hinge, nos encontramos
en el siguiente problema de optimizacion sin restricciones.

m1n—||w||2+C’ZmaX{0 Il —y(<w,x;+b)} (4.8)

=1

El primero de los términos, como ya hemos comentado anteriormente, es el término de
regularizacion, ,y trata de maximizar el margen. El segundo de los términos se corresponde
con el término de pérdida o término de error.

A continuacién, vamos a ver como el problema de optimizacion sin restricciones (4.8)
es equivalente al problema de optimizacién con restricciones del enfoque geométrico (4.3).
Para ello, nos fijamos en la funcién de pérdida hinge (4.6), la cual consta de dos partes
lineales como se ha expresado en (4.7). Considerando la funcién de pérdida hinge como un
par ejemplo-etiqueta, podemos suprimir la minimizacién de la funciéon de pérdida hinge a
través de t de forma equivalente por la minimizacién de las variables de holgura ¢ con dos
restricciones. Es decir, podemos sustituir de forma equivalente

mtl'n max{0,1 — ¢}

por:

ming ; £

t.q.

Sustituyendo esta tltima expresién en (4.8) y ordenando las restricciones tenemos la
misma expresion exactamente que cuando hemos obtenido el problema de optimizacién para
el margen suave desde el punto de vista geométrico (4.3).

4.4. M.V.S. de Margen Suave Dual

Aligual que en el caso linealmente separable del problema de optimizacién primario (4.3),
podemos derivar su problema de optimizacion dual. Los pasos a seguir aqui seran similares
a los tomados en el caso linealmente separable, asi como la justificacién de por qué utilizar
un método u otro, por lo que pasaremos con mayor ligereza sobre este apartado.

En primer lugar, definiremos el problema dual; para ello, la funcién lagrangiana corres-
pondiente al problema primario (4.3) es :

L(w,b,& a,8) = —||w||2+OZa Zazyz<wxl>+b—1+@ Zﬁzsz (4.9)
=1 =1

donde a = (ayq,...,an)T v B = (B, ..., Bx)T son los vectores de los multiplicadores de La-
grange. Con esto, tenemos el siguiente teorema:



52 CAPITULO 4. PROBLEMAS NO LINEALMENTE SEPARABLES

Teorema 4.4. El problema de optimizacion:

’ N N N
( MAXa5 —3 Doy Do je Vit < Xi, X5 > + 357 ay
t.q.
N
D _im1 Yic = 0 (4.10)
C—al—ﬁZ:O,Z: 1,...,N
a;>04i=1,..,N
\ BZZO7Z:1a7N

es el problema dual del problema primario (4.3).

Demostracion. Derivemos la funcién lagrangiana (4.9) con respecto a las tres variables pri-
marias, es decir w, b, £, obteniendo:

OL _ 1 - r
w -V ; QY X (4.11)
oL il
oL
—C—a;— B, 4
3 C—a;— B (4.13)

Para encontrar el maximo de la funcién lagrangiana, debemos de igualar cada una de las
derivadas parciales a 0. De esta forma, igualando (4.11) a cero, tenemos que:

N
W = E 05l X4
i=1

Esto indica, como ya habiamos comentado en el caso lineal, que el vector de pesos éptimo
es una combinacién lineal de ejemplos del conjunto de entrenamiento x;. Mas en concreto,
igualando (4.12) a 0 implica que realmente el vector de pesos éptimo es una combinacion
afin de ejemplos del conjunto de entrenamiento.

Llegados a este punto, sustituyendo la expresién de w sobre la funcién lagrangiana (4.9),
obtenemos el dual.

1 N N N N
3 Dz Dujer Y0y < Xiy X5 > 30 yioy < D00 Y0, X > +

N
CYili &= by i + 2, 0 — Dy oa&i — >0y Bil
De esta forma, no existen términos que involucren la variable primaria w. De igualar

(4.12) a 0, obtenemos que Zf\il y;c; = 0. Por tanto, el término que involucra a b también
desaparece.

(4.14)

Del hecho de que el producto interno sea bilineal y simétrico, tenemos que los dos primeros
términos de (4.14) son sobre los mismos elementos, los cuales pueden ser simplificados,
obteniendo el lagrangiano:
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L.

N N
}:Zh%m%<&xp4§:m+§: — ;i — B)& (4.15)

=1 j=1

l\DI»—t

El dltimo de los términos retne las variables de holgura. Igualando (4.13) a cero, vemos
que el ultimo de los términos de (4.15) es cero. Usando la misma ecuacién y recordando que
B; son no negativos, tenemos que «; < C.

Reorganizando todo lo que tenemos hasta ahora, queremos maximizar la funcién lagran-
giana (4.15) con respecto a las condiciones que hemos ido imponiendo al igualar las derivadas
parciales a 0, con lo cual llegamos al problema de optimizacién del enunciado. O

Cabe destacar que el problema dual (4.10) puede ser simplificado a un problema solo en
las variables «, eliminando la variable [ y reescribiendo el problema como un problema de
minimizacion. Usamos la observacién hecha en la demostracién del teorema anterior de que

aiSCZ

, N N N
Mg 3Dy Do jmy Vi < Xi, X5 > — >0
t.q.
4.16
Z£i1 yio; = 0 ( )
0<o<Ci=1...N

Enunciemos un ultimo teoremas

Teorema 4.5. Supongamos que o = (a7, ...,ak) es una solucion del problema de programa-
cion cuadrdtica convera (4.16). Si existe una componente de o, o de forma que o € (0,C),
entonces una solucion (w*,b*) del problema primario (4.3) con respecto a las variables (w,b)

puede ser obtenida por:
N
* *
w" = E S YiX;
i=1

N
*
— E Q; Y < Xj, Xj >
=1

Demostracion. Es similar a la realizada en el teorema 3.5 OJ

Con todos estos teoremas podemos establecer el siguiente algoritmo de clasificacién por
medio de MVS de margen suave.

Algoritmo 4.2. (Clasificacion lineal de margen suave por vectores soporte ).

(1) Introducir el conjunto de entrenamiento

X = {(X1>y1)7 (X2>?/2))a ) (Xn>yn)> ) (XN7Z/N)} S (RD X @)N

donde x; e RP y; e © = {1,—-1},i=1,...,D.
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(2) Elegir un parametro de penalizacion apropiado C' > 0.
(8)Construir y resolver el problema de optimizacion convexo y cuadrdtico (4.16). Véase
la seccion 2.2.1

;1N N N
ming b) Zizl Zj:l Uiy Qa5 < Xj, Xj > = Zj:l Qj
t.q.
N
0<o;<C,i=1,..,N
obteniendo la solucién o* = (af, ..., ak)”

(4) Calcular b*: Elegir una componente de o, o € (0,C) y calcular:

N
o' =y; — Zafyi < Xj, Xj >
i=1

(5) Construir la funcién de decisién

f(x) = sgn(g(x))
donde

N
g(x) = Zyiozf < Xj,X > +b°
i=1

El anterior algoritmo puede ser utilizado tanto para problemas linealmente separables
como para problemas que no sean linealmente separables. Luego en el caso linealmente se-
parable, ya hemos visto que el algoritmo 3.2 también sirve. Cuando el parametro C' — oo el
problema primario (4.3) se reduce al problema primario del caso linealmente separable. Los
problemas primarios asociados a ambos algoritmos no son los mismos en general. Por tanto,
las funciones de decisién obtenidas no son las mismas. La funcién de decision del caso lineal-
mente separable no es necesariamente mejor, pero es disenada para ese problema especifico.
El problema de dicho algoritmo se encuentra cuando entre el conjunto de entrenamiento
existen puntos que son clasificados de forma erronea, los cuales afectarian al hiperplano se-
parador y por tanto al algoritmo. Sin embargo este ultimo algoritmo que hemos estudiado
para el caso no linealmente separable es capaz de solventar este problema hasta cierto punto.



Capitulo 5

Clasificacién no lineal en problemas
no linealmente separables. Kernels

En esta secciéon vamos a tratar el caso en el que el conjunto de entrenamiento no es
linealmente separable, y no lo es no solo por un reducido nimero de ejemplos del conjunto
de entrenamiento sino que en general no existe un separador lineal que clasifique de forma
correcta la mayoria de los ejemplos del conjunto de entrenamiento.

Por tanto, para clasificar los ejemplos del conjunto de entrenamiento en este caso tenemos
que recurrir a los separadores no lineales. Para ello va a ser necesario adoptar una serie de
técnicas, que se van a desarrollar en la seccion. Para entender un poco mejor el caso con el
que estamos tratando, vamos a ver un ejemplo en dos dimensiones con la idea de mostrar
como se va a generalizar la clasificacion lineal en la no lineal.

En el ejemplo siguiente, tratamos un problema de clasificacién en el cual los datos del
conjunto de entrenamiento no son linealmente separables. Por lo tanto no es posible realizar
una clasificacion lineal basada en hiperplanos lineales. El conjunto de entrenamiento lo for-
man 20 puntos en R? como se muestra en la figura 5.1. Los puntos + se corresponde con los
puntos del conjunto de entrenamiento de la clase positiva, es decir aquellos en los que y; = 1
y los puntos o se corresponden con los de la clase negativa y; = —1.

Como podemos ver en la figura 5.1, el separador se corresponde con una linea curva, en
concreto una elipse centrada en el origen. Por este motivo, se dice que el separador es no
lineal. El problema aqui radica en la forma de encontrar dicha elipse que sirve como separa-
dor en el método. Puesto que ya disponemos de un mecanismo de separacién lineal, lo mas
l6gico seria intentar adaptar este método para tratar con el caso no lineal en vez de construir
un nuevo método para el caso no lineal. Por tanto esta sera la forma de actuar.

El punto clave es como transformar la curva (elipse) en una recta. La solucién consta en
considerar un mapeo, es decir una aplicacién (una biyeccién), que lleve los puntos del plano
[x]10[x]2 en los puntos (¢ (x1, xa), p2(z1,22)) sobre el mismo plano [z];0[z]2. En el ejemplo
concreto que estamos tratando la funcion ¢(z1, x9) = (é1(21, 22), 2(x1, 22)) se corresponde
con:

25
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[},
(a)
Figura 5.1: Ejemplo no lineal
P1 (21, T3) = o, da(1, w2) = 23 (5.1)

Con dicha aplicacién lineal podremos mapear o transformar la elipse az? + 2 —r? = 0
en el plano [z];0[x]y en la recta axy 4+ Bxg — r? = 0 sobre el mismo plano. Véase la figura 5.2

Por tanto, una vez aplicado dicho truco, tan solo debemos de aplicar la transformacion
dada por la aplicacion lineal ¢ como en (5.1) sobre las entradas de los datos del conjunto
de entrenamiento para obtener sobre el mismo plano un problema que sea linealmente se-
parable. Una vez que disponemos de un problema linealmente separable debemos de aplicar
clasificacion lineal por medio de M.V.S. como hemos visto en los apartados anteriores para
obtener el hiperplano separador sobre el problema lineal transformado. Por tltimo, debemos
de calcular la curva que actuara como separador en el problema no transformado a partir de
la curva del problema transformado, asi como la funcién de decision.

Una vez que hemos visto un ejemplo concreto en dos dimensiones, nuestro propoésito
es llevar a cabo dicho truco de transformar el problema no linealmente separable en uno
linealmente separable en cualquier dimensién.

5.1. Maquina de clasificacion basada en separaciéon no
lineal

Como ya se ha comentado, lo inico necesario para poder generalizar el hecho de trans-
forma un problema no linealmente separable en uno linealmente separable es una aplicacién
que permita mapear los datos. De forma general, dicha aplicacién transforma un x vector
D-dimensional en uno M-dimensional en el espacio euclideo R™, o incluso en un vector infi-
nito dimensional de un espacio de Hilbert. Dicha aplicacion se puede expresar de la siguiente
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Figura 5.2: Mapeo
forma:
¢:R* 5 H,x = (21,...,7p)" = x = (11,22,...)" = ¢(x) (5.2)

Si suponemos que el conjunto de entrenamiento original se corresponde con :

X = {(x1,%1), (x2,%2)), -, (xx, yn)} € (RP x )N

donde x; € RP, y; € © = {1,—1},i = 1..., N, después de aplicar la aplicacién (5.2) el
conjunto de entrenamiento X se transforma en

T¢ = {<X17y1)7 (Xz,@/z)), ceey (XN7yN)}
donde x; = ¢(x;) € H, y; € © = {1,—1},i =1...,N.

El siguiente paso consiste en calcular el hiperplano separador (< w*,x > +b* = 0) en H
y asi poder deducir la hipersuperficie de separacion < w*, ¢(x) > +b* = 0 y la funcién de
decisién f(x) = sgn(< w*,x > +b*) = sgn(< w*, ¢(x) > +b*) en el espacio original R”.

Debemos destacar que en el espacio de Hilbert H la distancia entre ambos hiperplanos
soporte < w,x > +b =1y < w,x > +b = —1 puede seguir siendo representada por ﬁ,
con lo cual podemos derivar el problema de optimizacién primario (4.3).

minype 3IWI°+ O30 &

t.q.
yi(< w, ¢<Xi) > +b) >1-¢&,i=1,...,.N (53)

&>0i=1,..,N

Como se hizo en la seccién anterior para el caso de clasificacion lineal en problemas no
linealmente separables, se deriva el problema de optimizacién dual siguiente (omitimos los
pasos dado que ya han sido realizados en la seccién anterior):

Teorema 5.1. El problema de optimizacion
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( MaXq,g —% Zi\il Zjvzl yiyjaicy < ¢(xi), ¢(x;) > +Z§V:1 Q;
t.q.
N
D im1 Yicti =0 (5.4)
C—a;—06;=0,1=1,...,N
a;>0i=1,..,N
\ ﬁl20,2:17,N

es el problema dual del problema primario (5.3)

Siguiendo todos los pasos realizados en la anterior seccion, incluyendo los teoremas de
existencia de soluciones adaptados a este nuevo problema se obtiene el siguiente algoritmo:

Algoritmo 5.1. (Clasificacion lineal de margen suave por vectores soporte ).

(1) Introducir el conjunto de entrenamiento X = {(X1,91), (X2,92))s s (Xn, Yn), -, (XN, YN)} €
(RP x ©)N donde x; € RP y; € © = {1,—-1},i=1,...,D.

2) Elegir una aplicacién apropiada ¢ : x = ¢(x) del espacio RP al espacio de Hilbert H
)
y un parametro de penalizacion C' > 0.

(8)Construir y resolver el problema de optimizacion convexo y cuadrdtico. Véase la sec-
cion 2.2.1.

( ming 3 30,0, S0 gayseicy < 6(xi), 9(x5) > — 27 o
t.q.
Zﬁil yiay =0
0<a;<Ci=1,..,N
a;>0,i=1,..,N
\ B;>0,i=1,..,N
obteniendo la solucién o* = (af, ..., a’)?

(4) Calcular b*: Elegir una componente de o, o € (0,C) y calcular:

N
b=y, — Zczfyi < o(xi), p(x5) >
=1

(5) Construir la funcién de decisién

f(x) = sgn(g(x))
donde N
g(x) = Zyia: < o(xi), d(x) > +b°

Como se puede comprobar, la tinica diferencia entre el algoritmo que acabamos de estudiar
y el algoritmo 4.2 de clasificacion lineal de margen suave para problemas no linealmente
separable es que en el que acabamos de estudiar se usa el producto interno < ¢(x;), p(x;) >
y < ¢(x1), ¢(x) >, y en el algoritmo 4.2 se utiliza el producto interno < xj,x; >y < X, X >.
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5.2. Kernels

Como podemos observar, en el algoritmo anterior, algoritmo 5.1, la aplicacion ¢ es utiliza
siempre con el producto interno < ¢(xi), ¢(x;) > v < ¢(xi), ¢(x) >, y no aparece de forma
independiente. Por tanto, podemos definir una funcién de la siguiente forma:

K(x,x') =< ¢(x), (x) > (5.5)

De esta forma, en el desarrollo realizado anteriormente, en concreto en el algoritmo, pode-
mos sustituir el producto interno < ¢(.), ¢(.) >, por la funcién K(.,.) y seguiremos teniendo
la misma funcién de decisién. A la funcién definida en (5.5) se la conoce como funcién kernel.
En esta seccién vamos a estudiar las propiedades que tienen las funciones kernel, asi como
la construccion de los principales kernels.

5.2.1. Propiedades

En primer lugar, vamos a dar una definicién formal de kernel.

Definicién 5.1. (Kernel)Una funcion K (x,x’) definida en RP xRP se llama kernel si existe
una aplicacion ¢ del espacio RP al espacio de Hilbert H

¢:R* - H,x = (21,...,2p)" = x = (21,22,...)" = ¢(x) (5.6)

de forma que

K(x,x) =< 6(x), 6(x') > (5.7)
donde <, > denota el producto interno en el espacio de Hilbert H.

Veamos ahora una definicién derivada de obtener en forma matricial la representacién de
la funcion kernel.

Definicién 5.2. (Matriz de Gram) Para una funciéon K(x,x') : RP? x RP? - R y N puntos
X1,....,Xn € RP, la matriz de dimensiones D x D, denotada por K, donde para su elemento
en la fila i-essima y columna j-essima, se corresponde con K;; = K(xi,%;), se la llama matriz
de Gram de la funcion K(x,x") con respecto a X1, ..., XN.

Teorema 5.2. (Propiedades del kernel) Una funcion simétrica K(x,x') definida en RP x
R es un kernel, si y solo si, la matriz de Gram de K(x,x') con respecto a Xy, ...,XN €S
semidefinida positiva para todo N y todo Xq, ..., XN.

Demostracion. Del teorema se asume que la funcién K(x,x’) debe de ser simétrica por la
propia construccion, puesto que la funcién kernel esta definida sobre productos internos, los
cuales deben de tener la propiedad de simetria.

Si suponemos que K (x,x’) es un kernel, veamos que es semidefinida positiva. Para ello,
supongamos que
Kij = K(xi,%5) =< o(xi), o(x3) >
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coni,j=1,....,N.
Dado a € R” cualquiera, se tiene:

D D
V,KV = Z ’UinKij - Z 'Ui'Uj < ¢(Xi)7 ¢(Xj) >
i,j=1 tj=1
D D

D
=) viox)|> >0

ij=1
La otra implicacién requiere mucha teoria y se omite por no extender la memoria, puede

verse en [5].
0

5.2.2. Construccion

Una de las cuestiones que han quedado pendientes desde que se ha empezado a desarro-
llar el método de clasificacion no lineal, es la forma de escoger la funcién ¢ que nos permita
llevar nuestro problema no linealmente separable en uno que sea linealmente separable. En
todo el desarrollo tedrico, hemos supuesto que existe dicha funcién ¢ que cumple con nuestro
propédsito. En esta seccion vamos a estudiar como obtener la funcién ¢, en concreto, vamos
a estudiar como construir los kernels, que como ya hemos visto seria equivalente a construir
la funcion ¢.

Para abordar el problema de definir aquellas funciones que actiian como kernels de todas
las posibilidades existentes, vamos a seguir tres pasos:

1. Estudiar los kernels basicos.
2. Estudiar las operaciones que conservan a los kernels.

3. A partir de los kernels basicos, construir nuevos kernels por medio de las operaciones
que los mantienen.

En un primer lugar vamos a estudiar aquellos kernels bésicos.
Teorema 5.3. La funcion K(x,x') =< x,x' > definida en RP x RP es un kernel.
Demostracion. Fijemos ¢(x) = x, entonces K (x,x’) puede expresarse como
K(x,x') =< x,x' >=< ¢(x), p(x) >
de acuerdo con la definicién de Kernel, queda probado el teorema. O

Teorema 5.4. Si f(.) es una funcidn real definida en RP | entonces K(x,x') = f(x)f(x') es
un kernel. En particular, la funcion escalar K(x,%') = a, donde a es un escalar no negativo
es un kernel.
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Demostracion. Para cualquier xq, ...,xn € RP, consideramos la matriz de Gram
(K (x1,%j)) pxD

de la funcién K(x,x’) = f(x)f(x’). Entonces, para cualquier vector a = (a, ..., ap)?T € RP,
se tiene:

D D

o (K (%1, %3)) pep = D> i K(xi,%5) = > > e f(x3) ()

i=1 j=1 i=1 j=1

= Z%‘f(xi) Zozjf(xj) = (Z aif(x1))? >0

Por tanto, la matriz de Gram es semidefinida positiva, y obviamente es simétrica por la
conmutabilidad del producto. Por tanto, por el teorema 5.2, la funcién K (x,x’) es un kernel.
Particularmente, la conslusién también es cierta para el caso de que f(x) = +/a y probamos
que K(x,x’) = a también es un kernel. O

Una vez que hemos estudiado aquellos kernels mas béasicos, pasamos a estudiar aquellas
operaciones que se pueden realizar sobre ellos, con el fin de que al aplicar dichas operaciones,
el resultado sigue siendo un kernel. Es decir, vamos a probar que la clase de kernels es cerrada
para las siguientes operaciones.

Teorema 5.5. Supongamos que K,(x,x') y Ko(x,x') son kernels en RP x RP entonces, su
suma:
K(x,x') = K;(x,x) + Ka(x,x')

y su producto
K(x,x') = K;(x,x") K(x,x)

son también kernels.
Demostracion. Por el teorema 5.2, tan solo debemos probar que para cualquier conjun-

to de D puntos {xy,...,xp} en RP las matrices de Gram de K;(x,x’) + Ky(x,x) y de
K (x,x')Ky(x,x’) con respecto a {X1,...,xp} en R? son semidefinidas positivas.

En primer lugar vamos a hacer la prueba para K;(x,x') + Ks(x,%'), y sean K; y K>
las correspondientes matrices de Gram de K;(x,x’) y K»(x,x) respectivamente. Tomemos
a € RP cualquiera, entonces

OéT(Kl + KQ)OK = OéTKlOé + OéTKQOé > 0

Puesto que K;(x,x’) y Ka(x,x) son kernels y sus matrices son semidefinidas positivas, luego
con esto aseguramos que K; + K es semidefinida positiva.

Vayamos ahora con el caso de K(x,x') = K;(x,x")K>(x,x); para ello, supongamos que
K es la matriz de Gram de K(x,x') = K;(x,x")Ky(x,x’) la cual se la conoce como el
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producto de Schur de las matrices de Gram K; de K;(x,x') y Ky de Ky(x,x'), es decir, el
elemento K;; = Ky;;Ks;;. Por tanto probemos que K es semidefinida positiva.

K=K oK, (5.8)

Del hecho de que K; y K, sean semidefinidas positivas y simétricas, podemos obtener la
descomposicién siguiente, fijando C'y D, K, = CTC, Ky, = DT D, entonces para cualquier
a € RP| se tiene que:

ol (K, o Ky)a = tr|(diaga) K, (diaga) Ky | = tr|(diaga)CT C(diaga) D' D]

= tr[D(diaga)CT C(diaga) D] = tr[[C(diaga) D' C(diaga) DT] > 0

donde en la tercera igualdad se ha utilizado que trAB = trBA para cualquier matriz
A, B, con lo cual queda probado que K es semidefinida positiva.
O

Teorema 5.6. Supongamos que K3(¢,¢') es un kernel en R™ xR™. Si ¢(x) es una aplicacion
de RP en R™, entonces K(x,x') = K3(¢(x), (X)) es un kernel en RP x RP. En particular,
si B es una matriz D x D semidefinida positiva, entonces K (x,x') = x Bx' es un kernel en
RP x RP.

Demostracién. Para cualquier conjunto de puntos {xi,...,xp} en R, la correspondiente
matriz de Gram de K(x,x') = K3(¢p(x), ¢(x)) es

(K (xi,%5)) 121 = (F3(0(x1), 6(5))) i1
Denotando por ¢(x¢) = ¢y, t = 1,..., D, se tiene que

(K (1, %3))ijm1 = (K3(i, 63))) =1

Puesto que K3(¢,¢') es un kernel, la matriz de la derecha es semidefinida positiva; por
tanto la matriz K es semidefinida positiva y se termina la prueba de que K(x,x’) sea un
kernel.

Para el caso particular en el que se considera una matriz semidefinida positiva B, la cual
puede ser descompuesta en:
B=V"AV

donde V' es una matriz ortogonal y A es una matriz diagonal que contiene los autovalores
de B. Consideremos v/A la matriz diagonal formada por la raiz cuadrada de los autovalores
de B. Definiendo un nticleo K3(¢, ') =< ¢, ¢ > en RP x RP y fijando que ¢(x) = VAV,

concluimos que
K(x,x) = K3(¢(x), 0(x) = p(x)To(x') = x"VIVAVAVX = xTBx'

con lo cual ya hemos probado que es un kernel al estar en el caso anterior. O
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Teorema 5.7. Si una sucesion de kernels Ki(x,x'), Ko(x,x), ... en RP x RP tiene limite,

es decir
limy oo Ki(x, %) = K(x,x)

entonces el limite K(x,x") también es un kernel.

Demostracion. Basta utilizar el teorema 5.2, como en el resto de las pruebas y considerar
que cada K;(x,x’) es un kernel; por lo tanto su matriz de Gram K; es semidefinida positiva
y el limite conserva el signo. O]

Al disponer de todos estos teoremas vamos a poder definir nuevos kernels mas complejos y
utiles a partir de kernels sencillos. A continuacién comentaremos dos kernels muy utilizados,
y que se basan en los kernels basicos sobre los que se les aplica ciertas operaciones comentadas
anteriormente, y que nos mantienen en la clase de kernels.

Teorema 5.8. (Kernel polindmico) Supongamos que d es un entero positivo, entonces la
funcion polinomica homogénea de orden d

K(x,x) = (<x,x >)? (5.9)
y la funcion polindmica no homogénea de orden d
K(x,x) = (<x,x > +1)? (5.10)
ambas son kernels.
Demostracion. La demostracion es inmediata a partir de los teoremas 5.3 y 5.5. O]

Teorema 5.9. (Kernel de funcion de base radial Gaussiana) La funcion de base radial
Gaussiana de pardmetro o

K(x,x') = exp(—|x — x||*/0?) (5.11)
es un kernel.

Demostracién. En primer lugar, debemos de probar que si K;(x,x’) es un kernel en RP x R”
y p(x) es un polinomio con coeficientes positivos, entonces la funcién p(K;(x,x’)) es un
kernel. Esto es cierto, puesto que si consideramos p(z) = a,2? + ... + a1 + ao entonces
p(K1(x,%)) = a,[ K1 (x,x")]7 4+ ... + a1 K4 (%, X)) + ag

es un kernel usando los teoremas 5.4 y 5.5.

Por otra parte, probemos que si K;(x,x’) es un kernel entonces exp(K;(x,x’)) es un
kernel, lo cual se deduce del hecho de que la funcién exp(.) puede ser aproximada por po-
linomios con coeficientes positivos, y por tanto exp(K;(x,x’)) es un limite de kernels. Por
tanto, del teorema 5.7 de deducimos que es un kernel.

Por ultimo, probemos que la funcién (5.11) es un kernel, para ello, puede ser descompuesta
en:
exp(~|x —x'|*/0?) = exp(~|x|*/o?)exp(—[x'|*/o®)exp(2 < x,x" > [o?)

de lo cual se deduce por el teorema 5.4 que es un kernel.
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