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Resumen

Este trabajo estudia una clase de estimadores no paramétricos de la regresién: los estimadores
locales polinomiales. Esta es una clase de estimadores para que se dispone de una forma eficiente
de calculo. Ademads, se prueba que estos estimadores son Optimos en tasa, para varias formas de
medir el riesgo asociado.

El desarrollo de los resultados de optimalidad entra dentro de la Teoria Minimax en Estadistica
Matematica. En este trabajo se desarrolla esta teoria junto con las herramientas habituales en este
campo relacionados con métricas estadisticas.

Abstract

This paper studies a category of non-parametric regression estimators: local polynomial estimators.
These are estimators for which an efficient form of computation is available. Furthermore, it is
proved that these estimators are optimal in rate, for various ways of measuring the associated risk.

The development of optimality results falls within the Minimax Theory in Mathematical Statistics.
In this paper we develop this theory together with the usual tools in the field related to statistical
metrics.
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Capitulo 1

Introduccién y motivacion

En los estudios del Grado ya se ha estudiado el andlisis de regresién bajo modelos paramétricos,
como la Regresién Lineal. El problema de restringir la funcién de estimacién a una clase “demasiado
especifica”, es cuando la relacién entre los atributos y las etiquetas se aleja mucho de cualquier
funcién de la clase. Por ejemplo, supongamos que la relacién entre la variable Y y la variable X
esta dada por

Y =sinX +e
con € una variable aleatoria centrada, independiente de X. Si se dispone de una muestra (X1, Y1), ..., (Xn, Ys)

de réplicas del modelo anterior, la estimacién obtenida a partir de la regresién lineal deja mucho
que desear:
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Figura 1.1: Estimacién mediante la regresién lineal de la funcién f(z) = sin(z). Como se puede
observar, el que el modelo se restringa a la funciones lineales hace que la estimacion de la funcién
difiera mucho de la regresién f(x) a estimar.

Para evitar este problema, conviene trabajar dentro de una clase mas grande, que reduzca el error
cometido al restringirse a ella. En concreto, se consideraran clases suficientemente grandes como
para no poderse definir a partir de un nimero finito de parametros: las clases no paramétricas.
A su vez, se tendra que encontrar un estimador que aproxime correctamente las funciones de esa
clase, de manera que la funcién de estimacién sea buena aproximacion de la regla. Esa idea de
“buena aproximacién” es dada por el concepto de riesgo.

A nivel tedrico, cuando se mide el error mediante la pérdida cuadratica, la mejor funcién de la
variable explicativa para predecir la respuesta es la esperanza condicionada (también denominada
funcién de regresién). Para poder estimar esta funcién de forma directa sera necesario disponer
de réplicas en cada posible localizacién del vector de atributos, lo que no ocurre en la préctica.
Por ello, se debe recurrir a la informacién aportada por las observaciones con atributos préximos

9



10 CAPITULO 1. INTRODUCCION Y MOTIVACION

ponderando de forma apropiada su influencia. Esa idea llevard a estudiar el estimador de Nadaraya-
Watson, relacionando de forma simple con el estimador niucleo de la densidad. Esto se describe a
comienzos de la seccién 2.2.

El estimador de Nadaraya-Watson puede ser mejorado. Una forma de hacerlo es mediante los
estimadores locales locales polinomiales. A finales de la misma Seccién 2.2, se describen estos
estimadores, asi como una forma eficiente de calcularlos numéricamente.

El objetivo principal de este trabajo es estudiar la calidad de los estimadores anteriores. Para poder
afrontar este estudio a nivel tedrico se procede en dos direcciones.

Por una parte buscamos cotas superiores para el riesgo. Estas cotas se daran de forma uniforme
en clases suficientemente regulares de funciones de regresién. Esta uniformidad es importante si
tenemos en cuenta que la verdadera funcién de regresion es desconocida.

Por otro lado, las cotas superiores para el riesgo, aunque sean satisfactorias, no excluyen la probabi-
lidad de que existan mejores estimadores. Para eliminar (en lo esencial) esta posibilidad exploramos
en este trabajo la Teoria Minimax. Esta teoria proporciona cotas inferiores para el error de esti-
macién a partir del estudio de ciertas problemas de contraste. Ademads, en el desarrollo de este
teoria son necesarios ciertos resultados relativos a métricas y divergencias habituales en Estadistica
Matematica. Todo este material se desarrolla en las secciones 2.3, 2.4 y 2.5.

Los resultados principales en este trabajo tienen que ver con la tasa de convergencia del estimador
local polinomial de la regresién. Fijandonos en la pérdida cuadratica, se demuestra que, escogiendo
el orden adecuado

. 2 1

fo= 1|, < 0=,

n26+1

Ef‘

donde S es el orden de suavidad de la funcién de regresion f. Ademas, esta tasa es éptima: ningin
estimador puede aproximarse mas rapido a la funcién f.

Ademas del estudio tedrico, en este trabajo se han implementado numéricamente varios estimadores
y se ha comprobado su funcionamiento practico. Este material se resume en la seccién 3.2.

A lo largo del trabajo ha sido necesario recurrir a algunos resultados técnicos que divergen del
objetivo principal. Por esta razén estos resultados se presentan en un Apéndice.



Capitulo 2

Resultados previos

En esta primera parte se obtendran resultados de caracter general sobre el andlisis de regresién
(presentando las condiciones del modelo de regresién bajo el que se trabajard) y la Teor{fa Minimax.
En la segunda parte, los resultados en esta parte se aplicardn para el caso especifico de trabajar
con el estimador local polinomial, también definido en esta parte.

2.1. El aprendizaje supervisado

La regresion no paramétrica es una especificacién del problema planteado por el aprendizaje super-
visado. Se comenzard dando unas nociones a nivel general sobre el entorno de este problema, para
después concretar en el andlisis de regresion; definiendo y justificando el modelo que se estudiara.

2.1.1. Nociones generales

El objetivo del aprendizaje automatico es encontrar una funciéon que relacione unos valores cono-
cidos (llamados atributos) con uno desconocido, denominado etiqueta. A dicha funcién r se le
llama funcién de estimaciéon o regla.

Dentro del aprendizaje automaético, el aprendizaje supervisado es la rama donde se parte de una
muestra inicial (X;,Y;) de valores para obtener la funcién de estimacién, llamada conjunto de
entrenamiento.En el aprendizaje supervisado, el objetivo es encontrar una regla que aproxime el
valor de la etiqueta para un atributo dado con ayuda del conjunto de entrenamiento.

Dependiendo de cémo sea el dominio de las etiquetas, se puede distinguir entre clasificadores y
regresiones.

En caso en que haya finitos valores para las etiquetas, sera una clasificacion, denominada asi
puesto que el objetivo del problema es encontrar a qué categoria (asociada a los distintos posibles
valores de la etiqueta) pertenece una entidad asociada con una serie de atributos. En caso de que
lo atributos y las etiquetas tomen valores reales (es decir, z € R? y y € R), se habla de regresién.

En cualquier caso, para determinar cuan buena es una regla r, se tiene que considerar una funcién
que determine cudn cercano es el valor estimado (r(x)) al real (y). La funcién que tome ese papel
se denomina funcién de pérdida I(r, x,y).

Por otra parte, el conjunto de entrenamiento se puede considerar como una muestra aleatoria
(X;,Y;) de variables i.i.d, siendo entonces el objetivo del aprendizaje supervisado acercase lo maxi-
mo posible a la funcién aleatoria que cumpla que f(X) =Y.

Al considerar los atributos y las etiquetas como variables aleatorias, a la hora de medir la calidad
de la prediccién es conveniente hablar de la esperanza de la funcién de pérdida, que se le llama
riesgo:

R(r) :=E((r,X,Y)).

Aquellas reglas que minimizan el riesgo se las denomina reglas de Bayes y se denotaran ro = f.

No obstante, las distribuciones de X e Y son desconocidas, siéndolo por tanto también la distri-
bucién de R(f). Esto requiere de que se tenga que obtener el riesgo de manera alternativa.

11



12 CAPITULO 2. RESULTADOS PREVIOS

Se define al riesgo empirico como la media muestral de las funciones de pérdida, para cada
elemento del conjunto de entrenamiento:

i=1

Puesto que la distribucién de ((X;,Y;));; es la misma que la de las variables (X,Y), por la
ley de los Grandes Numeros se cumple que el riesgo empirico converge hacia el riesgo. Es decir,
considerando un conjunto de entrenamiento suficiente grande, R, (r) serd suficientemente cercano
a R(r). Esto sugiere trabajar con el conjunto de entrenamiento para conseguir una funcién fn que
converja hacia el riesgo.

Puesto que el menor riesgo que se puede obtener es el de la regla de Bayes, se puede considerar el
incremento del riesgo obtenido por considerar la regla r en vez de f, el exceso de riesgo. A diferencia
del riesgo, el exceso de riesgo indica el aumento de riesgo debido no estar manejando el estimador
optimo, obviando los debido a causas ajenas al estimador elegido, como una mala seleccion de los
atributos de la muestra, o que los atributos y las etiquetas sean variables incorreladas.

Pese a trabajar con el riesgo empirico en vez de con el riesgo, el conjunto de funciones de estimacion
que se pueden obtener a partir del conjunto de entrenamiento es muy amplio y variado como para
poder calcular la regla que minimiza R, (r). Es por ello que en los problemas de regresién conviene
restringir las funciones de estimacién a dnicamente considerar aquellas que pertenezcan a cierta
clase F. En esos casos, el objetivo es obtener aquella/s reglas que minimicen el riesgo empirico
dentro de la clase F:

= i R, (r).
ry = argmin (1)

Obviamente, que 7 sea mejor o peor regla dependerd tanto de la clase F, como del riesgo empirico.
Esto se puede puede observar acotando el exceso de riesgo de rz:

R(ry) — R(f) = R(r7) — Ru(rr n(rF) — R(r) + R(r) — R(f)
S R(rr) — Ru(rr n(r) = R(r) + R(r) — R(f)
SQSEE‘Rn(T)—R(T)|+R(’I“)—R(f) VreF

)+ R
)+ R

= R(rF) — R(f) < 2 sup B (r) = R(r)| + min(R(r) — R(f)). (2.2)

Por un lado, se encuentra la diferencia obtenida entre el riesgo y el riesgo empirico dentro de F, que
se denomina error de estimacion. Este error serd mayor cuanto mas grande sea JF, al contener
F mas reglas. Por otro lado, se encuentra el exceso de riesgo derivado de trabajar solamente con
las reglas dentro de F, que serd mayor al ser F mas restringida. A este se le denomina error de
aproximacion. Una buena eleccién de F sera aquella que encuentre un equilibrio entre ambos
tipos de errores, ya que no siempre se podra minimizar ambos errores.

2.1.2. Marco de la regresion

En caso de que el aprendizaje supervisado se realice sobre variables reales, entonces se suele deno-
minar regresién. En los problemas de regresién, la funciéon de pérdida normalmente utilizada es
pérdida cuadratica, también denominado error cuadratico:

l(?”, Z, y) = (y - r(w))Q'
Cuando se considera la pérdida cuadratica, el riesgo recibe el nombre de error cuadratico medio.

En ese caso, el riesgo es la esperanza condicionada.

Proposiciéon 2.1.1. Sean X e Y variables aleatorias reales. Para el modelo de regresion de
(X,Y), considerando la pérdida cuadrética, la regla de Bayes es la esperanza condicionada f(x) =
EY|X = x).
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Demostracion.
Sea r(zx) una funcién cualquiera en R?.

Puesto que E(Y|X = ) es una funcién en R%, basta con probar que para toda r se cumple que
R(r) > R(f).

Metiendo f en el riesgo de r y descomponiendo, se obtiene:

=E[Y - f(X)* +E[(f(X) - r(X))]" + 2E[(Y — f(X)(f(X) = r(X))].

Puesto que la esperanza condicionada tiene la propiedad de que, para cualquier funcién g de X se
cumple que:

EEY[X)g(X)] = g(X) - E[E(Y[X)] = g(X)E[Y] (2:3)

= E[Y - fX)(f(X) = r(X)] =0,

el ultimo término es nulo, y se obtiene:

E(y - r(X))* =E|(y - f(X)]* + E[(f(X) - (X))’
>E((y - fX).
Luego, R(f) < R(r) para cualquier funcién r, asi que f(x) = E(Y|X = x) es la funcién con menor
error cuadratico posible, y por tanto la regla de Bayes. O

A partir del hecho de que f(x) = E(Y|X = x), se puede considerar la variable aleatoria

e:=Y -EY|X =x). (2.4)
€ serd entonces una variable aleatoria con E(e) = 0 (puesto que E(E(Y|X = x)) = E(Y)), y varianza
finita 0. Es habitual ademds considerar que esta variable sea normal; es decir, € ~ A(0, 02).

Por otra parte, puesto que la regla de Bayes se define puntualmente como f(x) = E(Y|X = x),
no hay diferencia entre considerar x fijadas o condicionadas para aproximar la regla. Esto sugiere
considerar una funcién de pérdida de la estimacioén a nivel puntual.

En este contexto, tiene sentido hablar del riesgo puntual de la estimacién:
R(r,z) = E((Y - r(x))*) = E((f(z) — r(z) + €)?). (2.5)

En el caso en el que se esté trabajando con la distancia puntual para un x fijo, si ademads se
considera que los atributos del conjunto de entrenamiento son deterministas (es decir, los atributos
X,; = x; no sean variables aleatorias, sino que pueden ser elegidos), se cumple que

Y=f(x)+e

siendo la variable aleatoria € 1.i.d a €; para todo i. El hecho de los atributos sean deterministas
implica que la funcién de estimacién f es independiente de €, ya que f es construida a partir del
conjunto de entrenamiento, cuya aleatoriedad proviene tinicamente de las variables (e;)™;.

Observacion 2.1.1. La variable aleatoria e cumple que es incorrelada respecto a la regla de Bayes

f:
Cov(f(X),€)

I
=
=
o
=
|
=
=
>
=
=
I
=
=
>
o

EEY]X) (Y - E(Y]X)) =E(YEY[X)-EY[X) E(Y][X))
EYE(Y|X) - f(X)E(Y]X)) o EYE(Y|X)-E(E(Y[X)Y[X))
=E

(YE(Y]X) - E(Y[X)) =0,
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donde las dltimas igualdades se dan al cumplirse E (YE (Y |X)) =E (Y|X).

Considerando lo anterior, el modelo de regresién para la pérdida cuadrética de (X,Y), siendo X
e Y dos variables aleatorias reales, es

Y =f(X)+e (2.6)
siendo e una variable aleatoria con E(e) = 0 (puesto que E(E(Y|X = x)) = E(Y)), con varianza
0% < oo e incorrelada con f(X) (y por tanto con X).

Aunque la incorrelacién no implica independencia, esto indica que trabajar considerando que X y €
son independientes no sea una condicién muy exigente. Ademas, la independencia de esas variables
ayudard al cdlculo del riesgo de los estimadores.

Esto sugiere que, para generalizar el modelo con el que se trabaja a considerar unas condiciones
menos restrictivas, se opte por tratar con que los atributos del conjunto de entrenamiento sean
aleatorios, pero independientes de los errores ¢; del modelo.

Esta independencia de @ sobre el conjunto de entrenamiento obtiene el siguiente resultado sobre
el riesgo:

R(fiz) =Ef((f(=) - f(@) + ) = E;((f(2) - f(2)* + 2¢(f (@) — f(=)) + )
=Ef((f(2) = f(@))*) + Ef(*) = B¢ ((f(@) - f(2))*) + 0
= sesgoa(f)’ + Var(f(@)) + 0.
Es decir, R(f; ) se compone de una parte variable (sesgog (f)2+Var(f())) y de una parte debida
al propio riesgo de f. Esta parte depende de la distribucion de €, y es constante e inevitable. Esto

sugiere que tratar como riesgo de f unicamente la parte variable; o lo que es lo mismo, comparar
el estimador no con la etiqueta, sino con la regla de Bayes:

R(f;x) == Ef((f(@) - f(@))?) = sesgoa(f)” + Var(f(z)). (2.7)

Ademas, esta consideracién tiene sentido a nivel practico. A la hora de la obtencién de los resul-
tados sobre el riesgo, habria que estar arrastrando la constante o2 continuamente, obteniendo una
notacién mas llevadera; todo esto sin que se pierda nada a cambio, ya que no importa el valor del
riesgo del estimador, sino su comparacion con otros posibles estimadores.

Sin embargo, R(r; x) es una medida local. Es por ello que también habrd que encontrar funciones
de pérdida a nivel global donde también se pueda considerar esa acepcién del riesgo, a la vez de
que la regla de Bayes sea la esperanza condicionada.

Esto sugiere considerar la pérdida cuadratica, donde la que ya se ha visto que la regla de Bayes es la
esperanza condicionada. Su equivalente del error cuadratico medio es el error cuadratico integrado
medio, denotado por MISE (de Mean Integrated Squared Error):

MISE(r) =E U (fr)Q].

El MISE esté4 relacionado con el error cuadratico medio. Al ser (f,, — f )2 una funcién no negativa,
se puede intercambiar el orden de la esperanza y de la integral (lema de Tonelli), resultando en:

MISE(r) = /E [(f_rﬂ _ /MSE(r)

Esto ademéas da lugar a una descomposicion sesgo-varianza similar a la obtenida con el error
cuadratico medio

MISE(r) = /(]E (r(x)) — f(a:))2 + Var(r(x)) de

_ / sesgo? + / Var(r(@)).

Otra funcién de pérdida que se puede considerar a nivel global para este propdsito es el considerar la
mayor entre todas las pérdidas puntuales del estimador. A esta funcién de pérdida se le denominara
pérdida del supremo. Al ser una extension directa de la distancia puntual, hereda directamente
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todo lo obtenido para la norma puntual, asi que es otra opcién a considerar, donde el riesgo
(respecto a la reglas de Bayes) serd

R(r) = IEf(sup |f(z0) — 7"(930)|2)~

xo€l
Las distintas observaciones y suposiciones comentadas a lo largo de esta seccion dan con el siguiente
modelo:

Definicién 2.1.1 (Modelo de estudio). El modelo de regresién bajo el que se trabajard, cumple
que

Condiciones 1 (Condiciones C').

C1 Los atributos del conjunto de entrenamiento (z;)?_; son unidimensionales (es decir, toman
valores en R) y deterministas; en concreto, se considerard que x; = i/n.

C2 Existen €1,. .. €, variables aleatorias normales i.i.d centradas con varianza o2 tales que

Adems3s, las funciones de pérdida bajo las que se trabajard son:

= La pérdida puntual:

|f(z0) — 9($0)|2-
= La pérdida cuadratica:

/ (@) — g(a)? dr. (2.9)

= La pérdida del supremo:

sup | f(x) — g(@)[*. (2.10)

xzel

El objetivo dentro del modelo sera el encontrar una funcién de estimacién fn cuyo riesgo (para
esas funciones de pérdida) sea lo suficientemente pequeno dentro de una determinada clase F. En
concreto, tendran mayor interés aquellos que puedan mantener un riesgo bajo trabajando en clases
no paramétricas (clases de funciones que no pueden definirse a partir de un ndmero numerable de
pardmetros).

2.2. Regresion no paramétrica

Durante la secciéon anterior se ha estado comentado el contexto del aprendizaje supervisado,
centrandonos el caso concreto en el se trabaje con regresiones,y definiendo el modelo en el que
se va trabajar. Bajo ese modelo, se conoce que la regla de Bayes es f(z) = E(Y|X = z).

Puesto que ya se sabe cudl es la regla de Bayes, una manera de obtener funciones de estimacién
serd considerar distintas aproximaciones de f. Esto permite poder utilizar métodos que aproximen
f a nivel local, haciendo que para estimar f(xg) para cierto valor xg, cada etiqueta del conjunto
de entrenamiento “influird” en la estimacién dependiendo la cercania de su atributo relacionado a
zo. Esta “influencia” es modelizada por las funciones nticleo.

En concreto, se estudiardn los estimadores locales polinomiales. Como su nombre indica, estas
reglas tratardn de estimar el valor de f(x) por el polinomio local que més se asemeje a f en un
determinado entorno. Este estimador serd el que se estudie en la segunda parte del documento, en
donde se observard como se comporta su riesgo dentro de una clase paramétrica determinada.
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2.2.1. Estimador de Rosenblatt

Antes de comenzar con métodos de estimacién de regresiones, vamos a comentar los estimadores
de Rosenblatt (también llamados estimadores ntcleo). Estos son estimadores de la funcién de
densidad; sin embargo, ayudaran a comprender la eleccién de unos de los estimadores que se van
a tratar: el estimador de Nadaraya-Watson.

Sean X1, Xs,...,X, iid. con funcién de densidad p. Denotaremos con F(z) = ffoo p(t)dt su

respectivas funciones de distribucién. Podemos estimar F(z) por F,(z) = + 3" I(X; < ) que,

T n

por la ley fuerte de los Grandes Niumeros, converge a F'(z) casi seguro.

Asumiendo que la funcién de densidad p que se quiere estimar es continua (luego, la clase F en este
caso serfan las funciones de densidad continuas), se puede aplicar el Teorema del Célculo Integral,
y obtener que

R A T

1 /Hh F(x+h)— F(x—h)
Luego la funcién de densidad p se puede estimar por el estadistico

r Folx+h)—F,(z—h)

1 n
= pr () Z%ZI(Z‘—hSXiSI—i—h)
i=1

n

1 LL’—XZ‘
‘hn;K‘J( P )

siendo Ko(u) = £1(|u| < 1). Este estimador es el llamado estimador de Rosenblatt.
Cabe destacar el hecho de que pZ es una funcién de densidad, ya que, puesto que [ Ko(z)dz =1,

se tiene que
1 — X, —z 1 & X, —z
~R . L % - 3
/pn(z)dz/hn;Kg( " >dz hn;/KO( h >dz

1 n

Esto sugiere que, siempre y cuando K sea una funcion de densidad, el papel de la funcién K
pueda ser cumplido por cualquier otra funcién, obteniendo otro estadistico diferente pero que serda
igualmente una funcién de densidad, y convergerd a p.

Definicién 2.2.1. Se dice que K es una funcién ntcleo si K : R — R es una funcién integrable
que satisface que [ K(u)du = 1.

Es decir, una funcién nucleo K es simplemente una funcién de densidad centrada en 0. Por ejemplo,
la funciéon Ky, usada en la definicién del estimador de Rosenblatt, es una funcién ntcleo. Algunos
ejemplo de niicleos son (denotando por I a la funcién identidad):

= Nicleo rectangular: K (u) = 21(|u| < 1)

= Nucleo Gaussiano: K (u) = \/% exp (—u?/2)

= Ncleo triangular: K(u) = (1 — |u|) I(|u] < 1)

= Nicleo de Epanechnikov o parabélico: K (u) = 2 (1 —u?) I(|u| < 1)
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Nucleo Rectangular Nucleo Gaussiano
o | a |
o | o |
s =
o | o |
= =]
BN >
~ ] < _|
= o
~ o~
o 7 (=3
o | o |
o =
T T T T T T T T T T
2 1 0 1 2 2 A 0 1 2
X X
Nucleo Triangular Nucleo Parabdlico
o | a |
o | o |
s =
o | o |
= =]
BN >
< ] <
= o
~ o~
o 7 (=3
o | o |
o =
T T T T T T T T T T
2 1 0 1 2 2 A 0 1 2
X X

Figura 2.1: Graficas de las funciones nitcleo.

Las funciones nicleo convierten valores dados en funciones de densidad centradas. Una forma
entonces de comprender el estimador de Rosenblatt es estimar el valor de la funcién de densidad
en cierto punto z mediante el promedio de las densidades obtenidas de esta forma a partir de
los valores de la muestra (centradas en x), haciendo que los elementos de la muestra (X;),
suficientemente alejados de x (a grandes rasgos, eso serd cuando la distancia entre el ancho de
banda y z sea mayor que el ancho de banda h) no se tengan en cuenta. Por ello, también se suele
denominar a estos estimadores estimadores niicleo.

La eleccion de un ancho de banda u otro cumple la misiéon considerar qué valores se tienen en
cuenta a la hora de estimar cada valor.

Observacion 2.2.1. El estimador de Rosenblatt puede generalizarse al caso multidimensional.
Por ejemplo, para R?, el estimador serfa, a partir del conjunto de entrenamiento ((X;,Y;))™:

) 1 & r—X,; Yi—y
i=1

A partir de los estimadores nucleo, se puede construir un estimador de la regla de Bayes. Puesto
que la regla de Bayes es f(z) = E(Y|X = z), se puede expresar a partir de las funciones de
densidad py.y (z,3) y px (z):

E(Y|X = z) = /ypxp’j(((i’)y)dy.

Una posible estimacién de f serd el considerar los estimadores niticleo de dichas funciones de
densidad, p,(x,y) v pn(r)’:

LConsiderando fn(x) — 0 cuando K (z;)ﬂ))
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Fulz) = [ ypn(z,y)dy [ = yK <%) K (YT:y) "

Al ser K una funcién nicleo, K es la funciéon de densidad de cierta variable aleatoria Z centrada.

1
Eso implica que EK MT serd la funcién de densidad de la variable aleatoria h Z + p.

Aplicandolo a la igualdad anterior, se obtiene la siguiente expresion del estimador:

. [ iz Y vK (”C;—X) K (Y;;y) dy LS K (w;X) [iyK (%) dy
o= Ly~ 2= X, N L e X,
a 2im1 K (T> i 2im1 K (T)
S K () BGZ Y)Y VK (5)
S K () YK (5)

En resumen, a partir del estimador de Rosenblatt se obtiene la siguiente funcién de estimacién de

f:

Y YK ()

(2.11)

De esta manera, se ha obtenido un primer estimador no paramétrico de la regla de Bayes: el
estimador de Nadaraya-Watson.

Observacion 2.2.2. De la misma manera que el estimador de Rosenblatt, el estimador de Nadaraya-
Watson se puede extender al ambito multidimensional siguiendo el mismo proceso, aplicando la
expresién multidimensional del estimador de Rosenblatt (2.2.1) para obtener p,(X,y) ¥ Pn(X).

2.2.2. Estimadores no paramétricos lineales

A la hora de conseguir un estimador, conviene que se pueda expresar como combinacién lineal de
las etiquetas, siendo asi mas facil de calcular su riesgo.

Definicién 2.2.2. Un estimador fn de f(x) es un estimador lineal no paramétrico si existen unos
pesos Wy, (z, X1, ..., X,) no negativos (que se denotardn W,;(x)) de cara a la simplificacién de la
notacién) que cumplen que >, W,,;(x) = 1, tales que f,, se puede expresar de la siguiente forma:

n

Fu(x) = YiWni(x). (2.12)

i=1
Dicho de una manera mas coloquial, un estimador no paramétrico lineal es aquel que halla el valor
de f,(x) como combinacién lineal de las etiquetas del conjunto de entrenamiento.

A partir de los valores que toma el estimador en cada uno de los atributos X, se define la matriz
de estimaciéon W,:

Wt (X1) Waa(X1) .. Won(X1)

Wi (Xa) Wia(Xa) ... Win(Xa)
Wn = : . :

Wotl(X) e Won(Xn)

Esto permite denotar al estimador en forma matricial:

fn = WnY7

donde fn = (fn(Xl)v : vfn(Xn))T yY = (Ylv .- an)T‘
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Ejemplo 2.2.1. Un ejemplo de un estimador lineal es el estimador medio local.

Denotando I(z) = {i: |z — X;| <1/n} y n(z) = Card(I), el estimador medio local es aquel cuyos
pesos son

1
. _—
Wi () = 777,(.%) sin(z)>0yie€ 7

0 en otro caso.

siendo n(z) := Card{i : |x — X;| < h}. Es decir, el estimador consiste en simplemente considerar
como estimacién de f(z) el valor medio de las etiquetas Y; cuyas respectivas X; sean suficientemente
cercanas a x. Esa idea de que solo se tengan en cuenta las etiquetas cuyos atributos sean suficiente
cercanos al valor a estimar es muy importante, porque puesto que se trata de una estimacion de
un valor a nivel local, el valor etiquetas demasiado alejadas no es relevante par la aproximacion.

En el caso en el que los atributos del conjunto de entrenamiento sean X; = i/n para todo i y se
escogiera h = 1/n (para facilitar los cdlculos), su matriz de estimacién serfa:

1/2 12 0 ... 0
1/3 1/3 1/3 ... 0
0 ... 1/3 1/3 1/3
0 ... 0 1/2 1/2

Entre los estimadores no paramétricos lineales, se encuentra el estimador de Nadarya-Watson,
comentado en la seccién anterior ((2.11)). Una alternativa de definir ese estimador es:

Definicién 2.2.3. Sea K una funcién nicleo, una muestra de entrenamiento {(X;,Y;)}"; y by, >0
un ancho de banda. Se define al estimador de Nadaraya-Watson de la funcién de regresién como:

NW o N 2 r—X;
n@»m%;mwK(h» (2.13)

con fYW(z) = 0 en caso de que K (£521) = 0.

Es decir, bajo esa definicién, el estimador de Nadaraya-Watson consiste en estimar f(z) por la
estimacién de minimos cuadrados de las etiquetas Y;. Sin embargo, al igual que con el estimador
medio local, conviene considerar tnicamente las etiquetas cercanas, ya que se quiere hacer una
estimacién del valor a nivel local. Por ello, se utiliza una funcién nicleo K como forma de ponderar
cuanto debe pesar cada muestra del conjunto de entrenamiento, segin su cercania a x.

Antes de nada, se tiene que demostrar que esta definicion del estimador de Nadaraya-Watson da
con la misma expresion a la conseguida anteriormente en (2.11). Para ello, basta ver que el minimo
de (2.13) es (2.11).

En caso en el que K (%) = 0, es obvio, por lo que se puede suponer que nos encontramos en el

otro caso. Si K (T_Txl) = 0, entonces K es positivo, lo que implica que ese minimo es unico, y se
puede calcular viendo cuando la derivada respecto a 8 se anula:

NW/, .\ _ RS 2 r—X;
nwwm%;mmK(h
:>Z2(Yi—9)K(x_Xi —0

i=1

h
(S () - S (5)
i=1 1=1

i=1
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Esto da una definicién alternativa del estimador, que ademaés indica cémo hallar su valor compu-
tacionalmente, puesto que la funcién K es conocida y el ancho de banda h se considera elegido.
Cabe recordar que esta formula es la misma que el estimador obtenido a través del estimadora de
Rosenblatt. Dicho de otra manera, el estimador NW puede comprenderse a la ver de dos maneras:

= Como el estimador de minimos cuadrados a nivel local.

= Como el estimador obtenido al estimar la funcién de densidad de la regla de Bayes por el
estimador de Rosenblatt.

Proposicién 2.2.1. Sea K una funcién nicleo, una muestra de entrenamiento {(X;,Y;)}7, y
h, > 0 un ancho de banda. El estimador de Nadaraya-Watson de la funcién de regresién es:

YL Vi (255)
i K (55)

SV ()

(2.14)

Observacion 2.2.3. El estimador de Nadaraya-Watson es un estimador no paramétrico lineal, ya

que, considerando
- X;
K (5)

- n z—X; ’
i K (552)

se puede escribir el estimador de Nadaraya-Watson tal que

XY (@) = YiWoi(x).
=1

Donde los W,,;(x) son no negativos al serlo las funciones nicleo, y que Y i | Wy,;(x) = 1 para todo
x.

Visualmente, en el estimador NW (Nadaraya-Watson) se intenta encontrar la constante que mi-
nimiza el error cuadritico medio en cierto entonrno de x (la funcién nicleo cumple el papel de
"ponderar” cudn cercanos los atributos X; tienen que ser a x para considerarse en la estimacion).

Valores obtenidos

1.0

00

-1.0

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

Figura 2.2: Partiendo de un conjunto de entrenamiento de 100 elementos, el estimador de Nadaraya-
Watson para x= 0,5,1,1.5 y 2, siendo f(z) = 23 — 22 — x la funcién a estimar, y donde las etiquetas
del conjunto de entrenamiento tienen un error normal de varianza 02 = 0,1. Las lineas discontinuas
indican el ancho de banda escogido (luego, los elementos del conjunto de entrenamiento que se
utilizan para estimar cada uno de los valores son los que se encuentren entre medias).

El estimador de Nadaraya-Watson obtiene la constante local que mas se asemeja al valor de las
etiquetas del conjunto de entrenamiento cercanas. Sin embargo, no tiene en cuenta los posibles
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puntos de inflexién o cambios de curvatura que puede tener la regresion cerca de z. Esto sugiere
considerar mejorar el estimador para que se pueda tener en cuanta esos cambios a nivel local a la
hora de estimar el valor de f(x). Una opcién es, en vez de buscar la constante § que minimiza el
error cuadratico, es buscar el polinomio local que lo hace. Esto da lugar a los estimadores locales
polinomiales.

2.2.3. Estimadores locales polinomiales

La idea tras los estimadores locales polinomiales es el mejorar los estimadores NW, buscando un
estimador que no solo encuentre el valor mds cercano a f(x¢), sino el polinomio local de grado [
en xg que mas se asemeje al comportamiento de f en ese entorno.

Un polinomio local tiene la siguiente forma:

0
Py (2:0) =00+ 01 (2 —z0) + ... + l—'l(z —20) = 0"U (2 — x) (2.15)
siendo
U(u) = (1,u,u?/2!,...,u/INT.
- - .y . r—X;
Para poder simplificar los resultados siguientes, se manejara en cambio U —, | para norma-

lizar su valor, ya que |z — X;| < h. Esto hace que entonces el polinomio local se denote

0 _
Py (2:0) = 0o + 01(2 — 20) + ... + (2 — m0)} == OTU (Z hxo) (2.16)

!
con 0" := (0, 01h,...,0; h!). Para simplificar la notacién, denotaremos directamente 6 a ’.

Si la funcién que se quiere estimar es es [-diferenciable (y su derivada [ — 1-ésima es continua), el
polinomio local de grado I que mejor aproxima f es:

D (g z—x
F&) = Jla)+ Flan)e—an) 4+ T oo by 0 (22) 0 an

! h

ademds de ser tnico. Es interesante observar que el vector F,, no depende del valor de z, solo de
oy h.

En el estimador de Nadaraya-Watson, se estima el valor de f(x) por la constante § que minimiza el
error cuadratico medio para con las etiquetas cercanas Y;, obteniendo una aproximacién la funcién
constante # que mas se asemeja a f en un entorno de x.

En vez de eso, lo anterior sugiere estimar el valor de f(x) no por la constante sino por los polino-
mios locales P,(X;;60) que minimicen el error cuadrético medio, obteniendo un estadistico § que
aproxima el polinomio que més se asemeja a f en un entorno de z: P, (X;; Fy).

Onz) = arg plin, (Z [V; = P, («;0)]° K (m —th)>

i=1

e (55 K (55))

1=

= arg min
HeRI+L

Definicién 2.2.4. Sea ((X;,Y;))’; un conjunto de entrenamiento. Sea K un nicleo, h > 0 un
ancho de banda. Se considera el estadistico

n 2
o (5o () ()

=1
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El estimador local polinomial de orden [ de la funcién de regresién f en x es aquel que estima
el valor de f(z) ~ P,(z;6) por el valor de P,(z;8):

fu(z) =UT(0)0,(z) = O1n(2). (2.18)

Siendo éln(x) la primera componente del vector é,,,(x).

Valores obtenidos Valores obtenidos
= —
o™
o | o
> 1 > 7
o o
=1 L=T s« S
i \ B 4
2 g <7
' T T T T T T T T T
0.0 05 10 15 20 0.0 05 10 15
X X
(a) Estimador polinomial de orden | = 1 para (b) Estimador polinomial de orden ! = 2 para
rz=1 z=1

Figura 2.3: Ejemplo del estimador local polinomial (con I = 1yl = 2 respectivamente) para un
conjunto de entrenamiento generado de la misma manera que el de la figura 2.2, para estimar el
valor de f(x) = 2% —2? —x en o = 1. La curva en azul marca el polinomio local P,(z,0,) a partir

del cual se obtiene la estimacién fﬁn(l)7 el punto azul.

Al igual que el estimador de Nadaraya-Watson, los estimadores locales polinomiales también se
pueden expresar en forma matricial:

Proposicion 2.2.2. Considerando

1 - .T*Xi QZ*XZ
ammZnU( - )K< - ) (2.19)

1 2 J)—Xi T J,‘—Xi .Z'—Xi
= — K 2.2
o= o (5o () R (5. o)

el estimador local polinomial satisface:

6, (z) = arg i, (—20"a,, +678B,.0). (2.21)
Demostracion.
Denotando
- I*Xi Z*Xi
= YU| —— | K| —— 2.22
o= 3onv (55 ) s (557) o2
y

B:éU(IhXi>UT (th>K(IhX) (2.23)

veamos que se tiene que

i . T T
0, (x) = arg ,in, (—20"a +0"156). (2.24)

Con ello, ya se tendra lo que se quiere, puesto que

1
—h(—QHTa + BTBH)) =arg min (—20"a,, +67B,.0).

arg min (—20Ta+0T50) = arg min ( pin
€R

feRIH1 peRiF1 \ n
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Hay que demostrar entonces que

n 2
)., () = ey (YK v X)) T T30) -
0,(z) = aurgbhrerlmllri1 (Z {YZ 0 U( W >} K( W >> argg.reanLIil( 20"a +0"130) :

=1

o (550w (5F)
S (55) o (55 ] (5
9Bl (T ()

X; T
=Y Y?K 207V, U (-2 ) K
=y ek (50) -3 ;
El primer término se puede obviar (puesto que no depende de 0, el término a minimizar). Esto
queda con los dos términos restantes, que operando queda:

B () £l () () (5
e o () (o ()
e o (5 (55 (5
e S (0o () (5

|
e (Bo(5)er (59

i=1
Por lo dicho al principio se obtiene que:

e (Sl oo (] )

=1
= arg min (—20Ta + BTBB)
feRI+1

) 0 =-20"a+6"86.

= arg min ( 20" a,,., + BTBMH) .

feRl+1
O
. . .1 . r—X;
Por el mismo motivo por el que se ha decidido considerar U en vez de U (z — X;), para
que ||apz|| =1y ||Brzl| = 1 y que sea més sencillo operar con ellas, se suele considerar en cambio
Como

1 T T
argegﬁllril ( 20"a,,, + 0 Bme) = argegillril (nh(—20 Ay +0 Bme))

Observacién 2.2.4.
= El estimador de Nadaraya-Watson es el estimador LP(0) (considerando [ = 0).

= De la misma forma que podemos estimar f(z), el estimador LP(l) nos puede servir para en-
contrar estimadores de las [ primeras derivadas de f, escogiendo sus respectivas coordenadas
de 0,,(x).
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= Dentro de los estimadores locales polinomiales, los normalmente usados son los LP(1), tam-
bién denominados estimadores lineales locales.

Sin embargo, del mismo modo que sucedia con el estimador Nadaraya-Watson, esta definicién no
es util para calcular computacionalmente el valor del estimador. Para ello, se necesitan hipotesis
adicionales para que se tenga una expresién del minimo de —287a,,,, + 687 ,,,.0.

Proposicién 2.2.3. Si B,,, es definida positiva (B, > 0), entonces el estimador LP(I) es 1nico,

y viene dado por )

Demostracion.

Podemos calcular minimos locales de valores de 8 viendo cuando se cumple

% (—20"a,, + 07 B,,0) = —2a,, + 2B,,0 =0

Como B, es definida positiva, es invertible, y la solucién es unica y un minimo absoluto. Por
tanto,

_ . opT T _ -1
Hn(m)—argggﬂlkllril( 20" a,, +0 BMG) B, Q.

Proposicién 2.2.4. Si la matriz B, definida en la proposicién anterior es definida positiva,
entonces su respectivo estimador local polinomial f,(z) es un estimador lineal.

Demostracion.

Para ello, tenemos que ver que f(z) = UT(0)0,(z) es de la forma
P = S VW)
i=1
Por la proposicién anterior, se deduce inmediatamente que
§—B-la,, = B! (nlhiz:;YiU (m —th) 1% (x —th)>
(e
(e (557 (5574 = v

i=1

K2

Observacion 2.2.5.

El resultado anterior implica que no solo se conoce una expresién explicita del estimador local
polinomial, sino que ademés se puede calcular su valor numérico en la practica:

1. Dar tanto con la matriz B,,, como con el vector a, . Para ello:
» Para cada i:

e Calcular K (X=%).

e Obtener la matriz U(%)UT(X@: (al ser simétrica, calcular n(nt1)

2
Esto también implica calcular U(X4=2), ya que es su primera columna ((’)("22_ ).

elementos).

] <
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e Calcular Y;U (%) K (%)(O(n))

o Caleular U (£525) U (55%) K (55%) — O(52).
Es decir, se obtiene una complejidad de O(n?(n — 1)).

’I’L2777/

= Sumar los n vectores y las n matrices — O(n) y O( ), respectivamente.

2. Resolver el sistema B,,,0 = a,,. Puesto que B,, es definida positiva, se puede considerar
su factorizacién LU. El coste computacional de resolver un sistema mediante la factorizacion
LU es de O(2n®)[2].

En definitiva, siempre y cuando B,, sea definida positiva, podemos calcular el valor del
estimador, ademdas de que todas las operaciones a realizar para calcular el valor a estimar son
factibles a nivel computacional, siendo ésta la mayor desventaja del estimador.

En el siguiente capitulo (especificamente, en la Seccién 3.1), se estudiard el riesgo del estimador
local polinomial, pudiéndolo acotar bajo ciertas condiciones.

2.3. Teoria Minimax

Aunque se consiga obtener una acotacion sobre el riesgo de cierto estimador un a clase paramétrica,
ésta no es interesante si otros posibles estimadores dentro de F obtienen una mejor estimacién de
la regla de de Bayes. Es mas, puesto que el riesgo depende de la funcién a estimar, conviene
considerar como medida de comparacién una medida mas estable, que muestre la eficiencia del
estimador dentro de toda la clase. De esa manera, se puede considerar comparar el maximo riesgo
obtenido a la hora de estimar cualquier funcién de la clase F para cada estimador, queriendo
idéneamente obtener el menor de todos ellos: el riesgo minimax de la clase F.

La teoria minimax no esté restringida a tratar con funciones de regresion, sino que se puede aplicar
a cualquier problema de estimacién. En general, se puede aplicar a cualquier modelo estadistico
(X, A,{Py : 0 € ©}), siempre que se pueda definir una funcién de pérdida ! en el espacio de
parametros ©.

Para un estimador 6 dentro de una clase O, se puede considerar cudn buen estimador es a partir
del méximo riesgo obtenido para todas las funciones de la clase ©, que se le denomina riesgo
maximo de 6,,:

Rméx(én) := sup Eg {l(én,Q)} .
0O

El riesgo maximo sirve para medir el rendimiento de un estimador para estimar las funciones de
la clase ©, y asi{ comparar varios estimadores entre ellos. Por ello, tiene interés considerar el riesgo
del estimador con menor riesgo maximo: el riesgo minimax.

Definicién 2.3.1. Se define el riesgo minimax en © a:

R = inf sup Eg [l(én, 9)} . (2.26)
6, 0c©

La estimacién minimax sera aquella cuyo riesgo asociado sera el riesgo minimax.

0* := inf sup Eg(1(6,,,0)).
fn 0€©

En un principio se puede considerar entonces que la meta sea encontrar los estimadores en © cuya
tasa de convergencia sea la 6ptima:
Definicién 2.3.2. Un estimador 0}, es asintéticamente eficiente en (0, d) si cumple que

i Tomix(0n)

=1. (2.27)

Es decir, un estimador sera asintoticamente eficiente si la tasa de convergencia del riesgo maximo
del estimador es equivalente a la tasa éptima de convergencia.
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Sin embargo, el encontrar un estimador asintéticamente eficiente no es posible salvo en modelos
estadisticos singulares. Es por ello que resulta mas ventajoso extender a también considerar aquellos
cuya tasa de convergencia sea “parecida’:

Definicién 2.3.3. Sea una sucesion (1,)%2; que tiende a 0. Se dice que es el tasa éptima de
convergencia de los estimadores en (0, d) si cumple

limsup e, ?R: < C y liminfe, *RE > c. (2.28)
n—oo

n—oo

Definicién 2.3.4. Un estimador ¢} es un estimador éptimo en tasa en (0, d) si, siendo (¢,)5 4
una tasa 6ptima de convergencia y C' < co una constante, satisface que

sup Eq [1(0;,0)] < Cv2. (2.29)
6cO

Que un estimador sea 6ptimo en tasa es una condicién menos exigente a que sea asintéticamente
eficiente. Sin embargo, asegura que la velocidad de decrecimiento del riesgo para conjuntos de
entrenamientos grandes es la misma que utilizando un estimador eficiente.

El objetivo sera entonces obtener cudl es la tasa éptima de convergencia (1,)22, en (F,d) (para
cada una de las posibles d). Es decir, encontrar la sucesion (1,,)52 ; que cumpla las desigualdades
(2.28).

La acotacién superior se puede obtener a través de la obtenida para un estimador 6,, en ©

sup Eg [l(énﬁ)] <C.
0cO

La verdadera dificultad se encuentra en encontrar la cota inferior:

V0, : supEg [l(én,H)} > cyp?. (2.30)
€O

Ademads, encontrar las acotaciones de esta forma implicard que el estimador 8 utilizado para la cota
superior serd 6ptimo en tasa, que sera el objetivo a cumplir en la segunda parte con el estimador
local polinomial.

En el problema que se considera, se asumird que el espacio de pardmetros © es un espacio (pseu-
do)métrico (0, d) 2, donde la funcién de pérdida serd d? (puesto que se necesitard de la desigualdad
triangular).

Observacion 2.3.1. En el caso especifico de nuestro modelo, © es la clase no paramétrica de
funciones F. Por tanto, la familia de medidas probabilisticas {Py : 6 € F} serd la formada por las
medidas probabilisticas de las leyes de las etiquetas del conjunto de entrenamiento respecto a la
funcién a estimar f. Es decir, Py = L((Y1,...,Y5)|f).

En cuanto a las (psuedo)distancias consideradas, serdn las asociadas a cada una de las funciones
de pérdida que se consideran en el modelo. Es decir:

» La distancia L? (d(f,g) = ||f — gll,)
» La distancia del supremo (d(f,9) = ||f — 9ll..)
= La distancia puntual para g fijo: d(f,g) = |f(zo) — g(zo)|-

A partir de ahora entonces se trabajard con que (0,d) es un espacio métrico, donde se considera
como funcién de pérdida d2. Esto implica que el riesgo de 6, en (0, d) serd R(6,,) = Eg(d2(0,,,0)),
y el riesgo minimax
R = inf sup E; [dQ(ém 9)} : (2.31)
0, 6O
denotando con 6,, a los posibles estimadores partiendo de un conjunto de entrenamiento de n
elementos.

2Las propiedades que se necesitan de d es que sea una funcién no negativa y que cumpla la desigualdad triangular,
por lo que sea una pseudométrica es suficiente. Sin embargo, a veces se denominara a d distancia por generalidad.
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Observacién 2.3.2. La desigualdad presentada en (2.30) para (©,d) medible es equivalente a

. . 2
V0, : supycg Eog [1/},72(12(9”,9)} = supgee Eo [<wgld(9n, 9)) ] > ¢, (2.32)
que serd la desigualdad que se intentara conseguir.

Para obtener una acotacién inferior de R*

n’

se puede utilizar la desigualdad de Markov:

E(X?)

> <
P(X] 2 4) < =

Aplicandolo al contexto del riesgo minimax, implica que se cumple que

Py(d(0,,0) > 5) < Eg(sp>d* (0, 0)),
siendo s, = A, . Dicho de otra manera:

R}, > tnf sup Py(d(0,,0) > sn). (2.33)
6, 0€O©

Es més, puesto que el maximo de un conjunto es mayor que el de cualquier subconjunto,

R, > léif max Py, (d(0,0;) > sp) (2.34)
para cada {fg,...,05} C O.

Para manejar mejor la expresion presentada en (2.34), se presenta a continuacién la probabilidad
de error minimax en un problema de contraste.

Supongamos que se pretende decidir entre M +1 hipétesis {6, . .., 0 }. Se puede basar la decisién
en el estimador 6,,, mediante la regla

U* =arg min d(6,,0k). (2.35)

0<k<M

es decir, escoger la hipétesis mas cercana a 6,,.

U* es una funcién test (en este contexto, esto significa que es una funcién medible de X en
{0,1,...,M}).

La probabilidad de error minimax asociada a estas reglas de minima distancia es

Pe.M = %ffog}% Py, (V™ # j). (2.36)

Supongamos ahora que las hipétesis {6p, ..., 0} se eligen tales que d(6;,6x) > 2s si j # k.

Entonces, U* # j implica que existe k # j tal que d(@;l, 0r) < d(@An, 6;). Esto a su vez implica que
d(6,,0;) > s (en caso contrario, se cumplirfa que d(6;,0;) < d(ﬁj,én) + d(6,, ;) < 2s, en contra
de que las hipétesis se hayan eligiendo cumpliendo que d(6;,6x) > 2s), y por tanto se obtiene el
siguiente resultado:

Teorema 2.3.1. Sean {fy,...,0p} C M tales que d(6;,6x) > 2s si j # k. Entonces, se cumple
que

Ry > ier}fgg%Pej (d(0n,05) > sp) > pe - (2.37)

Esto justifica que para acotar el riesgo minimax en problemas de estimacion, se recurra a cotas
inferiores para la probabilidad del error minimax. Estas cotas se estudiaran en la Seccién 2.5.
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2.4. Métricas probabilisticas

Recordemos que en la Teoria Minimax, se trabaja bajo el espacio de pardmetros (0, d), construido
a partir del modelo estadistico (X, A,{Py : § € ©}). En (0,d), se quiere encontrar la tasa de
convergencia 6ptima, para lo que hace falta buscar una sucesién (¢)°; que cumpla la desigualad
(2.30).

Como se vio al final de la Secciéon 2.3 hablando sobre la Teoria Minimax, una manera de poder
encontrar acotaciones inferiores del riesgo minimax es obtenerlas para la probabilidad de error
minimax pe pr. Para acotar pe ar, se tendrd que trabajar en el espacio muestral (X, A), usando las
probabilidades Py. Para ello, se necesitara definir varias métricas en ese espacio probabilistico.

Existen varias posibles métricas en un espacio probabilistico. En concreto, se estudiaran la distancia
de Hellinger y la variacién total. Auin no siendo una distancia, también se hablard de la divergencia
de Kullback-Leibler, puesto que se suele utilizar para este mismo propdésito, sobre todo en la Teoria
de la Informacién.

Para presentar dichas distancias, se trabajara con P y @ dos probabilidades en el espacio medible
(X,A), y v una medida o-finita en (X,A)), tal que P,Q < v. Se denotard p = dP/dv y q = dQ/dv
para simplificar (51empre existe una probabilidad p que cumpla con dicha propiedad, ya que la
probabilidad v = ££2 1o cumple).

Distancia de Hellinger

Definicién 2.4.1. La distancia de Hellinger entre P y @ se define como:

1@ = ( (i~ m?du)m. (239)

Proposicién 2.4.1. H(P, Q) no depende de la eleccién de v.

Demostracion.

Supongamos que P,Q > v/, siendo v/ una medida distinta a v. Se quiere ver que H(P,Q) =

= ﬁz)?du)m.

Sea v tal que v < V" y v/ < V" (por ejemplo v = v+ 1'). Tal y como se ha definido, "' cumple
que P< vy Q<.

Utilizado la regla de la cadena de la derivada de Radon-Nykodym (Proposicién A.2.2), se obtiene
que:

H?,(P,Q) =

2
dpP  [dQ "
/( dy" dl/”) dv
2
:/ \/dP dv \/dQ v\
dv dv"” dv dv"

dP dQ)

dv V dv du’ ’

:/<\/f_ ‘fg) dv = H2(P,Q).

Puesto que el papel que ha cumplido v también lo puede hacer v’ (ya que solo se ha utilizado que
v < V"), también cumple que H2,(P,Q) = H2 (P, Q). Uniendo ambas desigualdades, se tiene que
HZ2(P,Q) = H2(P,Q), la que implica que H,(P,Q) = H,(P,Q) quedando entonces demostrado
que la distancia de Hellinger no depende de la medida v escogida.

O
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Proposicion 2.4.2. La distancia de Hellinger tiene las siguientes propiedades:

1. H(P,Q) es una distancia. Para demostrarlo, basta con observar que la distancia de Hellinger
es la distancia asociada la norma L? para las funciones VP Y V4

zﬂa@(/u@—¢@wﬁz=HWrw@m=dW@¢m

2. H*(P,Q) =2 (1— [/pgdv) =2 (1 —/dPdQ)
3. 0 < H?(P,Q) < 2, que se deduce del hecho de que sea una distancia y que se cumpla la
propiedad anterior.
Distancia de la variacion total

Definicién 2.4.2. La distancia de la variacién total (denominada simplemente variacién total)
entre Py @ se define como
JXE
A

Cabe destacar la similitud entre esta distancia probabilistica y la asociada la norma del supremo

V(P,Q) = sup [P(A) = Q(A)| = sup : (2.39)

AcA

oo

Observacion 2.4.1. Del mismo modo que se demostré que la distancia de Hellinger no depende
de v, se puede demostrar lo mismo para la variacién total. Esto se puede ver mas claramente para
esta distancia, donde la primera expresién con la se define no depende de v.

Una expresion alternativa de la distancia de variacién total es dada por el Teorema de Scheffé.

Lema 2.4.3 (Teorema de Scheffé).
V(P,Q) = %/Ip— gldv =1— /ml’n(dP, dQ)

Demostracion.

La segunda desigualdad se cumple debido a que p y ¢ son funciones de densidad:

2:1+1:/pdl/+/qdyz/|p—q|du+/min(p,q)du—|—/ml’n(p,q)dl/
:>2:/|p—q|du+2/m1'n(p,q)dy

1
©§/|p—q|dyzl—/min(p,q)du

Para la primera igualdad, se verd que se cumple tanto que V(P,Q) > %f |p — q| dv como que
V(P,Q) <5 [lp—dqldv.

Sea Ag = {x € X : q(z) > p(z)}. Se obtiene que

/IP—Q\dV=/ q—pdV+/ p—qdvz2/ (q —p)dv.
Ao A§ Ao

Con ello, se obtiene la primera desigualdad:

VUM@ZQMMfPM@:%/M—ﬂw.

Falta entonces ver que también se cumple la desigualdad contraria para obtener la primera igualdad.

Para todo A € A, se puede considerar la divisién A = (AN Ag) U (AN A§). Trabajando sobre ello :
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/A(q - p)dv

/ (q —p)dl/+/ (q—p)dv
ANAg ANAG

Sme{qu—Mdu/;

Por tanto, se obtiene que

@—@w}=§/m—qw=Qmm=Qmw+me

c
0

V(P,Q) = Q(Ao) + P(Ao)

de lo que se deduce lo que queriamos demostrar.

Proposicion 2.4.4. La distancia de la variacién total tiene las siguientes propiedades:

1. V(P,Q) es una distancia, puesto que, por el Teorema de Scheffé, es la mitad de la distancia
asociada a la norma L1 entre py ¢ (V(P,Q) = 1/2||p — ql|,)-

2. 0 <V(P,Q) < 1.Se deduce de que V(P,Q) =1 — [ min(dP,dQ).

Divergencia de Kullback-Liebler
Definicién 2.4.3. La divergencia de Kullback entre P y () se define por

P ,
K(P.Q) = /log @dP siP <@

+0o en otro caso

Tal y como la divergencia de Kullback ha sido definida, nada asegura que para el caso P < @ la
integral de Lebesgue no esté bien definida, puesto que si

logd—P dP = o0 Y logd—P dP = o0
dQ N Q)

la integral de Lebesgue resultara en una indeterminacién. Para ver que no es el caso, se comprueba
dP
ue [ log —dP = oo positiva.
q / 2 a0 p

Proposicién 2.4.5. Si P < @, K(P,Q) > 0, y por tanto, estd bien definida.

Demostracion.

Si P < Q, se tiene que {¢ > 0} D {p > 0}. Esto implica {g-p > 0} = {p > 0}. Esto implica que
se trabaja con que p y ¢ son del mismo signo:

dP
K(P,Q):/log—dP:/ ploggdu:/ ploggduz/ q-slogsdu:/ q- h(s)dv.
dQ p>0 q pg>0 q s>0 5>0

Denotando h(s) = slogs y g(s) =s— 1, h(s) < g(s) para s > 0. Esto es debido a que h(0) — 0 >
—1=g(0), y h tiene una mayor derivada que g: h/(s) =1+ log(s) > 1 = ¢(s). Por tanto,

| anwirs [ qgis [ s navzo
s>0 s>0 s>0

O
Observacién 2.4.2. K(Q, P) no es una distancia. Es mds, K(Q, P) # K(P,Q), ya que el papel
que cumplen P y ) son distintos.

Sin embargo, si que cumple ciertas propiedades asociadas a las distancias que necesarias para
nosotros, como la desigualdad triangular o el hecho de que sea no negativa.
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Todas estas distancias se pueden aplicar a probabilidades producto. La siguiente pregunta seria pues
coémo se relaciona la distancia entre probabilidades producto con las distancias de las probabilidades
que lo componen. Para cada una de las distancias hay una relacién diferente. Como para nuestro
objetivo de estudio solo se va a necesitar la asociada a la divergencia de Kullback, serd la tnica
que se mencionara.

Proposicién 2.4.6. Si Py @ son medidas producto (P = @, P;, y Q = @, Q;), se tiene que
=> K(P;,Q)). (2.40)
i=1

Demostracion.

Basta con ver el caso P < @ (el otro caso es obvio), donde las propiedades del logaritmo consiguen
la igualdad:

dP
K(P,Q) :/log—dP /logdeP—/longdP

dQ
_ / log (1;[1 dPi> P — / log (]f[l sz) dpP

:/ilogdPidP—/ilongidP
=1 i=1

= Zn: / (log dP; — log dQ;) dP = iK(Pi, Q).
=1 1=1

2.4.1. Relaciones entre las métricas

El objetivo de presentar estas métricas probabilisticas es para posteriormente conseguir acotaciones
a probabilidades segun su distancia. Para construir dichas acotaciones de manera eficaz, primero
se tendra que ver como estan relacionadas entre si. Hay varias desigualdades que relacionan entre
si las tres distancias estudiadas.

Lema 2.4.7 (Desigualdad de Le Cam).
2 2
/mln (dP,dQ) > (/\/de ) ;( H(;m)

= LmPQ) < vPQ) < HP.Q)1 - L9

— 2.41
SHA(P,Q) < < ; (241)

Demostracion.

Como /p =1y /q = 1, se obtiene que /max D,q) + /ml’n(p,q) = 2. Junto a la desigualdad
de Jensen (para f(z) =

< / \/gTq)Q -~ ( / V/min(p, q) mix(p, q)>2 < / mn(p, ¢) mdx(p, g)
= / min(p, q) <2 — / min(p, (J)>

Con esto se obtiene la desigualdad primera. La igualdad de los dos iltimos términos se da por las
propiedades de la distancia de Hellinger (ver en la Seccién 2.4).

Traduciendo este resultado a las distancias V(-,-) y H2(-,):
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(52 () < oo fon)
=1-V(PQ)(1+V(P,Q)=1-V*PQ)

| (P.Q)

V(P,Q) < H(P.Q) ;

Adem4ds, como /mfn(p, q) > /./pq, también se tiene que:

V(RQ) =1~ [minp.q) 2 1~ [ Vi = HHP.Q)2
Si se juntan ambas desigualdades, obtenemos:

H2(P,Q)/2 < V(P,Q) < H(P,Q)1/1— w

como queriamos probar. O

Observaciéon 2.4.3. Es interesante observar que la desigualdad de Le Cam muestra que

H?(P,Q)
4
= H(H*(P,Q)) <V(P,Q) < fa(H*(P,Q)),
poniendo de manifiesto una relaciéon de equivalencia entre la distancia de variacién total y H(-,-).

Lema 2.4.8.

HQ(PvQ)/QSV(PaQ) <2y/1-

H*(P,Q) < K(P,Q). (2.42)

Demostracion.

Es suficiente con probar el caso en el que K (P, Q) < oo (ya que H?(P,Q) < 2), por lo que podemos
asumir que P < Q.
Como —log(z + 1) > —x si ¢ > —1, obtenemos:

K(P,Q)

Il
h
['=]

Vv

O

/:\
o
o

ISH k]

O
Juntando los lemas anteriores, se obtiene el siguiente resultado:
Teorema 2.4.9.
V(P,Q) < H(P,Q) < VK(P,Q). (2.43)

Sin embargo, ésta no es la desigualdad mds ajustada que se puede obtener entre V(P,Q) y
v K(P,Q). Para esa desigualdad, hace falta un lema previo:
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Lema 2.4.10. Si P < @, entonces

siendo (a)_- = méx{0, —a}.

Demostracion.

Mediante el mismo razonamiento que el utilizado en 2.4.5, se cumple que:

aryN - AN
GRS RICHK
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(2.44)

Sean Ag = {z € X : q(z) > p(x)}, vy A1 = {q(x) > p(z) > 0} = Ao N {p > 0}. Puesto que

slogs < s — 1, se cumple que

/ p(logp> dl/z/ ploggdz/:/ ploggdv
pg>0 q) _ p>0 q Ay q

< [ a= i = Q) - P4 < V(PQ),
Ay

Proposicién 2.4.11 (Desigualdades de Pinsker.).

1.
V(P,Q) < VK(P,Q)/2
2. SiPK@:
dP P
log — = log -
[ s dQ’dP /Mp og 2| dv < K(P.Q)+ V2K(P.Q)
:>/<log35>+dP§K(P,Q)+ K(P,Q)/2
Demostracion.

1. Consideramos la funcion

zlogr —xz+1 six>0
Y(z) = . :
0 siz=0

(2.45)

(2.46)

(2.47)

Observemos que ¥(0) = 1, (1) = 0, ¥'(1) = 0y ¢"(x) = 1/x > 0. Ademds, ¢(z) > 0

Vx > 0.

Para poder obtener la desigualdad deseada, se tiene que demostrar que

(;‘ n §) b(@) > (@ - 1)

Para el caso z = 0 es obvio, asi que solo hace falta ver cuando x > 0.

Sea la funcion

Dicha funcién cumple

(2.48)
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4
o1)=0, ¢(1) ¢ =" <
3z
Asf que, considerando € tal que |e — 1| < |z — 1|, tenemos que considerando la extensién de
Taylor de g:
2
4
o) = 90 + g O~ + L@ 12 =010 D <

Luego se cumple la cota (2.48).

De (2.48), se obtiene que para P < Q:

PQ)ZE/Ip—q|=1/ Ig—llq
&0
< \// 4q 2p \//>0 (Cauchy — Schwarz)

7/ plogf VEK(P,Q)/
2 pg>0

| /\

2. A partir de descomponer la divergencia de Kullback en parte positiva y negativa, K (P, Q) =

qu>0p (log(p/q)), dv — qu>0p (log(p/q))_ dv, se tiene que, aplicando tanto la primera des-
igualdad como el lema anterior:

/p _ llosto/a)ldv = / _ pllox(p/a) dv + / _ pllos(p/a))_dv
—K(P.Q)+2 / p (log(p/q))_ dv

pg>0

K(P,Q)+2V(P,Q) < K(P,Q) +2VK(P,Q)/2 = K(P,Q) + v2K(P,Q).
Trabajando sobre la parte positiva con la desigualdad obtenida:

/,,  plloz(o/a) v = /  plloz(p/0) v~ /  pllozlo/a) d+ / p(log(p/q))_ dv

pq>0

~K(P.Q) + / p(loxlo/0)_dv < K(P.Q)+V(P.Q) < K(P.Q)+ VE(P. Q)2

O

Otra relacién que se puede encontrar entre la divergencia de Kullback y V(+,) es la siguiente:

Lema 2.4.12. )
V(P,Q) < — exp(~K(P,Q)) (2.49)

Demostracion.

Como en casos anteriores, basta con demostrar el caso K(P, Q) < oo, puesto que el otro caso es
obvio.

Del mismo modo que a la hora de probar la primera desigualdad de Pinkster, la manera de re-
lacionar la variacién total con la divergencia de Kullback es a partir de la funcién logaritmo
f(z) = log(z). Lo més intuitivo serfa utilizar la desigualdad de Jensen, pero f(x) = log(x) no es
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una funcién convexa asi que no se puede aplicar. Sin embargo, g(z) = —f(x) = —log(x) si que lo
es. Por tanto, aplicando la desigualdad de Jensen a g y se obtiene que que:

~log (/xdv) < /—log (z) dv
. log ( / :cdu) > / log () dv.

Como P < @, y considerando la desigualdad anterior, se obtiene que (recordemos que p = dP/dv):

(f o) oo (oms | vim) oo (v [ nf3)
- (2 / e \/g) — exp(~K(P,Q))

Finalmente, usando la desigualdad de Le Cam (2.41):

/mmdeQ ;(/\/W)z % K(P,Q))

=V(PQ)=1- /min(dP7 dQ)>1-— %exp(—K(P,Q))

O

Observacion 2.4.4. A la hora de hacer comparaciones entre la divergencia de Kullback y la varia-
cién total, se han obtenido varias posibles desigualdades. Juntando ambas desigualdades obtenidas,
se puede considerar la siguiente relacion:

V(P,Q) < min {1 - %exp(fK(P, Q)),VK(P, Q)/Q}. (2.50)

2.5. Acotaciones a través de la probabilidad del error mini-
max

El objetivo de esta seccién es probar un inferior general para el riesgo minimax. Concretamente
(ver Corolario 2.5.8), se demostrard que si se eligen {fy,...,0y} C © tales que

1. d(8;,0x) > 2s, con j # k.
2. Py, < Py, paraj=1,...,M,y

M
1
MZK(ng,Pgo)galogM con 0 < 1/8.

j=1
Es decir, el promedio de las divergencias de Kullback de las hipdtesis estd “controlado”.

Entonces, si A > 0,y ¥ = s/A, se obtiene que

inf sup Eg(p~2d (0, 0)) > c(a) - A,
6, 6€O

donde ¢(a) es una constante que inicamente dependerd de « ((2.64)).

De acuerdo con lo estudiado en la Seccién 2.3, una forma de buscar acotaciones inferiores del
riesgo es buscédndolas para pe pr. Durante el resto del capitulo se intentardn conseguir cotas de la
probabilidad de error minimax, terminando con el Teorema Principal de las Cotas inferiores del
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Riesgo, enunciado en el Teorema 2.5.7.

Primero se considerard el caso mas simple, cuando M = 1. Este caso corresponde con el proble-
ma de contraste entre dos hipotesis, 6y y 6. Por simplificacién, se denotaran a las respectivas
probabilidades de cada hipétesis P; = Pp,.

Por el Teorema de Descomposicién de Jordan-Hahn, (Teorema A.2.4 de la Seccién A.2), P (al
ser una medida positiva) se puede descomponer Py = P§ + P, donde P§ es la componente
absolutamente continua de Py respecto a P;, y Fj la parte singular respecto a P;. Esto sugiere

G Puesto que P§ puede expresarse en la probabilidad P, (P§ < P1), se puede sacar

dp,
. . . dpg
una acotacién del valor de p.; a partir del comportamiento de TP

considerar

Proposicién 2.5.1. Sean 6, 6, hipétesis en ©, y Py, P; sus respectivas probabilidades en (X, .A).
Denotando pe,; a la probabilidad del error minimax, se tiene que:

Pe,1 = SUP u Py dPOZT .
’ >0 1+7 dPl

Demostracion.

Se denotara

dP¢
pi=Pi(=1) y o = P, <0>T>

Con esta notacién, nuestro objetivo es ver que

T
> 1-— .
oz {0}

Sea 7 > 0 fijo. Para cualquier test ¥ : X — {0,1}, tenemos:

Po(¥ #0) = R(¥=1) > (¥ =1)

= /I(\If = 1)2?? ap,

e f1(w=n0 {2 an

> (Pl(\y —1)-p (fﬁj < T>) —r(p—an).

De esta manera se obtiene una acotacién superior para Py(¥ # 0). Puesto que P (¥ # 1) =
1— P (¥ = 1) = 0, también se tiene una actoacién para P; (¥ # 1), asi juntando ambas se consigue
una acotacién para la probabilidad de error minimax:

7(1— )

Pe1 = l’gfjrr:lgfgpj(‘l’ #J) > OgglméX{T(p* o), 1 —p} = =

para todo 7 > 0.

Como la desigualdad se cumple para todo 7:

Pet = sup{ ——Py 47 >T7) -
: >0 1+7 dPl
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Esta proposicién implica que para obtener una cota inferior a la probabilidad de error minimax,
es suficiente con encontrar valores constantes para 7 > 0y 0 < o < 1 tal que se cumpla que

dPe
P, 0 > >1—a. 2.51
1(dP1_7'>_ a (2.51)

Juntando este resultado con el Teorema 2.3.1, se obtiene el siguiente corolario

Corolario 2.5.2. Sean 6y, 0; € O tales que satisfacen d(6y,61) > 2s > 0. Entonces, se cumple que

. T dP§

Ry > inf sup Py(d(9,0) > s Zsup{P ( 0 ZT)}.
0, 0e{0,1} 0(d(8,0) 2 s) o L1+7 "\ dP

Observacion 2.5.1.

dP,

dpP;

de verosimilitud entre las hipdtesis 6y y 61, y (‘fl% > T) es la regién de rechazo del test

1. En caso de que Py < P; (y que, por tanto, se tenga que P§ = P), (X) es la razén

més potente de 0 frente a 6y (por la notacién que se estd utilizando, 6; juega el papel de la
hipétesis nula, aunque no sea la habitual).

El Lema de Neyman Pearson dicta que el test més potente para contrastar las dos hipdtesis es

P (il;‘f > 7') . Esto implica que, cuando Py < P, la ecuacién (2.51) -y por tanto el Teorema

2.5.2- viene a acotar inferiormente la probabilidad del error minimax por la potencia del test
mas potente para cierto «.

2. La condicién entre P§ y P; que nos da la desigualdad (2.51) significa que ambas probabili-
dades son "lo suficientemente cercanas”.

En el caso extremo en el que Py = P, se tiene que

P 4P
Php=P=P'=P¢=P = -9 ="~ —1
0 1= Iy 1 1:>dP1 P

Substituyendo en (2.51), se obtiene
P1(1 Z 7') Z 11—«

asi que se puede considerar 7 =1y o =0 (P;(1 > 1) > 1). Substituyendo dichos valores en
la desigualdad de la proposiciéon anterior, se obtiene

dPll
Peq > supd ——P, 0 >r
’ ~o0 1+7 dP;

1 dp, 1
> P(=t>1) ==
=1 1+1 1<dP1_> 2

Esto implica que en caso de que Py = P;, la mejor acotacién que se puede obtener de esta
manera seria 1/2, que no resulta muy 1til.

El Teorema 2.5.2 da una primera acotacién a la probabilidad de error minimax (y, por tanto, al
riesgo minimax). Sin embargo, esta acotacién supone calcular el supremo de varias probabilidades,
algo que no siempre serd posible. Esto supone tener que buscar ciertas condiciones extra sobre las
probabilidades de las hipétesis Py y P; para poder acotar pe 1.

Puesto que en la funcion test U* se considera la distancia entre Py y P;, puede buscarse una cota
segun la distancia en probabilidad entre las hipétesis. En concreto, se podra obtener una acotacién
a partir del valor de V' (P, P1) (que se podré extender al resto de distancias estudiadas a partir de
las desigualdades obtenidas en el Apartado 2.4.1).

Teorema 2.5.3. Sean Py y P; dos probabilidades en (X, .A).
1. SiV(P, Py) < a< 1, entonces

Pen = —— (2.52)
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2. Si H*(P1, Py) < a < 2, entonces:

Pen > %(1 — /ol = /1) (2.53)

3. Si K(Py, Py) < a < 00, entonces

2

W) (2.54)

, 1
Pe,1 > MEX 1 exp (—a),

Demostracion.

1. Primero, recordemos que p. 1 cumple que:

1
Pe,1 = Inf méax P (W # j) > —inf(Po(¥ #0) + P (¥ # 1))
’ v j=0,1 2 v

1 * *
§(P0(‘1/ #0)+ P (¥" #1))
siendo U* el test de maxima verosimilitud:

* { 0 SipO Zpl
U* = .
1 sipo <p1

siendo pg, p1 las respectivas densidades de las probabilidades Py y P;.
Esto implica que méax (Pp, P1) = Py si U* =0 y max (Fp, P1) = P; si U* = 1. Dicho de otra
manera,

/méX(dP(),dpl) = Po(\p* = O) +P1(\I’* = 1)

:>/m1’n(dP0,dP1) =2 — /HléX(dPo,dPl) =2 — (P()(\I/* = O) —+ Pl(\IJ* = 1))

=1—(P(V"=0)+1-P(¥" =1)) = Po(¥" #0) + P (¥ #1).

Aplicando la igualdad del Teorema de Scheffé (2.4.3) a lo anterior, se obtiene que:

SR £0)+ (U £1) = / win(dPy, dPy) = (1 - V/(Py, P1)) /2.

Por tanto, obtenemos:

oz LT
1-V(P,P) _ 1—
—peq > (2 0P . a

2. Aplicando la desigualdad de LeCam (2.41) :

V(P7Q) SH(PvQ)\/ 1_H2(P>Q)/4>

por lo que

L= V(P P) _ 1= H(P.QI-TP(P,Q)/A _1-ay/T-a/l

>
Pe1 = 2 = 2 = 2
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3. Si en vez de aplicar la desigualdad de LeCam aplicamos lo dicho en la Observacion 2.4.4,
tenemos que

L-V(Py, P1) _ 1 - ml’n{l — s exp(—K(P,Q)), VK(P, Q)/2}
2 = 2

1 1-— 2
> méx (4 exp (—a), 2a/>

Pe,1 2

O

Con esto, hemos obtenido una probabilidad del error minimax inferior al error medio para cual-
quiera de las tres distancias.

Ya hemos visto varias acotaciones que podemos conseguir para cuando se manejan dos hipdtesis.
Sin embargo, habrd casos donde la acotacién obtenida para la probabilidad de riesgo con dos
hipétesis no es suficiente para obtener una cota suficientemente buena del estimador.

Es por ello que se necesita extender las proposiciones obtenidas para dos hipétesis (en concreto, las
Proposiciones 2.5.1 y 2.5.2, y el Teorema 2.5.3) al caso general. Para ello, se seguiran los resultados
dados en [3, sec. 2.6] .

El primer resultado que habria que generalizar es la acotacion a la probabilidad del riesgo, dada
en el Teorema 2.5.1:
> T p (45
e,1 = SU =T .
Per =201+ 7 ' \ap

El mayor problema para extender este resultado al caso general es el hecho de que cada valor de

dP§ .
0, .. . p .
Aj = { L % es distinto para cada j, por lo que se tendra que buscar una manera de “normalizar”

dP;
esos valores para poder obtener una desigualdad similar a la de la Proposicién 2.5.1.

Proposicion 2.5.4. Sean 0y, 01,...,0); vy conjunto de hipdtesis en O, y Py, P, ..., Py sus res-
pectivas probabilidades en (X, .A). Entonces,

M

M| dpPs,

e M S L — 75 P — > 2.55
Port =0 1M | M & J( ‘T> (2.55)

siendo P, ; la componente absolutamente continua de la probabilidad P; en al medida Fj.

Demostracion.
Sea U una funcién test que toma valores en {0,1,...,M}.

Notemos que:

Jtw =4} = (v £ o},

y que, al ser ¥ una funcion test:

{¥ =j}N{¥ # k} = 0 para todo k # j.

dPg§ .
Denotemos a los eventos aleatorio A; := { 7 ]g’j > T}, y
J

1 & 1 dPg .
= — PV =y = — P | —= .
L UEHINIE 3] oo

Se obtiene que:
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M
Po(W#0) =3 Po(¥=j)=>) F;(¥=)
j=1 j=1
M
> rP({¥ =j}NA))
j=1
1M M
> M MZPj(\II =) |-7>_P
j=1 j=1
=TM(py — ).
Entonces, para todo 7 se tiene:
Og;:ng (U #£j) = max{Po(\Il + 0),%1%(%(\11 + ])}

M
> méax ¢ TM (po — @) Z
> méx {TM(po — @), 1 —po}
> mi A M(p — 1-—
omin max {7M(p — a),1 - p}

(W #7)

Como 7M(p — «) es creciente respecto al valor de 7, a la vez que 1 — p es decreciente, el minimo
se dard en el valor que coincidan (siempre y cuando ese valor se encuentre en [0, 1]):

TM(p—a)=1-p

p+TMp —TMa=1

luego el minimo se dard cuando p =

méx P;(U # j) > r<n11<1 méx {TM(p — a),1 — p}
<p<

0<j<M

p(l+7M)=1+717Ma«
1+ 7Ma
T 14+T™M

1+7Ma

——  , lo que implica que
1+7M d pread

1+7M«o
1+7M

_TM(1 - a)
14+7M

=1-

Como esto se cumple para todo 7, también se dard para el supremo:

M
+7M

sup
>0

peM

(s

. .2 1 M )
Si se conoce una acotacién de 37 > .= P (

probabilidad de error minimax:

> sup
7>0

1+TM

Proposicién 2.5.5. Suponemos que O contiene los elementos 6y, 61, . ..,

1. d(Qj,Hk)22s>0,VO§j<k
2. Existe 7 >0y 0 < a <1 tales

<M

que:

wn (i

a
0,j

>T>21—oz

0nr, que cumplen:

O

dpPg -
v 127 > 7') entonces se puede dar una acotacién a la

(2.56)

siendo F('; la componente absolutamente continua de la medida Py = P, respecto a P; = Py,
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Entonces, se cumple que

R ™M
tnf sup Py(d(0,0) > 8) > pons >
inf sup 0(d(0n,0) > 5) > pe.ms T

(1-a).

Demostracion.

Al cumplirse que las hipétesis d(0;,0r) > 25 > 0, V0 < j < k < M, se puede acotar el riesgo
minimax por la probabilidad del riesgo (Teorema 2.3.1) y obtener que

inf sup P, 0,“9 > s,) > Inf max Pj(U" # j) = pe m.
ot sup Py (d(0,.0) > 5,) > fof i PV £ ) = pes

En la proposiciéon anterior, se obtuvo que

M
dPg]
Ders > sup 1+TM z:: ( 7'>

Por hipétesis, se asume existen 7 > 0y 0 < a < 1 tales que:

lo que implica que

M
N 1 dP§ .
fuf sup Py(d(Bn,0) > $0) > pers > sup{ —o | L3 p, (d(’ﬂ > T)

0, 6cO ’ ~o0 | 1+7M M = Pj
M
M 1 dP§ ;
> i P. :]> *
“1+7M M; J(dpj T)
M
1—|—TM( - a),

que da con la desigualdad deseada.
O
Esto implica que para tener un resultado similar al Teorema 2.5.3, basta con encontrar ciertas con-

diciones sobre las distancias entre las distintas probabilidades P; para que se cumpla la desigualdad
(2.56). Para varias hipétesis, solo se podra considerar la divergencia de Kullback.

Proposicién 2.5.6. Sean Py, Py, ..., Py medidas probabilisticas en (X, .A) tales que:

M
Z P;,Py) < . (2.57)
con 0 < o, < oo. Entonces
M s + /a2
o M S 1+ —"r— . 2.58
Pes 2 500 mM( T g )] (2.58)

Demostracion.

Por la proposicién anterior, es suficiente con ver que para todo 0 < 7 < 1 se cumple que :

s + Vi /2
P; 0.5 > >1 - - "1
MZ ( - >_ log T

s + /s /2

log T

Es decir, que a = —
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dP;
Como K (P;, Py) es finito para todo j por (2.57), se tiene que P; < Py. Esto implica que ﬁ
0

dP;
casi siempre en la medida P;. Por tanto,
dPg ;
dP; dPy 1 dP; 1
P; I>r) = < - log — > log —
J <dpggj = T) (dP = r> (Og ar, ~ %7
" Tog(l /7_ / ( g8 Po) dP; Desigualdad de Markov
~ Toal 1/T {K K(P;, Po)/2} 2% desigualdad de Pinsker(2.47)
Por otra parte, como f(z) = —/r es una funcién convexa, podemos aplicar la desigualdad de
Jensen, obtener
M M M
le_./fc( Zlf ) > f MEK(P”PO) < —Va (2.59)
j= j= j=

Esto implica que

M a M
AZ;P]. (dcigj >T) = ]\14; (1— W [K(Pj,PO)Jm/K(P Py)/2 D
1o %m .M (K(Pj,PO)JH/K(P],PO)/z)]
1 1 & 1 &
:1—m M;K(Pj,Po)—l-M;\/K(Pj,PO)/Q
log(ll/T) {a* + oz*/2} ’

que es a lo que querfamos llegar.

Teorema 2.5.7 (Teorema Principal de las Cotas Inferiores del Riesgo). Sea M > 2, y sean
00,01, ...,0p elementos de © tales que cumplen:

1. d(6;,6,) >2s>0,Y0< j <k < M;

2. Pj K Py,Vj=0,....M,y
M
Z P;, Py) < alog M (2.60)

con0<a<1/8y P;= Py, para j=0,1,..., M.

Entonces, se tiene que:

inf sup (Pg(d(é,@) > 5)) >
6 6coe

V
B
v

:

[

&
~—~
\%

(2.61)
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Demostracion.

Basta con aplicar el teorema anterior, considerando a, = alog M con o < 1/8:

Doas > SUp ™M 1+a*+ /2
eM =01+ M log T

VM oy + /o /2 . 7
Vil ( + log(1/ VA1) ) ( Considerando 7 = 1/vM )
VM ay + /o /2 B
- <1+ ~Thog(M) ) (log(1/VM) = —1/2log M )
\/M Ol Ol
“ v (s o)
_ VM {9 % 2, log M
C14+VM log M log? M

vV M L9 % 20,
log M log M

Esta cota obtenida es no nula, puesto que M > 2 = log M > log 2, lo que implica que
v M 1_9 o 2«
1+vVM logM \ logM
> VM (1_2a_ /20<> -0
1+vVM log 2

Observacion 2.5.2. El resultado anterior se cumple para cualquier M > 2. Se podria considerar
extendiéndolo al caso M = 1, pero puesto que log(1l) = 0, la tercera hipdtesis implicarfa que
K(Py, Py) = 0. En ese caso, se puede considerar cualquier valor de « en el Teorema 2.5.3. Como

para 0 < o < 1/8
1 1—+/a/2 1-— 2
max (4 exp (—a), 5 o/ ) = : a/

O

1—v/a/2

(puesto que 1/4exp (—a) < 1/4 para o > 0), y —%—— es una funcién decreciente, se cumple que
bajo las mismas hipétesis que el teorema anterior que
1-,0/2 1

< ——F—— = —,
Pe1 > 2 2

Lo dicho en la observacién anterior implica que el teorema anterior se puede extender para M = 1:
Corolario 2.5.8. Sea M > 1,y 6y,61,...,0y € O tales que:
1. d(8;,0;) >2s>0,V0<j< k<M,

2. Pj <<P0,\V/j:0,...,P0,y
1
M <
J
con0<a<1/8y P;= Py, para j=0,1,..., M.

B

K(P;, Py) < alog M (2.62)

Il
-

Entonces, se tiene que:

fnf sup Eq [zp—?dQ(é, 9)} > fuf sup (Pg(d(é, 0) > s)) > cla) > 0, (2.63)
0 60€O 0 0CO
siendo
1/2 si M=1
c(a) == vM 2 (2.64)

1-2a— | — | siM>2
og
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En casos en los que las cotas obtenidas utilizando dos hipotesis no sean satisfactorias, se tendra

que hacer uso de las acotaciones obtenidas en esta seccién. Sin embargo, cabe recordar que las

proposiciones presentadas en esta seccién requieren de una condicién adicional sobre las proba-

bilidades de las hipdtesis seleccionas. Esto implicard que habra que hacer una seleccién meticu-

losa de las hipotesis para cuando se necesite considerar varias, teniendo que escogerlas tales que
M .

= > =1 K(Pj, Po) < alog M ademéds de que d(0;,0;) > 2s.

2.6. Refinamientos: Lema de Fano

Las acotaciones conseguidas a partir de la probabilidad de error minimax ya ofrecen una acotacién
inferior al riesgo minimax que nos permite obtener la tasa 6ptima de convergencia del conjunto.
El Lema de Fano no sélo permitira ajustar mas la acotaciéon obtenida, sino que ademas la cota
obtenida serd sobre la probabilidad de error media, que permitird extender dicha acotacién inferior
obtenida a un modelo mds general en el capitulo final del documento (Seccién 3.4).

Definicién 2.6.1. Sea Fy,..., Py probabilidades sobre el espacio medible (X,.A). Para un test
WX — {1,...,0)} se define la probabilidad del error media p, j, a la media muestra de la
probabilidad de fallo del test:

1 M
Peat(¥) = 3727 2 FilW # )
j=0

y la minima probabilidad de error media p, ,, es

Pear = 01D, 11 (V)

Del mismo modo, se denotard probabilidad media a la siguiente probabilidad en (X, A):

| M
P = P;
MJrljz::0 /

Se puede escribir la probabilidad de error media de cierto test en términos de la esperanza respecto
a la probabilidad media

Proposicién 2.6.1. Sea ¥ una funcién test y Py, ..., Py portabilidades en (X, .A).

Denotando

1 dp;
bj = 1(4;) Y pj'_M—Flﬁ’

se obtiene que

M
Pt (V) =Ep | > bjp;| =Ep | Y pj]
i=0 %o

para cierto jog € {0,..., M}.

Demostracion.
Se denotard A; = {¥ # j}.

A partir de la definicién de p, s, y de la regla de la cadena de la derivada de Radon-Nikodym
(Teorema A.2.2):
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Por una parte, al ser ¥ una funcién inyectiva, se cumple que b; € {0,1} para todo j y que
ZjM:o b; = M. Es decir, existe jo € {0,..., M} aleatorio tal que bj, = 0, y b; = 1 para el resto de
valores.

Por otra parte,

por lo que Zjlvio p; = 1.

Uniendo ambas cosas, se obtiene que
M
D bipi = vy
Jj=0 J#jo

Dando con la igualdad final:

Pt (¥) =Ep | > sl (2.65)
J#Jjo

O

Esto sugiere intentar relacionar la esperanza de (2.65) con la divergencia de Kullback entre las
probabilidades P; y la probabilidad media P.

Para obtener esa relacién, se define la funcién

—zlog(z) — (1 —x)log(l—z) si0<z<1

g(x) :==xzlogM + H(z) siendo H(x):= { .
0 siz=0

(2.66)

Lema 2.6.2. Para todo jo € {0,1,...,M}, v po,p1,-..,pn positivos tales que ZjM:Opj = 1.
Entonces, se cumple que

M
g S pi| == pilogp;,
pr

J#jo

siendo g la funcién definida en (2.66).

Demostracion.

Es suficiente con probar el caso en el que Zj;ﬁjo p; # 0, ya que el otro caso es obvio (g(0) = 0).
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Separando el sumando de jy del sumatorio y operando, se obtiene que:

> pjlogp; = pj,logpj, + Y _ pjlogp;

=0 #3o0
= pj, logpj, + Z p;j |log Z pi | —log Zpi + log (pj)
J#jo L i#jo i#Jo
D;
= Pjo log pj, + Z p; |log Z pi | +log <2]>
i#jo | i#3o i#jo Pi

ptozms + (| (10530, +ijlog<z p)
i#jo £

J#jo J#3jo i#jo

=-H ij + ij Zzpj -log Pi

it i Dikjo Pi

J#jo J#jo J#jo
=-H ij + ij ZQjIOng 5
J#Jjo J#Jo J#Jjo

Dj

donde en la tultima igualdad se ha denotado g; = 27
i#jo Pi

Obsérvese que Zj;ﬁjo g; = 1. Supongamos que g; > 0 para todo j (en caso contrario, se ignoran
los términos nulos para el siguiente paso). Puesto que —log z es una funcién convexa para z > 0,
se puede aplicar la desigualdad de Jensen obteniendo que

qulogqj— qulog 1/q;) > long]/qJ——logM.

J#3jo J#jo J#3jo

Juntando a la igualdad anterior, se obtiene que

ZpJIngJZ ~H DY i |+ Dopi | (FlogM)=—g | > p;

J#jo J#3jo J#jo
M
=g > pi| == pilogp;.
J#jo Jj=0
O
Las proposiciones anteriores permiten obtener este resultado previo al Lema de Fano:
Lema 2.6.3. Sean Py, Py, ..., Py probabilidades en (X, .A4), con M > 1. Siendo
—zlog(z) — (1 —x)log(l —z) si0<zx<1
g@) = rlog M+ M)y H)={ "8~ alogll ma) S0 <w <1
0 siz=0
con g definida en [0, 1], se cumple que
al M
> D, < . .
9(Per) 2 10g(M +1) = 2= > K(P; y Pt < 9771 (2.67)

j=0
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Demostracion.

Por la Proposicién 2.6.1,

T)e,M(\Ij) = Ef Z bl

Jj#jo

siendo
_ L1 adb
iz N1

Ademds, en esa proposiciéon también se demostré que ij\/io p; = 1, lo que implica que se puede
aplicar el lema anterior a los valores pg, p1, ..., pa- Eso, junto con aplicar la desigualdad de Jensen
a g(x) (que es céncava en [0, 1]), para todo test ¥ se obtiene

Al ser P, p; un minimo, existe una sucesién de tests (V)72 tales que p, 5, (V) — P, s cuando
k — oo. La continuidad de g implica que:

M
0 (Pons) = log(M + 1) — —— S K(P,, P).

M
M+1

Ahora solo falta probar que p, 5, <

Considerando el test ¥* = 1:

1
M+1

M
M+1

M
Y PG #1) =

=0

Dens = fgfﬁe,nf(q’) <Pem (V") =

Este lema obtiene una acotacion de p, s, y de manera intrinseca se ha acotado pe as:

Pe,M méx Pj(W # j) < mfpe (V) = De,ns

= inf
U 0<j<M

_ 1 —
> gt (10g(M+1)—M+1K(PjaP)),

siendo g~! la funcién inversa de g en [0, M/(M + 1)], que existe puesto que g es una funcién
continua creciente en dicho intervalo. Ademds, cumple que g(0) =0y g(MLH) =log(M +1).

Esto sugiere obtener acotaciones inferiores de la probabilidad de error (y, por tanto, del riesgo
minimax) a partir de la desigualdad anterior. Solo hace falta considerar unas hipétesis iniciales
para las que las probabilidades Py, ...,Py cumplan que
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M
e

j=0

log(M +1)

para que se pueda considerar la inversa de g.

Una opcidén es escoger las probabilidades de manera que cumplan que

M
1
s > K(P;, Py) < alog M. (2.68)
j=0

Basta con observar que

1 M
K(P;, P,
MJrlj,Z::0 (P;

y, por el Lema 2.6.3, se cumple entonces que

M
9(Pe,nr) = log(M + 1 ZK (2.69)
= Pe.vt = gt (log(M + 1) —alogM). (2.70)

Aunque se haya conseguido una acotacién de la probabilidad del riesgo, ésta no es muy util, debido
a tener que manejar g~ ! (x) para obtener el valor. El Lema de Fano pule ese resultado para obtener
una cota mucho mas manejable:

Lema 2.6.4 (Lema de Fano). Sean Fy,..., Py en (X, A), con M > 2, tales que cumplen que

i

P;, Py) < alog M

para 0 < o < 1.
Entonces, se obtiene la siguiente desigualdad:

log(M + 1) —log2 B

> %
Pe,m =2 pe,M - IOgM
Demostracion.
Bajo esas condiciones, se cumple que:
1 M
9(De,ar) = log(M +1) — > K(P;,Ry).
M+1 =

Puesto que g(z) = xlog M + H(z), y H(x) < 2 para todo z < 2.
Por una parte, por el Lema 2.6.3 se tiene que

M

1
D > log(M +1) — K(P;, Py).
Q(Pe,M) =5 g( ) M1 ; (Pj, Po)

Por la otra, por la definicién de g:
9(Pe, 1) = Pe,pr 1og(M) +H(Pe,r)

Juntando ambas se obtiene:

M
1
De, s log(M) + H (P, py) > log(M +1) — M1 ZK L Py).
7=0
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Despejando p, j, de la desigualdad:

log(M +1) —H(B.p) 1 SitoK(Pj,P)

S _
Pe,nr = log M M+1  logM
- log(M + 1) — log2 W
log M

O
Obsérvese que no se tiene en cuenta el caso M = 1. Esto es debido a que, para M = 1, se obtiene:
Pea > Peq = H '(log(2) — a/2).

Esta acotacién no resulta interesante, puesto que en 2.54, ya se obtuvo una mejor cota bajo las
mismas condiciones:

1
> m4 1
De,1 = MAX (46 , 9

Sin embargo, para el caso en el que se consideran varias hipétesis (M > 2), la acotacién obtenida
es mejor que la obtenida en el Corolario 2.5.8, puesto que

log(M +1) — log 2 VM 9
ogM+1)—log2 VM [,  [2 ) (2.71)
log M 1+vVM log 2

cuando ambas acotaciones se han conseguido bajo las mismas hipdtesis.

Es maés, en el siguiente capitulo, donde se estudie la optimalidad de los estimadores lineales locales,
se utilizard el Lema de Fano, pero no para encontrar la tasa de convergencia éptima (el Corolario
2.5.8 servird para ese propdsito), sino para poder extender los resultados a un modelo de regresién
mas general. Esto serd posible debido a que el Lema de Fano obtiene la acotacién a partir de la
esperanza respecto a la probabilidad media (Seccién 3.4).
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Capitulo 3

Estudio de los estimadores locales
polinomiales

En esta parte se estudiarda cuan buen estimador es el estimador local polinomial, definido en la
Definicion 2.2.4, siendo el objetivo final demostrar que es un estimador 6ptimo en tasa.

Por una parte, se querrd obtener, bajo una clase suficientemente regular, cotas superiores de su
riesgo, viendo cémo la acotacién conseguida es mayor cuanto mayor es la suavidad considerada (el
grado [ del estimador). Esto quedard més reflejado en la seccién 3.2, donde se se comentardn varios
ejemplos de estimacién comparando el estimador Nadaraya-Watson (LP(0)) con el estimador local
lineal (LP(1)).

Por otra parte, para demostrar que el estimador LP(l) sea éptimo en tasa, se tendrd que acotar
inferiormente el riesgo minimax, y que la tasa de acotacién conseguida sea la misma que con la
que sea ha conseguido acotar el riesgo del estimador LP(l). Para obtener esta acotacién, se usard
el Teorema Principal de las Cotas Inferiores (Teorema 2.5.7), siendo la tarea entonces de encontrar
la funciones pardametro que cumplan con las condiciones del teorema.

Estos resultados seran obtenidos bajo el modelo comentado en al final de la Seccién 2.1.2, es decir:

= Los atributos del conjunto de entrenamiento (z;)"_; son unidimensionales y deterministas;
en concreto, se considerard que x; = i/n.

= Existen €, ...¢, variables aleatorias normales A/ (0, 0?) i.i.d tales que

Y, = f(.’L‘Z) + €. (31)

= Los resultados se conseguirdn para las tres funciones de pérdidas consideradas: para la pérdida
puntual (sirviendo los resultados para esta como apoyo para el resto), la pérdida cuadratica,
y la pérdida del supremo.

3.1. Riesgo de los estimadores locales polinomiales

Para acotar el riesgo del estimador LP((), se necesitard poder delimitar el valor de los términos del
polinomio local: esto sugiere considerar una funcién [-veces derivable y con derivada [ + 1 continua
(para que su polinomio local sea su desarrollo de Taylor de orden ) y que tanto la funcién como de
sus derivadas estén acotadas. La clase de Holder 3(L, 3), con [ = | 3] cumple con esos requisitos,
haciendo de ella una excelente opcion sobre clase no paramétrica sobre la que trabajar.

Definicién 3.1.1. Sea L € R y un intervalo I C R. Sea 8 > 0y [ = |3]. La clase de Hélder con
pardmetros L, 8 > 0, denotada por X(L, 3), viene dada por el conjunto de funciones que son [
veces diferenciables, y su [-ésima derivada cumple que, para todo x,y € I,

/(@) = FO )| < Llje )7

51
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Hay que recordar que el estimador local polinomial no siempre es facil de manejar. En la Proposicién
2.2.4 se indica que, mientras que la matriz B,

1 - T — x; (T — T T — x;
B"“”nh;U< P >U< P >K< P >

sea definida positiva, el estimador LP(l) serd un estimador lineal. Ese serd el caso que en que se
quiere trabajar, puesto que es cuando se sabe calcular el valor del estimador. Cuando esto ocurra,
siendo f,, el estimador LP(l), el estimador se puede escribir como

siendo

Wi(z) = ﬁng}U (”ﬁf)K(x_hx) (3.2)

Para obtener una acotacién de LP(l) para esa clase, se tendra que poder acotar sus pesos W,;(z).
Es por ello que serd necesario considerar trabajar bajo ciertas condiciones sobre los W,,;(z) para
garantizar poder trabajar con ellos.

Condiciones 2 (Suposiciones LP). Sean W,,; descritos en (3.2). Las hipGtesis LP sobre la matriz
Bz, €l conjunto de entrenamiento (X;)_,, y el nicleo K son

LP1 Existe un numero real A\g > 0, y ng € N tal que

)\ml'n(B»;g}) > )\O (33)

para todo n > ng. Esto implica que B, sea definida positiva, y que por tanto se pueda
considerar que LP(l) es un estimador lineal por la Proposicién 2.2.4.

Adems4s, como es una matriz simétrica, también se obtiene que
[1Brav|| < [[v][/ Ao (3.4)

Para todo n > ng, z € [0,1] y todo v € R,

LP2 Existe un nimero real ap > 0 tal que, para cualquier intervalo A de [0,1], y todo n € N

% S (s € A) < agméx (mpe(4), 1/n). (3.5)

i=1
Esto significa que los atributos del conjunto de entrenamiento sean suficiente variados dentro

del intervalo donde se trabaja.

Como en el modelo los atributos del conjunto de entrenamiento son deterministas de la forma
x; = i/n, cumplen con esta suposicién para ag = 2, ya que:

= Simpes(A) < 1/n, por como son los atributos, como mucho habria un solo X; pertene-
ciente a A, lo que implica que

S

1 — 1
*EI(l'zEA)S*S
nizl n

= De la misma manera, si £ < mpe(A) < Z para cierto j, como mucho j atributos

n
pertenecerdn a A:

0
< o < 2mprep(A4).
n

o
8
m
B
A
S I
A
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Es decir, la condicién del modelo C1 implica que se cumpla la condicién LP2.

Un caso en el que no se cumpla esta suposicion es si se trabajase con que todos atributos del
conjunto de entrenamiento z; = 1/n. En este caso, serfa imposible obtener una constante ag
que satisfaga el intervalo A = [0,1/n], ya que deberia de depender del tamano del conjunto
de entrenamiento n.

LP3 El nicleo K elegido tiene soporte compacto en [—1,1], y existe una constante K,z < 0o tal
que
K ()] < Kunax (3.6)

Para todo u € R.

Observacién 3.1.1. La hipétesis LP3 restringe a tener que utilizar tinicamente niicleos con soporte
compacto, asi que hay ntcleos, como el nicleo gausiano, que quedan fuera al considerar esta
hipétesis. Sin embargo, es una hipdtesis bastante 1til, puesto que permite reducir las muestras
del conjunto de entrenamiento que se tienen que considerar a sélo aquellas que cumplan que

Las condiciones LP implican las siguientes acotaciones para los pesos W,;:

Teorema 3.1.1. Sea ((z;,Y:))"; el conjunto de entrenamiento, y x € R. Supongamos que se
cumplen las hipdtesis LP. Entonces, las funciones peso W,,; cumplen que

Ch . 2K max
1. sup, , [Whi(z)| < —, siendo C la constante dada por C; = .
’ nh )\0
n . 4Kmaza0
2. > [Whi(z)| < Cy siendo C5 la constante dada por Cy = .
0

3. Wyi(z) =0si |z — x| > h.

Demostracion.

1. Debido a que ||Bpzv|| < ||v]|/Ao (por LP1), usando LP3 y ||U(0)|| = 1:

1 T — x; T — X
J < = —1 3 A
ol < o et (57 (57 )|
1 T — X; T — x;
< K
S |7 () < (5]
Knax T —x; T —x;
< <
<sie o ()1 (P57 = )

Kméx 1+1+L+ +L‘< 2-[{méx
p3 nhg 2% 7 ()? T nhXo’

2. Mediante el mismo razonamiento, usando ahora LP2:

(55

n

n Ko
nz::l |an| < nh;() nz::l

Tr — I;

h

<))

n

2Kmeix
W ;I(m—héxi <z+h)
2I(maﬂxao . 1 4Kméxa0
Zméx@0 9, — | < Zhmaxdo.
Lp2 b O ( ' nh) o
—

3. Como |z — x;| > h, entonces 1 > . Como por LP3 el soporte de la funcién nicleo esta

—x;

contenido en [—1, 1], en esos casos K < ) =0, as{ que Wp;(z) = 0.
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O

Primero se trabajara para obtener el riesgo para la pérdida puntual y cuadrética, para luego
extender los resultados a la pérdida del supremo.

3.1.1. Riesgo para la pérdida cuadratica y distancia puntual.

Sea xp un punto fijo. Como se comenté en la Seccion 2.1.2, el riesgo puntual del estimador fn se
puede descomponer en la parte del sesgo y la parte de la varianza:

2

R(fus0) = (By(Fuleo)) — £(20)) "+ By ((uleo)®) — (Es(fulo))) = sesgod, + %)

Esto sugiere que a la hora de delimitar el riesgo de los estimadores LP se opte por intentar acotar
tanto el sesgo como la varianza por separado.

Antes de hallar una cota del riesgo para la clase de Holder, se va a estudiar qué sucede en la clase
de los polinomios de grado .

Lema 3.1.2. Sea xz € R tal que B,, > 0, y @ un polinomio de grado /. Entonces, si W,; son los
pesos del estimador LP(l) de @, se cumple que:

para cualquier muestra (Xi,..., X, ). En particular,
ZWm(x) =1 y Z(m—Xz)k Whi(z) =0 parak=1,...,1. (3.7)
i=1 i=1

Demostracion.

Como @ es un polinomio de grado menor o igual a [, se cumple la siguiente igualdad

QX = Q) + Q@)e -~ X+ + @ X))

siendo q = (Q(z), Q' ()h, ...,QWRHT.

El estimador LP(l) del polinomio @ sera, por tanto,

n 2
A o , N _ T ZL’—XZ .’E—Xi
- 5 -0 (455 ) 1 (57)

n

=arg min > (a(x) = 0)" B (a(z) —0).

Como B, > 0, el & minimo serd aquel que cumpla que 6,,(x) = q(z), por lo que fn(:c) = Q(x).
Por tanto, como Q(y) := (y — x)¥ es un polinomio de grado I, tenemos que

D (@ = X)) Wailz) = Qu(Xi)Wai(x) = Qula) = (z —2)" =0 (3.8)
i=1
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Es decir, en el caso en el que la funcién a estimar es un polinomio de grado I, la regresién no
paramétrica local polinomial obtendria el valor exacto.

El hecho de que se pueda acotar los pesos del estimador bajo las condiciones LP por el Teorema
3.1.1, hard posible se pueda obtener una cota superior del riesgo en X(L, 3). basdndose en el lema
anterior.

Proposicién 3.1.3. Sea f € X(3,L) en [0,1], y consideramos fn el estimador LP(l) de f, con
I =p] tal que:

1. Se cumplen LP1, LP2 y LP3.

2. Los atributos del modelo z1,...,z, son deterministas (condicién C1).

1
Entonces, para todo g € [0,1], n > ng y h > 2 5€ obtiene
n

beo)| < @h®  o*(wo) < (3.9)

Es decir, el error cuadréatico medio de f, estd acotado por:

@

R(fn,z0) = MSE < @h*® + =

(3.10)

Demostracion.

Como f € X(8, L), es | veces derivable se tiene que

FO(xo + 7(x — x0))
i

(z — xo)"

f(@) = fxo) + f'(wo)(x — w0) +... +

con 0 < 7 < 1. Luego, podemos tratar a f como polinomio de grado [. Esto implica que podemos
aplicar la proposiciéon anterior, obteniendo:

n

b(z0) = B[ fn(z0)] — flz0) = Z E¢[Yi] = f(20)

Il
(]
=
>
S—
|
g
N
)
5
=
N
)

{!

- z”: SO (o + 7i(wo — ) — fD(w0)

T |$0 - $i|l Wm’(iﬂo)

B—l .
|zo — 23] Whi(zo)

S i L [(1‘0 + TZ(IO;xl)) — Io}

n

Lz — $i|6
<= Z #Wni(‘xO)
i=1

con 0 < 7; <1, donde en la desigualdad final se ha utilizado que f € 3(5, L).

Ahora, al cumplirse las condiciones LP, obtenemos la siguiente acotacién de b(xg):
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n L|l‘0 — l‘z|ﬁ
[b(o)| < *Wm(%)
i=1 '

— |zo — z|”
= LZ %Wm(’lﬁQ)[ﬂmo — l‘il S h)
=1

Ly LC
—Whi(zo) < TZhﬂ =qh?,

= ]
LP2 — I

donde se han aplicado LP2 y el lema 3.1.1.

Una vez acotado el sesgo, falta acotar o(zg).

Utilizando nuevamente el Lema 3.1.1:

i=1 i=1

n 2 n
o*(xo) = E (Z €¢Wm‘($o)> - Z (Wni(mo))Q E(e?)

n
< 02 SUD (Wi ()] Y Wi (o)
ne i=1

0'2 0102 7q72

< max _
31,1 nh nh

Por tanto, al haber conseguido acotar tanto el sesgo como la varianza, se ha acotado el error
cuadratico medio:

MSE < @h?° + % (3.11)

O

Esa tltima desigualdad nos da una cota superior del riesgo obtenido a través estimadores locales
polinomiales par ala pérdida puntual. Esta acotacién depende del ancho de banda h,,, lo implica
que se puede optimizar escogiendo un ancho de banda h,, determinado.

Considerando 6(h) = ¢?h?® + q—z, en la proposicién anterior se ha hallado que MSE < §(h,,),
n

para todo valor de h. Esa cota superior depende del ancho de banda escogido, por lo que se puede
obtener un menor riesgo escogiendo el ancho de banda que optimiza §(h,,).

Calculando el minimo de ¢ de la manera habitual (derivando y despejando), se obtiene que el ancho
de banda que minimiza el riesgo de los estimadores locales polinomiales es:

1
. @ 7T
h, = n~ 2B+1 . 3.12

(2561?) (312

En estas graficas se puede observar como el escoger un ancho de banda 6ptimo o no a la hora de
calcular el estimador influye en su su rendimiento:
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Valores obtenidos

20
N

1.0

0.0

-1.0

Valores obtenidos Valores obtenidos

0.0 0.5 1.0 15 20 0.0 0.5 1.0 15 20

Figura 3.1: Comparacién de las estimaciones obtenidas escogiendo distintos anchos de banda, a
partir de una muestra generada de la misma forma que la de la Figura 2.2.

Arriba: h = 0,8 (el més cercano al ancho de banda éptimo).

Izquierda: h = 0,6

Derecha: h =1

Escogiendo el ancho de banda éptimo, se obtiene por tanto el siguiente corolario, que da una
acotacion superior al riesgo tanto para la pérdida puntual como para la pérdida cuadratica.

Corolario 3.1.4. Sea f € X(3, L) en [0, 1], y consideramos f,, el estimador LP(1) de f, conl = | 3]
tal que:

1. Se cumplen las condiciones C del modelo.
2. Se dan las condiciones LP.

Si el ancho de banda escogido es de la forma h = h, = an™ 2ffl+1, con « siendo una constante
positiva, existe C' > 0 tal que

limsup sup  sup Ej [w;2|fn(xo) — f(zo)*| £C < o0, (3.13)
n—oo  feX(B,L) zo€(0,1]
siendo ¥, = nf% la tasa de convergencia.

Esto ademas implica que se cumpla:

limsup sup Ey [1/}772”]?“ - ng} <C< oo (3.14)
n—oo  fex(B,L)

Demostracion.

La acotacién en (3.13) se obtiene a partir de la proposicién anterior, a partir de la desigualdad
(3.11) para el ancho de banda éptimo. Partiendo de ella, se tiene que, para n suficientemente
grande:

sup sup E; {w;2|fn(x0) — f(wo)ﬂ <C'=C+e< oo,
fex(B,L) zo€[0,1]

luego
By [0 /(@) - f@)F] < €

By [Ifale) - f@)P?] <
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para todo f € X(8,L) y z € [0,1].

— B =B |[F - 1] < sw By (f@) - 1(@) (3.15)

Ademas, se cumple que, para todo xg

B [7 1. <Es (/f<sc> - f() dsc) <E; (/ sup (@) - f(a) dw)

x€[0,1]

=Ey ( sup f(z) — f(@) <Ey (f(%) - f(wo)) .

x€(0,1]
Por la desigualdad (3.15), se tiene que

B 71| < s By (fi@) - ri). (3.16)

xe[0,1]

Esto implica que se puede extrapolar la cota del riesgo puntual al riesgo cuadratico:

lmsup sup By [6;2f — fI3] < €' < o0
n—oo  feX(p,L)

O

Recordemos que para llegar a esta acotacién hay que comprobar que se cumplan las hipdtesis LP. A
la hora de aplicarlo a nuestro modelo de regresiéon, se tiene que ver que cuales de esas condiciones
esas condiciones estdn cubiertas por las propias condiciones del modelo, y cudles en cambio, se
necesitan considerar como condiciones adicionales.

El mayor problema se encuentra al tratar con la condicién LP1 (ya que la condicién C1 implica que
se cumple LP2) y la condicién LP3 simplemente restringe la funcién nicleo con la que trabajar).
La suposicién LP1 depende de la matriz B, ((2.23)). Dicha matriz depende tanto de n como de
x, haciendo que en un principio se tenga que comprobar que se cumpla LP1 para cada valor de x
(o m) distinto.

Por la convergencia de las sumas parciales a la integral, podemos considerar que para n suficien-
temente grande, B,,, se acerca a la matriz

B= /U(u)UT(u)K(u) du, (3.17)

que es independientes de n y z, por lo que es mas cémoda de utilizar.

Lema 3.1.5. Sea un ntcleo K : R — [0,00) con medida de Lebesgue positiva (puesto que K ees
una funcién de desidad, implica que mrep({u : K(u) > 0}) > 0). Entonces, la matriz B es definida
positiva.

Demostracion.

Es suficiente con probar que, para todo v € R™! no nulo se cumpla que " Bv > 0, pero eso se
cumple al ser B definida positiva,

/ (UTU(U))2 K(u)du > 0.

Si existiese v no nulo tal que v"Bv = 0, por el Teorema de la anulacién de la integral, tenemos
que v"U(u) = 0 para casi todo v € {u : K(u) > 0}. Sin embargo, puesto que sabemos que
f(u) = v'U(u) es un polinomio de grado < I, vI'U(u) = 0 s6lo un nimero finito de veces, lo que
lleva a un absurdo con lo dicho anteriormente. O
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Utilizando este lema, podemos dar unas condiciones habituales para las cuales la suposiciéon LP1
se da, sin que dependa de B,,; (y, por tanto, de los valores de n y x):

Lema 3.1.6. Supongamos que existe un Ky >0y A > 0 tal que
K(u) > Kmim I(Ju| < A) Vu €R,

y que los atributos del conjunto de entrenamiento sean x; = i/n parai=1,...,n. Sea (h, )2, =h
una sucesién que satisface:

h, =0 vy mnh, — oo, (3.18)

para n — o0.

Entonces, la suposicién LP1 se cumple.

Demostracion.
Veamos que
inf VTBna:V > Amin
Ivil=1

para n suficientemente grande, lo que implicard que se cumple la hipétesis LP1.

Por hipétesis, se sabe que (denotando z; = #5%):

Observemos que, puesto que x; =

1 T 1 1 1—=
Zl:%—ES%» % TA-1T np = T > 0.
= Siz < 1-—Ah, entonces z, > h = A, lo que implica que z1, ..., z, es una red de puntos que

recubre [0, A] con una distancia entre ellos de 1/nh. Como nh — oo, la suma de Riemann
converge a la integral:

1 < o7
—_ < < <
nhgv U(2:)°1 (|zi] < A) nhz U(2:))°T(0< z; <A)
A
M—°°>/ vTU(2))%dz
0

s Sixz >1— Ah, z1 < —A para n suficientemente grande. Por el mismo razonamiento que en
el caso anterior, pero considerando valores negativos:

n

1
vT <A)> — TU )T (~A <z <
nhz U(z:))°1 (|z:] < A) — Z(v U(z;))*I (—A <z <0)

i=1
0
o, / vTU(2))%dz.
-A
Ambas convergencias son uniformes en {||v|| = 1}, puesto que U (u) = (1,u,u?, ..., u!/INT, asf que

(vI'U(2))?, es un polinomio de grado .
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o0

Por el lema anterior, esto implica que, si (h,)$2; cumple las convergencias de 3.18,

lvil=1 2 lIvil=1 Ivil=1/_A

) A 0
inf vIB,,v > Ko ml’n{ inf / (vT'U(2))%dz, inf / (VTU(Z))de}
0

para n suficientemente grande. Aplicando el lema anterior, tenemos que B serd una matriz definida
positiva, debido a que, considerando K;(u) = I(0 <u < A)y Ko(u) = I(—A < u < 0), ambas lo
son. Es decir, la hipdtesis LP1 se cumple.

O

W 1

El ancho de banda éptimo obtenido en 3.12 es h, = (222% n~ 2FF1 | que cumple con las
hipétesis del lema anterior. Esto implica que escogiendo el ancho de banda 6ptimo se dan las

hipétesis LP (y que, por tanto, se cumple el resultado 3.1.4) para nuestro modelo, considerando
un ancho de banda y un ntcleo determinados:

Corolario 3.1.7. Sea una funcién f € X(8,L) en [0,1], con 8 > 0,y L > 0. Sea fn €l estimador
LP(l) de f, siendo | = |3]. Supongamos ademds que se cumple:

)
1. Se trabaja bajo las condiciones C del modelo; es decir, los atributos son x; = —y las variables
n

aleatorias ¢;! son independientes entre si, y satisfacen, para todo i =1,...,n:
E(e;) =0 E() <02, <o

2. Existen K > 0, A >0y K,e < 00 constantes tales que:

KpinI(Ju] < A) < K(u) < KpaoI(Ju| < 1) Vu e R

3. El ancho de banda escogido es de la forma h,, = om_TlJrl, siendo a > 0.

Entonces, el estimador fn satisface el Corolario 3.1.4 . En concreto, el riesgo de fn estd acotado
para la perdida cuadratica y la puntual:

—2 N
limsup sup Ey [(n_ﬂﬁ“) | fn(x0) — f(xo)ﬂ <C< oo Vzo € [0, 1].
n—oo  fex(B,L)

8 -2
limsup sup Ey [(nw“) I fr — f|§} < C < oo0.
n—oo  feX(B,L)

Demostracion.

Por el lema anterior anterior, bajo las hipdtesis de este corolario se cumplen las hipdtesis del
Corolario 3.1.4, obteniendo el resultado deseado.

O

3.1.2. Riesgo para la pérdida del supremo

Hasta ahora, se ha considerado la pérdida cuadratica para el riesgo. En el modelo, también se
considera como posible funcién de pérdida la pérdida del supremo. Es decir, aquella cuyo riesgo es:

R(fn) =By (Hf — Jn ;) . (3.19)

Para poder obtener una acotacién para esta distancia a partir de la acotacién ya obtenida, es
importante considerar el siguiente resultado [3, Cor. 1.3]:

1Para este resultado no es necesario que los errores €; sean normales, ni que tengan la misma varianza.
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Lema 3.1.8. Sean ju, ..., p1p variables aleatorias tales que maxi << Elexp (aou?)] < CoM para
ciertas constantes M,ay > 0y Cy < co. Entonces, se cumple que

E[ méx ;ﬁ.] < ailog(COM). (3.20)
0

1<<M

En caso de que u1, ..., ups variables sean variables gausianas, la desigualdad es

B | mi, | < ddo lou(vEMa)

1<<M

Teorema 3.1.9. Sea f € X(5,L) en [0,1],y f, su correspondiente estimador LP de orden [ = 18],
escogiendo de ancho de banda

para cierto «. Ademads, suponemos que:

(a) El modelo de regresiéon cumple las condiciones C.
(b) Se cumplen las suposiciones LP.

(¢) El ntcleo K es una funcién lipschziana.

Entonces, existe una constante C' < oo tal que

limsup sup E; {wgngn — f||§o} <C, (3.21)
n—oo  fex(B,L)
siendo .
1 3BT
b = (Og”) : (3.22)
n
Demostracion.

Por brevedad, se denotaran E = Ey, y b(xo) = Ef[fn(20)] — f(z0).
Usando las acotaciones anteriores de la Proposicién 3.1.3 (las usadas para estudiar el riesgo asociado
a la pérdida cuadrética), y aplicando la desigualdad triangular

N “ N “ 2
Ellfn = fIZ S E [ fa = EG)lloc + IE(f) = <]

~ N N 2
<E2llf0 = E(fu)lloo] E [21F = Bl
2
< 2B fu — B(fu) % +2 ( sup |b<x>|>
z€[0,1]

< 2E||fn - E(fn)”go + 2‘]%]%216'

De la misma manera que en la Proposicion 3.1.3, esto acota la parte del sesgo. Solo falta entonces
delimitar el término asociado a la varianza.

Considerando que el estimador fn es un estimador lineal ( fn(x) =>r, Yin):

Ean _Eango =E [ sup
z€]0,1]

ful) ~ E [ (o) ﬂ

=E | sup
z€[0,1]

Z Gin(l‘)

i=1
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Para agilizar la notacién, se denotaran S;(z) y A a:

n

> Wail)|.

i=1

Si(z) ::U<x_hxi>K<xzxi> y A:= sup
z€[0,1]

Al darse LP1, se cumple que:

n

=1

n

i=1

n

i=1

1
) LP1 Aonh

2

Fijamos M = n?, y consideramos los puntos fijos z; = j/M. Se pueden utilizar los valores z; para
" pivotar” y acotar considerando el superior entre los x con menos de 1/M de distancia a entre ellos
por lo dicho anteriormente:

n

i=1

A<

sup
onh z€[0,1]

2

sup Zéz(&(ﬂ?) — Si(z"))

zx":lz—2'|<1/M || ;21

< 1
— Aonh <1<3<M )

Por otra parte, al ser Ky U (al ser polinomial) lipschzianas, y el soporte de K estar contenido en
[—1,1] (por LP3), existe L tal que

U () K (u) = U)K ()] = [|S(u) = S| < Llu— ], Vu,u’ € R

por lo que

sup €i(Si(x) — Si(2))
' |lx—a’|<1/M Zl

-
=1

2

Entonces, podemos acotar el cuadrado de A por

1 2
2 < ,
A< ()\Onh> (&}iﬁ

1 n
— Z EiSi(ZL'j
| vnh =

n

Z €5 (75)

=1

A 2
L n
+ Mh ; |€z|>
’ 212 - ’
| v (Zki')

i=1

2 .
— max
= Mnh |1<i<M

2

~ 2
212 .
ok 1285, 00|+ sy (Z') -

Con

1 n
= = > eSi(x;).

=1

Ahora, por la linealidad de la esperanza:

. N 2 Z
_ 2 _ 42

Por una parte, al ser ¢; variables gausianas i.i.d con varianza o < 0o, y que se habfa fijado M = n?:
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2
1 " E(e?) o? 1
e (Z '62") < 3ent = gt =\ ) (3.24)

i=1

Por otro lado, p; son variables centradas (al serlo €;). Mediante el mismo razonamiento que el
usado en la demostracién del Lema 3.1.1:

n

E[]lu51%] Z

SR

AR a0 o ZI (lz — 245 < h)

1
< 4K? 2, — | =gqs.
LP2 maxae aon max < nh) qs3

Como €; son variables aleatorias normales, por el Lema 3.1.8 del inicio de la seccién:

E [méx [|p;]|*] = O(log M) = O(logn®) = O(logn) cuando n — oo (3.25)

Con esto, ya tenemos la cota para el primer término:

o ~ 1
E|lfn — Efall% < B8
nh

Juntandolo con la cota lograda anteriormente para la parte asociada a la varianza, obtenemos
finalmente una acotacién del riesgo:

P 1
SElf - £l < B22 20807,
n

Derivando y despejando como en (3.12), obtenemos que si se considera

1 1
1 2551 1 25T
h, = ( 4 Og”) . ( 0g”> , (3.26)

28¢7 n n

se minimiza el riesgo respecto al ancho de banda.

De manera similar al Corolario 3.1.4, esto implica que se tiene que existe una constante C' > 0 tal

que
-3
, logn\ 2F+F1
limsup sup Ey ( ) I — FlI% (3.27)
n—oo  fex(p,L) n
que es lo que queriamos probar.
O

Observacion 3.1.2. Este teorema implica que la tasa de convergencia v,, que obtenemos de los
estimadores polinomiales no paramétricos para la pérdida del supremo es mayor que la obtenida
para la pérdida cuadrética, ya que tiene un factor logn que ralentiza la convergencia. Sin embargo,
a nivel préctico a veces convendra utilizar la pérdida del supremo, al ser més facil de calcular.
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Tanto este resultado como el andlogo para la pérdida cuadrética ofrecen una acotacién superior al
riesgo del estimador LP(1) siempre y cuando se escoja el ancho de banda éptimo en cada caso. en
concreto, se ha obtenidos que para todo f € X(L, ), el estimador LP(I) cumple que

R =5 i 1], < =
y
R(f):Ef‘fn_inOS ng

n 2B8+1
logn

Esta acotacién del riesgo obtenida es mejor para mayores grados del polinomio de estimacién
(lo que tiene sentido, al anadir mayor suavidad y complejidad). Mientras que la acotacién (para
la pérdida cuadrética) del estimador Nadaraya-Watson (LP(0)) es una constante, para LP(1)
es % (luego el riesgo decrece con un mayor conjunto de entrenamiento). En el caso idilico de
utilizar un polinomio local de grado infinito, se lograria incluso a obtener una tasa de convergencia
inversamente proporcional al tamano del conjunto de entrenamiento utilizado (%)

Esto se ilustrard en la siguiente seccién en el estudio de aplicacién de los estimadores LP(l) sobre
unos ejemplos, que ayudardn a comprender varios detalles y caracteristicas de estos estimadores
que se han estado mencionando a lo largo de este a seccién.

3.2. Comparacion de los estimadores locales polinomiales
de distintos grados

En este apartado, se pondra de manifiesto la diferencia entre utilizar distintos estimadores locales,
y cémo su eficacia variard segin la funcidon que se quiera estimar. En concreto, se analizard la
diferencia entre utilizar el estimador Nadaraya-Watson (que es LP(0)), a usar un estimador LP(1),
a veces llamado estimador lineal local .

Para ello, se comparara la estimacién conseguida con ambos estimadores, a partir de un conjunto
de entrenamiento generado de manera uniforme de 200 elementos en el intervalo I = [0,10], a las
que a las etiquetas se les ha imbuido un error € de varianza 0, 2.

Como se comenté a la hora de acotar el riesgo, la elecciéon de uno u otro ancho de banda afectara
al riesgo del estimador. En concreto, como aparece, en la ecuaciones (3.12) y (3.26), el ancho de
banda 6ptimo seria, en cada caso,

1 1
g2 P 1 ( q3 logn> 2ot
hy, = n~ 25+1 Y h, = .
" <ZﬁQ%> " 28¢7 n

Sin embargo, las constantes g1, g2 ¥y ¢q3 dependen de constantes desconocidas fuera de un entorno
tedrico, como la varianza de los errores ¢;, o la constante L de la clase de Holder X(L, 8) a la que
pertenece la funcién a estimar. Esto sugiere que, en los supuestos practicos como este, se estime el
ancho de banda utilizado. Un método para obtener una buena estimacién es mediante el método
de la validacién cruzada (ver Seccién A.1 del Apéndice).

Las funciones que se considerardn poseen ciertas caracteristicas que sera interesante ver cémo el
estimador se comporta frente a ellas, como el poseer un polinomio local de grado infinito o el no
ser derivable en ciertos puntos. Las funciones a estimar van a ser:

f(x) = 2 — 1(funcién cuyo desarrollo de Taylor es un polinomio local de segundo grado).
Este primer ejemplo ya pone de manifiesto la mejoria en la estimaciéon conseguida al con-

siderar estimadores locales polinomiales de mayor grado, siendo los valores optindos por el
estimador local polinomial (PE) mucho mds regulares a simple vista.



3.2. COMPARACION DE LOS ESTIMADORES LOCALES POLINOMIALES DE DISTINTOS GRADOS65

Valores obtenidos con NW Valores obtenidos con PE
8 o % P
3 4 3 4 P
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X X
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Figura 3.2: Estimaciones de la funcién f(z) = 22 — 1.

La funcién a estimar es un polinomio de segundo grado, lo que implica que el polinomio local
de f de grado 2 seria su desarrollo de Taylor:

f(x) =23 — 1+ 2x0(z — x0) + (x — 20)>.

Para el estimador lineal local, hay que considerar el polinomio local de grado 1. Es decir, el
tinico término que no se considerard a la hora de estimar es (z — x¢)?, que serd pequefio.
Sin embargo, para el estimador Nadaraya-Watson, tampoco se considera 2z(z — xp). Esto
provoca que el error cometido con el estimador de Nadaraya Watson (denotado NW) sea
mayor, acentudndose un poco para mayores valores de x.

Errores cometidos Errores cometidos
— Ermror NW
o | — Emor PE g
- g 4
o
a | b=y
- - O
o
o™
w (=]
o 7 o -
=
o
o S
S S
T T T T o T T T T
2 4 6 8 2 4 6 8
X X

Figura 3.3: Comparacién de los errores obtenidos con cada estimador para f(z) = 22 — 1.

Ademds, en la grafica anterior se muestra también que hay cierta variabilidad del error a lo
largo del intervalo. Esta variabilidad es debida a la mayor o menor cantidad de atributos del
conjunto de entrenamiento cercanos al valor a estimar, poniendo en manifiesto el por qué
para acotar el riesgo de estos estimadores se es necesaria la hipdtesis LP2.

f(x) = sin(a?)
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En este caso, se va a estimar una funcién cuyo desarrollo de Taylor tiene infinitos términos:

2(cos(xg) — o3 sin(xd))
2

2(cos(zg) — 23 sin(x3))
2

f(z) = sin(x3) + 22 cos(x3)(x — x0) + (x —m0)* + ...

= f(x) = sin(z3) + 2w cos(x3) (z — o) + (z — m0)% + O(2?),

por lo que para ambos estimadores, al igual que le sucedia al estimador NW en el ejem-
plo anterior,los polinomios locales que utilizaran los estimadores no contemplaran todos los
términos del desarrollo de Taylor de la funcién.

Valores obtenidos con NW

Valores obtenidos con PE

AR <% A b
-2 \/' \1[\11 h‘lﬁ !!JI :- \/1 H\!w RILW !!“

Figura 3.4: Estimaciones de la funcién f(x) = sin(z?)

Como se puede observar, en f(x) = sin(x?), cuanto mayor es el valor de z, mas ”estrecha”
serd la onda, lo que implica que en cada periodo de la onda las derivadas serdan cada vez
mayores, siendo entonces mayor el error cometido por los estimadores cuanto mayor sea el
valor del que estimar la etiqueta.

De la misma manera, en esos mismos valores es donde también se nota la diferencia entre
utilizar un estimador u otro, ya que el error cometido por el PE (Polinomial Estimator) es
menor al considerar la derivada local.

Errores cometidos

— Error NW
— Emor PE
wn |
o
. 2
w |
(e ]
o |
e I I I I
2 4 6 8
X

Figura 3.5: Errores cometidos al estimar la funcién f(z) = sin(z?)

f(x) = log(x) (funcién con asintota vertical).
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En el andlisis de datos y la estadistica en general, es bastante comiin encontrar relaciones
logaritmicas. Por ello, otra funcién interesante para analizar las estimaciones es f(z) =
log(z). Con los resultados conseguidos para ambos estimadores, nuevamente queda reflejada
la dificultad que tiene el estimador NW al estimar con modelos cuya distribucion no sea muy
uniforme.

Valores obtenidos con NW Valores obtenidos con PE

prtntf o

ameEEEE
et ﬂﬁ,‘u’
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ﬁ W Estimaciones NW B Estimaciones PE
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r T T T T T T T T T
0 2 4 ] 8 0 2 4 ] 8

X X

Figura 3.6: Estimaciones de la funcién f(z) = logx

Por otra parte, es muy interesante observar la gréafica de los errores obtenidos por ambos
estimadores, puesto que ambos se disparan cerca del 0 (donde se encuentra la asintota) 2:

Errores cometidos Errores cometidos
IS g g
o —— Ermror NW o —— Ermror NW
— ErmorPE 4 — ErmorPE
w
-7 2
o
- 2 -
o
g
w 2
o
o g
< T T T T T o T T T T T
0 2 4 6 8 0 2 4 6 8
X X
Figura 3.7: Estimaciones de la funcién f(z) = logz para ambos estimadores. A la izquierda,

visualizando el aumento del error para el valor méas cercano a 0 (z = 0,01); a la izquierda obviando
ese valor.

Se puede observar que en ambos casos el error se dispara para valores cercanos a z = 0 (de
varios érdenes de magnitud en ambos casos), pero es més leve para el caso de LP(1). Este
crecimiento ya que la funcién f es de Holder en [e, 10], pero no en [0, 10]. Cuanto el valor de
x sea més cercano a 0, la constante L serd mayor, aumentando la cota del error.

f(x) = |& — 5| (funcién no derivable en ciertos puntos).

Por ultimo, se va a presentar cémo a los estimadores les afecta los puntos singulares. Para
ello, se va a considerar la funcién f(z) = |z — 5|, que no es derivable en z = 5.

2Por eso mismo motivo, para realizar estas estimaciones el primer valor estimado no ha sido = 0, sino z = 0,01
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Valores obtenidos con NW Valores obtenidos con PE
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Figura 3.8: Estimaciones de la funcién f(z) = |z — 5|
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Figura 3.9: Errores de la funcién f(z) = |z — 5|

Para valores cercanos a x = 5 (donde f no es derivable, pero sf lineal) se puede apreciar que
la estimacion polinomial se curva, puesto intenta estimarla por una funcién derivable. Esto
produce que en puntos cercanos a 5 el error del estimador polinomial sea bastante mayor de
lo habitual. Sin considerar el valor puntual de x = 5, en el resto de su dominio f si es de
Holder de grado 1, y por ello ahi el estimador lineal local funciona bien, obteniendo errores
similares a los obtenidos para f(z) = 2% — 1.

Estos ejemplos muestran cémo, a pesar de que su tiempo de computacién es mayor al estimador
NW, el rendimiento de los estimadores locales polinomiales es bastante superior, haciendo que
merezca la pena el coste computacional que suponen. La eleccion del grado [ del estimador a con-
siderar dependera de cuanto coste computacional se esta dispuesto a aceptar, ya que el estimador
LP(l) requiere de la inversién de la matriz B,,,, una matriz de dimensién I + 1.

En esta seccion, se ha estado comparando cémo el rendimiento del estimador polinomial mejora
cuando aumenta el grado [ elegido; implicando que el trabajar sobre una clase de Holder 3(L, 8) de
mayor orden aumentars la efectividad de la estimacién (a costa del rendimiento computacional).

Tras haber dejado clara la eficiencia de los estimadores polinomiales loclaes, el siguiente paso
entonces serd saber si estos estimadores de f son los mejores posibles trabajando en las clases de
Holder, para lo que se tendra que aplicar la Teoria Minimax presentada en la Seccién 2.3, y las
acotaciones obtenidas en la Seccion 2.5.
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3.3. Optimalidad de los estimadores LP(l).

El dltimo punto a tratar sobre los estimadores locales polinomiales es ver que son éptimos en tasa
en la clase de Holder en el modelo estudiado.

Como se coment6 en 2.3, puesto que en la Seccién 3.1 ya se ha demostrado que los estimadores

LP(l) cumplen que

sup By [(fu )] < Cu, (3.28)
res(L,p)

logn \ 28+1
n

8
para cierta sucesién (¢,,)22; (1, = n~ 25+1 para la pérdida puntual /cuadrética, y ¢, =

para la pérdida del supremo), para demostrar que son estimadores éptimos en tasa en 3(L, ) (y, a
la vez, que (1,)%2 es la tasa de convergencia Gptima), es suficiente con demostrar que se cumple
la siguiente desigualdad:

lim inf 4, 2E [cﬁ( Fos f)] > c. (3.29)

Para dar con ella, se utilizard el Teorema Principal de las Cotas Inferiores® (2.5.7), pasando entonces
a ser el objetivo de la seccién el encontrar las funciones hipétesis dentro de (L, 8) que cumplan
las condiciones del problema, y asi obtener nuestro objetivo.

3.3.1. Estimadores 6ptimos puntuales en la clase de Holder

Primero, se considerard la distancia entre la hipétesis y el estimador en un punto fijo xy. Es decir,
se trabajard como pseudodistancia dentro del modelo estadistico la asociada a la pérdida puntual,
para luego extenderlo a la pérdida cuadratica y a la del supremo.

El objetivo serd entonces obtener una cota del riesgo minimax en (©,d), siendo © = X(8,L), y
considerando la distancia d(f, g) = |f(z¢) — g(x0)| para el punto fijo zq € [0, 1].

Por lo comentado anteriormente, para ver que LP(l) es 6ptimo en tasa, basta con demostrar que
el riesgo minimax R} de (X(LS), d) estd acotado inferiormente por la misma tasa de convergencia;
es decir, existe ¢ > 0 tal que:

lim inf ¢, *RY > ¢, (3.30)

n—oo

ya que mediante esa desigualdad se demostrara que la tasa de convergencia del estimador polino-
mial, (¢,)22 yes, la tasa de convergencia Gptima.

El Teorema 2.3.1 indica que si existen fo,, fi, € X(L, 8) tales que d(fon, fin) = 2s que cumplen

inf  mix  Pr(|Tn(zo) — fx0)] >8) > >0, 3.31
pf i P(Ta(e) ~ S0 2 5) 2 331

siendo s = A, (para cierta constante A > 0), entonces por el Teorema 2.3.1 se cumplird que

inf sup Ej [d2(Tn7f)] > 0/1/)72m
Tn fes(L,B)

dando la cota inferior requerida, obteniendo asi que en (X(L,3),d) el estimador LP(l) es éptimo
en tasa.

Para ello, se tendrd que encontrar ciertas funciones hipédtesis fo, v fin tales que d(fon, fin) > 2s
con las que se pueda obtener una acotacion suficientemente buena. Para ello, se consideraran como
hipétesis

fon(@) =0 y funlw) = LW K (“””;”EO) (3:32)

n

3Se podria utilizar de igual maner el Lema de Fano 2.6.4 para este cometido.
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. 1 . .z .
siendo h, = con~ 28+1, y K siendo una funcién que satisface*:

K e ¥(8,1/2) N C*(R) Yy Ku)>0<sue (-1/2,1/2). (3.33)

Para la demostracion, se utilizara el Teorema 2.5.3, a partir de la divergencia de Kullback. Esto
implica que Py y P; tienen que cumplir que K (P, P1) < 0o, por lo que se necesitard un lema
anterior:

Lema 3.3.1. Sean

fon(@) =0 y Fin(@) = LK (t“"O) |

Entonces, considerando @ = L2K?2, nh?f*!, las probabilidades P; = L(Y1,...,Yy|fin) cumplen

max

que K(Py, P1) < a < oo bajo las condiciones C.

Demostracion.

Como P; es la funcién de distribucién de Yi,...,Y, para f = fj,, implica que su funcién de
densidad cumple que, denotando p. a la funcién de densidad de la variable aleatoria del error e:

pj (uh Hps f]n 1)) (334)
para j =0, 1.

Cuando h,, = COBTF 2ﬁ1+1, nh, — o0; por lo que existe un ny (que depende de los valores que
conforta h: co, L, B, Kmax, vo (vo es la constante que acota)), tal que para todo n > ng, se cumple
que nh, > 1y thLKméx < vg.

Puesto que se considera que los errores €; siguen una distribucién normal A'(0, o) (por la condicién
C2 del Modelo), se cumple que

[ petunog 2L du— - [ ptonpuct vy dut [ pu)togptu)du

o o?+(0-0v)? 1
= 1 —_ - S — = 2 2. .
85 + 202 2~ " / (3:35)

Con esa desigualdad, la divergencia de Kullback entre las medidas producto Py y P; (por lo que
utilizando la Proposicién 2.4.6) cumple:

R N /IOnge L Gy LLpewdud
N - pe—@)
B Z/logl:[ pe(y - fln(xi»ps(y)dy
1 2 Logopx— o2 (%%
(33-,)5;]“1”(“):# hnﬁZK (=)

1
< L2h25K2 I =
—_ max Z —_ 2

(3.33) 2

< 2L2hQﬁK§wx

LP2

 Lta i

ap max(nhy, 1)

max

4En A.3.1 estd demostrada la existencia de una funcién que cumple dichas caracteristicas
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Puesto que la condicién C2 implica la condicién LP2 para ag = 2, la acotacion finalmente obtenida
es

K(Py, P1) < L*K2,nh? " = a.

max
O

Teorema 3.3.2. Sean 3y L > 0. Bajo las condiciones C, para todo zg € [0, 1], t > 0, se cumple:

liminfinf sup Py (n%m(xo) ~ f(zo)| = tB/7+> > Vy(et), (3.36)
n—oo Ty, fex(B,L)
siendo T,, los estimadores escogidos y Vp(x) := méx <1/4 e ", 1_2x/2> . Ademsés, ¢ > 0 solo

depende de 3, L y ag. También

liminfinf sup E; [nﬁ Ty, (x0) — f(xo)ﬂ > e >0, (3.37)
n—oo T, fex(B,L)

donde ¢; también solo depende de 3, L y aqg.

Demostracion.

Si se encuentran dos hipdtesis fon v fin tales que f;, € (5, L), que cumplan que d( fon, fin) > 2s,
por el Teorema 2.3.1, significard que

liminfinf sup Py (n%ﬁn(xo) — f(=zo)| > t2ﬁﬁ+1)
nee Tn fex(sL)

>liminfinf sup Py (nw/%ﬁn(xo) — f(mo)| > t2ﬁﬁ+l).
720 Tn fe{fon,fin}

El objetivo serd encontrar una acotacién para la iltima expresion.

Veamos que las funciones hip6tesis definidas en (3.32) cumplen esas condiciones:

fon(2) =0 y Fnte) = D3 (10,

n

se cumplen .

1. fjn S E(ﬁ,L)
Primero, es obvio que fo, =0 € X(8, L) .

Por otra parte, la [-ésima derivada de f1,, (siendo I = |3]) es:

() B—1y-(1) z Lo
x) = Lh K —_— | .

n

Veamos que para cualquier [, fl(Q cumple la condicién de Holder, lo que implica que fi, €

(8, L):
/!
KO (T %0\ _ o (2 %o
( b, ho,

1 _ ! fB_l
<o (55) - (5)

l l _
f)(x) — (2" = Lhg !

donde se ha utilizado que K cumple la condicién de Holder (eligiendo K como en lo dicho
en la Proposicién A.3.1). Por tanto, fon, fin € X(8, L) en [0, 1].
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2. d(fon, fin) = 25

d(fin, fon) = [fin(z0) = fon(x0)| = | f1n(z0)| =
= LhPK (0) = Ll K (0) n= 297,

s
Por tanto, si consideramos s = A, := %chK (0)n™27+1 | lo tenemos.

Puesto que K (Py, P1) < a < oo por el lema anterior, se puede considerar la cota obtenida a partir

de la divergencia de Kullback en el Teorema 2.5.3, denominado V{ a dicha funcién:

1—+/a/2
2

1
De,1 > rnéX(Ze*a,

) = Vo(a).

Esto sugiere intentar demostrar la siguiente desigualdad para obtener el resultado deseado:

lfminfinf sup Py (nT‘MTn(zO) ~ f(zo)| > t%> > Vo(et).

=00 Tn fo,,fin

Por la cota que se obtiene de utilizar la divergencia de Kullback, para todo n > ng, y cualquier
estimador T,:

sup  Py(|Tn(x0) — f(x0)| = sn) = H}D%}pr(lTn(xo) = f(@o)| = sn)

fex(p,L)
1 1—+\/a/2
> méx(ie_o‘, %) = Vo(a).

Sea t > 0. Recordemos que s = %chK(O)wn = Av,.
Considerando A = tz’ﬁ%, (o lo que es lo mismo, t = AT > 0) se cumple que, al ser a =

L2K2, nh?P+1

2B8+1 2B8+1 28+1

t<;Lc§K(O)) ’ <;LK(O)) ’ cgﬂ“(;LK(O)) ’ #:: -

donde
L2K?

(LLE(0) 7

c:=

solo depende de los valores de 8y L (la funcién K es conocida).

Con esto en mente:

liminfinf sup Pr (n#f“rfn(l“o) — f(zo)| > twﬂl)
n—oo T, feEXS(B,L)

=liminfinf sup Py (n%‘%ﬂjn(iﬂo) — f(@o)| > A
n—oo T, fexs(8,L)

=liminfinf sup Pr(|Tn(z0) — f(20)] > sn) > Vo(a) = Vp(ct)
n—oo T, feX(B,L)

SN—
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para todo t > 0.

Por tltimo, fijando el valor de t a t; > 0 se tiene que V(ct;) = ¢; < oo. Mediante la desigualdad
(2.37), se obtiene la tltima desigualdad deseada:

liminfinf sup Ey {n% (T (o) — f(xo))2
n—oo T, fex(8,L)

2
=liminfinf sup [Ef {(nwﬁl T3 (z0) — f(x0)|> ]
n—oo T, fex(8,L)
]
> liminfinf sup Py <n25ﬁ+1 Tn(z0) — f(20)] = tfﬂ+1> > 1.
n—oo T, fex(8,L)

O

Es decir, en el caso en el que se considere el modelo estadistico (X(8, L), d), siendo d la distancia

en un punto fijo xg, la tasa éptima de convergencia es 1, = n~ 261, y el estimador local polino-
mial de grado ! = | 3], es éptimo en tasa en (X(3, L), d) bajo el modelo de estudio (Definicién 2.1.1).

En el caso de que no se considere una distancia puntual (es decir, considerar por ejemplo d(-,-) =
Illl,), intentar obtener cotas inferiores a partir de solo dos hipdtesis no da buenos resultados:

Ejemplo 3.3.1. Vamos qué sucede si intenta aplicar esta acotaciéon a la pérdida cuadratica; es

decir, considerar
1/2

a(f.9) = If — glls = ( / () g<x)>2da:)

Si se intenta lo mismo que para la distancia puntual, considerando nuevamente las hipétesis (3.32):

fon(z) = 0 y nle) = L2 ().

n

206+1
escogida es irrelevante. Sin embargo, en este caso la distancia entre las hipétesis no se comporta
de la misma manera, no obteniendo la acotacién deseada:

se sigue obteniendo que h,, = O | exp ( ) , puesto que hasta ese punto el papel de la norma

1/2

1
0fon frn) = 1o — Frallz = ( [y da:)

1 _ 1/2
([ (52) o
0 hn
L 1 1/2
= Lhit? (/ K? (u) du)
0

1
Por tanto, d(fon, fin) =< h§+2 = O(n~'/?), bastante menor que orden de convergencia de la cota
8
superior que habfamos obtenido para el riesgo L? en X(3, L), n~ 27+,
Es decir, para la distancia L2, la cota inferior obtenida con solo dos hipétesis no es suficientemente

buena para obtener informacién relevante. Por ello, en este caso serd necesario trabajar con mas
hipétesis.

3.3.2. Estimadores 6ptimos en la clase de Holder para la pérdida cuadrati-
ca y del supremo.

En esta seccion se tratard de extrapolar el resultado obtenido en la seccién anterior a la pérdida
cuadratica. Si, al igual que en el caso puntual, la tasa de convergencia obtenida de esta manera
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coincide con el orden de convergencia de la cota superior del riesgo de los estimadores locales poli-
nomiales, se habra obtenido entonces que éstos son estimadores éptimos en tasa en (X(3, L), L?).

Es decir, el objetivo de esta seccién serd que, considerando un modelo de regresion bajo las hipdtesis
B, tomando como distancia

1 1/2
d(f.9) = |1 — gll = ( [ @ —g<x>>2dw>) , (3.38)

obtener que los estimadores locales polinomiales son éptimos en (5, L) de manera similar a lo
que se ha obtenido para distancia puntual.

Sin embargo, como se demostré en el ejemplo 3.3.1, hace falta considerar mas de dos hipétesis para
obtener una acotacién relevante en este caso.

Siguiendo el razonamiento seguido en la seccién anterior, el objetivo serd encontrar M + 1 hipdtesis
(fjn)j]vil tales que d(fjn, fin) > s, siendo s = s, = A, = nTE con A > 0, para que se pueda
aplicar la Proposicién 2.3.1 y hallar una cota inferior al riesgo minimax ¢’ a partir de la probabilidad
de error, obteniendo asi que v, es la tasa de convergencia éptima y, por tanto, que los estimadores
locales polinomiales son 6ptimos en tasa dentro de la clases de Holder.

Es decir, para obtener que LP(l) es un estimador éptimo en tasa en (X(L, 8), d) en nuestro modelo,
se tiene que conseguir encontrar una constante ¢’ tal que cumpla

inf max P (|| Ty, — > Ay,) > >0
Tn fe{fon,-frn} f(H f” 2 Ay )

donde inf7, es el inferior en todos los estimadores posibles.

Sin embargo, por ahora se desconoce qué funciones f;, hay que considerar, o siquiera cudl es el
valor M de hipétesis que se necesitan.

Considerando como punto de partida las funciones hipétesis del caso puntual, se quieren definir
varias funciones en (8, L) que nos permitan aplicar el Teorema Principal de las Cotas Inferiores
del Riesgo (Teorema 2.5.7) para la distancia L?.

Para ello, se consideran (recordemos que s = Ay, = %Lcoﬁ K (0) n_%):

1 1

.= [con 7P By i= —, 3.39
m o= [en ], — (339)

k—1/2 —
o= P2 or(w) = LhPK (w) (3.40)

m n

siendo k=1,...,m, x € [0,1], y K : R — [0, 00) siendo una funcién que cumple que
K e X(8,1/2)NC>®(R)y K(u)>0<ue (-1/2,1/2).

Las funciones ¢y, ya fueron definidas al conseguir la acotacién para el caso puntual, cuando ademas
se demostré que ¢y € (8, L/2) para todo k. Ademds, denotando

Ay :=1[0,1/m) A= ((k=1)/m,k/m)] sil <k <m, (3.41)

las funciones ¢y, serdn nulas fuera de Ay.

Ahora, se necesitan construir las hipdtesis for, de manera que d( fox, fo;) < s. Sea el conjunto de
todas m-~uplas binarias:

Q={w=(w1,...,wm), w; € {0,1}} ={0,1}™
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Trabajamos con hipGtesis tales que pertenezcan a & = {fo(z) = > 1, wrpr(z), w € Q}. Se
obtiene que, para w,w’ € Q
1 1/2
s ) = | [t~ fure)? e (3.42)
’ m 1/2
i Lz_l (wr — wp)? /Ak o3 (z) das] (3.43)
m 1/2
= Lh2HY2|| K|, [Z Wi, — w)) ] (3.44)
k=1
= Lhy | K2 (0(w — o))/ (3.45)

denotando 6(w,w’) a la distancia de Hamming, que se define como §(w,w’) = 37" | I(wi # w},)
(Puesto que wy, € {0,1}, (wy, — w})? = I(wy # w})).

Si escogemos w,w’ tales que y/d(w,w’) < hnt/? = §(w,w’) < m, obtenemos que

A(fuo: Fur) = LBEH2| K [lo(8(wr — w})) /2 = LS| K |12 = Lleon™ 751K 2
= Lcon_’mﬂTHKHQ — Ap~ T = A, =s

Ya tenemos una manera de construir f;, para nuestro objetivo. Basta con obtener f;, con j =
0,1,..., M de manera que d(fjn, fun) > 25,. Eso es equivalente a que las w asociadas a cada f;,
tengan una diferencia entre ellas de m. Sin embargo, jse pueden escoger en € suficientes tuplas w
como para que M sea suficientemente elevado?

Un cota inferior de la cardinalidad de ese conjunto es dada por la cota de Varshamov-Gilbert,
resultado de la teoria de la Informacién contenido en el Apéndice (Seccién A.4).

Con ese lema, se obtiene que si m > 8, entonces existirdn {w(o), e ,w(M)} € Q, siendo M cualquier
entero tal que M > 2™/8_ de que

5(w® W)y > % VO<j<k<M.
Es decir, en el espacio © se pueden empaquetar al menos 2™/8 bolas de radio m/8.

Observacion 3.3.1. Para la construccion y definicién de que estas hipdtesis no ha necesitado de
que el conjunto de entrenamiento sea determinista, lo que implica que mas adelante para hacer
una acotacién mads generalizada a través del Lema de Fano se podran considerar estas mismas
funciones hipétesis.

Aplicado a nuestro caso, esto implica que, escogiendo fj,(x) = f ) () paracada j =0,...,M =
m/8, y eligiendo los w) en Q como lo hecho en este teorema, se puede aplicar el Teorema Pr1nc1pal
de las Cotas Inferiores (Teorema 2.5.7), obteniendo una acotacién inferior de la probabilidad del
riesgo minimax.

Proposicién 3.3.3. Escogiendo f;, () = f,u) (z) para cada j = 0,..., M, eligiendo los w®@) en Q
como lo hecho en en el teorema anterior, para n suficientemente grande, se cumplen las hipdtesis
del Teorema 2.5.7, es decir

1. fjn € X(B,L) para todo j =0,..., M.
2. d(fjn, frn) =25 >0, para j # k.

1 M
3. MZj:l K(Pj,Po) < alogM

Demostracion.

Primero, recordemos que la construccién que obtuvimos de los fj, es

fin = fui (@ Zwk pr(z



76 CAPITULO 3. ESTUDIO DE LOS ESTIMADORES LOCALES POLINOMIALES

con wl) = (w%j), . ,w%)) €0,y ¢ € X(k, L/2) disjuntas.
1. fjn € X(B,L) para todo j =0,..., M.

Como ¢y € X(S,L/2), las componentes de los w estdn acotadas (Jw;| < 1), y ¢k tienen
soporte disjunto, f,(z) = Z,iwzl wrpk(z) pertenece a (B3, L) para todo w € 2, incluidos

(fjn)gnzl
2. d(fijn, fkn) =25 >0, para j # k.

Por la cota de Varshamov-Gilbert (Teorema A.4.1), y que d(fy,, fur) = thLH/ZHKHg(é(wk —
w;))1/2(3.42), tenemos que

| fin = fenllz = ||fw§7{> —fow Il2
= LIP3 | Ko\ §(wi), wi))
1
> LhAH3 | Koy —
> K2/ 3
L

L _
= UK s = JIK Jom ™

cuando m > 8.

Como se indicé al inicio de la construccién de las hipétesis en (3.39), m = [con 261“] Esto
implica que, escogiendo n > ng = (7/co)?%T!, se obtiene que, si m > 8:

1 1 C 2641\ P 1 1 s
= (conw“ + T (;)”“) = | conzer (1 + 7)

L
Por tanto, considerando A = §‘|KH2(260)767 se obtiene:

L L - __ B
£ = Fenlle = 1K ]lam™ 2 281Kz ((2¢°) n™7)

— 2An" T = 2A¢, = 2s

1 M
3. MZj:lK(Pj,Po) < alog M.

Recordemos que P; son las funciones de distribucién de Y7,...,Y,, para las hipétesis f = fjn.
Es por ello que la densidad conjunta se puede descomponer de la siguiente manera:

p(uh ) un) = Hps(ui - f]"(Xl)))
i=1

Entonces, existe un entero ng tal que para todo n > ng se obtiene que nh,, y LhﬁKméx < g
(por lo que depende de ¢, L, 8K m4x, Vo).

Mediante el mismo razonamiento que para demostrar que K (P, P;) < o < 0o en 3.3.1, para
n > ng se obtiene:
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Como esto se cumple para todo j € {1,...,m}, se puede extender a M + 1 hipétesis:

K(PjaPO)S%Z (X %Z > er(X
i=1 k=14X,€AKk

1
~LPK2, h2P Z car({i : X; € A})

2 max'‘n

IN

:1L2K2

2 mmx

h2ﬁ < 1L2K2 —(2B+1)
-2

max€o

La cota de Varshamov-Gilbert (Teorema A.4.1) dicta que M > 2m/8_ Despejando m, se tiene
que m < 8log M/ log 2.

L2 K2 ﬁ
Escogiendo ¢y = (rrnx> :
alog?2

K(Pj,Po) < L Kr%’lax Co (2ﬁ+1)

1 AL2K2. \
=3 L2 Krznax méx m
2 alog 2

log 2
:azg m < alog M

Esto implica que

1 & 1 &
> K(P;,P) < —> alogM = alog M.

Asi que también se cumple esta hipdtesis.

Esto nos lleva al siguiente resultado, directo de aplicar todo lo anterior:

Teorema 3.3.4. Sea > 0y L > 0. Bajo las condiciones C, se tiene que

liminfinf sup Ef [n%“ T — £l
n—oo T, fex(8,L)

siendo infr, el infimo entre todos los posibles estimadores, y ¢ siendo una constante que depende

solo de Sy L.

Demostracion.

Por la Proposicién 3.3.3, escogiendo las funciones { fo., - . ., farn } como se indica en la demostracién
de la cota de Varshamov-Gilbert (Teorema A.4.1) cumplen las condiciones para poder aplicar el
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Teorema Principal de las Cotas Inferiores del Riesgo (Teorema 2.5.7), obteniendo entonces que se
cumple que

inf max P:(|T,, — fl| > Avy) > > 0. "
nf ax,  Pr(ITn = fll 2 Avn) .0

De la misma manera, la Proposicién 3.3.3 también afirma que {fon, ..., fmn} cumplen con las
hipétesis del Teorema 2.3.1, pudiendo pasar la desigualdad al riesgo minimax, obteniendo

5
liminfinf sup Ef nT 1T —ng} > c.
nee Tn fen(8,L)

O

Observacion 3.3.2. Se podria considerar una demostracién alternativa, donde en vez de acotar
por el Teorema Principal de las Cotas Inferiores del Riesgo (2.5.7), se acota a través del Lema
de Fano. Puesto que mdas adelante se dard utilidad al Lema de Fano, este resultado se ha dado
mediante el Teorema de las Cotas Inferiores.

Corolario 3.3.5. Sea un modelo de regresién no paramétrico que cumple las condiciones C.

-8
Entonces, para todo valor de 8 > 0y L > 0, se cumple que 9,, = n?5+1 es la tasa de convergencia

6ptima en (X(5, L), | - [|2)-

En concreto, se obtiene que para [ = | 3], el estimador local polinomial LP(l), con funcién nicleo
K tal que existen K, >0, A > 0y K, < 00 constantes tales que:

KpinI(Ju] <A) < K(u) < Ko (Ju] <1) Yu e R

. 1 s
y escogiendo como ancho de banda h, es de la forma h,, = an™ 26+1 | es éptimo en tasa en

(08, L), [ - ll2)-

Demostracion.

Bajo las condiciones enunciadas en el corolario se puede aplicar el Teorema 3.1.7, que obtiene que
el estimador LP(l) con ancho de banda h,, cumple que

liminf sup Ef {n%HTn - fH%} <C,
T fexn(B,L)

lo que implica que

liminfinf sup Ef [n%HTn — f||§} <C.
neo T fen(B,L)

Juntado esto al resultado obtenido en el teorema anterior, se tiene que 1, es la tasa de convergencia
6ptima en (3(8, L), || - ||2)-

De la misma manera, esto implica que el estimador LP(l) con ancho de banda h,, tiene como tasa
de convergencia (1), y que sea un estimador 6ptimo en tasa en (X(5,L), || - [|2)-

O

Con este ultimo corolario ya ha encontrado finalmente unas condiciones donde no sélo se conoce la
tasa de convergencia 6ptima dentro de las clases de Holder, sino que que se conoce céomo calcular
un estimador 6ptimo en tasa. Sin embargo, las condiciones del modelo que se ha estado estudiando
son demasiados estrictas. Concretamente, la condicién C1 delimita a considerar solo conjuntos de
entrenamiento deterministas (es decir, poder elegir las muestras del conjunto de entrenamiento).
Eso serd el siguiente paso a seguir.

Mediante el mismo razonamiento, estos resultados se pueden obtener de igual manera para la

norma del supremo?®:

5La demostracién es la misma que para la norma L2, salvo utilizando los teoremas para la pérdida del supremo
de la Seccién 3.1.2 en vez de los de la Seccién 3.1.1 para la pérdida cuadritica. Estos resultados pueden verse
desarrollados en [3] p(108-110).
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Teorema 3.3.6. Sea § >0y L > 0. Bajo las condiciones C y las condiciones LP, se obtiene que

liminfinf sup E¢||T,—f 2 > ¢,
mintpt s By T, I

siendo infr, el estimador éptimo en X(3, L), siendo ¢ > 0 una constante que tnicamente depende
de 8y L.

Corolario 3.3.7. Se considera un modelo de regresién que cumple con las condiciones C Entonces

B
logn \ 2°+1
. .

la tasa 6ptima de convergencia para (X(8,L), ||-||.,) €S ¥n = <

En més, el estimador local polinomial LP(l), con | = |fB]; escogiendo como ancho de banda

logn s
h, =« ( para a > 0, y bajo las hipétesis del Teorema 3.1.9 sobre el nicleo K elegido,
n
es un estimador 6ptimo en (X(8, L), ||| . )-

Es decir, trabajando bajo el un modelo de regresiéon que cumpla las condiciones C, los estimadores
LP(I) son éptimos. Este resultado no se puede extender a un modelo mds general, ya que la cota
superior obtenida para el riesgo de LP(l) necesita de atributos deterministas. Sin embargo, a partir
del Lema de Fano, se puede extender la cota inferior del riesgo minimax a un modelo mas general.

3.4. Mejora del modelo a partir del Lema de Fano.

En la Seccién 2.6, se acotd inferiormente la probabilidad de error media inferior p, _,,. Esta acotacién
refina la acotacién del Teorema Principal (Teorema 2.5.7). Sin embargo, en este caso nos interesa
trabajar con p, ), directamente, puesto que a partir de ella se puede extender dicha acotacién a
considerar un conjunto de entrenamiento aleatorio.

En concreto, se va a intentar extender la cota inferior obtenida con el modelo definido en 2.1.1
(bajo las condiciones C) a un modelo de regresién que cumpla las siguientes condiciones:

Condiciones 3 (Modelo generalizado). Se dird que un modelo de regresién cumple con las con-
diciones del Modelo Generalizado si

[C*1]Los atributos (X;)j—; del conjunto de entrenamiento son variables aleatorias arbi-

trarias en [0, 1] tal que el vector aleatorio (X1, ..., X)) es independiente del vector aleatorio
de los errores (€1, ...,€,). . Existen €1, ... €, variables aleatorias normales i.i.d con E(e;) =0
tales que

Y = f(zi) + €. (3.47)

La ventaja que supone trabajar con la probabilidad de error media es que trabaja con el promedio
en vez de con el supremo como la probabilidad de error minimax.

s .
Teorema 3.4.1. Sea 5 >0y L > 0, y sea 1, = n” 25+1. Se supone que el modelo de regresion
bajo el que se trabaja cumple con las siguientes condiciones:

Entonces, se cumple que

5
liminfinf sup Ef nTFe 1T —ng} >c.
n—oo T, feS(B,L)

Donde infr, es el infimo entre todos los posibles estimadores en (3, L) y ¢ > 0 es una constante
que solo depende de 8y L.

Demostracion.
Se denotard con Ex = E(x,, . x,) la esperanza de la distribucién conjunta de (X1,...,X,) = X.
Sean fon,- .-, fan de la misma manera que en la Proposicién 3.3.3. Hay que recordar que en esa

misma proposicién se demostré que se cumple que || fjn — frn| > 2s para j # k, siendo s = At,,.

Para cualquier estimador T;,, se cumple que:
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Puesto que Py = L((Y1,...,Y,)|f), se cumple que

sup  Epu, 2| T, — fII°]
fex(s,l)
> A2 ma

X Py (|| Ty, — > A,
(2.34) fe{fon,sfmn} f(H fH v )

1 M
2 _ B
EAM_i_lngP](HTn fHZAwn)
1 M
= &5 Y Bx [P(ITo — £l = )]

Il
o

J

Por C*1, X es independiente de los errores (e1, .. ., €,), por lo que P(||T5, — f|| > s) = P(||T. — f]| >
s|X) para toda probabilidad P.

j=0
1 M
= A%E Pi(|T, - fl| > s|X
x| 577 2 T =12 1)
M
> A?Ex |inf Pj(W #35|X
Fijamos el conjunto de entrenamiento ( y por tanto Xi,...,X,,). De la Proposicién 3.3.3, también
se saca que las probabilidades P, ..., Py cumplen que
M
! > K(P;, Py) < alog(M) ara0<a<1/8<1
M +1 = 7240) > g 1% )

lo que implica que se puede aplicar el Lema de Fano, obteniendo que

1

M

. log(M 4 1) —log2
P; (U X) > —

g (0 #51X) = == a

De,M 2 De pp = ﬁqllf i

Uniéndolo todo, se consigue la desigualdad desseada.

M
sup B[ 2 ||T, — f|I*] > A2Ex |inf PV +#j|X
o |l 7] x | M+IZ 5 ( 1X)

O

De esta manera, se ha podido obtener una acotacién del riesgo minimax en el Modelo generalizado.

El papel que juega en este resultado el Lema de Fano es muy relevante, porque, al ser la acotacién
sobre la probabilidad de error media (un promedio) en vez de sobre la probabilidad de error
minimax (un supremo), permite intercambiar el orden con Ex[-], algo que no seria posible con la
probabilidad de error minimax, puesto que max(Ex|[]) ? Ex[méx(-)].



Capitulo 4

Conclusiones

En el aprendizaje supervisado, se quiere encontrar una funcién estimacién de la regla de Bayes.
Para encontrar ese estimador, se suele trabajar dentro de una determinada clase, donde el error
cometido dentro de ella sea pequeno. Lo deseado es que se pueda utilizar el estimador sobre una
“clase grande”. Por ello tiene gran de interés los estimadores no paramétricos, porque su riesgo se
puede acotar dentro de una clase no paramétrica determinada.

El hecho de que se conozca cudl es la regla de Bayes en los problemas de regresion, hace que
la obtencién de funciones de estimacién se pueda enfocar como un problema de aproximacién de
funciones. Esto es posible gracias a la funciones nicleo, que permiten ayudarse de observaciones
suficientemente parecidas a la que con que se trabaja para hallar su valor. El estimador local
polinomial es un estimador obtenido a partir de este enfoque, donde se aproxima la regla de Bayes
por el polinomio local més parecido en un determinado ancho de banda.

Es interesante el estudio del estimador local polinomial, puesto que dentro de la clase no paramétri-
ca de funciones (L, ) bajo el modelo de regresién sobre el que se ha trabajado se consigue una
acotacion del riesgo. Esta acotacién es muy interesante, puesto que mejor cuanto mayor es el grado
del estimador escogido, justificando su mayor coste computacional con una mejor aproximacién.
Este resultado es extremadamente 1til sobre todo para la pérdida cuadratica, ya que en ese caso
hipétesis consideradas a priori para trabajar correctamente con el estimador no acaban siendo
necesarias.

La Teorfa Minimax proporciona un contexto y unos fundamentos para poder comparar el estimador
local polinomial con otros posibles estimadores. Sin embargo, es baste costoso obtener resultados
directamente sobre ella. Sin embargo, cotas inferiores para el error pueden ser obtenidas, a partir del
estudio de ciertos problemas de contraste, obteniendo como resultados més importantes el Teorema
Principal de las Cotas Inferiores y el Lema de Fano, que permiten (de manera independiente)
demostrar no solo que el riesgo del estimador local polinomial es bajo, sino que es un estimador
6ptimo en tasa trabajando en %(L, 8), lo que implica que su riesgo decrece segiin aumenta tamario
del conjunto de entrenamiento tan rapido como el més 6ptimo posible.

Esto, sumado a que se puede aumentar su eficiencia subiendo su grado (a coste de mayor tiempo
de computacién), y que se puede calcular su valor numéricamente (con ayuda de la Validacién
Cruzada), hace de los estimadores lineales una gran opcién para trabajar con problemas de regresién
bajo el modelo considerado.
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Apéndice A

Nociones complementarias

A.1. Validaciéon cruzada aplicada a optimizar el ancho de
banda

En la Proposicién 3.1.3, se obtuvo que el valor del ancho de banda h en el que se minimiza el riesgo
de los estimadores locales polinomiales es

1

“ g2 26FT
h, = n- 2PFT,
! (2561%)

siendo

 L4K,a0 ag

2K man 4K mae a0 _ 8K2 o2 ap
q1 = No - 1! .

g2 = 0'121];5)(0102 —_ U?néx — mar ~ max

Ao Ao A2

Puesto que Ag es una cota de los autovalores de la matriz B,,,, asi como la constante ag depende
del conjunto de entrenamiento (se define al considerar la hipétesis LP2), harfa falta un estudio
exhaustivo del caso especifico para considerar unos valores mas o menos 6ptimos de q; y gs.

En vez de ello, se puede tratar de minimizar el riesgo (que se denotard R(h) para simplificar
1 R

notacién), como funcién de h: R(h) = E (Z?_l(fn(Xi) - f(Xi))2>. Un método cominmente
n

utilizado es la validacién cruzada.

El proceso de la validacién cruzada consiste en, para cierto valor hg, estimar el valor R(hg) utili-
zando el conjunto de entrenamiento a la vez tanto como de conjunto de entrenamiento y fabricar
el estimador, como comprobante de cudn buen estimador se ha construido.

La validacién cruzada se compone de los siguientes pasos:

1% Se separa la muestra en dos partes, una denominada test T'= X, .., Xy, y la otra de entre-
namiento ' = X, , .., X, . Para que sea insesgado, la parte de entrenamiento y los test tienen
que ser disjuntos.

2° Se calcula la estimacién de los valores test considerando solo los valores de entrenamiento E.
Denominaremos a esa funcién de estimacion f¥.

3° Se calcula el error cuadrético medio cometido, comparando para cada ¢ = 1...j la estimacion
fE(Xy,) con el valor test Y;,, obteniendo asi el riesgo de f¥:

| =
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4° Se repite el proceso para diferentes conjuntos de entrenamiento y valores test '. Se estima el
riesgo para el ancho de banda elegido por la media muestral de todos los errores cuadréticos
obtenidos para dicho valor de hg.

De esta manera, se puede repetir este proceso para los valores de h que deseemos, y escoger el
menor como estimacién del ancho de banda minimo.

Ejemplo A.1.1. Partiendo del contexto de la Seccién 3.2, se quiere obtener una valor del ancho
de banda para realizar correctamente la estimaciones de la funcién f(x) = sin(z?).

Para ello, se realiza el algoritmo de la validacion cruzada ciertos valores de h. En concreto, para
200 valores de h entre 0 y 0.5; escogiedo como tamno del conjunto test 3.

El promedio (para cada divisién test-entrenamiento considerada) del riesgo empirico obtenido para
cada uno de los estimadores forma las siguientes gréficas:

Riesgo de los posibles ancho de bandas NW

0.0024 0.0028
I 1

0.0020
1

0.0 01 0.2 0.3 0.4 05

Riesgo de los posibles ancho de bandas PE

0.0045
|

0.0035
I

rH

0.0025
1

0.0015
I

0.0 01 0.2 0.3 0.4 05

Figura A.1: Riesgos de f(z) = sin(2?) para distintos anchos de banda

Se escogerd entonces como ancho de banda 6ptimo aquél donde el riesgo optenido sea menor, siendo
distinto para cada estimador (0.1884422 para Nadaraya-Watson y 0.3040201 para el estimador local
polinomial).

INormalmente, los conjuntos de prueba y entrenamiento se construyen dividiendo la muestra en partes de j
elementos, y cada una de ellas seran los conjuntos test. El caso mas extremo es el leave-one-out, en el que se
considera como conjuntos test cada uno de los elementos de la muestra de manera individual (es decir, el caso en el
que se escoge j = 1). Dicho caso es el que més carga computacional posee, pero a la vez es el mds preciso.
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A.2. Derivada de Radon-Nykodym y descomposiciéon de Jordan-
Hahn

Tanto el concepto de la derivada de Radon-Nikodym como la descomposicion de Jordan-Hahn
son resultados de la Teoria de la Medida que se utilizan en las demostraciones del documento,
especificamente en el manejo de la probabilidad del error minimax.

Definicién A.2.1. Sean u,r dos medidas positivas sobre el mismo espacio medible. Se dice que
la medida p es absolutamente continua respecto de v cuando, para cada conjunto medible A
se tiene que v(A) = 0 implica que p(A) = 0. Se escribe p < v.

Un concepto en antagoénico a éste es el de la relacion de singularidad:

Definicién A.2.2. Sean u,r dos medidas positivas sobre el mismo espacio medible. Se dice que
la medida p es singular respecto de v cuando existen dos conjuntos disjuntos A, y A, tales que
H(AS) = 0'y w(AS) = 0.

La derivada de Radon-Nikodym nace de la idea de extender el concepto de derivada a los espacios
medibles o-finitos, cumpliendo un papel similar a la derivada ordinaria.

Teorema A.2.1 (Derivada de Radon-Nikodym). Sean p, v dos medidas sobre el mismo espacio
medible, tal que u sea finita y v positiva y o-finita, y tales que p < v. Entonces, existe una funcién
real f tal que, para todo conjunto A € X..

,u(A):/Afdy. (A.1)

Ademsds la funcién f es unica casi seguro ( todas las funciones que lo cumplen solo difieren de f
en un conjunto de v-medida nula).

(Billingsley [1], p423.)

A f se le denomina derivada de Radon-Nikodym de v respecto de u, y se suele denotar por

dp
= —. A2
j= (42)
Una de las implicaciones de la definicién es que, para cualquier funcién g medible, se obtiene que

d
[ gdv es integrable si y solo s [ gd—'u dp lo es. Ademas, en caso positivo las integrales con iguales:
v

_ [,
/gdu—/gd—y dv. (A.3)

A partir de esta propiedad se pueden deducir varias propiedades de la derivada de Radon-Nikodym,
como por ejemplo la contraparte de la regla de la cadena de la derivada habitual:

Proposicién A.2.2 (Regla de la cadena). Sean v, py p tres medidas o- medibles, tales que p < v
y v < p. Entonces, p < py

du _ dy v
dp dv dp’

Demostracion.

d
Basta con aplicar la propiedad anterior para g = —M Esto es posible ya que por la definicién de la
v
derivada de Radon-Nikodym (Teorema A.2.1) , g es medible:

d d dy dv
Hodp = p(A) = Adiy‘dyz Aﬁ%dp.
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Por otro lado, la descomposicién de Jordan-Hahn intenta abordar la relacién entre p y v cuando p
no sea absolutamente continua respecto de v. Para ello, primero es necesario presentar el Teorema
de Hahn:

Teorema A.2.3 (Teorema de Hahn). Sea un espacio medible (2,Y), y p una medida positiva en
él. Entonces existe P € ¥ tal que para todo A € ¥ tal que A C P se cumple que u(A4) > 0, y para
todo A C N =Q\ P se cumple que p(A) <0.

Al par (P, N) se le denomina descomposicién de Hahn

Demostracion.

Bilingsley[1], p.420-421 O

Teorema A.2.4 (Descomposicién de Jordan-Hahn). Sea un espacio medible (2,%), y u una
medida positiva en él. Entonces existe una tinica descomposicién v = v + v~ tal que para toda
descomposicién de Hahn (P,N) v cumple que vT(A) =0si ACN yv (A)=0si ACP.

Demostracion.
Fischer, Tom (2012) - Existence, uniqueness, and minimality of the Jordan measure decomposition.

arXiv:1206.5449 [math.ST] O

Considerando la definicién de la continuidad absoluta, para una medida v positiva y o-finita cual-
quiera se puede considerar P el subconjunto de §2 donde v(A4) = 0. Por la descomposicién de
Jordan-Hahn, en P también se da que p~ (A) = 0, luego p~ < v. Mientras, por la misma razén,
pt es singular respecto a v (considerando A, = N y A,+ = P).

En resumen, dadas una medida v positiva y o-finita y ;1 una medida finita, p se puede descomponer
en dos medidas p°® y p®, donde p® es singular respecto a v y u* absolutamente continua respecto
av.

Puesto que las probabilidades son medidas positivas y finitas, tanto la descomposicién de Jordan-
Hahn como la derivada de Radon-Nikodym se pueden extrapolar a probabilidades, como sucede
en este documento.
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A.3. Construccion de la funcién K
Proposicion A.3.1. Existe una funciéon K que cumple:
K €3(5,1/2) N C™(R) Yy K(u)>0sue(-1/2,1/2).

Demostracion.

Veamos que la funcién

K (u) = aexp <—1_14u2>1(|u| <1/2)

cumple ambas propiedades de (3.33).
Primero, podemos tratar con

Ko(u) = exp (—1 3

J1ul <)

ya que K(u) = aKy(2u).

= Ky €C>®((—1,1)), puesto que es combinacién de funciones que lo son (en (—1,1) ). Adems4s,

P
las derivadas de Ky son de la forma K(gl)(x) = Q((x)l)Ko(x), lo que implica que se cumple
T
que
1 0 =1 ———==0.
|xl\r—r>11 0 (7) lz|=1 Q(z — 1)

Como por construccién Ky(u) = 0 cuando |z| > 1, implica que Ky € C*(R).

= K(()z) son funciones continuas en el intervalo compacto [—1,1], luego son acotadas en él.
Como fuera de ese intervalo son nulas, son acotadas en todo R. Al ser acotadas, Kél) son
lipschitzianas con constante de Lipschitz L = 1 para todo I, lo que implica que K son
lipschitzianas con constante de Lipschitz L = 1/2 para todo I, por lo que K € ¥(3,1/2) para
cualquier 8 > 0.

= Ko(u) > 0 para todo u € (—1,1), ya que e® es positiva para todo € R. Adem4s, fuera de
dicho intervalo es nula, asi que también se cumple la implicacién reciproca.

O
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A.4. Cota de Varshamov-Gilbert

La cota de Varshamov-Gilbert es un resultado de la teoria de la Informacién que acota el orden
de empaquetamiento de un conjunto de tuplas (palabras). En nuestro caso, las “palabras” son
las tuplas w) que definen las hipétesis fo; que se tendrén que considerar para obtener una buena
acotacién de la probabilidad del error minimax.

Esta cota es un resultado muy interesante, ademas de tedioso y complejo. Es por ello que solo se
mostrard el esqueleto de la demostracién.

Teorema A.4.1. Sea m > 8. Entonces existen w(@, ..., w™) € Q, con w® = (0,...,0), tales

que

(5(w(k),w(j)) >

% VO<j<k<M

Ademais, se cumple que M, el nimero de esos elementos, se pueden elegir de manera que

m

M >2%
Demostracion.
Obviamente, ||Q] = 2™.
Para construir las M + 1 m-uplas necesarias comenzamos escogiendo w(®) = (0,...,0), y conside-

ramos D = |m/8]. Excluimos todos los w € Q que se encuentren en el entorno de radio D de w(®)
(es decir, aquellos puntos tales que §(w(®, w) < D).

Se define

Q= {w €N d(w,w®) > D}

y consideramos un elemento cualquiera de O al que denotaremos w).

De esta manera, podemos definir, de manera recursiva el conjunto Qs (volviendo a excluir todos
los w pertenecientes al entorno de w(®) y elegimos un w(® entre los sobrantes, quedéandonos con
los subconjuntos

Q; = {w €0 d(w,w ) > D}

y eligiendo w—1 ¢ ; cualquiera para cada iteracion.

Obsérvese que se cumple que §2; C ©;_1, y que para todo j # k se da que S(w), wk) >D+1=
|m/8] +1>m/8.

Sea M el menor entero en para el que se cumpla que Q41 = (0. Se definen los subconjuntos A;
de Q:

Aj = {(-d S Qj : 5(w,w(3)) § D} = Qj \ Qj+1

es decir, los elementos descartados en la interaccién j para obtener el subconjunto €241, y n; =
[A;]l = Car(A;).

Para tener una distancia de Hamming D se debe tener al menos D componentes distintas. Puesto

i
elemento dado w € €2, se tiene que:

D (m -
que en Q hay > .7, < ) elementos con D o menos elementos con componentes distintas a un

Car(A;) = n; < é (’7) (A4)

para todo j =1,.., M.

Esto, sumado al hecho de que Ag, A1, ..., Ay conforman una particién disjunta de 2, obtenemos
que:
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D
m
QmZHQH:n0+n1+...+nm§(M+1)Z(i)
1=0

7

Denotando

& m
p* :=P(Bin(m,1/2) < |m/8])) = 22_’”( ,),

=0

se obtiene que, despejando de la desigualdad anterior,

1
M-l—le
p

Para Xi,..,X,, i.i.d y a;,b;,t tales que a; < X; < b; y t > 0, se tiene la siguiente desigualdad,
denominada desigualdad de Hoeffding[3, A.4]:

" 2
P (ZW ~E(X) > t) < exp (z_fbt)> '

i=1

Como ya sabemos, Bin(m,1/2) = >°I" | Z,;, siendo Z; Bernuilli i.i.d de pardmetro 1/2. Conside-
rando a; = 0 y b; = 1 para todo i, se puede aplicar la desigualdad la Hoeffding a las variables
Zii

Aplicandolo a p*:

P(Bin(m,1/2)

IN
3
~
il
I
o
N
IN
3
~
el

=P (Z Z; > 7m/8> ( Z; son simétricas respecto a 1/2)

Luego, obtenemos que
p* < exp(—9m/32) < 27™/4
= M+1>2m/4>9m/8
= M >2m/8

para todo m > 8, obteniendo lo que queriamos demostrar.
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