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Capitulo 1

Introduccion

La nanociencia y la fisica de sistemas complejos constituyen uno de los campos de inves-
tigacién de mayor importancia en la fisica actual. El estudio de los materiales en su escala
nanométrica abre la puerta a un conocimiento mas profundo de la estructura de la materia,
asi como a un sinfin de aplicaciones industriales.

La estructura de los sélidos y el comportamiento de los gases han sido objeto de investiga-
cién durante varios siglos. Sin embargo, dejando a un lado el caso del mercurio, el estudio de
los metales liquidos y sus aplicaciones no empezo a tener relevancia hasta hace unos 200 anos.
Una de las causas de que el estudio de sistemas liquidos sea més tardio y lento es la inexisten-
cia de un modelo ideal que los describa. La aparicion de las técnicas de dindmica molecular
en 1957 [1] en simulaciones con ordenadores acelerd la investigacién de metales alcalinos y de
transicion en estado liquido. En 1985 la publicacién del trabajo de M. Car y R. Parrinello
[2] en el que se combinaban la dindmica molecular y la teorfa del funcional de la densidad
supuso el punto de partida de las simulaciones de primeros principios o ab initio, basadas en
la resolucion de la ecuacion de Shrodinger en cada iteracién para el calculo de las fuerzas.

En este trabajo se estudiaran las propiedades del circonio liquido a 2150 K mediante simu-
laciones ab initio. El interés de este estudio reside en la posibilidad de comparar los datos para
determinadas magnitudes obtenidas a partir de las configuraciones de la simulacién con los
datos experimentales disponibles, asi como en el calculo de ciertas propiedades cuya medida
experimental es poco precisa o imposible de realizar. La medida en que las predicciones hechas
por la simulacién coincidan con los datos experimentales dara una idea de lo apropiados que
son el método computacional empleado y las condiciones impuestas. Si la comparacién entre
el experimento y la simulacion es buena, esta se podra emplear para calcular magnitudes de
sistemas fisicos similares para los que no existan medidas empiricas.

El circonio es un metal de transicién con multitud de aplicaciones tecnolégicas e industria-
les. Por ejemplo, se utiliza para la sintesis de aleaciones de vitreas con diversos fines, entre los
que se encuentran posibles aplicaciones biomédicas [3]. Debido a su baja seccién transversal
de captura de neutrones térmicos, el circonio es ampliamente utilizado como revistimiento de
combustible nuclear y de otros componentes de los reactores nucleares [4]. Otra de sus apli-
caciones es su uso para protesis ortopédicas [5] e implantes dentales [6], gracias a su buena
resistencia a la corrosion.

En este texto se detallan diversos aspectos tedricos necesarios para comprender el funciona-
miento de las simulaciones empleadas y los resultados obtenidos de las mismas para el circonio
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a 2150 K. En el Capitulo 2 se ofrece una breve descripcién del problema multielectréonico y del
modelo teérico basado en primeros principios utilizado para su resolucién, conocido como la
teoria del funcional de la densidad. El Capitulo 3 esta dedicado a introducir algunos conceptos
y definiciones relacionados con la Mecédnica Estadistica y con las magnitudes de interés del
sistema objeto de estudio. Los resultados obtenidos de las simulacién ab initio, divididos en
propiedades estaticas y dindmicas, se detallan en el Capitulo 4. Finalmente, en el Capitulo 5 se
resumen las conclusiones del trabajo realizado, incluyendo la comparacion entre datos tedricos
y experimentales.



Capitulo

Método ab 1nitio

2.1. El problema multielectrénico

Se considera un sistema de M nitcleos y N electrones. Su funcién de onda contiene toda
la informacién relevante sobre dicho sistema y puede, en principio, obtenerse resolviendo la
ecuacion de Schrodinger no relativista e independiente del tiempo:

HY=FEVY

donde H es el hamiltoniano del sistema, que viene dado (en unidades atémicas, con h = e =
me = 1) por

L o | M N Mo NTL NG M M
H=--3v2 - + — +
: ; "2 AZ g; A 4 g_zi;rl Tij AZI BZA-H Rap

donde 7; denota las posiciones electrénicas, R A las posiciones iénicas, r;4 = |7; — R Aly Rap =
|ﬁA - EB|. Las funciones de onda W solucién de la ecuacién de Schrédinger dependen de
3N coordenadas espaciales de los electrones, 3M coordenadas espaciales de los nicleos y NV
coordenadas de espin de los electrones [7], lo que complica enormemente la resolucién exacta
de la ecuacién de Schrodinger. Para simplificar el problema, se introduce la aproximacién de
Born-Oppenheimer, que consiste en considerar a los niicleos como objetos inmédviles incapaces
de seguir el movimiento rapido de los electrones. Por su parte, los electrones responden de
forma casi instantanea a los cambios de posicién de los nucleos. Esta aproximacion se basa en
la enorme diferencia de masa que existe entre los nticleos y los electrones, m, << M, y permite
separar el problema electronico y el nuclear, desacoplando sus variables. Asi, el hamiltoniano
anterior puede desglosarse en un hamiltoniano iénico H;spico ¥ €n un hamiltoniano electrénco
H.. Este ultimo describe el movimiento de los electrones en el potencial creado por los iones
fijos

He:T+‘/ee+‘/(ia:t

donde T' = — Zl 1 V~ es la energia cinética de los electrones, V.. = Z Ly it T— es la
energia de interacmon coulomblana entre pares de electrones y Vepy = vext(*) es el potenmal
externo en el que se mueven los electrones, que en nuestro caso es el potencial creado por los
nucleos de los atomos del sistema. Incluso con esta simplificacion, el problema sigue siendo
muy dificil de resolver.



4 CAPITULO 2. METODO AB INITIO

Se ha de tener en cuenta que la funcién de onda no es un observable. Su interpretacién
fisica estd asociada al cuadrado de la funcién de onda

(U (7,7, ..., Pn) [P ditdiy - - dify

que representa la probabilidad de encontrar a los electrones 1,2,..., N simultdneamente en el
elemento de volumen drdi - - - d7y. Una cantidad directamente relacionada con esta interpre-
tacion de la funcién de onda es la densidad electrénica n(7), que se define como la integral de
la densidad de probabilidad extendida a las coordenadas de todos los electrones excepto uno
ek

n(f’):N/dT_"g-"df'N\I/(F,TQ,...,FNNQ (2.1)

2.2. Teoria del funcional de densidad

La resolucién de la ecuacién de Schrodinger se vuelve un problema inabordable para sis-
temas de muchos cuerpos. En la teoria del funcional de la densidad (a partir de ahora nos
referiremos a ella como DFT, por sus siglas en inglés -Density Functional Theory-) se pres-
cinde, en principio, de la funcién de onda, cuyo coste computacional en la resoluciéon de la
ecuacién de Schrodinger es enorme, y se sustituye por la densidad electrénica n(7) como ob-
jeto basico de la teoria. La funcién de onda de un sistema de N electrones, prescindiendo del
espin, depende de 3NN variables, mientras que la densidad electrénica es una funcién de tres
coordenadas que, como se verda mas adelante, contiene la misma informacién que la funcién de
onda.

2.2.1. Los teoremas de Hohenberg-Kohn

La DFT se sustenta en los teoremas demostrados por Hohenberg-Kohn en 1964 [§], segin
los cuales la densidad electrénica contiene la misma informacion que la funcién de onda, lo
que permite reducir considerablemente nuestro problema multielectrénico.

Teorema I. Para un sistema de particulas interactuantes inmersas en un potencial externo
Vert(7), este potencial externo estd determinado de forma inica, salvo una constante, por la
densidad electronica del estado fundamental del sistema, no(7). En otras palabras, eziste una
correspondencia biunivoca entre la densidad electrénica del estado fundamental del sistema y
el potencial externo que actia sobre él.

Teorema II. El funcional de la energia del sistema E[n] se minimiza solo cuando la den-

sidad electrénica n(7) coincide con la del estado fundamental, ny(T)

Dada la densidad electrénica del estado fundamental ng(7), es posible, en principio, calcular
la correspondiente funcién de onda ¥(7). Esto se traduce en que ¥y es un funcional de ng(7),
Wo[no(7)]. El hecho de que esta correspondencia sea posible radica en que la funcién de onda
no solo reproduce la densidad electrénica ng(7), sino que también minimiza la energfa [9]. Asi,

dada una densidad ng, se puede escribir esta exigencia como
Eyo= min (U|T + Vee + Vet |¥)
\I/%no

Para una densidad electrénica dada ng(7), la funcién de onda del estado funadamental ¥y es
aquella que reproduce ng(7) y minimiza la energia.
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Para una densidad arbitraria n(7), se puede definir el siguiente funcional de n(7) de la
energia [9]:

Buln) = it (0T + Vi + Viaa|9) = gl (8] T+ Voo [9) + [ din()o(s) i= Flnl + Vo

donde se ha definido
Vin] := (V| Vgt |¥) = /df’n(f’)vext(f’)

y el funcional vélido para cualquier potencial externo veg(7)
F[n] := min (V| T + V. |¥)
U—n

Si n es diferente de ng, la densidad n reproducird una funcién de onda distinta de la del estado
fundamental ¥y y, por el principio variacional, se tendra que E, o = E[ng] < E[n]. La densidad
no minimiza el funcional E,[n], dando como resultado el valor de la energia E, o del estado
fundamental del sistema.

2.2.2. Las ecuaciones de Kohn-Sham

Una segunda formulacién de la DFT consiste en el planteamiento de las ecuaciones de
Kohn-Sham. El método planteado por Kohn-Sham en 1965 [I0] para la resolucién del pro-
blema, ademds de trabajar con la densidad eléctrénica, vuelve a poner en juego unas ciertas
funciones de onda, los orbitales de una tnica particula o mono-electrénicos [9].

Si se considera un sistema ideal de electrones no interactuantes, el potencial V.. sera idénti-
camente nulo, y solo quedard la parte del funcional F'[n] correspondiente a la energia cinética
de los electrones, que se denota como Tg[n]. La contribucién restante a F[n] asociada a un
sistema de real interactuante se denotard como T¢[n]. Asi,

Fln] = Ts[n] + To[n]

De una manera analoga, se puede separar el funcional asociado al potencial de interaccién
interlectrénica en la denominada energia de Hartree Ug[n], que tiene en cuenta la repulsién
coulombiana de la distribucién de carga n(7), y la parte restante E,;.[n]|, que recoge la co-
rreccion a la autointeraccién de un electrén consigo mismo y los efectos de intercambio y
correlacion no incluidos en el potencial de Hartree. El funcional de la energia total puede
escribirse como:

Ey[n] = Tsn] + Ug[n] + Eyc[n] + Vn]

donde E,.[n] = Te[n] + Epcln] es la energia de intercambio y correlacién. Se trata de un
término desconocido, para cuyo tratamiento sera necesario utilizar aproximaciones.

Aplicando el principio variacional, se puede escribir [9]

E,[n] 0o 0Ts[n] n oV n] n dUg|(n] N 0Eqzc[n] 0o
on on on on on
0Ts[n] .
=+ Vet (T) + 01 () 4 Vee(7) = 0 (2.2)

donde 5% denota la derivada funcional.
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Si se considera un sistema de electrones no interactuantes que se mueven en un potencial
externo vg(7), la ecuacién anterior queda reducida a

0Ts[n)
on

ya que en ausencia de interaccién no existe el término de Hartree ni el de intercambio y
correlacién. Teniendo esto en cuenta, puede reescribirse la ecuacién (2.2)) como sigue

05(7) = Vet (7)) + vVu (7) + Vace(T)

Se puede ver cémo la densidad ng(7) que minimiza el funcional de la energia para un siste-
ma de electrones independientes en un potencial vg(7) coincide con la densidad que minimiza
la energia del sistema de electrones interactuantes si se elige el potencial externo vg como
V5(7) = Vegt(F) + v (F) + vge(7). El método propuesto por Kohn-Sham emplea un tratamiento
de un solo cuerpo (particulas independientes) a un sistema de muchos cuerpos.

+vg(7) =0

La ecuacién de Schrodinger para el sistema no interactuante (sistema de un solo cuerpo)
viene dada por

<—;V2 + vs(ﬂ) ¢i(7) = €idi(7) (2.3)

donde las funciones de onda ¢; son los orbitales de una tunica particula mencionados ante-
riormente. Si vg(7) fuera conocido, de la resolucién de la ecuacién de Schrodinger podrian
obtenerse los orbitales ¢;, que reproducirian la densidad electrénica

ng(f) =n Z‘Qsz 77 (2.4)

Este sumatorio se hace sobre los orbitales ocupados; los no ocupados no contribuyen. Las
ecuaciones ([2.3)) y (2.4) son las llamadas ecuaciones de Kohn-Sham.

En la implementacion practica del método de Konh-Sham se propone una densidad electroni-
ca n(). A partir de esta densidad, se construye el potencial vg(7) del sistema ficticio no in-
teractuante. Se tiene que vez:(7) es el potencial generado por el esqueleto fijo de nicleos y que

la energia de Hartree viene dada por
/ dF / g M)
|7 = |

La energia de intercambio y correlacion E.,. también depende de la densidad electrénica a
través de diferentes aproximaciones. Una vez hallado vg(7), se resuelve la ecuacién (2.3)) para
obtener las funciones de onda ¢;(7) para los N autovalores mas bajos en energia. Finalmente,
se calcula una nueva densidad electronica con la ecuacion , que funcionarsd como densidad
electrénica inicial para comenzar el proceso de nuevo. El ciclo autoconsistente se repetird hasta
que se alcanza la convergencia de n(7), es decir, hasta que la densidad apenas cambia en una
iteracion.

2.2.3. La energia de intercambio y correlacién

Los efectos de la interaccién entre los electrones también se recogen en el funcional de inter-
cambio y correlacion. En el modelo de Hartree-Fock la funcién de onda del estado fundamental
se aproxima al producto de orbitales de una tinica particula. En concreto, por ser los electrones
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fermiones, su funcién de onda debe ser antisimétrica y dicho producto debe antisimetrizarse,
dando lugar a un determinante de Slater. De la aplicacién del principio variacional para mini-
mizar la energia en ese estado se obtienen la energia de Hartree y la energia de intercambio,
que surge de la antisimetrizacién de la funcién de onda. La energfa de correlaciéon da cuenta
de los efectos de la interaccién coulombiana no incluidos en el término de Hartree Up[n], asi
como de la energia cinética, que aparecen en un sistema real de electrones interactuantes. De
esta manera, la energia de correlacién se puede entender como la diferencia entre la energia
real del estado fundamental de un sistema de electrones interactuantes y la energia obtenida
a partir del determinante de Slater en el modelo de Hartree-Fock. La energia real del sistema
sera siempre un poco menor que la energia predicha por el modelo de Hartree-Fock, por lo que,
la energia de correlacién serd E.[n] < 0. Por su parte, la energia de intercambio da cuenta de
los efectos de postulado de simetrizacion de Pauli y surge de la antisimetrizacion del producto
de orbitales mono-electrénicos, lo que resulta mas restrictivo que un simple producto tensorial
de los estados mono-electrénicos. Por lo tanto, se tiene también que Ez[n] < 0 [9].

La energia de intercambio y correlacion es siempre menor que cero y tiende a mantener a
los electrones separados entre si. Es interesante introducir el concepto de hueco de intercambio
y correlacién, ng.(7,7’), que cumple la restriccién

/dr "Mge(F, 7)) = =1

Esta magnitud describe la reduccion en la probabilidad de encontrar a un electréon en 7 si existe
otro electrén en 7’. El funcional de la energia de intercambio y correlaciéon puede expresarse

como L,
/ / o n(r nxc(r,r )
— 7|

y puede entenderse como una interacciéon de tipo coulomblana entre la densidad electrénica
n(7) y el hueco de intercambio y correlacién ng.(7, 7).

2.2.4. Aproximaciones al funcional de intercambio y correlacion

La energia de intercambio y correlacién se convierte en el objeto central de la DFT. Sin
embargo, se desconoce la forma explicita de este funcional. Es necesario hacer aproximaciones
para implementar el ciclo iterativo de Kohn-Sham. La més bésica es la aprorimacion de den-
sidad local (LDA por sus siglas en inglés - Local Density Approximation-).

Se considera el modelo del gas de electrones libres o modelo de jellium, en el que los
electrones se mueven en un potencial creado por una distribucién uniforme de carga positiva,
ni(r) = n,V7r. En este modelo se tienen en cuenta las contribuciones de energia cinética,
electrostatica y de intercambio y correlacién. En la aproximacion de densidad local esta ultima
contribucién viene dada por

BLDAL,) — / () e ()]

donde n(7) es la densidad electrénica y €z.[n(r)] es la energia de intercambio y correlacién
por electrén en un gas homogéneo de densidad ni(7) = n. Al aplicar esta aproximacién en
sistemas reales se procede como se describe a continuacién. En un punto 7’/ existe una den-
sidad electrénica n(r”’). A esta densidad electrénica se le asocia la energia de intercambio y
correlacién que tendria un gas de electrones homogéneo con una densidad igual a n(7’) cons-
tante en todo el espacio. Este procedimiento se repite para cada punto y se integran todas
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estas contribuciones individuales [7]. Esta aproximacién asume que la energia de intercambio
y correlacién solo depende de las densidades locales, de ahi su nombre.

Este modelo ha conseguido dar buenos resultados incluso para sistemas muy diferentes al
sistema de referencia ideal de la LDA. Su éxito encuentra parte de la explicacién en que esta
aproximacion sobreestima la energia de intercambio y subestima la energia de correlacién como
un error sistematico. Estas diferencias se compensan, dando lugar a resultados muy apropiados
para sistemas muy diversos.

En la aproximacion descrita se asume que el potencial de intercambio y correlacién de-
pende unicamente de los valores locales de la densidad. Sin embargo, en los sistemas reales la
densidad a menudo cambia de forma abrupta con 7y esta aproximacién deja de funcionar con
la precisién deseada. El siguiente paso para mejorar los calculos consiste en anadir informacién
sobre como cambia la densidad en cada punto, esto es, incluir una dependencia con el gradiente
de la densidad. Esta aproximacién recibe el nombre de aprorimacion de gradiente generali-
zado (GGA por sus siglas en inglés - Generalized Gradient Approximation-) y el funcional de
intercambio y correlaciéon puede expresarse de la siguiente manera:

EGGA[) = / 47 fS5A (n(7), V()

Normalmente la aproximacion GGA ofrece mejores resultados que la aproximacién LDA. A
diferencia de lo que sucede en la aproximacién LDA, donde e,.[n(7)] es el mismo para cualquier
sistema, en la aproximacién GGA no existe una forma universal del funcional de intercambio
y correlacion. En este trabajo se ha utilizado la aproximacion GGA propuesta por Perdew y
Wang en 1992 en su articulo [I1] por adecuarse mejor al sistema bajo estudio.

2.3. Pseudopotenciales

Cuando se trabaja con atomos multielectronicos la resolucion de la ecuacién de Shrodinger
o de las ecuaciones de Kohn-Sham se convierte en un problema inabordable. El problema se
simplifica considerablemente si solo se tienen en cuenta los electrones de valencia. Los autova-
lores de los electrones del core del atomo estdn mucho mas profundos que los de los electrones
de valencia y sus funciones de onda estan muy localizadas en la zona del nicleo, lo que hace
que los electrones del core sean quimicamente inertes. Estos electrones no participan en las
interacciones con otros atomos y sus electrones. Las funciones de onda de los electrones de
valencia son muy sensibles a los cambios en su entorno, mientras que las de los electrones del
core permanecen practicamente inalterables.

Tener en cuenta todos los electrones del atomo (AE por sus siglas en ingés - All Electron cal-
culations-) aumenta significativamente el coste de computacién, ya que implica el tratamiento
de un mayor niamero de electrones. Ademas, debe cumplirse la condiciéon de ortogonalidad de
las funciones de onda de los electrones de valencia y las de los electrones internos, lo que da
lugar a un gran ntmero de funciones base. La solucién a este problema consiste en introducir
los llamados pseudopotenciales, funciones que describen la interaccion efectiva de los electrones
de valencia con el pseudodtomo, formado por el nicleo y los electrones del core congelado. En
el pseudopotencial queda recogido el efecto neto del core electrénico, que se traduce en un
apantallamiento del potencial nuclear.

Los pseudopotenciales ab initio se generan a partir de calculos tedricos y no involucran
parametros experimentales. En su derivacion se propone un sistema de referencia y se exigen



2.4. DINAMICA MOLECULAR 9

algunas condiciones que debe satisfacerse para obtencer funciones fisicamente aceptables. Se
denotard con el superindice AF a las magnitudes implicadas en los célculos con todos los
electrones y con el subindice PSS, a aquellas que participan en el tratamiento que involucra al
pseudopotencial. Hay ciertas condiciones que debe satisfacer un buen pseudopotencial:

s Los autovalores de los electrones de valencia del cédlculo con todos los electrones y del
calculo con el pseudopotencial deben coincidir en la configuracién de referencia.

AE _ _PS

En,l — “n,l

Se ha de tener en cuenta que el pseudopotencial depende del momento algular I.

= Las funciones de onda UA¥ y &5 de los electrones de valencia deben coincidir a partir

de una cierta distancia r;, llamada radio de corte del core.

VAl (i) = ®L7 (), Vr>mn

» La densidad de probabilidad de la pseudofunciones de onda y de las funciones de onda
reales de los electrones de valencia deben ser iguales en el intervalo (0, ;)

T T
/ dr r® |RAE (1) 2 = / drr® |RPS (r)|?
0 0

Por el teorema de Gauss, esta exigencia implica que el potencial electrénico fuera de
la zona del core electrénico es idéntico para la funciéon de onda verdadera y para la
pseudofuncién de onda.

s La pseudofuncién de onda \IJﬁEE () no debe tener nodos en la zona del core r < ry.

Una exigencia adicional que se requiere en los pseudopotenciales es la transferibilidad, es
decir, la capacidad de adecuarse a diversos entornos y situaciones fisicas. El radio de corte
del core r; debe ser mayor que la distancia del origen al dltimo nodo de la parte radial de la
funcién de onda verdadera. Para la eleccion del radio de corte r; se hace un balance entre la
suavidad del pseudopotencial, que facilita su tratamiento computacional, y su transferibilidad.
Un r; pequenio dard lugar a un pseudopotencial duro y realista, mientras que un r; grande
proporcionard una funcién mas suave, pero con una menor capacidad de adaptacion a otros
sitemas distintos al de referencia.

2.4. Dinamica molecular

La dindmica molecular retine un conjunto de técnicas cuyo objetivo es la resolucién de las
ecuaciones del movimiento para los iones o moléculas que forman un sistema. En sistemas de
muchos cuerpos se trata de un problema imposible de resolver analiticamente de forma exacta.
En la mayoria de sistemas el tratamiento cldsico serd una aproximacién buena para describir
el movimiento de los iones, de manera que el objetivo serd la integracién de las ecuaciones
de Newton de la mecédnica clasica. Si ahora se denota como E(él,ﬁg, . ,RM) la energia
potencial total del sistema, formado por iones y electrones, entonces las ecuaciones de Newton
tendran la forma:

d*R;

Mlm :_véiE(élaé27"'vﬁM)a i:1727"‘7M (25)
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donde el gradiente —VE_E(ﬁl, ég, . ,ﬁM) representa la fuerza total que actia sobre el ion
1. La adecuacién de esta hipétesis al sistema bajo estudio se evaltia comparando la longitud

de onda térmica de de Broglie A

h
A= —0 2.6
V2rmmkpT (2:6)

donde m es la masa atémica, con la distancia interatémica tipica, de unos 3A.

El primer paso en los calculos de dindamica molecular es la termalizacién del sistema, para
lo que es necesario trabajar en el conjunto canénico (N, V,T). En la termalizacién las velo-
cidades de las particulas respetan la distribucién de Maxwell-Boltazmann. En cada paso de
tiempo, las energias cinéticas calculadas se reescalan para obtener la energia cinética asociada
a la temperatura del sistema que se quiere fijar. Tras un cierto niimero de pasos de tiempo la
temperatura queda establecida en el valor deseado y, en ese momento, se elige una configura-
cién del sistema (esto es, las posiciones y velocidades de los iones), lo que es equivalente a fijar
la energia total F del sistema. De esta manera, se pasa a trabajar en el conjunto microcanénico
(N, V, E), resolviendo las ecuaciones de Newton .

La resolucién de estas ecuaciones se basa en los métodos de diferencias finitas [12]; co-
nocida la solucién en un instante ¢, se pueden hallar las posiciones y las velocidades para un
instante de tiempo posterior ¢+ At. Los calculos se llevan a cabo mediante pasos de tiempo At.
Repitiendo el proceso de iteracién para un ntumero suficiente de pasos de tiempo se obtienen
las posiciones y velocidades del sistema a lo largo del tiempo, lo que permite obtener toda
la informacion del sistema. La eleccion del paso de tiempo At vendra de un balance entre la
precision del algoritmo y el tiempo que se quiera invertir en la simulacién, teniendo en cuenta
que siempre deberd ser menor que el tiempo que tarda un ion en desplazarse su propio tamafio.
Cuanto menor sea At, con mas precision se reproduciran las trayectorias clasicas de los iones.
Sin embargo, para un At pequeno, se necesitan muchos pasos de tiempo para cubrir un tiempo
de simulacién aceptable, lo que incrementa el coste de computacion.

Otra exigencia que debe cumplir el algoritmo es la conservacion de la energia. Solo es ne-
cesario que las trayectorias tengan mucha precisién para tiempos comparables con los tiempos
de correlacion tipicos. No obstante, siempre se ha de mantener un error muy pequeiio en la
conservacion de la energia.

Un buen algortimo debe ser simple, admitir un paso de tiempo relativamente largo y
respetar la conservacion de la energia. Uno de los més utilizados en dindamica molecular es el
algoritmo de Verlet, implementado por L. Verlet en [13] y mejorado posteriormente en [14].

2.4.1. El algoritmo de Verlet

El algoritmo de Verlet es un método para resolver las ecuaciones del movimiento (2.5)) en
diferencias finitas. Se consideran las expansiones en serie de Taylor alrededor de r(t) de las
posiciones en un instante anterior ¢t — At y en un instante posterior t + At, despreciando los
términos en (At)? y de orden superior:

F(t — At) = 7#(t) — U(t) At + %d’(t) (At)? — ...

F(t+ At) = 7{(t) + 5(t) At + %a(t) (AD2 + ..
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Sumando las dos expansiones se consigue eliminar la dependencia en la velocidad y se puede
expresar 7(t + At) en términos de 7(t), 7(t — At) y a(t).

F(t + At) = 27(t) — 7(t — At) + d(t) (At)* (2.7)
Las velocidades se calculan a partir de la férmula

o+ At — 7t — A)
o(t) = 2 AL

(2.8)

El inconveniente de este método reside en que la expresién para las posiciones es exacta
hasta los términos de orden (At)*, mientras que la expresién para las velocidades falla en
términos del orden de (At)2. Ademds, para calcular la velocidad en el instante ¢ es necesario
conocer la posicién en el instante posterior ¢ + At. Existen ciertas mejoras que tratan de
optimizar el algoritmo de Verlet, como el método leap-frog.
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Capitulo 3

Mecanica estadistica

3.1. Conceptos basicos

Dado el macroestado de un sistema termodindmico definido por los pardmetros (N, V, E),
la probabilidad de que, en un instante £ y en ausencia de otras ligaduras, dicho sistema se
encuentre en cualquiera de los distintos microestados o configuraciones accesibles es la misma.
El sistema evoluciona de un microestado a otro a medida que avanza el tiempo, de forma que
cada uno de los observables medibles es un promedio temporal de todos los microestados por
los que pasa el sistema.

El microestado de un sistema clésico aislado en un instante ¢ puede definirse mediante las
posiciones y momentos instantdneos de las NV particulas que lo constituyen. Asi, la definicién
de un microestado requiere de la especificacion de 3N coordenadas espaciales ¢1,qo, ..., q3N
y 3N coordenadas de los momentos pi,pg,...,psn. El conjunto de coordenadas (g;, p;), con
1 = 1,2,...,N, se puede considerar un punto, £, de un espacio 6 N-dimensional al que se
denomina espacio de las fases, T [15].

FE{(‘Z/?@)}’ i:172?"'7N

La evolucién de las coordenadas ¢; y p; viene dada por las ecuaciones de Hamilton del movi-
miento,

qi ap; y DPi a7,
donde H(g;,p;) es el hamiltoniano del sistema. La solucién de la ecuacién anterior describe
la trayectoria de la particula i-ésima en el espacio de las fases. En un sistema macroscopico
ordinario, el niimero de variables es del orden del niimero de Avogadro, lo que hace necesario
un tratamiento estadistico.

(3.1)

Si se considera un conjunto de un gran nimero de copias del sistema de referencia, en un
instante dado t, los miembros del conjunto estardn cada uno de ellos en uno de los microesta-
dos accesibles, siendo todos ellos compatibles con el macroestado del sistema. Este conjunto se
corresponde con una nube de puntos en el espacio de las fases. A medida que pasa el tiempo,
cada copia cambia de microestado, lo que se traduce en un conjunto de trayectorias en el
espacio de las fases asociadas cada una de ellas a un miembro del conjunto. Las propiedades
del sistema de referencia seran promedios del conjunto de copias y serd conveniente expresar-
las mediante la funcion de densidad del espacio de las fases, f(I') = f(qi,pi;t). La cantidad
f(D)dD = f(G,pi;t) dg™ dp™N representa el niimero de puntos del espacio de las fases alrededor
del punto (g, p;) en el elemento de volumen dg”™¥ dp™V. En otras palabras, la funcién f (g, p;; t)

13



14 CAPITULO 3. MECANICA ESTADISTICA

da cuenta de la distribucién de los miembros del conjunto entre todos los microestados posibles
a lo largo del tiempo.

Las propiedades termodinamicas del sistema se pueden representar, entonces, como pro-
medios de ciertas funciones de las coordenadas y de los momentos generalizados que reciben
el nombre de variables dindmicas, A(q;,pi;t). El promedio de estas funciones sobre todo el
espacio de las fases da como resultado la propiedad termodindmica asociada, (A).

(A) = / AT f(G 55 t) A(G B )

Una forma alternativa de calcular el promedio estdistico de la magnitud A(g;, p;;t) es hacer

un promedio temporal sobre la evolucién de los puntos en el espacio de las fases.
_ 1 T
A= lim — dt A(q;, pi; t)
T—00 T 0

Pasado un tiempo lo suficientemente largo, la trayectoria de un punto del espacio de las
fases habra pasado por todos y cada uno de los puntos permitidos del espacio de las fases, es
decir, el sistema habrd estado en todos los microestados posibles. Por lo tanto, el promedio
sobre los miembros de la colectividad y el promedio temporal deberan coincidir para tiempos
lo suficientemente largos:

(A) = A4 (3.2)

Esta igualdad recibe el nombre de hipdtesis ergodica y fue introducida por Boltzmann en 1871.

3.2. Funciones de correlacion

Los atomos o las moléculas de un sistema termodinamico en estado liquido pueden estar
fuertemente correlacionadas entre si y mostrar un cierto orden de corto alcance debido a las
fuertes interacciones que existen entre ellas. Sin embargo, estas correlaciones desaparecen rapi-
damente a distancias y tiempos largos. Las funciones de correlacion dependientes del tiempo
juegan un papel fundamental en el estudio de las variables dindmicas en sistemas fuertemente
interactuantes, describiendo las fluctuaciones microscopicas espontaneas que llevan al siste-
ma fuera del equilibrio. Se ha de tener en cuenta que en el limite termodindmico (N — oo,
V — oo y tal que % = cte) y si el sistema estd en equilibrio, las variables dindmicas a nivel

macroscopico toman un valor constante.

Se considera un sistema termodindmico en equilibrio térmico a la temperatura 7'y formado
por N particulas en ausencia de cualquier perturbacién externa, es decir, se asume que sistema
estd aislado. Sean A(t) y B(t) dos variables dindmicas. La funcidn de correlacion de Ay B
viene dada por el siguiente promedio estadistico en el conjunto candnico:

Cap(t',t") = (A(t") B*(t")) (3.3)

Por la hipétesis ergddica , el promedio puede entenderse indistintamente como un
promedio sobre el tiempo o como un promedio sobre las condiciones iniciales del conjunto de
copias del sistema. En forma de promedio temporal las funciones de correlacion se pueden
expresar como

(A(t") B*(t")) = lim 1 Tth(t’+t) B*(t" +1t) (3.4)

T—00 T 0
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Las funciones de correlacién mas importantes son las autofunciones de correlacion, en las
que la variable B coincide con la variable A.

Las funciones de correlacién tienen algunas propiedades relevantes:

= El hecho de que el sistema esté en equilibrio termodindmico implica que los promedios
estadisticos no dependen del origen de tiempos t” y que, por lo tanto, las funciones de
correlacién son invariantes bajo traslaciones del tiempo (simetria de la conservacién de
la energfa). De esta manera, si se toma t’ = 7y t' = 7+, la funcién de correlacién solo
dependerd de la diferencia de tiempos ¢’ — " = t. Resulta natural tomar 7 = 0, de forma
que se puede escribir

Cap(t) = (A(t) B*(0))
» En el limite t — oo las variables A(t) y B(0) no guardan ninguna correlacién entre si y

Jim Can(t) = (A(0))(B*(0))

s El valor de una funciéon de autocorrelacién estd acotado por su valor inicial, tal y como
cabria esperar, ya que una funcion de este tipo describe la pérdida de correlacién entre
la variable y su valor en el origen de tiempos a medida que avanza el tiempo. Como

([A() £ A0)][A() £ A(0)]") = 0,
se deduce facilmete que

(A(0)A%(0)) = Caa(t) = —(A(0)A™(0))

Es interesante definir las variables dindmicas eliminando su valor medio, de forma que
describan tinicamente la correlacién de las fluctuaciones con el tiempo:

Cap(t) = ([A(t) — (A)][B*(0) — (B)]) (3.5)
Resulta conveniente introducir el espectro de frecuencias, Cap(w), a través de la Transfor-

mada de Fourier de la definicién (3.5) de las funciones de correlacién:

Canlw) = —— / T e O (1) (3.6)

27 J_ o

Informacién mas detallada de este tipo de funciones puede encontrarse en [16].

3.3. Propiedades fundamentales

Las propiedades bésicas que describen el movimiento térmico de un sistema de N particulas

son la densidad numérica
N

S 6(F - Rult))

i=1

)
—
!
~
~
I

donde R; denota la posicién de la particula i-ésima, y la densidad de corriente

N
J(F 1) =D wi(t) (7 — Ry(t)) (3.7)

=1

donde ; es la velocidad de la particula i-ésima. Cuando se hable de la densidad numérica
media de particulas esta se denotard como p.
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3.3.1. Propiedades estructurales

El potencial de interaccién que existe entre los iones del sistema da lugar a la existencia de
correlaciones entre ellos. La distribucién de los iones que conforman el liquido no sera perfecta
con un parametro de celda bien defenido, pero tampoco serd completamente amorfa.

La funcion de distribucion radial o funcion de distribucion de pares g(7) describe la distri-
bucién de los iones alrededor de uno de referencia. La densidad de probabilidad de encontar
a un ion a una distancia r del ion de referencia situado en el origen vendrd dada por pg(7).
La integracién de esta densidad de probabilidad en una esfera de radio r da como resultado
el nimero de iones que hay dentro de dicha esfera. La funcién de distribucién radial g(7) se
define tal que

1 /& ,
py(7) =+ <Z 8(F — Rz‘j)> (3.8)
i)
donde }?fij = EZ - ﬁj y N es el nimero total de iones. A pequenas distancias, esta funcién es
casi cero, debido a que son necesarias fuerzas internas para que los a&tomos solapen. La funcién
presenta un pico a una distancia r = r,4., que se identifica con la distancia promedio a los
primeros vecinos. A distancias més grandes aparecen oscilaciones cada vez mas amortiguadas,
cuyas posiciones se corresponden con las distancias a los vecinos sucesivos, hasta que la funcién

toma un valor constante y el sistema presenta una estructura desordenada [17].

A partir de la funcién g(7), se puede construir el factor de estructura estdtico S(q), que se
define como

S(9) = (p(Dp(=1) (3.9)

donde p(q) es la transformada de Fourier de p(7), que viene dada por
N
p(q) =) et
j=1

Un desarrollo del promedio (3.9) [16] conduce a la siguiente expresién

S(@) =1+p / dre= T g(7) — 1]

Si se supone que el sistema es isétropo, las magnitudes del sistema no dependeran de la
direccién y S(q) = S(q). La forma de S(q) serd similar a la de g(r), con un pico de gran
amplitud en ¢ = g, seguido de oscilaciones que se atentan. En el limite en que el médulo del
nimero de onda ¢ tiende a cero, que se corresponde con distancias muy grandes, la funcién
S(q) da cuenta del comportamiento asintético promedio de la g(r). Se puede demostrar [16]
que S(q — 0) se relaciona con el factor de compresibilidad isotérmica k7, que es una magnitud
macroscopica del liquido, de la siguiente manera:

S(q—0)=pkpTkr (3.10)
donde kp es la constante de Boltzmann.
El factor de estructura estatico S(q) puede determinarse experimentalmente mediante me-

didas de la seccién eficaz de dispersién de rayos X o de neutrones en funcién del angulo de
dispersion.
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3.3.2. Propiedades dinamicas

En esta seccién se hard una distincién entre las propiedades dindmicas que solo dependen
del movimiento de una particula y aquellas que dependen del movimiento colectivo de todas
las particulas que forman el sistema.

Dinamica de una unica particula

La funcion de correlacion de velocidades de la particula i-ésima moviéndose a través de un

fluido se define como )

2(t) = 3 (@HO)50)) (3.11)
Es una medida de la proyeccion de la velocidad de la particula en un instante ¢ sobre su
velocidad en el origen de tiempos, promediada sobre todas las condiciones iniciales. Su valor

en t = 0 viene dado por el principio de equiparticién de la energia:
_kpT
om

A tiempos largos se espera que la velocidad de la particula no guarde ninguna correlacién con
su velocidad inicial, de forma que Z(t — oo) = 0.

Existe una relacién entre el coeficiente de difusion D y la integral en el tiempo de Z(t).
Se considera un conjunto de particulas con posiciones iniciales {7;(0)}. En un tiempo t estas
particulas se difunden y alcanzan las posiciones {7;(¢)}. El coeficiente de difusién D se define
a través de la siguiente relacién, conocida como férmula de Finstein:

A7) = F(0)]?)
D= O @12
donde
7i(t) — 74(0) = /0 at' (¢ (3.13)

Esta relacién es caracteristica de un movimiento aleatorio en el que el desplazamiento cuadrdti-
co medio, R%(t) = (|7i(t) — 7(0)|?), toma un comportamiento lineal con el tiempo cuando se
ha producido un numero suficiente de pasos. A continuacién, se deriva la expresiéon de D

en funcién de Z(t). Elevando al cuadrado y promediando la integral (3.13]) sobre todas las
condiciones iniciales, se tiene

(0 - ror) = [ i) [ ) =2 at | ") 5w

t t
=6 / dt’ / dt"Z({t —t")
0 0

Si se hace el cambio de variable de t” a 7 =t — ¢ y se calcula la integral en ¢ por partes, se
obtiene

t t t
<m@y4uw%=6/}w/‘mzwy:m/1@—;)ﬂﬂdf (3.14)
0 0 0
y sustituyendo (3.12)) en (3.14) en el limite en que ¢ — oo se llega al resultado buscado

D:A dt Z(1) (3.15)
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La relacion (3.15]) se trata de una expresion en la que la integral de una funcién de correlacién
de cardcter microscépico da como resultado una magnitud macroscépica medible experimen-
talmente. Este tipo de relaciones se conocen como férmulas tipo Green-Kubo.

Dinamica colectiva

La magnitud fundamental en el estudio de la dindmica colectiva del liquido es la funcion
de correlacion de las fluctuaciones en el tiempo de la densidad en el espacio de Fourier, que
recibe el nombre de funcidn de dispersion intermedia, F(q,t):

N N
B 1 B 1 iR
F(g,t) = — (p(@t) p(=3,0)) = =Y e 7185 ()= R (0)] (3.16)
N N
j=1 k=1

Haciendo la transformada de Fourier inversa de (3.16|) se obtiene una funcién en el espacio
ordinario, G(7,t), que recibe el nombre de funcidn de van Hove:

1
(2r)?

y puede reescribirse como [16]:

N N
G(7,t) = / dge'TF(g,t) = % < ‘ [+ Ri(0) — Rl(t)]> (3.17)

Se puede entender G(7,t)dr’ como el nimero de particulas k que existen en el elemento de
volumen di en el instante ¢ si se asume la existencia de una particula j en el origen de
tiempos. De manera natural, G(7,t) puede dividirse en un término propio, G4(7,t), y un
término colectivo, G(7,t). Esta division es ttil en tanto que las particulas j y k pueden ser
iguales (término propio) o diferentes (término colectivo). Asi,

G(r,t) = Gs(T,t) + G.(T,t)

donde

Es facil ver que G4(7,0) = §(7) y G(7,t) = pg(7).

La transformada de Fourier al dominio de la frecuencia de la funcién de dispersion inter-
media (3.16]) da como resultado el factor de estructura dindmico S(q,w):

S(7,w) 1/ dte ™' F(q,t) (3.18)

:% .

Integrando la expresion (3.18]) en todo el espectro de frecuencias, se encuentra una relacién
directa con el factor de estructura estatico:

/OO dw S(7,w) = F(§,0) = S(q) (3.19)

—0o0
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Al igual que el factor de estructura estédtico, el factor de estructura dindmico puede medirse
en el laboratorio mediante experimentos de difraccién de rayos X o de neutrones. Esta funcién
encuentra su interés en el estudio de la existencia de modos de propagacion en sistemas liqui-
dos. Estos modos de propagacion estan relacionados con fluctuaciones colectivas que siguen
una dindmica similar a la de los fonones en un sélido. Sin embargo, no existe una teoria capaz
de explicar la existencia de estos modos y de sus frecuencias fuera del régimen hidrodindmco
(¢ —0).

Otra magnitud importante que aporta informacién acerca del movimiento local de las
particulas es la densidad de corriente definida en (3.7]), asi como su transformada de Fourier
espacial:

N
J(@t) =) b(t) e TH (3.20)

j=1
Esta corriente puede separarse en una corriente longitudinal, J_Z, cuya direccion coincide con la
del vector de onda ¢, y una corriente transversal, j;g, en el plano perpendicular a la direccién
de ¢. Las funciones de autocorrelacién de las corrientes longitudinal y transversal reciben el
nombre de funciones de correlacion longitudinal y transversal, respectivamente, y se definen

CcOomao:
1 -

Ci(7.1) = + (D@14, 0)) (3.21)

CL@.1) = (@ 1) ".0) (322)

Sus expresiones en el dominio de la frecuencia se denotan como Cj(q,w) y Cy(q,w). Se pue-
de demostrar [16] que la funcién Cj(q,w) y el factor de estructura dindmico S(q,w) estén
relacionados de la siguiente manera:

¢*Ci(q,w) = w?*S(q,w) (3.23)
De esta expresion se deduce que las fluctuaciones en la densidad estdn estrechamente relaciona-
das con las fluctuaciones de la corriente longitudinal, pero son independientes de la corriente
transversal. La funcién de correlacién transversal no puede medirse experimenatlmente. Su
estudio a través de simulaciones en el limite hidrédindmico (¢ — 0) permite relacionarla con
la viscosidad de cizalladura del liquido, n:

kpT

Ci(qg— 0,t) = g0 nltl/mp (3.24)

donde m es la masa atémica. En el limite hidrodindmico las fluctuaciones de la corriente
transversal responden a una exponencial decreciente con el tiempo. A escala macroscépica los
liquidos no admiten modos transversales y estas corrientes desparecen de forma exponencial
en procesos de difusién. A escala microscépica si que pueden existir modos de cizalladura en
el liquido, que se manifiestan como oscilaciones en Ci(7,w) para valores de ¢ intermedios. Es
posible introducir un coeficiente de viscosidad generalizado 7(q, z), que estéd relacionado con
la transformada de Laplace de la funcién de correlacién transversal Ci(q, z) de la siguiente
manera:

. kg T 2 -
Cia.) = 25 o i, ) (3.29)
La integral definida de C(q,t) normalizada a su valor inicial que denominaremos I,

— > Ct(Q7t)
I= /0 U rr0) (3.26)
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es igual a kBLTCN'T(q, 0). Por lo tanto, evaluando la expresién 1) en z = 0, se tiene que

mp 1
T 2

(3.27)
Extrapolando la expresién (3.27)) al limite hidrodindmico (¢ — 0), se obtiene el valor del
coeficiente de viscosidad de cizalladura ordinario, n = 7(0,0).

3.4. Hidrodinamica

Se puede conocer la estructura microscépica estética de un liquido mediante experimentos
de dispersion de radiacién de longitud de onda del orden de la distancia entre particulas. Si
se quiere estudiar la dinamica del liquido, es necesario tener en cuenta las escalas de longitud
y de tiempo. Es habitual comparar la longitud de onda con el recorrido libre medio [, de las
particulas y el tiempo con el tiempo medio entre colisiones 7.. Si en un experimento de dis-
persién el nimero de onda k y la frecuencia w son tales que kl. << 1y wT. << 1, se dice que
se estd trabajando en el régimen hidrodinamico, en el que las propiedades locales del liquido
varian lentamente en escalas microscépicas de logitud y de tiempo.

Las variables hidrodinamicas incluyen la densidad numérica, la energia y el momento, que
cumplen relaciones de conservacién de la forma . Por otro lado, existen las llamadas rela-
ciones constitutivas, que conectan las corrientes o los flujos con los gradientes de las variables
dindmicas locales a través de los coeficientes de transporte, de caracter fenomenolégico. El
objetivo principal de esta seccién es dar expresiones explicitas de los coeficientes de transporte
en términos de magnitudes microscépicas.

3.4.1. Descripcion para una unica particula

Se toma la particula i-ésima, idéntica a las demas del sistema liquido bajo estudio, y se le
coloca una etiqueta para estudiar su difusién. Si se supone que la densidad de particulas es muy
baja, de forma que se pueden despreciar las interacciones entre ellas, la densidad microscépica
de la particula etiquetada

p(F, 1) = 6(F (1)) (3.28)

y su corriente, j (s) (7, t), satisfaceran la ecuacién de continuidad:

dp (7, t)

= ) (7 4) =
5+ V) =0 (3.29)

Segun la relacién constitutiva conocidad como ley de Fick, se tiene que

JOF ) = =DV - (7, 1) (3.30)

donde D es el coeficiente de difusién. Sustituyendo (3.30) en la ecuacién de continuidad (3.29),
se obtiene

0p©) (7, 1)
ot

Si se reescribe la expresién anterior en el espacio de los vectores de onda ¢,

—DV2p(F 1) =0 (3.31)

p)(q,1) 2
ZF Y p ) (7 +) —
5t q° p*¥(q,t) =0
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su solucién es inmediata:
P t) = (gt = 0)e P! (3.32)

Atendiendo a la definicién (3.16)), si se multiplica a ambos lados de (3.32)) por p(s)(—(j', 0) y se
hace el promedio sobre las condiciones iniciales, se obtiene la funcién de dispersién intermedia
propia Fy(q,t) en el régimen hidrodindmico:

. 1 . . . . 2
Fu(q.1) = 3 (09(@.1) 0 (=7,0)) = - (0)(7.0) o (=7.0)) =P 7"
donde se ha tenido en cuenta que, como la densidad de particulas es pequena, sus coordenadas
no guardan ninguna correlacién.

Haciendo la transformada de Fourier inversa de la expresion obtenida para la funcién de
dispersion intermedia propia Fs(q,t) se calcula la funcién de autocorrelacién de van Hove
propia G4(7,t) en el régimen hidrodindmico:

1

— —r2

Se observa que Fy(q,t) y Gs(7,t) siguen la forma de una gaussiana.

Por dltimo, el factor de estructura dindmico propio Ss(7,t) viene dado por la siguiente
expresion:

1 D ¢?

Ss(iw) = ——————=
s(7w) w2+ (D g?)?

Esta funcién tiene la forma de una curva lorentziana centrada en w = 0 y de anchura 2D¢?,

tipica de procesos difusivos como el que sufre la particula etiquetada en el fluido.

3.4.2. Descripcion colectiva

La hidrodinamica trata la escala de tiempos y longitudes, de forma que bajo su punto
de vista, el liquido se comporta como un continuo. A continuacién, se presentan las leyes de
conservacién de la densidad numérica p(7,t), la densidad de energia e(7,t) y la densidad de
momento p(7,t) para un fluido monoatémico, que no se resolveran.

ap(F’t) + v -

5 V-p(r,t) =0
Je(\t) = 7,
o + V- J(rt) =0

(T t) & i
BT +V.-5(r,t) =0

donde J,(7,t) es la corriente de energfa y 7(7,t) es el tensor de esfuerzos. Junto a estas ecua-
ciones de continuidad se deben especificar dos relaciones constitutivas para J,(7, ) y a(7,t) en
las que estas magnitudes se expresen en términos de variables termodindmicas y coeficientes
de transporte. Las soluciones de estas ecuaciones son los modos de vibracion permitidos en el
liquido y puede verse a través de la matriz hidrodindmica [16] que las corrientes longitudinales
estan completamente desacopladas de las transversales, por su estructura diagonal por cajas.
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La hidrodinamica describe las fluctuaciones que separan al liquido del equilibrio a nivel lo-
cal y transitorio. Si se considera que estas desviaciones son pequenas, estas ecuaciones pueden
linealizar despreciando las desviaciones de orden dos o superior.

Si se quiere profundizar en la descripcion colectiva y en la resolucién de estas ecuaciones
en particular, se puede consultar [16].

Modos longitudinales

Los modos longitudinales son aquellos asociados a las fluctuaciones de la densidad, la
temperatura y la componente longitudinal del momento p. El factor de estructura dindmico
normalizado en la region hidrodinamica puede expresarse como:

S(qw) 1 [y—-1 2Dpq? 1 ( I ¢? N I ¢? )]

Sl@ 27 v w+(Dre®? v \(Wwteq)?+(Te?)? " (w—csq)?+ (I g2)?

donde vy es igual al cociente entre el calor especifico a presién constante y el calor especifico a
volumen constante, D es el coeficiente de difusion térmica, I' es el coeficiente de atenuacién
del sonido y c; es la velocidad adiabatica del sonido.

Modos transversales

La funcién de correlacién que describe las fluctuaciones de la corriente transversal es el
espectro Ci(q,w), que en el régimen hidrodindmico toma la forma de una curva lorentziana:

kT g’
Ct(‘]aw) = Tm w2+ (ng)g

Esta expresion senala que los modos transversales son difusivos en el régimen hidrodinamico,
tal y como describen los modelos tradicionales de liquidos.

3.4.3. Un paso mas: la hidrodinamica generalizada

Como ya se ha apuntado anteriormente, el régimen hidrodinamico se aplica en el estudio
de los liquidos para longitudes y tiempos largos. A escalas microscépicas la descripcion del
liquido como un continuo a través de las leyes de conservacién deja de ser vélida. Sin embargo,
esta pérdida de validez no se produce de forma brusca, si no que ocurre de manera gradual.
La hidrodinamica reproduce resultados aceptables lejos de la regién de ¢ pequenos y tiempos
largos. Es por este motivo que para modelizar el comportamiento del liquido en longitudes
cortas y tiempos largos se mantienen las ideas basicas de la hidrodindmica y se generalizan,
permitiendo que las variables termodinamicas y los coeficientes de transporte sean funciones
del espacio y del tiempo. El conjunto de teorias que extienden el modelo hidrodinamico recibe
el nombre de hidrodindmica generalizada.

En este trabajo se estudia el liquido a distancias del orden de angstroms y a tiempos del
orden de picosegundos, por lo que las expresiones que se aplican al sistema serdn las derivadas
de la hidrodinamica generalizada. Parece razonable suponer que dichas expresiones seran for-
malmente similares a las de la hidrodindmica ordinaria. Uno de los formalismos maés utilizados
en la generalizacion de la hidrodindmica es el de los operadores de proyeccion propuesto por
H. Mori, sobre el que se puede obtener informacién en [18].



Capitulo 4

El Circonio liquido

4.1. Resultados de la simulacion

En este capitulo se presentan los resultados obtenidos del andlisis computacional de los
datos proporcionados por la simulacién para el circonio liquido. Se compararan estos resultados
con estudios experimentales basados en difraccién de rayos X y en difraccién de neutrones.
Estos tltimos datos son mas actuales y, por lo tanto, se entenderan como mas precisos.

4.1.1. Caracteristicas de la simulacion

Antes de empezar la simulacién deben fijarse algunos parametros iniciales para determinar
las condiciones del sistema. Se establecié una temperatura de T' = 2150 K, ligeramente mayor
que el punto de fusién del circonio a presién ambiente, y un nimero de particulas de M = 100
dtomos de circonio. Estos 100 a4tomos se colocaron en una caja cibica de lado | = 13,6638 A,
lo que se traduce en una densidad numérica experimental de p = ZM3 = 0,0392 A7®. Dado
que la configuracién electrénica del circonio es [Ar] 3d'° 452 4p5 4d? 552, en los célculos de la
simulacién se tuvieron en cuenta 12 electrones de valencia por cada atomo (4s24p% 4d? 5s2).
El resto de electrones ([Ar]3d') estdn muy internos en el dtomo, formando un core que no
interactiia. El efecto de este core queda caracterizado por el pseudopotencial. Se fijé un paso
de tiempo entre cada iteracién de la simulacién de At = 4,5 - 1073 ps. En total se calcularon
10046 configuraciones del espacio de las fases del sistema, lo que equivale a un tiempo total de
simulacién de t = 45,207 ps. La base de ondas planas es infinita y, por lo tanto, es necesario
acotar el médulo del vector de onda maximo, que se tomé como el equivalente a una energia
de 45,0 Ryd. Teniendo en cuenta que la masa atémica del circonio es de 91, 224 u, la longitud
de onda térmica de de Broglie es de 0,0394 A, de forma que la hipétesis cldsica se adeciia

muy bien al sistema.

El algoritmo utilizado en cada iteracién es el siguiente: se parte de unas posiciones fijas
de los iones y, bajo la aproximacién de Born-Oppenheimer, se busca el estado electronico
fundamental resolviendo las ecuaciones de Kohn-Sham utilizando una base de ondas planas.
A continuacion, se calculan las fuerzas entre los iones aplicando el teorema de Hellmann-
Feynmann y resolviendo las correspondientes ecuaciones de Newton. Dado que la base de ondas
planas es infinita, es necesario acotar el médulo del vector de onda maximo, que se tomd como
el equivalente a una energia de 45,0 Ryd. El software empleado para este procedimiento fue el
c6digo abierto Quantum Espresso [19].

23
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4.1.2. Propiedades estaticas

En primer lugar, se calculé la funcién de distribucién de pares g(r), que aparece represen-
tada en la figura , junto a los datos experimentales de la g(r) con difraccién de rayos X
[20] y difraccién de neutrones [2I]. Las posiciones de los maximos y minimos de la funcién
obtenida a partir de los datos de la simulacién se ajustan bastante bien a las del estudio mas
reciente, coincidiendo de forma bastante aceptable en las amplitudes de las oscilaciones. En

e -

ro
\

g(r)
tn
|

r[A”]

Figura 4.1: Funcién de distribucién de pares para el circonio liquido a 2150 K. En linea continua
negra aparecen los datos de la simulacién, en circunferencias verdes, los datos de 1980 [20], y
en rombos rojos, los datos del 2002 [21].

la figura se observan dos picos, siendo el primero més pronunciado que el segundo. Las
oscilaciones se van suavizando a medida que aumenta r y se intuye asi un cierto orden de
corto alcance en el liquido. A partir de la funcién de distribucién de pares podemos calcular
parametros relacionados con este orden de corto alcance, como el niimero de primeros vecinos
(neighbor correlation number). Esta cantidad se obtiene integrando la funcién de distribucién
radial 4mpr2g(r) desde el origen hasta la posicién del primer minimo ry,;, = 4, 36A.

Tmin
CN = 47Tp/ drrg(r) = 13,3
0
En promedio cada dtomo estara rodeado de 13,3 atomos.

Se calculé también el factor de estructura estético S(g). Esta funcién es la Transformada
de Fourier de la funcién de correlacién de pares g(r) y se puede medir experimentalmente. Se
ha representado la S(g) obtenida con la simulacién, asi como la S(q) de los experimentos de
difraccién de rayos X [20] y de neutrones [21] en la figura (4.2). De nuevo, puede apreciarse que
el resultado de la simulacién, con su pico principal en ¢, = 2, 39 A", se aproxima correctamente
a la forma de la funcion maés actual. En la segunda oscilacién pueden verse dos maximos
relativos seguidos, lo que se conoce como shoulder debido a su forma. Esta peculiaridad, que
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fue observada por primera vez en los resultados experimentales nuevos [21], estd relacionada
con el orden de corto alcance icosaédrico presente en el liquido. En el limite en que g tiende a 0,

3.5, a

wa

o -1
qlA ]

Figura 4.2: Funcién factor de estructura estatico para el circonio liquido a 2150 K. En linea
continua negra aparecen los datos de la simulacion, en circunferencias verdes, los datos de 1980
[20], y en rombos rojos, los datos del 2002 [21].

el factor de estructura S(q) tiende a pkpT kK , donde p es la densidad numérica, kp es la
constante de Boltzmann, T es la temperatura del sistema y k7 es el factor de compresibilidad
isotérmica. Teniendo en cuenta que el comportamiento analitico de S(g) en el limite en que ¢
tiende a 0 viene dado por la expresiéon

S(qg—0) =ag+ap - ¢

donde ag y a; son pardmetros de ajuste, se han ajustado los resultados de S(q) de la simulacién
y se ha obtenido un valor de la ordenada en el origen de ag = 0,0165 £ 0,005. A partir de este
dato, se puede hallar el coeficiente de compresibilidad isotérmicas:

= pkpT

=(1,4240,4) - 1071 N~1m?
Este valor ofrecido por la simulacion estd en buen acuerdo con el dato experimental neTxp =
(1,45 +£0,15) - 10~ N='m?2, que puede encontrarse en [22].

A continuacién, se realizé el andlisis de vecinos comunes (CNA por sus siglas en inglés
-Common Neighbour Analysis-)[23], que proporciona informacién tridimensional sobre el sis-
tema. Para llevar a cabo este estudio, previamente se tomoé una configuracion del sistema y se
bajoé su temperatura hasta unos 3 K, eliminando el movimiento de los d4tomos y sus vibracio-
nes y obteniendo asi una estructura cristalina congelada. En el método CNA la estructura del
sistema viene representada por diferentes diagramas. Tomando un par de dtomos del sistema,
el diagrama se caracteriza por cuatro indices, (i), (ii), (iii) y (iv), donde
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i) indica si los d4tomos del par de referencia son primeros (i = 1) o segundos vecinos (i = 2)
ii) indica el nimero de vecinos comunes compartidos por los dos atomos del par

iii) indica el nimero de enlaces entre los vecinos comunes

iv) distingue diagramas con los mismos indices (i), (ii) y (iii) con diferentes enlaces entre los

vecinos comunes.

(
(
(
(

Para determinar si los 4tomos del par son primeros vecinos se comprueba que la distancia
entre ellos sea menor o igual que la distancia desde el origen hasta el primer minimo, r,;,, de
la funcién g(r).

Se hicieron calculos para cuatro configuraciones congeladas. Los resultados promedio (en
tanto por ciento) de la presencia de cada tipo de estructura CNA en el circonio para las cuatro
configuraciones aparecen en la tabla . Asimismo, con el fin de comparar, se incluyen
en la tabla los resultados correspondientes a las estructuras fcc, bee, hexagonal compacta e
icosaédrica.

Diagrama CNA Zr fcc bce  hep  icos

1421 0,01 1 0 0,5 0
1422 0,02 0 O 0,56 0
1431 0,14 0 O 0 0
1441 0,09 0 3/7 0 0
1541 0,15 0 O 0 0
1551 0,39 0 O 0 1
1661 0,14 0 4/7 0 0
Tabla 4.1:

Existe una gran proporcién de configuraciones 1551, que se corresponden con una estructura
icosaédrica pura. Los diagramas 1431, 1541 y 1661 tiene una contribucion apreciable en la
configuracién del circonio liquido, siendo los dos primeros estructuras icosaédricas deformadas
y teniendo el ultimo de ellos una presencia relativa de 4/7 en la estructura bee. Por otro lado,
existe una contribucion residual de las estructuras 1421 y 1422, que aparecen en la estructra
hexagonal, y de 1441, presente en la bce. Se puede concluir que el orden de corto alcance
predominante en el circonio liquido es el icosaédrico, seguido de la estructura bcc, que es la
red en la que cristaliza este metal.

4.1.3. Propiedades dinamicas

A continuacion, se detallan los resultados obtenidos para aquellas magnitudes que dependen
del tiempo.

Dinamica de una particula

En primer lugar, se calcularon dos magnitudes dependientes del tiempo, pero que solo tie-
nen en cuenta el movimiento de un dtomo del sistema: el desplazamiento cuadrético medio y
la funcién de correlacion de velocidades.

El desplazamiento cuadratico medio (|r(0) — r(¢)|?) da una idea de la distancia promedio
que recorre un atomo durante un tiempo t. En la figura se puede apreciar cémo para
tiempos largos la funcion tiene un comportamiento lineal con el tiempo, mientras que para
tiempos cortos el comportamiento es cuadrético. Tal y como se vio en la ecuacién de Einstein
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, si se realiza un ajuste lineal para tiempos suficientemente grandes, la pendiente m de
la recta de ajuste se relaciona con el factor de difusién D de la siguiente manera: m = 6 D.
Con los datos de la simulacién se obtiene el siguiente valor de la pendiente m = 1,89 +
0, 02A2ps_1. Por lo tanto, el coeficiente de difusién obtenido fue

D= % = (3,15 4£0,04) - 10 Pcm?2 s

El dato experimental disponible en [24] es D®*? = 3,83 - 10 °cm?s~!, de forma que pude
decirse que el resultado de la simulacién se ajusta bien al valor experimental.

e .

(t)

~

t[ps]

Figura 4.3: Funcién desplazamiento cuadratico medio para el circonio liquido a 2150 K.

La funcién de correlacién de velocidades Z(t) describe la correlacién de la velocidad
de un 4tomo en un instante ¢’ = 0 con su velocidad en un instante diferente ¢’ = ¢. En la figura
se observa la pérdida de correlacién a medida que aumenta el tiempo t. Esta pérdida
se debe a las colisiones entre los distintos atomos del sistema, que provocan cambios bruscos
en la velocidad de los mismos, de forma que, a medida que crece el tiempo ¢ el &tomo pierde
memoria de su velocidad en el instante ¢’ = 0.

Dinamica de la colectividad

En primer lugar, se calculé la funcién de dispersién intermedia F'(q,t) mediante la expre-
sién , que aporta informacion sobre las fluctuaciones de la densidad debidas a la dindmica
colectiva. Esta funcién describe la evoluciéon temporal de las excitaciones colectivas, a través
de los vectores de onda permitidos por las condiciones de contorno ciclicas impuestas por la
caja de la simulacién, y la evolucion temporal de las posiciones de los iones. En la figura
se ha representado la F(q,t) para varios valores de ¢. Para valores pequenos de ¢ la funcién
de dispersién intermedia muestra un comportamiento oscilatorio amortiguado superpuesto a
un decaimiento exponencial. Los modos propagantes son los responsables de las oscilaciones,
mientras que los modos de relajacién son la causa del decaimiento. A medida que crece g,
aumenta el amortiguamiento de las oscilaciones, hasta que desaparecen para ¢ = 4/5 g,. Para
q = qp, la funcién presenta un decaimiento lento y mondtono, que se conoce como estrecha-
miento de Gennes.
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Figura 4.4: Funcién de correlacién de velocidades para el circonio liquido a 2150 K.
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Figura 4.5: Funcién de dispersién intermedia normalizada para varios valores del nimero de
onda (escritos en A" enla figura) del circonio liquido a 2150 K.

La Transformada de Fourier de F(g,t) en el dominio de la frecuencia da como resultado
el factor de estructura dindmico, S(¢,w), que puede medirse en el laboratorio a través de ex-
perimentos de dispersién de rayos X y de neutrones. En la figura se muestra la funcién
S(q,w) para distintos valores de g. Hasta ¢ = 5/7¢, se observa que el factor de estructura
presenta picos laterales a unas determinadas frecuencias, que sefialan la existencia de excita-
ciones colectivas propagantes en el sistema. Mas alla de dicho valor de ¢, la funcién presenta
un comportamiento mondtono decreciente. A partir de las posiciones de los picos laterales en
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Figura 4.6: Factor de estructura dindmico no normalizado para ciertos valores del niimero de
onda (escritos en A enla figura) del circonio liquido a 2150 K.

la S(q,w), se puede construir una relacién de dispersién ws(q) de las excitaciones de la densi-
dad, que se ha representado en la figura . En la regién hidrodindmica (¢ pequenos) ws(q)
depende linealmente de ¢ y su pendiente coincide con la velocidad adiabdtica del sonido en
el liquido, c¢s. El ajuste de los datos obtenidos en la simulacién para la relaciéon de dispersién
ws(q) en el limite en que ¢ — 0 dio como resultado un valor para la velocidad adiabética del
sonido en el circonio liquido de ¢; = 3380 4 125m s~ !. La comparacién de este resultado con
el dato experimental de [25], ¢5*¥ = 3648 m s~!, es buena. Cabe destacar que no se trata de
un resultado experimental producto de mediciones exactas en el laboratorio, sino que surge de
la propuesta de formulas semiempiricas que relacionan la velocidad adiabatica del sonido con

otras magnitudes fisicas cuyo valor se supone conocido.

A partir de las configuraciones obtenidas en la simulacidn, se calcularon también las corrien-
tes transversal Cy(q,t) y longitudinal Cj(g,t), asi como sus correspondientes transformadas de
Fourier en el dominio de la frecuencia, Ct(q,w) y Ci(q,w) .

La funcién Cj(q,w) presenta el mismo comportamiento para cada valor de ¢: la funcién
comienza en ( para w = (0, aumenta su valor hasta alcanzar un méximo a una determinada
frecuencia w;(q) y decae de forma suave hasta 0 para frecuencias grandes. Para cada valor de ¢
existe un unico pico con una frecuencia asociada wj(q). Las posiciones de los picos definen una
relacién de dispersion longitudinal, que solo coincidird con ws(q) en el limite hidrodindmico,
donde también presenta un comportamiento lineal. Esta relacién de dispersién aparece repre-
sentada también en la figura , donde se observa que presenta un maximo seguido de un
minimo para ¢ = g,. En la figura se puede observar el comportamiento descrito de la
funcién Cj(g,w) para varios valores de g.

Por su parte, la funcién Cy(q,t) no esta asociada a ninguna magnitud medible experimen-
talmente y solo puede calcularse mediante simulaciones. Esta funcion estd relacionada con la
capacidad del sistema para soportar la existencia ondas transversales a su direcciéon de propa-
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Figura 4.7: Espectro de la funcién de correlacién longitudinal para cuatro valores del nimero
de onda (escritos en A enla figura) del circonio liquido a 2150 K.

gacion. Estos modos reciben el nombre de shear modes o modos de cizalladura y la existencia de
picos laterales en la Transformada de Fourier de Cy(q,t) al dominio de la frecuencia, Cy(q,w),
constituye una evidencia de su presencia en el liquido. En la figura se muestra la forma
Cy(gq,w) para cuatro valores de g. Se observé que la funcién C;(q,w) presenta picos para un

q=0.46

OlesAlI

Figura 4.8: Espectro de la funcién de correlacién transversal para cuatro valores del niimero
de onda (escritos en A" enla figura) del circonio liquido a 2150 K.

amplio rango de valores de ¢, de forma que se puede construir una relacién de dispersién tran-
versal, que aparece representada en la figura . Para el primer valor de ¢ permitido por las
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Figura 4.9: Relaciones de dispersién para el circonio liquido a 2150 K. En circulos negros:
relacién de dispersion obtenida a partir de los picos ineldsticos de S(g,w). En diamantes rojos:
relacién de dispersion longitudinal calculada a partir de los maximos observados en espectro
de la corriente longitudinal Cj(q,w). En estrellas azules: relacién de dispersién transversal
construida a partir de los méximos observados en espectro de la corriente transversal Cy(q,w).
Las lineas discontinuas son ajustes de los datos de la simulacion.

condiciones de contorno de la simulacién, ¢n = 0, 46A71, ya se observa un pico. A medida
que aumenta el valor de ¢, crece la frecuencia w;(q) asociada a cada pico hasta alcanzar un
méximo, a partir del cual las frecuencias decrecen muy lentamente. Para la funcién Ci(q,w)
existe un valor limite inferior del nimero de onda ¢, tal que 0 < q; < Gmin, & partir del cual
puede existir transmisién de ondas transversales en el liquido. Para valores ¢ < gp el liquido
no presenta un comportamiento eldstico, si no viscoso. De esta manera, para la relacién de
dispersion transversal en el limite en que ¢ — 0 el ajuste deberd ser de la forma:

Wt = Ct(q - Qt)

donde el pardmetro ¢; se corresponde con la wvelocidad de las ondas transversales en el liqui-
do. El ajuste de los datos obtenidos de la simulacién dio como resultado una velocidad de
¢t = 1750 £ 130m s~ y un valor umbral del niimero de onda de ¢; = 0,07 £ 0, 02 AL

A partir de Cy(q,t) se puede obtener la viscosidad del liquido 7, tal y como se describié

en la seccion (3.3.2)) en las ecuaciones (3.24)-(3.27)). En la tabla (4.2) aparecen los resultados
obtenidos de la simulacién para la integral (3.26)) y para el coeficiente de viscosidad generalizado

7(q, z = 0) para distintos valores de ¢q. Nos interesa el valor en el limite en que ¢ — 0. Haciendo
un ajuste de los datos reflejados en la tabla (4.2)) del tipo

7(g,0) = 7(0,0) — bo ¢

donde 7(0,0) es la viscosidad ordinaria buscada y by es un pardametro de ajuste, se obtuvo el
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q I 7(q,0)
0,46 0,079 36,0
0,65 0,046 30,7
0,8 0,029 32,0
0,92 0,028 25,1
1,03 0,023 24,7
1,13 0,021 22,2
1,3 0,024 150
1,38 0,021 15,0
1,45 0,021 13,3

Tabla 4.2:

valor n = 7(0,0) = 3,81 + 0,14 mPas. Este resultado se encuentra en el intervalo entre los
dos datos experimentales existentes: n{"" = 3,5mPas en [26] y 05" = 4,5mPas en [27].
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Conclusiones

En este trabajo se han calculado por primera vez diversas propiedades estaticas y dindmicas
del circonio liquido a una temperatura de 2150 K mediante simulaciones basadas en primeros
principios.

Para caracterizar la estructura estatica del sistema se calculo el factor de estructura estati-
co S(q), que muestra un buen acuerdo con los datos experimentales més recientes de dispersién
de neutrones. El ajuste con los datos de dispersion de rayos X es peor, debido quiza a falta de
precisiéon en estas medidas més antiguas. Se observé una asimetria en el segundo pico de S(q),
caracteristica del orden de corto alcance icosaédrico. Para obtener informacién tridimensional
del sistema se realizé un andlisis CNA, que senal6 el predominio de la estructura icosaédrica
en el liquido. Ademds, se observé una proporcion considerable de la estructura bee, el tipo de
red en la que cristaliza el Circonio.

En cuanto a las propiedades dindamicas, se calculé la funcién de dispersion intermedia
F(q,t), que presenta un comportamiento oscilatorio hasta ¢ ~ 4/5¢,. A partir de dicho va-
lor de g solo existe un decaimiento mondénotono. En ¢ = g, se observé el estrechamiento de
Gennes. Los picos laterales observados en el factor de estructura dindmico S(q,w) reflejan la
existencia de excitaciones colectivas de la densidad de tipo transversal. En el estudio de la
dindmica del liquido se calcularon los espectros de las funciones de correlacién longitudinal y
transversal, Cj(q,w) y Ci(q,w), respectivamente. La aparicién de picos confirma la existencia
de modos de oscilacién longitudinales y transversales en el sistema.

Por otro lado, se calculé el factor de compresibilidad isotérmica k7, el coeficiente de di-
fusion D, la velocidad adiabatica del sonido cg, la velocidad de propagacién de los modos
transversales en el liquido ¢; y la viscosidad 7. Los valores de k7, D y cs se adaptan muy bien
a los datos experimentales disponibles y el valor ab initio de la viscosidad muestra un buen
acuerdo con el rango de valores existente entre los dos medidas empiricas. No existen datos
experimentales de ¢;, lo que muestra una de las utilidades de la simulacion realizada.

Se puede concluir que la simulacién de primeros principios llevada a cabo reproduce con
éxito las propiedades estaticas y dinamicas de las que existen estudios empiricos. Este hecho
respalda la fiablidad de las magnitudes calculadas para las que no existen resultados expe-
rimentales. El buen acuerdo de los resultados de la simulacion con los datos experimentales
era esperado, pues se ha implementado un método computacional de primeros principios, que
bédsicamente consiste en resolver la ecuacién de Schrédinger utilizando como aproximaciones
un término de intercambio y correlacién adecuado y un pseudopotencial que incluye los efectos
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de los electrones mas internos.
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