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Capitulo 1

Integral de caminos en mecanica
cuantica

1.1. Introduccidon historica

La integral de caminos es una formulacién de la mecanica cudntica que surge de manera natural
al intentar averiguar cudl es el rol que juega el principio de minima accién en el caso cuantico.
La idea bésica de este formalismo es que, si tenemos una particula situada en un cierto punto x,
del espacio de coordenadas en el instante t,, para calcular la probabilidad de que en un instante
posterior ¢, se encuentre en el punto x;, se han de tener en cuenta todas las posibles trayectorias
que conecten el primer punto con el segundo, o dicho de otra forma, todos los distintos caminos
que puede recorrer la particula, e integrar sobre ellos, de ahi el nombre. Més adelante se explicara
qué quiere decir esto de una forma mas detallada y rigurosa.

En las formulaciones tradicionales de la mecanica cudntica (Schrodinger y Heisenberg), es el
hamiltoniano el que da la evolucién temporal del sistema. La primera persona en proponer una
descripcién lagrangiana de la cudntica fue Dirac en su articulo de 1933 [2], en el cual demuestra
que el operador de evolucién es proporcional a la exponencial compleja de la accién (integral
temporal del lagrangiano), pero no termina de dar una explicacién completa y precisa del asunto.
Anos més tarde, Feynman [3] consigue desarrollar de manera satisfactoria las ideas de Dirac,
dando luz a un nuevo formalismo. A la hora de describir la evolucién temporal para tiempos fi-
nitos, se vio que era necesario integrar esta exponencial de la accién sobre todas las coordenadas
espaciales en cada instante temporal, con lo que nacié el concepto de integral sobre todos los
caminos. Existen ciertos problemas matemaéticos con este concepto, ya que, incluso a dia de hoy,
todavia no se ha conseguido definir de manera rigurosa una medida en el “espacio de caminos”,
excepto para integrales de tipo gaussiano.

La integral de caminos no es un concepto exclusivo de la mecdnica cudntica no relativista,
sino que también sirve para estudiar teoria cuantica de campos, y de hecho es en ese ambito
donde se dieron los primeros éxitos de la teoria. En un principio Feynman intenta usarla para
deshacerse de los infinitos debidos a la energia de autointeraccién en la electrodindmica cuantica,
aunque no consiguié un resultado completamente satisfactorio. Sin embargo, se vio en seguida
que tenia muchas aplicaciones tanto en QED como otros campos. Su primer logro fue la expli-
cacion del efecto Lamb, ya que ahi la integral de caminos si servia para manejar los infinitos.
Posteriormente, ha seguido siendo bastante 1til en el desarrollo de varias ramas de la fisica.
Cabe destacar que el formalismo es muy apropiado para el estudio de sistemas cudnticos en el
limite semi-cldsico, como se vera posteriormente en este trabajo.



Merece la pena mencionar que la integral de caminos no es la tnica descripcién de la cudntica
mediante lagrangianos, ya que Schwinger encuentra un principio de minima accién cuantico [4],
pero de naturaleza diferencial en vez de integral. Al igual que Feynman, Schwinger también
utilizé su principio de acciéon cuantico en el estudio de la QED. Mientras que el enfoque de
Feynman era mas intuitivo, usando diagramas para visualizar los procesos mediante interaccio-
nes entre particulas, Schwinger tenia una vision mas matematica, olvidandose de las particulas
y centrandose en el dlgebra de los campos.

La nocion de integral de caminos no es exclusiva de la mecdnica cuantica, y de hecho, el primero
en introducirla fue Wiener en el marco del movimiento browniano [1]. Se pueden formular otras
ramas de la fisica en funcion de la integral de caminos, como veremos en el caso de la mecanica
estadistica.

1.2. Construcciéon de la integral de caminos

Hay distintas formas de hacer este desarrollo. En este trabajo lo haremos como en el libro de
Feynman e Hibbs [6]. También se puede hacer partiendo desde la ecuacién de Schrodinger, lo
cual quiza pueda ser mas intuitivo, pero hacerlo de esta forma resulta méas bello, ya que se de-
duce toda la mecanica cuantica a partir de un tnico postulado. Posteriormente, se demostrara
que ambas formulaciones son equivalentes, con lo cual da igual el camino que se tome ahora.

En este desarrollo y en los posteriores, se tratara el caso de una particula no relativista, y
por simplicidad en una dimensién. La extension a més dimensiones no es excesivamente compli-
cada.

Se parte del siguiente postulado, que se conoce con el nombre de postulado de Feynman:
la amplitud de probabilidad de que una particula evolucione desde la posicién x, en un tiempo
tq hasta la posicién z; en el instante ¢, (con t, > t,) viene dada por:

K (2, ty; Ta, ta) = »_ ¢l (t)] (1.1)

Donde ¢[x(t)] es la contribucién a la amplitud de cada posible camino que va desde z, hasta
xp. Todas las contribuciones son de igual médulo, pero tienen fases distintas. Dicha fase esta
descrita por la siguiente ecuacién:

P[x(t)] = const SO/ (1.2)

S[x(t)] es la accién correspondiente a cada camino, definida en el sentido clasico, y la constante
se usara para normalizar K.

Este postulado puede parecer bastante arbitrario, con lo cuales interesante entender un po-
co el contexto de como se llegd a él, para comprenderlo mejor. Como ya se menciond en la
introduccion, la busqueda de una formulacion de la mecéanica cuantica a partir de un princi-
pio de minima accién se remonta a Dirac, quien define una funcién S que cumple la siguiente
ecuacién:

(q(ty)lq(ta)) = ™/ (1.3)

Aqui los |g(t)) son los vectores estado del sistema a tiempo ¢. Pues bien, Dirac demuestra que, en
el limite clasico i — 0, esta funcién S coincide con la accién clésica, por lo que sera su andlogo



cuantico. Es esta analogia la que lleva a Dirac a escribir:

(q(ts)|q(ta)) corresponde a exp{i /ttb dtﬁ/h} (1.4)

No quedaba muy claro lo que queria decir ese “corresponde a”, lo que intrigaba a Feynman,
quien se empend en averiguar si se podia sustituir por un “es igual a”, y la respuesta fue afir-
mativa, ya que consiguié derivar la ecuacién de Schrodinger a partir del postulado antes expuesto.

Volvamos a la construccién de la integral. Al realizar la suma de todos los caminos se pre-
senta el problema de que el nimero de dichos caminos es infinito. Con el objetivo de solventarlo,
se usa la misma idea que en la integral de Riemann, de dividir un intervalo en un ntmero de
subintervalos de una cierta longitud, y luego hacer esa longitud tender a 0. En este caso los
intervalos seran temporales.

Para construir la suma se procede de la manera siguiente: dividimos [ts,%p] en n + 1 subin-
tervalos de longitud €, de forma que t, = t, + (n + 1)e . Llamemos a los tiempos tg = t,, t1 =
to+€, ..., tp =ty,+ ke.

Definimos ahora el lagrangiano de la manera convencional, como diferencia entre la energia

cinética y la potencial:
1
L= img‘vz —V(z,,t) (1.5)

Si los intervalos temporales son muy pequenos, es buena aproximacién decir que, entre dos
9 9

puntos consecutivos, la trayectoria espacial que sigue la particula es una recta. Con lo cual, se

puede decir que la velocidad en el punto x; es:

Tk — Tk—1
€

T =

Sabiendo esto ya podemos calcular la accién S, que serd la integral temporal del lagrangiano
desde t, hasta t;, que en este caso se escribird como una suma (en el limite ¢ — 0 se podra
volver a poner como una integral):

ty 1 n+1 _ 2
s— [ [2m3':2 - V(x,a;gt)] - kzle [ZL <"E"“j’“‘1> - V(xk,j:k,tk)] (1.6)

Figura 1.1: representacion gréafica de la particion temporal.
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Conociendo la posicién zj para cada tiempo tj, se podra calcular la accién. La eleccién de un
camino consiste en asignar una xj para cada ty, teniendo en cuenta que x(t,) = x4, x(tp) = xp
son puntos fijos por las condiciones iniciales. (ver figura)

Para sumar todos los caminos, se ha de hacer la integral para todos los posibles valores de
cada x, con lo cual tendremos una integral sobre todo el espacio para cada intervalo temporal.
Esos intervalos temporales se hardn tender a cero(e — 0, o lo que es lo mismo, n — o). Tenien-
do todo esto en cuenta, ya es posible calcular la amplitud de probabilidad, y su expresién es la

siguiente:
+1
K(SU e )= i 1 n +ood -‘rood +ood S/ L
by Ub;y La, a) - nl_)ngo N(E) X1 Io ... Iy € ( . )
—00 —00

—0o0

Donde S es la que se obtuvo en (1.6), y N(€) es un factor de normalizacién que asegura que el
limite exista. Posteriormente, veremos exactamente el valor de este factor.

Normalmente, para simplificar la notacién, K se escribe de la siguiente manera:
K = | D(z)e™/" (1.8)
)

Donde D(z) incluye todos los dxy y los N (e).

1.3. Equivalencia entre las formulaciones de Feynman y
Schrodinger

En esta seccién primero se demostrara que el propagador de la ecuacién de Schrédinger coincide
precisamente con la amplitud de probabilidad K (que es el elemento de matriz del operador
evolucién temporal), y que conocido dicho propagador, la funcién de onda queda totalmente
determinada. Posteriormente, se verd que la K obtenida a partir del postulado de Feynman
cumple la ecuacién de Schrodinger, con lo cual se habré demostrado que ambos formalismos son
totalmente equivalentes.

La ecuacion de Schrodinger para un Hamiltoniano H, con la que el lector ya estard familia-
rizado, viene dada por la siguiente férmula:

Op(z,t)
ot
Suponemos que para un instante inicial ¢, se conoce la funcién de onda v para todo x, es decir:

(2, ta) = f(2)

Se define el propagador (o nicleo) K de la ecuacién a la funcién que cumple la siguiente férmula:

ih = Hi(x,t) (1.9)

(xp, ty) = /+OO dx K(xp, tp;z,ta) f(z) (1.10)

—00

Es fécil ver que si conocemos K y f(x), entonces conocemos la funcién de onda ).

Ademsds, si ¢ cumple (1.9), es inmediato ver que para K es valida la siguiente ecuacién:

K (zy. ty: . 1,
iha (@b, ty; 2, ta)

= HyK (zp, ty; x, tg) (1.11)
oty



Donde el Hamiltoniano Hy actia sobre las variables x;, y t,. Como la integral de (1.10) no de-
pende de las variables en b, se pueden hacer actuar los operadores en la integral sin problema.

Veamos ahora que el propagador asi definido coincide con la amplitud de probabilidad. Para
ello, trabajaremos por conveniencia en la notacién de Dirac.

El operador evolucion U nos indica, sabiendo cudl es el estado del sistema en un instante ¢,
como serd el estado en otro instante t; > t,:

h(ts)) = Uty — ta) [¢h(ta))

Multiplicamos en ambos lados por (zy:

(@p|¥(tp)) = (@b, 1) = (@p|U(ts — ta)¥(ta))

Introduciendo ahora la relacién de cierre para |x) se obtiene:

+oo +oo

Y(wp, tp) = / da (xp|U (tp — ta)|z) (x|th(ta)) = / dz (zp|U (o — ta)|z) (2, ta)
Pero, por las condiciones de contorno, ¥ (x,t,) = f(x), con lo cual:
“+o0o
vlants) = [ do @fU(t - t)le) @
De esta expresion y de (1.10) se obtiene que:
K(xb,tb;:c,ta) = <xb’U(tb—tQ)|CE> (1.12)

(xp|U(tp — ta)|x) no es mas que la amplitud de probabilidad de que, en ¢y, el sistema se encuentre
en xp, con lo cual, ya queda demostrado el resultado.

Queda por ver que la K que se obtuvo en (1.7) es en efecto la misma amplitud de probabi-
lidad que la obtenida a partir de (1.9), o lo que es lo mismo, que satisface la ecuacién (1.11).

Para ello se calculara el propagador en un instante ligeramente posterior a t,, en concreto,
ty + €. Vemos que al hacer esto tendremos una integral extra en la variable x,41, que antes se
habia tomado como punto fijo x;. Ademds, habra que anadir otro factor N(e), y en la accién
aparecera otro sumando, que tendra la siguiente forma:

2
¢ [m <$n+2 - $n+1> B V(l‘n+2)]
2 €

El punto final ahora serd z,2, al cual llamaremos z ;. La ecuacién en este caso queda:

1 teo
K(wfatb +€;xa7ta) = N(e) / dxn_l,_lx
—00

. 2
€ |m [Ty — Ty
X exp {ﬁ [2 (f c +1> — V(ﬂff)

Hacemos ahora el siguiente cambio de variable:

} K(.’L‘n+1, tba Lq, ta)

N=Tny1 —Tp = dn = drp

7



Y con eso se llega a:

1 oo m eV (x
K(xp,ty + €24, t,) = N(G)/ dn exp{an - éf)}K(U‘*‘wf,tb;%,ta)

En el primer factor del exponente, aparece un término n2. Si n? es muy grande, la exponencial
oscilard muy rapidamente entre valores negativos y positivos, con lo que la integral sobre 7 dara
un valor muy pequeno. Por eso, el propagador dentro del integrando se puede desarrollar en
serie de potencias, ya que solo los términos de orden mas bajo en n tendran una contribucién
apreciable. La expansion tiene la forma siguiente (obviamos x, y t, para simplificar la notacién):

772 82K

K1 +27) = Klep) o)+ o) + O

Tras hacer el desarrollo hasta orden dos en 1 van a quedar tres integrales, cuyos valores van a

ser los siguientes
+oo m 2mihe
d —ns =
/OO " exp{2h€7] } m

too m
d —n? =0
/_OO nmn exp{ TPl }

2he

s m m

De haber tomado términos en el desarrollo de orden 73 o mayor, se hubiesen obtenido resultados
por lo menos de orden €2.

También se desarrolla, pero ahora en ¢, la exponencial con el potencial, resultando en:

1€ 1€
exp{—hV(mf)} =1- EV(:Ef) + O(e)
Con todo esto, e ignorando términos de orden 2 o superior en ¢, se llega a la expresion siguiente
(ya no escribimos z, y t, para aligerar la notacién):

ihe *°K (x5, tp)

7€
K(xp,ty+€) = 1- hv(l‘f)) [K(vatb) ta oz’

1 2mihe
N(e) m

Para que no se anule toda la parte derecha de la igualdad al tomar el limite ¢ — 0, es necesario

que N (e) tome el siguiente valor:
2mihe
N(e) = 1.1
() =/ (113)

Esta constante que se acaba de hallar ahora es universal, no depende del potencial al que esté
sometida la particula, tan solo depende de su masa. Con lo cual, en todos los problemas vamos
a tener la misma normalizacion.

Por 1ltimo, se hace el desarrollo de K (xf,t, + €) a primer orden:

0K (x¢,tp)

K(l‘f,tb—i-e):K(.rf,tb)—i-E ot



Al hacer el limite € — 0, se obtiene el siguiente resultado, que cabe resaltar que es exacto, ya
que tomar € — 0 es necesario.

+ V(zy)

L OK (2p,ts) _ [_ o K(zg, 1) (1.14)

h -
! 6tb 2m (‘)x?@

El primer término de la parte derecha de la igualdad es justo la energia cinética en la representa-
cién de coordenadas. Por lo tanto, todo lo que esta entre corchetes es el operador hamiltoniano,
con lo cual se ve que el propagador cumple la ecuacién (1.11).

Se puede encontrar una derivacién més general de la ecuacién de Schrodigner en [11], donde
se considera un espacio de coordenadas curvo. En este caso, se observa que dicha curvatura
afectard a los niveles de energia del sistema.

Queda por obtener en esta secciéon un ultimo resultado, que ahora mismo no es necesario, pe-
ro serd util mas adelante, y es la expresién de K en el espacio de coordenadas. Partiendo de
(1.12), teniendo en cuenta que U(ty,t,) = exp{—iH (t;, —t,)/h}, y usando la base propia del
hamiltoniano {|¢n,)}:

K (wy, ty; @, ta) = (wple™ Ot Mgy = = emtEnlomte) /oy, ()1 () (1.15)

1.4. Limite clasico

Una de las ventajas que tiene la formulacién de caminos de la mecanica cuantica sobre la for-
mulacion tradicional es que se ve mucho més claro como, al tomar el limite &~ — 0, se recupera
el principio de minima accién, y, por tanto, la mecénica clasica.

Pongdmonos en el caso en el que S es muchisimo mayor que h. Entonces, la contribucién a
la fase de la accién de cualquier camino (el término S/h), como indica la ecuacién (1.2), es un
angulo muy grande. Las partes real e imaginaria de ¢ son proporcionales al coseno y al seno de
este angulo respectivamente, y es tan probable que sean positivas como que sean negativas.

Si desplazamos la trayectoria por una cantidad dz como se indica en la figura 1.2, el cam-
bio en S es varios érdenes de magnitud mayor que A, aunque en la escala clasica pueda ser casi
despreciable. Un cambio muy pequeno (en esta escala) provocara que la fase oscile multitud

Figura 1.2: en este gréafico el camino 1 representa la trayectoria clasica, y el 2 uno infinitesimal-
mente préximo.




de veces entre valores positivos y negativos, lo que hard que la contribucion neta sea nula, ya
que para cada camino que aniada una contribucién positiva, otro infinitesimalmente cercano lo
compensara con una negativa, es decir, un fenémeno de interferencia destructiva.

Unicamente en el caso de la trayectoria clasica Z(t), para la cual la accién es extrema, un
cambio pequenio dx no produce ningin cambio en S a primer orden, ya que esta trayectoria
cumple 65 = 0. Todas las contribuciones de esta zona tienen fases parecidas, y no se cancelan.
Por lo tanto, solo caminos préximos a Z(t) aportaran contribuciones importantes, y en el limi-
te clasico nos bastara con considerar esta trayectoria. De esta manera, las leyes clasicas de la
dindmica surgen a partir de las leyes cudnticas.

1.5. Aproximacion WKB

Hay muchos casos en los que nos interesa estudiar sistemas para los cuales la contribucién prin-
cipal a la accién es la de la trayectoria clasica, pero sin llegar al limite de la seccién anterior,
en la cual trayectoria clasica era la unica que habia que tener en cuenta. Introducimos, pues,
la aproximacion de la fase estacionaria o aproximacién WKB (acrénimo de Wentzel-Cramer-
Brillouin), la cual se puede interpretar como un limite semiclasico, en el cual se tienen en cuenta
las pequenas fluctuaciones cuanticas alrededor de la trayectoria clasica.

Supongamos que la accién del sistema viene dada por:

S[e(t)] = /t :b dt Bmx2 _ V(:c)} (1.16)

Donde se ha tomado un potencial V' (z) que no depende ni del tiempo ni de la velocidad, ya que
esos son los potenciales mas comunes, y en los que nos vamos a centrar en este trabajo. De todas
formas, hacer la extension a potenciales dependientes de %, aunque un poco més laborioso, no
es excesivamente dificil.

Como se vio en la secciéon del limite clasico, la contribuciéon apreciable a la integral sera la
de los caminos con trayectorias préximas a la que minimiza la accién Z(t). Eso nos indica que
podemos poner:

x(t) = z(t) + y(t) (1.17)

Donde y(t) es suficientemente pequeno, y cumple las condiciones:

y(ta) = y(ts) =0

Entonces, realizando un desarrollo en serie de Taylor de la accién, tenemos:

1
Slz] = S[z +y| = S[z] + 65| + 5525 + O =
98 dS| . D2S| o, 9*S | . 0%S| ., 3
= Sle)+ 5o vt G2 0 G | G0 g0+ OW)

Pero, por el principio de Hamilton, sabemos que:

0S| =0

x

Lo que nos permite escribir, a segundo orden en y:

S[z] ~ S[z] + %525

T

10



Para (1.16) tenemos que:
ty 82V
~ 7T '2 — 2
S[m]NS[x]Jr/ta dt [my ~ 9z ]

El término en 42 lo podemos escribir de una forma distinta haciendo la integral por partes:

ty ty

- dt yj=— [ dtyy
2 ta ta

dty —yy
ta

Ahora definimos el operador A de la manera siguiente:

2 OV
0x? |z

(1.18)

Esta definicion nos permite obtener una expresion de la accion mucho més conveniente, que es:

Slz] ~ S[z] + % /t b dt y [A(t)y]

Con esta expresién de la accién, nos proponemos calcular la amplitud de probabilidad. Introdu-
ciéndola en (1.8), tenemos:

K= /D Zs[x/hexp{ /dty }

S[z] es una constante, con lo que puede salir de la integral. Ademads, usando (1.17), podemos
pasar de integrar en las x a hacerlo en las y. Teniendo esto en cuenta, K queda:

K_ezS[fv]/ﬁ/D exp{ %/dt y[A(t)y]}

La expresion anterior es la integral gaussiana de un operador. Tenemos que si A es una matriz
real simétrica n x n, la férmula para la integral gaussiana con exponentes complejos es (ver
anexo):

T (2mi)n
d” — Az p = 1.19
[ ey 5 30 a0 =\ GG (1.19)
2,7=1
Simplemente mirando la definicién de A(¢) (1.18), podemos ver que, en efecto, la matriz va a
ser real y simétrica. El problema que nos encontramos ahora es que A(t) no tiene dimensién

finita, sino que es un operador diferencial de dimensién infinita, con lo que no se puede definir
el determinante de la manera convencional.

En estos casos lo que se hace es definir el determinante como el producto de los autovalores
del operador, que vienen dados por la siguiente ecuacion:

A(t)yn(t) = )‘nyn(t) ; con yn(ta) = yn(tb) =0 (1'20)

Con esto llegariamos a que el determinante de A serd (lo denotamos como “Det” y no como
“det” para indicar que no es un determinante al uso):

Det(A) = ﬁ An
n=1

11



Es facil imaginarse que este productorio pueda divergir, y en efecto lo hace en muchos casos. Se
puede comprobar ficilmente que de hecho lo hace en el caso de la particula libre. Pero ya vimos
que la constante N(e) dada por (1.13) asegura la convergencia de la integral de caminos para
cualquier potencial, con lo cual:

/ D(y) eXP{;h / dt y[A(t)y]} = lim <N1(6)>(n+1) (2mih)™?[Det(A)] Y2 =
= lim ( m )1/2 (ﬂ)n/? [Det(4)]"/2 (1.21)

n—oo \ 27t he €

Aunque no se hayan estudiado potenciales que dependan de las velocidades, hay un aspecto del
tratamiento de estos que merece la pena comentar. Después de discretizar el tiempo, al evaluar
el lagrangiano en el instante ¢, es bastante evidente qué valor ha de tomarse para la velocidad.
Sin embargo, para la posicién se ha tomado xj, sin discutirlo mucho, lo cual ha sido una eleccién
totalmente arbitraria, ya que también podia haberse escogido z;_1 o xf, con z; = (z—1+ k) /2.
En el caso de los potenciales que hemos tratado hasta ahora, las tres opciones dan el mismo
resultado. El problema surge cuando en el potencial aparecen productos de la forma ¢"p™ (g
denota la coordenada generalizada y p su momento), ya que a la hora de cuantizar no se puede
simplemente sustituir ¢ y p por sus operadores cuanticos ¢ y p, sino que hay que hacer que el
producto sea simétrico, lo cual se consigue aplicando las reglas de ordenamiento de Weyl:

AT A 1 . T\ n—im ai
O(q"p )=2nz<i>q p"q (1.22)

1=0

El ejemplo més sencillo de un potencial en el que aparecen este tipo de productos es el de una
particula en un campo magnético, en el que aparece un término de la forma ¥- A. Si consideramos
el producto ¢"p" (magnitudes clésicas) evaluado en el punto medio para g, se obtiene:

_ 1 n n . .
B0 = 5 3 () - o
i=0
Vemos que es compatible con el orden de Weyl, con lo cual para este tipo de potenciales, hay
que evaluar en el punto medio.

Hay casos en los que la aproximacién WKB no es ninguna aproximacién, sino que da el re-
sultado exacto, y serda para aquellas situaciones en las que V tenga como mucho términos de
orden 2 en posiciones y momentos, ya que entonces 6.5 = 0 Vn > 3. Los ejemplos mas relevantes
de este tipo de potenciales son la particula libre y el oscilador armonico, los cuales se resolveran
a continuacién.

1.6. La particula libre

Hasta ahora hemos realizado un desarrollo completamente tedrico de la integral de caminos,
discutiendo sus propiedades y viendo que es una formulacién tan valida como la de Schrodinger,
pero en ningiin momento hemos hablado de su utilidad a la hora de resolver problemas. Por muy
interesante que sea el formalismo desde un punto de vista conceptual, es necesario que tenga
alguna aplicacién préactica para que merezca la pena usarlo.

Comenzaremos con el problema més sencillo: la particula libre. Tiene interés resolverlo no solo
por el resultado en si (que puede ser de ayuda en casos més complicados, como en teoria de
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perturbaciones), sino también porque las técnicas utilizadas para resolverlo se usan en muchos
otros problemas.

Partimos del Lagrangiano de la particula libre, cuya expresién bien conocida es:

L= %ma’:Q (1.23)

Haciendo uso de (1.6), (1.7) y (1.13), podemos escribir la amplitud de probabilidad como:

Ko(p, ty: o ta) = Ii <m>(n+1)/2/d /d M§(_ )2
0\Tby lb; La, la —elg(l) omile L1 -w- I €XP e Ti — Tj—1

=1

Tenemos un producto de integrales gaussianas, es decir, integrales de la forma [ exp{ —az? + bx}dx.
Como la integral de una gaussiana es otra gaussiana, haremos las integrales en una variable tras
otra, de manera recursiva, y ya una vez realizadas todas las integrales, se tomara el limite.

Antes de empezar, vamos a recordar la férmula para una integral gaussiana en R con expo-
nentes complejos, cuya deduccion viene en el anexo:

/da: ez +ibs _ \/?alﬁ/@ (1.24)
a

Primero se realizara la integral en x1. Tenemos que:

(2$h6)2/2/dx1 exp{;zz (22 — 21) + (21 — x0)2]} —

m m - o 9 9
= 5 dxy exp{% (25 + 227 — 2(z2 + mo)21 + 27 }
La parte que no depende de x; se puede sacar de la integral. Luego, identificamos a = —m/ e,
b = —m(x2 + x0)/he segin indica (1.24). Tras operar, encontramos que la integral anterior es

igual a:

m 1/2 im 9
<27Tih-26) eXp{2h-2e($2_x°)}

Ahora toca hacer la integral en xo. Para ello, multiplicamos el resultado que acabamos de deducir
por el siguiente factor que aparece en la integral, el cual es:

m \1/2 im 9
(27rihe> exp{m(l‘g - ) }

Y repetimos las mismas operaciones, obteniendo:

m 1/2 im 9
(27rih-3e> eXp{2h-3e(x3_x°)}

Se puede notar facilmente que, al repetir este proceso n veces, llegaremos al resultado, que es:

1/2
m m
(@, t; T, ta) = limg <2m'h(n n 1)e> eXp{Qh(n e ek — o) }

Pero, por la definicién de €, sabemos que (n + 1)e = ¢, — t4, con lo cual, no va a haber ningin
problema a la hora de tomar el limite, y finalmente se llega a:

Kol t)_LW im (zp — wa)* (1.25)
0\Zb; Ub; Las la) = 27T’ih<tb_ta) Xp 20 ty —1q .
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La ecuacién anterior es correcta, pero al estar escrita de esa forma no se ve muy claro su
significado fisico. Por ello, es conveniente hacer la transformada de Fourier para escribirla en el
espacio de momentos. Llamamos x a xp — x4 y t a tp — t,. La transformada de Fourier de Ky
viene dada por:
+oo
Ko(p,t) = / dz Ko(z,t)e Pe/h (1.26)
—0o0

Introduciendo (1.25) en (1.26), y definiendo a = &; por conveniencia, resulta:

~ m \1/2 [T L,
_ i(az?—px)/h
Ko(p:?) (2mm> /OO du e

Integrando llegamos a:

~ m \1/2 [irh\ /2 YN e
KO(p’t):<2m'ht) (a> e /el = i /dh

Realizando ahora la transformada inversa de Fourier:

0t +oo ~ . O(t “+o0o )
Ko(z,t) = 2;%/ dp Ko(p, t)e*/" = 2(7%/ dp i Pr=r*/40) /1

0(t) es la funcién de Heaviside, que se ha incluido porque la amplitud de probabilidad es nula

H(t):{o s?t<0

1 sit>0

para t < 0.

La funcién de Heaviside también se puede escribir como:

eitT/h
0t) = 2mhi eg%/ dTT — 1€

Usando esto, y sustituyendo el valor de «, el niicleo resulta:

1 , /+°°dp/+°°d7_ exp{i(pac—th/Qm—i-tT)/h}
o0

————lim
(2mh)%i e=0 J_ o T — i€

Ko(l’, t) =

Por tltimo, hacemos el cambio de variable E = p?/2m — 7 (E sera la energia), resultando

finalmente: N N il \/hy
& o p &XP i(px — Bt
K 1.2
o@?) = 27Th i e—>0/ dp/ p?/2m — E —ie (1.27)

Esta férmula es practicamente igual a la del propagador del campo de Klein-Gordon en teoria
cuédntica de campos (ver por ejemplo [14]). Observamos que, al tomar el limite € — 0, K tiene
un polo cuando la energfa cumple la relacién de dispersién E = p?/2m, que es la que cumple
una particula libre clésica, y se dice que el sistema es “on shell”.

1.7. Oscilador armodnico

El potencial del oscilador armonico es uno de los méas importantes en fisica, si no el que mas,
ya que cualquier potencial que tenga un minimo se puede aproximar a orden mas bajo en ese
punto por un oscilador arménico. La expresiéon matematica de este potencial es bien conocida:

V(z) = 1mwQ:EQ (1.28)



De las ecuaciones de Euler-Lagrange, es facil deducir la ecuacion de movimiento clasica, la cual
es:
E(t) — W2E(t) = 0

Escogemos sin pérdida de generalidad ¢, = 0, ¢, = T'. Si imponemos las condiciones de contorno
z(0) = x4 y Z(T) = xp , la solucién de la ecuacién de movimiento vendra dada por:

xp — T4 cos(wT)

Z(t) = x4 cos(wt) + Sin(wT)

sin(wt)

Para calcular S[z(T")], simplemente se sustituye esta expresién (y la de la velocidad, que no es
més que la derivada temporal) en el lagrangiano, y se integra con respecto al tiempo desde 0
hasta T'. Tras hacer los calculos, y manipulando un poco las expresiones, se llega a:

Sz (T)]

mw

= Ssin(wT) [(:Ug + 22) cos(wT) — 23T

Una vez calculada la accion en la trayectoria clasica, procedemos a computar el valor del deter-
minante del operador A de (1.18), que en este caso es:

A= —md? — mw?

Tenemos que resolver la ecuacién (1.20) para este potencial, que resulta muy sencillo, y la

solucién es:
. nmt
yn(t) = ctesin Ed

- () -

El determinante entonces sera:

o -T[CFY - -m ey - ()

El productorio de la izquierda no depende de w, es decir, no depende del potencial. Podemos
juntar este factor con el de normalizacién que aparece delante del determinante en (1.21), con
lo que quedard un factor al que llamaremos C, el cual podra depender de T y de m, pero nunca

de w: e B 172
P m m\”™ nm
o= Jim () (7)<l [(T) ]

No es estrictamente necesario definir C' para resolver el problema, pero nos va a ahorrar mu-
chas cuentas. En cuanto al otro productorio, se puede demostrar, haciendo los productos y
escribiéndolo como una serie de potencias que:

- ()

n

sin(wT)

= sinc(wT) = T
w

Ya tenemos todo lo necesario para poder escribir el propagador, y nos queda:

K(bja) =C [Sl;‘zz};)] v exp{%sii?:é:n (22 + 27) cos(wT) — 2zp2,] }

15



Queda por determinar C', pero eso lo podemos hacer facilmente, sin mas que imponer que, en
el limite w — 0, se recupere la expresiéon del propagador libre dada por (1.25). Haciendo esto

resulta: N2
¢= <2th)

Y la expresion final del propagador es:

mw 1/2 1mw
K(bja) = [2mhsm(wTJ eXp{%sin(wT) (22 + 27) cos(wT) — 2zp2,] } (1.29)

Es posible calcular el espectro del oscilador armoénico a partir del propagador anterior, y ver que
se recupera la expresién conocida para los niveles de energia.

Tomamos la ecuacién (1.15), hacemos zp = z, t, = 0, t, = T, e integramos en x, resultan-
do tras tener en cuenta la normalizacion de las 1,:

/ dr K(z,T;2,0) = > _ exp{—iE,T/h} / dz |y (2)* = exp{—iE,T/h}

Esta férmula nos relaciona el propagador con informacion mas “tradicional” en la mecéanica
cudntica, como son los niveles de energia. Por otra parte, el nicleo para x, = x, = T es:

K(2,T;2,0) = | oo Vel 2 o (6T
Do E = 2mihsin(wT) P hsin(wT) )

Haciendo la integral en z, que es simplemente una gaussiana, tenemos:

1/2 )
/dw K(z,T;x,0) = mw 12 mwhsin(wT') / B 1 B o iwT/2
y Ly dy - 27m'hsin(wT) 2imw sin2 (%) - 92 sin (%) = =,

Expandiendo el denominador en serie de potencias:

o—iwT/2
_ e—in/Z § :e—ian _ § :e—in(n+1/2)
1 — e—wT
n

n

Al comparar las expresiones se llega a:

S exp{—iB TR} = 3 el (r+1/2)

n

Con lo cual las FE,, valen:

E, = hw <n + ;) (1.30)

Que es precisamente el espectro del oscilador armonico.

1.8. Expansién perturbativa

La aproximacién de fase estacionaria se usa para describir fluctuaciones cuénticas alrededor de
las soluciones cléasicas. Sin embargo, no siempre es posible describir el problema de turno en esos
términos, con lo cual es necesario desarrollar técnicas diferentes que nos permitan resolver otros
tipos de problemas. Es por eso que se introduce la expansién perturbativa, la cual serd espe-
cialmente 1til en los casos donde el potencial sea relativamente débil comparado con la energia
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cinética del sistema, como por ejemplo en los problemas de scattering. Podria pensar uno de
primeras que la aproximacion de fase estacionaria ya es una aproximacién perturbativa, pero
ambas teorias se basan en nociones distintas, como se explicara mas adelante.

Tomamos como punto de partida el propagador de un sistema al moverse en un potencial V' (z,t)
(nétese que aqui, a diferencia de en otras secciones, V' si depende de t).

K(b,a) = /abD(:U) exp{;/t:b at [ - V(m,t)}} (1.31)

Ahora se desarrolla en serie la parte de la exponencial que depende del potencial:

i [t i [t I ’
exp{—h/t dtV(x7t>}_1_h/t dtV(a:,t)—W[/t dtV(a;,t)] T (1.32)

Esta ecuacion ilustra muy bien cudl es la diferencia conceptual entre la expansién perturbativa
y la aproximaciéon WKB. Aqui lo que se hace es expandir la exponencial en potencias de V/,
por lo que convergera rapido cuando este sea débil. Es la misma idea que se usa en la teoria
del scattering en la formulacién estandar de la mecénica cudntica. Por el otro lado, en WKB se
expande la accidn en términos de las fluctuaciones alrededor de la trayectoria clasica, lo cual es
una situacién completamente distinta.

Usando el desarrollo (1.32), podemos escribir (1.31) como:
K(b,a) = Ko(b,a) + K1(b,a) + Ka(b,a) + ... (1.33)

Donde: ) .
y b
Ko(b,a)Z/ D(x)exp{z dtm:'nQ}
a h ta 2

- . ety th
Kl(b,a)z—;/ D(a:)exp{;/ dt?:‘vQ}/ ds V(z, s) (1.34)
a ta. ta

Esto no es mas que la expansién en serie de Born ya conocida de la teoria del scattering. Obser-
vamos que K es precisamente el propagador de la particula libre, cuya soluciéon ya conocemos.
También podemos ver claramente por qué este método es tutil para potenciales débiles, ya que
convergera muy rapido.

Procedemos a calcular K. Para ello, lo vamos a escribir de la forma:

i [t
Ki(b,a) = —h/ ds F(s)
ta

Con:
F(s) = /abD(:r) exp{;So[w]}V[w(S)aS]

F(s) es una integral de camino, con lo cual podemos elegir una particién temporal de tal forma
que el punto s coincida con un cierto ¢;. Podemos escribirlo entonces como:

) 1\ im )
F(s) = nh_)ngo (N(€)> /dwl .. ./al:;:n exp{Qh6 ;(xz —xi—1) PV (zj,t5)
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Podemos separar la suma del exponente en dos, una desde 1 hasta j y otra desde j + 1 hasta n.
Ademsds, separamos la integral en x;. Con todo esto se llega a:

, 1\’ im &
F(s) = nlg{;() dej V(xj,t5) x (N(e)> /dazl . ./dxj_l exp{2h6 Z(mZ — $i—1)2} X

i=1

1 n—j+1 im )
X (]\f(e)) \/‘d.fC]_’_l .. /dxn exp ﬁ :Z (.’Ez — .’L’Z‘_l)

Notamos que la primera sucesién de integrales se corresponde con Ky(j,a) y la segunda con
Ko(b, j). Si renombramos z; como x, resulta finalmente:

F(s) = /dx Ko(b;z,s)V(z,s)Ko(z, s;a)
Con esto K1 queda como:
i [P
Ki(bja) = _h/ ds/dw Ko(b;z,s)V(z,s)Ko(z,s;a)
ta

Recordando que, por definicién, K (b;a) = 0 si t, < t4, podemos extender la integral en tiempos
hasta infinito, con lo que la expresion se escribe de una forma maés elegante.

Ki(bja) = ;/ds/daz Ko(b;z,s)V(z,s)Ko(z, s;a) (1.35)

Se puede operar de la misma forma para encontrar Ks. Llegamos a:

N 2
Ks(bja) = (—;) /ds’/dx’/ds/dx Ko(b;2', 8"V (2's\Ko(2, 852, 8)V (2, 8)Ko(z, 850) =
= —;/ds/dx Ky(byz,s)V(z,s)Ko(z, s;a)

Cabe resaltar que el factor 1/2! ha desaparecido, y esto se debe a que si s’ < s, K(2/,s";2,s) = 0,
con lo cual:

/ ds' / ds V(s)V(s) =2 / 0(s' — s)V(sV(s)

Este resultado se puede generalizar facilmente para K,, obteniendo la férmula:
K, (b;a) = —;L/ds/dx Ky 1(b;x,s)V(x,s)Ko(z,s;a) (1.36)
La expresion total del propagador sera:

K(bja) = ZKn(b; a) = Ko(b;a) — % Z/ds/dz: K, (b;x,s)V(z,s)Ko(x,s;a)
n=0 n=0

Metiendo el sumatorio dentro de la integral, llegamos a una ecuacion integral para K del tipo
Bethe-Salpeter:

K(b;a) = Ko(b;a) — :i/ds/d:z K(b;x,s)V(x,s)Ko(z,s;a) (1.37)
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Los K,,, que hasta ahora son simplemente resultados matematicos obtenidos de hacer un de-
sarrollo en serie, tienen una interpretacién fisica muy interesante. Para verla, fijémonos en la
ecuacién (1.35) que define a K. Ignorando en un principio la integral en tiempos (es decir,
analizando lo que serfa F'(s)), vemos que se corresponderia con una particula que evoluciona
libremente desde t, hasta s, justo en el instante s actiia el potencial sobre la particula, y desde
s hasta t; sigue evolucionando de manera libre.

Al hacer la integral en s, estamos teniendo en cuenta todos los posibles instantes en los que
la particula puede interaccionar con el potencial, con lo cual K serd la amplitud de probabi-
lidad de que la particula interactie con el potencial 1 vez. No es dificil ver que esto es cierto
para todos los n: Ky es la amplitud de que no interactie (particula libre), Ko la de que lo haga
2 veces, ...

Esto se puede visualizar muy facilmente con unos dibujos como los de la figura 1.3. Las repre-
sentaciones graficas de la trayectoria de la particula presentes en la figura se suelen denominar
como diagramas de Feynman, y para poder interpretarlos se les asocian unas reglas, conocidas
como reglas de Feynman, y son las siguientes:

1. Una linea recta entre los puntos x, y z} se asocia con el propagador libre Ky (b, a).

2. Un vértice representa una interaccién con el potencial. Si hay un vértice en (x,t), entonces
eso se corresponde con un factor —iV (z,t)/h, el cual hay que integrar en x y en ¢.

Se pueden hallar reglas similares para el espacio de momentos, y para encontrarlas hacemos uso
de la transformada de Fourier. Para el potencial V' (z, t), si transformada de Fourier serd V' (¢, Q):

Vit = [da [ Qa0 exp{;<qx - Qt)} (1.38)

Para encontrar las reglas, van a ser necesarias las siguientes identidades:

/da: exp{—;z(k_p_qm} =2mho(k —p—a) (1.39)

/dt eXp{;(F - FE- Q)t} =27hd(F — E — Q)

Ko(b;z,s)y Ko((z, s; a) se pueden escribir en el espacio de momentos utilizando (1.27). Sabiendo
esto, podemos usar (1.38) y (1.39) para reescribir K; como:

oy exp{i/h[(p+ q)xs — (E + Q)ty]}
Kabia) = oo ////dp B dq dQ — OV T (p+ )2 2m —ie -

exp{i/h(pz, — Etq)}
—E +p?/2m — i€

x V(g,Q) (1.40)

A partir de esta ecuacién, y de la conservacion de la energia y el momento, podemos ver cual
es el significado de ¢ y Q: son el momento y la energia (respectivamente) transmitidos por el
potencial a la particula, de forma que al final esta posee un momento p’ = p + ¢ y una energia
E' = E + Q. Sabiendo esto ya podemos escribir las reglas de Feynman, que serén:

1. Una linea recta (p, E) se corresponde con un factor:

1 1
(2wh)%2i —E + p?/2m — ie
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2. Un vértice (g, Q) se corresponde con un factor —ﬂ~/(q, Q)/h, y hay que integrar en q y Q.
Ademsds, ha de asegurarse la conservacién de energia y momento en cada vértice.

Las reglas de Feynman para la mecéanica cuantica ordinaria son tan sencillas que realmente no son
necesarias en la mayoria de los casos. Si que cobran una gran importancia es en la teoria cuantica
de campos, donde la expansién perturbativa es fundamental, y los procesos por lo general pueden
ser mucho més complicados. Las reglas de Feynman sirven en este caso como una receta bastante
conveniente para poder calcular la amplitud de probabilidad de cada proceso. Estas reglas en
QFT son muy similares a las que se han estudiado aqui para el espacio de momentos, con algunas
diferencias debidas principalmente a la naturaleza relativista de la teoria.

X ta Xp, tp P E

Xarta Xp, tp

Figura 1.3: Izquierda: diagramas de Feynman en el espacio de coordenadas, arriba el correspon-
diente a una particula libre, y abajo el correspondiente a una interaccién con el potencial.
Derecha: diagramas equivalentes en el espacio de momentos.
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Capitulo 2

Relacion entre cuantica y estadistica

En las tres primeras secciones de este capitulo, se recordaran conceptos de la fisica estadistica,
viendo que muchas de las expresiones obtenidas son sospechosamente similares a las que hemos
visto para la mecénica cuantica. Esto nos permitira establecer una conexién entre ambas ramas
de la fisica, pudiendo incluso formular la mecanica estadistica en términos de una integral de
caminos, tal y como se ha hecho para la cuantica.

2.1. Colectividad candnica

En fisica estadistica, una colectividad es una manera idealizada de representar un sistema fisico.
Consiste de un gran niimero de copias de un protosistema, idénticas, pero con una configuracién
diferente en el espacio de fases, cada una de ellas representando un posible microestado en el
que se encuentra el sistema. Las propiedades macroscopicas del sistema serdn el promedio sobre
los distintos microestados. Este concepto fue introducido por J.W. Gibbs en 1902 [15].

El concepto de colectividad es tremendamente 1til a la hora de tratar con sistemas en equi-
librio termodindamico. En estos casos, aunque el sistema evolucione con el tiempo en el sentido
mecénico (o microscépico), sus propiedades macroscépicas permaneceréan fijas. Se dice que estos
sistemas son estacionarios.

En funcién de las magnitudes macroscopicas que sean fijas en el sistema, se describird con
una colectividad u otra. En nuestro caso, nos vamos a centrar en la colectividad canénica, que es
aquella para la que el nimero de particulas IV, el volumen V' y la temperatura 1" son constantes.
Realmente no se deja fijo solo el volumen, sino que todos los parametros externos que dan cuenta
del trabajo intercambiado. Por ejemplo, en el caso de un sélido paramagnético, ese pardmetro
seria el momento magnético M.

Fijadas las magnitudes macroscépicas que se han fijado, se puede llegar a que la probabilidad
de que el sistema se encuentre en el estado j con energia F; viene dado por:

1 up
pj = e (2.1)

Donde 5 se define de la manera siguiente (k es la constante de Boltzmann):

1
KT
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Y Z es la suma a todos los estados, conocida comunmente con el nombre de funcién de particion,

Z=Y e PF (2.3)

y cuya expresiéon es:

La funcién de particiéon es una herramienta muy potente, ya que es posible escribir todas las
magnitudes termodinamicas en funcién de Z. En efecto, si la entropia viene dada por la formula
de Boltzmann, se tendré en el caso de la colectividad candnica:

S=-kY piln(p;) =kB> p;E; +kIn(2)> p; = kBE + kIn(Z) (2.4)

J J J
La energia libre de Helmholtz F' serd en este caso:

1
F:E—TS:—EIH(Z) (2.5)
Con esto se pueden usar las relaciones termodindmicas (que se pueden consultar en cualquier
libro sobre el tema, por ejemplo [17]) para obtener las magnitudes macroscépicas (U es la energia
interna, P la presién y u el potencial quimico):

~0In(Z) _10In(2) _ 19mm(2)

U=-""35 ~ 3 v H="3" 8N

(2.6)

Se puede obtener ain maés informacion a partir de Z haciendo las derivadas de mayor orden.
Por ejemplo, con la segunda derivada se obtienen expresiones para la capacidad calorifica o el
coeficiente de compresibilidad adiabatico. Pero no es necesario entrar en mas detalle con las
propiedades termodinamicas de Z.

2.2. Matriz densidad

Al trabajar en mecédnica cudntica con los vectores de estado, uno conoce toda la informacién
posible del sistema, es decir, esta perfectamente determinado. Obviamente, este no es siempre el
caso, por lo que es necesario introducir una herramienta con la que sea posible tratar sistemas de
cuyo estado tenemos una informacién incompleta, como por ejemplo, los estados macroscépicos.
Esa herramienta serd la matriz densidad.

Supongamos que tenemos una mezcla estadistica de estados |1;) en los que se puede encon-

trar el sistema, y la probabilidad de que se encuentre en cada uno de ellos es p;, con ) ;pj =1
Entonces, el sistema se puede describir por la siguiente matriz:

p=">_pjls) (Wl (2.7)
i

El valor esperado de un observable A viene dado por:
(4) = Tr(pA) (2.8)

La evolucién temporal de p, por su parte, sigue la siguiente férmula:
dp(t) 1
— = —[H(t), p(t 2.9
P8 = —H (), p(0) (29)
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Los elementos de matriz de p tienen significado fisico, y dicho significado sera distinto depen-
diendo de si son elementos de la diagonal o no. Sea {|u,)} una base ortonormal del espacio de
Hilbert. Entonces, los elementos de la diagonal vendran dados por:

Prn = (Un|p|un) ZPJ unW’J (2.10)

Esta formula nos dice que py, es la probabilidad media de encontrar al sistema en el estado
|up). Por eso a los elementos de la diagonal se les llama poblaciones. Obviamente ) ppn = 1.

Por otra parte, los elementos de fuera de la diagonal son:

pant = Cunlplitn) = 3y (un5) () (2.11)

(unltj) (¥j|unr) representa los efectos de interferencia entre |u,) y |u,/) que pueden aparecer en
el estado [1;), con lo cual p,, es la media de todas estas interferencias en el sistema. A estos
elementos se les denomina coherencias, ya que si son distintos de 0, entonces hay efectos de
coherencia entre los estados.

Una propiedad interesante de p es que cuando es funcién de la energia, p = f(H), entonces
se deduce facilmente de (2.9) que p no depende del tiempo, con lo cual el sistema que describe
serd estacionario.

En esos casos, p serd diagonal en la base que diagonaliza H. Con lo cual, p,,y =0 Vn #n/,y
no existiran coherencias entre esos estados.

Por ultimo, es interesante tener la expresién de los elementos de matriz de p en el espacio
de coordenadas, la cual es muy facil de obtener:

p(z,a') = (2| p|z) Zpﬂl)y () (2.12)

2.3. Funcion de particién cuantica

Se define el operador densidad normalizado de una colectividad canénica de la siguiente manera:

1
PN = EefﬁH (2.13)

Con Z la funcién de particién definida en (2.3), y H el hamiltoniano del sistema.

Un detalle que cabe resaltar es que Z se puede ver en principio como simplemente un fac-
tor de normalizacién para que Tr(py) = 1, pero es facil ver que ese factor coincide con (2.3), ya
que, si {|1j)} es la base de autoestados del hamiltoniano:

Z =T () = 3 twyle gy = 3 e (2.14)

Es bastante comtn trabajar usando una matriz densidad sin normalizar, ya que ciertas expre-
siones son mas cémodas de manejar. En este trabajo vamos a hacer eso, con lo cual definimos p

COmo:
p=ePH (2.15)
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Ahora, en vez de tener Tr(p) = 1, tenemos que Tr(p) = Z.

Nos interesa ver como son los elementos de matriz de p. En la base propia de H tenemos:
pij = (®yle” M |pi) = e Pgy (2.16)

Vemos que solamente los elementos de la diagonal son no nulos, con lo cual p describe un sistema
estacionario, como cabria esperar, ya que estamos tratando un sistema en equilibrio térmico.

Por otra parte, en el espacio de coordenadas:

pla,a’) = (e e PHyi(a) =) e Py ()i (x) (2.17)
J J
Usando esto, podremos escribir Z de la manera siguiente:

Z=Tr(p) = /dx p(z, x) (2.18)

Consideremos ahora la matriz densidad como funcién de 5, y veamos cémo evoluciona en funcién
de ese pardmetro. Derivando (2.16):

Opij 0 BE:

= —e "0 = —Eipij
86 856 J Pij
Con lo cual la ecuacion diferencial para p es:
dp
Hp=—-—— 2.19
P="%35 (2.19)

A esta ecuacién se la conoce con el nombre de ecuacién de Bloch, y no es mas que un caso
particular de la ecuacién del calor, cuya forma mas general tiene la expresién siguiente:

(gt - F) fla,t) =0 (2.20)

Donde F' es un operador diferencial eliptico, que actia sobre las variables x. Los operadores
elipticos estan definidos por la condicién de que no presenta direcciones caracteristicas reales.
Pueden verse como una especie de generalizaciéon del operador laplaciano, y de hecho, si F'
coincide justo con el laplaciano, entonces la ecuacién del calor toma su forma mas conocida:

<§t — V2> f(z,t)=0

La ecuacién del calor general es de gran relevancia en teoria cuantica de campos y gravedad
cudntica, donde se utiliza la expansién asintética del nicleo de (2.20) para calcular la accién
efectiva, como puede verse en [20].

2.4. Integral de caminos en mecanica estadistica

Como ya se habia adelantado, algunas de las férmulas obtenidas en este capitulo son muy
parecidas a otras del capitulo 1. El primer ejemplo que salta a la vista es que la ecuacién de
Bloch (2.19) es practicamente igual a la de Schrédinger (1.9) (1.11), con la salvedad de un factor
—ih. Por otra parte, la expresién del niicleo en el espacio de coordenadas (1.15) es tremendamente
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similar a la de la matriz densidad (2.17), y lo mismo pasa con la funcién de onda (1.10) y la
funcién de particién (2.18). De hecho, todas las expresiones de la parte cuantica se convierten
en las de fisica estadistica al hacer el siguiente cambio:

t — —ihB (2.21)

Este nuevo pardmetro —ihfS tiene unidades de tiempo, pero no representa nada que fisicamente
tenga que ver con un tiempo. Ademds, es imaginario puro, lo cual podria parecer a primera vista
un inconveniente, pero en muchos aspectos es una ventaja, como veremos mas adelante.

La ecuacién (2.21) se podria ver en principio como un simple cambio de variable, pasando
de una variable real a una compleja, lo que suele denominarse como rotacién de Wick. Sin em-
bargo, tiene una interpretacion mucho maés interesante, y es que se puede entender la mecanica
estadistica como la continuacién analitica de la cudntica (o al revés), una definida en el eje
imaginario y la otra en el real. Desde este punto de vista, cuantica y estadistica son dos partes
de lo mismo.

Viendo cémo estan relacionadas la cuantica y la mecdnica estadistica, vamos a formular la
matriz densidad como integral de caminos. Para ello, haremos un desarrollo totalmente analogo
al que se hizo en la seccién 1.2.

En el caso cudntico considerabamos una particula que inicialmente (escogemos t, = 0 por
conveniencia) se encontraba en x,, y al cabo de un tiempo t se encuentra en x;. Al hacer el
cambio de variable, nuestro sistema estard en z, a “tiempo imaginario” 0 (temperatura infini-
ta), y en zp a —ihf. Si antes dividiamos ¢ en n + 1 subintervalos de longitud €, podemos hacer
algo analogo con hf, dividiéndola también en n + 1 subintervalos, pero ahora llamamos a esta
longitud infinitesimal 7, de manera que tenemos:

tr=ke, k=0,....n+1

hr,=kn, k=0,....n+1

Al aplicar (2.21), nos queda para los intervalos infinitesimales:
e — —in (2.22)

Tomemos la accién (1.6). Consideremos un potencial que no dependa ni de la velocidad ni del
tiempo. Al hacer el cambio a tiempo imaginario, resulta:

R m - )2

n+1 2
~ . m [ Tp — Tp_
LS () v

—

n+1

- _i;n [7; (x’“ nxk‘1>2 + V(@)

Basandose en esta expresion, se define la accion euclidea Sg como:

in

n+1

2
Se=) 1 [7;1 <.Z'k 77$k—1> V()
k=1

Vemos que el término entre corchetes ya no tiene la forma de un lagrangiano, sino la de un
hamiltoniano, lo cual indica que vamos por el buen camino, ya que en las expresiones de la fisica

(2.23)
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estadistica lo que aparecen son hamiltonianos. En realidad seria el “lagrangiano euclideo”, y
seria el andlogo del lagrangiano tradicional en tiempo imaginario. A estos objetos se les pone
el sobrenombre “euclideos” porque realizar la continuacién analitica a tiempos imaginarios es
equivalente a transformar la métrica de Minkowski en la métrica euclidea.

’ . Tpe—Tf— ’ . . s . ’
Igualmente, el término (%) no seria una velocidad real en el sentido fisico, pero si que

tiene las dimensiones correctas. En verdad, lo que estamos haciendo es buscarle un analogo fisico
a estas expresiones matemaéticas. A pesar de todo eso, lo denominaremos como .

Tomando el limite n — oo, podemos escribir Sg en la forma integral:

se=n [ a5 {ama )+ Vi) (224)

En el capitulo 1 obtuvimos K integrando e*/" a todos los valores posibles de todos los z.

También hemos visto que con el cambio de variable pasamos de K a p, con lo cual para p la
integral seria:

1 n+1 +00 +o00
p(xp, xq; 8) = lim () / dxy .. / da,, e S/l (2.25)

n—oo \ N(n) oo oo

Donde ahora el factor de normalizaciéon N () tiene la siguiente expresion:

N(n) =1/ @ (2.26)

En la notacién simplificada, p queda como:

o 2a; B) = / D(x)eSe/h (2.27)

Vemos que la forma de p es muy parecida a la de su definicién (2.15), ya que pasamos de tener
un término exp{—SH} a uno exp{— [dp H}

Trabajar en tiempo imaginario tiene interés no solo porque refleja la relacion que existe en-
tre la mecanica cuantica y la mecanica estadistica, sino también porque es 1til desde el punto
de vista matematico. En primer lugar, existen situaciones en las que es mas facil definir la inte-
gral de caminos correspondiente a la accion euclidea que la de la accion tradicional, sobre todo
cuando el hamiltoniano es méas complicado. Por otro lado, al estar tratando con exponenciales
reales en vez de exponenciales complejas, a la hora de hacer un calculo numérico, las integrales
convergen mucho mas rapido.

2.5. Aproximacion clasica

En el caso de la integral de caminos de la mecédnica estadistica, el limite clasico es aun més
sencillo de visualizar. En dicho limite, tenemos que A — 0, con lo cual, si la temperatura no es
muy baja, también serd cierto que Sh — 0.

A la hora de calcular la funcién de particion Z, solo nos interesan las trayectorias que em-

piezan y acaban en el mismo punto z,. Como el “tiempo” de evolucién Sh es muy corto, los
caminos que se alejen mucho de z, tendrdn unas “energias cinéticas” muy altas, con lo cual la
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exponencial que aparece en (2.25) tenderd a 0, y ese camino no tendrd una contribucién apre-
ciable. Por lo tanto, podemos considerar que contribuyen principalmente los caminos en los que
V]z(B8)] = V(zs). Si hacemos esta aproximacién, V' # V(3), y se puede sacar de la integral.

ploa) =) [ Dla@)exnf Gmi?() |

Esta integral es la de la particula libre, y se resuelve exactamente de la misma forma que en el
primer capitulo. Solamente hay que hacer el cambio de tiempo real a tiempo imaginario en la

solucién (1.25), obteniendo:
— _5V(wa)
P, Ta) \ 27rh26

La funcién de particién se obtiene sin més que integrar a todos los valores de x,, resultando:

— m —BV(:&;)
B) = \/27%25 /d:vae (2.28)

Esta es una férmula de la funcién de particién valida en el limite clasico. De hecho, es igual
a la férmula que dedujo Boltzmann en el marco de la teoria clasica, pero en su caso habia un
factor multiplicativo indeterminado, ya que por entonces no se conocia como estaba celdificado
el espacio de fases (h). A la integral que aparece en la férmula se la suele denominar como
integral de configuracién.

El caso que hemos considerado es muy simple, ya que solo hay una variable (z,), pero en
casos mas complicados obtendriamos un resultado equivalente: la integral de caminos de todas
las particulas libres, multiplicada por la integral de configuracién, donde V' dependerd de todas
las variables.

Esta aproximacién deja de ser vélida cuando la temperatura es muy baja, o cuando el po-
tencial varia muy rapidamente con x, y en esos casos, empiezan a aparecer efectos cuanticos.
Ejemplos de sistemas en los que el limite clasico no se puede aplicar son el helio liquido y los
electrones en un metal.

2.6. Espectros de energia. Formula de Feynman-Kac

Una de las grandes ventajas de trabajar usando tiempo imaginario es que el cdlculo de la energia
del estado fundamental es muy sencillo. Veamos cémo hacerlo.

Tomemos como punto de partida la funcién de particién. En el limite 8 — oo, que se co-
rresponderia con el limite de temperaturas bajas, podemos escribir:

lim Z(p) = lim Ze Ej _y e=BEo

B—o0 6—)00

Ya que los términos con F; > Ej se hacen despreciables. Tomando el logaritmo de la expresion
anterior (no va a haber ningin inconveniente con las ramas del logaritmo, ya que solamente hay
numeros reales positivos) llegamos a:

Eo = Jin ; In Z(8) (2.29)

La ecuacion anterior se conoce a veces con el nombre de férmula de Feynman-Kac, y es extre-
madamente 1til para obtener la energia del estado fundamental, ya que no es necesario conocer
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completamente la funciéon de particion, sino que basta con conocer el comportamiento asintoti-
co. Cabe resaltar que muchos autores al hablar de la férmula de Feynman-Kac no se refieren a
(2.29), sino a la férmula general del propagador para una accién euclidea.

Historicamente, Feynman y Kac llegaron a la misma férmula trabajando en campos en principio
completamente distintos. Feynman lo hizo estudiando la integral de caminos, mientras que Kac
lleg6 a ella en el estudio de procesos estocdsticos [22], basdndose de hecho en los ya mencionados
trabajos de Wiener sobre el movimiento browniano.

Otro aspecto que merece la pena comentar es que la funciéon de particiéon no solo sirve para
obtener informacion del estado fundamental, sino de todo el espectro. Consideremos la matriz
densidad dada por (2.17). Su transformada de Laplace p es:

o' iB) = [ 5 Fplaaio) = [ a eﬁEZe*B%j(x')w;(:c):

0 0

%(33' V5 ()
:/OdﬁZeEE% D= g

J

La traza de p serd precisamente la transformada de Laplace de Z, y la denotaremos como G.

G(E) = /dxpa:xE / Z ZE E (2.30)

Vemos que esta funcién, en el caso de un espectro discreto, tiene polos para las energias de los
estados ligados, y si tenemos un intervalo con espectro continuo, G no estard definida en esa
zona.

2.7. Aplicacién de la integral de caminos euclidea: mercados
financieros

Hemos visto cémo la metodologia de la integral de caminos, original de la mecénica cuantica, se
puede utilizar en otra rama de la fisica como es la mecédnica estadistica. Pero el rango de usos
no acaba ahi, ya que, como ya hemos visto, Kac usé estas mismas ideas para tratar procesos
estocasticos. De ahi surge una aplicacion bastante sorprendente y que a primera vista no guarda
relacién alguna con la fisica: el estudio de los mercados financieros a partir de un modelo de
integral de caminos. Intentemos entender cuéles son las ideas principales de este modelo.

El principio fundamental en el campo de las finanzas es la ausencia de arbitraje, que en esencia
asegura que los distintos mercados se hallan en equilibrio, es decir, no es posible comprar un
activo financiero (por ejemplo acciones) en un mercado y venderlo inmediatamente después en
otro mercado por un precio mas alto. Este principio juega el mismo rol que el de minima accién
en fisica. Gracias a esto, se pueden definir funciones que juegan el mismo rol que el lagrangiano,
y funcionales equivalentes a la accién.

Una opcidn financiera es un instrumento financiero que da a su adquisidor el derecho de comprar
o vender un activo a un cierto precio determinado (precio de strike) hasta una fecha de venci-
miento. El valor de una opcién no es exactamente su precio de strike, sino que también dependera
del precio del activo y del tiempo. Este valor satisface una ecuacién diferencial conceptualmente
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equivalente a la de Schrodinger, que es la ecuacién de Black-Scholes:

2 92
0? 20°0OF 00p 00F
o O = - LF 2.31
5 BXE +rS s rOp ot (2.31)

Donde OF es el valor de la opciéon como funcién del precio del activo S y el tiempo ¢, o da cuenta
de la volatilidad del activo, y r es la tasa de interés libre de riesgo. Esta ecuacién se deduce de
la ausencia de arbitraje, suponiendo que S sigue un comportamiento browniano. Obviamente,
los principios en los que se basa esta ecuacién no son principios universales como los de la fisica,
y de hecho, no son ciertos en situaciones extremas, como en cracs financieros.

Introduciendo la variable x = In S, la ecuacién (2.31) adquiere la siguiente forma:

2 92

o 90r OO o, 9O (2.32)

2 0x2 oz ot
Con y =1 — 02/2. Vemos que tiene forma de ecuacién del calor (2.20), cuya solucién sabemos
que se puede expresar como una integral de caminos, al igual que para la ecuaciéon de Bloch. La
condicién de contorno que nos permitird resolver esta ecuacién es su valor en el instante en el
que expira la opcién (al que llamamos T'). Vamos a considerar el caso més sencillo (y el que més
se parece a los casos fisicos que ya hemos visto), que es en el que dicho valor solo depende de S
en el instante T, y no de su valor en tiempos anteriores. Escrito en forma de ecuacién:

Op(S7,T) = F(Sr) (2.33)

Donde F' es una cierta funcién de St. En general, la solucién de (2.32) con la condicién (2.33)
se podra expresar como una integral de caminos, de manera muy similar a como se hacia con la
funcién de onda o con la funcién de particién:

0 I(T):‘TT ’
dor / Dla(t)] F(er) e~ Apsle(®)] (2.34)

(t)=z

Op(S,t) = e T /

Apg es la accién de Black-Scholes, que, al igual que para la accién convencional, es la integral
temporal de un lagrangiano, que en este caso serd el lagrangiano de Black-Scholes, el cual se
define como:

Lps(t) = 55 (@) — p)° (2.35)

20

La accién no serda mas que:
T
Apg = / dt' Lps(t') (2.36)
t

Nétese que en (2.34) aparece un factor e "(T=Y) ¢l cual no aparecia en las otras integrales de
caminos, pero esto es simplemente por cémo se define el lagrangiano. El término r puede verse
como un factor constante del “potencial” que actia sobre O, y se podia haber incluido en la
definicién de Lpg, de forma que ya no aparezca explicitamente esa exponencial.

Atendiendo a la expresién de Lpg, es facil ver que Apg puede reescribirse como:

p? p LV

Donde el dltimo término seria la accién correspondiente a un proceso sin deriva, o para enten-
derlo en términos fisicos, una “particula libre”, que no nota ningiin “potencial”.
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Con la accién asi escrita, vemos que el unico término en (2.34) que depende de ¢’ es justo
la “accién de la particula libre”, y se puede escribir como:
0 2 2 2
Op(S,t) = e "TY / dop F(eT) et 207 (T=0Fn/o"(@r=2) | (40 T )
—00
K es la funcién de Green del proceso sin deriva, que serd andloga al propagador de la particula
libre. Como ya sabemos, viene dada por:

z(T)=zp

K, T: o, t) = / Dla(t))] exp{ /t Y 2;9@@')2} (2.37)

z(t)=z

Ya sabemos cudl es la solucién del propagador libre, con lo cual no hace falta mas que tomar
(1.25) y ajustar las constantes, obteniéndose:

2r02(T — 1) p{ 202(T — t)
Sustituyendo el valor de K, llegamos finalmente a la expresién para Op(S, t):

[e'e) T — 1 — o 2
Op(S,) = T / dwr F(e™) %Uj(T_t)exp{—[ T (T“(_Tt) 2l } (2.38)

—00

Esta integral serd mas facil o mas dificil de calcular dependiendo de cémo de complicado sea F'.
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Capitulo 3

Casos particulares

En este capitulo se van a aplicar las ideas desarrolladas en los anteriores para la resolucién de
distintos problemas, tanto de mecdnica cudntica como estadistica. Ademas, se estudiara el efecto
que tiene la topologia del espacio de fases de un sistema sobre la cuantizacion. Resaltar que a
partir de este momento se va a utilizar el sistema de unidades naturales, con lo cual h = 1.

3.1. Ideas previas: topologia y cuantizacién

Hasta ahora hemos trabajado, en el caso de los sistemas cudnticos, exclusivamente en el for-
malismo lagragiano. Sin embargo, para ciertos casos mas complicados es recomendable usar el
formalismo hamiltoniano. Una situacién muy comun donde es necesario hacer esto es cuan-
do el hamiltoniano que describe la evolucién del sistema no se puede separar de la forma
H = p?/2m + V(q). Recordemos brevemente cémo estdn relacionados lagrangiano y hamil-
toniano a partir de la transformacién de Legendre:

H(p,q;t) = q(¢)p(t) — L(q,¢;1) (3.1)
Donde 0L (a. it
plt) = PELED (32)

Sustituyendo (3.1) en S = [ dt L resulta:

st = [ "t (Op() — H(qp:0) (33)

El primer término del integrando, [ dt ¢p, representa el drea entre la trayectoria clésica y el eje
p = 0. Usando la notacién del producto exterior, se puede escribir como:

[ avawe = [ dpndg (3.4)
oD D

Donde 0D, ademds de ser el contorno de D, contiene la trayectoria cldsica y una curva fija de
referencia. Si ahora parametrizamos el espacio de fases de una forma diferente, introduciendo
unas nuevas coordenadas u,, tenemos:

/ dp/\dq—/ Zwaﬁ(u) dug A dug (3.5)
D D
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Usando la terminologia de las formas diferenciales (consultar el anexo para mds informacién),
w=y, af Wa, 3 (u) dug A dug es una 2-forma, que por construccion, se obtiene de diferenciar una
1-forma. En este caso:

/
w = Dw

W = p(w) Z @dua — Zwadua (3.6)

u
o e

A w se le denomina con el nombre de forma simpléctica. Como viene indicado en el anexo, D?
aplicado sobre formas diferenciales se anula, tenemos que:

Dw=0 (3.7)

Lo que implica esta condicién es que las ecuaciones del movimiento dependen del contorno del
dominio de integracién 9D, pero no del interior, lo cual se vefa intuitivamente en la parametri-
zacion original.

Localmente, la ecuacién (3.7) se puede integrar de la misma manera que dp A dq se puede
integrar en pdq. Sin embargo, si el espacio de fase tiene propiedades topoldgicas no triviales,
puede que no sea posible integrarla globalmente, y se dice que la forma simpléctica w no es
exacta. En este caso, la accién S no estd bien definida, y pueden existir varios valores de S
que sean solucién. Esta propiedad es de crucial importancia en mecdnica cuantica, ya que en
la integral de caminos aparece explicitamente la accién, concretamente lo hace como €. Para
que la integral de caminos tenga sentido, el factor de fase tiene que ser independiente de la
eleccién concreta del valor de la accién. Como veremos en los ejemplos posteriores, esto tiene
como consecuencia que ciertas magnitudes estén cuantizadas.

Este mismo desarrollo se puede realizar de manera analoga trabajando con tiempos imaginarios.
Aplicando (2.21) en (3.3), resulta para la accién euclidea:

Bp
S(¢,p) = /B 4B [~id(B)p(B) + H(q,p: ) (3.8)

En este caso, en vez de integrar dp A dg hay que integrar —idp A dq, pero como ahora lo que
aparece en la integral de caminos es e °Z, la condicién de que el factor fase no pueda depender
de la eleccion de la accién es exactamente la misma.

3.2. Rotor rigido

Como primer ejemplo ilustrativo vamos a calcular al espectro del rotor rigido bidimensional,
el cual es un sistema invariante bajo el grupo O(2) (rotaciones y reflexiones en el plano). Rea-
lizamos este caso y no uno de dimensionalidad ma&s alta porque este es el nico con solucién
analitica exacta.

El lagrangiano del rotor, si se parametriza la circunferencia por un unico dngulo 6, viene dado
por:

1 .
L= 5mR292 (3.9)
Ya que lo que nos interesa es el comportamiento cualitativo del sistema, tomamos m = R =

1, de forma que asi queden expresiones mas sencillas. Por ejemplo, tendriamos ahora para el
lagrangiano:

_ 1y
£—20
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Este lagrangiano es muy similar al de la particula libre, con la diferencia de que 6 es una
variable angular, lo que hace que el espacio de fases tenga propiedades topoldgicas no triviales,
que veremos méas adelante. La accién derivada de este lagrangiano es, en el intervalo (0,t):

1. 9
S = / ar L (3.10)
0 2

Se vio en el capitulo anterior que el sistema se puede interpretar desde el punto de vista cuantico
o desde el estadistico, siendo ambas descripciones totalmente equivalentes. Vamos a resolver el
sistema estadistico, para ver que en efecto se obtienen las mismas soluciones que en el ya conocido
caso cuantico. Haciendo la continuacién analitica a tiempos imaginarios, queda que la accién
euclidea tiene esencialmente la misma expresién (aqui ¢ no denota el tiempo, es una variable
muda):

Sp = /06 dt %9@)2 (3.11)

Usando esto, podemos calcular los elementos de matriz del operador densidad a partir de la
integral de caminos:

(0”0 ) :/D(e) exp{—/oﬁ dt ;é(t)Q} (3.12)

Donde 0" = 6(0), #” = 6(3). A la hora de evaluar esta integral, hay que tener en cuenta el
cardcter ciclico de la variable angular. Debido a la simetria del problema, (3.12) debera de dar lo
mismo si se hace una traslacién de 6’ y 0”, es decir, tinicamente puede depender de la diferencia
0" —0'. Ademés, es periddica en ambos angulos. Gracias a estas propiedades, podemos expandir
p en serie de Fourier:

(e} e}

p(e//’el;ﬁ) — Z ez’(@”—@’)lfl — Z ei(@”—e’)le—BEl (313)

l=—00 l=—00

Hemos identificado los coeficientes de Fourier f; con los autovalores de e ## (el operador den-
sidad) porque las funciones ¢? forman una base ortogonal, y debido a su simetria rotacional,
e PH es diagonal en esta base. Escribimos esta relacién de la forma inversa, es decir, los e #F
en funcién de p, usando la férmula para los coeficientes de Fourier:

2

88— L [T i — ) 0007 g g (3.14)

27T0

Si resolvemos las ecuaciones clasicas del movimiento®, llegamos a que existe un nimero infinito
de trayectorias que parten de 6’ y llegan a 0", y son las siguientes:

0,(t) =0 + (0" — 0 + 2mq)t/B (3.15)

Donde g € Z es el indice de la trayectoria, es decir, el nimero de vueltas que describe (contando
como positivo el sentido antihorario y negativo el horario). Trayectorias con distinto indice son
topolégicamente diferentes, ya que no se pueden deformar de manera continua unas en otras,
con lo cual, si integramos sobre las fluctuaciones alrededor una trayectoria con un cierto ¢, no
puede haber contribuciones de trayectorias con ¢ distinto. Por esta razén hay que hacer una
suma para todos los posibles valores de q.

'Recordar siempre que la t que aparece en las ecuaciones juega un rol similar al del tiempo, pero no es realmente
un tiempo propiamente dicho. Es una variable que sirve para describir la evolucion del sistema.

33



Podemos operar ahora de una manera similar a como se hacia en la aproximacién WKB, y
escribir las trayectorias como:

0(t) = Oq(t) + u(t)
Donde, al igual que entonces, u(t) es nulo en los puntos inicial y final. Con todo esto, tenemos
que?: '
9(t) = (0" — 0’ + 2mq) /B + u(t)
El operador densidad se escribird, partiendo de (3.12), como:

§0058) = N(8) 3 expf = 0"~ 0+ 2m0)}

g=—00

N(B) = /u Z)(f_)oop(u) exp{— /0 "t ;u(t)z}

N (B) no depende de &, 8” o q. Al representar u(t) las fluctuaciones sobre la trayectoria clésica, es
de esperar que en este caso su naturaleza angular no afecte a los calculos, ya que las trayectorias
que se desvien mucho de la clasica tendran una contribucién despreciable. Por lo tanto, la integral
serd sencillamente la de la particula libre:

NOENES

Volviendo a la ecuacién (3.14), tenemos que para e P

m 1l = 2m 1
e BB :\/f% > / e’ — o) exp{—%(G”—Q’—l—%rq)Q+i(9'—9”)l}
g=—00 "0

Para evaluar la integral, hacemos el siguiente cambio de variable:

Donde:

0=0"—0 +2nq
Sustituyendo queda:
1 o /'27r(q+l) { 1
e =4/— dp exps ——¢ —zlgo}
\/;q:z:oo 2mq 25

Haciendo la suma en g, resulta la integral gaussiana:

/1 & 1
—BE; _ L d L9 il
e 271’,8 /_Oo ©® exp{ 2/8(,0 Z(p}

El calculo se puede realizar facilmente, usando las férmulas del anexo, y se obtiene:
e BB — ¢=BI%/2 (3.16)

Vemos que se recupera el espectro de energias correcto, cuyo resultado conocido es (recuperando
las constantes que hemos tomado iguales a 1):

= P2 2
2mR2

2E] punto denota derivada con respecto a ¢, aunque no sea estrictamente la derivada temporal.

E;
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3.3. Monopolo magnético

Otro sistema de interés donde las propiedades topoldgicas del espacio afectan a la cuantizacion es
el monopolo magnético. Cualquier persona con un cierto conocimiento en fisica sabe que no hay
ninguna evidencia experimental de la existencia de monopolos magnéticos. Sin embargo, existen
razones que justifican su estudio. Dirac demostr6 en 1931 [26] que, de existir algiin monopolo en
el universo (aunque fuese solo uno), entonces la carga eléctrica estard cuantizada, y la relacién

de cuantizacién serd®:

2eg € N (3.17)

Donde g denota la carga magnética, y e la carga eléctrica fundamental. Es totalmente cierto que
en nuestro universo, la carga eléctrica estd cuantizada, pero eso no implica necesariamente la
existencia de monopolos. A pesar de ello, no se ha encontrado todavia otra teoria globalmente
aceptada que explique por qué las cargas eléctricas toman valores discretos.

Otra razon para creer en los monopolos, que probablemente sea mas sélida, es que aparecen
de forma inevitable en las teorias de la gran unificacién, las cuales creemos a dia de hoy que
describen la naturaleza.

No hace falta entretenerse més en buscar excusas para estudiar el monopolo, y podemos pa-
sar a abordar el problema. Consideremos una carga magnética puntual localizada en el origen
de coordenadas. Por analogia con el caso electrostatico, el campo magnético vendra dado por:

B=g—

3 (3.18)

Obviamente, la divergencia de este campo no es nula en ¥ = 0, lo que significa que no cumple la
ley de Gauss para el campo magnético, sino que cumplird una analoga a la del campo eléctrico,
pero con cargas magnéticas en vez de eléctricas, que serd de la forma:

fﬁ-d&’zllﬂ'g

Si tratamos de encontrar el potencial vector A tal que su rotacional sea B , nos damos cuenta en
seguida de que no es posible, ya que el rotacional de cualquier vector siempre tiene divergencia
nula. Sin embargo, siempre podemos definir un A que si que nos de el campo, y su dominio de
definicién es todo el espacio, excepto una linea que va desde el origen hasta el infinito, la cual
se denomina como “cuerda de Dirac”. Se puede entender esto de manera fisica si consideramos
un sistema ideal equivalente a un monopolo magnético: un solenoide infinitamente estrecho e
infinitamente largo, del cual solo podemos ver un extremo. En este caso, se seguiria cumpliendo
la ley de Gauss originaria para el campo magnético V-B= 0, ya que el flujo magnético que
veriamos salir de nuestro “monopolo” se compensaria con el que entra por el solenoide, aunque
no sea posible detectar este 1iltimo.

Escogemos que la cuerda de Dirac esté situada en la parte negativa del eje de las z. En ese
caso, el potencial vector que nos da el campo es:

A= Mﬁ@ (3.19)

rsen

Con 6 el angulo polar y ¢ el azimutal. El vector @, no estd definido en ningin punto del eje z,
pero como para § = 0 (es decir, z > 0) A= 0, entonces s est4 definido en la parte positiva del eje.

3Se toma el convenio de que 0 pertenece a los nimeros naturales.
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Pasemos ahora a ver como se calcularia la accién para un sistema de estas caracteristicas. Nor-
malmente, el lagrangiano de una particula de carga e moviéndose en un campo electromagnético
se escribe en funcién de los potenciales ¢ y A de la forma siguiente:

L=T—ep+eA-7 (3.20)

Donde T denota la energia cinética. En el caso que estamos tratando, ¢ = 0. La accién derivada
de este lagrangiano serd, para una cierta trayectoria ~y:

Sz/dt(T—i—e/f-?):/dtT+e/ff-dF:SO+Smag (3.21)
Y Y i

En el caso del monopolo magnético, esta integral puede ser problematica, ya que si la trayectoria
de la particula pasa por la cuerda de Dirac, la contribucién magnética a la accién no estara bien
definida. Para arreglar este problema, escribimos esta contribucién de una manera diferente,
como la integral de la 2-forma (ver anexo) >_, ; Fij(z)dx; A dzj, con Fij =3 €55 By(x):

Smag = G/ZFU(%)C[% A dl’j = e/z EijkBk({L‘)dl'i A dl‘j (3.22)
i,J

i7j7k

Escrita asi esta ecuacion resulta bastante oscura. Por ello, vamos a ver un ejemplo que nos ayude
a visualizarla. El producto dx; A dz; es en esencia un elemento de superficie, con lo cual (3.22)
puede representar la integral del campo magnético sobre una cierta superficie o. En ese caso,
Smag se escribirfa como:

Smag:e/é‘dﬁ

Pongdmonos en el caso de que o es una superficie abierta, y supongamos también que A se puede
definir sin problemas en todo el espacio. Entonces, podemos poner Sy,q4 de la manera siguiente
usando el teorema de Stokes:

Smag:e/é-daze A-dr
o do

Y recuperamos la ya conocida expresién dada por (3.21) para una particula describiendo una
trayectoria cerrada. En general, si no existen problemas para definir A, se podré escribir:

/Zezngk(l')dxz VAN de‘j = /ZAzdlh
i3,k i
Pero para lo que nos incumbe, este no es el caso.

Volviendo al monopolo magnético, se puede verificar muy facilmente que, para una superficie

cerrada cualquiera ¢’ que contenga en su interior al monopolo, la accién (3.22) para el campo
magnético (3.18) vale lo siguiente:

e/ B.dd = e/ % r2d cos Odp = dmeg

o T

Hemos integrado sobre la superficie de una esfera de radio r porque es la mas sencilla de todas
las posibles elecciones. Si ignoramos la e, esta integral coincide justo con el flujo magnético que

sale de la superficie o/, que es no nulo. Ahora bien, si retomamos el modelo del solenoide infi-
nitamente estrecho, realmente hay un punto de la superficie en el cual el flujo magnético no es
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el que acabamos de calcular: la interseccién de la superficie con el solenoide, donde el flujo seria
justamente —4mg, lo que hace que el flujo total sea nulo.

El modelo del solenoide llevado al limite tiene que dar necesariamente el monopolo de Dirac. Sin
embargo, el flujo sobre una superficie cerrada de (3.18) es claramente no nulo. La tunica forma
para que ambos resultados se puedan conciliar es que el factor de fase debido al monopolo, es
decir, e"5mas sea 1, de forma que la fisica del problema no se vea alterada. Esto es equivalente
a decir que la cuerda de Dirac es indetectable. Para que esto sea cierto, ha de cumplirse lo

siguiente:
4meqg

2

Que es justo la condicién de cuantizacién de Dirac (3.17).

eN = 2egeN (3.23)

3.4. Modelo de Ising

Procedemos ahora a estudiar uno de los ejemplos que mejor ilustra la conexién entre cudntica
y estadistica: el modelo de Ising. En este modelo, el tinico grado de libertad solamente puede
tomar dos valores, por ejemplo “up” o “down” en el caso de una particula de espin 1/2. El caso
mas sencillo serfa el de una tnica particula cudntica, con su espin evolucionando en el tiempo.
Como se ha hecho en capitulos anteriores, el tiempo se va a discretizar, con lo cual vamos a
tener un grado de libertad propagandose en una “red” temporal, siendo la separacién entre los
puntos de esta “red” un intervalo temporal €, que puede ser arbitrariamente pequeno.

Este mismo problema se puede interpretar como un sistema estadistico en equilibrio térmi-
co, con los espines (o grados de libertad) ocupando una red espacial unidimensional. Este es
un caso particular de una relacién mas general, entre los sistemas de la fisica estadistica clasica
en D dimensiones y los cudnticos en D — 1 dimensiones. Vamos a centrarnos mas en la visién
estadistica, ya que es la mas estandar para este problema, pero no hay que perder nunca de
vista la otra interpretacién.

Para el modelo de Ising general (es decir, sin especificar todavia la dimensionalidad), el Ha-
miltoniano viene dado por:

1
H = _izjijo-io-j —BZUZ' (3.24)
,J )

Donde o; pude tomar los valores 1 y -1, dependiendo de cuél sea el valor del espin en la posicién
i de la red. B denota la interaccién de los espines con el campo magnético externo, y J;; es
la constante de acople entre espines, que vamos a asumir no nula Unicamente para primeros
vecinos:

J, si4y j son primeros vecinos
Jij :{ Y. sonp (3.25)

0, en el resto de casos

Para encontrar las propiedades de esta red, debemos de calcular la funcién de particiéon, que no
serd mas que la suma a todas las posibles configuraciones de espin:

Z =Y e PH0 (3.26)
{0}
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El sumatorio ) {0} DO €S mas que el producto de todos los sumatorios en los dos posibles valores

de cada o;, es decir:
N
> =11 X

{0} i=loj==%1

El calculo de Z serd més o menos complicado dependiendo de como sea la red con la que estemos
trabajando. Consideremos primero el caso de una cadena unidimensional con N puntos en la
red, y con condiciones de contorno ciclicas, es decir, o1 = on+1. En este caso el hamiltoniano
de (3.24) se puede escribir de la siguiente forma:

H = —JZO’iUi+1 - BZO‘l (327)

Con el hamiltoniano asi expresado, nos damos cuenta de que es posible escribir la funcién de
particién (3.26) como producto de términos que solo involucren puntos contiguos de la red.
Definiendo:

1
T(o,0') = eXp{KO'O'/ + ih(a + U')} (3.28)
Donde K = 8J, h = 8B. Haciendo esto Z queda:
Z =Y T(01,02)T(02,03)...T(on-1,0n8)T (0N, 01) (3.29)
{c}
Podemos ver a los T como elementos de una matriz 2 x 2, la cual vamos a llamar matriz de
transferencia T: ( ) ( ) Kih X
(T (+,+) T(+,—)\ (e e
= (00 200) = (o i) (330)

Esta matriz de transferencia no es més que el operador e #H(9i:95+1)  con:
H(oj,0i41) = —Joioiy1 — Bo;

En el caso de una particula cudntica, la matriz de transferencia se corresponderia con e (7i:75+1)
Vemos que aqui la magnitud analoga con la temperatura no es el tiempo total, sino que el inter-
valo en el que se discretiza el tiempo. En este caso, el tiempo total Ne también guarda relaciéon
con la longitud de la cadena.

En (3.29), podemos ver las sumas en 09,03,...05 como sucesivas multiplicaciones de matri-
ces, y la suma en o; como tomar la traza, con lo que se obtiene una expresién muy sencilla para
Z:

Z =Tr(TV) (3.31)

El célculo de esta traza, y, por tanto, la funcién de particién, se reduce a diagonalizar la matriz
de transferencia. La diagonalizacién es sencilla, resultando los siguientes autovalores A1 y Ao:

A= e cosh h + (€2K sinh? h + e_QK)1/2

K 2K 2 2K\1/2 (3.32)
Ay = e coshh — (e sinh“h + e~ )
Con estos autovalores se corresponderan los siguientes autovectores:
1 1
o= ()
2 \a
La (3.33)

i ()
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Donde a = e (\; — eX+"). Teniendo esto en cuenta, queda para la funcién de particion:
Z =X+ (3.34)

Este resultado tiene una expresion bastante fea si se pone en términos de K y h. Sin embargo,
en el caso de que el campo magnético externo sea nulo, es decir, h = 0, Z tiene una forma mas
estética, en concreto:

7 =9oN (coshNK + sinhY K) =2V cosh¥ K (1 + tanh™Y K)

Una propiedad interesante que se puede calcular en este modelo es la magnetizacién del sistema,
que no es mas que el momento magnético promedio en los puntos de la red. Sera proporcional
al valor esperado de la orientacién de los espines. Recordando las relaciones termodinamicas, la
magnetizacién viene dada por:

1 0ln(Z) 10In(2)

M:W OH ~ N 0h

A\
1 =
" <A1> ]
Estamos trabajando en el limite termodinamico, con lo cual N — co. Ademds, A1 > Ao, con lo
cual:

(3.35)

Haciendo este célculo con la Z dada por (3.34) resulta:

0 10
M == %h’l()\l) + N%hl

_ 20 -N
M = 2 In(h) + O(e™)

Tras operar, obtenemos la siguiente magnetizacion:
e sinh h 1 —a?

M= _ 3.36
(€2K sinh? h + e*QK) 2 1+a? ( )

Vemos que es nula si h = 0, como cabria esperar. Si K > 0, tendremos un material ferromagnéti-
co, y si K < 0 serd antiferromagnético.

Otra cantidad de interés es la funcién de correlacion de orden 2 entre los espines. Conocer
esta magnitud nos dard posteriormente la posibilidad de definir una longitud de correlacién. La
funcién de correlacion se define como:

1 _
<Uk+r0k> = Z Z € ﬂHUk+rUk (3.37)
{o}
Como la red es ciclica, no importa cudles sean en concreto los puntos inicial y final, por lo tanto:
1 _
(Oksror) = (0r00) = 7 Ze Pl 5 o0
{o}

La suma en si no presenta ninguna dificultad especial, pero los célculos son bastante largos. El
resultado final es:

1 () ()"
A
(0,00) = ——— | (1 —a?)” +4a® 2 ; ! (3.38)
1
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Ya que A1 > A2, podemos definir la longitud de correlacién £ tal que cumpla:

A\ L e M e
<)\1> e = N =e (3.39)

Esto nos permite escribir, recordando (3.36), y en el limite N — oo, la funcién de correlacién
de la forma siguiente:

4a?

<O’r0'0> - M2 + me_r/g + @) (e_N) (340)
En el caso de h = 0, se reduce sencillamente a:
_ 1 r N-—r r —r/€
T —_— AT __ =
(or00) = [tanh” K + tanh” " K| —— tanh" K =
1+ tanh™ K N—o0

El valor de ¢ dependerd de K (de hecho, crece con K), pero por muy grande que sea la longitud
de correlacion, (o,00) va a decaer siempre exponencialmente con r. Por lo tanto, en el caso uni-
dimensional, no va a existir nunca correlacion a larga distancia en ausencia de campo magnético.

Veamos ahora como cambian las cosas si en vez de una cadena cerrada consideramos una cadena
abierta. Ahora no podemos hacer la descomposicién de (3.29), porque ya no vale para los extre-
mos. Es posible escribir Z de una manera relativamente similar, pero el tltimo término va a ser
distinto, ya que ahora o1 y o no estédn acoplados, por lo que no aparece el factor exp{ Ko1ox}.

1
7 = Z T(o1,02)T(02,03)...T(0N-1,0N) exp{Qh(Ul + O'N)}
{o}

Escribiendo T'(o,0") = (o|T|c’), y teniendo en cuenta que Do} = Doimtl - Dooy=t1s POdE-
mos manipular esta expresiéon para obtener:

N-1 1
Z = ZZ [H <0’i|T|O'i+1>] exp{2h(o’1 —|—O’N)} =

oN i=1

N-1
=>" > (al|[[] Tlow) (oil
o1 oN =2
=> ) (| TV o) exp{;h(al + JN)} =
ZZTN*1 lon) (o1] exp{;h(m + UN)}]

01 ON

T lon) eXP{;h(Ul + UN)} =

=Tr

Se define la matriz B como:
1
B:ZZ’UM <01’€XP{2h(01+0N)} (3.41)
o1 ON

Esta matriz determinard las condiciones de contorno del problema. En términos de B, la funcién
de particién es:
Z =Tr(TV'B)

Podemos calcular esta traza en la base que diagonaliza T, y obtenemos:
Z =X (01lBlor) + A (a]Blen) =

(6h/2 Jrae—h/Q)?
1+ a2

» (6—h/2 _ aeh/z)Q

=\ + A (3.42)
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Para el caso h = 0:
7 = 2N coshV 1 K

Que es diferente al resultado del caso ciclico incluso en el limite N — oo.

Es posible encontrar también una solucion analitica al problema bidimensional. La primera
persona en resolverlo fue Onsager [30], usando variables fermidnicas. Posteriormente, se han
inventado otros métodos, pero todos tienen una cosa en comun: realizar la suma de todas las
posibles contribuciones requiere un desarrollo bastante extenso, y no hay espacio suficiente como
abordarlo en detalle en este trabajo.

También es posible afrontar el problema, en vez de como una red bidimensional de espines
que siguen una descripcién clasica, como una cadena lineal de espines cuanticos, con su evolu-
cién temporal. En este caso, en el hamiltoniano (3.27) se sustituyen los o; por las matrices de
Pauli 6;. Por ejemplo, si tenemos un campo transversal, el nuevo hamiltoniano sera:

H=-J]) 676;,,—B>» 67 (3.43)
7 7

La funcién de particién que se obtiene en ambos casos (tras hacer la continuacién analitica)
tiene que ser equivalente, salvo una constante de acople, que se puede ajustar para que sean
exactamente iguales.

Un aspecto muy interesante que si que merece la pena comentar es que aparece una transicién
de fase, de un estado con orden ferromagnético a uno desordenado. Obviamente, a temperaturas
altas (8 pequenas) el sistema tenderd al desorden, pero lo que no es tan obvio es que a tempera-
turas bajas s que hay un orden ferromagnético, ya que en el caso unidimensional esto no es cierto.

Para ver que existe una temperatura de transicién sin necesidad de hacer de manera exacta
todos los célculos, se usa un argumento cualitativo concebido originalmente por Peierls, y la
idea es la siguiente: consideremos una red de Ising que inicialmente se encuentra con todos
sus espines en estado “up”. Imaginemos ahora que una pequena agrupacion de espines, mucho
menor que el tamafio total del sistema, se invierte su espin para pasar al estado “down”. Si el
perimetro que engloba a este conjunto de espines es de longitud L, entonces el factor de energia
de Boltzmann para esta configuracién serd e~ 2%L. Por otra parte, el nimero de caminos cerrados
de longitud L que se pueden trazar en la red es de la forma C*, donde C es una cierta constante.
Esto implica que si f > 1/2 InC, la creacién de estos agrupamientos de espines invertidos es
muy poco probable, y persiste el orden ferromagnético en el sistema.

El cédlculo riguroso se hace viendo para qué temperatura aparece una discontinuidad en la energia
libre de Helmholtz, y se obtiene que es a la siguiente temperatura critica:

Be = % ln(l + \/5) (3.44)

Para temperaturas préximas a la de transicién, la longitud de correlacién es extremadamente
grande, lo que hace que el sistema se asemeje a un continuo. Debido a esto, el sistema posee
notables propiedades de universalidad, y de hecho puede demostrarse que, dada una teoria
cuantica de campos con una densidad lagrangiana de la forma:

1
L(p) = 50up) = V(p),  conV(p)=V(-¢)
el limite del continuo de esta teoria podra describirse por el limite del continuo de un modelo

de Ising.
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Capitulo 4

Conclusiones

La integral de caminos es una herramienta que provee de una nueva manera de entender una
variedad de conceptos en fisica. En el &mbito de la mecédnica cuantica, permite una comprension
bastante intuitiva de sus principios fundamentales, ya que surge de una generalizacion del prin-
cipio de minima accion de la mecédnica clasica. Las formulaciones tradicionales estan basadas en
postulados que, aunque sean relativamente simples desde un punto de vista matemaético, invali-
dan todas las ideas clésicas a la hora de intentar comprender el significado fisico. Bien es cierto
que en el formalismo de Schroédinger, la resolucion de los problemas mas bésicos es considera-
blemente més sencilla, pero como se ha mostrado en el trabajo, también es posible resolverlos
mediante el uso de la integral de caminos. Ya que ambas formulaciones son equivalentes, se
podréa usar una u otra dependiendo de cudl sea més conveniente en el caso concreto que se esté
tratando. El formalismo de Feynman se adapta muy bien a problemas de scattering, o los que
involucren sistemas en el limite semi-clasico, pero se complica para problemas de estados ligados.

Por otra parte, muchas de las ecuaciones que gobiernan la fisica estadistica son muy seme-
jantes a otras de la cudntica, lo cual hace sospechar que pueda existir algin tipo de relacién
entre ambas. Haciendo uso de la integral de caminos y del anédlisis en variable compleja, es
posible crear una teoria unificada, en la que cuantica y estadistica estan conectadas mediante
la continuacién analitica. Esto permite que un mismo problema se pueda abordar desde una
perspectiva cuantica o desde una estadistica, como se ilustra de manera muy clara en el caso
del modelo de Ising. Asimismo, la continuacién analitica también es util para deshacerse de la
unidad imaginaria ¢ que tanto aparece en la mecénica cuantica, lo cual puede servir por ejemplo
para calcular energias de estados fundamentales.

También cabe mencionar que la topologia juega un rol fundamental al estudiar sistemas me-
diante la integral de caminos, ya que las propiedades topoldgicas no triviales del espacio de
fases, que clasicamente son irrelevantes, son responsables de la cuantizacion de ciertas magnitu-
des en sistemas como el rotor rigido o el monopolo magnético.

Por ultimo, merece la pena destacar cémo en tiempos recientes se han aplicado las técnicas
de integral de caminos en ramas del conocimiento muy lejanas en principio de la fisica, des-
tacando en particular el caso del estudio de los mercados financieros que se ha abordado en
este trabajo, ya que las ecuaciones que se usan para modelar los mercados son formalmente
equivalentes a las de la fisica estadistica, lo cual permite tratarlas de la misma manera.
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Anexo A

Aspectos matematicos

A.1. Integrales gaussianas

Se conoce con el nombre de integrales gaussianas a las integrales sobre todo el espacio de fun-
. . . . _r2 .

ciones de tipo gaussiano, es decir, de la forma f(z) ~ e~ . Estas funciones por lo general

carecen de primitiva, pero existen métodos para poder evaluarlas. Como primer paso calculemos

la siguiente integral:
+o0
/ dx e~
—0oQ

Donde a > 0. Para hacer el cédlculo, se puede hacer considerando que, en coordenadas polares:

“+oo “+oo 9 5 —+00 5 “+o00 T
/ dx/ dy e~ @ HY7) = 27r/ rdre ¥ = 7r/ d¢ e % = =
—00 —0o0 0 0 a

+00 +00 +00 2
/ dx/ dy e @) = (/ dx 6”2>

+oo
/ dz e = g (A.1)

Pero:

Con lo cual:

—00
Si introducimos un término lineal en el exponente, se podra evaluar la integral sin m&s que
completar cuadrados:

+oo +oo
/ dr e—axz—f—bx — / dr e—a(x+b/2a)2+b2/4a _ \/?eb2/4a (AQ)
oo oo a

El concepto se puede generalizar a dimensiones mayores. Por lo general, una funcién gaussiana
de dimensién n, con un término lineal, serd de la forma:

1 n n
—5 Z l’iAij{L‘j + Z bix; (A3)
i,j=1 i=1
Donde los A;; son los elementos de una matriz n X n simétrica y real, a la que denominamos A,

y que cumple det(A) > 0. Por su parte, los b; no son mas que las componentes del vector I;, que
tiene dimensién n. Esencialmente, es una forma cuadratica real positiva.

Queremos calcular:
n

1 n

ij=1 i=1
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Para hacerlo, ignoremos en un principio el término lineal, centrandonos en el cuadratico. Ya que
la matriz A es estrictamente positiva, puede diagonalizarse mediante una matriz de cambio de
base ortonormal O, y tendra autovalores positivos a;. Haciendo el cambio de variable:

T — ), donde z; = E Oijx;
J

Resulta un producto de n integrales independientes en cada z}, y podemos determinar el valor
de cada una de ellas usando (A.2), que va a ser \/27/a;. El producto de todos los autovalores
serd el determinante, con lo que finalmente queda:

n

n 1 [ @2
/d T exp —3 Z Ay o = det(A)

i,j=1

Veamos ahora cémo integrar el término lineal. Para ello, buscamos el minimo de (A.3), que
vendra dado por:

a 1 n n
e —5 Z xiAij:Ej + Eble =0 = ZAijxj =b
! i,j=1 i=1 j

La solucién de esto es:

Ti = Z (Ail)ij bj
j

Hacemos otro cambio de variable:
vi=zit ) (A7)
J
Con este cambio (A.3) se transforma a:
1< 1< .
-3 > yiAiy; + 3 > bi (A7), b
i,j=1 ij=1
El segundo término no depende de las variables, con lo que sale fuera de la integral en (A.4),

que resulta:

n

/d"x exp —% Z x;Aijx; + ibmi =

i,j=1 i=1

1 & 4 . RS (2m)"  1pra-ip
= exp 2”211% (A7), b /dyeXp —Qijzlyiflijyj =\ der(a) © (A5)

En muchas ocasiones tenemos que lidiar con integrales gaussianas en las que los niimeros que
aparecen en los exponentes no son reales, sino complejos, sobre todo cuando estemos trabajando
en tiempo real como en el primer capitulo del trabajo. Por ello, es necesario usar la técnica de la
continuacién analitica, que nos permitira extender los resultados obtenidos a niimeros complejos.

Sea f una funcién analitica definida en un subconjunto abierto y conexo U C C, y sea g también
una funcién analitica definida en V' C C, siendo V también abierto y conexo. Supdngase que
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UNV esnonula, y que f(z) = g(2)¥z € UNV. Entonces, g es la tnica posible funcién analitica
en V que cumple esa propiedad, y se dice que g es la continuacién analitica de f en V.

Ya que en (A.2) y (A.5), tanto los términos que aparecen la integral inicial como los que lo
hacen en el resultado final son funciones analiticas de los coeficientes de A y b, no hay ningtin
problema en realizar la continuacién analitica.

Para ver cudles son los resultados para ntmeros complejos, resolvemos el ejemplo més senci-
llo posible, y a partir de ahi deducimos el resto de los resultados. Consideremos la integral:

—+00
/ dx e—iax2
—00

Donde al igual que antes @ > 0 es un numero real. La exponencial e ? es una funcién analitica
en todo C, y segun el teorema integral de Cauchy-Goursat, toda funcién f(z) que sea analitica
dentro de un cierto contorno C' cumple la igualdad siguiente:

j{ dz f(z) =0 (A.6)
C

—iaz

. _iqz2 s
Consideremos f(z) = e "**", y escogemos como contorno C' un tridngulo que vamos a recorrer

de la siguiente manera:

= Paso1: 2=z, con x =0 — oc.
» Paso 2: z = lim,_,oo(x + iy), con y = 0 — oc.
» Paso 3: z=r(1—14),conr =00 —0

La integral total seré:

0 0
0= f{ dz e710%" = /00 dz e " 4 lim e iale® —y*)+20ay (1-— z)/ dr =20
C 0

T—00 —00 00
oo o0
, 1
= / dx e~ = (1- z)/ dr e 2 =2 | T
0 0 2 1a

Como la funcién e~2” es par, la integral en todo R serd el doble de eso:

/ dy e—io® = [T (A7)

1a

Incluir el término lineal b es muy sencillo, y no hace falta mas que completar cuadrados:

> —iaz?+ibx ib? /4a > —ia(z+b2/4a) T ib2/4
dx e =e dx e " YW=/ (A.8)
oo oo ia

Para extender el resultado a dimensiones mas altas, los razonamientos que se usaron antes siguen
siendo completamente validos, por lo menos en el caso de multiplicar todo por la constante 7,
que es el que nos interesa, asi que la continuacién de la integral da:

n

1 . & 2m)" QTT A —17
/dn:I: exp —5 Z xZAjkCUk- +1 Z b]l“j = (Z)nge)t(M €2b A7l (Ag)
3,k=1 J=1

Observamos que todos los resultados de la continuaciéon analitica no son mas que multiplicar
por i los parametros de la gaussiana, que es lo que uno esperaria intuitivamente. No obstante,
es necesario demostrar que en efecto eso es lo que se obtiene.
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A.2. Formas diferenciales

Se define una k-forma diferencial como un tensor de rango k que es antisimétrico bajo el inter-
cambio de cualquier par de indices. Intuitivamente, se pueden entender como una manera de
definir los integrandos en distintas variedades, siendo una variedad el objeto matemético que
generaliza la nocién de curva (en 1D) o superficie (en 2D) a cualquier dimensién. Por ejemplo,
un elemento de longitud serd una 1-forma, un elemento de superficie una 2-forma, . ..

Sea un espacio de dimensién n, cuyas coordenadas vienen dadas por z;, ¢ = 1,...,n. Entonces,
podemos escribir una k-forma diferencial w (con k < n) como:

w= Z iy, i (B)dz™ AL A da' (A.10)

11<...<ig

Donde A denota el producto exterior, que es el producto en un algebra de Grassmann o anti-
conmutativa, por lo que dx A dy = —dy A dz. Las a no son més que funciones.

Se define el operador diferencial D actuando sobre las formas como:
DEdei (A.11)

Vemos que, si w es una k-forma, Dw es una k+1-forma. Si uno intenta ver lo que le ocurre al

operador D?:
0 0
D? =D doi— ANdz;i— =0 A.12
i 12

Es nulo debido a la asimetria del producto.
Si la forma w satisface que Dw = 0, se dice que es una forma cerrada, y si w se puede es-

cribir como w = Dw’, entonces se dice que es una forma exacta. Por (A.12), se puede deducir
que cualquier forma exacta es cerrada
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