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Introduccion

El estudio del hierro en cualquiera de sus estados es de gran importancia
dado que es uno de los elementos méas abundantes del universo ademés de ser
el constituyente principal del nicleo de algunos planetas ademés del de la Tie-
rra [25, 29, 33]. En nuestro caso, nos centraremos en el estado cercano a las
condiciones encontradas en el limite del niicleo externo con el manto.

Para ello hemos recurrido a una simulacién usando un método ab initio de
dindmica molecular (AIMD por sus siglas en inglés) basado en la teoria del
funcional de la densidad (DFT). Estas técnicas estan bastante extendidas en el
estudio de metales en fase liquida y son fundamentales a la hora de analizar
ciertas propiedades de éstos.

En el primer capitulo se presentan conceptos relacionados con la mecénica
cudntica que resultan basicos para comprender lo explicado en secciones si-
guientes. Ademés se incluyen ideas sobre mecéanica estadistica y funciones de
correlacion que nos abren la puerta a calcular las magnitudes elegidas para este
trabajo.

Tratar con sistemas en estado liquido complica el trabajo ya que no hay un
modelo tedrico exacto que los describa. Es aqui donde los métodos de calculo ab
initio ganan importancia: mediante primeros principios conocemos el compor-
tamiento del sistema a estudiar. Obtenemos distintas configuraciones de posi-
ciones y velocidades y, aplicando conceptos de la fisica estadistica, encontramos
los valores de las propiedades deseadas. Esto se explica en el capitulo 2.

Esta resolucion tan compleja nos obliga a utilizar métodos computaciona-
les que son factibles también gracias al poder computativo actual. En el tercer
capitulo exponemos los resultados obtenidos con este procedimiento y las pro-
piedades que hemos podido extraer de éstos.

En el capitulo final compararemos lo obtenido mediante la simulacién con los
datos experimentales disponibles. Terminaremos comentando sobre la fiabilidad
del método y su acercamiento a lo esperado.



1. Fundamento tedrico

Antes de hablar de la teoria en la que se basan los céalculos de este trabajo,
vamos a introducir varios conceptos que seran necesarios para la comprension
de éste.

1.1. Introduccién cuantica

En primera instancia vamos a partir de lo més fundamental dentro de la me-
canica cuantica que es, por supuesto, la ecuacién de Schrédinger independiente
del tiempo y no relativista:

HY =FEH

En el estudio de los atomos, la diferencia de masas entre el nicleo y los elec-
trones que componen a éstos (m, =~ 1800m.) es la base en la que se fundamenta
la aproximacion de Born-Oppenheimer. Gracias a esta diferencia de masas po-
demos tratar a los nicleos como si estuviesen estaticos en comparaciéon con la
velocidad de los electrones. Esto nos da la posibilidad de tratar por separado
los problemas i6nicos y electronicos, simplificando de manera considerable las
ecuaciones a resolver.

Primero resolvemos las ecuaciones electrénicas considerando posiciones fi-
jas de los niicleos atémicos. Si consideramos N; nicleos cuyas posiciones son
ﬁl, - R;;i, podemos expresar la energia del estado fundamental como funcién
de las posiciones antes presentadas E(ﬁl, ...,R;V,; ). Una vez hallamos obteni-
do la configuracion de menor energia, calculamos el movimiento iénico usando
dindmica molecular.

Como se ha comentado en uno de los parrafos anteriores, la aproximacion
de Born-Oppenheimer nos permite tratar los problemas electrénicos y nucleares
por separado; esto es, el hamiltoniano total se puede descomponer como suma
de uno nuclear y otro electrénico. Para un ntmero N, de electrones y toman-
do la funcion de onda electronica v, la ecuacién de Schrédinger asociada al
hamiltoniano electrénico toma la forma:

B2 Ne N. B Ne o
—o D Vi V) + Y D UG ) + Vew | 0 =By (L)
Jj=1 Jj=1

J=1k<j

en la que la masa del electrén es representada por m; el primer sumando del
corchete se refiere a la energfa cinética de cada electrén, el segundo la interacciéon
entre los electrones y el conjunto de niicleos atomicos, el tercero la energia de
interaccion electron-electron y la dltima los posibles efectos externos que puedan
llegar a afectar a la nube electrénica.



Resolver esta ecuacion, como ya sabemos, nos lleva a obtener la funciéon de
onda; sin embargo, ésta no es medible de manera directa. Lo que si podemos
obtener a través de una medida es la probabilidad de que los N, electrones se
encuentren en el conjunto de coordenadas 77, ..., TN, .

Siguiendo con esto introducimos ahora una magnitud fundamental en este
estudio: la densidad electrénica, que viene dada por:

n(r) = (U (75, .., N, | p(F1O (75, ...y TN ) (1.2)
en la que p(7) es el operador densidad, definido por:

p(F,t) =Y 6(F = 7i(t)) (1.3)

1.2. Mecanica estadistica

El caso de estudio de este trabajo se trata de un sistema desordenado forma-
do por un alto nimero de particulas, por ello el nimero de grados de libertad
es elevado. Esta caracteristica hace necesario el uso de leyes estadisticas para
su anAalisis.

Para un sistema con N particulas (nicleos o iones, en nuestro caso), el ntumero
de grados de libertad sera 6N y vendran dados por las coordenadas generalizadas
qi,pi que conforman el espacio de fases I'. La evolucién temporal en el espacio
de fases vendré dada por las ecuaciones de Hamilton:

9q; _ OH(G:p)  9pi _ OH(G:P)
ot api ot qu

donde H es el hamiltoniano del sistema y ¢ = 1,2, ..,3N. Dado que un estado
macroscopico puede venir dado por distintas configuraciones de estados micros-
coOpicos, nos es necesario definir una densidad de probabilidad en el espacio de
fases que serd normalizada y esté definida de la siguiente forma:

/mmﬁm@wzl

La evolucion temporal de esta densidad en un punto fijo del espacio de fases
estd determinada por el teorema de Liouville [16]:

Zi =+ Z{— i + —pz} (1.4)

Tomando como {C, D} el corchete de Poisson e introduciendo el operador

de Liouville £ := i{H, -} podemos expresar la ecuacion anterior de la siguiente
manera;:

= —iLp(q, 1) (1.5)



La solucién de esta ecuacion diferencial es:
p(q,5:t) = pl. 55 0)e! Y
Gracias a este resultado podemos evaluar la evoluciéon temporal de cualquier

magnitud macroscépica que tenga un equivalente microscépico. En particular
vamos a analizar el valor medio de ésta:

(B(t) = / B(@.9)p(@. 7 1)t (16)

En dindmica molecular es comun usar el promedio temporal:

- 1 [T
@)= 7 [ B@m
0

Llegados a este punto y teniendo en cuenta que la probabilidad de que el
estado microscopico en el que se encuentre, de todos los que pueden formar el
estado macroscopico, es la misma tenemos:

(B) = lim Br(q,p) = B (1.7)

Aqui hemos usado la hipotesis ergodica [1] que establece la idea de que un
punto de un sistema dindmico pasara en algiin momento por todos los microes-
tados. De esta forma, el valor esperado es igual a su promedio a tiempos grandes
por lo que podemos deducir sus propiedades estadisticas de una tnica muestra
aleatoria suficientemente larga.

En el caso de la dindmica molecular el intervalo de tiempo tomado tiene que
ser mucho mayor que el tiempo entre las colisiones de las particulas (tiempo de
relajaciéon). Con esto, el promedio lo calculamos de la siguiente manera:

1 &
(B) = A > B(kAt)
k=1

donde N; es el numero de interacciones totales.

1.3. Funciones de correlacién

Las funciones de correlacion [12] son de uso frecuente en la caracterizacion
de las dindmicas de un proceso aleatorio debido a que las variables dinamicas
presentan fluctuaciones. Aunque estas fluctuaciones puedan asemejarse a “ruido”
en realidad son una consecuencia de interacciones dependientes del tiempo con
el entorno. Estas funciones de correlaciéon se definen como:

Cap(t',t") = (A(t")B*(t")) (1.8)

donde A y B son dos variables dinamicas reales o complejas, (*) denota
el complejo conjugado y (e) puede ser tanto el promedio temporal como el
promedio del conjunto (iguales para sistemas ergodicos).



Esta expresion podemos escribirla de una manera mas explicita teniendo en
cuenta (1.6):

Can(t,t") = / P Deap(—iL(t — ")} A(G, 7 0)B* (@5 0)dddp  (1.9)

O bien usando (1.7):

T—o0

1 T
Cap(t',t") = lim ?/ A(q, pst' + )B*(q, it + t)dt (1.10)
0

Por la hipotesis ergédica todos los microestados son equiprobables lo que nos
permite elegir el origen de tiempos que deseemos, por lo que tomamos t” = 0.
En situaciones estéticas:

lim Cap(t,0) = (AB7)

Para tiempos lo suficientemente grandes, desaparece la correlaciéon entre las
variables dinamicas:

Jim Cap = (A)(B")

Para centrarnos més en el valor de las variables més que en sus fluctuacio-
nes,“eliminamos” sus valores promedio restandolos:

Cap(t,0) = ((A(t) — (A))(B*(t) — (B))) (1.11)

En las simulaciones ab initio, las funciones de autocorrelacion Cy 4(t) toman
una relevancia especial ya que describen el promedio del decaimiento de las
fluctuaciones esponténeas de la variable dindmica A. De otra manera, para el
estudio de las magnitudes de caracter colectivo, necesitamos tener en cuenta las
correlaciones espaciales:

Cap(F,r t,t) = (A(F,t)B* (r "))

de la misma manera que en el caso de las temporales, tenemos invarianza
respecto a la posicion de una de las magnitudes CAB(F,?”_;7t, t') = Cap(t —
7,0, t,t).

También es interesante obtener la transformada de Fourier del coeficiente de
correlaciéon en el dominio de la frecuencia:

Cap(w) = /_00 Cap(t,0)exp(—iwt)dt

y en el espacio de momentos:

Cap(k,t) =/ Cap(7 t)exp(—ik - 7)



1.4. Propiedades estaticas y dinamicas

En el estudio de los sistemas en estado liquido, la variable dindmica mas
importante es la densidad

n(7,t) = Zé(?—ﬁ-(t)) (1.12)

donde 7; son las posiciones de todas las particulas del sistema. Con esta
densidad podemos definir una variable dinamica

A1) = 3 a6 - (1)
i=1
a;(t) es el equivalente microscopico de la variable A(7,t) en la particula i. Si
integramos (1.12) en un volumen V alrededor de un punto cualquiera 7

1 - -
a(rt) = v /Vn(r’ — 7, t)dr’ (1.13)

obtenemos la densidad local. El volumen tomado tiene que ser pequeno en
escala macroscopica pero lo suficientemente grande como para que las fluctua-
ciones no tengan un efecto destacable. Si toméasemos V como todo el espacio,
llegarfamos a la expresion de la densidad media de particulas macroscopica

n=—.

%

La conservacion de una variable dindAmica microscépica puede comprobarse
si satisface la ecuacion de continuidad

% + VI ) =0 (1.14)

donde J(7,t) es la densidad de corriente que se define como:
. N
Tt =3 608 — (1)) (1.15)
i=1

con v; es la velocidad de la particula i-ésima.

Segun el formalismo clésico tnicamente es necesario conocer la posiciéon y
momento de los componentes de un sistema para obtener su evolucion temporal,
datos que vienen incluidos en la densidad y densidad de corriente respectivamen-
te. Asimismo, las correlaciones determinan el comportamiento y distribucion de
dichos constituyentes. De esta manera, saber las distribuciones que dan lugar a
la densidad nos lleva a conocer las correlaciones y, con ello, las caracteristicas
del sistema en estudio.



1.4.1. Propiedades estaticas

La magnitud estéatica fundamental es la funcion de distribuciéon de pares

N
o) = 5 (3287 ) (1.16)

La probabilidad de encontrar una particula en una distancia entre r y r +dr
esté descrita por 4WT29(T)_dT. La importancia de esta funcién de distribuciéon
radial reside en que nos permite calcular el factor de estructura estatico S(g) de
manera sencilla. En el espacio de momentos la expresion es

S(@ = - tngn-g) (1.17)

con N el ntimero total de 4tomos y ng la transformada

1 o1& o
ng = \/ﬁ /n(mexp(—lq - T)dir = \/ﬁ Jzz:o exp(—iq-15(1)) (1.18)

Como se demuestra en [3]

—

ﬂ@=1+n/Mﬁwm%¢ﬂwf (1.19)

Podemos interpretar el factor de estructura como la variacion de la densidad
por la accién de una perturbacién externa que, al evaluarse en el espacio de
momentos, mide la variacion por una onda incidente de vector ¢. Si se cumple
que q = 27”, donde d es la distancia media a los primeros vecinos, S(¢) presenta
un pico bien definido similar al obtenido en un diagrama de difraccion por rayos
X.

El factor de estructura también nos permite conocer el valor del coeficiente
de compresibilidad isotérmico k7, ya que

;1_>mo S(q) = nkpTkr (1.20)

1.4.2. Propiedades dinamicas

En el estudio de las magnitudes variables con el tiempo tenemos que separar
entre las que se deben a la particula como tal y las que se deben al comporta-
miento colectivo del conjunto.

Magnitudes individuales

La funcién de autocorrelacion de velocidades evalua la proyeccion de la ve-
locidad de una particula en un instante t sobre su valor en el origen de tiempos
y se define como:



Lo
Z(t) = §<vi(t)vi(0)) (1.21)
donde v;(t) representa la velocidad de cada particula 7. En el instante inicial

(t = 0), su valor esta determinado por el teorema de equiparticion de energias

1~ 2 p2. kgT
Z(0) = = (v3) = —(£2) = 2= 1.22
(0) 3<U0> 3m<2m> m ( )

Para tiempos grandes el valor de la funcién tiende a cero describiendo osci-
laciones debido a que se pierde la correlacion entre las velocidades.

Esta funcién de autocorrelaciéon nos permite obtener el coeficiente de auto-
difusién D. Este coeficiente para un sistema continuo esta definido por la ley de
Fick, que relaciona el flujo de masa con el gradiente de la densidad numeérica

pv = —DV?p (1.23)
por lo que la evolucién temporal de p
dp 2
— =DV
ot P

Si tomamos un t grande en comparaciéon con los intervalos temporales de
colision, D se obtiene por la expresion de Einstein [21]

D = lim (75 (1) — 73(0))?) (1.24)

D= [ Z(t)dt (1.25)

Magnitudes colectivas

La funcion de correlacion de van Hove representa la correlacion de las posi-
ciones de las particulas entre dos tiempos diferentes

1Y L .
Gt = (D0 [ 86+ 7(0) M7 — r(0)ar)
N ;1/ (1.26)

1 R L
= N(/n(r —7,0)n(r, t)dr’)

G(7,t)d7 puede interpretarse como el nimero de particulas j en una region
dr alrededor de un punto 7 a tiempo ¢, suponiendo que a tiempo ¢ = 0 habia
una particula i en el origen.

Esta funcion la podemos separar en dos términos que incluyen el caso en el
que las particulas a tiempo ¢t en ¥y t = 0 en el origen son iguales,G(7, ), y otro
en el que son distintas, G4(7, t)



G(7t) = Gs(7,t) + Gy(7, 1)
donde

N
Go(7 1) = ;QQ/&(M 7(0) — r)8(r" — 7 (t))dr?) (1.27)

N
1 L .
Calri) = 0 /6(F+ 7(0) — (T — ()dry  (1.28)
j#i=1
Hemos tomado el limite clésico para realizar la distincion entre las particulas
para asi trabajar con ellas como si fuesen distinguibles. En el origen de tiempos

Gs(7,0) = 6(7) (1.29)

Ga(7,0) = g(7) (1.30)

podemos intuir entonces que con la evolucion temporal G4(7,t) se ensancha
y pasa a tener méas forma de campana y los picos que G4(7,t) muestra se des-
vanecen. Esta funcion de van Hove nos es muy util ya que con ella podemos
obtener el factor de estructura de un sistema dindmico. Si hacemos la transfor-
mada en el espacio de momentos de ésta, llegamos a la expresion de la funcion
de dispersién intermedia

F(@ut) = [ G theap(~i- )i = 1 (nglOm3) (1:31)

esta funcion puede también separarse en parte de autointeracciéon y de inter-
accion con particulas distintas. De aqui tenemos que notar que F(q,0) = S(q).

Si ahora hacemos la transformada de Fourier temporal inversa, obtenemos
el factor de estructrura dindmico

S(G.w) = — /m PG, t)eap(—icwt)dt (1.32)

:%_Oo

que integrando a todo el espectro de frecuencias

/ " S(@w) = 5@ (1.33)

Como sucede en el caso estatico, este factor de estructura puede medirse
directamente en la difracciéon tanto de rayos X como de neutrones y genera un
patron con picos que representan las frecuencias en las que la red propaga las
perturbaciones [3, 32].

Estas vibraciones pueden estudiarse de forma analoga a la de los fonones
que se estudia en la fisica del estado sélido y nos impulsa a estudiar otras dos
magnitudes para ayudar a modelar este fenomeno que son



CUd 1) = (T, (0)) (131

Ci(@.t) = 5Ty (0) (1.35)

la funcién de correlacion de corriente longitudinal. Las J_:; son las densidades
de corriente en el espacio de momentos que se obtienen con la transformada de
Fourirer de (1.15). La componente longitudinal puede relacionarse con el factor
de estructura dindmico

i) = ()QS@:w) (1.36)

Como los liquidos no presentan resistencia de cizalladura, la corriente trans-
versal no se transmitira a escala macroscopica. Esto es uno de los motivos prin-
cipales de la separacion en componentes. Aunque los modos de propagacion
dindmica no sean predecibles y no nos sea posible conocer su frecuencia, si que
podemos inducir las ecuaciones para la difusiéon a escala microscopica a partir
del estudio en el limite hidrodinamico.

1.5. Hidrodinamica

Si comparamos la longitud de onda con el recorrido libre medio [, y el tiempo
promedio entre colisiones 7., podemos dividir el plano de longitud de onda-
frecuencia en tres regiones.

En la zona en la que ¢l, < 1, wr, < 1 tenemos el régimen hidrodinamico,
donde el comportamiento del liquido se describe por ecuaciones macroscopicas
de la mecénica de fluidos. Para el rango intermedio, ¢l. ~ 1, wt. ~ 1, hay
que tener en cuenta también la estructura molecular del liquido en el que habra
que realizar un tratamiento basado en ecuaciones microscopicas del movimiento.
Cuando se cumpla ¢l. > 1, wr, > 1 tenemos el limite en el que se presenta el
régimen de la particula libre en el que las distancias y tiempos son tan cortos
que el movimiento de cada particula es esencialmente independiente al resto.

Esta divisién en regiones es debida a que las funciones de correlaciéon que se
derivan de las ecuaciones de la hidrodindmica son equivalentes a las asociadas
a las variables microscopicas.

1.5.1. Descripcién individual

Si tenemos una particula idéntica a las que la rodean y considerando resi-
duales las interacciones entre particulas, tenemos la posibilidad de realizar un
tratamiento individual. La probabilidad de presencia de una particula que inicia
su recorrido en el origen de distancias vendra determinada por la ley de difusion.
Estara representada por la funcién de van Hove y cumplird

10



_0G(Tt)
ot

Teniendo en cuenta las condiciones iniciales, su solucién es

. 1 —r?
Gs(7yt) = Wemp <4Dt) (1.38)

Si pasamos al espacio de momentos y frecuencias mediante las sucesivas
transformadas llegamos a la expresion del factor de estructura propio

DV2G(7,t) (1.37)

Dq?
Tlw? + (Dg?)?]
Las expresiones aqui expuestas solo seréan aplicables para nimeros de onda
pequenos y frecuencias bajas.

Ss(q,w) = (1.39)

1.5.2. Descripcion colectiva

Ahora tenemos que tener en cuenta las interacciones entre particulas ya que
generan también movimientos coordinados. Por esto se hace necesario utilizar
las ecuaciones de Navier-Stokes

on(7,t)
ot

representa la ecuaciéon de continuidad.

LV (7 OFF )] =0 (1.40)

5 + VII(7,t) =0 (1.41)
S du = 1 Ovi (T, t)  Ov; (7 t)
n(r,t)g +VJY = 3 ZHU» ( o) + ]am (1.42)
)

El término II(7,¢) que aparece en la segunda expresion es el tensor de es-
fuerzos que da la distribucion de fuerzas en los puntos del material para todas
las direcciones y cuyos coeficientes son de la forma

81),‘ (77, t) + 8’(}]‘ (’F, t)
87”3' 8?”1'

Podriamos decir entonces que la segunda de las ecuaciones representa las
fuerzas y la conservacion del momento. En la tercera de ellas, u es la densidad
de energia interna y su variaciéon debe compensarse con la transmision de calor
y la energia disipada. Por ello, Je representa el flujo de calor y el término a la
derecha de la igualdad la disipacién viscosa.

Para que la resolucién de estas expresiones y asi obtener los modos de vi-
bracion, éstas suelen linealizarse. Para ello consideramos que la densidad, la
velocidad de las particulas y la temperatura oscilan en torno a un valor que
considreamos de equilibrio

(1.43)

B 1
IL;; (7, t) = 5( m +n205) (

11



n=ng+én v=00 T=Ty+ T

Finalmente definimos una densidad de corriente local j(7,t) = n(7, t)U(7,t)
y hacemos la transformada de las leyes de conservacion al espacio de momentos.
Una vez realizado esto llegamos a un sistema que expresamos de forma matricial

z 0 ) iq 0 0 n(f(z) nzj’(O)

0 z+ag®  HE-(9E), 0 0 Tyz) T70)

(gl (gl i 0 0 gz | = | 730)

0 0 0 2+ vg? 0 Jg(2) Jz(0)

0 0 0 0 2+ vg? J4(2) 7g(0)
(1.44)

Aqui hemos realizado la transformada de Lapalace sustituyendo el tiempo
por z, n es el nimero de moles y los coeficientes

_ — _4n 12 _ 1
a= nCy b= 3mn + mn v= mn

donde 7 es la viscosidad tangencial y A la conductividad térmica. Como suele
suceder en estos sistemas, la solucién pasa por encontrar valores que hagan el
determinante nulo. Para los modos transversales

2= —vg? (1.45)

Para los longitudinales necesitaremos resolver el determinante de la subma-
triz y obtenemos

2=—-Drq> z=-Tk?®+icyq (1.46)

con ¢, la velocidad adiabética del sonido y

a(y—1
Dr=2. I=30) (1.47)

ahora v es el coeficiente entre calores especificos a presiéon y volumen cons-
tante. Dp determina la longitud caracteristica a la que decae la solucién en
valores reales. Las complejas tienen una atenuaciéon proporcional a I' y son mo-
dos actsticos que se propagan a velocidad cs.

Modos longitudinales

En la parte longitudinal del sistema solo se calculan las frecuencias de propa-
gacion de orden < k2 ya que el régimen hidrodinamico es exclusivamente valido
para longitudes grandes de onda. La solucién aproximada es

29 = —iDrg?

24 = +eoq —i0g?
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Estos modos se producen por las fluctuaciones de la densidad; es decir, per-
turbaciones mecénicas o procesos térmicos. La densidad de estas fluctuaciones
esta determinada por el factor de estructura dindmico normalizado

S(qyw) -1 2Drq?

S(q) 27y w?+ (Dpg?)?

1 I'q? 1 I'q?
2my [(w e’ PP | 21y [ —coa) + (l“qQ)z}
L+ (v =1)Dr [ w + Csq B w = csq ]
2mes (w+esq)? + (Tg?)?  (w—csq)® + (T'g?)?

(1.48)

Modos transversales

Estos modos se obtienen a partir de la densidad de corriente transversal que
resolviéndolos se obtiene que los modos transversales son z = —vk?. Por ello, la
corriente transversal tiene que cumplir

7L
oJ 7 (t)
ot
Partiendo de esta ecuacion podemos ver que la funcién de autocorrelacion de

la corriente transversal tiene que cumplir una ecuacién analoga y que cumple la
condicion inicial dada anteriormente, C(q,0) = q2%. Con todo esto se obtiene:

+vg?JH(t) =0 (1.49)

kT
Ci(g,t) = qQ%exp(—qut) (1.50)

2. Teoria del funcional de la densidad (DFT)

La teoria del funcional de la densidad (DFT) es uno de los métodos ab
initio méas extendidos en el estudio de la estructura atémica, molecular y de sus
interacciones.

2.1. Teoremas de Hohenberg-Kohn

Hohenberg y Kohn hicieron un estudio del estado fundamental de un gas
de electrones sometidos a un potencial externo probando los dos teoremas que
vamos a exponer a continuacion [13]. Estos teoremas, que llevan sus nombres,
fundamentan la teoria del funcional de la densidad. Para mayor simplicidad
supondremos que el estado fundamental es no degenerado.

El primer teorema expone que podemos conocer la funciéon de onda del estado
fundamental de un sistema si tenemos la funcion de densidad electronica n(7)
del estado fundamental. Esto implica entonces que también el conjunto de las
propiedades de este sistema pueden ser obtenidas mediante n(7) y, en particular,
la energfa. De esta manera la forma de la ecuaciéon de Schrédinger es

13



Hn]¥[n] = E[n)¥[n] (2.1)

El segundo teorema demuestra que la densidad electrénica del estado fun-
damental ny(7) es aquella que minimiza la energia total. La energia del estado
fundamental esté definida como

%szW+/ﬁmmmmﬁzﬂm+amm (2.2)

con veyt es el potencial externo y F[n| es un funcional de la densidad. Este
teorema es un principio variacional para la energia como funcional de la densidad
electrénica.

2.2. Ecuaciones de Kohn-Sham

Los dos teoremas expuestos anteriormente no aseguran que encontrar el va-
lor minimo del funcional energia E[n| es mas sencillo que resolver la ecuacién
de Shcrédinger. Kohn y Sham demostraron que el método para encontrar la
densidad correcta puede describirse mediante unas ecuaciones autoconsistentes
que involucran la ecuacién de Schrodinger para un anico electron [17].

Si tuviésmos dos sistemas de electrones en un potencial externo vez; uno
de ellos interaccionantes y el otro no, con densidad n(7), podriamos escribir el
hamiltoniano como suma de la energia cinética de los no interaccionantes T y
de un potencial ficticio Vy en el que se incluyesen los efectos propios del sistema
interaccionante

H=T,+V, Vi = [vs(F)n(P)dr (2.3)

Con esto, el estado fundamental del sistema de N electrones no interaccio-
nante, supuesto no degenerado, es el determinante de Slater dado por las N
soluciones, 1;, de mas baja energia para la ecuacion de Schrédinger uniparticu-
lar

(-5 + Vi@ = ey, i€1,.,N (2.4)

De esta manera, podemos conocer la solucién gracias al sistema no interac-
cionante una vez hallamos expresado la energia como suma de la cinética y de
Vs.

Usando los teoremas de Hohenberg-Kohn, podemos expresar la energia como

En] = T[n] + Vewe[n] + Vir[n] + Exe[n] (2.5)

con

Veat = [ ear(F)n(Pdr y Vi =4 [ [ 222D gy (2.6)

Vi denota la energia de Hartree que describe la energia de la repulsiéon
coulombiana. F,. es la energia de intercambio-correlacion que se define
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E,e=T—-Ts+Vepy — Vg (2.7)

Esta energia de intercambio-correlacion suele separarse, por simplicidad, en
dos términos: el de intercambio, F,, y el de correlaciéon, E.. T es la energia
cinética del interactuante. El término correspondiente a la correlaciéon incluye
las interacciones que no se consideran al hacer la aproximaciéon de electrones no
interactuates.

Para encontrar la densidad del estado fundamental sabemos, por los teoremas
de Hohenberg-Kohn, que el funcional de la energia tiene que minimizarse. Para
ello se utiliza el multiplicador de Lagrange u e imponemos la condicion

0E[n]
()

ahora 0 denota la derivada funcional. También debe cumplirse la siguiente
condiciéon de ligadura

—uN =0 (2.8)

N = / n(7)dr
la variacion de la energia

Eln]  Tsn]  Vewtn] | Vuln] | Ezcln]
G R G R o R o B )

derivando

Efn] _ Tiln]
n(®) ()

+ Vegt (T) + vg (F) + Ve (T) (2.9)

con

ve =3 [ \:@qdﬂ Y Vpe= 65%(6;?}

Asi, hemos conseguido expresar la energia como suma de energia cinética y
otro conjunto de términos que conforman V. Viendo entonces la ecuacion es
inmediato que

Vs(7) = Veat (T) + Vo () + Vac(7) (2.10)

Tenemos ahora lo suficiente para poder aplicar la ecuacion de Schrédinger del
sistema no interaccionante y, con esas soluciones, calcular la funcién densidad
del sistema original

N
n() = ny(i) = 3 [l (2.11)

Estas dos tltimas ecuaciones junto con la ecuacion (2.4) son las ecuacio-
nes de Kohn-Sham. El procedimiento para obtener la densidad esta basado en
un método autoconsistente. Partimos de una densidad inicial, minimizamos la
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energia para obtener el potencial externo y con eso resolvemos (2.4). Una vez
obtenidas las funciones de onda para los electrones individuales obtenemos la
densidad mediante (2.11) Este proceso se repite consecutivamente hasta obtener
una diferencia entre las densidades electrénicas que se encuentre dentro de un
rango de tolerancia, considerando asi que el calculo converge.

2.3. La aproximacién de la densidad local

Como una aproximacién practica para F,.[n], Kohn y Sham proponen lo
que se conoce dentro de la DFT como la aproximacion de la densidad local,
conocida por sus siglas en inglés como LDA

ELPA[] = / () ae(n(F))dF (2.12)

donde e;.(n) es la energia de intercambio-correlacién por electrén en un
gas uniforme de densidad n. La LDA considera que los efectos de correlacion
solo tienen efecto en distancias muy cortas. Esto se mejora introduciendo la
aproximacion del gradiente generalizado (GGA)

ES%4n) = /n(F’)em(n(F),Vn(F))dF (2.13)

2.4. Pseudopotenciales

Aunque las ecuaciones de Kohn-Sham simplifican bastante el problema y las
aproximaciones del funcional de intercambio-correlacién, calcular las propieda-
des de sistemas complejos supone un gran gasto computacional. Para reducirlo
se introducen los pseudopotenciales. Estos describen un potencial efectivo gene-
rado por el core. Este potencial es suave, repulsivo en la regién que incluye al
core y no tiene singularidad en el origen.

El motivo por el que aparece la idea de los pseudopotenciales es simple, las
funciones de onda de los electrones del core se mantienen practicamente inva-
riables al estar en distintos ambientes quimicos. Debido a esto, la contribucién
fundamental de las funciones de onda del core a los enlaces queda reducida ni-
camente a forzar la ortogonalidad de las funciones de onda de valencia con los
estados del core.

Los pseudoestados de los electrones de valencia y la eliminacion de los es-
tados del core simplifican bastante la resolucién numérica de las ecuaciones de
Kohn-Sham y habilita el uso de ondas planas en los célculos de la estructura
electronica.

La propia definicion de los pseudopotenciales nos indica que no son uni-
cos, gracias a esto podemos escogerlos de la forma que més nos simplifique los
calculos y la interpretacion de la estructura electronica. Las maneras de elegir
los pseudoptenciales en la DFT estan bien establecidos y sus errores son con-
trolados y pequenos comparados con los de la aproximaciéon del funcional de
intercambio-correlacion.
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Un pseudpotencial se obtiene para un atomo aislado y puede usarse para
sistemas con mas atomos ya sean del mismo tipo o distintos ya que, en general,
se supone que sigue siendo vélido aunque diferentes tipos de calculo puedan
variar ligeramente el resultado. Esta propiedad de ser extrapolables de un 4tomo
a sistemas maés grandes se llama transferibilidad.

Un buen pseduopotencial debe cumplir cuatro cuatro reglas fundamentales:

= Dentro del core, toda pseduofuncién obtenida del pseudopotencial debe
ser suave y sin oscilaciones. Esta region se delimita por un radio de corte
Te.

= Una funcion radial de momento angular orbital 1 obtenida mediante el
pseudopotencial RFF (r) debe ser idéntica a la real R{*F (r) para distancias
mayores que el radio de corte, || > r.. El superindice AE indica que se
consideran todos los electrones (all electron).

= La carga dentro de la regién del core debe ser la misma en ambos casos
(con y sin pseudopotencial)

/C|pr(r)|2r2dr:/ CIRAE () 2r2dr (2.14)
0 0

= Los autovalores de ambas funciones deben ser iguales

PP = (AP

Si un pseudopotencial cumple (2.14) se dice que conserva la norma.

2.5. Dinamica molecular

La dindmica molecular es un método que consiste en tratar los &tomos/iones
del sistema como entidades que obedecen las leyes de la mecanica clasica. Al
tener un sistema clasico de N cuerpos sabemos que no podemos obtener su
solucién analitica, por ello tenemos que buscar la solucién numeérica.

Los liquidos son los sistemas mas estudiados mediante la dinAmica molecular
ya que, al contario que en los sistemas s6lidos o gases, no possen una teoria
general. En los liquidos, las interacciones son tan importantes como en los sélidos
pero no tenemos una estructura ordenada desde la que partir.

Como se ha expuesto, suponemos que seguimos las leyes de la mecanica
clasica por lo que, para conocer las posiciones y velocidades, usamos las leyes
de Newton

mi@ = F, (2.15)
dt

con m; las masa del dtomo i-ésimo i = 1,2,.... N y 7; = 71,72, ...,Tn. Asi
obtenemos las 3N posiciones y 3N velocidades necesarias para conocer la confi-
guracion de los atomos para cualquier instante de tiempo dado.
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La fuerza esta relacionada con el potencial por

Fy = Va V(i oy ey TN)

Como estamos teniendo en cuenta las ecuaciones de la mecéanica clasica,
tenemos que encontrarnos siempre dentro del limite clasico. Esta condicion se
establece mediante la relacion entre la distancia interatémica y la longitud de
onda térmica

h

A= — 2.16
\/QkaBT ( )

esta condicion nos permite evitar el solapamiento entre las funciones de onda
y, por ende, la aparicién de fendbmenos cuanticos.

2.6. Algoritmo de Verlet

La resolucién de las ecuaciones del movimiento se realiza a través del algo-
ritmo de Verlet [30, 31]. Este método de caracter iterativo se obtiene mediante
los siguientes desarrollos de Taylor

at)At?  1d3F(t)

3
5 T AV S S

7t + At) = 7(t) + 0(t) At +

at)At?  1d3(t)
2 6 d
Sumando las dos expresiones e ignorando los términos de orden 3 o superior
para At:

F(t — At) = #(t) — () At + A3+ ..

7t + At) = 27(t) — 7(t — At) + d(t)At? (2.17)

Si las restamos obtenemos la velocidad:
Lo Tt At) = 7t — Al)
ot) = 2At

Sin embargo, este camino para obtener las velocidades no es tan acertado
dado que el error en las velocidades es mayor que en las posiciones. Para so-
lucionar esto se usa el algoritmo de velocidades de Verlet que se basa en las
siguientes formulas

(2.18)

a(t) At
7t + At) = 7(t) + U(t) At + aHAL (2.19)
a(t a(t + At
6@+A®:ﬁﬂ+AﬂQi%§i—l (2.20)
La aceleraciéon se obtiene directamente de la energia potencial
-1
a(t) = EVU(F(t)) (2.21)
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3. Fe liquido

En el siguiente capitulo se exponen los resultados obtenidos para el metal
Hierro en fase liquida mediante la simulacion AIMD ( “ab initio molecular dyna-
mics ”) para las propiedades estaticas y dindmicas a condiciones de T' = 3800K
y p = 96GPa. Se compararan los resultados, principalmente, con los datos ob-
tenidos mediante difraccion de rayos X por Y. Kuwayama et al en 2020 [18] y el
estudio a 0G Pa realizado por M. Marqués et al [20] ya que no tenemos mucha
informacion experimental respecto al Fe en estas condiciones.

3.1. Caracteristicas de la simulacién

La simulacién estudia el estado caracterizado por una temperatura T =
3800K, una presion 96GPa y una densidad numérica n = 0,112/1’3 para un
sistema de 100 atomos de Fe en su fase liquida. Conocida la masa atomica del
hierro, =~ 55,845u, y con la relacion (2.16) llegamos a un valor de la longitud de
onda A = 0,03789A. Este valor justifica el uso del tratamiento clasico dado que
la distancia interatomica es del orden del Armstrong.

Este estudio se ha realizado por simulacién AIMD usando el software Quan-
tumEspresso [10] basado en la teoria del funcional de la densidad. La energia
de intercambio correlacién se obtuvo mediante un funcional PBE en la aproxi-
macion del gradiente generalizado (GGA) [24]. La configuracion electronica del
hierro es 3p®3d%4s2 por lo que tomamos 14 electrones de valencia por atomo que
son los que definen la densidad electronica.

Hemos considerado 100 atomos, o dicho de otra manera, estamos tratando
un sistema de 1400 electrones dentro de una caja cibica de 5,096;1 de lado.
Tomamos un valor de la energia de truncamiento para las ondas planas de
75Ry. Un tiempo de paso de 0,002ps, obteniendo 15000 configuraciones, lo que
nos da un tiempo total de simulaciéon de 3ps.
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3.2. Propiedades estaticas

La figura muestra la funcion de distribucion radial g(r).

2
I

E1s5k
(=)

0.5

|
2 4
T (.Sx)

Figura 3.1: Funcién de distribuciéon de pares g(r) para el Fe a T' = 3800 K

Como se puede observar en la figura, la amplitud de los picos decrece a
medida que aumenta la distancia radial. Esto nos indica que hay cierto orden a
distancias cortas alrededor del 4tomo que consideramos de referencia.

Esta distribucion nos permite encontrar el promedio de primeros vecinos,
también denominado ntmero de coordinacion (CN), integrando la probabili-
dad de encontrar una particula en una distancia comprendida entre 7 y r + dr
mostrada en 2.4.1

CN = / 4rr?pg(rydr = 12,5 (3.1)
0
donde r,, es la posicion del primer minimo de g(r), 7, = 3707141.

Gracias a (1.17) y (1.18) podemos obtener el factor de estructura estatico.
Podemos ver su forma en la figura siguiente
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Figura 3.2: Factor de estructura estatico para el Fe a T' = 3800K

Los puntos en rojo corresponden con los datos experimentales obtenidos por
Kuwayama et al [18]. A la vista queda que los resultados obtenidos median-
te la simulacion llegan a un gran acuerdo con los datos experimentales. Esta
funcién presenta un pico principal en ¢, ~ 3,36(A™!) con valor S(g,) = 2,85,
mientras que el pico principal para los datos experimentales se encuentra en
4y = 3,38(A1) y valor S(g,) = 2,6.

Mediante este factor de estructura podemos obtener el valor del coeficiente
de compresibilidad isotérmica usando S(¢ — 0) = pkpTkr donde kp es la
constante de Boltzmann. Para ello tomamos los valores de S(q) para ¢ pequenos
y los ajustamos a la curva S(q) = aq? + b de forma que S(0) es la constante b.
El valor por este método es S(¢ — 0) = 0,0094+0,007 y un valor del coeficiente
de compresibilidad isotérmica kg = 0,158 - 10711 £ 0,02(m?N—1).

3.3. Propiedades dinamicas
3.3.1. Magnitudes individuales
En la grafica 3.3 aparece representada la funcion de correlacion de velocida-

des normalizada a la unidad

2(t) = %(0)

K2

(vi(t) - vi(0)) (3.2)

Encontramos el comportamiento tipico de Z(t) en el que aparece un minimo
pronunciado y oscilaciones que decaen a cero ya que, con el paso del tiempo, la
trayectoria deja de estar correlacionada con la velocidad inicial. La aparicion de
este minimo esta relacionada con el efecto caja por el que una particula queda
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Figura 3.3: Funcion de correlacion de velocidades para Fe a T' = 3800 K

confinada por sus primeros vecinos y su movimiento queda reducido a rebotes
contra éstos.

Podemos obtener el coeficiente de autodifusion siguiendo dos caminos, me-
diante (1.24) evaluando la desviacion cuadratica media o con la integral tem-
poral de Z(t), (1.25). Los dos caminos nos llevan practicamente al mismo re-
sultado que es D = 0,33 £ 0,02(A%ps~1). En el estudio a presion ambiente
siguiendo este método realizado en [20] se obtuvo como resultado Daryp =
0,32+ 0,02(;12]95*1) que compara muy bien con el valor experimental (semiem-
pirico) D = 0,355(A2ps™1).

3.3.2. Magnitudes colectivas

La funcion de dispersion intermedia, F'(g,t), contiene informacion espacial y
temporal de las fluctuaciones de la densidad.

F(q,t) = 1 <<Z exp(—iqrm (t + to > <Z exp(iqr (to) >> (3.3)

que es equivalente a (1.31). La figura 3.4 muestra los resultados obtenidos
normalizados por el valor inicial para distintos valores de ¢/g, comparados con
los obtenidos a presion 0 GPa por M.Marqués et al [20].
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Figura 3.4: Funcién de dispersion intermedia normalizada para distintos valores
de g/gq, y presiones

Como se puede observar, para valores pequenos de q aparece un compor-
tamiento oscilatorio que va disminuyendo a medida que el valor de q aumenta
y decae lentamente cuando ¢ =~ ¢,. Este comportamiento final se conoce como
estrechamiento de De Gennes.

También se aprecia que la frecuencia de las oscilaciones aumenta con la
presion; esto es esperable ya que se espera, con generalidad, que la velocidad del
sonido aumente por presurizacion.

La importancia de esta magnitud reside en su transformada de Fourier tem-
poral (aplicando una funciéon ventana). De los resultados obtenidos para F'(q,t)
somos capaces de obtener el factor de estructura dinamico S(g,w) que se presen-
ta en 3.5. De nuevo representamos para distintos valores de q y los comparamos
con los resultados a presion ambiente obtenidos por M.Marqués et al.
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Figura 3.5: Factor de estructura dindmico S(q,w)/S(¢) para distintos q/¢, y
presiones. Los circulos corresponden con los resultados experimentales, disper-
sién inelastica de rayos X (IXS), de Hosokawa et al [14].

Podemos apreciar que aparece un pico lateral indicativo de las excitaciones
colectivas que se desplaza a medida que el valor de q aumenta. La intensidad
de este pico disminuye a medida que la relacién g/¢, aumenta llegando a casi
solaparse con el pico principal para ¢ = 0,62¢, teniendo un comportamiento
cuasi-monotono.

De las distintas posiciones wy,(q) de los picos laterales de las S(gq,w) pode-
mos obtener la relacion de dispersion de las fluctuaciones de la densidad y, su
pendiente cuando ¢ — 0, nos lleva a la velocidad del sonido, ¢;. Aqui se ha

tenido en cuenta que la velocidad de grupo de un paquete de ondas cumple que
dw
Tq'
Aqui surge una complicacion ya que el tamano de la caja es demasiado
pequerno para encontrar una estimacién precisa de ¢ dado que ¢y,in empieza
en 0,621A7!. Lo que si podemos obtener es un resultado cualitativo estudiando

Wi (Gmin) como se puede ver en la gréfica 3.6.

CcC =
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Figura 3.6: Relacion de dispersion de las posiciones de los picos, wy,(¢), para las
S(g,w) obtenidas para el Fe liquido a T' = 3800K . La linea punteada corresponde
con la regresion para ¢ — 0.

De la pendiente de la regresiéon para ¢ — 0 obtenemos un valor de la
velocidad del sonido ¢s = 6961 & 150(ms~!). Se ha encontrado un valor de
¢s = 8200 + 250(ms~ 1) mediante experimentos de shock (a presiones algo ma-
yores) [0, 22]. Ademaés, en el estudio a presién ambiente mencionado con ante-
rioridad, se obtuvo un valor de ¢, = 3950 & 150(ms~! que casa bastante bien
con el valor experimental de cs = 3820 4 150(ms~! obtenido en [15].

También es interesante el estudio de las corrientes transversal, Cy(q,t), y
longitudinal, Cj(q,t), que se obtienen mediante las ecuaciones (1.34) y (1.35)
respectivamente. Realizando la transformada de Fourier de ambas pasamos al
estudio en el espacio de frecuencias ya que de aqui es de donde podremos obte-
ner los valores que nos interesan. En la figura 3.7 representamos las corrientes
longitudinal y transversal para dos valores distintos de ¢/gj.
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Figura 3.7: Corrientes longitudinal y transversal para Fe a T' = 3800K. La linea
negra corresponde a Cj(q,w) y la roja a C¢(gq,w).

Como se puede observar, para q/q, = 0,27, C;(¢,w) y Ci(¢g,w) presentan un
tinico picossin embargo, para valores entorno a ¢q/g, = 1,03 Ci(¢q,w) presenta
dos picos. Estudiando las posiciones de los picos en las respectivas graficas de
Ci(q,w) y C¢(q,w) para cada valor de ¢ obtenemos las relaciones de dispersion
que se representan en la figura 3.8.
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Figura 3.8: Relaciones de dispersion para Fe a T' = 3800K. Los circulos co-
rresponden a los picos de Cj(q,w). Los cuadrados y tridngulos corresponden a
Ot (Qa w)

La relacion de dispersion longitudinal sigue el comportamiento tipico pre-
sentando un minimo para q =~ g, .En la relacién de dispersién tranversal aparece
también una banda de altas frecuencias (representada por los tridngulos) que,
aun siendo algo inusual, ha sido recientemente explicada en términos de acoplo
de modos en estudios como [7, 9].
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El estudio de Ci(gq,w) nos lleva a encontrar el valor de la viscosidad de
cizalladura del liquido. Si partimos de (1.50), realizando la transformada de
Laplace tenemos

- kT N
_ 4
Cilg, 2) = — {Z+ pmn(q,Z)] (3.4)
con
~ o k'BT Ct(q, t)
Ct(q70) - m Ct(q,o)

usando estas dos féormulas podemos llegar a la expresion de la viscosidad
generalizada

_ _ pkpT
7i(g,0) = ¢2Cy(q,0) (3.5)

con p la densidad y m la masa atémica. El valor de la viscosidad generalizada
coincide con su valor macroscopico cuando ¢ toma valores pequenos. Entonces
obtenemos los valores de 7j(q, 0) para valores de ¢ < 1,604 mediante la ecuacion
(3.5) y ajustamos a 1(q) = n(1 + aqg?). Mediante este procedimiento obtenemos
un valor de la viscosidad de n = 9,13 £ 0,30(GPa - ps). Volviendo a comentar
el estudio realizado a 0GPa, siguiendo el mismo método se hallé un valor n =
5,70 £ 0,30(GPa - ps) que compara con el experimental de nn = 5,30(GPa - ps)
encontrado en [27].
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4. Conclusiones

Hemos realizado un estudio mediante simulacion AIMD para el calculo de
propiedades estaticas y dindmicas del Fe a condiciones de alta presion y tem-
peratura. El escaso ntimero de resultados para un estudio en estas condiciones
hace que pueda considerarse casi como pionero.

Se ha encontrado un buen acuerdo para los resultados de la estructura estati-
ca, en particular S(g), con los obtenidos por Kuwayama et al [18]. La diferencia
de intensidad en el pico de S(g) no es de mayor importancia ya que, no es tanto
el valor de la funcién en el punto lo que nos interesa si no el valor de g para el
que aparece, y hay que tener en cuenta que los resultados experimentales pre-
sentan también errores. El anélisis de los primeros vecinos también nos da un
valor coherente. El coeficiente de compresiblidad ofrece un resultado continuista
con lo estudiado por M.Marqués en [20].

Gracias a la funciéon de autocorrelacion de velocidades pudimos obtener el
coeficiente de autodifusion, siendo éste tltimo una predicciéon teédrica debido a la
ausencia de estudios experimentales al respecto. Hemos hecho un estudio com-
parativo con los datos obtenidos a 0G Pa tanto para F'(gq,t) como para S(q,w)
que nos ayuda a comprender el comportamiento de estas magnitudes a distintas
presiones y, una vez obtenida S(q,w), hemos calculado el valor de la velocidad
del sonido.

Obtuvimos también las corrientes longitudinal y transversal siendo estas
ultimas las necesarias para obtener el valor de la viscosidad. Ademaés, en el
analisis de la relacion de dispersion para Cy(g,w), encontramos una banda de
altas frecuencias poco comin cuya naturaleza ha sido recientemente explicada.

Podemos concluir entonces este trabajo afirmando que se han cumplido las
expectativas con respecto a la simulacion y, los resultados arrojados por ésta,
hacen que confiemos en su validez y nos dan esperanza en que pueda ser aplicada
para estados a presiones mayores.
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