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Abstract

The present work provides a comprehensive overview of the variational formalism in general
relativity. We delve into the fundamental aspects of this formalism, covering key concepts such
as the Einstein-Hilbert action, the energy-momentum tensor, the Gibbons-Hawking-York
boundary term, and the boundary conditions involved. Additionally, the Utiyama formulation in
terms of the vierbein is examined, highlighting both the similarities and differences compared
to Yang-Mills theory.

El presente trabajo proporciona una vision completa del formalismo variacional en la relatividad
general. Se tratan los aspectos fundamentales de este formalismo, cubriendo conceptos clave
como la accién de Einstein-Hilbert, el tensor energia momento, el término de frontera de
Gibbons-Hawking-York y las condiciones de contorno involucradas. Ademas, se examina la
formulacion de Utiyama en términos de las tétradas, destacando tanto las similitudes como las
diferencias con la teoria de Yang-Mills.

Planteamiento del trabajo

El trabajo se divide en dos partes:
En la Parte 1, se aborda el estudio de la relatividad general desde un enfoque variacional.

En la primera parte se realiza una breve introduccién sobre los conceptos que se utilizaran a lo
largo del trabajo [1]. En el segundo apartado [2], se exploran las distintas definiciones del tensor
energia-momento [2.1] y se analiza la conservacién del momento angular [2.1.2]. Se presentan
tres perspectivas diferentes del tensor energia-momento: el tensor energia-momento candnico
[2.1.1], el procedimiento de Belinfante [2.1.3] y el método de Rosenfeld [2.1.4].

El ultimo apartado se dedica al término de frontera de la accién gravitatoria y las condiciones de
contorno [2.2]. Se introduce inicialmente la idea principal utilizando el ejemplo de un campo
escalar real sin masa. Posteriormente, se aborda el caso de la relatividad general, en particular
se trata el término de frontera propuesto por Gibbons-Hawking-York.

En la Parte 2, se busca obtener la accion de Einstein-Hilbert utilizando un enfoque similar al
empleado en una teoria Yang-Mills.

La primera parte inicia con una breve introduccién a las teorias gauge [3] seguida de la
presentacién de un plan para construir el lagrangiano de una teoria de Yang-Mills [3.1]. Se
examina especificamente el caso de la cromodindmica cuantica (QCD) [3.1.1,3.1.3], que describe
lainteraccidn fuerte entre las particulas elementales conocidas como quarks y gluones. También
se abordard la gravedad mediante el formalismo ideado por Feynman y el problema del tensor
energia momento gravitacional [3.1.2]. Finalmente, se sigue un proceso similar conocido como
la formulacién de Utiyama [3.2] para abordar la relatividad general. Se analizan las diferencias
que surgen al intentar tratar la relatividad general como una teoria gauge, en contraste con la
descripcién de las demds de fuerzas fundamentales que aparecen en fisica.



Parte 1

1. Introduccion

En este apartado se presentan de manera concisa los conceptos que se utilizardn a lo largo del
trabajo.

1.1. Geometria diferencial

En este apartado se introducen brevemente aspectos de geometria diferencial que serdn
utilizados en el trabajo.

La transformacién de tensores bajo cambios de coordenadas generales viene dada por la
siguiente expresion.:

/#1 l‘p( r) — a - (x(xr)) o (X’) p1.-.-.-ﬁz;(x(x/)) (1.1)

Los simbolos de Christoffel se definen como:

1
Flf/l = Zglip (ng,l + Iprv — gwl,p) (1.2)
l_,ll,( N Ox'H axﬁ oxY ’a , aZxa dx'H (1 3)
po () = 0x® ox'P ax"’ y(* )+ 0x'POx'% 0x“ '

La torsion se define como la parte antisimétrica de la conexion: T’f, =2r% [vp]

En la formulacidn estandar de la relatividad general, se asume que la conexidn es simétrica. Sin
embargo, en generalizaciones de la relatividad general, como por ejemplo la teoria de Einstein-
Cartan (U,) esta condicidn se relaja.

La derivada covariante de un tensor p-veces contravariante y g-veces covariante se define como:

Hi-Hp Hi--Hp 751 Up 1A pHHp , .
thvl___vq Opty, 5, +l"/11:v1 Vg + p términos — I, - vq — q terminos

El tensor de curvatura de Riemann se define de la siguiente forma:

[V, V, VA =R%,, (1.4)
RY = 8,T%, —0,I%, + T4, —T%,I", (1.5)

Algunas propiedades del tensor de Riemann incluyen:

1. Antisimetria en los dos ultimos indices y en los dos primeros:
2. Primeraidentidad de Bianchi:

+ R*

pov

R* _+RH

vpo avp =0
3. Simetria bajo el intercambio de los dos pares de indices.

También nos van a ser Utiles las contracciones del tensor de curvatura, como el tensor de Ricci:
— pP . — AUV
R,y = Ry, v el escalar de curvatura: R = g*"Ry,,.
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Salvo que se indique lo contrario, los indices con letras griegas (i, v, g, ...) se refieren al espacio-
tiempo de cuatro dimensiones; las letras latinas se refieren al espacio tridimensional. En el
contexto del formalismo de tétradas, las letras latinas se reservan para los indices del espacio
tangente. La coordenada temporal se etiqueta como 0, y utilizamos la convencién de métrica (-
+++). A lo largo del trabajo, no se tendra en consideracidn la constante cosmoldgica A.

1.2.  Grupo de Lorentz

En esta seccidn, se presentaran de manera concisa las caracteristicas fundamentales del grupo
de Lorentz. El grupo de Lorentz, nombrado asi en honor al fisico holandés Hendrik Lorentz, es
una estructura matematica de gran importancia en la teoria de la relatividad especial.

Consideramos transformaciones de la forma:

<M= ARV (1.6)
v
O expresado en forma matricial:
/0 AY A A AY 0
x| _ [ Ab AL AL AS x!
xz \A% A A5 A / xz
) \ny ag Ay a3/

El grupo de Lorentz se define como el grupo de transformaciones lineales que preservan la
métrica:

ANy =154 (1.7)

Si aplicamos el determinante a ambos lados de la ecuacion, obtenemos la condicion de que el
valor absoluto del determinante de A debe ser igual a uno, |det A| = 1. Esta relacion establece
una propiedad importante del grupo de Lorentz.

El grupo de Lorentz se divide en dos partes disconexas: aquellos elementos con determinante
+1, que contiene a la identidad, y aquellos elementos con determinante -1.

Si en la ecuacidén anterior utilizamos los indices u = (0, i):
AdT0o Ay + A1 Ny = 1pg
Tomamosp = 0,0 = 0:
—(AD)? + Ays; N, = —1
(A9)* = 1+ ApAy
Donde el segundo término AL AL} > 0, por tanto:
(A? =1

Tenemos dos posibilidades: AY > 1 0 A9 < 1. Teniendo en cuenta estas dos posibilidades y los
distintos valores para el determinante, obtenemos cuatro piezas disconexas del grupo de
Lorentz (Figura 1):

- Ll : grupo de Lorentz propio ortécrono (detA = +1; A9 > 1)

Es la parte conexa de la identidad, es subgrupo del grupo de Lorentz L.
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- LT :ortécronas impropias (detA = —1; A% >1)
1 0 0 O
T 1 ({0 -1 0 O . ., .
LI =PL, ,dondeP = 0 0 -1 0 es la inversién de paridad.
0 0 0 -1

- LY :anti-ortécronas propias (det A = +1; A < 1)

-1000
LY =pPLl ,dondeT = 8 (1) (1) g es la inversidon temporal.
0 001
LY : anti-ortécronas impropias (detA = —1; A9 <1)
LL=prLl

Las transformaciones ortécronas no cambian el sentido del tiempo. En contraste, las
transformaciones anti-ortdécronas producen una inversién temporal. Las transformaciones
propias no cambian la orientacién del espacio, mientras que las impropias conllevan la inversion
espacial.

El resto de subgrupos importantes de L son (siguiendo la notacién de [11]):

Lo=LluLt L, =Llurt Lr=rluc!

....... ~ sosenag, S
T el N CR . S
’ 3 R L % 3
L “ \N
1 s S v S $ \
(] T N H \
H % H 1
v 1 i N i P -
' ~ ) 3
X " ! Yoo % ' S
v s, o
1y [,+ 1 O T &
1N o T e 1 - O = el ’
P o : N -
| R Vi R e S
N
| ~ 1 ~
~
1 N 1 N
~
VL o L s
: 0 ~ ! ¥+ Vs
......... ~ 1
[ SO e T, N
o " N * Y
[ " N g -,
ros REAN N %N
[ 1o §
L T TR 1 LT i
| B H ~ H ’
vz i N H ]
5 : N 5 §
v ) & % ! i
\\ * e, L* o' S \\ ke e L*‘ o' %
N et g N et i
~ ~

——————————

Figura 1: Las cuatro piezas del grupo de Lorentz y sus correspondientes subgrupos [11].
Los seis generadores del grupo de Lorentz {]uv} satisfacen el dlgebra de Lie:

[]ab:]cd] = JevNaa — JavMac + Jaclba — JaaMbe (1.8)

En el apartado [3.2.2], se volvera a hablar del grupo de Lorentz, en particular de la
representacion de Dirac.

Trabajo de Fin de Grado Pablo Nieto Gallego
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El grupo de Poincaré, también conocido como grupo de Lorentz inhomogéneo, consiste en
incorporar las traslaciones al grupo de Lorentz:

x'M = AbxY + at (1.9)

Los generadores del grupo de Poincaré son {J,,}{P,}, donde se han incluido los cuatro
generadores de las traslaciones. Ademas de las relaciones de conmutacion [1.8], el algebra de
Lie del grupo de Poincaré es el siguiente:

[Pa;]bc] = PpNac — PeMap

2. Principio variacional en relatividad general

Para derivar las ecuaciones del campo gravitatorio desde un principio variacional, tenemos que
determinar su accidn. Las ecuaciones se obtienen variando la suma de las acciones del campo
gravitatorio S; y del campo de materia Sy,.

La accién del campo gravitatorio tiene que expresarse de la siguiente forma:
Se = fJ—gd‘*xG

Donde G es un escalar y se cumple': \/—g'd*x' = \/—gd*x .

Si queremos que las ecuaciones del campo no contengan derivadas de orden mayor que el
segundo, el escalar G no debe contener derivadas de g,, de orden superior al primero

G(guv 'FuAV)-

Sin embargo, no se puede construir un escalar a partir g, y sus derivadas primeras. Para poner
este hecho en manifiesto, seguimos el siguiente razonamiento [3].

El lagrangiano debe ser independiente del sistema de coordenadas que elijamos. Si
consideramos un lagrangiano que dependa Unicamente de la métrica g,, y sus derivadas
primeras, en la vecindad de un punto siempre vamos a poder elegir una base tal que las
derivadas primeras de la métrica se anulen. La Unica opcidn que tenemos es que el lagrangiano
sea una constante, el cual no es valido. Por lo tanto, llegamos a la conclusidn de que vamos a
necesitar derivadas de orden mds alto. Consideremos que el lagrangiano dependa también de
las derivadas segundas de la métrica. En ese caso tenemos:
Ry = 0,13, — 0,1 + T, — LLTh,

Utilizando las propiedades del tensor de Riemann [1.5], el numero de parametros
independientes se reduce de 4* hasta 20. En un sistema de referencia en caida libre, tendremos
20 — 6 = 14, donde el seis proviene de las distintas transformaciones Lorentz que podemos
tomar. Por tanto, tenemos 14 invariantes de curvatura que no dependen de la base utilizada,
de los cuales el unico que es lineal en las segundas derivadas de la métrica es el escalar de
curvatura R.

La accién de Einstein-Hilbert tiene la siguiente forma:

! Sobre las densidades tensoriales y sus leyes de transformacion se sigue [5].



SEH = j‘,/—gR d4x (2-1)

Esta accion fue presentada por Hilbert el mismo mes en que Einstein presentd la forma final de
las ecuaciones del campo gravitatorio. Sobre la historia del desarrollo de la relatividad general
dejo como referencias [13-16].

Haciendo variaciones con respecto de la métrica se obtiene:

85Sgy =fd4x5(1/—gR) = fd‘*x (R58,/—g +/—9g 6R)
= fd‘*x (R6/—g+ /-9 Rib9g*" + /-9 g*'6R,,) (2.2)

Primero calculamos la variacion de ,/—g, para ello utilizamos la férmula de Jacobi que, relaciona
la derivada del determinante de una matriz con la adjunta de la matriz y su derivada:
g 1 1
8y—9 = BN > ~99%%89ap = 5V ~99ap89* (2.3)

La variacion de la accién nos queda:

1
0Sgy = f,/—g d*x [ (Ruv — ngR> oghtv + (w/—g g‘“’SRW)] (2.4)
El primer término ya nos daria las ecuaciones de Einstein en el vacio, tenemos que demostrar

gue el segundo término no contribuye.

Para calcular el segundo término, primero calculamos la derivada covariante de la variacion de
la conexion:

Vy 8Tk = 8,6T s + T},6Th, — 8154 8T, — 8T1,6T,, (2.5)
Y la variacion del tensor de curvatura:

SR

tvp = OvOT g — 0p8Ty, + T4, 8T, — T} o 8Ty, — 8Ty Thp + 8THeT7,  (2.6)

pv-ap pB-av

Podemos escribir este término en funcién de derivadas covariantes de 6F5B y, al contraer los
indices, podemos obtener la variacién del tensor de Ricci:

SRy, = V8T, — V, 6T, (2.7)

u
Otra forma de calcular 6RMB

donde los coeficientes de la conexidn se cancelen, quedandonos solo con los términos:

es como lo hacen en [3]. Podemos elegir un sistema de referencia

SR*

avp

= 0,8T,5 — 90T, (2.8)

Por ultimo, cambiamos las derivadas ordinarias por las derivadas covariantes para obtener una
féormula correcta en cualquier sistema de referencia.

El dltimo paso es obtener g*V8R,,,, :
9" SRy, = V3 (g"STL) — v, (" oTy,)
Renombrando indices mudos, obtenemos:

g* SRy, = Vi (g*vsTh, — gHAeTy, (2.9)

Trabajo de Fin de Grado Pablo Nieto Gallego
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La variacion de la conexion es un tensor, lo cual se puede demostrar de forma explicita, pero
también se puede argumentar de la siguiente manera: como el término inhomogéneo que
aparece al transformar los coeficientes de la conexién no dependen de la métrica [1.3], al variar
la métrica, estos términos se cancelany, por tanto, transforma como un tensor.

Mas adelante veremos que \/—_gg‘“’5R,n, es una derivada total y, por el teorema de Gauss, solo
contribuird con un término de frontera que en este apartado vamos a ignorar. En el apartado
[2.2], se hara un inciso sobre este término de frontera y como modificar la accién para que, al
imponer condiciones de contorno adecuadas, se cancele su contribucidn.

Por tanto, en ausencia de campos de materia, obtenemos las ecuaciones de Einstein en el vacio:

1
Ruv - Eg;wR =0 (2.10)

Multiplicando por g*¥, obtenemos:
— uv 1 — —
0=g (Rm,—zg,wR>—R—2R——R

Por tanto, R = 0 y la ecuacién [2.10] se puede escribir como:

Ry =0 (2.11)
En presencia de materia las ecuaciones de Einstein son las siguientes:

Guv = KTH‘V (2.12)

Con Gy, el tensor de Einstein:

1
Guv = Ryy =5 guR (2.13)

Y k la constante de gravitacion de Einstein:

_ 8nG (2.14)

(c®)
T,y es el tensor energia momento del campo de materia. En el limite de campo débil y
velocidades bajas, se recupera la ecuacion de Poisson:

Ahora necesitamos algunos ejemplos para T},,,. Si no podemos calcular T,,,, mediante algun otro
principio fisico, no tenemos una teoria de la gravitacion completa.

2.1. Tensor energia-momento

En este apartado, se presentara la definicion del tensor energia-momento candnico derivado
mediante el teorema de Noether. También se abordara la conservacién del momento angulary
se discutira el método de Belinfante para simetrizar el tensor energia-momento. Por ultimo, se
hablara del método de Rosenfeld y su relacidn con el tensor candnico.

La motivacidn de esta seccidn se puede resumir con la siguiente cita de Feynman, donde resalta
que la belleza geométrica de un lado de la ecuacién de Einstein no debe eclipsar a la otra parte,
ya que sin ella no podemos obtener una descripcion fisica completa:



There are some consistency requirements similar to those we find in
electromagnetism. In order to solve Maxwell's equations, we need to have the
currents. They must be conserved currents, not just arbitrary currents. The
conserved source currents which are meaningful are obtained by solving some
other problems of physics, following some independent law, such as Ohm's Law or
Hooke's Law or Schrodinger's equation for such-and-such a system. If we did not
have these other laws, the theory of electromagnetic fields would be useless and
empty of meaning.

For gravity the thing is more complicated. The tensor T, involves the motion of
matter, hence we must have a law which matter follows, including Ohm's Law and
Hooke's Law; but also T, will involve the gravity fields g,,, a circumstance which
tangles up the problems much more than in electromagnetism. In general, it is not
possible to write down any kind of consistent T, except for the vacuum, unless
one has already solved the complete, tangled problem. The trouble is that any
specified T, will not solve the problem except for special cases of the metric tensor
Juv; the complete relativistic solution should work regardless of the particular
choice of coordinates and their curvatures. Even for very simple problems, we have
no idea of how to go about writing down a proper Ty,,. We do not know how to
write a T, to represent a rotating rod, so that we cannot calculate exactly its
radiation of gravity waves. We cannot calculate the Ty, for a system consisting of
the earth and the moon, because the tidal forces and the elasticity of the earth
change the gravity fields significantly. If we assume that the earth is rigid, the
equations are inconsistent. If we assume that the earth is a point, the equations are
too singular to have solutions. And yet it is obvious that a glob of matter of a given
stiffness, such as the earth, will rotate about a moon of another mass and stiffness,
whether or not the equations are manageable.

The theory of gravity suffers at this point because one side of the equation is
beautiful and geometric, and the other side is not-it has all the dirt of Hooke's Law
and of the other laws that govern matter, and these are neither pretty nor
geometric. Many physicists have become so hypnotized by the beauty of one side
of the equation that they ignore the other, and hence have no physics to
investigate. (Feynman, 1995).

Referencia: Feynman, R. P., Morinigo, F. B., & Wagner, W. G. (1995). Feynman lectures on
gravitation. Capitulo 10.2: The Action for Classical Particles in a Gravitational Field. Pagina: 141.

Primero vamos a tratar brevemente algunos aspectos del formalismo lagrangiano de la teoria
de campos.

Consideramos un campo de materia i, descrito por la densidad Lagrangiana L(l/), aulp,x“). El
lagrangiano es:

L(y, 0., x*) = fd3x L(, 0,1, x*) (2.16)

Y la accién:

S = j dtL = f dx*L(, 0,9, x*) (2.17)
z

La variacidn de la accién se puede escribir como:

Trabajo de Fin de Grado Pablo Nieto Gallego



2.1. TENSOR ENERGIA MOMENTO 10

55=f dx* aL&/)+ oL 5o az: V]:
b Y a(0,y)
= f dx* [a—L -0, ] 5y + f dx*a,J” (2.18)
P 0 0((%#))
Donde hemos definido /Y de la siguiente manera:
I = a(gfw) o+ Lo )

El dltimo término es la integral de una cuadri-divergencia, aplicando el teorema de Gauss:

f dx*d,]V = Jjvds, (2.20)
by F(Z)

Pero en el infinito, los campos se anulan y las variaciones dx , i también son nulas en t; y t,.
Por tanto, la integral de este término es nula. Imponiendo 6S = 0 se llega a las ecuaciones de
Euler-Lagrange:

oL 0L

% _ 5 _ (2.21)
op T a(0yY)

2.1.1. Tensor energia momento candnico

En este apartado buscamos determinar la magnitud conservada asociada a la simetria bajo
traslaciones rigidas infinitesimales. Comenzamos con el caso particular del campo
electromagnético.

El lagrangiano del campo electromagnético libre se expresa como:

Lpy = ——F’“’F 2.22
EM 4( ) uv ( )
Donde F*Y es el denominado field strength tensor, y viene dado por la expresion:
E, =04, —0,A, (2.23)
Consideramos transformaciones rigidas de coordenadas x'" = x* 4 a*. Queremos determinar
cdmo son las variaciones del campo A, para un mismo punto. Para ello, utilizamos la
transformacion de A, bajo GCTs (General Coordinate Transformations) [1.1]:

dxt
A,(x") = F (x"NA,(x(x") (2.24)

a u
En nuestro caso, -~ = = §!'. Expandimos en serie de Taylor el término de la derecha, a primer

v

orden, obtenemos la siguiente expresion:
Ay (x) = Ay (x) = a9, A (x') (2.25)
64, = —a"d,A, (2.26)
La variacion de la accién debida a la transformacion viene dada por:

55—[5—1;&1 +6—L6(6A )=
= 5141/ v 5(ayAv) ulv) —
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oo on)-a (Yo
5A, VT H\8(9,4,) " “\s8(9,4,)) " '

Sobre soluciones, la suma del primer y Ultimo término se cancela:

oL oL
— (=] ]64,=0 (2.28)
5, \5(0,4,)

Teniendo esto en consideracidn, la variacién de la accidon queda de la siguiente forma:

58 fa 0L sa 1]6 (F0,A,)a® (2.29)
= _— = — a .
“\s(a,4,) ") ) * 7
Donde se ha utilizado que 9L _— _ L FW para demostrarlo? empezamos derivando Fg,
5(0,4y) (c)

respecto de 9,4,:

Fap = 0qAp — 0pAq

(2.30)
Fab — napnbal;ba
Por otro lado, tenemos que la derivada de Fy;, respecto de 9,4, es la siguiente:
6F,p
_—ab _ 61461/ _ 6M6v
6(6;1‘41/) a®b b“a
(2.31)
b
SF® — 77apnba 61:/"”
5(9,4,) §(9,4,)
Ahora calculamos la derivada del producto:
b
5(F Fyp) e SFyy F, +F‘1b< 5Fy, ):
8(9,4,) 5(9,4,) 8(9,4,)
= (6[;6],’ — 5(’,‘52,’)Fp“ + F“b(5552,’ - 5{;52{) =
= FWV _ FVH 4 FHV _ FVHL — AFKY (2.32)

En el dltimo paso se ha utilizado la antisimetria del tensor F*V, llegando a la expresion deseada:

6L _ 1 S(FFy) 1, (2.33)
§(0,4,) 4@ 8(0,4,)  (© '

Por otra parte, la variacion del lagrangiano se expresa de la siguiente forma:
8L = £ (A, + 84,,0,4, + 6(0,4,)) - £ (2.34)

Haciendo un desarrollo en serie y quedandonos a primer orden esta variacion queda:

5L = 84y ~5 4 3,(54,)—t
- “ETs(0,4,)

14 6Av (2.35)

2 En las demostraciones se han utilizado indistintamente letras griegas y latinas para simplificar la
notacidn, es el Unico caso en el que no se aplica el convenio presentado en [1.1].
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El primer término se anula ya que el lagrangiano solo depende de las derivadas del campo y no
del campo en si, por tanto:

1 8(F%F,)\ a”
s _apa“a”A”<_ 4(0) 5(a A:) ) = 3¢ % (F*hi) (2.36)
u

Cambiando el orden de las derivadas i y p y aplicando regla de la cadena, obtenemos el ultimo
término.

La variacion de la accién vendra dada por:

1
05 = @f aP(appuv IW) (2.37)
Combinando ambas expresiones de la variacion 65 [2.37, 2.29] e igualandolas, obtenemos:
L p uv wv o 2.38
-7 (0,F*Ey) + 0,(F*9,4,)a” = 0 (2.38)

Del primer término hacemos el cambio p — uy escribimos a# = n*¥a,, . En el segundo término
hacemos el cambio p <= vy escribimos a¥ = n*%a, .

f 9, (—%F%]’“’) ay + 0,(F*°0,4,)n"a, = 0 (2.39)
Haciendo el cambio 6 — v se llega a la expresion:
9, (—%anw + F”pavAp) =0 (2.40)
El tensor energia momento del campo electromagnético libre es:
THY — —%an’“’ + F“pa"Ap (2.41)

Podemos ver que este tensor no es simétrico, ni tampoco es invariante bajo transformaciones
gauge. Este es el tensor energia momento que llamaremos candnico Tc’g1 (derivado por el
teorema de Noether). Mas adelante veremos un procedimiento para mejorar este tensor y
conseguir que sea simétrico e invariante gauge (método de Belinfante), también discutiremos
otra forma de abordar el problema que llamaremos tensor energia momento métrico (o
dindmico), que se debe a Rosenfeld.

Sobre la autoria de cada método hay discrepancias en la literatura. Hay quienes atribuyen el
tensor mejorado a ambos (Belinfante y Rosenfeld), nosotros seguiremos el convenio utilizado
por [1] y [2] entre otros.

Para el caso de un campo general, la expresidon del tensor energia momento candnico se puede
estudiar de la siguiente forma.

Sitrabajamos sobre soluciones e imponemos que los campos se anulen solo en uno de los limites
temporales, la variacidn del lagrangiano es:

SL = av]v (2.42)
Consideramos transformaciones rigidas infinitesimales: §x# = e#y 6y = —e#9,.

En este caso, L = 0, tiene la siguiente forma:

aL
5L — Suaﬂ Lé‘;: - 6(6—1,1/))0“1/)] (243)
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Imponiendo la invariancia de la accion, se llega a la conservacion de JV:

0L
0(0,¥)

Definimos el tensor energia momento como el término que aparece entre corchetes en la
expresién anterior.

3, sy - 0, =0 (2.44)

oL

v _ v _
L TER G

P (2.45)

Podemos observar que esta definicion es equivalente al resultado obtenido para el campo
electromagnético. La anulacidn de la divergencia del tensor energia momento nos indica que se
conserva el vector P¢, cuyas componentes son las integrales de T en una hipersuperficie?.

Este vector se identifica con el tetramomento del sistema, la componente temporal es la energia
dividida por c:

Pi — %f Tidek (246)

El tensor energia momento es una densidad de corriente de tetramomento.

2.1.2. Conservacion del momento angular

Si la accidn es invariante bajo transformaciones Lorentz globales, se obtiene la conservacién del
momento angular. Consideramos transformaciones del tipo [1.6]:

xM = A" xv
v
Las transformaciones de Lorentz infinitesimales se pueden expresar de la siguiente forma:
B o_ gH u
AN, =6 +w, (2.47)
Imponiendo la conservacion del producto interno, quedandonos a primer orden en a)ff:
_ AM _ Iz u —
npa - ApnuvA\:T - nyv(5p tw p)(6va + wva) -
=Mps t nuv(5l;wva + 5vawlip) (2.48)
El término de la |.h.s. se cancela con el primer término de la derecha, lo que nos queda es:
U By —
N (850Y + 8% w")) =0
O lo que es lo mismo:
v + u _ O
NpvW'g T NyugW p =
Wpg + Wgp =0 (2.49)
Llegamos a que w, es antisimétrica, las variaciones nos quedan de la siguiente forma:
u

oxt = w',xv (2.50)

Por otro lado, los campos se transforman como:

3[7] 32. Tensor energia-impulso y 29. La ecuacién de continuidad.
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Y’ (x) = D(M)YP(A™ 1) (2.51)

Donde D(A) es la representacion del grupo de Lorentz* en la que transformen los campos,
infinitesimalmente se puede representar como:

1
DA+w)=1+ EwwS‘“’ (2.52)
La variacion de los campos a primer orden se puede expresar de la siguiente manera:

oY = —w‘“’S W — 6xHo, =

1
= Ew”"(sﬂv — %0, + x,0, )Y (2.53)

Donde S, son los generadores del grupo de Lorentz en la representacion elegida para v, con
Syv = —Syu- Si la accion es invariante bajo transformaciones Lorentz, obtenemos que la
siguiente corriente se conserva:

{ aL 11
d(0, ) 12
Se ha utilizado la antisimetria de wqp para escribir el segundo término, veremos que esta

relacionado con la representacion vectorial de los generadores del grupo de Lorentz [2.69].
Reordenando la expresidn anterior, obtenemos:

aJ" = ! waﬂa {a(gfl/)) FICED) 6“1/)] xP — [Lnﬂv a(gflli) aﬁ¢] x“} =

Utilizando la expresion obtenida para el tensor energia momento [2.45], se llega a:

1
9,]V = wag(S ab _ xBox 4 x“@ﬂ)lp] + LZ waﬁ(n“"xﬁ nBvx “)}

Saﬁll) +[ nav _

1
0, = —waﬁa {=sepv 4 2 (@1 - o)) (2.54)
Donde se ha definido S*AV de la siguiente forma (el prefactor puede variar segun la bibliografia
utilizada):
1 dL
20(0,9)

Podemos definir la densidad de corriente de momento angular como:

apv = _

Sy = —ghav (2.55)

]aﬁv = _gapv +%(XBT“V _ xaTBv) — _]Bav (2.56)

o1 . .
El término E(xBT“V — x“TB") corresponde a la densidad de corriente de momento angular

orbital, mientras que el primer término SV se identifica con la densidad de corriente de spin.
Podemos tomar la divergencia de J*FV:

1
0, = ~0,5% 1 (8T — 55TA) = 0

%(55 T - 5¢TP) = TleF]

Nos queda la siguiente expresion:

4[22] 12. The representations of the Lorentz group.
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Tlefl = g,59Pv (2.57)

Podemos ver que la parte antisimétrica del tensor energia momento estd relacionada, segun
[2.57], con la divergencia de la densidad de corriente de spin. Esto se pone de manifiesto en el
caso del campo electromagnético, donde comprobamos que el tensor energia momento no era
simétrico.

El Unico caso en el que obtenemos un tensor energia momento simétrico al aplicar el teorema
de Noether es el de un campo escalar. Por ejemplo, para uno real sin masa tenemos el siguiente
lagrangiano:

1
L) =5 @w)? (2.58)
El tensor energia momento asociado es [2.45]:

1
Tuy = 5Ny (0)* = 9,03 (2.59)

Donde podemos ver que efectivamente es simétrico bajo el intercambio u © v.

2.1.3. Método de Belinfante

La formula [2.57] nos sugiere que podemos simetrizar el tensor energia momento candnico
afiadiendo un término de la forma:

Tap = Tog" — 0" (Sapy — Spva + Svap) (2.60)

Podemos ver que el nuevo tensor es simétrico:

1 1
T[aﬁ] = avSaﬁv — Ea"saﬁv + EaVS[gm, +

(2.61)
1., 1., 1., 1.,
+§6 SBV(X - 56 Sm/[? - 56 Sva'ﬁ + 56 Svﬁa
Utilizando que S*#V = —SP® podemos observar que los tres primeros términos se compensan
y los términos restantes se cancelan por pares:
Tiap) =0 (2.62)

También podemos comprobar que la divergencia del término que estamos afnadiendo es nula:
aﬁaV(saﬁv — Sgya + Svaﬁ) =
= 0P0"Sypy — 0P0VSpyq + 0P 07 Sy0p (2.63)

En el tercer término, renombramos los indices mudos f < v. Por los mismos argumentos
expuestos en la demostracién anterior, este término se cancela con el primero. El término
836‘/531,“ es nulo, ya que estamos contrayendo los indices antisimétricos: aﬁavsﬁm =

—0P0Sp,q = 0.
Siguiendo la notacidn de [1]° se define:

0,6, con ¢, = -9, (2.64)

5 En [1], el tensor S¥V [2.55] se define de forma distinta. Ecuacién 2.47, pagina 34.
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d)HPJ — _S#PO + SPI‘U + SUI‘P (265)

El tensor ¢>”pa se denomina potencial spin-energia. su divergencia es nula por construccion tal
y como hemos demostrado, por lo que no afecta a nuestra definicion de tensor energia
momento.

Por tanto, podemos incluir un término a nuestro tensor energia momento candnico:
[T pu
Tv - Tcanv + apd) v (2'66)

La expresion anterior nos proporciona una manera sistematica de simetrizar el tensor energia
momento candnico derivado por Noether. Este procedimiento se debe a Belinfante. En
relatividad general, es necesario trabajar con el tensor mejorado, ya que es este el que se acopla
a la gravedad.

Volvamos a nuestro calculo del tensor energia momento del campo electromagnético.
Aplicando el teorema de Noether obtuvimos:

1
Th = —Zan“" + FYPoHA, (2.67)

Vamos a aplicar el procedimiento que hemos obtenido para simetrizarlo. En este caso la
variacién del campo bajo transformaciones de Lorentz infinitesimales es:

Ak (6” +5 wpa( o) ) (2.68)

Donde la representacién (1/2,1/2) de los generadores del grupo de Lorentz es®:
(Sla)vu = _(5/’1{770;1 - 5(17/77/1;1) (2.69)
A = AR + ok, AV (2.70)

Por tanto, la variacion de A, viene dada por:
A — _ (2.71)
04, = —A,w",

El tensor densidad de spin en este caso es el siguiente:

anE__ sa Ay
S Za(a y )( ) (2.72)

Utilizando [2.33], obtenemos la siguiente expresion:
gaBv — _lpvp(saﬁ)UAa (2.73)
2 p
Sustituyendo la expresidn para los generadores, tenemos:
1
SaBY — -3 (FvﬁAa _ FvaAB)
sapv — _pvIB gl (2.74)

La expresion para el potencial spin-energia es:

6 Ecuacidn 10.2-19 [6]. Sobre las representaciones del grupo de Lorentz: apartado 10.5.1: Wave Functions
and Field Operators y apéndice VI. En el libro se toman los generadores como (S,w)"uz

—i(&{’n(m — 6},’1];[#), nosotros seguimos el convenio utilizado por [1], [22] y [53].



17 2.1.3. METODO DE BELINFANTE

d)aﬁv = Saﬂv - Sﬁva + Sva/i =
1
=3 (FypAa — FoaBp — FayAg + FapAy + Fpa Ay — FpyAg) (2.75)

Teniendo en cuenta la antisimetria de F,,, el segundo término se cancela con el tercero, y el

cuarto término se cancela con el quinto. El primer término y el Gltimo son idénticos. Por lo tanto,
la expresidn del potencial spin-energia queda:

d)(xﬁv = _Fv,[i‘Aa (2.76)
Por tanto, el tensor de Belinfante queda de la siguiente forma [2.60]:
Tap = Teg" — 0¥ (=FypAa)
Sustituyendo la expresidn del tensor energia momento candnico:
1 2 4 v
Tap = =7 FNap + Fg 0qAp + 0¥ (FypAa) (2.77)
Operando con los dos ultimos términos se obtiene:
Ff0aAp + 0" (FypAa) = Ff 054, + (0VFyp)Aq + Fyp0” A (2.78)
En el vacio 3V F, g = 0, simplificando la expresién y renombrando indices mudos obtenemos:
Ff0aAp + 0" (FypAa) = Ff 054, + Fpp0P A, (2.79)
Utilizando el hecho de que F,z es antisimétrico, podemos sacar factor comun:
p _ P
Ff 0qA, = Fgp0PAg = F (024, — 0,44)
Identificando el tensor F,, en lar.h.s. llegamos a la siguiente expresion:
p _pP
FB 0,4, — Fpp0P Ay = FB Fyp

La expresidn final viene dada por:

T =—1F2 + Fy,Ff
af 4 naﬁ ap’p (2.80)

Podemos comprobar que es simétrico, invariante gauge y con traza nula. Lo ultimo esta
relacionado con la invariancia bajo cambios de escala. En una teoria Yang Mills clasica, los
campos son conformes.

Las transformaciones conformes se pueden expresar como:
Sghv = eghv (2.81)

Utilizando una expresion que veremos en el siguiente apartado [2.1.4] para calcular el tensor
energia momento, obtenemos la siguiente expresion:

6S
Ty < W (2.82)
Imponiendo que la accidn sea invariante bajo cambios de escala, obtenemos:
8S o Ty g"’ = €Ty g* = €TH, = 0 (2.83)

Por tanto, podemos observar que la traza del tensor energia momento es nula.
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La explicacién formal de lo que ocurre en una teoria cuantica de campos hace uso de la funcién
B, que se define como:

ag
dlog(w)

El signo de la funcién B nos determina como varia el valor de la constante de acoplamiento en
funcién de la escala de energia.

B(g) = (2.84)

En el caso de la electrodindmica cuantica (QED), la funcién B es positiva, lo que significa que la
constante de acoplamiento aumenta con la escala de energia. Esto contrasta con la teoria
clasica, donde tenemos una teoria de campos conforme (CFT) y la funcion B es nula. Sin
embargo, al cuantizar la teoria surgen anomalias que rompen la simetria conforme.

Lo mismo ocurre con ¢*. De hecho, en teorias que no tienen libertad asintética, la constante de
acoplamiento se hace infinita para una escala de energias finita. Esto es lo que se conoce como
Landau Pole. En realidad, dado que las funciones B se suelen calcular mediante teoria de
perturbaciones, uno espera que las predicciones no sean correctas a medida que la constante
de acoplamiento aumente.

En la QCD ocurre lo contrario: la constante de acoplamiento disminuye a medida que aumenta
la energia. Este fendmeno es el que hemos llamado libertad asintética [38].

__[11 4 g° ;
Bl9) = =[5 T —3neT®)| 12+ 0(6%) (2.85)

Donde n es el nimero de especies de fermiones en la representacion R, T(R) es la constante
que aparece en la relacion de ortogonalidad: Tr[tdth] = T(R)59P. Por ultimo T(A) es el
operador Casimir cuadratico en la representacion adjunta: tjty = T(A) - I, donde T(A) = N.

En la cromodinamica cuantica, el grupo gauge es SU (3) y los quarks estan en la representacion
1 .z
fundamental. Por lo tanto, T(4) =3y T(R) = 7Y el factor entre corchetes en la ecuacién es

2 . . s .
11—§nF. Se obtiene que para ng < 16, la funcion beta es negativa: la constante de

acoplamiento en la cromodindmica cuantica se debilita a altas energias y se hace mas fuerte a
bajas energias.

Esto tiene consecuencias fisicas drasticas. La teoria de perturbaciones no es viable para la fisica
de bajas energias. De hecho, en la naturaleza no se observan quarks o gluones libres. Los quarks,
en particular, tienen cargas eléctricas fraccionarias y serian faciles de detectar. La conclusion es
que las particulas con carga de color no pueden existir de forma aislada, esto es lo que se conoce
como confinamiento del color.

Aun no se ha demostrado analiticamente (aunque si se ha conseguido con Lattice QCD), pero es
la Unica hipdtesis que es consistente con toda la informacidn tedrica y experimental disponible.

Por ultimo, vamos a considerar el caso del campo de Dirac: [1]
i - 1 _
L=sPy¥ oy —smPy +c. h. (2.86)
Los generadores del grupo de Lorentz en la representacién bispinorial son los siguientes:
1
saB — _(yayB _ By (2.87)
2 VP —viy)

Utilizando la expresion [2.55], se obtiene la siguiente densidad de corriente de spin:
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i_
Sabv = —glpy”y[“ YAy +c.h.=

i - i_
_ §ll)yv)/[“ )/'B]l/J _ §¢y[a yﬁ]]/vl/) (2.88)
Utilizando propiedades de las matrices gamma y escribiendo en una notacién mas compacta:
gapv — _ % Pyl yayBl = slapv] (2.89)

El tensor energia momento candnico del campo de Dirac es:
aL _

T = ————0—0
can A a(a;ﬂp) Al/) /11/)

—i_ua Lo vk wlleigom AL U
__EW /11/)+§6,11/)V Y+, [5(11/17/ Y —iy aﬂlp)—zml/)l/)]

oL ohp o
JCD " (2.90)

Donde 1 m = 9, YyH.
La parte antisimétrica del tensor energia momento candnico es:
TE = 9" Supy
El tensor energia momento mejorado es:
Tuv = Tucl?n - aa(s;wa - Svau + Sa;w)

Sustituyendo la expresién para S#FV:

i i
Ty = thw(mﬁ +y iy — Zw(mﬁ +ymi)onp +
2.01
v 1 oA : _T 77, ( )
|5 (10 v 0 - 1d yTow) - 2mpy|

2.1.4. Meétodo de Rosenfeld

En este apartado vamos a definir el tensor energia momento de una forma completamente
distinta, basandonos en la relatividad general. Para ello, partimos de la accidn total de un campo
de materia acoplado a la gravedad:

1
S=—8g +S (2.92)
2K EH m
Donde S,,, es la accién del campo de materia. Siguiendo un procedimiento idéntico al que vimos
en el apartado [2], podemos obtener el tensor energia momento del campo de materia.

1
S = jd4x {ELEH +Lm} (2.93)

Puesto que la accién de Einstein-Hilbert no depende de los campos de materia, al variar S
respecto de la métrica se obtienen las ecuaciones de Einstein [2.12]:

G

W=KT

uv
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Donde T, viene dado por’:

ro—_ 2% OLm (2.94)

Wy Y
/_g 6g#
Vamos a aplicar este procedimiento para el caso del campo electromagnético libre. Para ello
primero aplicamos las reglas de covariantizacion a la accién:

1
Ly =——=—9FnF;p9"° g"? (2.95)
4(c)
Originalmente teniamos que el tensor de Faraday era [2.23]:
E, =04, —0,A,

En espacio-tiempos curvos, aplicando el principio de acoplo minimo sustituimos las derivadas
parciales por derivadas covariantes:

9)

Ml

u

Nos queda:
k., =V,A, -V, A, (2.96)

En este caso, por la antisimetria de Fayy considerando una conexion sin torsion Flfv, es decir,
simétrica bajo el intercambio u < v, la expresidn anterior es idéntica a la original.

Explicitamente:
Fy =V,A, —V,A, = 0,4, —TLA; — 0,A, + T} A,
(2.97)
E, =8,A, - 0,4,

Por tanto, al derivar respecto de la métrica no tendremos que tener en cuenta el término F, F;,

5£m=_ 1 5 - o gup +2(\/_ gHo vp)
89an 4(c) 5ga Fopg v lop 5 (2.98)

Primero calculamos la segunda derivada. Para ello simplemente utilizamos la siguiente
identidad:

9% gpe = 6¢ (2.99)

Derivando respecto de g,,,, a ambos lados de la ecuacién®:

5(9* gnc) 5g°° SGpe
— =0 = g = —gab = —gab6M6v (2100)
5y 8guy O Yy boe
Multiplicando por g¢¥ obtenemos:
ay
gg = —gHg¥ (2.101)
Iuv

7 El signo que aparece en la definicién del tensor T, se debe al convenio de signos utilizado. En [1] lo
define con un signo positivo.

8 Por la simetria de Yuv. hay que tener en cuenta que la derlvada 69 (5b 8¢ + 62,6 ”), pero al estar
uv
multiplicando por otro g“ b simétrico, podemos obviar este paso.
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Para calcular la derivada del determinante de la métrica utilizamos [2.3]:

59 1
g = ~99wv 5 \/ 99" g® = \/ g9t (2.102)

59 ab

Sustituyendo en la expresion para la derivada de la accién:

g;;- ") [( J=99°°FnFrp9"°g ”P)+2( J=9FnFspg" 9" g¥P )]=
st llaVaa ) ~2(y=arer,) -

1 1
= §,/—ggabFZ - E,/—gFa/’F”p (2.103)

Utilizando la expresion [2.94], el tensor energia momento de Rosenfeld es:

1
— 2
T = _Z‘ng + FHPFY, (2.104)

El dltimo paso es volver al espacio de Minkowski, obteniendo el mismo tensor que en el
procedimiento de Belifante.

No hemos tenido que realizar ninguna mejora, ya que el tensor de Rosenfeld es simétrico por
construcciéon y contiene todas las simetrias de la accién. Una demostracion de la equivalencia
entre el tensor energia momento candnico y el de Rosenfeld se encuentra en [17].

2.2. Término de frontera (Gibbons-Hawking-York)

En esta seccion abordaremos el problema mencionado en [2] respecto al término de frontera,
con el objetivo de comprender como solucionarlo. Para ello, comenzaremos analizando el caso
mas simple de un campo escalar real sin masa [4]. La accidn correspondiente se expresa como:

= %f oo, (2.105)
La variacién de la accidén respecto de 1) viene dada por:
8Soly] = f 20" ou(sy) (2.106)
Aplicando regla de la cadena, se puede escribir como:
8So] = f (0ka,y) 6 — f a, (8YaVyY) (2.107)

El segundo término es una divergencia total, por el teorema de Gauss contribuird como un
término de frontera:

8Soly] = f (00,y) 6y —£ do, (5YdVy) (2.108)

En este caso, imponiendo condiciones de contorno de Dirichlet el término de frontera es nulo.

Si para el mismo campo escalar hubiéramos considerado la siguiente accion:

—ljzpa#a Y —lfaﬂlpa ¢+1ja (Yavy) (2.109)
2 ) R B '



Al diferir en una derivada total, las ecuaciones de campo son las mismas. La variacion vendra
dada por:

1
55,1 = [ (240, ) — 59 doy(Gpo*p —pa*5) (2.110)
b
En este caso, el término de frontera involucra tanto a los campos como a sus derivadas. No existe
una forma clara a priori para las condiciones de contorno que habria que aplicar.

Hemos visto dos acciones que difieren en una derivada total y que tienen que cumplir
condiciones de contorno distintas en cada caso. Parala accidn de Einstein-Hilbert, veremos que
tampoco hay unas condiciones de contorno claras para eliminar el término de frontera. Sin
embargo, siguiendo un procedimiento idéntico al que acabamos de comentar vamos a poder
solucionar este problema.

En el apartado [2], obtuvimos que la variacién de la accion de Einstein-Hilbert viene dada por la
siguiente expresion [2.4]:

1
85Sgy = f,/—g d*x [ (Ruv - ngR> Sghv + (,/—g V,(gHvsTh, — ghtery), )]

Aplicando el teorema de Gauss, esta divergencia contribuird a la variacién con el siguiente
término de frontera®:

jd‘*x (,/—g Vi(g"' 8T, — ghtery), ) =
(2.111)
= 'é dal(g“VSF,ﬁ, - g“’151"1]’#
>

Donde se ha utilizado la siguiente identidad [5]:

f,/—g d*x v, x* =f d*x 9, (\/—gXx*) (2.112)

Escribiendo este término en funcidn de la métrica inducida en la frontera y de sus coordenadas
locales, se llega a la siguiente expresion:

e?g d>x'\/IhIN; (g* 8T, — gHAéTy), (2.113)
)

Con N, el vector normal a la hipersuperficie, ¢ = N*N, = +1 dependiendo de si la frontera es
de tipo espacio o de tipo tiempo, y da; = d3x'\/|h|Nj,. El siguiente paso es escribir la variacién
de la conexidn en funcidn de la métrica®®:

Ny(g"v 8T, — gH*8Ty,) = (NPgHY — N g )V, 89, (2.114)
Utilizando la siguiente identidad [4]:

htxﬁ = gaﬁ - (:'NaNB (2.116)

9 [4] Seccidn 16.3: Integration on non-null hypersurfaces and the Gauss theorem.
10 [4] Ecuacién 20.14:

1
(STiﬁ = Eglp(vaagpﬁ + Vﬁdgpa - Vp(sgaﬁ) (2.115)
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Llegamos a la siguiente expresién:
N(g*v 8T, — g*48Ty,) = NPhHYV, 84, — N#hPVV 84, (2.117)

Imponiendo condiciones de contorno de Dirichlet, el primer término se anula, mientras que,
utilizando condiciones de contorno de Neumann, el segundo término es nulo. Sin embargo, no
existe una opcidn clara para las condiciones de contorno de tal forma que ambos términos se
anulen simultdneamente. Para resolver este problema, utilizamos el mismo argumento que
presentamos al comienzo de esta seccidn: afiadir a la accidon una derivada total de manera que,
al imponer las condiciones de contorno adecuadas, la contribucidén del término de frontera se
compense.

Entre los distintos candidatos a este nuevo término, el més extendido es el término de Gibbons-
Hawking-York [27-29]:

Sonvlgas] = 26§ TRI@*x'K 2.118)
z
Con K la curvatura extrinseca de la hipersuperficie Z:
K = h%K,), = h%V,Np = g*FV,Np = V,N® (2.119)
Donde se ha utilizado que N“NBV,XN[; = 0 por ser ortogonales.

La accion mejorada S;; es la siguiente:

S¢ = Sgu + Sguy = j\/—g d*x R + 2€§ JIh|d3x'K (2.120)
b

Nuestro ultimo paso consiste en evaluar la variacién de la accion mejorada y comprobar que, al
elegir las condiciones de contorno adecuadas, obtenemos las ecuaciones de Einstein. En este
caso, veremos que las condiciones de contorno de Dirichlet son suficientes.

K = h®V,Ng = h%(Ng o — T5N2) (2.121)
Utilizando [2.116, 2.115], la variacidon de la curvatura extrinseca se expresa como:

6K = 8g%F Np o — h®PST )N, =
1 A
= 6gaBNB'a — haﬁ (Eg p(Va5ng + Vﬁ6gpa - Vpégaﬂ) )Nl (2122)

En las derivadas covariantes de la variacion de la métrica:

Vab9pp = 89pp.a — Tap09sp — Tapd8pn (2.123)

Si imponemos condiciones de contorno de Dirichlet solo sobrevive la derivada parcial. En la
expresion de 6K el primer término también se hace nulo, lo que nos queda es:

af 1 Ap
0K = —h (EQ (5gpﬁ,a + 69;00(,3 - 6ga’B,p) ) N/l =

1
= _Ehaﬁ ((59‘7&“ +8Gpap — 59aﬁ,p) ) NP (2.124)

Los dos primeros términos también se anulan ya que corresponden a derivadas tangenciales.

1
8K = Sh*F§gap, NP (2.125)
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80Seny = 25% JVIRld3x'K = Zgjg JIhld3x' 5K (2.126)
b s

El término asociado a la variacién de 4/ |h| es proporcional a 89,p, €l cual se anula debido a las
condiciones de contorno de Dirichlet.

Llegando a la expresion final:

8Seuy = Sf VIhld3x' (h 8 geg ,NP) (2.127)
z

Por otro lado, la variacion de la accién de Einstein-Hilbert contiene el siguiente término de
frontera [2.9]:

fd‘*x(,/—g 9" SR,) :fd‘*x (V=gVa(g#"6T, — gtreTy,))  (2.128)

Por [2.112], sabemos que este término es una derivada total. Al aplicar el teorema de Gauss
obtenemos la siguiente expresion:

fd‘*x(,/—g g*sR,,) = eff d3x'\[|l (g’ 8TE, — g**Ty, )N, (2.129)
)

Expresando 6[‘“’11, en funcidn de la variacidon de la métrica, como hicimos anteriormente:

eff d®x'\[In| (g**g"F — g* g™ )V, 69.5N; (2.130)
P
Utilizando [2.116], obtenemos:

(99" = g% g )V, 89apNy = NPh*¥V,, 89, — NFRPVY, 89, (2:131)

Por el mismo argumento que en [2.123, 2.125], si imponemos condiciones de contorno de
Dirichlet el término de frontera queda de la siguiente forma:

sf d3x'JIh] (~N*h?V8g,, ) (2.132)
z

Al comparar [2.132, 2.127], comprobamos que ambos términos se compensan.

Con condiciones de contorno de Dirichlet, la variacién de la accion mejorada es la siguiente:

8S¢ = fq/—g d*x G, 69" (2.133)

Donde podemos observar que se obtienen correctamente las ecuaciones de Einstein [2.10]. Este
término de frontera desempefia un papel importante tanto en el formalismo ADM como el
formalismo de la integral de caminos.



Parte 2

3. Gravedad y teorias gauge

El apartado se divide en dos partes. En la primera parte, se abordara el enfoque moderno de las
teorias gauge, centrandonos en el lagrangiano de Yang-Mills. Se prestara especial atencién al
caso especifico de la Cromodindmica Cuantica (QCD) utilizando el grupo SU (3). En la segunda
parte, se presentara la gravedad desde una perspectiva similar, utilizando el grupo de Lorentz.
Ademas, se comentardn las principales diferencias entre este enfoque y la teoria de Yang-Mills.

rigid
Conserved Noether’s symmetry
current J theorem of

Lagrangian
I (Wdw)

coupling local
T rhA gauge
symmetry

dJ=0

gauge potential
(connection) A

A
L. (w:DVY)
DI=0

Figura 2: Descripcion esquematica de una teoria gauge a /la Yang-Mills [58]

Antes de adentrarnos en la teoria de Yang-Mills, es importante tener en cuenta un aspecto de
la Electrodindmica Cudntica (QED). En unidades naturales, la densidad lagrangiana de la QED
esta dada por:

_ ] 1
Logp = )iy Dy = mfip(x) = 7 By (3.1)
Donde F,, es el tensor de Faraday definido por la derivada exterior del cuadripotencial
electromagnético:
Epy = 0,4, — 0,4, (3.2)

La derivada covariante (gauge) viene dada por:
D,y = [0, — ieA, ]y (3.3)

El resultado interesante que podemos utilizar para derivar la teoria de Yang-Mills se obtiene al
evaluar el conmutador de las derivadas covariantes aplicadas a .

[Dy, Dyl = D, Dy — DyDytp = —ie(auAv - 6VA#)1/J = —ieF, Y (3.4)

En este caso, podemos observar que el conmutador proporciona el tensor de Faraday, también
conocido como field strength tensor.
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El procedimiento para construir una teoria gauge, en particular para la QED, se puede resumir
de la siguiente forma:

e Observamos que el lagrangiano de Dirac tiene una simetria global U (1).

e Con la introduccidon de una derivada covariante gauge, esta simetria se puede hacer
local, agregando un nuevo campo que transforma de la manera requerida. En QED los
campos gauge deben transformar de la forma: 4, = A, + 9,A(x)

e Dadas las mismas propiedades de invariancia U (1), este campo gauge se toma como el
. . fas . . 1
cuadripotencial electromagnético. El lagrangiano del campo libre es £ = _ZFLWFW-
Este lagrangiano cumple todas las propiedades que buscamos.

e Eltensor F,, se puede obtener calculando el conmutador de las derivadas covariantes.
Esto implica que el lagrangiano del campo se puede derivar construyendo un escalar
utilizando el field strength tensor obtenido a través del conmutador.

Este procedimiento nos proporciona un plan para construir la teoria de Yang-Mills, que es la
generalizacién de la QED cuando se considera un grupo gauge SU(N). Al aplicar este enfoque al
caso particular del grupo gauge SU (3), obtenemos la Cromodinamica Cuantica (QCD).

3.1. Lagrangiano Yang-Mills

En 1954, Yang y Mills [55] extendieron la idea de Weyl [54]partiendo de la invarianza de isospin
de las interacciones fuertes, que esta asociada a la ley de conservacion (aproximada) del isospin.
En su trabajo, generalizaron el concepto de invarianza gauge de Weyl desde el grupo U (1) de la
electrodinamica al grupo no abeliano SU (2) .

Las teorias gauge rapidamente fueron generalizadas para incluir grupos no abelianos arbitrarios,
y su cuantizacién continué siendo objeto de estudio matematico por parte de Faddeev, Popovy
Feynman entre otros. Estos avances se consideraron como un paso inicial o un ejercicio de
calentamiento para abordar la cuantizacidon de la relatividad general. En este trabajo no se
tratardn los problemas que aparecen al intentar cuantizar una teoria gauge mediante la integral
de caminos, ni el método de Faddeev-Popov. Trataremos con una teoria Yang-Mills clasica.

3.1.1. Campo de gluones

La Cromodindmica Cuantica es una teoria gauge Yang-Mills del grupo SU (3) que describe la
interaccion entre quarks y gluones. La densidad lagrangiana de QCD esta dada por:

_ 1
Locp = Z P O[iy#Dy — me] /() — 5 GG (3.5)
7

El Lagrangiano de la Cromodindmica Cuantica (QCD) fue propuesto por Fritzsch, Gell-Mann, y
Leutwyler, asi como por Gross, Wilczek, Weinberg y otros, en el afio 1973. La forma del
Lagrangiano de la QCD se fundamenta en dos suposiciones que han sido confirmadas por
observaciones experimentales:

1. Todos los hadrones, tales como protones y neutrones, estan compuestos por quarks.
Los quarks son particulas fundamentales que poseen carga de color y se unen a través
de la interaccidn fuerte descrita por la QCD.
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2. Los quarks no pueden ser observados como particulas libres en la naturaleza. Esto se
debe a un fendmeno conocido como confinamiento del color, que implica que los quarks
siempre estan confinados dentro de los hadrones y no pueden existir de forma aislada.

La primera observacion nos lleva a un nuevo nimero cuantico para los quarks: el color. De
hecho, sin este nimero cudntico no podemos construir las funciones de onda para algunos
bariones.

La primera observacion nos lleva a la introduccién de un nuevo nimero cuantico para los quarks,
conocido como el color. Sin este niumero cuantico, no seriamos capaces de construir las
funciones de onda adecuadas para ciertos bariones.

Un ejemplo es el hiperidn 17, que consiste en tres quarks s (strange) y tiene un espin de 3/2.
Esto significa que las partes de espin y sabor de su funcién de onda son simétricas con respecto
al intercambio de los quarks s idénticos. Segun el principio de exclusidon de Pauli, la funcién de
onda completa de los tres quarks idénticos debe ser antisimétrica.

Si consideraramos Unicamente el espin y el sabor como ndmeros cudnticos, se esperaria que la
parte espacial de la funcién de onda de los tres quarks s fuera antisimétrica. Sin embargo, esto
entraria en contradiccion con el hecho de que el Q™ es una particula estable y por consiguiente
la funcién de onda espacial debe ser simétrica. Para resolver esta aparente contradiccidn, es
necesario introducir un nuevo nimero cudntico que tenga al menos tres valores distintos para
distinguir los tres quarks extrafios que forman el hiperién 1~. Este nimero cuantico es el color
del quark. La funcién de onda de color debe ser antisimétrica para satisfacer la antisimetria de
la funcién de onda.

La segunda observacion experimental necesaria para la construccion del lagrangiano de la QCD
es que los quarks nunca se observan como particulas libres. Esto implica que las fuerzas entre
los quarks deben volverse mas intensas a distancias mayores para evitar que los quarks puedan
salir de un hadrén. Como veremos mads adelante, esto se logra si las interacciones entre quarks
son mediadas por gluones, que es un bosén no-abeliano de spin 1! y sin masa.

Sobre el desarrollo histdrico de la QCD y los experimentos que se llevaron a cabo se deja como
referencia el libro Quark & Leptons: An introductory course in modern particle physics de Halzen
[31]. Especificamente los capitulos 8, 9 y 10.

Existe una relacion muy interesante entre la geometria diferencial y las teorias gauges. Dado
gue este tema se encuentra fuera del alcance de este trabajo, también dejo como referencia el
libro "Quantum Field Theory" de Lewis Ryder.!? para obtener mas informacidn al respecto.

En la teoria de Yang-Mills, se considera el grupo gauge SU(N). El objetivo es construir el
lagrangiano mds sencillo para el campo con dicho grupo de simetria, evitando incluir derivadas
de orden superior al segundo en las ecuaciones.

Primero, en el procedimiento para construir una teoria gauge, se comienza por elegir una
representacién bajo la que transformen los campos de materia, e.g. fermiones.

Una vez se ha elegido la representacion adecuada, se procede a elevar la simetria global a una
simetria local. Esto se logra introduciendo una derivada covariante, la cual introduce un nuevo

11 Comparando las predicciones de la QCD con un modelo donde la interaccién entre quarks estd mediada
por un bosoén escalar, se puede verificar experimentalmente que el spin del gluon es 1. Esto puede
observarse en procesos e~ + et — q + g + g. Véase figura 15.7 [30] y el problema 17.2 [38].

12[33] Ryder, L. H. Quantum field theory. Capitulo 3.6: The geometry of gauge fields.
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campo que suele denominarse como compensador o simplemente campo gauge. Este campo se
transforma de la forma requerida para que se preserva la invariancia gauge.

Después de introducir la derivada covariante, se evalla su conmutador aplicado a los campos.
Esto nos proporciona el field strength tensor. Una vez obtenido este tensor, se utiliza para
construir un escalar que sera el lagrangiano del campo gauge.

El lagrangiano que obtenemos sera el Unico que presente invariancia gauge, invariancia de
Lorentz, y que sea unitario (con un Hamiltoniano autoadjunto) para el grupo gauge SU(N).

Primero, recordamos que los generadores del grupo SU(N) satisfacen el algebra de Lie:

Aa
"2

Donde A% son las matrices de Gell-Mann en el caso de SU (3) y fCab las constantes de estructura

del grupo.
0 10 0 —i 0 1 0 0
A4=11 0 0 Ay =1|1i 0 Az = (0 -1 0
0 0 O 0 0 O 0 0 O
0 0 1 0 0 —i 0 0O
As=[0 0 0 As=|0 0 e=(0 0 1 (3.7)
1 0 0 i 0 0 01 0

00 0 10 0
=0 0 —i dg = 01 0
0 i 0 00 -2

Las constantes de estructura son totalmente antisimétricas:

fijk = —fjik = fixi = —frji = —fiej = frij (3.8)

Y toman los siguientes valores:

- rab..c

[t%,1P] =i f%<¢, ¢ (3.6)

(e}

(e}

&l =

fizz =1

1
f147 = f16s = f2a6 = f257 = f3a5 = f376 = 5 (3.9)

V3
fasg = fer8 = 7

Bajo la accién del grupo SU (3), consideramos que los campos se transforman bajo la
representacién fundamental:

Y - QY
, (3.10)
¥y = ;07
Donde:
Q] = [exp(—i0%)]]
(3.112)

@E(x) = (ll_)rr ll_Jgr ll_)b)
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Tenemos un multiplete, el lagrangiano correspondiente se puede expresar como:
L = ;18 a, —msY ], (3.12)

Este lagrangiano es similar al lagrangiano de Dirac original, pero con la adicién de una simetria
SU(N) global, donde el campo 1 se transforma como hemos visto anteriormente. En este caso,
hemos considerado un Unico valor para el sabor (u, d, s, ¢, b, t) por simplicidad. Es importante
destacar que en realidad existen multiples sabores de quarks que se pueden incorporar en el
formalismo.

Nuestro siguiente paso es elevar esta simetria global a una simetria local. Para lograr esto,
introducimos la derivada covariante y los campos gauge.

Dy, = (690, — igr)AL)y, (3.13)

Se ha utilizado 7, en esta expresidn debido a que estamos trabajando en la representacidn
fundamental. En caso de trabajar en una representacion r distinta, remplazariamos ese término
por T,. Es importante destacar que también existe otra representacion relevante conocida como
la representacion adjunta, la cual exploraremos mas adelante.

Ahora imponemos que la derivada covariante transforme de la misma manera que el propio
campo, es decir:

Dy~ (Duip) = 0,9 — igAyyp’ = Q)Dyp (3.14)
Donde se ha definido (‘L'(ileﬁ) = A, (x), desarrollando la expresién anterior:
9,000 — igA,Q(x)yY = Q(x)D, (3.15)

Aplicando la derivada al primer término, obtenemos:

(,200) ¥ + Q) (9,) — 194,06 = Q) (9 — igAp)  (3.16)

Esto no es equivalente al caso abeliano, ya que en el dltimo término de I.h.s., Q(x) se multiplica
a la derecha de A, (x), mientras que en la r.h.s., se multiplica a la izquierda. Esta diferencia es
significativa ya que dentro de 4, (x) tenemos un 7, que no conmuta con Q(x).

Para que esta igualdad se cumpla, es necesario lo siguiente:

0, 00x) — igA,Q(x) = Q) (—-igAup) (3.17)

Resolviendo para A;,, obtenemos la siguiente expresion:
4, =000 |4, + éau] 0 (x) (3.18)
O escrito de otra forma:
(s4/45) = 4, =~ 4,09 = = [2,000]07 () + AL, G.19)

Siempre podremos elegir los generadores de SU(N) de tal manera que se cumpla la siguiente
identidad:

1
Tr[t%t] = 56,? (3.20)
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Por ultimo, si consideramos transformaciones gauge infinitesimales, encontramos que los
campos gauge se transforman de la siguiente manera®>:

A (x) > AY (x) = A4 (x) — 9w (x) — gfijrew; ()AL (x) (3.21)
Para demostrarlo desarrollamos Q(x) en serie, quedandonos a primer orden en 8% (x):
Qx) = (1 —i0%(x)1y) (3.22)
Los campos se transforman como:
Y- (1—-i0%x)T )P (3.23)
[
Aft, = exp(—i@b(x)Tb) [Aﬁra + 56#] exp(if€(x)t.)
~ A% 6P A% ! a,0°¢
= AyTq — l[ () Tp, ula ] - E u ()7,
1
= AT, + Hb(x)fbcarcAﬁ — E 9,0°(x)T,
1
= Alt, — 6P (x)fPTCAL — Eaﬂecoc)rc (3.24)

En algunos libros toman la derivada y la transformacién de los campos gauge como punto de
partida para después comprobar que la derivada covariante transforma de la misma manera
que el campo:

D~ (D) = 0,9 — igAyp’ =

= 0,(Q()Y) +ig é [0,20]Q7 ()Y — igQX)A, (DA ()Y =

= Q)oY — igQ(x)A, ()Y = QUx)D, P (3.25)
Por tanto, el lagrangiano de Dirac invariante gauge nos queda:
L =[iD] —msYy; (3.26)

El siguiente paso es calcular el conmutador de las derivadas covariantes para obtener el field
strength tensor:

ij i ~KJj i kj , L j
[Dy, Dy ") = DDy ; — Diy D, = —igG, (3.27)
Gy =74 Gy (3.28)
G;(tlv = aquc/l - avAZ + gfbacAﬁAf/ (3.29)

Vemos que la gran diferencia en comparacién con el caso QED es que las constantes de
estructura no son nulas, debido a que estamos trabajando con un grupo no abeliano.

El field strength tensor transforma en la representacién adjunta:

G, - QL ()G (%) (3.30)

13 Quantum Field Theory, Mandl and Shaw [30]: 11.4 Appendix: Two Gauge Transformation Results, 11.4.1
The transformation law (11.26b). En el libro se toma el signo opuesto en la exponencial Q(x), también
aparece un factor g multiplicando. Por ultimo, w; seria nuestra 68¢.
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Podemos ver que, bajo esta transformacién, el conmutador de las derivadas covariantes
transforma como los campos, algo que era de esperar por construccion.

El dltimo paso consiste en construir un escalar con el field strength tensor para obtener el

lagrangiano del campo gauge:

1
LYang—Mills = _ETT[G;WG’W] (3.312)

Podemos ver que el lagrangiano es invariante utilizando la propiedad ciclica de las trazas:
Tr[Gu G*Y] - Tr[Q(x) G, Q7 ()X GHY QA (x)] = Tr[G,, G*] (3.32)

Es importante recordar que tomamos la traza porque G, G*¥ es una matriz 3x3, a diferencia del
caso del electromagnetismo. Por tanto, para conseguir un escalar, debemos tomar la traza. El
lagrangiano que hemos obtenido es el Unico que es invariante gauge, Lorentz y unitario para el
caso SU (3).

Podemos observar que el lagrangiano de Yang-Mills (sin quarks) muestra interacciones debido
al término que acompafia a la constante de estructura en la formula de G, a diferencia del
caso abeliano donde el lagrangiano Yang-Mills seria libre. En este caso, los gluones interaccionan
entre si incluso sin tener quarks.

Desarrollamos el lagrangiano en funcién de los campos gauge [3.31]:
1 uv 1 a ~Huv
'[:Yang—Mills = _ETT[GMVG 1= _ZGqua
Utilizamos la expresién [3.29]:
;‘tlv = auAg - avAﬁ + gfbacAﬁAf,

Por tanto, el lagrangiano de gluones nos queda como: (a partir de ahora escribo L)

1
Lg= —ZFim,(x)Fi’W(x) + gfijkAiu(x)Ajv(x)auA%(x)

1 (3.33)
- Zgzﬁjkﬁ-zmA,’-‘ () Al () Ay (x) Ay (X)

Donde se ha definido:
F(x) = 0V Al (x) — 0HAY (x) (3.34)

El segundo y tercer término representan interacciones de los campos de gluones consigo
mismos. En teoria de perturbaciones a primer orden, estos términos generan los siguientes
diagramas: uno de tres vértices y otro de cuatro vértices respectivamente [Figura 3].

Esto contrasta con el caso QED, ya que en ese caso los fotones no tienen carga eléctrica y no hay
interacciones fundamentales entre fotones. Sin embargo, los gluones poseen carga de color, lo
gue da lugar a interacciones entre ellos.
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Figura 3: Vértices gluon-gluon generados por el segundo y tercer término del lagrangiano.

3.1.2. Los venusianos de Feynman

Llegados este punto, resulta conveniente mostrar otra analogia entre las teorias de Yang-Mills y
la relatividad general.

Tal y como hemos visto, el hecho de que el grupo gauge sea no abeliano hace que sea imposible
introducir un término cinemdtico para el campo A’fx sin incluir interacciones. Este es otro
aspecto en el la relatividad general y las teorias gauge no abelianas coinciden: ambas son no
lineales.

En relatividad general, el campo gravitatorio esta descrito por la accién de Einstein-Hilbert, la
cual también contiene términos de interaccidn. La razén de esto es que el campo gravitacional
interactua con cualquier campo que tenga un tensor energia momento. En el caso de las teorias
gauge, el campo gauge interactua con cualquier campo que no transforme en la representacion
trivial del grupo.

En [2], Feynman narra la historia de ficcién de unos cientificos venusianos que intentan construir
una teoria de la gravedad.

En Venus, los cientificos ya tenian un conocimiento completo sobre las interacciones que se
presentan en fisica en términos de campos. Sin embargo, se encontraron con una sorpresa
cuando un nuevo experimento revelé que dos cuerpos masivos neutros se atraen entre si, y lo
hacen con una fuerza considerablemente mas débil en comparacién con las otras interacciones
que ya conocian. Por ejemplo, la atraccién eléctrica entre dos electrones es 10*? veces mas
fuerte que su atraccién gravitatoria

Al no tener la posibilidad de contactar con Einstein y desconocer la formulacién geométrica de
la gravedad, los cientificos venusianos deciden abordar este problema desde el punto de vista
que si conocen: tratar la gravedad como una teoria de campos relativista (SRFT). Después de
numerosos intentos, llegan a la conclusion de que el campo gravitatorio debe tener spin 2 y no
tener masa'®.

L = LFP + Lm + K'h‘uvTMv

1412] Lecture 4.1: The connection between the tensor rank and the sign of a field.
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Volviendo al mundo real, en el libro, Feynman parte del lagrangiano de Fierz-Pauli y construye
una teoria auto consistente. Para lograrlo, toma en consideracién el tensor energia momento
gravitacional y*V, de manera que se cumpla la siguiente ley de conservacion:

(T + x*), = 0

Repitiendo un calculo iterativo®, se llega a una formulacién de la gravedad que es correcta a
todos los érdenes que coincide con la teoria de la relatividad general de Einstein.

Fuera del marco SRFT, el tratamiento del tensor energia momento del campo gravitacional
planted varios desafios en los comienzos de la relatividad general. De hecho, una de las criticas
planteadas por Hilbert sobre el trabajo de Emmy Noether fue el hecho de que aparentemente
sus teoremas de conservacidon no funcionaban correctamente al tratar el campo gravitatorio
[23].

Sin embargo, es posible construir pseudotensores energia momento, como el pseudotensor de
Landau-Lifshitz!®, que se define en términos de Fp;m. Estas cantidades se denominan pseudo-
tensores porque solo se comportan como tensores bajo transformaciones lineales, donde el
segundo término de la transformacion [1.3] es nulo, y no bajo transformaciones generales de
coordenadas (GCTs).

En relacién al tensor energia momento gravitacional en relatividad general voy a parafrasear la
siguiente reflexidon que se encuentra en el libro de Misner, Thorne y Wheeler [3]:

)

Anybody who looks for a magic formula for “local gravitational energy-momentum’
is looking for the right answer to the wrong question. Unhappily, enormous time
and effort were devoted in the past trying to “answer this question” before
investigators realized the futility of the enterprise. Toward the end, above all
mathematical arguments, one came to appreciate the quiet but rock-like strength
of Einstein’s equivalence principle. One can always find in any given locality a frame
of reference in which all local “gravitational fields” (all Christoffel symbols; all T'%,,)
disappear. No I”s means no “gravitational field” and no local gravitational field
means no “local gravitational energy-momentum”.

Referencia: [3] Misner, C. W., Thorne, K. S., & Wheeler, J. A. (1973). Gravitation. Macmillan.
Capitulo 20.4: Why the energy of the gravitational field cannot be localized. Pagina: 467.

3.1.3. Lagrangiano QCD

El lagrangiano QCD sera la suma del lagrangiano de Dirac invariante y el lagrangiano del campo
gauge:

_ ‘. . 1
LQCD = l/Jl[l)/”D:l] — m(?”]lpj — ZG[?VGZ;V (335)

Otra propiedad fundamental de la Cromodindmica Cudntica es la independencia del sabor. Esto
implica que la fuerza y la forma de la interaccion entre quarks y gluones no depende del sabor
especifico del quark involucrado. Esta propiedad conlleva una consecuencia interesante sobre
los quarks uy d. En el caso limite en el que las masas de estos quarks fueran iguales, los protones
(p - uud) y los neutrones (p - udd) serian indistinguibles bajo la interaccién fuerte, ya que solo se
distinguirian por su interaccion electromagnética debido a sus cargas diferentes. Esta simetria

15[2] 6.2. Formulation of a theory correct to all orders.
16 [7] 101. El pseudotensor energia-impulso
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se conoce como simetria de isospin y proporciona una buena aproximacion en la descripcidn de
las interacciones nucleares a bajas energias.

Finalmente, la Ultima propiedad que se examinara es la conservacion de los seis numeros del
guark. Estos numeros se definen como la diferencia entre el nimero de quarks y el nimero de
antiquarks de un determinado sabor f: Nf = N(f)- N(f)para f =u,d,s, etc.
Experimentalmente se ha demostrado que este nimero se conserva.

Para completar nuestro analisis, podemos calcular las ecuaciones de campo clasicas que surgen
a partir de la accién del campo de gluones:

2
1
_ f dtx [—Eaaw(aﬂmg — 9,8A% + g(SALAS + ALSAS) fabC)]

1
6SYM[A] =fd4x (__Ga[lVé‘Gl(le)

= f d*x (0,6 + gf PCALG V)5 AS (3.36)

Las ecuaciones del campo clasico son:
9,G™ + gf“bCAZGC’“’ =0 (3.37)

Teniendo en cuenta que G**¥ transforma en la adjunta, la expresidn anterior se puede escribir
de la siguiente manera:

DG =0 (3.38)

Donde hemos utilizado que, si un campo transforma en la representacién adjunta, la derivada
covariante es la siguiente:

Dy = 0, — i[A,, ¢] (3.39)
Con ¢ = ¢°T, , en este caso estamos trabajando con los campos sin contraer.

En presencia del campo de materia (quarks) tenemos:

_ 1 _
SAY, Y] = f d*x (—ETr(Gz) +y(iy*D, — m)w) (3.40)
Obteniendo las siguientes ecuaciones de campo:
DuGa;w — —glﬁ)/v‘[al,b (3.41)
(iy#D, —m)yp =0 (3.42)

Se puede demostrar que el término r.h.s. es la corriente de Noether asociada a la simetria global
SU (3), que denotaremos como Sl.”. Tenemos una corriente conservada para cada valor de a, las
cargas conservadas asociadas son [30]:

0= [@xsP@ = [ @x vt (3.43)

Las cargas conservadas de un grupo de simetria son los generadores del grupo. En el caso de la
simetria traslacional, la magnitud conservada es el momento. En este caso ocurre algo similar a
la simetria rotacional SO (3), donde los momentos angulares no conmutan. En nuestro caso, las
cargas de color tampoco conmutan entre si. Ademds, tenemos dos operadores Casimir (73 y 78),
el rango de SU (3) es dos.

Por ejemplo, para 03:
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Q; = f d®x N[p! Oy () — Y J Py ()] (3.44)
En funcidn del operador nimero:
~ 1 _ 1 _
Qs =5 [Ny = Ny ] = 5 [Ng — N (3.45)

Hemos visto que los gluones transforman bajo la representacién adjunta, la cual tiene dimensién
8. No necesitamos introducir mas colores de los que ya tenemos (red, green, blue). Existe una
propiedad que nos permite construir la base de la representacién adjunta utilizando esos tres
colores.

FRF=4A®1 (3.46)
Donde F es la representacién anti-fundamental (conjugada), la base de dimensién 9 de L.h.s. es:
IP)I7), 1)1 g), 17)1b)
|97, 19)1g), |9)|D) (3.47)
|b)I7), 1b)1G), |b)|b)

La representacidn trivial (singlete) es:

(IM)7) + 19)1g) + 1b)IB))/V3 (3.48)

No existen gluones en el estado singlete, aunque el confinamiento no lo prohibe. Si existieran,
dado que el gluon no tiene masa, la interaccidn fuerte tendria una componente de rango infinito.
Experimentalmente se ha comprobado que no puede haber gluones en el estado singlete. Esto
implica que el grupo de simetria de la QCD es SU (3) y no U (3).

Podemos observar que en la accién de la QCD no aparece un término de masa del campo, de
hecho, no podemos tenerlo si deseamos mantener la invariancia gauge. Tenemos N? — 1
campos gauge sin masa, en el caso SU (3) tenemos ocho gluones.

3.2. Formulacion de Utiyama

En la seccién anterior, hemos visto como derivar el lagrangiano de Yang-Mills. En particular
hemos trabajado con el grupo no abeliano SU (3). En esta seccidn, seguiremos un procedimiento
similar para encontrar el lagrangiano asociado al campo gravitatorio.

En [56], Utiyama presenta una generalizacion de los resultados de Yang-Mills [55] y Weyl [54],
trabajando con el grupo de Lorentz SO (3,1). Es importante tener en cuenta que esta formulaciéon
de la gravedad no es completamente satisfactoria debido a que la corriente conservada asociada
al grupo de Lorentz es la densidad de corriente de momento angular, tal y como vimos en [2.1.2].
Sin embargo, puesto que la gravedad se acopla al tensor energia momento [2.12], debemos
introducir las traslaciones de alguna forma. Es tentador construir una teoria gauge de la
gravedad considerando el grupo de Poincaré debido a la relacion con las GCTs, pero no se tratara
en este trabajo.

En esta seccidén, veremos como podemos utilizar el formalismo de tétradas para encontrar la
accion de Einstein-Hilbert. También comentaremos las diferencias mas importantes entre la
formulacion de una teoria Yang-Mills y la formulacion de Utiyama.
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3.2.1. Formalismo de tétradas

La materia, tal como la conocemos, esta formada por fermiones. Estos fermiones estan descritos
por campos que transforman bajo representaciones spinoriales del grupo de Lorentz. Sin
embargo, no hay una representacion spinorial del grupo de GCTs. Para tratar los campos
spinoriales es necesario introducir el denominado formalismo del vierbein. Este formalismo
proporciona, en cada punto, un mapa desde el espacio-tiempo curvo al espacio tangente, donde
se pueden definir representaciones arbitrarias del grupo de Lorentz. El formalismo de tétradas
desempena un papel crucial en la formulacién de Utiyama.

Consideramos una base arbitraria en el espacio tangente, esta base estd definida por un
conjunto de cuatro vectores contravariantes etiquetados por indices del espacio tangente
(letras latinas). {e, = ef;a#} y se conocen como por base Vielbein o tétradas. Podemos expresar
cualquier vector en esta nueva base: § = {%eg, y sus componentes en la base coordenada {d,,}
se obtienen mediante la siguiente expresion:

&= Eaeg (3.49)
De igual manera, se define la base dual:
elel = 6f (3.50)

Asimismo, las componentes de la métrica en funcidn de las tétradas se expresan de la siguiente
manera:

Jab = €helguy (3.51)
En el caso de tener una base de vierbein ortonormal, g, = Nap-

Para subir y bajar indices en la base coordenada se utiliza g,,,,,, como habitualmente. En el caso
de la base de vierbein, se utiliza g,

Las tétradas son mapas definidos en cada punto que nos permiten relacionar la variedad del
espacio-tiempo con espacio tangente y viceversa. Por ejemplo, las componentes de un vector
se pueden escribir de la siguiente forma:

e, VH=V1 (3.52)
el Vb =y# (3.53)
Dado un conjunto de tétradas {eua} podemos realizar transformaciones de Lorentz locales:
e,* = A%, (x)e”b (3.54)
La Unica restricciéon que tenemos sobre las tétradas es que deben cumplir la relacién:
Nab = €q €5 Gyv (3.55)

Pero sabemos que las transformaciones de Lorentz preservan la métrica de Minkowski. Por
tanto, tenemos la libertad de realizar transformaciones Lorentz locales (LLTs) sobre los vierbeins.

Igual que definimos una derivada covariante en términos de la conexion métrica, podemos
definir una derivada covariante utilizando la conexién de spin’ de la siguiente forma:

DuXab = auXab + (‘-’uacXCb - (‘-’ucbXac (3.56)

7 El nombre proviene de que esta conexidn se utiliza para tomar derivadas covariantes de spinores.
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También podemos considerar derivadas covariantes de tensores que tengan indices ambos
tipos. La regla general establece que por cada indice curvo se tiene una conexidon métrica, y por
cada indice plano una conexién de spin. Sin embargo, un tensor no debe depender de la base
elegida. Esta condicidn nos lleva al primer postulado®® de vielbein:

Vﬂef/l = ayef/l + (U,?bee - Ffve,{l =0 (3.57)
A partir de esta ecuacién, podemos ver que la conexidon métrica viene dada por:
I} =eDye,” (3.58)

De la condicidn de metricidad se puede deducir que la conexiéon de spin tiene que ser
antisimétrica en sus dos indices planos:

0=Vgg,v = Vp(napeiel) = efelVgna, =
= eﬂef (%nab - wﬁcancb - wﬁdbnda) = —Wgpa — WRab
Llegando a la expresion buscada:
Wepa = —WpRab (3.59)

Por ultimo, vamos a expresar la conexidn de spin en funcion de las tétradas. Como veremos mas
adelante, esto marcara una de las diferencias mas importantes entre una teoria Yang-Mills y la
formulacion de Utiyama.

Imponiendo que la torsidn de la conexidon métrica sea nula en la expresién [3.57], obtenemos:
b _
Opuey) + Wpu'pey) = 0 (3.60)
Resolviendo para la conexién de spin, se obtiene [52]:
'y = zeﬂ[aameﬂ]b] + e;eﬂae’;ame;] (3.61)

De esta expresion, lo que nos interesa es observar que la conexion de spin puede expresarse en
términos de las tétradas y sus primeras derivadas.

3.2.2. Relatividad general

Aungue no exista una representacion spinorial del grupo de GCTs, se pueden definen los campos
spinoriales en el espacio tangente. Como el grupo SO (3,1) si que tiene representacion spinorial,
lo que se hace es definir un campo en cada punto de la variedad que sea un escalar bajo GCTs y
un spinor bajo el grupo de Lorenz en el espacio tangente.

El primer paso para incorporar spinores Lorentz en relatividad general es construir un
lagrangiano de Dirac con simetria gauge del grupo de Lorentz.

L = P)[ichy* v, — me? ]y (x) (3.62)

Con:

i
V= (a# - ngbaab) " (3.63)

18 En realidad, no se trata de un postulado, se demuestra explicitamente en [9] ecuacién 3.133. Ademas,
se cumple siempre, sin imponer condiciones como la compatibilidad de la métrica o torsién nula.
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Donde w,‘}b es la conexidn de spin o de Lorentz, como hemos visto en el apartado anterior, y o,
los generadores del grupo de Lorentz en la representacidon que transformen los campos.

Utilizando el lema de Schur se puede demostrar que la representacién spinorial del grupo de
Lorentz no es irreducible. Los generadores estan dados por la expresién:

a _ L [ya ] (3.64)

79773

Donde y% son las matrices de Dirac. Ademds, estas matrices satisfacen la relacién
anticonmutativa:

{ya’yb} = Znab (3.65)

Por otro lado, se define la matriz y°> como:

y5 - iy0y1y2y3 (3.66)

Esta matriz tiene las siguientes propiedades [38]:

GH =y°
5?2 =1 (3.67)

r’v*}=0

La matriz y° conmuta con los generadores del grupo:
[y® 0% =0 (3.68)

De acuerdo con el lema de Schur, si la representacion fuera irreducible, la matriz y5 deberia ser
proporcional a la identidad, lo cual no es cierto. Por lo tanto, llegamos a la conclusién de que la
representacion spinorial (o de Dirac) del grupo de Lorentz es reducible.

Tal y como mencionamos en la introduccién, los indices con letras latinas se reservan para el
espacio tangente y las letras griegas se reservan para los indices del espacio-tiempo curvo.

Ademads, es necesario multiplicar la densidad lagrangiana por un factor ,/—g para que la accion
sea invariante bajo GCTs.

Para ello utilizamos el formalismo de tétradas que hemos visto en el apartado anterior [3.55]:
b _
nabeﬁev - gyv

Ademas, las matrices gamma con indices curvos satisfacen la siguiente relacién de
anticonmutacién:

(" ¥V} = 2g" (3.69)

En funcién de las tétradas, las matrices gamma con indices curvos se relacionan con las del
espacio tangente de la siguiente manera:

eé‘ya = y# (370)
En el caso de QCD, vimos como construir el lagrangiano del campo gauge a través del

conmutador de la derivada covariante. Siguiendo el mismo procedimiento, en este caso el
conmutador queda de la siguiente forma:

[vav]lp = Vuvvlp - Vvvulp (3.71)
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{ i
[V v]lp ) avll) ((1) oab) - Flv (6,1!,0 - Zw/labo-ablp) - Zwuabaabavlp
i
+— 2 wﬂabaab 4 oo — 0 aul/J +— 6 L (0,2 aablp)
i
+ Fvlu (611/) - Z O-abl/)> +- 4 Wy Gab LY — acd 2 vadO'cdl/)

Ahora, utilizando las identidades [3.65, 3.64], el conmutador se puede expresar como:
i
[Vw Vv]lp = - Z (auw -0 (‘)u b)o-ablp -7 ((‘) wvc wvacwubc)o-ablp

[V, Vo] = ——RabO'abl/J (3.72)

RiL = 0,0 — 0,0 + wwf — 0wk (3.73)

A partir de este tensor Rfﬁ,’, podemos construir un escalar para obtener la accion del campo.

Para ello, contraemos los indices del tensor .72,‘}5. Ademas, multiplicamos por el determinante
de la tétrada para que se transforme como una densidad escalar. Se observa que el tensorﬂﬁe
contiene derivadas primeras de la conexién de spin, y a su vez, esta conexion contiene derivadas
primeras de las tétradas.

Si deseamos obtener ecuaciones de movimiento que no contengan derivadas de orden mayor
gue el segundo, la accién tiene que tener la forma:

S =fd4xe32,‘f€e,’;eg (3.74)

Cone = det(e%) =/ —g.

Para demostrar que efectivamente se trata de la accidon de Einstein-Hilbert tenemos que
relacionar el tensor Rwacon el tensor de curvatura pr

Podemos resumir las diferentes derivadas covariantes en la siguiente lista, siguiendo las reglas
gue se mencionaron en [3.2.1].

v = auAv - F[}VAA

— b
VuAa = ayAa + wyq Ap (3.75)

i
Vb = (6” - Zu)ﬂabaab) Y

Para relacionar el tensor Rﬁf,’ con el tensor de curvatura, evaluamos el conmutador de la
derivada covariante actuando sobre un vector del espacio tangente:

V. Vy]|By =V, VB, — V,V,B,
= 9,(0,B, + 0, By) — T;, (03B, + w3’ By) + 0,E(0,Bc + 0,0 By)
—9,(8,B, + u),wf’Bb) + I, (0B, + w; By) — wvg(a B. + w,Bp)
- u(wva )Bb + wva (Bb) av(wuab)Bb wua (Bb) + wucia (Bc)
+ wya Wy Bb Wyq auBc Wyq wué’ Bb

Llegando a la expresion final:

[Vw VV]B (6 w,l -9 w#a + wuawwf’ wvgwucb)Bb (3.76)
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Donde podemos identificar el tensor Rﬁva [3.73], como ultimo paso lo que tenemos que hacer
es partir del tensor de curvatura y pasar el indice curvo a uno del espacio tangente:

RivoBr = [V V1B, = [V Vo Jeg Ba = €[V, Vo |Ba = € RinaBy - (3.77)

Obteniendo la siguiente expresién:

R;%vaA = egjeﬁvael/}B/l (3.78)
La relacidn entre el tensor de curvatura R[}vp y Rﬁva es:
y - b A
Rivp = egRuvaeb (3.79)

Lo cual no nos sorprende, ya que el tensor fRﬁva lo hemos obtenido evaluando el conmutador
de las derivadas covariantes actuando sobre un vector del espacio tangente.

Introduciendo esta relacion en la expresion para la accién que habiamos obtenido en [3.74],
obtenemos:

S =jd4x63€ﬁf,’ege2,’ =fd4x,/—g Rﬁﬁefe};ege},’ (3.80)

Utilizando [3.55], podemos despejar la métrica. Llegamos a la siguiente expresion:

A
S = fd4x1/—g Ry 9y (3.81)

Podemos observar que esto coincide con la definicion del escalar de curvatura:
— HpA _ M Ap
R =ghR} = gigpR}y (3.82)

Por lo tanto, hemos obtenido el lagrangiano de Einstein-Hilbert siguiendo un procedimiento
similar al de una teoria Yang-Mills, en el caso de QCD con el grupo SU (3) y en el de la gravedad
con el grupo de Lorentz. La densidad lagrangiana total viene dada por:

L=-g [EE(X) [ichy#V, — mc?|p(x) + %R] (3.83)

No hay que olvidar las diferencias que se mencionaron al inicio entre las teorias Yang-Mills y la
formulacién de Utiyama. Resumiéndolas brevemente:

- Lasimetria del grupo de Lorentz es una simetria externa. Al introducir las tétradas, esta
simetria externa se convierte en una simetria interna similar a las de una teoria Yang-
Mills.

- Laderivada covariante en relatividad genera no transforma como los campos, sino como
un tensor de orden superior.

— La accidn de Einstein-Hilbert es lineal en la curvatura en lugar de cuadratica, aunque es
posible afiadir términos cuadraticos a Sgy siempre y cuando se respeten ciertas
condiciones.

- En el caso de la gravedad, partimos de las tétradas, que son campos con simetria local
del grupo de Lorentz. En la teoria de Yang-Mills, partimos del campo de materia e
introducimos los campos compensadores para que el lagrangiano sea invariante.

La diferencia mas importante entre la formulacion de Utiyama y la teoria de Yang-Mills es la
siguiente:

En la formulacion de Utiyama, no introducimos nuevos campos compensadores. En cambio, el
primer postulado de vierbein establece una relacidon directa entre la conexidn de spin y las
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tétradas. Esta relacién implica que la conexidn de spin se puede expresar en términos de las
tétradas sin la necesidad de introducir campos adicionales.

4. Conclusiones y lineas futuras

En esta seccion se presentardan de manera concisa las conclusiones obtenidas a lo largo del
trabajo, resumiendo los resultados de cada seccidon. Ademas, se mencionaran posibles lineas
futuras de investigacion.

En la Parte 1, se ha realizado la derivacién de las ecuaciones de Einstein utilizando el principio
variacional. Ademads, se han obtenido de forma explicita las expresiones del tensor energia-
momento para diferentes campos, considerando las tres versiones correspondientes. En la
ultima parte del trabajo, se abordé el término de frontera propuesto por Gibbons-Hawking-York.
Se derivd explicitamente su variacidn y se comprobé que, al imponer condiciones de contorno
de Dirichlet, esta variaciéon se compensa con la del término de frontera de la accién de Einstein-
Hilbert.

En la Parte 2, se ha derivado el lagrangiano clasico de Yang-Mills y se ha aplicado
especificamente al caso de la Cromodinamica Cuantica (QCD), destacando las similitudes que
presenta con la relatividad general. Ademas, se ha abordado una formulacion de la gravedad a
la Feynman y se ha discutido el problema del tensor energia-momento gravitacional. Por ultimo,
se ha presentado la formulacién de Utiyama de la relatividad general y se han analizado las
principales diferencias que existen con una teoria Yang-Mills.

Las futuras lineas de investigacion propuestas son las siguientes:

Generalizar la demostracion de la equivalencia entre el tensor energia-momento candnico y el
tensor de Rosenfeld trabajando en el formalismo de tétradas, con el objetivo de incluir campos
de materia fermidnicos.

Profundizar en la importancia de la accién en el formalismo de la integral de caminos y explorar
las consecuencias de los términos de frontera, centrandose en particular en el término de
Gibbons-Hawking-York.

Tratar las teorias de gravedad modificada f(R) [62, 63]desde un enfoque variacional y discutir
las predicciones de estas teorias en relacién con fendmenos como la expansién acelerada del
universo y el colapso gravitacional. Esta linea de investigacidn permitiria explorar diferentes
enfoques tedricos para comprender la gravedad y sus implicaciones observacionales, asi como
evaluar las capacidades explicativas de las teorias de gravedad modificada f(R) en comparacion
con los modelos convencionales de energia oscura y la relatividad general.

Por ultimo, se propone explorar la teoria de Einstein-Cartan [64-68], considerando tanto su
desarrollo histdérico como sus controversias asociadas. En este contexto, se busca derivar las
ecuaciones del campo gravitatorio y el campo de torsion, los cuales son conceptos
fundamentales en esta teoria.
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