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Los trabajos geodésicos de primer 6rden de Espaiia,
terminados ya en su mayor parte, han de responder 4
dos objetos: practico el uno, que es el de servir de
fundamento 4 la formacion del mapa topografico, y
cientifico el otro, por contribuir con nuevos datos 4 la
determinacion de la forma y dimensiones de nuestro
planeta.

Las observaciones hechas hasta el dia parece que los
satistacen cumplidamente, no habiéndose omitido en
ellas precaucion alguna y aprovechado la experiencia
de trabajos analogos; y si bien una obra tan vasta,
costosa y delicada presenta, como es inevitable, pe-
queiias diferencias de detalle, es ciertamente notable
la armonia del conjunto, y més si se atiende al crecido
nimero de observadores que han tomado parte en
ella. “

La verdadera red de geodesia superior, es decir, la
que ha de satisfacer al objeto cientifico, inico de que
se ocupa esta memoria, estd formada por las cadenas
que siguen lag direcciones de meridianos, de paralelos,
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v los contornos de las costas (*); esta red comprende
en conjunto cerca de trescientos vertices, en casi todos
los cuales, como se ha dicho, se han observado ya las
direcciones azimutales, ajustdndose al método emplea-
do por el ilustre general Baeyer.

Intitil es hacer notar que, estando intimamente bi-
gado cada sistema de observacion con los procedimien-
tos del célculo, ha de seguirse en éstos el camino tra-

_zado en la obra Base central de la triangulacion geodési-
ca de Espaiia; y ast se ha hecho, en efecto, hasta la
terminacion de los referentes 4 cada estacion alslada;
cdlculos que se puede decir forman la primera parte.
Todas estas direcciones més probables, en combina-
cion con las longitudes lineales, obtenidas por medi-
ciones de bases, han de dar valores unicos para todos
y cada uno de los elementos que constituyen la red;
por lo cual, considerada la cuestion bajo el punto de
vista cientifico, es indispensable hacer una compensa-
cion general y simultdnea en toda ella, de los errores
que acusan las observaciones 0 datos superabundantes.

El enorme ntmero de datos que han de concurrir 4
esta segunda parte del cdlculo le dd gran importancia
y'no deja de originar dificultades materiales para su
ejecucion; el érden y método, no sélo en su distribu-
cion, sino hasta en los més pequefios detalles, son n-
dispensables, no pudiendo considerarse como Super-
fluas cuantas precauciones se puedan tomar para evitar
que se deslice error alguno.

(*) Véase laobra Descripcion geodésica de las islas Baleares, Madrid, 1871,
apéndice num, 4,
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En atencion 4 que ya estd casi terminada la primera,
parte de los cdlculos hasta las ecuaciones que sirven de
enlace entre los de cada estacion y los que exige la
compensacion general de todo el sistema poligonal, es
posible comenzar el establecimiento de las ecuaciones
de condicion que arroja su forma geométrica. Al for-
mularlas hay que tener siempre presente que las hipo-
tesis que se admitan para ello no han de afectar nunca
4 la tercera cifra decimal de segundo, que se escri.
be en las direcciones més probables de cada estacion
aislada.

Sabido es que las ecuaciones de condicion se pueden
agrupar en dos especies: las llamadas de dngulo y las
de lado. Las primeras se formulan por medio de la
relacion que existe entre la suma de los dngulos inte-
riores de todo poligono y 180° (n—2); y las de lado
por la expresion de las condiciones 4 que han de sa-
tisfacer los 4ngulos observados para obtener siempre
el mismo valor lineal para cada lado 6 linea, por cual-
quier camino que se calcule; es decir, para que sea
posible la existencia de la figura geométrica entre los
puntos que se consideran.

ECUACIONES DE ANGULO.

En cada estacion aislada las direcciones mds pro-
bables no pueden exigir por si solas ecuacion alguna;
todas ellas estdn enlazadas entre si por las relaciones
que han servido 4 su determinacion ; y los 4ngulos, ex-
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presados por sus valores relativos. Para que exista con-
dicion de esta especie, es precisa la combinacion por lo
ménos de tres puntos, observados reciprocamente;
si los dngulos medidos estuviesen sobre un mismo
plano, tendrian que satisfacer 4 la condicion general
de los poligonos ; pero como estdn para el efecto en
los planos tangentes 4 la superficie de nivel de los
mares, aquella suma excedersd siempre 4 la expresion
180° (n—2) en el valor ¢ del llamado exceso estérico.
Este exceso, debido 4 la falta de paralelismo de las
verticales en los puntos de estacion, 6 sea a la curva-
tura de la superficie terrestre, es, por consiguiente,
funcion del 4rea del tridngulo, y en los situados sobre
una esfera de radio igual 4 la unidad, estd expresado
por esta misma 4drea. No sucede lo mismo sobre la su-
perficie terrestre, por no ser uniforme su curvatura
en todos los puntos, si bien las diferencias son tan
pequeiias que para tridngulos de Jas magnitudes de los
observados se puede casi siempre aplicar 4 < la cono-
cida férmula demostrada por Legendre, la cual tiene
ademé4s aplicacion al cdlculo de todo tridngulo geodé-
sico formado sobre una superficie poco diferente de
una esfera, aunque sus lados alcancen amplitudes de
un grado terrestre, dun aceptando como iguales para
este cdlculo de ¢ las 4reas del tridngulo geodésico y
del tridngulo plano de lados iguales.

Los 4ngulos observados no son precisamente los que
forman entre si las lineas geodésicas marcadas sobre
el esferoide, sino los que forman los planos que con-
tienen 4 la normal del punto de estaciony 4 cada uno
de los observados; pero se aproximan muchisimo 4
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serlo, y en realidad es permitido prescindir por ahora
de esta consideracion.

De cuanto queda expuesto se desprende que seé
pueden establecer las ecuaciones de condicion consi-
derando cada tridngulo situado sobre una estera de
radio conveniente, salvo calcular hasta qué limite son
admisibles estas suposiciones sin afectar 4 las cifras
que entran en el cdlculo. |

Sean, pues, tres puntos, que observados reciproca-
mente den, por medio de las direcciones mas proba-
bles en cada estacion, los 4ngulos A,, By, G,; repre-
sentando por u el exceso de su suma sobre dos angu-
los rectos, sera:

Ag+By+Cy=180"+% - (1)

Si fuera posible conocer los verdaderos angulos
A, B, C, que para el calculo han de ser los que re-
sulten de la compensacion general, su suma valdria
180°—+ ¢, seria pues:

A+B C=180°+¢c (2)

Estos d4ngulos son desconocidos, pero sus diferen-
cias con los observados han de ser pequefiisimas, y
pueden considerarse como Incrementos diferenciales;
por lo cual se escribe la ecuacion de condicion:

dA +~dB—+dC+(u—e)=0 (3)

expresando dA, dBy dC, en funcion de las correcclo-
nes de las direcciones correspondientes.
S 1a red estuviese formada por una cadena sencilla
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de tridngulos, en cada uno de ellos quedaria satisfecha
esta condicion por dA = dB=d0C=—-"=; no ha-
biendo, en general, motivo que pueda oponerse 4 esta
igual distribucion, supuesta de forma esférica la su-
perficie sobre que se opera.

Partiendo de dos puntos directamente enlazados,
se pueden formar sucesivamente estas ecuaciones de
condicion como ya se sabe, teniendo cuidado de no
omitir ninguna ni repetir una condicion ya implicita-
mente satisfecha por las anteriores, hasta completar
el niimero expresado por /—p—-1, que existe en un
sistema de / lineas que, observadas reciprocamente,
enlazan 4 p puntos.

Para calcular convenientemente la constante « de
cada ecuacion, sean A, B, C, los angulos de un trian-
aulo esférico, y A', B, C/, los correspondientes del
tridngulo plano cuyos lados a, b, ¢ tienen la misma
longitud que los del esférico, y admitiendo que ambos
tienen tambien igual 4rea, 4 causa de entrar ésta en
la férmula multiplicada por un factor pequeiiisimo,

Sera :

1

e == /
e’ =ab, sen C SRt sen 17 (4)

El primer factor se conocerd siempre con sobrada
aproximacion, porque basta que a y 0 provengan de
una sola base y C'=C——. En el segundo, R es el
radio de la esfera en cuya superficie esta el tridangulo,
cuyo valor hay que determinar, Considerando la su-
perficie terrestre como la de un elipsoide de revolucion
en la comarca que abraza la red, no es posible admi-
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tir que R sea constante para los diversos tridngulos,
ni ménos sustituirlo por el radio del elipsoide, por no
expresar éste en manera alguna la curvatura terrestre;
y solamente para una localidad determinada y trian-
gulos muy pequefios, seria licito emplear, aunque sin
ventaja alguna, el radio del elipsoide como valor
aproximado.

Si fuera posible la existencia de una superficie es-
férica osculatriz 4 la del elipsoide en el centro de cada
tridngulo, ciertamente que ambas superficies podrian
considerarse como confundidas en una sola en toda la
extension del tridngulo; pero no siéndolo, se recurre
al arbitrio de emplear la esfera cuyo radio es \/¢ ¢, re-
presentando por p y ¢ los radios de curvatura, en el
punto en que se opera, de la elipse generatriz y de la
producida por la interseccion con el elipsoide, del pla-
no vertical perpendicular al meridiano; ¢ sean los ra-
dios de curvatura mdxima y minima.

Por medio de las expresiones de estos radios

B (1— c?) B
S - 3——. Pf At
(1—e?sen?L)?

p— %L : = B
(1 — 6% gen? L) ’

y los valores de E y ¢' dados por Struve en su obra
Are du Méridien de 25° 20" entre le Danuve et la Mer
Glaciale, se han determinado sus valores de 30" en 30’
(Tablas 1. y 2.") entre los grados de latitud 36° y
44° que comprenden nuestra red. Cada uno de ellos se
refiere, como es consiguiente, 4 la latitud que le cor-
responde; por cuya razon y como el objeto es que las
superficies esféricas auxiliares se confundan lo mas
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posible con la del elipsoide en toda la extension de
cada tridngulo, conviene para mayor aproxXimacion
deducir los radios de curvatura, 6 mds bien corregir-
los en funcion de las longitudes lineales de un grado
de meridiano y de la del arco perpendicular 4 éste.

La longitud lineal de un grado de meridiano, en
funcion del radio de curvatura de la elipse generatriz
y de la latitud, referentes ambos al extremo del arco
més préximo al ecuador, estd expresada, con aproxi-
macion mds que suficiente por la férmula:

L T SR 2 L 5
e -+ *—" sen

M 180 £57 180771 =268 ) (®)

y la del arco en direccion normal al meridiano, sien-

do o'y L los correspondientes al punto de interseccion
de los dos arcos por

G “f(11 A e L 6
P 80" D) (180) 2 ) ()

Las correcciones que han de sufrir , y o’ debidas 4
los segundos términos de los paréntesis (*) son muy
pequefias y de signos contrarios, por lo cual los nue-
vos radios 7y, 7, en funcion de las longitudes lineales
de los arcos de un grado, y por consigulente, sus pro-
ductos diferirdn muy poco de los gp’, como lo eviden-
cian las tablas 2." y 3., y de aqui la poca influencia
que una pequeiia variacion en el achatamiento terres-
tre 6 en las longitudes de los grados ejerce sobre el

(*) En la tabla 5.* aparecen los valores de Gy y Gp [ (5) ¥y (6) 1" calculados
de medio en medio grado para todas las latitudes de la Peninsula,
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valor del radio \/7» y ménos aun sobre el exceso
esférico = . Cada valor de r, para la latitud L se ha ob-
tenido por medio de la sustitucion de L—30"y de o
para esta latitud en la expresion de Gy; y los de 7, para
la misma latitud L, por ¢ y la latitud del punto de in-
terseccion de los dos arcos, 4 causa de las pequefiisi-
mas variaciones de o’ en la proximidad- de este punto.

Introduciendo los valores de r, 7, de la tabla 3. en
vez de R? en la férmula del exceso esférico, se ha for-
mado la tabla 4.", que contiene los valores del segundo

factor K — .

2 Ty 7 p SEN i b

Resta averiguar hasta qué limite es preciso interpo-
lar estos valores para conseguir que Sus errores no se

propaguen 4 la tercera cifra decimal del exceso esté-
rico. En la red espafiola se puede aceptar en general
como limite superior de los excesos el valor de 15;
como la diferencia tabular logaritmica entre 15.000 y
15.001 es de 0,00002895, mayor que la mitad de la
méxima diferencia 0,00005148 de la tabla 4.", resulta
que bastan los valores de K calculados de 30 en 30';
debiéndose aceptar para cada tridngulo el de la tabla
cuya latitud correspondiente se aproxime mas 4 la

LU 41 - =
: , promedio de las de sus vertices. Los valores

-
de \/r, =R, de la misma tabla, que llamarémos ra-
dios de curvatura media, son los que conviene emplear
en las férmulas que conteniendo al radio R requieran
sus resultados esta aproximacion.

Para apreciar las diferencias que existen entre los
excesos esféricos calculados con R, y con R, radio del
elipsoide, si se considera que con los elementos dados
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por Struve es R,=R 4 la latitud 35° 20" préxima-
mente (*), se ve que los valores de K, y por consi-
guiente, los de los excesos obtenidos por medio de R
serdn todos, para la red espafiola, mayores de lo que
deben ser, aumentando las diferencias con la latitud.

Para la de 43° sera:

Valores de log. K calculados por Reo o o 0 s ?_’40419650
Rivaival T4 M 2940630107
DITeRONCIR £:s7: o Srroirin s wi-0,00X16467

que correspondiendo proximamente al nimero 1,003,
d4 una diferencia de tres milésimas en los excesos,
llegando en el limite de su valor 15" 4 producir un
error de 0”,045.

Respecto 4 las diferencias entre los valores de R, y
de R, serd para la misma latitud de 43":

102 Rosiviie o 6,80489981.. i fo o Bowsii, o0 6.876748™,8
log, B. . . . . 680402203, . . . R.. . . . 6.368278 ,3
Diferencia, i .. . 8470™,5

Una vez calculados los valores de R, convenientes
para la férmula (4) de <, hay que averiguar hasta queé
magnitud del 4rea - : E;n 2 es permitido adoptar esta

expresion, en la que se supone que los excesos corres-

(*) Igualando las expresiones de ambos radios, sera :

L 1—¢é? \/ 1 — 2 (2—¢?) sen? L

1—¢2 gsen? L 1—e?sen? L
de donde se deduce, teniendo presente que €2 y sen®LL son siempre menores
que la unidad :

Pt TS — 2 (14 — Be2 '
gsen? L = e V9—o i 2; y sustituyendo en ésta por e?

26%2(2—62) |
su valor, resulta L= 35° 20'26",4, En esta latitud, la Iongitud comun & ame
bos es de 6,371098™,
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pondientes les son proporcionales, considerando que el
tri4ngulo se halla 4 la vez sobre la superficie esférica
del radio R, y sobre la terrestre. Esta suposicion se
puede admitir para tridngulos de cierta magnitud ;
pero con ésta aumenta el error que se comete, COmMO
tambien depende de las longitudes relativas de los la-
‘dos el que se origina al operar repartiendo por igual
ol exceso esférico entre los tres 4ngulos A, B, C, para
obtener los del tridngulo plano A’, B', €', que tienen
lados de igual longitud que el esférico.
Segun las férmulas de trigonometria esférica ()

CcO8. @ — C08, b cos, ¢
cos, A = (M),
gen., b sen, ¢

de cuya expresion, sustituyendo por cos. 0, cos.c,
sen b, sen ¢ y cos. a, sus valores en funcion de los ar-
cos a, b, ¢, efectuando la division, aproximando hasta
los términos de 8.° érden, haciendo las reducciones €
introduciendo el valor J del 4rea del tridngulo plano
correspondiente, resulta:

21 302 — a2
e AL oo Are T Al [1 s i ] (8),
3 30
en la cual, aplicando las férmulas de inversion de La-
grange (**), y despreciando el término de 6." érden,
sera:

_ 1 302+ 3c2 —a? 1
A_A.lz st J — 2 L] []
3 [ 1+ 20 ] 18 J2 cotg. A (9)

(*) Lelrbuch der Hiheren Geodasie, von Dr, Philipp Fischer, Giessen,
(**) FRANC@RUR, Mathématiques pures,
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Expresiones andlogas se hallarian para B—B,
C—('; vy suméndolas, la del exceso esférico, que es:

s =d [1+ 118_ (a? + 0%+ c? )J-—_i.l.g_ J2 (cotg. A -+ cotg. B + cotg. C) (10).

Sustituyendo en ésta cotg. A, cotg. B, cotg. U por
cotg. A’, cotg. B, cotg. €', lo cual se puede hacer sin
error sensible por entrar sélo en los términos afecta-
dos por J*, se llega finalmente 4 la férmula de ¢, en
segundos, muy cémoda para el cdlculo:

e’ =ab sen O’.K[l 1 (cﬂ—l—b*—r—cﬂ)] (11).

24 7y 7'y

Esta férmula d4 para <" el mismo valor que la (4)
con la correccion debida al segundo término del pa-
réntesis. Como los lados a, b, ¢, son muy pequenios
relativamente 4 7y 7,, este término, multiplicado por
el ¢/ de dicha férmula, produce incrementos pequeiil-
simos, pero cuya magnitud se debe investigar. Ln
nuestra red serdn éstos mayores 4 la latitud minima
de 36°; y para el limite de ¢”, considerado de 157, se
puede determinar por la férmula (4) el valor del lado
del tridngulo equilétero plano, correspondiente al es-

férico que tenga este exceso, y sera:

log, 168 et 1,17609126
chlpgl RS 8,69509765
c. log. sen 60°. ., . 0,06246937
logs 8 v "« BL - 9,83365828
108 B = & o s HII6BRILAS 7B e T 82571™

y para este tridngulo el incremento debido al segundo
término del paréntesis:
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160 10 5 o e e s e 1,17609126

10g. a2l : (P84 B5als S5 TJk 9,83365828
0=108;: Bl i heiions s o 1309091001
0. TOR, Fap o st T i shoie Bt i THBINB0722

log. incremento.. . « . . 1,49816677. Sz Q00031 5

que siendo menor que media unidad del tercer Orden,
no influye en el calculo.

Si se quiere averiguar qué drea de tridngulo equi-
ldtero empieza 4 influir en la tercera cifra decimal,

Sera: .
a2
0,0005 = a?. sen 60° K

8 T 7p

0,0005.8 ™ 7'p
K, sen 60°

at=

y para la misma latitud de 36°, a=="92.689", correspon-
diendo al tridngulo un exceso esférico de cerca de 197

De lo dicho se deduce, en vista de las magnitudes
de los tridngulos de lared que dan lugar 4 ecuaclones
de condicion de dngulo, que siempre se podrd calcu-
lar < sin error sensible por medio de la férmula (4).
Qe ha considerado un tridngulo equildtero por ser el
tipo 4 que tienden en general todos ellos; y si bien es
cierto que el valor a*—+0'—+¢* podré en algun caso ser
numéricamente mayor que el 3a® calculado, como el
otrofactor K.ab. sen C' serd necesariamente mucho me-
nor, el producto, 6 sea el incremento para ¢, quedara
en los limites asignados. |

La férmula (9) expresa la diferencia A—A’ entre
el 4ngulo esférico y el plano correspondiente. Susti-

tuyendo como 4ntes cotg. A por cotg. A’, y siendo
D+c*—a

J-cotg. Al=—— ", resulta:
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J J |
A=A : : 360(762—1—702—1-@?) (12),

E

en la cual, escribiendo por dJ su valor ;oo 775

efectuando las operaciones indicadas, despreciando las
potencias superiores y reduciendo, se llega 4 la:

A— A= —53— [1—1——610—(59—1-@?—2@%)] (13),
que.d4 la diferencia entre los dngulos esférico y plano
correspondientes, y marca los limites para la aplica-
cion del teorema de Legendre, al corregir por igual
los tres d4ngulos, demostrando que este teorema solo
es exacto cuando el tridngulo es equildtero. ksta con-
sideracion es de todo punto despreciable para el obje-
to de la cuestion que se trata, porque en el célculo
de « 10 es preciso conocer la superficie del tridngulo
plano con gran aproximacion; pero esta féormula sirve
cuando la magnitud del tridngulo 6 la naturaleza del
cdleulo exigen que se conozcan con gran precision los
excesos especiales correspondientes 4 cada uno de los

angulos.
ECUACIONES DE LADO.

Para fijar un punto basta que se hayan observado
sus direcciones desde otros dos, de posicion conocida;
la observacion de otra direccion 4 este mismo punto
desde un tercero 4 viceversa, establece la condicion de

que las tres han de concurrir en €l, para que sea po-
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sible la figura. A esta consideracion son debidas las
ecuaciones de lado, que corrigen los angulos, de suerte
que los valores lineales calculados sean siempre los
mismos por cualquier camino que se siga en el cédlculo.

Sea (Fig. 1) el punto D observado desde los A, b,
C, ya enlazados ; dos de las tres direcciones AD. B,
CD, bastan para fijarle, y con la tercera se establece
la condicion de que las tres han de concurrir en el
mismo punto D; por lo cual, considerando los tres

tridngulos DAB, DBC y DCA, se habrd de verificar

que :

sen a. sen B. sen y

o N ¢

I 1
sen a@.sen f.8eny

" 4

en que se formula la condicion de lado. Si los dngulos
observados «, 8, v, ... N0 tuviesen error, esta condicion
quedaria satisfecha, siendo el primer miembro igual 4
la unidad ; su diferencia 4 ésta serd una cantidad pe-
quefiisima dependiente de los incrementos diferencia-
les que han de sufrir los 4ngulos «, 8, v, «... para con-
vertirse en los verdaderos é compensados; se puede
pues considerar esta diferencia como incremento dife-
rencial de la funcion que forma el primer miembro de
la expresion, por lo cual, agregando 4 ésta su diferen-

cial, habrd de ser igual 4 la unidad. Diferenciando y
reduciendo, sera :

sen a. sen 3. sen vy sen a«.'sen f. sen y
- : — = (cotg a. d o+ cotg B.dp +
sen a' , sen f' . sen vy sena' . sen B'. seny'
cotg y. dy-—cotga'. da' —cotgp'. 4f' —cotgy' . dy') (15Y,

y por consiguiente,
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sen a. sen B3. sen y scn o, Sen 3. sen vy

=

e ~ (cote o.do—+ cote B.d
senat. sen §f. seny! sen «' , sen §' . sen y' S gk

cotgy.dy —cotga'. do' —cotg f'.dp" —cotgy' .dy') (16).

El factor que multiplica 4 la cantidad comprendida
en el paréntesis se ha dicho que difiere de la unidad
en una cantidad diferencial; despreciando las diferen-
ciales de 2.° érden y dividiendo la constante por sen 1”
para que las correcciones estén expresadas en segun-
dos, se tendra la ecuacion de lado:

1 sen a, sen f, seny | ,
0= ———  —1 |4 (cotgoa.do—+ cotg fB.df -
sen 1” sena', sen ', seny’
cotgy.dy) — (cotg o . do' —+cotg B . dB' + cotgy'. dy' ) (17,

en la cual las correcciones d«, dg, dy, de... vendran ex-
presadas en funcion de la resta algebraica de las cor-
respondientes 4 las direcciones que determinan los dn-
gulos a, B, v, ... Se ha supuesto al establecer la (17), y
en ello no hay error sensible, que los cuatro puntos
A, B, C, D, estan situados sobre una misma superficie
esférica. _

[déntica forma tiene la ecuacion cuando el punto
D est4 en el interior del triangulo ABC, y tambien
cuando se forma un poligono 4 su alrededor. Se debe
procurar que los dngulos que entren en el calculo
sean observados y no deducidos, lo que en nuestra
red se podrd siempre conseguir, eligiendo ademas el
punto del cuadrildtero, de manera que estos angulos y
sus suplementarios 4 180° no sean muy agudos, por
venir expresados los coeficientes, 6 sean los pesos de
las incégnitas 6 correcciones, por sus cotangentes.

Al establecer estas ecuaciones se deben tomar las
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mismas precauciones que se han indicado al tratar de
las de 4ngulo, marchando de punto en punto hasta

completar el total de [—2 p—+3, que d4 una red de p
puntos unidos por / lineas, sean 6 no reciprocas.

ECUACIONES DE CONDICION

DE LOS GRANDES CUADRILATEROS O ESPACIOS CERRADOS

POR LAS CADENAS,

]

Las cadenas que constituyen la red espafiola cierran
al cruzarse grandes espacios poligonales 6 cuadrilate-
ros, que por si solos motivan especiales condiciones.
Si una cadena, cuyos lados extremos sean iguales, se
supone doblada hasta que éstos coincidan 6 se super-
pongan, es evidente que existirdn en ella las mismas
ecuaciones de condicion que dntes, y ademas las que
produzca la disminucion de una linea y de dos pun-
os; de donde se deduce que la existencia de cada
espacio cerrado ¢ cuadrildtero exige una ecuacion de
dngulo y tres de lado. A la misma consecuencia se
llega por la consideracion de que una cadena sencilla
de tridngulos que cierra un espacio, tiene doble nume-
ro de lineas que de puntos.

Sea (F1g. 2) la cadena AA" BB’ C'...N' que cerrando.
el espacio E hace indispensable la existencia de los dos
poligonos ABCD..F y A'B'C’'D"...N". La ecuacion de
dngulo estard cifrada en que la suma de los dngu-
Jos interiores de uno cualquiera de ellos sea igual 4
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180° (n—2) —¢, siendo 7 el ntimero de vértices y « el

exceso esférico correspondiente 4 toda el area del po-
ligono, y se tendrd para el interior :

A+B+C+D+4+E+4+F—ec—4>1800=0 (18),

4 bien:

AdA +dB+dC+dD 4+ dE +dF +(u—¢) =0 (19).

Para calcular el valor de : se divide el poligono en
tridngulos 4 partir de un punto interior 6 vértice cual-
quiera A por medio de las rectas AC, AD, AE...y se
calcula el exceso de cada uno de ellos, cuya suma sera
el valor de .. Los valores conocidos de los lados AB,
BC... FA y de los 4ngulos observados, son suficiente-
mente aproximados para este objeto. En la determi-
nacion de los excesos esféricos de los triangulos hay
que tener presente cuanto se deja consignado.

Para el establecimiento de las ecuaciones de lado,
si se une cada vértice con los segundos adyacentes por
las rectas AC, BD, CE... FB, quedara formado un
_ poligono alrededor de cada uno, cuya existencia simul-
tdnea, y por consiguiente la de la figura, exige las
condiciones expresadas por las ecuaciones siguientes:

sene. sena', seno'. seny'', sen m

EnB.. . . . 11 111 =1
seny. senfB', sen 3, sen . senn

sen o', sena!V, seny¥. sen m'

=

B

Q
I
e

sen y'"", sen ', sen By . senn' | . (20).

1] [ ] . L] L] [ ] ] » . » L] L] . . L] L] . e

sen «X'V, sen XY, sen y. sen m"

=

=

e
|
ek

sen y*'V, sen Y, ‘'sen 3, sen nY
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Multiplicdndolas entre si se obtiene la condicion de
lado

sen a, sena' . sena'..... sen XV

sen 8, sen f', sen B%,.... sen ¥V

Satisfecha ésta, se verifica que partiendo de un lado
cualquiera y siguiendo el érden sucesivo de los trian-
gulos, se llega al lado de partida con idéntico valor li-
neal ; pero esto no implica que la cadena cierre un es-
pacio, es decir, que existan los poligonos ABCD...F
interior, ni el exterior A’ B'C’ D'... N', puesto que en
la condicion (21) estdn eliminadoslos dangulos v, y, y"...
formados por las lineas que unen cada dos vértices con-
secutivos del poligono interior con el correspondiente
del poligono exterior. Por otra parte, es evidente que
se llegaria 4 la misma férmula (21) considerando los
poligonos formados al rededor de los puntos exterio-
res A’, B, C'... N’, por medio de las lineas A’C’, B'D'...
y tambien recorriendo toda la cadena envolvente a
partir de un lado por la proporcionalidad de los senos
de los angulos alternos.

La existencia de los poligonos ABCD........ F y
A'B'C'D"...N’ es indispensable parala de la figura y ha
de dar lugar, por consiguiente, 4 dos 6 més ecuacio-
nes de lado que encierren esta condicion. Respecto al
poligono interior, se observa que las magnitudes rela-
tivas de los lados AB, BC... son conocidas por su igual-

sen n sen n'

dad con las ... de las ecuaciones (20); pero

senm ? scnm!

como estas relaciones se irdn eliminando sucesivamens-
te siempre que se combinen entre si, no es posible por
este camino establecer la condicion de figura del poli-
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gono ABCD...F, esto es, la de que partiendo del pun-
to A, se llegue dando la vuelta por toda la cadena al
mismo punto geométrico. Por esta razon, ocurre como
medio inmediato para formularla, enlazar directamen-
te las lineas AB, BC... formando lados de tridngulos
sucesivos, 6 sea una cadena auxiliar de enlace y ex-
presar, en funcion de los dngulos observados, las con-
diciones de su existencia.

Sea el poligono ABCD... (F%g. 3), en que se cono-
cen por la observacion sus dngulos y las relaciones en-
tre los lados; si se unen todos los vértices con un pun-
to arbitrario O, la condicion del poligono sera de la
misma forma que la del caso general (14). El punto O
se puede elegir con la condicion de que los angulos m
y n sean respectivamente iguales 4 %y —2—-, y en este

caso serd la segunda condicion de lado:

sen (C — z)sen (D —a' )sen (E—a") sen (F — 2"") sen (G — a1v)

sen # sen @' sena' senz'™ sen &' T,

No hay dificultad alguna en expresar z, z', z"... en
funcion de los 4ngulos observados, toda vez que por
medio de las relaciones conocidas entre los lados del
poligono, y partiendo de uno de ellos, existen datos
suficientes en cada uno de los tridngulos formados por
ellos y el punto auxiliar O; pero estas relaciones con-
ducen 4 formulas poco sencillas, produciendo ademas
un nimero crecido de términos en la condicion. (22)
y dificultades en la aplicacion del célculo logaritmico.
En igual inconveniente practico se cae considerando,
para establecer la condicion, unido uno de los vértices
a todos los deméds por medio de diagonales auxiliares.
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Con objeto de evitar el empleo de férmulas com-
plicadas en estas ecuaciones de condicion, conviene
examinar las propiedades geométricas de los espacios
cerrados por la red, cuya existencia rompe en cierto
modo la continuidad de la figura. Para ello, es de no-
tar que cuando se han formulado las condiciones 4 que
ha de satisfacer un sistema de puntos unidos por li-
neas, no se ha tenido en cuenta el caso de existir al-
guna linea observada cuyos puntos extremos no esten
unidos con otro tercero comun; es decir, que no for-
me lado de tridngulo alguno. Rara vez se presentars
esta circunstancia, porque implica casl siempre que la
linea tiene una longitud relativamente extremada 6
condiciones especialisimas, y tanto, que no tenemos
noticia de trabajo alguno en que se haya tratado este
asunto. En nuestra red existen lineas de esta especie,
en cuanto 4 sus efectos, porque cada lado de poligono
que ha de cerrar espacio une 4 dos puntos no enlaza-
dos inmediatamente 4 otro tercero, sino que yalo estan
entre si por el intermedio de los demas de la cadena
envolvente.

Para formular las condiciones que introducen estas
lineas, sea (Fig. 4) la cadena abc... g, en la que ade-
més exista la linea ag. La ecuacion de dngulo que ori-
gina, si sus dos extremos estan observados reciproca-
mente, se establecerd entre los dngulos del cuadrilate-
ro abeg 6 de cualquier otro poligono de que sea lado
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la ag. La ecuacion de lado no se puedé expresar por
el procedimiento general, pues no existe medio de
calcular el lado ag empleando s6lo las magnitudes an-
oulares observadas. Como el formular estas condicio-
nes exige la existencia de un poligono cerrado, desde
cuyos vértices se haya fijado un mismo punto diferen-
te de aquéllos, es preciso, para asimilarse al caso gene-
ral, imaginar como observadas una ¢ mas lineas.

Sin embargo, teéricamente estd resuelto el problema,
expresando los elementos del cuadrilatero abeg en
funcion de las amplitudes angulares en 6 y ¢ y de los
lados ab, be, eg, cuyas relaciones han de quedar fijas
por los dngulos compensados de la cadena; pero este
procedimiento ocasiona dificultades en la practica y
no conduce, por otra parte, 4 resultados mds precisos,
dentro de los limites del cdlculo, tanto més, cuanto
que para aplicar las férmulas en la compensacion se
habrian de hacer, para simplificarlas, suposiciones que,
s1 bien muy aproximadas, nunca serian absolutamente
exactas.

Por estas razones conviene suponer existente, como
s1 se hubiese observado, una de las lineas ae 6 bgy
calcular los elementos necesarios para formular las dos
ecuaclones de lado, correspondientes una 4 la linea ag
y la otra 4 la nuevamente introducida, por medio de
los poligonos cerrados que se forman alrededor de los
puntos 0 y. e. Tambien se deben introducir en la com-
pensacion las dos ecuaciones de dngulo en vez de la
que existia anteriormente. El establecimiento de todas
~estas ecuaciones implica la admision, como observa-
das, de cantidades que son calculadas y dependientes
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inmediatamente de otras; no se oculta que esto no es
rigoroso tedricamente, pero es admisible hasta en las
operaciones de mayor precision, porque es consiguiente
que, como las magnitudes observadas difieren de la ver-
dad en cantidades diferenciales, deduciendo inmedia-
tamente de ellas las auxiliares, éstas tambien diferiran
muy poco de la verdad ; y principalmente porque estas
diferencias estaran comprendidas en los limites de los
errores de observacion; de manera que, sl realmente
se hubiesen observado bien, podrian aparecer estos
mismos valores, que se deducen por el calculo.

Como la férmula que determina el nimero de ecua-
ciones existentes en una red se deduce suponiendo
que ésta es continua y sucesiva, en cuanto & su for-
macion, las condiciones s6élo se pueden referir 4 la
magnitud en absoluto de las lineas y & su posicion re-
lativa; pero en manera alguna al, por decirlo asi, lu-
gar geométrico de los puntos, que es lo que exige el
~cierre de los dos poligonos. Facilmente se echa de ver
esta circunstancia notable, puesto que s1 se trazan
(Fig. ) las diagonales AC, AD... AG, estaran ya to-
das las lineas del sistema en las condiciones ordinarias
y restablecida la union 6 enlace correlativo, y enton-
ces la red presenta en si misma la existencia del ni-
mero de condiciones exigido por las férmulas.

Las tres ecuaciones de lado que existen por razon
del espacio 6 poligono cerrado AB... H, se deben con-
siderar como pertenecientes 4 la red originada por la
supresion en la llena, 6 continua, de las direcciones
AC, AD... En el caso actual hay en la llena ocho ecua-
ciones de lado que se forman con los poligonos alrede-
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dor de cada uno de los ocho puntos A, B... H, y sien-
do cinco las lineas AC, AD... que se pueden admitir
como suprimidas, quedan las tres condiciones anejas
al espacio cerrado ABC... H. Si el punto A de enlace
estuviese situado en el interior 6 exterior del poligo-
no, las ecuaciones de lado de la red llena serian nueve,
las lineas suprimidas ocho, restaria, pues, una condi-
cion, y ademds las dos que provienen de la supresion
del punto auxiliar. Consideraciones andlogas son apli-
cables 4 las ecuaciones de dngulo, con relacion 4 las
lineas suprimidas.

Un método préctico de establecer las ecuaciones de
condicion, dentro de suposiciones aceptables, es el si-
ouiente. Sea (Fig. 6) el poligono abe... g, que ha de
quedar cerrado por la red. Los elementos incompati-
bles de este poligono lo serdn en cantidades relativa-
mente muy pequeiias, puesto que proceden de buenas
observaciones. Por esta causa, si se determinan pre-
viamente, por medio de las amplitudes angulares ob-
servadas en la cadena envolvente, las relaciones entre
todos los lados ab, be, cd... ga, estas relaciones diferirdn
en magnitudes diferenciales de las que se obtendrian
en definitiva por la compensacion general; por consi-
guiente, serdan suficientemente aproximadas para fun-
dar en ellas el cdlculo & expresiones de las correccio-
nes que por el concepto del cierre del poligono han de
sufrir los 4ngulos a, b, c... g. Sentado esto, si se elige
un punto auxiliar o como de estacion, desde el cual se
suponen observados todos los vértices del poligono,
partiendo de uno de ellos, por ejemplo a, como direc-
cion inicial, se calculard la cadena de tridngulos suce-
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sivos I, IT, IIL... En el tridngulo I se obtendran por
el cdlculo los 4ngulos 7' y « y el lado 0b; con este, el
4ngulo g deducido y el lado be, en el tridngulo 11, los
4ngulos ", «" y el lado oc, y asi sucesivamente hasta
resolver el tridngulo VI. Andlogamente, partiendo del
tridngulo VII, se obtendrdn por camino inverso valo-
res para los 4ngulos g", g"..8' y #" ... 7. Sl no exis-
tiesen incompatibilidades, es 6bvio que los dobles va-
lores de los 4ngulos #, #"... 7", resultarian idénticos y
tambien las sumas de los calculados iguales 4 los inte-

riores del poligono, es decir:
pero en general sera:

h—(a'+p')=A
e 29).

g —(aV'4-p")= AV!

Corrigiendo de la mitad de la diferencia los angulos
calculados, se tendrdn los que, como si estuviesen
observados, se introduciran en el calculo ; y seran:

Al Al Al Al
1 = o 11 seoigrtew 1 R -2 11 =y Bge O3 4
- AR e 2 g & —+= 2 ' B -+ 9 ,B -+ D)

Los dobles valores hallados para los dngulos 7, 7",
7"... se deben tambien promediar; en la primera série
de tridngulos se obtendran por suma las direcciones a
los puntos b, ¢, d, y en la segunda las suplementarias
4 360°, Con todas estas amplitudes angulares se estas
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bleceran las siete ecuaciones de dngulo y las ocho de
lado que exige la figura.

Se entiende que se deben resolver los tridngulos es-
féricos, mas tambien se pueden sustituir por los pla-
nos correspondientes, en atencion 4 que serd preciso
conocer despues los excesos esféricos para establecer
las ecuaciones de condicion de dngulo; pero en este
caso habrd que corregir cada uno de los calculados del
tercio del exceso esférico respectivo para obtener las
direcciones convenientes.

La posicion del punto eentral o respecto del dngulo
de partida se debe fijar en cada caso, en vista de la
forma y dimensiones de la figura, para que esté situa-
do en la zona central del poligono, formdndose asi
triangulos regularmente conformados y de lados de
longitud proporcionada. Para esto se elegird la posi-
cion aproximada de o graficamente y en consecuencia
se deducird el vértice del poligono que ha de servir de
partida para la resolucion de los tridngulos, el cual
sera aquel cuya bisectriz se aproxime més 4 la zona
central; el punto o se situara, para simplificar, sobre
esta bisectriz, formando con el lado de partida un
tridngulo 1s0sceles.

Si el perimetro del poligono fuese a b Hed... ¢, y el
angulo en H muy pequefio, entrante 4 saliente, se po-
dria con ventaja introducir la linea bc para evitar la
o H, empleando los tridngulos obc y 6 He en vez de obH
y ocH. El poligono formado alrededor de o estariamejor
configurado y daria de ménos una condicion de lado, su-
plida por la del poligono cerrado alrededor de H. Co-
mo el numero de condiciones de dngulo seria tambien
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el mismo que anteriormente, se habria conseguido la
ventaja de operar en el cdlculo con 4ngulos mds apro-
piados.

I1L

- El medio que se acaba de indicar resuelve el pro-
blema, pero en la practica ocasiona calculos prolijos.
En efecto, 4 causa de introducir, como s1 estuviesen
observadas, un crecido nimero de lineas, aumenta en
proporcion doble el niimero de ecuaciones de condicion
4 que han de satisfacer los elementos de las figuras
formadas y, por consiguiente, la extension del cdlculo.
En nuestra red hay varios espacios cerrados por con-
siderable nimero de lados; la division en tridangulos
produce doscientas nuevas condiciones proximamente,
que agregadas 4 las ochocientas en niimero redondo que
ya existen, harian seguramente aumentar en un do-
ble, por lo ménos, el calculo de compensacion general.

Con objeto de evitar este grave inconveniente, 1m-
porta ligar los lados del poligono por medio de otro
arbitrio. Empleando las coordenadas de los vértices
se llegarian 4 formular las condiciones apetecidas; pero
las expresiones de estas coordenadas, bien fuesen por
distancias y azimutes, por latitudes y longitudes 6 por
distancias 4 la meridianay 4 la perpendicular de uno de
los vértices, siempre se habrian de obtener en funcion
de las cantidades observadas y bajo supuestos que, si
bien aproximados, harian arbitraria entre ciertos limi-

tes la compensacion, por mas que las incompatibilidas

VVA. BHSC. LEG 08-2 n°0703



— () -

des no se puedan admitir sino como muy pequeiias.
Las férmulas serian muy complicadas y de dificil apli-
caclon al calculo ; pero aunque asi no fuera, no es du-
doso que lo mds elemental y preciso es que en las
ecuaciones de condicion figuren directamente y sin
calculo 6 relacion intermedia las magnitudes observa-
das que se han de corregir, eliminando en lo posible la
influencia de las longitudes lineales, siquiera se conoz-
can ¢stas préviamente con mucha aproximacion.

Si el poligono estuviese situado en un plano, es de-
cir, s1 las verticales en sus vértices fuesen paralelas,
se podria establecer la condicion de cierre proyectan-
do sucesivamente sus lados sobre dos direcciones, como,
por ejemplo, sobre las de los ejes AXy AY ([F%g. 7),
yiseria: -« oh

AB+Be—ed —de—+ eA=o|

(24),
Ac/+cd'—d'e —e'A=o i

6 bien, designando por L, L/, I.”, ", las relaciones de
los lados BC, CD... con el AB,

1+LeosB+1L/ cos (B+C)+L" cos (B+C+D)+L" cos (B4+C+D+E)=0 (26)
25).
LsenB—+1/ sen (B+C)~+L"” sen (B+C+D)+L" sen (B+C+D—+E)=0

Los signos de los términos estdn determinados por
las amplitudes de los arcos que provienen de las
sumas.

S1 operando sobre la superficie terrestre se proyec-
tan los distintos vértices de un poligono sobre uno de
sus lados, no se conseguirdn nunca expresiones tan
sencillas; pero se utilizard con ventaja el medio de

VVA. BHSC. LEG 08-2 n°0703



— O

proyecciones, sustituyendo al poligono observado, el
poligono plano equivalente en superficie y de lados
iguales 4 los de aquél; refiriendo despues al primero
las expresiones obtenidas para el segundo. Sea (fg. 8) .
un poligono ABCD E situado sobre la superficie ter-
restre, entre cuyos elementos no exista incompatibili-
dad; si se elige en su interior un punto O y se une con
los vértices, se consideraran sucesivamente los tridn-
gulos en que se descompone su superficie, como si cada
uno se hallase sobre un plano, sustituyéndolos con los
triangulos planos equivalentes, deduciendo de cada
dngulo el tercio del exceso esférico respectivo. Par-
tiendo del lado AO y hécia la izquierda, sean (/%g. 9)
I, II, III... estos triangulos; al llegar al ultimo V, el
punto A” no coincidira con A’, pero su posicion que-
dard determinada por las condiciones O'A’=0"A" y 4n-

gulo A’O"A"===-, siendo ¢, el exceso esférico corres-
pondiente 4 la superficie del poligono de la figura 8.
La situacion de A” depende de los datos arbitrarios de
partida, 4ngulo m y lado O’A’, aunque siempre quedaré
fija por las mismas relaciones. Estos datos influyen
tambien en las magnitudes de los angulos B', U, D',...
del nuevo poligono, pero en todos los casos estaran

éstos ligados por la relacion

&

2
m—+B +~C+D'+E +n=A+B+C~+D 4+ E = % (26).

Es evidente que si se establecen las condiciones de
existencia de este poligono auxiliar en funcion de los
elementos observados, exigirdn, para ser satisfechas,
el cierre del poligono sobre la superficie terrestre , si
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no exactamente, 4 lo meénos con una aproximacion ex-
tremada y mds que suficiente para el objeto. Proyec-
tando los lados del poligono auxiliar sobre los ejes
A'X y A'Y, y designando como anteriormente por 1,
L, I/, L"... sus relaciones con A'B’, serdn las condi-
ciones

1+ TLcosB 41" cos (B'"+C )+ L"cos (B"+4C" 4 D’) \

+L"” cos(B’'+C"+D"+E")—A”A’ cos A”A’z=o0

Iisen B’ +L’sen (B’+C") + L” sen (B’ +C’ + D’)
+L"”sen(B+C' +D'+E')—A” Al'sen A”A'w = o

(27).

Representando por ¢, ¢, =... los excesos esféricos de
los respectivos triangulos, seréan:

€
Br P B E,l';_ei 2 O}'Z C_ f_?'_B_ _5 : Df = D Eﬁ—;'e.rl, Er:: E E-"‘i_Es
. 3
(28),
et
m—+ n = A 4 - =5
. 3
y COmMOo

A’A”"=A'0’ 2sen jef—, ang.’ A”A’2 =90° —m <+ —-Eé ,

sustituidos estos valores en las ecuaciones anteriores,
y ademds tomando O'A"==A'B’, se convierten en

£ £ —=2c9 €
1+Lcos(B *;—Eg) %L’cos(B—}-O : ; J)—i—

sg—+2 Ep €
L COB(B +C~+D Eick2cgt 63+E’J) -+...—2 sen '-sen(m—-—'—é- ):a

8 6
; (29).
£+ Eg" -+ 2c0+-
L sen (B L i)—r—-L"SCn(B : s A Eﬁ)-—e—...
3 3
Ep €pt \. 2
2 sen . coSs (m . ) 0
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La pequefia magnitud de los dltimos términos de
los paréntesis, en que entran 4y a7 e puesto que
ninguno puede llegar- 4 valerﬂfgl; , hace que, aun en
el caso de un poligono de grande é4rea, 6 sea con un
valor de ¢, cpnmderable, por e_]emplo de tres a4 cuatro
minutos, se lpuedan siempre ‘admitir, sin recelo de
atectar 4 la ultlma, cifra del célculo lag expresiones
aprommadas

€4 —I-—Eg

s E-_,i-!—Es
cos { B——— _cosB+se11B><

gy —+ 2e9 + €5 (30),
3

£y +259 + &5
3

. . ' . . ’ ® N . . . v ’ v s . [ o '» g [

cos (B—I—O—- )-—cos (B—+ C)+sen (B +O)><

y por la misma razon

of €4+ ¢ i €4+ €
sen(B=-~i3 2)—-.senB——cos*B><i—§——!

e R e . = e . £. MBI
L 32 3)__ bBIl(B—I—G)—*GOB (B+O)>< : 32— g (O

sen (B ~+ C—

que sustituidas en las ecuaciones anteriores, dan :
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'(zg)

&
S3-Vag+ 2ag + B3g -+
¢

3 %3z + %35 4 I3
¢

f3 83z 42

X< (g+q-+0-+4g) 800 ,.,/'1

X (@+p +dq)s0o 1

(0 + ) 500 1T

¢
€3 I3

e
G34-Tag %37 + 837 413
H
V3 837 4B+ I3
¢
$3 %3z 413

X (+a-—+p-+4gd) ues .1

>(a+o+g)ues /I

> —+g) ues 1

S
ﬂwl—l#w

> uos T

> ¢ 8090 T

\ﬁm_“lTQITOITmV uos .:_:._H
(@+p—+9g) wes 1
(pD+¢g) ues T

g uos T

A"m.. -0 mvmoohuﬂ.m
(g+D-+4) 8092 1
(D+4d) s00 /1

¢ 8092 1T

9
“f Q.ﬂ —u) SO0

-+ Q “_M —U) US

9

wl o
55 109 51

)

)
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~ Estas ecuaciones exigen la condicion de cierre del
poligono ABCDE (. 8). Los 4ngulos que figuran en
ellas son los verdaderos 6 compensados; pero como
sélo se conocen los observados, al introducirlos en las
(32) no las satisfardn, y serd preciso para conseguirlo
que todos los é4ngulos sufran pequefiisimas correccio-
nes. Las correspondientes AA, AB, AC,.4 los dngulos
del poligono producirdn alteraciones inapreciables en

los términos de las segundas agrupaciones, que es-

E4—1Eg
3

...; de suerte que, dentro de los limites del

t4n afectos de los tambien pequeiios coeficientes )

€y + 2e9-1c5
3

cdleulo, estos términos se pueden considerar con segu-
ridad como cantidades constantes. Respecto & los tér-

minos de las primeras agrupaciones, sus incrementos
correspondientes 4 los de los arcos A, B, C..., seran
para los cosenos:

A cos B=cos (B-+AB)—cos B=cos B cos AB—sen B sen AB—cos B

A cos (B+C)=cos (B+C+AB-+AC)~—cos (B~+C)=
¢os (B+C) cos (AB-+-AC)—sen (B+C) sen (AB+AC)—cos (B+C).

\ (33).
A cos (B+-C+-D)=cos (B+C~+D~+AB+4-AC+AD)—cos (B+C+D)= "

cos(B+C~+-D)cos(AB+A C+AD)—sen(B—+C~+D)sen(AB+AC+AD)—
cos (B+C+-D)

b ] L] » [ ] L] L] L ] L] ] ] L & L] [ ] L » " L] ? L] L ] L ] !

Desarrollando las expresiones de senos y cosenos de
la suma de incrementos, serd para esta tultima ecua-
cion :

¢0s (AB-+AC+AD)=cos AB cosAC cos AD—cos AB sen ACsenAD—~
sen AB sen ACcosAD—sen AB cos ACsen AD

| (34),
sen (AB-+AC~+AD)=sen AB cos AC cosAD—sen AB senAC sen AD -+
cos AB sen AC cos AD-+cos AB cos ACsen AD
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qiie sustituidas en ella; despreciando los términos que
contienen el'prodiicto’de senos de incrementos'y acep
tando como igual 4 la unidad el producto de sus cose-
nos' (*); se tendr4 para el incremento del coseno de la
sinisedRanecin] ofooTien ¥ nivalailip vel O LR
A cos (B+C-—1—D)-—~qos (B—{—O—E—D) (cos AB COS &C cos AD— l) e
sen (B+O+D) (AB+AC+AD) ' (35)

'- 'E'lisegﬁundo"factor del primer término- difiere, por
lo dicho, poquisimo de ceroj; resultando por tiltimo sin
error sensible: '

w4 W

/A 668 (B-04-D) = —sen (*BHaCA&D)-(ﬁB;I—AC—r—ﬁD) SRET (36).:

Anéloo‘amellte y por las mlsmas conmderamones, se
puede aceptar para el ingremento el seno de la suma
de arcos |

C1PI

A sen, (Bt Co-D) =008 (B-Cot D) (ABHACHAD),

Admitido esto, no presenta’ dificultad la aphcacmn
del. célculo 4 1as dos ecuaciones de condicion de cierre
del poligono, sino que, por el contrario, por su fornta
se agimilan 4 las sencillas de.lado, puesto que sbélo se
difereneian-las que-se consideran-al presente en que-se
componen de tantos termmos Varlables como. lados tle-

"'l":-.l

- T 5
— d [ : o W i ¥ . 5 g L s i { fa - i

o | * i ’ - - I i
Hi-r. _f_.} d sl il il 'p A adb TR B )I A L i\ a3 A ) s Tan g2 1 1 J AL L LK I 'l i o T J
.

i,

(*) El producto de los senos de dos incrementos se considera como una, di-
ferencial de segundo érden. Respecto 4 los cosenos, para formar idea de la
mﬂuenua dp esta, supasmw,n, notese,que para un }nmemento de 1, h,mlte )

que 11u;1ca 11(.,ga1e':, ﬁl log. coseno €8/ 1 ,99999998, y en el caso desfavomble de

ut‘producto de 15 factores serfa el de éste 1,99999970; la diferencia & la uni-
dad 0,0000007. 1 Quedan; pues, llbres de enor, por-este coheepto, lag cifras
que entran en el cdldiloyz UL 200 G L A0S j

VVA. BHSC. LEG 08-2 n°0703



ne el poligoneménos uno. Represehtando respectiva-
mente por H y H' las sumas de los términos constan-
tes en ambas,ecuaciomes, se tendra.:

—H—LcosB+L’cos(B+0)+L”cos(B+0+D)+L”’cos(B 0-+D4 E)

(38) L]
—H’ —-'L senB+L'sen(B+C)+L”sen(B+C+D)+L’”sen(B+(_,+D+E)

Introduciendo ah_ora,- en estas ecudcrones todas las
magnitudes angulares observadas,los segundos miem-
bros  diferirdn de los primeros en cantidades que se
pued¢n cons1derar como dlferenmales de las funciones,
correSpondientes 4 incrementos diferenciales de todas
las variables 6 cantlda,des' observadas; por consiguien-
te, ajgregando 4 1os valores numéricos de los segundos
mlembros SHIE dlferenma,les deberén 1gua,larse con los
primeros. ‘Representando por M y M’ los valores de los
segundos m1embros seran las ecuaciones de condmon

(M+H)+d(LcosB+L’cos(B+G)+ ..... y==0 }

(39).
(M/+H’) + d(Lisen B+ L sen (B~ C) ) =0 _

La diferenciacion indicada se hace con suma facili-
dad Tos factores i Bl e a,fectan la forma de co-
cientes de los productos de los senos de z—ingulos de la.
cadena envolvente, 4 contar desde el Iado de partida;
por ‘consiguiente, en virtud de las ( 36) y (37), resul-
taran respectivamente en imbas ecuaciones para 1a div
ferencial.’ de cada: térmmo, expresiones de la f’orma.ﬂ
siguientes - ‘ | | |

d ( 174 cos(B-i—O)) ="

L. cos(B—l-O)[cotgoc dan’]-—-cos(B +O)[cotg[3’dﬁ’]—sen(B+C)(dB+d0)) £
_ (40) ,_
Y/ ( 1’ sen(B+0) )_

L"ésenQB:I—C)Eiwtg:a’da’}—rsen(ﬂ—!—@)Ebo'tgf?"dﬁ ]"‘GOS(B*G)(&B"“dG))
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Las ecuaciones de condicion serdan pues:

o=(M + H)+L ( [cosB cotg ada |—[ cos Bcotgpd[?.]—seanB)
~+L’ ([cos (B+C) cotg o’da’]—[cos (B+C) cotg p'dp’]—
sen (B-+C) (dB+dC) )
+L”( [cos (B+C+D) cotg a”da” ] — [cos (B+C—+D) cotg 3”dp"” |—
sen (B+-C~+D) (¢B-+dC-+dD) )

21

(41).
o=(M'+H")+L ( [sen B cotg ada] — [senB cotg 8dB] + cos BdB)

+1/ ( [sen (B+-C) cotg o’do’]—[sen ( B + C) cotg p’dp"] +-
cos (B+C) (@B+dC) )

-
~+L” ( [sen (B+C+-D) cotg «”da”]—[sen (B+-C+-D) cotg B"df”] +
cos(B+C~+D) (dB—+dC + dD))

"'I-'itl‘allnlltillililt

Las notaciones «, B, «’, #,... indican que dentro de
cada paréntesis estan agrupados diferente numero de
sumandos, si bien son comunes algunos angulos de la
cadena envolvente. Los representados por « y g son los
alternos que dan directamente la relacion L, losa'y g
los que determinan L', etc. En o« y g estdn compren-
didos todos los « y g ménos el angulo y, del cual no
depende L/, toda vez que éste es invariable miéntras

. sen
lo sea la relacion senﬁ -+ Por esta razon estos angulos

Y, ¥y 1", aparecen sélo una vez en cada una de las ecua-
ciones anteriores. Agrupando los térmifios en que en-
tran las mismas correcciones, si se designan por a los
dngulos que figuran en todas las relaciones L, L', L"...;
por blos que entran en todas ménos en la primera, etc. ;
y POr v, 1, y".. los que s6lo en una, resultardn en de-

VVA. BHSC. LEG 08-2 n°0703



VA
finitiva las ecuaciones de condicion, dispuestas para el
célculo, en la forma:

a—se: 1”(M—I-H)+L cosBeotg ydny’ cos(B—+C) cotgy' dy' +
L”cos (B+C+D) cotg y" dy" =+.....
+ [cotgada(LcosB-+L cos(B+C) —+
L”cos(B4+C+D) +.....) :

+[ cotgbdb](L/cos(B-+C)+L"cos(B-+C+D) +...)
—+.

—dB (Lsen B+1L/sen(B+C)+L"”sen(B+-C+D)—+.....)

—dC (I/sen(B—+C)+-L"sen(B+C—+D) ~+.....)

—dD (L”sen(B+C+D)—-.....)

Frre——r

(42).

o_ﬂenl 1H(M’+H’)+L senB cotgydy—+L/sen(B—+C) cotgy' dy' -+
L” sen(B~+C—+D) cotg y"' @y" —+.....
+[cotgada](LsenB+-L’sen(B+C)+

L”’sen (B+C—+D)—+.....)

+[cotgbdb](L'sen(B+C)+L"sen(B+C+D)+..... )
-+,
+dB(LcosB—+L/cos (B+C)—+L"cos (B+C—+D)—+..... )
+4+-dC(1/cos (B4+C)+L"cos(B+C+D)+wu )
+dD(Lcos( B+C+D)+.veee )

-+.i L] L] L] L] L L] L] L] ] L L] L] ] L] L ]

Sabido es que las correcciones da, db, dc... de los
4ngulos observados se han de expresar en funcion de
las correspondientes 4 las direcciones que los determi-
nan. Para conocer los signos que deben afectar a los
términos por el concepto de los senos y cosenos de los
4ngulos B, B+C, B4+-C—+D,... que entran en ellos,
basta notar que para los senos serd positivo cuando la

VVA. BHSC. LEG 08-2 n°0703



— 40—

simadpaloa suplementos decada dngulosea mém)rj e
180°, y negativo cuando exceda decesta cantidady. yo
con respecto 4 los cosenos, si dicha suma de suplemen-
tos estd comprendida‘entre 0%y 90 $entre 270"y, 369&
sera i‘posﬂslvo, y negativo en el 'ecaso contrarié. Los sig-
nos de las correccrones' de cada diréceion éstaran indi-
cado§ por las direcciones m#s probables en cada esta-
cion § la-disposicion de 1a figura de la‘red.

Como estas ‘ecuaciones ‘s¢ componén’ de un crecido

,_u'-*

nume;?o de” termmos es cqnvemente segmr una mar-

bt Y] {;-_.-

cha trazada al expresarla,s numerlcamallte Para esto
se satisface pr1meramente la COIldlClOll ( 21) ‘haciendo
IEC2 ‘Oarreccmnes en pr0p0r010n 4 las cotangentes de los
arcos, y se ‘obtendrén ast unos valores" umcosy muy"
aproximados de las relaciones L, L") T.”,::. que han de
serviz para el con’OCnmento deé las consta,ntes Se ele-
oird él lado AB de p‘royeccmn entre los de mayor
lonm;ud lineal, ¢on el objeto de que L, JL? L”,... sean
lo m qOres posibles. Para determinar los dngulos pla-
nos B, C F_]\)’r o ¥ los. excesgs _esférlcoa de los tridngulos
1oLk III se puede ?p_e__rar con_los. trléngulos esféri-
COS ; };erc_} conviene seguir la pré,c_tlga._ de resolucion de
los planos correspondientes, para lo cual se 1magina el
tridngulo dsdsceles 'deopartida Do £29.09) eom el dn-
aulotoarbitrario; satendiendo /4 'la- configuracion de:
todos Jos demas tridngulos:. Con!estos datos se-caleula!
rénl el dngulo mby lado O’Blry el-excesorestérico’s,  y
por cons1gurente los émgulos esféricos> del trlé,ngulo Iu
(Fz" 8). Res‘tando del eingulo B eI calculado m —I— @

ILI.L ORIBUY OVIdicO L J}iu" Al 20Ol L1 \l xJ.LJ ) -LJx.d‘\J i GJJC‘LAJ

se tendrd el n —I—-— esférico del tr1éngulo I1, y con él
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y-los: doslados lconecidos’ 169sér4 taitibien s), v por 10
tantoy nb (Hig:9) del tridngulo plano. Siguiendo este!
procedimiento hasta egar al tridngulo V, se 'obtenit
drén todos/los excesos esféricos delos tridngulos;y con’
su stima & el correspondiente al dvea total del poligono

Despues se hallardn don sus 'signios los’genos § cosenos
de losdngnlos By B4~ 0, B 04Dl los que, multi<!
phcados respectwamente [ (829 F:por Iy TipLl oy por-

1-‘ s,,—l—:-:g
3 ', 3

tos darén é, conocer en union de e, 4 Hy H Los IﬂlS-:

mos productos de los lados por los senos y cosenos da-;
ré,n 4 M y M |,(38)], con 10 cual se tendrdn las cons-

],,. (Hs-Mogy - o 1,, (H'—i—M’) Introducwnd@

en' los segundos ‘miembros de las (42) los valores de:
estos tiltimos productos, los 'de las cotagentes 'de:los>
sngulosobservados a, by ¢..., 'y Sﬁstituye'ndo las . cor-
recciones day db, deyiodyy diosodB; dC,..l por-las de:
las'direcciones’ correspondientes, quedaran definitivas
mente: dlspuestas las ecuaciones para los cdlculos suce-
STVOsIO 100 % '

81 se ‘examina la [indole' de-la) condicion' satisfecha
por-las dos) ecuaciones (42), que es'la decierre del po-:
ligone ABCDE (F4g.-8); se ve que ambas; ervunion de>
la(21); exigen la-existencia del ‘espacio’ cerrado por
lay cadenas's es decir, que queda tambien cumplida Ia>
condicion de cierré!delpoligonoexteriord’y B’ (o, [H
En efecto, una vez cerrado el poligono interior y te-
niendo cada lado un valor tinico, calculado que sea por
cualquier camino, si se parte, por ejemplo, de AA’,
dando la vuelta al poligono se llegard al lado AH’,

185 factores conomdos

oY sumados los produc-
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coincidiendo el punto A en el mismo lugar que ante-
riormente, puesto que cierra el poligono interior. El
triangulo A’AH’ de enlace queda determinado porque
el angulo en A lo estd por las direcciones AH' y AA/,
y los senos de los dngulos s y s han de guardar entre si
la relacion de sus lados opuestos; por lo tanto, es indis-
pensable que el punto A’ venga 4 ocupar precisamente
el mismo lugar que tenia en el lado de partida AA’.

En vista de lo expuesto, es indudable que se debe
adoptar este ultimo medio de formular las condiciones
de lado debidas 4 los espacios cerrados por las cade-
nas, porque resolviendo el problema dentro de los li-
mites exigidos por la naturaleza del cdlculo, no tiene
el inconveniente de la féormula (22) de ser de dificil
aplicacion, ni tampoco el gravisimo defecto del segun-
do medio, que por introducir en el sistema nuevas li-
neas, aumenta considerablemente la extension de los
calculos de la compensacion general. Por el contrario,
las tltimas férmulas son de fécil establecimiento, no
variando el numero total de condiciones de la red,
que sigue determinado por las expresiones generales
indicadas. Las ecuaciones de condicion son, pues, las
de lado (21) y las dos (42) y la de dngulo (19). Para
el valor de ¢ de esta ultima, se debe aceptar el calcu-
lado al formar las (42), teniendo presente que cada uno
de los ¢,, ¢, ¢;... que le componen, se ha de obtener por
medio del valor correspondiente de R..
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ECUACIONES DE CONDICION ORIGINADAS POR LAS BASES
MEDIDAS.

El nimero total de las condiciones que se han de
cumplir en lared, se puede dividir en dos especies: 1.*
las que producen las mediciones angulares por si solas,
independientemente de las magnitudes de las lineas,
y 2.* las originadas por las relaciones lineales deter-
minadas directamente por mediciones de bases. Cuan-
to queda expuesto se refiere 4 la primera, pues en las
ecuaciones de d4ngulo s6lo son necesarias las longitudes
aproximadas de las lineas, deducidas de cualquier base.
Pero cuando se conozca por medicion mds de una de
éstas, es evidente que estos datos incompatibles han
de influir en la compensacion general de la red, corri-
giendo todas las observaciones. '

La base central de Madridejos se considera como una
de las lineas de la red general 4 causa de su longitud
de casi 15 kilémetros ; pero resuelto ya, al llevar 4 cabo
su medicion, el importante problema de la magnitud
de las bases geodésicas, las que se midan en lo sucesi-
vo sélo deberdn tener de dos 4 tres kilémetros y enla-
zarse por una red especial compensada aisladamente a
una linea ¢ lado de la general, que es el que debe figu-
rar en las ecuaciones de condicion de que se trata.

Si no existiese més que una base medida, una vez
compensado el sistema, las longitudes constantes de to-
das las demas lineassélo dependerian de ella; el conoci-
miento simultdneo de otra linea 6 base exige que, con-
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siderandolas unidas solamente por medio de una cade-
na de triangulos elegidos en la red, la relacion entre
los productos de los senos de los émgulos de continua-
cion sea igual 4 una cantidad ya determinada; condi-
cion que ha de queda,r satlsfecha mmulténeamente con
todaydas demigs, ©510191D 0D agl o T OUSNTIAE &

*. Sean'lag dos basses med1das B y B’ (Fzg 10) ; 86l po=’

dré establecer, como exacta, la, COHdlClOIl de lado aué
loga, é la (21)

) sen-o, sen o' |5 sen e'fis. sen o 11 By rptoaril |
= — (43),
sen f3, sen ﬁ sen {3" ppFeR fm o B’ _ |

ente11d1endose que By B’ han de entra,r con sus erro-
res probables. Para enlazar las dos bases se debe ele-
glr la cadena que, siendo regularmente configurada,
ténga, ménos puntos, y en la que todos los angulos del
primer miémbro de 1a ecuacmn sean observados y 110
dedumdos =Y &

e‘Xactamente de Ia 1 mistna forma deblendo relacwnar-
la'con la més prémma, y asi de las demas, por lo que
el nimero de ecuacmnes de esta espec:1e sere’L 1gua1 al
de bases menos V10T Vs = s g |

-

ESTABLECIMIENTO DE LAS ECUACIONES.DE CONDICION.
-OED 'considerable mimero ' de . lineas-y> puntos que’
constituyen:'lao'red "exige grandes ‘precauciones ' en’
lrestablecimiento de lasilecdaciones de 1 condiciony:
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puss! el prévio conoeimiento del’ total de: condicidnes
no excluye el error; de: repetir algina ya'implici-
tamente satisfecha: Con objeto’ de facilitar: esta par-
te de los' calculos, es conveniente considerar parti-
da la red en varios trozos 6 gruposy operar separada-
mente en cada uno de elos; teniendo conocidas, para
agregarlas despues, las condiciones producidas por su
reunion. Para conseguirlo se puede observar que, para
dividir en T trozos una cadena que no! cierre espacio,
son necesarias T — 1 soluciones de continuidad, 0 sean
lineas de enlace; cada una de éstas que se presente
ademas en cualquier caso, acusa la existencia de un
espacio cerrado. por la reunion de'los trozos; de ‘ma-
nera, que si en la red se han elegido para dividirla L
lineas de enlace, habrd E—T -1 poligonos 6 espacios
que no aparecen en los trozos y si en la red total, te-
niendo que 'agregarse 4 las ecuaciones de  condicion
halladas E— T 1 de 4ngulo y 8(E—T~-1) delado.
- Expresando por las férmulas: generales el numero
total de condiciones de la red. y la suma de las de to-
dos los -grupos, debe necesariamente aparecer, esta
misma diferencia. En efecto: sean L. y P el numero
total de lineas y puntos delared, y 7,/%:"... p's p"y p,
respectivamente los de los trozos; sera:

L= V-V Vs + 1T —E=[{]— E
g o RaEplpap s p e 2B=lp)2E v

y por consiguiente,

DE ANGULO. DE LADO.
Ntmeto total de ecuaciones en la ved...[1]=[p]+E~+1..... [1]— 2[‘p]+3(E+1)
Xd. de las de 108 ;T gIUROScsyesercersee o [A=[2] - Tevsieiens [U2[ 214310
i i1) 3210350 k) )l Diferenciasnn'iur EJ""’-T"’!"’-I;HH!;HHIJHIH S(EFFT"F]'); :
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Puesto que en la division que se indica en la tltima
l4mina hay 17 lineas de enlace y 9 trozos, por su re-
union formarén 17—9-+1=9 espacios cerrados, que
originan 9 ecuaciones de dngulo y 27 de lado.

En la tabla 6." aparece calculado con mucha aproxi-

macion el nimero de ecuaciones de cada grupo, nume-
ro que no habré de sufrir grandes alteraciones. En los
grupos VIII y IX, cuyas observaciones angulares no
estdn terminadas, se han supuesto existentes las lineas
que probablemente se observaran.

Para la marcha del célculo se debe considerar aisla-
damente cada uno de los grupos; rectificando primero
el ntimero de condiciones, tanto de 4ngulo como de
lado, se pasaré despues 4 elegir las figuras que las ori-
ginan; y por ultimo, teniendo presente cuanto se ha
dicho, se estableceran las ecuaciones, despues de cal-
culados los excesos esféricos correspondientes 4 las
figuras que exigen condicion de dngulo. Agregando al
total de ecuaciones las 86 que se forman por la reunion
de los trozos, se tendrén todas las de la primera espe-
cie, que unidas 4 las que produzcan: las bases, consti-
tuirdn el total 4 que han de satisfacer todos los ele-
mentos de la red.

FORMACION ¥ RESOLUCION DE LLAS ECUACIONES FINALES.

Las ecuaciones para el enlace entre los cdlculos de
cada estacion y los que exige la compensacion de toda
la red, dan los valores de las correcciones de cada di-
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reccion en funcion de las incdgnitas auxiliares [1]
[2]..., que tienen numeracion correspondiente, for-
méndose igual nlimero de grupos que de estaciones, y
entrando en cada uno tantas incégnitas como direccio-
nes ménos una. Las condiciones 4 que ha de satisfacer
el sistema estdn expresadas por ecuaciones cuyas in-
c6gnitas son las correcciones de las direcciones que
forman la figura geométrica, origen de la condicion.
Partiendo de ellas se formulan los valores de cada una
de las inc6gnitas [1] [2]... en funcion tambien de
otras auxiliares notadas por los nimeros de 6rden’ 1,
IT, IT1... de las ecuaciones de condicion, y por su for-
macion cada una de estas expresiones tendrd por in-
cégnitas todos los nimeros de érden de las ecuaciones
de condicion, en que entren las correcciones (1) (2)...
de las direcciones que tengan igual numeracion que
aquellas ; es decir, los correspondientes a todas las ecua-
ciones formadas por las figuras geometricas en que en-
tra la direccion afectada por la correccion correspon-
diente 4 laincégnita [2]. Sustituyendo estos valores en
las ecuaciones de enlace, se obtienen los de las correccio-
nes (1) (2)... en funcion de I, IL..., existiendo en todas
lasecuaciones de cada grupo tantas incégnitas como figu-
ras geométricas se hayan consideradoalrededor del ver-
tice 4 que corresponde;y, por consiguiente, en la ecua-
cion final tantas incégnitas como figuras geométricas
distintas se hayan considerado alrededor de todos los
puntos entre los que se haya establecido la ecuacion
de condicion.

Si cada punto de la red estuviese directamente liga-
do con todos los demas, en cada ecuacion final figura-
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rian todas las incdgnitas y- el niimero:de coeficientes
auxiliares necesarios para la resolucion de las 760 ec¢ua-
¢iones, en nimero redondo'(*) seria de 73.740900,
distribuidos en 289.940 columnas del formulario: adop-
tado, compuestas algunas de mds de 1500 renglones.
Pero como la red est4 muy 1éjos de presentar estas
condiciones, sino que sus puntosse van ligando suce-
sivamente por medio del curso de las cadenas, hay que
determinar, siquiera sea aproximadaniente, lo quepo-
dr4 disminuir por. este concepto el célculo de resolu-

clon. | L t0 | |
. La ecuacion ﬁnal que prowene de la figura formada
por los puntos Pefias, Gamonal 'y Trigueiro (grupo D),
tendr4 tantas inicégnitas como figuras 'se puedan ‘con-
siderar formadas alrededor: de cada uno de ellos. Pe-
fias daré 9 ecuaciones, 6 de dngulo y 3 de lado; Ga-
monal 7 de 4ngulo y 4 de lado; pero como 6 de ellas
son comunes con las anteriores, No aumentara laecua-
cion més que en 5 incégnitas; y por ultimo, por -
gueiro en otras 2, que dan un  total de 16 incognitas.
- Anadiendo 4 por pertenecer la figura 4 la cadena que
cierra un espacio dentro del mismo grupo I, resultaun
total de 20 incégnitas para la ecnacion final. Este tipo
se puede tomar como, el promedio aproximado, para
todas las de la red, pues si /bien en algunos, casos,
como sucede en el extremo: NO., se hallardn algunas
ecuaciones en que no figuren mds de 9 incognitas, en
cambio hécia el centro de la. Peninsula las hay con mag

———

-

(*) 712 de 1a. tablaﬁ . 36 de 1a. Ieumon de los grupos y 3 por 4 bases me-
didas, '
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de 80; superando todavia esta cifra algunas de las for-
madas por los grandes poligonos 6 espacios, y tambien
las debidas 4 las bases.

Escritas las 760 ecuaciones finales en la forma adop-
tada sin repetir los términos de idénticos coeficientes,
y suponiendo que cada una consta de los 21 términos,
compondr4n entre todos, incluidas las constantes, un
total de 8740, correspondientes 4 otras tantas colum-
nas de célculo en el Fstado de resolucion. A éstas
se agregaran las que provengan de la eliminacion de
incégnitas anteriores que falten en cada ecuacion, cuyo
niimero no es posible determinar preliminarmente de
una manera suficientemente aproximada, puesto que
depende del enlace de las ecuaciones; pero no se cree
excesivo suponer que ascienda 4 10.000 columnas, en
ntimeros redondos; cifra elocuente que por si sola jus-
tifica cuanto queda dicho sobre el método y érden ne-
cesarios en la ejecucion de este calculo de resolucion.
Es preciso, pues, que una vez establecidas las ecua-
ciones finales se estudien con el’mayor detenimiento
Jos medios materiales de resolverlas; no pudiéndose,
por otra parte, seguir la norma de algun trabajo
an4logo, porque no se cree exista NINZUNo hecho ni
proyectado que por su extension sea comparable al
‘de nuestra red.

Las ecuaciones de condicion se deben ordenar de
manera que produzcan en el cdlculo el menor desar-
rollo posible; empezando, para conseguirlo, por las
que contengan menor nuimero de incégnitas, y suje-
téndose 4 las agrupaciones naturales que exige la

figura.
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Una vez conocidos los valores de las incégnitas, lo
serdn tambien los de las correcciones (1) (2)..., las
cuales deberdn satisfacer 4 las ecuaciones de condicion.
Con estas correcciones se determinaran las correspon-
dientes 4 las direcciones iniciales de cada estacion y
por resta las variaciones de todas ellas, obteniéndose,
por consiguiente, los datos para calcular todos los er-
rores de observacion.

Planteadas que sean las ecuaciones, habrd que deci-
dir el ntiimero de cifras que se deberan emplear; cues-
tion de suma trascendencia para llegar 4 resultados
que tengan la exactitud préviamente exigida, con el
minimo desarrollo en las operaciones numeéricas.

Por regla general, todos los célculos se deberan
efectuar simultdnea y separadamente, por tres seccio-
nes de geodestas, con frecuentes confrontaciones 4
cargo de una cuarta seccion exclusivamente dedicada
4 este objeto. Cuando sea conveniente el uso de arit-
mémetros, se debe considerar cada par de ellos como
unidad. |

REDUCCION DE LA BASE DE MADRIDEJOS -
AL NIVEL DEL MAR (7).

Siendo ya conocidas por las nivelaciones de preci-
sion las altitudes sobre el nivel medio del Mediterra-
neo en el puerto de Alicante, de los extremos Bolos
y Carbonera de la base de Madridejos y sus latitudes

(*) Base central de la triangulacion geodesica de Espafia, paginas 297 y
siguientes,
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y azimutes respectivos, aproximados al segundo sexa-
gesimal, calculados con las direcciones mas probables
en cada estacion aislada & partir del azimut Observato-
rio-Hierro, se puede obtener, con auxilio de los radios
de curvatura calculados, un valor definitivo para la
longitud de la base reducida.

Los nuevos datos son:

LATITUD. AZIMUT DE LA BASE. g ALTITUD.
Carbonera. ... 39".32%.46”. ... 295°.20"..26".. . . )
BRSsT B 7 89.,,29.. 2851 . 118496 19 & = T1Tm,23b

Representando por:
L... La longitud de una base 6 seccion de ella, medida
directamente.
[... Idem de L reducida al nivel del mar.
R,... El radio de curvatura terrestre correspondiente.
a,... La altitud media de la base 6 secclon.
G, La longitud lineal del arco de un grado del ra-
dip-R..
«... Ll azimut de la base.
Ser4 con suficiente aproximacion :

Lam dm
L—l= 1— *).
R,,[ RL] )

180
RL == G'a e

(1

GG*—"GM*‘[GP——GH]BBH! e,

Aplicando 4 estas férmulas la latitud aproximada

(*) Se puéden despreciar sin recelo log términos sigunientes de la série, por-
que el logaritmo del tercero tiene ya de caracteristica 9.
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de Bolos (39° 80') y el dngulo « (64" 36" 40”) deducido
de ambos azimutes, se podrd conocer G, y por consi-
guiente R,, en la forma siguiente:

Qarens., Bor b 111.475,1.
¢ S e e e B K L
Gp—GCu s - 2508 s d0g e 2,65398391
log. sen®e. . . . 1,91177792
2.9 término. . . 8070 e e 2,b6D(6183
Cligomemnurons: rmm 111:892.9— ., dogov e v < 0,04686478
180
logaeas, sn. - ., -1,76812264
T
R p s ari e S 6.382.303m,1. Sanssie Iog. | e 6,80497742

Conocido este radio de curvatura y la altitud del ex-
‘tremo Bolos, se han determinado con los promedios de
las cinco secciones de la base los correspondientes va-
lores de /, resultando para la longitud de la

Base de Madridejos reducida definitivamente al ni-
vel del Mediterraneo en Alicante

14.662™,8964— 0,0025.
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TABLA 2.

i

—log.

log. ¢
E (1—e?)

—log.

3
(1— e2sen. °L)»

log. ¢/
E

1
(1—e? sen.2L)?

o1
=

40

41

6,80324261
27923
31605
35306
39026
42764
46520
50289
54074
57869
61679
65499
69327
73166
77010
80861
84719

6,80388578

6,80520145
21566
22593
23827
25067
26315
27565
28821
00085
31348
22618
338
35167
36447
37728
39012
40298

6,50541584

3 At e
10, ( o — e
log. sen. 2 L $: 480 d-me
sen.2 L)

1,97567007 5,92642905
7820633 2896531
8059632 3135530
8284164 3360062
8494378 3570276
8690412 3766310
8872393 5948291
9040439 A1163317
9194658 4270556
9335146 4411044
9461993 4537891
9575278 4631176
9675071 4750969
761435 4837333
9854425 4910321
9894079 4969977
9940441 5016339
1,99973536 8,95049434

d T e2 P 1o e2
ST 80 =2 8- UH a0 1=a| (e

sen. 2 L) sen. 2 L) .

1,000084417 0,00003666
4911 687 6,80327921
5380 707 31610
5822 127 35312
6239 745 39033
6629 762 42774
6993 171 46526
71330 192 50297
7641 806 54081
7925 818 57880
8182 829 61687
8412 839 65508
8615 848 69338
8792 856 13175
8941 362 17022
9064 867 80872
9139 0,00003872 84728

1,000089227 6,80388591
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TABLA 4.

# T TR AT P LT
[
|

L log. R, Diferencias. log. K Diferencias. |
|
36° 0/ 6,80424639 9,40490235 |
2454 4909
30 27093 85526
2468 4936
o7 e | 29561 80390
2480 4960
30 32041 75430 |
| 2492 4984
a9 U 34535 70446
2504 5007
30 37037 65439
2513 5020
39 0 39550 60 115
2023 5046
30 42073 503617
| 9532 5064
40 0 44605 50303
2538 5076
30 47143 452217
2547 5094
i 0 49690 401353
2552 5105
30 52242 30028
2559 5117
42 0 54801 29911
9564 5128
30 271365 24783
2866 5133
4 -0 59931 19650
2571 5142
50 62502 14508
2574 : 5148
4 0 6,80465076 9,40409560
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TABLA 6.°

Nim. de |
RWioro ecuaciones
e -
¢ | lineas. | condicion %
= : >
| alle =N
LINEAS DE ENLACE. s rgprofe | .-fF3
% g rete L B2 e
S ook g meilia TR s
E sl EFcl 2 leks
T Zz|l=|(2]|=2|" =
gontés. . gspjgﬁe(tie. )
avajos. . ardanedo. 4
Castillejo. . Teso-Santo. S . .
{ }‘Fso-Santo. : gasmlcjo.
ores. . errota. :
II. | Duranes. Judio. ‘ 3631 90 | 11 2| 87
| Hamapega.. Tentudia. |
- Contés. . . Espiguete.
Navajos. . Sardanedo. -
1i11. < Carbonero.. Colgadizos. 40 1 106 1 103
Hinodejo. . . Cebollera.
‘S. Bartolomé.. Higa. ] ! i
%arbnnelro. C:ljlga[lizns. ;
| erninches. Altomira.
- IV. { Navajo.. Calderina. % 28} 14} S 85
Serrota.. Flores. |
galderina. : Niwajo. I.
arreros. . Almenara.
V. Migina. . Ahillo. l 201 55 5 59
Judio. . Duranes.
Tentudia. . - Hamapega.
- VI. ¢ Ahillo. . - Magina. 39) 89| 10 5
|Tetica. . . Piorno. |
Hi;i';Ja.. oS ; Bgrlolomé.
Cebollera. . inodejo.
VIL ’ Sierra alta.. Palomera. 20y 42 8 36
| Zaragoza. . Estéban. |
ﬁ | Estéban. Zaragoza. ”
VIIL ) Ares. Desierto. % a1 92 4 69
l[ Desierto. Ares.. |
| Palomera. . Sierra alta.
. IX.  Berninches. Altomira. 58 | 140 | 14 | 124
| EBarreros. : Almenara.
4 Tetica. . Piorno.
: \ .
TOTALES. 391 ! 841 ™ I 12
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