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Capitulo 1

Introduccion

El estudio de las resoluciones libres minimales graduadas de ideales monomiales es
un area de trabajo clasica dentro del algebra conmutativa que permite el uso de métodos
combinatorios y ofrece por lo tanto un puente entre las dos areas: el algebra conmutativa
y la combinatoria. Ademas, la técnica conocida como polarizacion permite restringir este
estudio al caso de los ideales monomiales libres de cuadrados sin pérdida de generalidad.
Los ideales monomiales cuadraticos libres de cuadrados, también llamados ideales de
aristas, que fueron introducidos y estudiados por primera vez por Rafael H. Villarreal
en un articulo publicado en 1990 ([23]), serdan nuestro objeto principal de estudio en el
Capitulo 2 de este trabajo. Pocos anos mas tarde de haberlos introducido, el mismo autor
publicaba un destacado articulo junto con Aron Simis y Wolmer V. Vasconcelos ([24])
en el que continuaban estudiando en profundidad este tipo de ideales asociados a grafos.
Es posible encontrar un repaso a la historia de este estudio en un articulo de Rafael H.
Villarreal y Maria Vaz Pinto dedicado a la memoria de Wolmer V. Vasconcelos que ha
sido publicado en el mismo anio de la redaccién de este trabajo ([21]).

Tradicionalmente, la forma de abordar este estudio consistia en recurrir a herramien-
tas propias del dlgebra homoldgica. No obstante, problemas como hallar la dimensién de
un grupo de homologia pueden llegar a ser altamente complicados y en los tltimos anos
se ha desarrollado una nueva técnica que permite evitarlos. Esta técnica, que fue intro-
ducida por Shalom Eliahou y Michel Kervaire en 1990 en un articulo que ha resultado
ser de gran impacto ([5]), se conoce como escision de ideales y permite recuperar muchos
de los resultados conocidos como simples corolarios de otros resultados mas generales.
Mi principal objetivo va a ser presentarla detalladamente para ilustrar las ventajas que
proporciona, permitiéndonos sustituir los problemas propios de la homologia por otros
puramente combinatorios. Para ello, nos vamos a dedicar a estudiar principalmente los
trabajos de Huy Tai Ha y Adam Van Tuyl ([16], [17]).

Aunque en este trabajo nos centraremos en mostrar la interaccién entre el algebra
conmutativa y la combinatoria via el estudio de las resoluciones de ideales monomiales
libres de cuadrados, este no es més que un ejemplo concreto dentro de los muchos &mbitos
en los que la combinatoria estd ganando fuerza en los ultimos anos. Por ejemplo, en mi
Trabajo de Fin de Grado ([1]), del que se puede encontrar un resumen extendido en
una nota publicada en la Gaceta de la RSME ([2]), ya mostrdbamos cémo la teoria de
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grafos resultaba de gran ayuda para resolver una conjetura que habia sido enunciada
hace casi treinta anos dentro de la teoria de la complejidad computacional: la conjetura
de la sensibilidad.

La forma en la que se estructura este trabajo es la siguiente: en primer lugar, comen-
zaremos introduciendo las nociones basicas para comprender el problema al que queremos
enfrentarnos y la forma en que queremos hacerlo, recurriendo a herramientas combina-
torias como los grafos, los complejos simpliciales o los hipergrafos, asi como a la técnica
de escisiéon de ideales. A continuacion, lo que haremos sera seguir un orden creciente de
generalidad; es decir, empezaremos estudiando los ideales de aristas asociados a grafos
para continuar con los ideales de facetas asociados a complejos simpliciales y, por tultimo,
estudiaremos el caso mas general de los ideales de aristas asociados a hipergrafos.

Otro de mis objetivos en este trabajo va a consistir en transmitir mi percepcién acerca
de la naturalidad con la que van surgiendo los distintos objetos de trabajo, en la mayoria
de los casos pensados para generalizar algunos tipos concretos de grafos.

El Capitulo 2 va a estar dedicado a estudiar los ideales de aristas asociados a gra-
fos, utilizando [16] como referencia principal. Consideraremos dos tipos de escisiones:
la primera, que corresponde a las aristas de escisién, nos permitird proporcionar una
formula para el cdlculo de los nimeros de Betti graduados de estos ideales en términos
de los nimeros de Betti graduados de los ideales de aristas asociados a ciertos subgra-
fos. Ademas, estudiaremos un caso en el que esta férmula es recursiva. El otro tipo de
escisién que vamos a estudiar corresponde a los llamados vértices de escision y nos va a
permitir obtener un resultado que supone una mejora del conocido Teorema de Froberg
y que muestra una fuerte conexién entre el algebra conmutativa y la teoria de grafos.

En el Capitulo 3 nos vamos a dedicar a estudiar ideales monomiales libres de cuadra-
dos no necesariamente cuadraticos. Para ello utilizaremos [17] como principal referencia,
y consideraremos los hipergrafos como objeto combinatorio que nos permitira generalizar
varios de los resultados presentados en el capitulo previo. En particular, obtendremos una
formula para los nimeros de Betti graduados de los ideales de aristas asociados a hiper-
grafos en términos de los nimeros de Betti graduados de los ideales de aristas asociados
a ciertos subhipergrafos, y también trataremos de generalizar el Teorema de Froberg.
En este ultimo caso, veremos que no es posible obtener una generalizacién término a
término del mismo.

El altimo capitulo estara dedicado a ilustrar la contemporaneidad del tema tratado en
este trabajo, comentando brevemente algunas de las lineas de investigacion relacionadas
con el tema que permanecen abiertas y con gran actividad en la actualidad.

Ademas del desarrollo tedrico principal del trabajo, dedicaremos un apéndice a intro-
ducir de forma elemental ciertos aspectos bésicos del paquete EdgeIdeals de Macaulay?.
Este paquete, que fue escrito por Christopher A. Francisco, Andrew Hoefel y Adam Van
Tuyl, resulta muy cémodo para el manejo computacional de los ideales de aristas que
estudiamos.



Capitulo 2

Ideales de aristas asociados a grafos

Comenzamos el desarrollo de este trabajo con un capitulo dedicado a los objetos
menos generales de todos aquellos con los que vamos a trabajar: los grafos. En primer
lugar, introduciremos las nociones bésicas de teoria de grafos que vamos a necesitar,
y presentaremos la llamada escision de ideales, técnica que vamos a utilizar también
en capitulos posteriores para estudiar las resoluciones libres minimales graduadas del
tipo de ideales monomiales libres de cuadrados que corresponda a cada secciéon. Cuando
hayamos introducido estos preliminares, asi como la forma de identificar un grafo con un
ideal monomial libre de cuadrados (cuadréitico en este caso), pasaremos a exponer dos
tipos de escisiones que podemos llevar a cabo con el ideal de aristas de un grafo para
obtener informaciéon acerca de su resolucion libre minimal graduada.

2.1. Preliminares

Sea R = k[z1,...,z,] un anillo de polinomios sobre un cuerpo arbitrario k. Si [
es un ideal homogéneo de R (0, més generalmente, un R-médulo graduado finitamente
generado), sabemos que le podemos asociar una resolucion libre minimal graduada

0— @;R(—5)""D — @;R(—j)P-19D) — ... 5 @;R(—j)PiD) 5 T -0,

donde la sucesion anterior de R-moédulos y homomorfismos de R-modulos es exacta, [ < n
y R(—j) es el resultado de desplazar los grados de los elementos de R en j unidades.
Cada numero 3; ;(I) es el 7, j-ésimo nimero de Betti graduado de I, y tiene la propiedad
de que es un invariante de I igual al niimero de generadores minimales de grado j en el
1-ésimo maédulo de sizigias de I.

En este capitulo nos vamos a centrar en el estudio de las resoluciones libres minimales
graduadas de un tipo concreto de ideales monomiales: aquellos generados por monomios
cuadraticos libres de cuadrados. El principal motivo que nos lleva a empezar estudiando
este tipo de ideales es que es posible identificarlos con grafos simples de n vértices via
una biyeccién sencilla. Antes de detallar esta identificacién, definimos un grafo simple
como un grafo no dirigido que no tiene aristas multiples (es decir, entre cada par de
vértices puede existir a lo sumo una arista) y tampoco tiene aristas que vayan de un
vértice cualquiera en si mismo. Ahora si, es claro que un grafo simple G con vértices
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Vo = {x1,...,2,} v aristas Eg se puede identificar con el ideal monomial cuadrético
libre de cuadrados

I(G) = {zixj | {zi,z;} € Eg}) Cklzy, ...,z ,

que recibe el nombre de ideal de aristas de G, teniendo en cuenta que estamos cometiendo
un abuso de notacién y denotando de igual forma a los vértices de GG y a las variables en
el anillo de polinomios asociado. A través de esta biyeccidn, el grafo de n vértices aislados
se identifica con el ideal I = (0), que podemos suponer por convenio que también es un
ideal monomial cuadratico libre de cuadrados.

En la identificacion que acabamos de presentar, es importante que los grafos consi-
derados sean simples. En caso contrario, podrian ocurrir distintos inconvenientes:

» Si existiese mas de una arista entre dos vértices x; y z;, entonces estas nos pro-
porcionarian varios generadores iguales de Z((G). Sin embargo, como generadores
podriamos omitir todos salvo uno y perderiamos la informacion de que existia una
arista multiple en el grafo de partida.

= Si existiese una arista de un vértice z; en si mismo, entonces esta se traduciria via
nuestra mencionada identificacién en el monomio z?, de manera que nuestro ideal
Z(G) no serfa libre de cuadrados.

Nota 2.1.1. En el segundo de los casos anteriores, si existiese una arista de un vértice x;
en si mismo, entonces podriamos anadir un nuevo vértice x;; a nuestro grafo y sustituir la
mencionada arista por una arista entre x; y ;1. Esto no es mas que el proceso equivalente
a polarizar el ideal de aristas del grafo, y existe un resultado que afirma que los niimeros
de Betti graduados de un ideal coinciden con los de su polarizado. En consecuencia, en
lugar de trabajar con grafos simples, se podria haber exigido simplemente que nuestros
grafos no tuvieran aristas multiples. No obstante, como lo 1inico que nos interesa en
nuestro estudio son los nimeros de Betti y estos coinciden para un ideal y su polarizado,
podemos asumir siempre que nuestros grafos son de hecho simples y, por tanto, mas
sencillos de tratar. Esto se debe a que si el ideal del que partimos no es libre de cuadrados,
basta polarizarlo y asociarle el mismo grafo que al ideal polarizado, que si que va a ser
simple.

Es trivial a partir de la definiciéon del ideal de aristas de G que
|Eg| sij=2
0 sij#2,

donde utilizamos las barras verticales para referirnos al cardinal de un conjunto. Ademas,

T6) = {

es habitual fijar
1 sij=0
_1;(Z(G)) = o
e ={ ) 220

y asi lo haremos en este trabajo. En consecuencia, los niimeros de Betti que vamos a
estudiar seran los f3; j(Z(G)) con i > 1. Es para ello para lo que recurriremos a la nocién
de ideal monomial escindible, aunque antes de esto introduciremos algunas nociones
bésicas de teoria de grafos.
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2.1.1. Teoria de grafos

Todo grafo G con el que vamos a trabajar va a ser finito y simple, aunque no ne-
cesariamente conexo. Si Vg = {z1,...,2,}, entonces asociaremos a G y a un cuerpo
k a priori arbitrario un anillo de polinomios R = k[zy,...,x,]. Para evitar recargar la
notacion, la arista {z;, z;} se denotard simplemente por z;x;, que también serd el mono-
mio resultante de multiplicar las dos variables asociadas en el anillo de polinomios. En
particular, simplificando la notacién como acabamos de comentar, es posible reescribir
la definicién del ideal de aristas de G como Z(G) = ({z;z; | xiz; € Eg}).

Se dice que un vértice y es adyacente al vértice x si xy € Eg. Vamos a denotar por
N(z) al conjunto de vértices adyacentes a x en G es decir,

N(z)={ye Vs |ay € Eg} .

La notacién anterior procede de la palabra inglesa neighbour, que significa vecino y que
proporciona una idea clara sobre los vértices de N(z): son los vecinos de x en el grafo.
El grado de un vértice z € Vi es el nimero de aristas de G a las que = pertenece y se
denota por deg,(z) o simplemente por deg(z) cuando no hay confusién. Como estamos
suponiendo que todo grafo G con el que vamos a trabajar es simple, se verifica que
|N(z)| = deg(z). Se define el complementario de un grafo G, y se denota por G¢, como
el grafo que tiene el mismo conjunto de vértices que G y cuyas aristas son todos aquellos
pares de vértices que no son aristas de G; es decir, Ege = {xy | 2y ¢ Eq}.

Si e es una arista de G, G \ e representa el grafo que tiene los mismos vértices que G
y aristas Eg\{e}. Si S = {x;,...,2;,} C Vi, G\ S representara el resultado de eliminar
en G los vértices de S y las aristas incidentes a ellos. Por otra parte, Gg denotara el
subgrafo inducido de G en S; es decir, el subgrafo de G cuyos vértices son los elementos
de S y cuyas aristas son todas las aristas de G que unian entre si elementos de S. En
particular, siguiendo con la notacién anterior, se verifica que Gg = G \ (Vi \ 9).

Diremos que C' = (z;,x;, ... x;x;) es un ciclo de G de longitud [ si Ti; T, €S una
arista de G para cada j € {1,...,l}, con x;,, = x;,. El grafo completo de tamano n
se denota por IC,, y es aquel que tiene n vértices y cuyas aristas son todas las posibles
entre esos vértices. Cuando un grafo completo KC,, es un subgrafo de otro grafo G recibe
el nombre de n-clique de G. El grafo bipartito completo se denota por K,, ., y es el grafo
cuyo conjunto de vértices se puede dividir en dos conjuntos disjuntos A y B, el primero
de tamano m y el segundo de tamano n, y cuyas aristas son {zxy | z € A,y € B}. En
general, un grafo bipartito es un grafo cuyo conjunto de vértices se puede dividir en dos
conjuntos disjuntos A y B, y cuyas aristas estan formadas exactamente por un elemento
de A y otro de B.

Se dice que un grafo G es un drbol si es conexo y no tiene ciclos. Un bosque serd una
union disjunta de arboles, y una hoja de un bosque sera una arista que contenga a un
vértice de grado 1. Con estas definiciones, es muy sencillo probar que todo arbol posee
al menos una hoja razonando por reduccién al absurdo y utilizando la suposicion de que
G es finito.

En el siguiente apartado vamos a introducir, también como parte de los preliminares,
el concepto de ideal escindible y algunos de los resultados basicos sobre estos ideales.
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2.1.2. Escision de ideales

Dado un ideal monomial I, vamos a denotar por G(I) al conjunto de monomios que
forman un sistema minimal de generadores de I, el cual se sabe que es tinico. Una prueba
de ello se puede encontrar, por ejemplo, en el primer capitulo de [20].

La siguiente definicion, asi como el teorema que vamos a enunciar a continuacion,
fueron introducidos por primera vez por Shalom Eliahou y Michel Kervaire en [5] y son
fundamentales a lo largo de este trabajo. No presentaremos aqui la demostracion del
teorema porque lo que realmente nos interesa es aplicarlo al estudio de las resoluciones
de nuestros ideales.

Definicién 2.1.2. Se dice que un ideal monomial I es escindible si I es la suma de dos
ideales monomiales no nulos J y K, es decir, I = J + K, tales que:

1. G(I) es la unién disjunta de G(J) y G(K).
2. Existe una funcion de escision

GJNK) —
w > (d(w), P(w))

que satisface

(a) para todo w € G(J N K), w = mem(¢p(w), ¥ (w)), donde mem representa el
minimo comun multiplo, y

(b) para cada subconjunto S C G(J N K), tanto mem(¢(S)) como mem(¢)(S))
dividen estrictamente a mem(S).

Si J y K satisfacen las propiedades anteriores, entonces decimos que I = J 4+ K es
una escision de 1.

Nota 2.1.3. De la propiedad (a) de la definicién anterior se deduce que tanto ¢(w) como
Y (w) dividen a w para todo w € G(J N K). Esto implica que mem(4(S)) y mem(1(S))
dividen a mem(S) para cada subconjunto S de G(J N K), y por tanto lo realmente
importante de la propiedad (b) anterior (y que serd lo que comprobaremos junto con la
propiedad (a) para demostrar que una determinada aplicacién es una funcién de escision)
es que lo hagan estrictamente.

Teorema 2.1.4. Supongamos que I es un ideal monomial escindible con escision I =
J + K. Entonces para todos i,7 > 0 se verifica que

Bii(I) = Bii(J) + Bij(K) + Bi-1;(JNK) .

Dos invariantes interesantes de un ideal I son su regularidad y su dimensién proyec-
tiva, cuyas definiciones recordamos a continuacién:

» La regularidad de I, denotada por reg([), se define como

veg(I) = méx{j — i | By () # 0} .
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» La dimension proyectiva de I, denotada por pd(I), se define como
pd(I) ;== méax{i | p;;({) # 0} .

A partir de estas definiciones y del Teorema 2.1.4, es posible obtener facilmente el
siguiente resultado:

Teorema 2.1.5. Si I es un ideal monomial escindible con escision I = J+ K, entonces
(i) reg(I) = méx{reg(J), reg(K), reg( N K) — 1}, y
(ii) pd(1) = méx{pd(J), pd(K), pd(J N K) + 1}.

Demostracion. Para demostrar (i) basta darse cuenta de que

masc{j — i | Bras(JNEK) £0} = max{j— (i —1) | frry(JNK) £ 0} —1 =
= reg(JNK)—1

y observar la férmula que aparece en el enunciado del Teorema 2.1.4.
Andlogamente, para demostrar (ii) basta darse cuenta de que

= pd(JNK)+1

y observar la férmula que aparece en el enunciado del Teorema 2.1.4. O

Pasamos ahora a estudiar la resolucion libre minimal graduada del ideal de aristas
Z(G) asociado a un grafo simple G, y lo vamos a hacer en primer lugar a partir de un tipo
concreto de escisiones, que son las que corresponden a las llamadas aristas de escision.

2.2. Aristas de escision

Sea G un grafo simple con ideal de aristas Z(G) y sea e = wv una arista de G. Si
J = (w) y K = Z(G \ e), entonces es claro que Z(G) = J + K. Sin embargo, esta
suma no tiene por qué ser una escisién de Z(G) ya que podria ocurrir que no verificara
todas las condiciones de la Definicién 2.1.2 (en particular, lo que podria ocurrir es que no
existiera una funcién de escisién como la que se describe en la mencionada definicién).
En esta seccién vamos a estudiar cuando la suma anterior es efectivamente una escision
de Z(G), y cuando lo sea estudiaremos cémo utilizarla para obtener informacion acerca
de la resolucién libre minimal graduada de Z(G).

Definicién 2.2.1. Se dice que una arista e = wv es una arista de escision si Z(G) =
(uv) +Z(G \ e) es una escisién de Z(G).

Empezamos introduciendo un lema que nos va a permitir obtener posteriormente una
descripcidn til de G(JNK) para J = (uv) y K = Z(G \ e) en el caso general, sea e = uv
una arista de escisién o no.
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Lema 2.2.2. Sean J = (w) y K = Z(G \ e) con e = ww € Eg. Si N(u) \ {v} =
{uy,...,uy}, N(w)\ {u} ={v1,...,0,} y H=G\ (N(u) UN(v)), entonces

JNK =uv ((ury...,up,01,...,0,) +Z(H)) .

Demostracion. Como J y K son ambos ideales monomiales, es conocido que se puede
calcular facilmente su interseccién de la siguiente manera:

JNK = ({mem(uv,m) | m € G(K)}) .

Cadam € G(K) se corresponde con una arista de G'\ e, y existen dos posibles opciones
para esta arista:

1. La arista contiene a u o v, o0 a algin otro vértice adyacente a v o v, de manera que
en este caso

mem(uv,m) € uv(Uy, ..., Up, V1,...,0,) C
C v ((ug,. .. up,v1,...,0,) +Z(H)) .
2. La arista no contiene a ningin elemento de N(u) U N(v), en cuyo caso
mem(uv,m) € wvI(H) C

C wv((ugy ... up,v1,...,0,) +Z(H)) .

Hemos probado que JONK C uv ((u1, ..., up, v1,...,v,) +Z(H)), y la otra contencién
es evidente. n

A partir de este lema, el siguiente corolario es inmediato:

Corolario 2.2.3. Seane =uv € Eg, J = (w), K =Z(G\e) y H = G\ (N(u) UN(v)).
Si A= N(u)\{v} y B=N(v)\{u}, entonces

GJNK) = {wu; |u; € A\ B} U{uvy; | v; € B\ A} U
U {uvz; | zz€e ANBYU{uom | meZ(H)},

donde utilizamos el simbolo Ul para denotar la union disjunta.

Presentamos ahora un teorema que nos permite caracterizar las aristas de escision, y
que va a resultarnos muy util en el sentido de que nos permitird sustituir la comprobacion
de las condiciones en la Definicién 2.1.2 de la escisién de ideales por una comprobacién
sencilla y puramente combinatoria dentro del grafo asociado al ideal.

Teorema 2.2.4. Una arista e = uv es una arista de escision de G si y solo si N(u) C

(N(v) U{v}) o N(v) € (N(u) U{u}).

Demostracion. Vamos a probar la doble implicacién.
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< Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que N(u) C (N(v)U{v}). Utilizando
las notaciones del corolario previo, donde A = N(u) \ {v}, B = N(v) \ {u} y
H = G\(N(u)UN(v)), la contencién que estamos suponiendo implica que A\ B = {),
ANB=Ay B\ A= (N()\{u})\ (N(u)\ {v}).

Aplicando el Corolario 2.2.3 a este caso concreto, tenemos que

G(NK) = {uwwv; | vie (N(w)\{u})\ (N(u)\{v})}U
U{uvz; | z € N(u) \ {v}}U{uvom | meI(H)} .

Como

N@)\{u} = (N()\{u}) N ((N(w) \{v}) U (Ve \ (N(w)\ {v}))) =
= (N \ {o}) UN @)\ {u}) \ (N(u) \ {v})) ,

donde en la ultima igualdad hemos utilizado la propiedad distributiva de la in-
terseccion y el hecho de que X N (Vo \Y) = X \ Y para X e Y subconjuntos
cualesquiera de Vi, podemos precisar ain mas la descripcién de G(J N K):

G(JNK)={uvy; | v; € N(v) \ {u}} U{uvom | meZ(H)} .

Para demostrar que e = wuv es una arista de escisién, basta comprobar que la
funcién
G(JNK) — G(J)xG(K),
(uv,vv;) st w = uvy;
— =
v (9(w), ¥(w)) { (uv,m) si w=uvm

verifica las propiedades (a) y (b) de la Definicién 2.1.2.

La propiedad (a) es inmediata, de manera que lo inico que nos falta por comprobar
es que se verifica (b). Para ello, sea S C G(J N K). Nuestra descripcién previa de
G(J N K) implica que todos los elementos de S son divisibles por uv. Ademas,
mcm(S) ha de tener grado al menos 3 porque todos los elementos de S lo tienen, lo
que implica que uv = mem(¢(S)) divide estrictamente a mem(.S). Por otra parte,
u divide a mem(S) pero no a mem(¢(.5)), lo que implica que mem(v(S)) divide
estrictamente a mcm(S).

= Razonamos por el contrarreciproco. Para ello, supongamos que e = uv es una arista
de G tal que N(u) € (N(v)U{v}) y N(v) € (N(u) U {u}). Entonces existe un
vértice z de G distinto de u y v tal que uxr € Eg pero vx ¢ Eg. De la misma
manera, existe y € Vg distinto de u y v tal que vy € Eg pero uy ¢ Eg.

Vamos a demostrar que en este caso no puede existir una funcién de escision, de

donde deduciremos que e no puede ser una arista de escision.

Para ello razonamos por reduccién al absurdo, suponiendo que existe una funcion
de escisién G(J N K) — G(J) x G(K), que por ser G(J) = {uv} tiene que ser de
la forma

w — ((w), Y(w)) = (uv, P(w)) .
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Por la descripcién de G(JNK') que hemos dado en el Corolario 2.2.3 se tiene que uvzx
y uvy pertenecen a G(JNK). La condicién (a) de la Definicién 2.1.2 implicaria que
wor = mem(p(uve), Y(uvr)) = mem(uv, (uve)). Entonces ¢ (uvz) tendria que
ser z, ux, vr o wwxr. Pero como ¢ (uvz) € G(K) = G(Z(G \ e)), queda descartado
que ¥ (uvz) pueda tomar los valores z o uvz porque estos no tienen grado dos; y
como v ¢ Fg, el unico valor posible para i (uvz) es uxr. Un argumento idéntico
nos conduce a que P (uvy) = vy.

Si consideramos ahora el subconjunto S = {uvz,uvy} de G(J N K), este subcon-
junto no cumple la propiedad (b) que exigiamos en la definicién de ideal escindible.
Esto se debe a que mem(S) = uvry = mem((5)), de manera que mem()(S)) no
divide estrictamente a mem(.S).

Esto nos permite concluir que e = uv no es una arista de escision, ya que Z(G) =
(uv) +Z(G \ €) no es una escision del ideal Z(G).

Queda probada la doble implicacion, y por tanto el teorema. O

Antes de continuar con el desarrollo tedrico del trabajo, vamos a ilustrar la utilidad
del Teorema 2.2.4 de caracterizacion de las aristas de escision a través de un ejemplo.

Ejemplo 2.2.5. Consideramos el siguiente grafo:

T

T3

Gracias al Teorema 2.2.4, podemos concluir mediante una comprobacion muy sencilla
que x1Ty es una arista de escision gracias a que N(xy) = {xo} C N(x2) U {x2}.

Sin embargo, como N (xg) = {z1, 23,24} y N(x4) = {22, x5, 26}, se tiene que N(x2) €
N(z4) U{zs4} v N(z4) € N(x2) U {x2}. De aqui se deduce, utilizando el Teorema de
caracterizacion de las aristas de escision que hemos enunciado y demostrado previamente,
que x9x4 NO es una arista de escisién del grafo anterior.

Vamos a introducir ahora un lema que necesitaremos de cara al cdlculo de los niimeros
de Betti graduados de los ideales que nos interesan. No vamos a demostrarlo por ser bien
conocido dentro del estudio de resoluciones de ideales homogéneos, aunque su prueba se
puede encontrar en [19].

Lema 2.2.6. Sean R =k[r1,...,2,] y S =kly1,...,ym], y sean I C Ry J C S ideales
homogéneos. Entonces

i
i (795) = X3t (F) oo (5)

11=012=0
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Nota 2.2.7. Si I,J C R = k[xy, ..., x,| son ideales monomiales libres de cuadrados tales
que ninguna de las variables que aparecen en los generadores minimales de [ aparecen
en los generadores minimales de J y viceversa, entonces se tiene un resultado propio del

algebra conmutativa que asegura que ?@? = IJ%. En este caso, el lema anterior implica
que
R L R R
Bij (H——J) = ZZ@IW (7> Bity j—ts (7) :

11=013=0

Es esta observacion la que vamos a utilizar dentro de la prueba del siguiente lema, que
nos permite dar un primer paso en nuestro camino hacia el estudio de las resoluciones
libres minimales graduadas de los ideales de aristas asociados a grafos.

Lema 2.2.8. Sea e = wv una arista de escision de G y supongamos, sin pérdida de
generalidad por el Teorema 2.2.4, que N(u) C (N(v)U{v}). Si N(v)\{u} = {v1,...,va},
J=(w) y K =Z(G\ e), entonces para todo i > 1 y todo j > 0 se tiene que

Bi—1j(JNK) = Z (CZZ) Bi—i—1,j-1-2(Z(H)) ,

1=0
donde Z(H) es el ideal de aristas de H = G\ {u,v,vq,...,v4}.

Demostracién. Como e = uv es una arista de escisién con N(u) C (N (v)U{v}), al aplicar
el Lema 2.2.2 con (N (u)\{v}) C (N(v)\{u}) ={v1,...,v4} y H =G\ (N(u)UN(v)) =
G\ {u,v,v1,...,v4} obtenemos

JNK =uv((vy,...,vq) +Z(H)) .

Pongamos L = (vy,...,vq) + Z(H).

Como ningin elemento del sistema minimal de generadores de L formado por mo-
nomios es divisible por u y tampoco por v, se tiene que uv no es un divisor de cero
en R/L. Esto implica que f;_1,;(J N K) = Bi_1;(wvl) = f;_1j_2(L). Ademas, sabe-
mos que f;_1j-2(L) = Bi;—2(R/L), y como los conjuntos de variables que aparecen en
G((v1,...,vq)) y G(Z(H)) son disjuntos, podemos aplicar lo que habiamos visto en la
Nota 2.2.7 para obtener

11=012=0
i J—2 R
= > > B ) Bimti—1,j-1,—2(Z(H)) .
1120 1s0 1+, Ud
Finalmente, usando el hecho de que vy,...,v; es una sucesién regular y por tanto

los nimeros de Betti graduados de ﬁ se pueden obtener a partir del complejo de

Koszul, que es en este caso una resolucién, y son

5“( R )_{(?) sii=j
N\ (o)) L0 sii# g
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ya podemos concluir:

Bi-1;(JNK) = (C;) Bici—1,j—1—2(Z(H)) ,
1=0

que es la féormula del enunciado. O

Pasamos ahora a enunciar y demostrar el resultado principal de esta seccién:

Teorema 2.2.9. Sea e = uv una arista de escision de G, y sea H = G\ (N(u) UN(v)).
Sid=|N(u)UN(v)| — 2, entonces para todo i > 1 y todo j > 0 se tiene que

54(Z(G)) = By (T z( )raal )

Demostracion. Como e = uv es una arista de escision, gracias al Teorema 2.2.4 podemos
suponer sin pérdida de generalidad que N(u) C (N (v)U{v}). Por lo tanto, N(u)UN (v) =
{u,v,v1,...,v4} con {vy,...,v4} = N() \{u} y d=|N(u) UN(v)| — 2.

En virtud del Teorema 2.1.4 se tiene que para todos i, 5 > 0

Bii(T(G)) = Bij((wv)) + Bi 5 (Z(G \ €) + B (TN K) -

Ahora bien, si ¢ > 1 se verifica que §; ;((uv)) = 0 para cada j, ya que no existe
ninguna relacién no trivial posible entre un tnico elemento. Aplicando el Lema 2.2.8, ya
podemos concluir que para todo ¢ > 1 y todo j > 0 se verifica que

B/ (T(G)) = Bis(T Z( )ﬁi_z_l,j_l_ﬂ(m),

que es lo que queriamos probar. O

La férmula que proporciona este teorema no es recursiva en general porque los sub-
grafos que van apareciendo no tienen por qué poseer aristas de escisién. Por ejemplo,
consideremos el siguiente grafo G:

T i) I3

T4 T5

Es claro que la arista e = x9x3 es una arista de escision en virtud del Teorema 2.2.4
porque N(z3) = {z2} C N(z3)U{x3}. Sin embargo, observemos ahora el subgrafo G \ e:

xy Z2 zs3
[ ]

T4 Ty
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Este subgrafo de GG no tiene aristas de escisién. Para probarlo, y dado que todas las
aristas juegan el mismo papel, basta con demostrar que la arista ;x5 no es una arista de
escision. Esto es muy sencillo utilizando el Teorema de caracterizacion de las aristas de
escision, ya que N(x1) = {xo, x4} € N(x2) U{x2} = {x1, 29,25} v N(x2) = {x1,25} €
N(z1) U{x1} = {x1, 22, 24}

A pesar de esta falta de recursividad, la férmula que proporciona el Teorema 2.2.9 es
suficientemente general para proporcionar nuevos resultados sobre la dimensién proyec-
tiva y la regularidad de los ideales de aristas, como veremos en el siguiente corolario:

Corolario 2.2.10. Con las hipotesis y la notacion empleadas en el Teorema 2.2.9, te-
nemos que

(i) re8(Z(G)) = mix{2, 1eg(Z(C \ ¢)), reg(Z(H)) + 1} .
(i1) DA(Z(C)) = mix{pd(Z(G \ ¢)), pd(Z(H)) +d +1} .
Demostracién. Gracias al Teorema 2.1.5 tenemos que
reg(Z(G)) = méx{reg((uv)), reg(Z(G \ o)), reg(J N K) — 1} .
Ademés, como se verifica que

1 si(iyg) =(0,2)

y _ 2.1
ﬁd((uv)) { 0  en caso contrario , ( )

tenemos que reg((uv)) = 2.

Por lo tanto, solo nos falta comprobar que reg(J N K) — 1 = reg(Z(H)) + 1 o,
equivalentemente, que reg(J N K) = reg(Z(H)) + 2. Para ello, recurrimos al Lema 2.2.8,
que nos permite deducir que

reg(JNK) = méx{j—i| Biy(JNK)£0} =
mix{j —i+1|fi-1;(JNK)#0} =
méx{j —i+ 1| Bii—1;-1-2(Z(H)) #0conl € {0,...,i}} =
méx{j —i— 1| Bi—i—1j-1-2(Z(H)) #0conl € {0,...,i}} +2 =
= reg(Z(H))+2

graciasa que (j—1—2)—(i—1l—1)=j5—1i—1paracadal € {0,...,i}.
Con esto queda probado entonces el primer apartado del corolario.

De forma similar, para probar el segundo apartado comenzamos notando que en
virtud del Teorema 2.1.5

pd(Z(G)) = max{pd((uwv)), pd(Z(G \ €)),pd(J N K) + 1} .

En virtud de los nimeros de Betti graduados de (uv) que hemos escrito en (2.1), es
claro que pd((uv)) = 0.
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Ademés, en el Lema 2.2.8 habfamos probado que 8;_; ;(JNK) = 5; j_a(R/((v1, - .., vq)+
Z(H))), lo que implica que pd(J N K) = pd(R/((v1,...,vq) +Z(H))) — 1. En ese mismo
lema habiamos visto también que

Si tenemos en cuenta que pd(R/(vy,...,v4)) = d y llamamos p a la dimensién proyec-
tiva de R/(Z(H)), entonces considerando i = d+p y [ = d en la férmula anterior, es claro

que podemos tomar j de manera que en el lado derecho de la igualdad haya sumandos

no nulos. Esto implica que la dimension proyectiva de m

Por otra parte, en la misma férmula vemos que [ = d e i — [ = p son de hecho los valores

es al menos d + p.

méas grandes que podemos tomar sin que todos los sumandos del segundo miembro de la
igualdad anterior se anulen, lo que implica que ¢ = d + p es exactamente la dimensiéon

. R . .
proyectiva de iz €S decir,

pd((vl,...,vfwﬂm) :“pd(%) '

En estas condiciones, ya podemos concluir:

pd(JNK)+1 = pd(R/((v1,...,va) +I(H))) =
= d+pd(R/(Z(H))) =d+pd(Z(H))+1,

y podemos aplicar el Teorema 2.1.5. O

El corolario anterior implica que al eliminar en un grafo una arista de escisién e, lo
unico que les puede ocurrir tanto a la regularidad como a la dimensién proyectiva del
ideal de aristas asociado es que permanezcan iguales o disminuyan; es decir, reg(Z(G)) >
reg(Z(G\ e)) y pd(Z(G)) > pd(Z(G \ e)). Sin embargo, si e no es una arista de escision,
entonces podria ocurrir que la regularidad y la dimensién proyectiva de Z(G \ e) fuesen
estrictamente mayores que las del ideal de aristas asociado al grafo original G. Vamos a
ilustrar esto con un ejemplo.

Ejemplo 2.2.11. Consideramos el grafo que habiamos presentado en el Ejemplo 2.2.5,
que es el siguiente:

Como habiamos visto en el mencionado ejemplo utilizando el Teorema de caracteri-
zacién de las aristas de escision, la arista e = x9x4 no es una arista de escision.



2.2. ARISTAS DE ESCISION 15

Si calculamos ahora los diagramas de Betti de Z(G) = (z1x9, T2T3, ToTy, T4Ts, T4Tg)
y de Z(G \ €) = (129, xox3, T4X5, T4T6), Obtenemos

IZ(G\e) |0 1 2 3
Z(G)|o 1 2 v 5 IS
2 [5 6 2 5 44

De aqui se deduce que pd(Z(G \ e)) =3 > 2 = pd(Z(G)) y reg(Z(G \ e)) = 3 >
2 = reg(Z(G)). Aunque los diagramas de Betti anteriores se pueden hallar efectuando

calculos a mano, por ejemplo utilizando el orden de Schreyer, este proceso resulta tedioso.
Por este motivo, dedicamos el Apéndice A de este trabajo a presentar como el programa
Macaulay2 nos permite trabajar con ideales de aristas asociados a grafos de una forma
mas comoda.

Para terminar esta seccién, vamos a proporcionar varios resultados sobre los ntimeros
de Betti de los ideales de aristas asociados a bosques. Su interés principal se debe a que
todo subgrafo inducido de un bosque es nuevamente un bosque, y en consecuencia las
formulas que se obtienen en este caso si son recursivas. Aunque el primero en obtener los
siguientes resultados que voy a exponer fue Sean Jacques en su tesis ([18]) y en un articulo
con Mordechai Katzman ([19]), la forma en la que los voy a abordar en este trabajo no se
corresponde con el enfoque original de naturaleza homoldgica que ellos les habian dado,
sino que se encuadra dentro de este enfoque de naturaleza mas combinatoria que Huy
Tai Ha y Adam Van Tuyl adoptan en [16], y que es el que he estudiado en profundidad
para la elaboracion de este trabajo.

Corolario 2.2.12. Sea e = uv una hoja cualquiera de un bosque G. Si degv = d y
N(v) ={u,v1,...,v4-1}, entonces parai>1yj >0

(@) = @) + 3 (1 ) aasatain)

donde T =G\ ey H=G\{u,v,v1,...,04-1}.

Nota 2.2.13. El grafo T'= G \ e que aparece en el enunciado de este corolario no es un
subgrafo inducido de GG porque contiene al vértice u aislado, pero sigue siendo un bosque
sin mas que hacer la consideracion trivial de que el grafo formado por un tinico vértice
aislado es un drbol (conexo y aciclico). Otra forma de ver la recursividad de la férmula
anterior sin recurrir a esta consideracién consiste en observar que Z(T) = Z(G \ e) =
Z(G \ {u}), donde G\ {u} st que es un subgrafo inducido de G y, por tanto, un bosque.

Demostracion. Como uv es una hoja y degv = d, tenemos que necesariamente degu = 1.
Por lo tanto, N(u) = {v} C (N(v)U{v}) y resulta que uv es una arista de escisién. Basta
aplicar entonces el Teorema 2.2.9, teniendo en cuenta que ahora |N(u) U N(v)| — 2 =

d—1. O
Corolario 2.2.14. Con las mismas notaciones que en el Corolario 2.2.12,

pd(Z(G)) = mix{pd(Z(T)), pd(Z(H)) +d} .
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Demostracion. Basta aplicar el Corolario 2.2.10, teniendo en cuenta que ahora se tiene
que |[N(u)UN(v)|—2=d— 1. O

Se dice que dos aristas ujv; y ugvy de un grafo simple G estan desconectadas si

(a) {ulavl} N {u2>v2} = ®7 y
(b) ujug,ujvy, v1ug, v1v2 NO son aristas de G.

En el caso en que G es un bosque, es posible relacionar reg(Z(G)) con el nimero
de aristas desconectadas de G. Es esto a lo que vamos a dedicar el iltimo resultado de
esta seccién, presentando la demostracion alternativa que Huy Tai Ha y Adam Van Tuyl
proporcionaron para un resultado que originalmente habia sido enunciado y demostrado
por Xinxian Zheng en [25] utilizando otras técnicas.

Corolario 2.2.15. Sea G un bosque con ideal de aristas Z(G). Entonces reg(Z(G)) =
7+ 1, donde j es el cardinal del mayor conjunto de aristas desconectadas dos a dos en

G.

Demostracion. Vamos a razonar por induccién sobre |Eg|.

Cuando |Eg| = 1, el resultado es trivial. Por un lado, el nimero de aristas desconec-
tadas, como solo hay una, tiene que ser igual a uno. Ademas, si llamamos a esta arista
uv, sabemos que reg((uv)) =2 =1+ 1.

Supongamos ahora que |FEg| > 1,y sea e = uv cualquier hoja de G con degu = 1 (que
existe por ser G un bosque). En virtud del Corolario 2.2.10 tenemos que reg(Z(G)) =
max{2,reg(Z(T)),reg(Z(H)) + 1}, donde T =G\ ey H = G\ ({v} UN(v)). Aplicando
la hip6tesis de induccion, reg(Z(7T)) = j1 + 1, donde 7; es el cardinal del mayor conjunto
de aristas desconectadas dos a dos en 7', y reg(Z(H)) = jo+ 1, donde j, es el cardinal del
mayor conjunto de aristas desconectadas dos a dos en H. Como T tiene al menos una
arista porque estamos suponiendo que |Eg| > 1, resulta que j; +1 > 2. En consecuencia,

reg(Z(G)) = méax{j; + 1, jo + 2} = max{j1, o+ 1} +1.

Si denotamos por j al cardinal del mayor conjunto de aristas desconectadas dos a dos
en (G, entonces para terminar la demostracion basta probar que j = méax{ji, jo + 1}.

Sea & un conjunto de j; aristas desconectadas dos a dos de T'. Las aristas de £ forman
también un conjunto de aristas desconectadas dos a dos de G, luego &1 = j; < j. Si
&y es un conjunto de jo aristas desconectadas dos a dos de H, entonces afirmamos que
&y U {uv} es un conjunto de aristas desconectadas dos a dos en G. Efectivamente, uv
no comparte ningun vértice con ninguna arista de H. Las nicas aristas que comparten
algin vértice con uv son las vv; donde v; € N(v)\{u}. Sin embargo, ninguna de las aristas
de & puede compartir un vértice con esas aristas ya que ninguno de los vértices de N (v)
pertenece a H. En consecuencia, |E;U{uv}| = jo+1 < jy por tanto j > max{j;, jo+1}.

Vamos a ver que, de hecho, se da la igualdad. Para ello, razonamos por reduccién
al absurdo, suponiendo que j > max{ji, jo + 1}. Sea €& un conjunto de j aristas des-
conectadas dos a dos de G. Si uv ¢ &, entonces € también es un conjunto de aristas
desconectadas dos a dos en T', luego j = |€| < j1, lo cual es absurdo. Si uv € &, entonces
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ninguna de las aristas que contienen a algtin v;, con v; € N(v) \ {u}, pertenecen a &
por tratarse de un conjunto de aristas desconectadas dos a dos. Asi pues, € \ {uv} es
un conjunto de aristas desconectadas dos a dos de H = G\ ({v} U N(v)). Pero esto
implicaria que 7 — 1 < js, lo cual de nuevo es absurdo.

Ya podemos concluir entonces que se da la igualdad: j = max{j, j» + 1}. O

Ademas del caso de las aristas de escisién que acabamos de presentar, la técnica de
la escision de ideales se puede utilizar de otras formas distintas. Por ejemplo, es posible
hablar de vértices de escisiéon, a los que dedicamos la siguiente seccion.

2.3. Veértices de escision

El concepto de vértice de escision con el que queremos trabajar en esta seccién es
analogo al concepto de arista de escision con el que trabajabamos en la seccion previa.
En particular, las dos nociones surgen a partir de la misma idea.

Si G es un grafo simple y v es un vértice de G con conjunto de vértices adyacentes
N(v) = {v1,...,v4}, entonces es claro que Z(G) = J+K, donde J = (vvy,...,vv,) y K =
Z(G \ {v}). Sin embargo, al igual que ocurria en la seccién anterior, esta suma no tiene
por qué ser una escision del ideal Z(G), y lo que nos va a interesar es determinar cuando
si que lo es. No obstante, a diferencia de lo que haciamos con las aristas de escision, no
va a ser esta la condicién que exijamos en la definicion de vértice de escision. En este
caso, una condicién mas natural implicara directamente la condicién que deseamos.

Si v es un vértice aislado de G (es decir, v no pertenece a ninguna arista del grafo G),
entonces Z(G) = Z(G \ {v}) y, en consecuencia, todos los nimeros de Betti graduados
de estos dos ideales coinciden. Por otra parte, si el vértice v tiene gradod > 0y G\ {v}
es el grafo formado por d vértices aislados, entonces lo que tenemos es que el grafo G de
partida no es mas que el grafo bipartito completo ; 4. En este caso, todos los nimeros
de Betti graduados del ideal de aristas asociado son conocidos y los recogemos en el
siguiente resultado:

Teorema 2.3.1. Si G = Ky 4, entonces para todos t,j > 0 se tiene que

d T
Bii(Z(G)) = { (i+1) st =1+2

0 en otro caso .

Demostracion. Es claro que el ideal de aristas de G = K14 es Z(G) = (vvy, ..., vv4),
donde los dos conjuntos disjuntos en los que se divide el conjunto de vértices de G son
{v}, de cardinal 1, y {vy,...,v4}, de cardinal d.

Entonces S, ;(Z(G)) = Bi;j((vvr, ..., vv4)) = Bij—1((v, ..., va)).

En la demostracion del Lema 2.2.8 habiamos visto que

P,
N\ (vr,..,va) ) 0 sit#7J,

de donde se deduce que

d S

en caso contrario ,
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siendo esto lo que queriamos probar. O

Dejando entonces a un lado estos dos casos, que hemos visto que son conocidos, vamos
a llamar vértice de escision a todo aquel que no esté en ninguna de las dos situaciones
que acabamos de describir. Para mayor precision, recogemos la definicion de este nuevo
concepto a continuacion:

Definicién 2.3.2. Se dice que un vértice v € Vi es un vértice de escision si deg(v) =
d >0y G\ {v} no es el grafo formado por d vértices aislados.

A continuacién, vamos a presentar un resultado que prueba lo que avanzabamos al
comienzo de esta seccion: basta definir los vértices de escision como lo hemos hecho en
la definiciéon anterior para que estos nos proporcionen una escision del ideal de aristas
de G.

Teorema 2.3.3. Sea v un vértice de escision de G con N(v) = {vi,...,v4}, y sean
J = (vuy,...,vvg) y K =Z(G\ {v}). Entonces Z(G) = J + K es una escision de Z(Q).

Demostracion. Es claro que Z(G) = J + K y que G(Z(G)) es la unién disjunta de G(J)

y G(K). Por lo tanto, para probar que Z(G) = J + K es una escisién, basta construir

una funcién de escisién. Para ello, necesitamos conocer primero el conjunto G(J N K).
Como tanto J como K son ideales monomiales, tenemos que

JNK = ({mem(my, ma) | my € {vvy,..., 004}, mo € G(Z(H))}) ,
donde H = G \ {v}. En consecuencia,

G(JNK) = {vvv; | vv; € Eg} U {vvy; | viy; € Eg} U
U {vviyjue | yiye € Ec pero vy;, vy € Ecl,

donde los y; son vértices de G que no pertenecen al conjunto {v,vy,...,vq}, vy los tres
conjuntos que aparecen en la unién anterior son disjuntos.

Vamos a definir ahora una aplicacién G(J N K) — G(J) x G(K), y probaremos que
es una funcion de escisiéon.

Siw € G(J N K), entonces definimos ¢ : G(JNK) - G(J)y v :G(JNK) — G(K)
por

vY; sl w=vyw; e 1< ], Vv SL W = vvv;
p(w) = vv; s w=vvy; , y (w) = Viy; Sl w = vvy; o,
vY; Sl W = VY Yk YiYk Sl W = V0Y;Yk -

Queremos probar que la aplicacién dada por w — (¢(w),1(w)) es una funcién de
escision. Es claro a partir de la propia definicién que w = mem(¢(w), ¥(w)) para todo
w € G(JNK), de manera que lo tinico que nos falta probar es que para cada subconjunto
S C G(JNK), tanto mem(¢(S)) como mem(1p(S)) dividen estrictamente a mem(S).

Sea entonces S C G(J N K). Si S contiene a algiin monomio divisible por alguna
variable y ¢ {v,vy,...,v4}, entonces mem(p(S)) divide estrictamente a mem(S), ya que
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y divide a mem(S) pero no divide a ningun elemento de ¢(S), y por tanto tampoco a
mem((S)).

En caso contrario, necesariamente tendriamos que S C {vv;v; | v;v; € Eg}. Si deno-
tamos por m al mayor indice tal que v,, pertenece a algin monomio de .S, entonces, en
virtud de la definicién de ¢, se tiene que v, no divide a ningin elemento de ¢(S) y por
tanto mem(¢(.S)) divide estrictamente a mem(.S).

Por otra parte, como v divide a todos los elementos de S pero no divide a ningtin
elemento de 1(5), se tiene que mem(e)(S)) divide estrictamente a mem(S).

Esto nos permite concluir que la aplicaciéon que hemos definido es una funcién de
escision, lo que prueba el teorema. O

Una consecuencia inmediata de la descripcién de G(J N K) que hemos dado en la
demostracion del teorema anterior es la siguiente:

Corolario 2.3.4. Con las mismas notaciones que en el Teorema 2.3.3, definimos

G; = G\(N(w)UN(v;)) para i=1,...,d, y

Gy = Giu,. v U{e € Eq | e contiene a algin vy, ..., vq pero no a v},

donde recordamos que Gy, ,...v,3 10 €s mds que el subgrafo inducido de G sobre el conjunto
de vértices {vy,...,vq}.

Entonces
JNK = ’UI(G(@) -+ lez(Gl) —+ UUQI(GQ) + ..+ UUdI(Gd) .

Como los grafos que hemos definido en el corolario anterior van a aparecer en resul-
tados posteriores, conviene aclarar sus definiciones a través de un ejemplo:

Ejemplo 2.3.5. Consideramos el mismo grafo que en el Ejemplo 2.2.5 y tomamos v = x5,
de manera que los vértices adyacentes a v son N(v) = {x; = vy, X3 = vy, T4 = V3} ¥
aparecen coloreados de rojo en la siguiente figura:

Ty = Ts5

En este caso, los grafos G; y G5 coinciden con el grafo cuyos dos tnicos vértices son
x5 v xg, ambos aislados; G es el grafo vacio, dado que N(v) U N(vs3) es el conjunto total
de vértices de G; y Gy, es el grafo siguiente:
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Iy =11 Ty
[ ]

Ty = U3

T3 = U2 X6

Ademas, vemos que v = x5 es un vértice de escisién dado que tiene grado 3 > 0y
ademds G \ {v}, que coincide en este caso con Gy, no es el grafo de vértices aislados.

A continuacién, presentamos un resultado que recoge como pueden cambiar la regu-
laridad y la dimensién proyectiva del ideal de aristas de un grafo al eliminar cualquier
vértice.

Corolario 2.3.6. Sea G un grafo simple que no estda formado unicamente por vértices
aislados sino que tiene al menos una arista, y sea v € Vg un vértice cualquiera de G.
Entonces

(i) reg(Z(G)) = max{2, reg(Z(G\ {v}))}, v
(17) pd(Z(G)) > méx{d — 1, pd(Z(G \ {v}))}, donde d = degq(v).

Nota 2.3.7. La segunda de las afirmaciones de este corolario habia sido probada por Sean
Jacques en su tesis ([18]), aunque en el caso particular en que el vértice v tiene grado
menor o igual que 1. Por tanto, el resultado que nos permite obtener la técnica de la
escision de ideales es mas general.

Demostracion. Para probar este resultado, vamos a distinguir dos casos:
= Si v no es un vértice de escision, entonces existen a su vez dos posibilidades:

e v es un vértice aislado, en cuyo caso Z(G) = Z(G \ {v}) y d = 0.
Como consecuencia, tenemos que reg(Z(G)) = reg(Z(G \ {v})), y este valor

es mayor o igual que 2 porque [y 2(Z(G)) # 0 ya que el ideal es no nulo y esta
generado por elementos de grado 2. Asi pues, se verifica (7).

Por otra parte, tenemos que pd(Z(G)) = pd(Z(G\{v})), y este valor es mayor
o igual que 0, que es estrictamente mayor que d — 1 = 0 — 1 = —1. Queda
probado entonces que también se verifica (i7).

e v tiene grado d > 0 y G es el grafo bipartito completo Ky 4, lo que implica
que Z(G'\ {v}) = (0).
En virtud del Teorema 2.3.1, se tiene que reg(Z(KC14)) = 2 y pd(Z(K14)) =
d—1>—1.
Ademds, como el tnico nimero de Betti no nulo del ideal (0) es 5-1((0)),
tenemos que pd((0)) = —1 y reg((0)) = 1. Es claro entonces que en este caso
también se verifican (¢) y (ii).
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Reuniendo ambas posibilidades, se concluye que el resultado es cierto en este caso.

= Siwv es un vértice de escision, entonces Z(G) = (vvy, ..., vv9) +Z(G\{v}) = J+ K
es una escisién. Teniendo en cuenta que (voy, ..., vv4) = Z(Ky4), podemos aplicar
el Teorema 2.1.5 para afirmar que

reg(Z(G)) = max{reg((vovy,...,vvy)), reg(Z(G \ {v})), reg(JNK)—1} >

> max{2, reg(Z(G\{v}))}, ¥
pd(Z(G)) = max{pd((vvy,...,vvg)), pd(Z(G\ {v})), pd(JNK)+ 1} >
> mix{d -1, pd(Z(G\ {v}))} .
El andlisis de los dos casos por separado nos permite concluir la demostracion. O
Hemos visto que si v es un vértice de escisiéon con N(v) = {vy,...,v4} y denotamos

J = (vuy,...,vv4) = Z(Ky14) vy K = Z(G \ {v}), entonces Z(G) = J + K es una
escision. En consecuencia, se le podra aplicar la férmula que proporciona el Teorema
2.1.4, utilizando la descripciéon de J N K que hemos obtenido en el Corolario 2.3.4 como
JNK = vI(Gu)) + v01Z(Gr) + v0.Z(Ga) + ... + vugZ(Gq). Con esta informacion, se
deduce inmediatamente el siguiente teorema:

Teorema 2.3.8. Sea v un vértice de escision de G con N(v) = {v1,...,va}, y sean G
yG; (i=1,...,d) los grafos que hemos definido en el Corolario 2.3.4. Entonces

Bii(T(G)) = i (T(Kra)) + Pii (T(G\ {v})) + Bia (L)
donde L = vI(G ) + v01Z(G1) + vuZ(Ga) + ... + vvaZ(Gy).

Vamos a utilizar ahora este teorema para demostrar un resultado presentado por
primera vez en 2005 por David Eisenbud, Mark Green, Klaus Hulek y Sorin Popescu
([4]). La demostracién del resultado que presentaron estos autores esta basada funda-
mentalmente en el uso de herramientas propias del algebra homoldgica. La demostracion
que permite obtener la técnica de la escisién de ideales, que es la que voy a detallar
a continuacién, es pesada pero utiliza herramientas puramente combinatorias y mucho
mas elementales.

Se trata de un resultado muy interesante, que permite ilustrar de una forma clara el
puente existente entre el dlgebra conmutativa y la teoria de grafos. No obstante, antes
de enunciarlo necesitamos introducir algunas nuevas definiciones.

Definicién 2.3.9. Sea G un grafo simple.

» Un ciclo C = (x;,,, ... 7;,x;,) de G tiene una cuerda si existe alguna arista entre
dos vértices no consecutivos (en el orden en el que los hemos escrito antes) del ciclo
C'; es decir, si existen r y s tales que s Z r+1 (mod q) y x; x;, es una arista de G.

= Se dice que un ciclo C' es minimal si tiene longitud mayor o igual que cuatro y no
tiene ninguna cuerda.
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= Un ideal I generado por elementos de grado d tiene una resolucion lineal si sus
unicos nuimeros de Betti no nulos pertenecen a la llamada parte lineal; es decir, si
son de la forma f; ;14 para ciertos valores de i.

» Diremos que un ideal I satisface la propiedad N, para algin p > 1 si I estd

generado por elementos cuadraticos y su resolucién libre minimal graduada es
lineal hasta el paso p-ésimo; es decir, si f; j(1) = 0 para todo 0 < i < p y todo
j>1+2.
Nota 2.3.10. Notemos que el hecho conocido de que el menor de los grados de
los elementos en cada médulo de sizigias crece estrictamente en cada paso implica
que también 3; ;(I) = 0 para todo 0 < ¢ < p y todo j < i+ 2, de manera que
efectivamente la condicién descrita en la definicion anterior es que I tiene una
resolucion lineal hasta el paso p-ésimo.

Ahora si, ya estamos en condiciones de enunciar y demostrar el siguiente resultado:

Corolario 2.3.11. Sea G un grafo simple con ideal de aristas Z(G). Entonces Z(G)
satisface la propiedad Ns, conp > 1 si y solo si cada ciclo minimal en G¢ tiene longitud
mayor o igual que p + 3.

Nota 2.3.12. Antes de presentar la demostracién de este resultado, notemos que el caso
p = 1, que no se incluye en su enunciado, es trivial. Efectivamente, Z(G) satisface la
propiedad Ns; porque su tnico nimero de Betti 0, j-ésimo no nulo es £ 2(Z(G)). Por
otra parte, cada ciclo minimal en G tiene, por definicién, longitud mayor o igual que
4=p+3.

Demostracion. Razonamos por induccién sobre n = |Vg|.

En primer lugar, vamos a probar que el resultado es cierto si n < 3.

Por un lado, si n = |Vg| < 3, entonces |Vige| = n < 3, y por tanto G° no puede tener
ciclos minimales ya que estos tienen, por definicién, longitud mayor o igual que 4. En
consecuencia, la segunda parte del enunciado se verifica trivialmente para todo p > 1, y
tenemos que probar que la primera parte también lo hace; es decir, que Z(G) satisface
la propiedad N, , para todo p > 1, lo que es equivalente a decir que Z(G) tiene una
resolucion lineal.

Sin = 1, entonces el resultado es trivial porque Z(G) = (0).

Si n = 2, entonces tenemos dos opciones: que el grafo G no tenga ninguna arista,
en cuyo caso estarfamos en la misma situacién que con n = 1, o que el grafo tenga una
arista v1v,. En este caso se tiene que el tinico nimero de Betti no nulo de Z(G) = (vyv2)
es B2, y por tanto el ideal tiene una resolucioén lineal.

Finalmente, si n = 3, tenemos cuatro opciones. Si no hay ninguna arista, nos encon-
tramos en la misma situacion que cuando n era igual a 1. Si hay una sola arista, nos
encontramos en una situacion idéntica a la del segundo caso tratado cuando n era igual
a 2. Por tanto, basta analizar lo que ocurre cuando hay 2 o 3 aristas.

Si hay 2 aristas, estas tienen que compartir un vértice. Llamando v a este vértice
comuin y vy, ve a sus vértices adyacentes, resulta que Z(G) = (vvy,vve) = Z(Ky2), y en
virtud del Teorema 2.3.1 sabemos que este ideal tiene una resolucién lineal.
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Por 1ltimo, si hay 3 aristas y llamamos u, v y w a los tres vértices del grafo, tenemos
que Z(G) = (uv,vw,vw). En este caso podemos, por ejemplo, utilizar Macaulay?2 tal y
como se expone en el Apéndice A para comprobar que el ideal Z(G) tiene una resolucién
lineal.

Ahora que sabemos que el resultado es cierto para n < 3, podemos suponer que
n > 4. Nuestra hipdtesis de induccion va a ser que el resultado es cierto siempre que
trabajemos con grafos que tengan menos de n vértices.

Veamos ahora que podemos suponer que G no tiene vértices aislados. Lo que vamos
a probar es que, si conseguimos demostrar el resultado para grafos sin vértices aislados,
entonces el caso de grafos con vértices aislados serd una consecuencia inmediata.

Para ello, razonamos de la forma siguiente: si G tiene un vértice aislado, llamémosle
v, entonces Z(G) = Z(G \ {v}), luego Z(G) satisface la propiedad Ny, con p > 1siy
solo si Z(G \ {v}) lo hace.

Por otra parte, si v es un vértice aislado de GG, entonces v tiene grado n — 1 en G es
decir, v es adyacente en G a todos los demés vértices. Por lo tanto, v no puede formar
parte de ningtn ciclo minimal de dicho grafo, ya que todo ciclo de longitud mayor o igual
que 4 al que v pertenezca tendra cuerdas (las aristas que unen v con los demas vértices).
Como consecuencia de esto, se tiene que los ciclos minimales de G¢ 'y G\ {v} coinciden.

Ademés, G\ {v} = (G \ {v})®: para probarlo, veremos que los conjuntos de vértices
y aristas de ambos grafos coinciden. Efectivamente:

= Vievpope = Vaviey = Vo \ {vh vy
Vaevpoy = Vae \ {v} = Vo \ {v}.

» E\pope = {zizj | miz; & Ec\poy, i, 75 € Vig\ope s Y
Egevpoy = {wiz; | xiwj & Eg, i, 75 € V(o) }-

Como Vi o) = Vaeroy = Ve \ {v}, decir que z;2; & Ea\ o}, con @, 2 € Vi fu))es
es lo mismo que decir que z;7; ¢ Eg, con x;, 7; € Vge\[o}-

Si anadimos esto al hecho que hemos probado previamente de que los ciclos minimales
de G¢y G°\ {v} coinciden, podemos afirmar que los ciclos minimales de G¢y (G \ {v})®
coinciden. Por lo tanto, cada ciclo minimal en G° tiene longitud mayor o igual que p+ 3
si y solo si cada ciclo minimal en (G \ {v})° la tiene.

Ahora, dado un grafo G' con vértices aislados, es posible eliminar estos vértices para
obtener un grafo G’ sin vértices aislados. Ademds, razonando por recurrencia a partir
de lo que hemos probado para la eliminaciéon de un solo vértice aislado, cada una de las
afirmaciones del enunciado del teorema se verificard para G si y solo si lo hace para G'.
En consecuencia, si probamos el teorema para grafos sin vértices aislados, el resultado
serd cierto para aquellos que si los tengan. En efecto:

Z(G) satisface la propiedad Ny, con p >1 &
< I(G') satisface la propiedad Ny, con p > 1y G’ sin vértices aislados <
< Todo ciclo minimal en (G')¢ tiene longitud >p+3 <
< Todo ciclo minimal en G° tiene longitud >p—+3 .
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Ademas, podemos suponer que G # Ky ,,—1 porque es sencillo probar que el resultado
es cierto en este caso. Por una parte, en virtud del Teorema 2.3.1 sabemos que Z(K; ,,—1)
tiene una resolucién lineal, de manera que verifica la propiedad N, para todo p > 1.
Por otra parte, el grafo complementario de G = Ky ,,_1 es el grafo completo en los n — 1
vértices que son adyacentes a un mismo vértice v en GG. Como consecuencia, G° no tiene
ciclos minimales, y por tanto la segunda afirmacién del teorema es trivialmente cierta en
este caso para cada p > 1.

Vamos a suponer entonces a partir de ahora que G no tiene vértices aislados y que no
es el grafo bipartito completo Ky ,—1, de manera que claramente G tendra un vértice de
escision, sin mas que prestar atencion a la definicion de estos. Llamemos v a este vértice.

Sean N(v) = {vy,...,v4}, G; = G\ (N(v) U N(v;)) para cada i entre 1 y d, y
Gy = Guy,..00) U {e € Eg | e contiene a algin vy, ...,vq pero no a v}.

En virtud del Teorema 2.3.8 sabemos que
Pii(L(G)) = Bii(J) + Bii(K) + Biz1;(L)

donde J = (vvy,...,vvq), K =Z(G\ {v}) y L=JNK =vI(G)) + Z?Zl v, Z(G).

A partir de la férmula anterior, vamos a probar que Z(G) satisface la propiedad N,
si y solo si se verifican las dos condiciones siguientes: K satisface la propiedad N ,, y
L, que esta generado a priori por elementos de grado mayor o igual que 3, satisface la
propiedad N3, (es decir, estd generado por elementos de grado 3 y tiene una resolucién
lineal hasta el (p — 1)-ésimo paso).

Z(G) verifica la propiedad Ny, siy solo si 3; ;(Z(G)) = 0 para todo 0 < i < p y todo
j > i+ 2. En virtud de la férmula que proporciona el Teorema 2.3.8 para los niimeros
de Betti graduados de Z(G), lo anterior equivale a que ocurran las tres cosas siguientes:

» 3;;(J) = 0 para todo 0 < i < py todo j > i+ 2, lo que equivale a decir que
J satisface la propiedad N, ,. Sin embargo, como J tiene una resolucién lineal en
virtud del Teorema 2.3.1, se tiene que verifica la propiedad Ny, para cada p > 1
y, en consecuencia, esta condicion se puede omitir.

» 3;;(K) =0 para todo 0 <i < py todo j > i+ 2, loque equivale a decir que K
satisface la propiedad Nj,,.

» Bi_1(L) =0paratodo -1 <i—1<p—1ytodoj>i+2=(i—1)+3,loque
equivale a decir (cambiando i — 1 por i y teniendo en cuenta que S_; ;(L) = 0 para
todo j > 0) que f; ;(L) = 0 para todo 0 < i < p—1y todo j > i+ 3; es decir, que
L satisface la propiedad N3 ,_;.

Es posible observar también que L satisface la propiedad N3, si y solo si L =
vI(G(y)) v ademas el ideal Z(G(,)) verifica la propiedad Ny jp_q. En efecto, la primera
parte es clara: L verifica N3, 1 si y solo si §; ;(L) = 0 para todo 0 <i < p—1y todo
7 > 1+ 3, de manera que solo podemos tener en L generadores de grado 3; es decir,
L =vI(G))-
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Para la segunda parte, como f3; ;(vZ(G(v))) = Bij—1(Z(G(v))), tenemos que

Bij(L) =0paratodo0<i<p—1lytodoj>i+3 &
& Bij-1(Z(Gw))) =0 paratodo 0 <i<p—1lytodoj—1>i+2 &
& Bij(Z(Gw)) =0paratodo0 <i<p—1lytodoj>i+2 &
& I(Gy) satisface la propiedad Najp_q .

En resumen, hemos probado que Z(G) satisface la propiedad Ns, si y solo si K
satisface la propiedad Ny, L = vZ(G(y), y el ideal Z(G|,) satisface la propiedad Na ;.
Aplicando la hipétesis de induccién a K, que esta asociado a un grafo con un vértice
menos que G, lo anterior equivale a que ocurran las 3 cosas siguientes: todo ciclo minimal
en (G \ {v})® = G°\ {v} tiene longitud mayor o igual que p + 3; L = vZ(G(y)); y el ideal
I(G(v)) satisface la propiedad N ;.

Si probamos que el conjunto de las dos condiciones “L = vZ(G(y))” y “el ideal Z(G .))
satisface Na 1", junto con el hecho de que todo ciclo minimal en G\ {v} tiene longitud
mayor o igual que p + 3, son equivalentes a que todo ciclo minimal en G° que contiene
a v tenga longitud mayor o igual que p + 3, habremos terminado la demostraciéon. Para
ello, probaremos la doble implicacion.

= Supongamos en primer lugar que L = vZ(G(,)) v que Z(G(.) satisface Nop_1, y
veamos que entonces todo ciclo minimal en G¢ que contiene a v tiene longitud
mayor o igual que p + 3.

Para ello, consideramos un ciclo minimal en G° que contiene a v, al que vamos a
denotar por C' = (vzy ...zw). Como los ciclos minimales tienen longitud mayor o
igual que 4, se tiene que [ > 3. Lo que queremos probar es que la longitud de C' es
de hecho mayor o igual que p 4+ 3 o, equivalentemente, que [ > p + 2.

Como C' es un ciclo minimal en G¢ no tiene cuerdas. En consecuencia, vxy, vrs,
...,vx;_1 no son aristas de G, lo que equivale a decir que son aristas de GG. Por lo
tanto, {z2,..., 21} € N(v) ={v1,...,v4}.

Ademas, como vz, y vx; son aristas de G¢, no son aristas de GG. Esto implica que
ry,2; € N(v), y por tanto z;2; no es una arista de G,), ya que todas las aristas
de este grafo contienen al menos un elemento de N (v).

Distinguimos ahora dos casos:

e En primer lugar, consideramos el caso en que [ es mayor o igual que 4. Bajo
esta suposicién, vamos a probar que xq,...,x; forman un ciclo minimal en
va).

Utilizando lo que habiamos visto justo antes de separar casos, en este caso se
tiene que x x; € EG@. Ademas, 125 v x;_12; también son aristas de va), y el
razonamiento que nos permite probarlo es el mismo para ambas: ninguna de
ellas es una arista de GG, ya que la suposicién de que C' es un ciclo de G¢ implica
que ambas son aristas de G¢; ademas, cada una esta formada por un elemento
de N(v) y otro elemento que no pertenece a N(v) pero que es adyacente en
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G a algin elemento de dicho conjunto (a través de alguna no-cuerda de C'), y

por tanto es un vértice de G'y).

Para i € {2,...,l — 2} se tiene que z;z;41 € EGEJ)’ ya que T;T;+1 N0 es una

arista de G y tanto x; como ;1 son elementos de N (v).

En consecuencia, (z125...x;_12;x1) es un ciclo de va) de longitud [ > 4. Lo

unico que nos falta probar es que no tiene cuerdas, y esto es muy sencillo.

Por un lado, z; no puede ser adyacente en va) a ningun vértice del ciclo

(x129 ... 21 1m21) distinto de x9 y de x;. Esto se debe a que z1z; € Eg para

cada i € {3,...,1 — 1}, con 7; € N(v), y esto implica que z;z; € Eg,,. Un

razonamiento idéntico conduce a que x; no puede ser adyacente en G‘(v) a

ninguno de los x; con ¢ distinto de 1 y de [ — 1. Por otra parte, si tenemos

i < j,ambos en {2,...,1 — 1} y tales que j # i + 1, entonces z;z; € Eg y

z;,x; € N(v), lo que implica que z;x; € Eg,,, y por tanto z;z; ¢ EG?U)'

Dentro del caso [ > 4 vamos a distinguir dos nuevas posibilidades:

1. Sip =2, entonces C' = (vzy ...xw) tiene longitud [+1 > 441 =5 = p+3
y se verifica lo que queriamos probar.
2. Supongamos ahora que p > 2.

Como G, no contiene a v y estamos suponiendo que Z(G|,)) satisface la
propiedad Ns,_;, aplicando la hipdtesis de induccién se tiene que todo
ciclo minimal en G¢,, tiene longitud mayor o igual que (p—1)+3 = p+2.
Pero antes hemos probado que (z7...x;z1) es un ciclo minimal de Gl
luego tiene longitud [ > p 4 2 y esto nos permite concluir que C tiene
longitud I + 1 > p + 3, que es lo que querfamos probar.

e Para concluir la demostracién de la implicacion con la que estamos trabajando,
vamos a estudiar el caso en que | = 3.

Como C' = (vxix9x3v) es un ciclo minimal en G¢, se tiene que x1x3 no es una
cuerda y, por tanto, es una arista de G. Ademas, habiamos visto que z; y x3
no pertenecen a N(v).

Se tiene que el monomio vryrizs € J = (vvy,...,v4) porque zo € N(v) =
{v1,...,va}. Ademds, vrorizs también pertenece a K = Z(G \ {v}) porque
x1r3 es una arista de G' con xy y w3 distintos de v.

En consecuencia, vroxrizs € J N K = L, donde estamos suponiendo que
L = vI(G)), pero esto es absurdo porque vzoziz3 ¢ vI(G(y)). Esto se debe
a que un razonamiento idéntico al que haciamos cuando [ era mayor o igual
que 4 nos permite probar que (z;z22371) es un ciclo de va) y, €n consecuencia,
ninguna de las aristas z;x; con i, j € {1,2,3} pertenece a Eg,,-

Concluimos entonces que el caso I = 3 no es posible y queda probada la
primera implicacion.

< Reciprocamente, supongamos que todo ciclo minimal en G° que contiene a v tiene
longitud mayor o igual que p + 3. Tenemos que probar que se verifica lo siguiente:

(@) L =0vI(G))
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(b) Z(G(v) satisface la propiedad Noj_;.

Empecemos probando (a). Para ello vamos a razonar por reduccién al absur-
do, suponiendo que vZ(G(,)) estd contenido estrictamente en L = vZ(G(y,)) +

Z?:l ’UU,Z(GZ)

Esto implica que existe i € {1,...,d} tal que el ideal Z(G;) es no nulo; es decir, el
grafo G; = G\ (N(v) UN(v;)) tiene al menos una arista, a la que vamos a denotar
por uw.

En consecuencia, (vuv;w) es un ciclo minimal de longitud 4 en G¢. Efectivamente,
por una parte es claro que vw, vu, wv; y v;w no son aristas de G ya que u,w ¢
(N(v) UN(v;)). Por otra parte, el ciclo anterior no tiene cuerdas debido a que vv;
y uw si que son aristas de (G, y por tanto no lo son de G*.

Llegamos de este modo a una contradiccion, ya que estamos suponiendo que todo
ciclo minimal en G¢ que contiene a v tiene longitud mayor o igual que p+ 3 para un
cierto p estrictamente mayor que 1, y por tanto la longitud de todo ciclo minimal
con esas caracteristicas tiene que ser estrictamente mayor que 4.

Queremos probar ahora (b); es decir, que Z(G ) satisface Na,_;.

Si p =2, (b) es claramente cierto. En efecto, lo que tendriamos que probar es que
Bij(Z(G(v))) = 0 para todo ¢ con 0 < i < p—1=1y todo j > i+ 2. Pero esto
es evidente ya que el unico valor posible de 7 en estas condiciones seria 0 y, como
I(G(y)) esta generado por elementos de grado 2, se verifica que su tinico nimero
de Betti graduado no nulo 0, j-ésimo es By 2(Z(Gw))).

Supongamos entonces a partir de ahora que p > 2.

El conjunto de vértices del grafo G(,) no contiene a v, luego Vg | < [Val. Si
probamos que todo ciclo minimal en G?U) tiene longitud mayor o igual que p+2 =
(p — 1) + 3, entonces por hipétesis de induccién tendremos que Z(G.)) satisface
N ,—1, que es lo que queremos probar.

Sea entonces D = (z1Zy...2;r1) un ciclo minimal en G‘(jv), de manera que en
particular [ > 4 y x; # v para todo i € {1,...,l}. Sea también W = {wy, ..., ws}
el conjunto de vértices de G \ {v,vy,...,v4} que son adyacentes en G' a al menos

uno de los vértices de N(v).

Vamos a distinguir ahora varios casos, en funciéon del nimero de elementos de W
que forman parte del ciclo D que estamos considerando. Antes de ello notemos
que, para que D pueda ser un ciclo minimal, este niimero tendra que ser a lo sumo
2. Esto se debe a que w;w;, con ¢ # j, no es una arista de G(,) ya que todas las
aristas de este grafo contienen al menos a un elemento de N (v). Por lo tanto, todos
los elementos de W son adyacentes dos a dos en va) y no puede haber mas de dos
en un ciclo minimal de dicho grafo (darian lugar a cuerdas). Analizamos entonces
los distintos casos posibles:

(%) Supongamos que existen i y j con 1 < i,j < s e i # j tales que w;, w; €
{z1,...,2;}. Entonces, como w;w; es una arista de va), tendra que ser una
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arista de D (en caso contrario serfa una cuerda, lo cual es absurdo). Sin
pérdida de generalidad, podemos suponer que w; = x; y w; = ;.

En este caso, si probamos que (x1zy...xwz1) es un ciclo minimal de G¢,
habremos terminado. Efectivamente, como estamos suponiendo en esta impli-
cacion que todo ciclo minimal de G¢ que contiene a v tiene longitud mayor o
igual que p + 3, tendriamos que [ + 1 > p + 3 y, en consecuencia, D tendria
longitud [ > p + 2, tal y como queriamos probar.

Veamos entonces que (123 ...z0x1) es un ciclo minimal de G¢. Para ello,
como toda arista de G, es una arista de G (por la propia definicién de G ),
la informacién que proporciona el ciclo minimal D nos permite limitarnos a
probar los seis puntos siguientes:

1. x1v € Ege, lo cual es cierto porque x; = w; ¢ N(v).

2. 2w € Ege, lo cual es cierto porque ; = w; ¢ N(v).

3. z;v ¢ Ege parai € {2,...,1—1}.
Esto equivale a probar que z;v € Eg para cada ¢ € {2,...,1 — 1}, que es
lo que vamos a demostrar a continuacion.
Como z; ¢ W, tenemos dos opciones: o bien x; no pertenece al conjunto de
vértices de G\ {v,v1,...,v4}, de manera que x; € N(v) y por tanto x;v €
Eg; o bien z; si pertenece al conjunto de vértices de G \ {v,v1,...,v4}
pero no es adyacente a ningun elemento de N (v). Esto tltimo es absurdo,
porque en ese caso x; no formarfa parte de ninguna arista de G, y
sabemos que si lo hace (pertenece a las aristas correspondientes a las
no-cuerdas de D).

4. x1x9 € Ege.
Sabemos que x1xy = w;xs es una arista de D y, por tanto, de va). Como
xo ¢ W, tenemos dos opciones.
Por una parte, podria ocurrir que x5 no perteneciese al conjunto de vérti-
ces de G\ {v,v1,...,v4}. En este caso, x5 € N(v) y si x;29 perteneciese
a Eg tendriamos que x17, es una arista de G/,), lo cual sabemos que no
es cierto. Por tanto, x129 no es una arista de G.
En caso contrario, tendriamos que x5 pertenece al conjunto de vértices de
G\ {v,v1,...,v4} y no es adyacente a ningin elemento de N(v). Esto es
absurdo, ya que implicarfa que x, no pertenece a ninguna arista de G,),
pero sabemos que si que lo hace (pertenece a las aristas correspondientes
a las no-cuerdas de D).

5. De forma andloga al punto 4 se prueba que z;_1x; € Ege.

6. z;x,41 € Ege para cada i € {2,...,1 —2}.
Como x; y x;41 no pertenecen a W para ningun ¢, tenemos cuatro posi-
bilidades.
En primer lugar, podria ocurrir que z; y x;y1 no fueran elementos del
conjunto de vértices de G \ {v,v1,...,v4}. Como ambos son distintos de
v, tendriamos que x;, ;41 € N(v). Asi, si x;2,41 fuese una arista de G, lo
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seria en particular de Gy, .., v, por tanto, de G,y. Pero esto es absurdo,
porque de la forma de D se deduce que x;z;,1 es una arista de G?U).
Otra posibilidad serfa que uno de los vértices perteneciese a N(v) y el
otro fuese un elemento del conjunto de vértices de G \ {v,v1,...,v4},
pero no adyacente en G a ningin elemento de N(v). Asi pues, z; y ;11
no podrian ser adyacentes en (G, de manera que x;x; .1 seria una arista de
G°.

Por ltimo, podria ocurrir que x; y ;41 pertenecieran al conjunto de
vértices de G \ {v,v1,...,vq} y no fueran adyacentes a ningtin elemento
de N(v). Llegamos en este caso a una contradiccién, porque entonces z;
Y Zi+1 1o pertenecerian a ninguna arista de G, y si que lo hacen (a las
aristas correspondientes a las no-cuerdas de D).

(¥) Supongamos que existe a lo sumo un elemento de W que pertenece al conjunto

{z1,..., 7}, y veamos que entonces D es un ciclo minimal de G¢, lo cual

implicarfa (gracias a que D no contiene a v y por tanto serfa un ciclo de

G\ {v}) que tiene longitud [ > p + 3 > p + 2. Distinguimos nuevamente dos

Casos:

(**) Supongamos que existe un unico ig € {1,..., s} tal que w;, € {z1,..., 2}

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que w;, = x1, de manera que
D = (w3 . .. zyw;,). Como hacfamos en el caso anterior, basta probar
los tres puntos siguientes:
1. w;,xs es una arista de G*:
Sabemos que x5 = w;, T2 es una arista de D y, por tanto, de G‘(ZU).
Como x5 ¢ W, podemos razonar igual que en el punto 4 anterior.
2. w;,x; es una arista de G°: se hace un razonamiento analogo al que
hicimos en el punto 4 anterior.
3. ;x4 € Ege paracada i € {2,...,1—1}.
Como x; v x;11 no pertenecen a W para ningun i, podemos razonar
igual que en el punto 6 anterior.

(**) Supongamos por ultimo que ningin elemento de W pertenece al conjunto

{z1,..., 2}, y veamos que D = (z1x5...2;x1), que es un ciclo minimal
en va), es también un ciclo minimal en G°. Basta probar los dos puntos
siguientes:

1. x;x;1q es una arista de G¢ para cada i € {1,...,l}, con z;41 = xy.
Como z; v x;11 no pertenecen a W para ningun ¢, podemos razonar
igual que en el punto 6 del primer caso analizado.

2. Si j no es congruente con ¢ + 1 moédulo [, entonces x;x; no es una
arista de G°.

Efectivamente, por la forma en la que hemos escrito D, tenemos que
r;7; es una arista de G,y y por tanto de G, que es lo que querfamos
probar.

La prueba de la doble implicaciéon nos permite concluir la demostracién. O
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El corolario anterior no solo es interesante en si mismo porque permite caracterizar
una propiedad de los ideales de aristas en términos muy sencillos dentro del grafo asocia-
do, sino que ademas permite recuperar el principal teorema de Ralf Froberg como una
consecuencia directa. Este teorema, que enunciamos y demostramos a continuaciéon, apa-
rece originalmente en [13] y caracteriza a los ideales de aristas que tienen una resolucién
lineal. Estos ideales tienen especial interés por la particular sencillez de sus diagramas
de Betti, que estan formados por una tnica fila. Antes de enunciar el llamado Teorema
de Froberg, necesitamos introducir una nueva definicién:

Definicién 2.3.13. Se dice que un grafo G es cordal si todo ciclo de longitud estricta-
mente mayor que 3 tiene alguna cuerda; es decir, si G no tiene ciclos minimales.

Corolario 2.3.14. Sea G un grafo con ideal de aristas Z(G). Entonces Z(G) tiene una
resolucion lineal si y solo si G¢ es un grafo cordal.

Demostracion. Para demostrar este resultado, vamos a probar la doble implicacion.

= Supongamos que Z((G) tiene una resolucién lineal, de manera que verifica la pro-
piedad N, para todo p > 1.

Queremos probar que G¢ no tiene ciclos minimales, y lo haremos razonando por
reduccién al absurdo. Para ello, supongamos que G¢ tiene un ciclo minimal de
longitud & > 4. Como Z(G) satisface la propiedad Nay, del Corolario 2.3.11 se
sigue que todo ciclo minimal en G¢ deberia tener longitud mayor o igual que k + 3,
que es estrictamente mayor que k, y por tanto hemos alcanzado una contradiccion.

< Supongamos ahora que G¢ es un grafo cordal, de manera que no tiene ciclos mi-
nimales. Esto implica, en virtud del Corolario 2.3.11, que Z(G) satisface Ny, para
todo p > 1. Pero, como habiamos comentado en la Nota 2.3.10, lo que esto quiere
decir es que Z(G) tiene una resolucion lineal hasta el paso p-ésimo para todo p > 1.
Es decir, Z(G) tiene una resolucion lineal.

La prueba de la doble implicacion nos permite concluir. O

Después de haber estudiado con detalle los ideales de aristas asociados a grafos, surge
de manera natural el interés en estudiar, a través de la misma idea, ideales monomiales
libres de cuadrados no necesariamente cuadraticos. Esto nos conduce a considerar objetos
combinatorios que constituyan, de alguna manera, una generalizacién de los grafos. En
el siguiente capitulo vamos a presentar como los complejos simpliciales surgen como
una primera generalizacion, si bien es cierto que la riqueza de su estructura no va a
ser necesaria para nuestro objetivo. Esto 1ltimo sera lo que nos lleve a considerar los
hipergrafos, que estudiaremos también detalladamente en el siguiente capitulo.



Capitulo 3

Generalizacion

Hemos dedicado el capitulo anterior al estudio de los ideales monomiales cuadréticos
libres de cuadrados a través de la identificacion existente entre ellos y los grafos simples.
Es natural que a partir de ahi surja interés por el estudio de ideales monomiales libres de
cuadrados que no sean necesariamente cuadraticos. Esto es lo que nos conduce a buscar
objetos combinatorios que generalicen los grafos con los que hemos trabajado hasta
ahora, y los complejos simpliciales aparecen como primeros candidatos para nuestro
estudio. Veamoslo en la primera seccién de este capitulo.

3.1. Complejos simpliciales e ideales de facetas

En primer lugar, daremos la definicién de complejo simplicial. A continuacién, intro-
duciremos algunos de los conceptos mas basicos relacionados con los complejos simpli-
ciales, y veremos como estos generalizan los grafos que ya conocemos y también cémo se
pueden identificar con los ideales monomiales libres de cuadrados generados por mono-
mios de grados arbitrarios.

Definicién 3.1.1. Un complejo simplicial A sobre un conjunto de vértices Va = {x,
..., T} es un subconjunto de P(V,), la coleccién de todos los subconjuntos de Va, que
cumple las dos propiedades siguientes:

(a) {z;} € A paracadai € {1,...,n}.
(b) Si F' € A, entonces todos los subconjuntos de F' también pertenecen a A.

Los elementos de A reciben el nombre de caras del complejo simplicial, y aquellas
caras que son maximales para la inclusion se denominan facetas.
El conjunto de facetas del complejo simplicial A se denota por F(A).

A partir de la definiciéon anterior, ya tenemos todas las herramientas necesarias pa-
ra identificar los complejos simpliciales con los ideales monomiales libres de cuadrados
no necesariamente cuadraticos. Efectivamente, si A es un complejo simplicial sobre un
conjunto de vértices Vo = {x1,...,2,} v k es un cuerpo a priori arbitrario, entonces
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les podemos asociar un ideal Z(A) en el anillo de polinomios R = k[zy, ..., x,] definido
como

IA)=({F [ FeFA}CR,

donde estamos cometiendo un abuso de notacién para denotar por F' tanto a una faceta
del complejo simplicial como al monomio [[ . z. Este ideal Z(A) que acabamos de
definir es el que recibe el nombre de ideal de facetas asociado al complejo simplicial
A. Ademsds, es claro que se trata de un ideal monomial libre de cuadrados y que sus
generadores tendran grados arbitrarios, correspondientes al nimero de elementos que
compongan las distintas facetas de A.

A lainversa, y gracias a que un complejo simplicial queda determinado por sus facetas,
es posible asociar a todo ideal monomial libre de cuadrados un complejo simplicial cuyas
facetas sean los conjuntos correspondientes a los monomios que forman parte del sistema
minimal de generadores formado por monomios del ideal de partida.

Evidentemente, si todas las facetas de un complejo simplicial A tienen cardinal 2,
podemos ver al complejo simplicial en cuestién como un grafo cuyas aristas coinciden
con las facetas de A y cuyo ideal de aristas coincide, en consecuencia, con el ideal de
facetas de A.

El punto de vista de los ideales de facetas es novedoso, ya que tradicionalmente
se solia asociar a un complejo simplicial A un ideal que recibia el nombre de ideal de
Stanley-Reisner y que estaba generado por los monomios correspondientes a las no-caras
minimales de A. Estos ideales han sido estudiados en la asignatura “Algebra Combinato-
ria” del Master en Matematicas, en la que se ha introducido la férmula de Hochster como
una de las herramientas principales para calcular los nimeros de Betti de los ideales de
Stanley-Reisner. La nueva perspectiva de los ideales de facetas permite llevar a cabo un
estudio satisfactorio de los ideales monomiales libres de cuadrados arbitrarios.

Partiendo de esta pequena introduccién que acabamos de realizar, es posible efectuar
con los ideales de facetas asociados a complejos simpliciales un estudio andlogo al que
haciamos en el capitulo anterior, definiendo en este caso las llamadas facetas de esci-
sion y utilizando técnicas semejantes. Una pequena muestra de este estudio se puede
encontrar en la dltima seccién de [16]. No obstante, los autores del mencionado articulo
observaron que la riqueza de la estructura simplicial que se presenta en la Definicion 3.1.1
no es necesaria para el estudio que nos interesa. Asi lo comentan en un articulo posterior
([17]), en el que generalizan el concepto de complejo simplicial a la nocién de hipergra-
fo. En la siguiente seccion de este capitulo presentaremos este nuevo concepto, veremos
como generaliza la nocién de complejo simplicial, y lo utilizaremos para estudiar deta-
lladamente las resoluciones libres minimales graduadas de los ideales monomiales libres
de cuadrados generados por elementos de grados arbitrarios.

3.2. Hipergrafos e ideales de aristas

Comenzamos esta seccién introduciendo el concepto de hipergrafo y viendo cémo es
posible identificar estos objetos combinatorios, que generalizan los grafos que ya cono-
cemos, con los ideales monomiales libres de cuadrados.
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Definicién 3.2.1. Sea X = {z1,...,2z,} y sea & = {F,...,Es} una coleccién de
subconjuntos de X.

El par H = (X, E) recibe el nombre de hipergrafo si E; # () para cada i € {1,...,s}.

Los elementos de X' se denominan vértices, mientras que los elementos de £ se llaman
aristas del hipergrafo H.

Un hipergrafo H es simple si verifica las dos condiciones siguientes:

1. H no tiene lazos; es decir, |E| > 2 para todo E € £.
2. H no tiene aristas multiples; es decir, si F;, F; € £y E; C Ej, entonces @ = j.

Cuando no haya riesgo de confusién, sera habitual referirnos a un hipergrafo haciendo
alusién tnicamente a su conjunto de aristas. Asi, en numerosas ocasiones escribiremos
E € H en lugar de E € £.

A partir de esta definicién, es claro que el concepto de hipergrafo generaliza la nocién
de grafo que ya conocemos: un grafo es un hipergrafo en el que todas las aristas tienen
cardinal dos.

Si tenemos ahora un cuerpo k, es posible asociar a un hipergrafo simple H = (X, &),

con X = {x1,...,2,}, el ideal monomial libre de cuadrados
I(H) = <{xE: Hx | E€5}> CR=klxy,...,x,],
el

donde identificamos los vértices con las variables en el anillo de polinomios asociado. El
ideal anterior recibe el nombre de ideal de aristas de H, y a partir de su definicion es
claro que existe una biyeccion entre el conjunto de hipergrafos simples con conjunto de
vértices {x1,...,2,} v el conjunto de ideales monomiales libres de cuadrados generados
por elementos de grado mayor que 1 en el anillo R = k[xy, ..., z,]|. Gracias a esta biyec-
cion, para estudiar las resoluciones libres minimales graduadas de los ideales monomiales
libres de cuadrados podremos limitarnos a estudiar los ideales de aristas asociados a hi-
pergrafos. Antes de proceder a este estudio, vamos a comentar la relacién existente entre
los hipergrafos y los complejos simpliciales que anuncidbamos en la seccién anterior.

Si A es un complejo simplicial sobre el conjunto de vértices X' y tiene F(A) como
conjunto de facetas, entonces es claro que H(A) = (X, F(A)) es un hipergrafo ya que
todas las facetas son no vacias por tratarse de conjuntos maximales para la inclusion. Es
evidente a partir de las definiciones que Z(A) = Z(H(A)).

Reciprocamente, dado un hipergrafo H = (X, &), podemos asociarle el conjunto
A(H) ={F C X | F C E; para algun E; € £}, que es un complejo simplicial sobre el
conjunto de vértices que aparecen en los distintos elementos de £. Veamos que efectiva-
mente cumple las condiciones de la Definicién 3.1.1:

» Siz; € E; para algin E; € £, entonces {z;} C E; y por tanto {z;} € A(H).

= Supongamos que F' € A(H) y veamos que si A C F', entonces también A pertenece

a A(H).
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Como F € A(H), tenemos que FF C X y F C E; para algin E; € £. En conse-
cuencia, AC FC Xy ACF CE;, conFE; € &. Esto nos permite concluir que
Ae A(H).

Queda probado entonces que A(H) es efectivamente un complejo simplicial, y ademés
se verifica que Z(H) = Z(A(H)). En efecto, por un lado tenemos que el ideal de aristas
del hipergrafo H estd generado por los monomios correspondientes a las aristas de H.
Por otra parte, el ideal de facetas asociado al complejo simplicial A(H) estd generado por
los monomios correspondientes a las facetas de A(H), que no son més que los elementos
maximales para la inclusién del conjunto de aristas del hipergrafo H. A partir de estos
comentarios podemos concluir que ambos ideales son iguales, sin mas que observar que
los generadores de Z(H) correspondientes a aristas que no son maximales son superfluos.

La relaciéon existente entre los complejos simpliciales y los hipergrafos que acabamos
de presentar nos permite adoptar dos puntos de vista diferentes, interpretando los genera-
dores de un ideal monomial libre de cuadrados como las facetas de un complejo simplicial
o como las aristas de un hipergrafo. Como he comentado en la seccién anterior, la riqueza
en la estructura del complejo simplicial no es necesaria para nuestro estudio. Esto es lo
que nos lleva a trabajar con hipergrafos, que constituyen de hecho una generalizacion
mas natural de los grafos con los que trabajabamos en el capitulo anterior, si bien es
cierto que los resultados que vamos a presentar en esta seccién podrian reinterpretarse
en términos de ideales de facetas asociados a ciertos complejos simpliciales.

A continuacién, introduciremos algunas nociones basicas relacionadas con los hiper-
grafos y presentaremos cémo la técnica de escisién de ideales que utilizabamos en el
capitulo anterior es 1til también en este caso para estudiar las resoluciones libres mi-
nimales graduadas de los ideales monomiales libres de cuadrados arbitrarios, que se
identifican con los ideales de aristas asociados a hipergrafos.

3.2.1. Preliminares

Al igual que haciamos en el capitulo previo, a partir de ahora supondremos que todo
hipergrafo con el que vamos a trabajar es simple.

Cuando todas las aristas de un hipergrafo tienen el mismo cardinal d, se dice que el
hipergrafo en cuestion es d-uniforme. Por tanto, utilizando esta terminologia, un grafo
simple no es més que un hipergrafo simple 2-uniforme y la mayoria de los resultados que
presentaremos consistirdan en generalizaciones de los resultados que habiamos estudiado
en el capitulo anterior.

Si E es una arista del hipergrafo H = (X, ), denotaremos por H \ E al hipergrafo
obtenido eliminando la arista £ en H. Analogamente, si x es un vértice de H, denota-
remos por H \ {x} al hipergrafo obtenido eliminando x del conjunto de vértices de H,
asi como todas las aristas del hipergrafo a las que x pertenece. Si Y C X', entonces el
hipergrafo inducido sobre ) se denotara por Hy y serd el subhipergrafo de H con con-
junto de vértices ) y conjunto de aristas {E € £ | E C Y}; es decir, estard formado por
aquellas aristas de H cuyos elementos pertenecen al conjunto ). Algunas definiciones
que resultaran importantes a lo largo de esta seccién son las siguientes:



3.2. HIPERGRAFOS E IDEALES DE ARISTAS 35

Definicién 3.2.2. Sea H un hipergrafo.

» Una cadena de longitud d en H es una sucesion (Eg, y1, E1, . . ., yq, Eq) (también de-
notada a veces simplemente por (Ej, ..., Fy) cuando los vértices no son relevantes)
que verifica las siguientes condiciones:

1. y1,...,yq son d vértices distintos de H.
2. Ey,...,E;son d~+ 1 aristas distintas de H.
3. 11 € Eo, ya € Eq e {yr,yr11} C Ey para cada k € {1,...,d — 1}.

En particular, la tercera condiciéon implica que la interseccion de cada arista de

la sucesién con la siguiente es no vacia; es decir, F; N E;,, # () para cada i €
{0,...,d—1}.

» Si £y E’ son dos aristas de H, se dice que estan conectadas si existe una cadena
(Eo, ..., Ey) en el sentido que acabamos de definir, con £y = E'y E; = E'.

» Si |E| > |E’|, entonces una cadena (E = Ey,...,E; = E') que conecta E' y E’ es
propia si |E; N E;11| = |Fiy1| — 1 para todo i entre 0y d — 1.

» Una cadena (propia) que conecta dos aristas £ y E’ es una cadena (propia) irre-
dundante si ninguna subsucesion estricta es una cadena (propia) entre E'y E'.

» Si E'y E' son dos aristas de H con |E| > |E’|, se define la distancia entre E'y E',
y se denota por disty (F, E’), como

disty(E, E') = min{l | (E = Ey, ..., E; = E') es una cadena propia irredundante}.

Si no existe ninguna cadena propia irredundante entre dos aristas £y E' de H,
entonces decimos que la distancia entre ellas es infinita: disty(E, E') = co.

Tras haber presentado estas definiciones, vamos a dedicarnos ahora a utilizar la técni-
ca de escision de ideales para estudiar los ideales monomiales libres de cuadrados a través
del estudio de los ideales de aristas asociados a hipergrafos. Para ello, vamos a centrarnos
en una posible escision de estos ideales que resulta de generalizar la nocién de arista de
escision que habiamos dado para grafos simples.

3.2.2. Aristas de escision

Al igual que razondbamos en el capitulo que tenia a los grafos como objeto combina-
torio principal de estudio, si tenemos ahora una arista F de un hipergrafo H y utilizamos
las notaciones que hemos introducido previamente, es claro que Z(H) = (2¥)+Z(H\ E).
No obstante, esta suma no tiene por qué ser una escisién de Z(H) y nos interesaran los
casos en los que si lo sea. Surge de esta manera la siguiente definicién:

Definicién 3.2.3. Dado un hipergrafo H, se dice que una arista E es una arista de
escision de H si la suma Z(H) = (z¥) + Z(H \ E) es una escisién del ideal Z(H).
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Lo que nos interesa ahora es conseguir una forma sencilla para identificar las aristas
de escision de un hipergrafo, sin necesidad de recurrir a la definicion de la escision de
ideales. Precisamente esto es lo que nos permite el siguiente teorema:

Teorema 3.2.4. Sea ‘H un hipergrafo con al menos dos aristas. Se verifica que una
arista E es una arista de escision de H si y solo si existe un vértice z € E tal que

(@) NI(H\E) C (") NZ(H\ {2}) .

Nota 3.2.5. Aunque la nueva condicion que aparece es en general més sencilla de compro-
bar que recurrir a la propia definicién, todavia no se trata de una condicién en términos
exclusivamente combinatorios. Més adelante presentaremos una nueva condicién pura-
mente combinatoria, més sencilla de comprobar, y que se corresponde con la caracteri-
zacion que habiamos obtenido para las aristas de escision en el caso de grafos simples.

Demostracion. Sea E una arista de H, y vamos a denotar J = (2¥) y K = Z(H \ E).
Para demostrar la equivalencia del enunciado, probaremos la doble implicacién.

= Para probar la primera implicacién, razonaremos por el contrarreciproco.

Supongamos que para cada vértice z de E se verifica que (zF)NZ(H \ E) €
(xP)YNZ(H\ {z}), y veamos que entonces E no puede ser una arista de escisién.

Nuestra hipotesis de partida implica que para cada z € E existe un generador
minimal 2% de J N K que no pertenece a (x¥) NZ(H \ {z}). Sea S = {zl= | 2 €
E} CG(JNK).

Vamos a probar que no puede existir una funcién de escision en estas condiciones,
y lo vamos a hacer razonando por reduccion al absurdo. Supongamos entonces que
existe una funcién de escisién s : G(J N K) — G(J) x G(K) dada por s(w) =
(d(w),(w)). Como G(J) = {xF}, tenemos que ¢(z*:) = z¥ para cada z*: €
S. Ademss, para cada z € E, vamos a denotar por 2% a ¥(z'*) € G(K). En
consecuencia, (G, sera una arista de H distinta de F y, como estamos suponiendo
que s es una funcién de escisién, se verificard que % = mem(gp(zl=), ¥ (2l#)) =

mem(z¥ 26%) = 2FYC=,

Vamos a probar ahora que para cada z € E se tiene que z € G,, y lo hacemos
con una nueva reduccién al absurdo. Si existiera 2’ € E tal que 2/ ¢ G/, en-
tonces GG,/ serfa una arista de H \ {z'}. Pero en ese caso tendriamos que z"=' =
mem(z? 26) = 299 es un elemento de (x”)NZ(H\{z'}), en contra de la forma

en la que habiamos elegido x~='.

Asi pues, se verifica que U,e pG, = (U,epG,)UE. La contencién del primer conjunto
en el segundo es trivial. Para la otra contencidn, si tomamos 2’ € (U,cgG,) U E,
tenemos dos opciones: que 2z’ pertenezca a U.cg(G., en cuyo caso ya tenemos que
pertenece al primer conjunto, o que z' € E. En este segundo caso, utilizamos que
entonces 2’ € G, C U,cpG,.
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Se tiene por tanto que

mem(¥(S)) = mem({z% | z € B}) = gVeerCs = p(UeenG)UE _ pleen(G:UE)

= g%l — mem({z%* | z € E}) = mem(S) |

pero esto va en contra de que, por ser s una funcién de escision, mem(1(S)) deberia
dividir estrictamente a mem(S). En consecuencia, £ no puede ser una arista de
escision y queda probada la primera implicacién.

Para probar esta segunda implicacion, supongamos que existe un vértice z € E tal
que JNK = (xP)YNZ(H\ E) C (2F) NZ(H \ {z}), y veamos que entonces E es
una arista de escision.

Nuestra hip6tesis implica que G(J N K) C {2V | H € H\ {z}}.

Vamos a construir ahora una funcién de escision s = (¢,9) : G(J N K) — G(J) x
G(K), que nos permitira concluir que £ es una arista de escisién.

Para cada z’ € G(J N K), definimos ¢(z%) = ¥ € G(J) = {2F}. La definicién de
Y(z¥) serd un poco més laboriosa.

En la situacién que estamos considerando tenemos que L € {EUH | H € H\{z}}
y, en consecuencia, el conjunto A = {H € H\ {z} | L = EU H} es no vacio.
Si consideramos el conjunto X como un alfabeto (con un cierto orden entre sus
elementos), es posible identificar cada elemento de A con la palabra formada por
sus vértices, escritos en orden creciente. Como A es finito y el orden lexicografico de
las palabras es total, resulta que A tiene un tnico elemento maximal con respecto
a ese orden, llamémosle G. Ahora, definimos ¥ (z’) como 2.

Lo primero que tenemos que probar es que la aplicacion s esta bien definida; para
ello, basta comprobar que efectivamente 1)(z%) = 2% pertenece a G(K), con K =
Z(H \ E). Del hecho de que G, € A se deduce que G, es una arista de ‘H \ {z}.
Como en H \ {z} se eliminan todas las aristas de H a las que z pertenece (incluida
E), tenemos que G, es una arista de H \ E y, por tanto, 2% € G(K).

Veamos ahora que se verifica la condicién (a) de la Definicién 2.1.2, y para ello
utilizaremos que, como G € A, se verifica que G U E = L:

mem(p(zh), (2")) = mem(2¥, 290) = 2P0 = oL

Para terminar, tenemos que probar que también se verifica la condicién (b) de la
Definicién 2.1.2:

e Para cada S C G(J N K) se tiene que mem(¢(S)) = 2, y 2% divide estricta-
mente a mem(S) porque G(JNK) C {xPY | H € H\ E} y H tiene al menos
dos aristas.

e Si consideramos el vértice z de E para el cual se verifica que J N K = (z¥) N
IZ(H\E) C (2P)NZ(H\ {z}), es claro que z divide a 2 y, por tanto, divide a
todos los elementos de cualquier subconjunto S de G(JNK). En consecuencia,
z divide a mem(.5).
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Sin embargo, para todo r£ € G(JNK) se tiene que 2 no divide a ¢ (zF) = 2¢*
ya que G, € H\ {z}. En consecuencia, z no divide a mem((S)) para ningin

S C G(JNK) y ya podemos concluir que mem(v(S)) divide estrictamente a
mem(S).

La prueba de la doble implicacién nos permite concluir la demostracion del teorema. [l

Pasamos ahora a introducir dos tipos especiales de aristas de escision: el primero de
ellos es muy facil de identificar y procede de la generalizacion del concepto de hoja de un
grafo; el segundo es un poco mas dificil de identificar, aunque esta definido en términos
puramente combinatorios, y procede de la generalizacién del concepto de hoja de un
complejo simplicial que habia sido introducido originalmente por Sara Faridi en [6].

Definicién 3.2.6. Sea H = (X, E) un hipergrafo simple.

» Una arista £ es una v-hoja si contiene a un vértice libre, que es un vértice v € X
que no pertenece a ninguna otra arista de H.

= Una arista E es una f-hoja si es la tnica arista de H o si existe otra arista H en
H tal que ENE" C EN H para todas las aristas £’ de H disintas de F.

Es posible ahora definir dos tipos de hiperarboles e hiperbosques a partir de los dos
tipos distintos de hojas que acabamos de presentar.

H es un v-bosque (respectivamente, un f-bosque) si todo subhipergrafo inducido de
‘H, incluido él mismo, contiene una v-hoja (respectivamente, una f-hoja). Si H es conexo,
lo llamaremos v-drbol (respectivamente, f-drbol).

Vamos a probar ahora un resultado sencillo que nos permitird deducir mas adelante
que las f-hojas son aristas de escision.

Lema 3.2.7. Toda f-hoja es una v-hoja.

Demostracion. Para probar este resultado tenemos que demostrar que toda f-hoja E
contiene un vértice libre; es decir, un vértice que no pertenece a ninguna otra arista de
H.

El resultado es trivialmente cierto cuando E es la tnica arista de H. Por tanto, vamos
a considerar el caso en el que existe una arista H distinta de E tal que ENE' C ENH
para toda arista £’ de H distinta de F.

Razonamos por reduccién al absurdo, suponiendo que £ no tiene ningun vértice libre
sino que todos sus vértices pertenecen también a otras aristas distintas de F.

Intersecando entonces E con aristas £’ convenientes (que contengan a los distintos
vértices de E), llegariamos a que F C EN H C H. Pero como todos los hipergrafos con
los que estamos trabajando son simples, esto implicaria que £ = H, lo que supone una
contradiccion. ]

Otro resultado interesante es que, en el caso en que el hipergrafo H es un grafo simple,
los conceptos de v-hoja y f-hoja coinciden. Efectivamente, en el lema anterior acabamos
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de probar que toda f-hoja es una v-hoja. Veamos que en este caso se verifica también el
reciproco.

Consideramos una v-hoja ' = vw de un grafo simple, de manera que E contiene a
un vértice de grado 1, por ejemplo v. Queremos probar que E es una f-hoja, lo cual
seria trivial si £ fuese la tnica arista del grafo. Vamos a considerar entonces el caso en
que el grafo GG con el que estamos trabajando tiene aristas distintas de E.

Si el vértice w tuviese grado estrictamente mayor que 1, podriamos tomar como la
arista H de la definicién de f-hoja cualquier arista distinta de E a la que w pertenezca.
Efectivamente, en este caso tendriamos que F N H = {w}, mientras que la interseccién
de E con cualquier otra arista solo podria ser {w} o ), ambos contenidos en {w}.

Si w tuviera grado 1, entonces F tendria interseccién vacia con cualquiera otra arista
de G y podriamos tomar como H cualquier arista de G distinta de F.

Aunque acabamos de probar que las nociones de f-hoja y v-hoja son equivalentes en
el caso de grafos simples, esto no es cierto cuando H es un hipergrafo general. Vamos a
ilustrarlo mediante el siguiente ejemplo:

Ejemplo 3.2.8. Consideramos el hipergrafo H sobre el conjunto de vértices X =
{a,b,c,d,e, f} con conjunto de aristas &€ = {E; = abf, Fy = bed, E3 = def}. Vea-
mos que una v-hoja no es necesariamente una f-hoja.

La arista I/ = abf es una v-hoja porque contiene al vértice libre a, que no pertenece a
ninguna otra arista. Sin embargo, no es una f-hoja ya que EyNEy = {b} € {f} = E1NE;
y EiNEsZ BN E,.

Dos primeros corolarios del Teorema 3.2.4 son los siguientes, en virtud de los cuales
las v-hojas y las f-hojas son aristas de escision:

Corolario 3.2.9. Si FE es una v-hoja de un hipergrafo H, entonces E es una arista de
escision de H.

Demostracion. Si denotamos por v a un vértice libre de E, entonces es claro que H\ FE =
H\{v}. Basta recurrir ahora al Teorema 3.2.4, tomando como aquel vértice z que aparecia
en el enunciado a nuestro vértice v. O]

Corolario 3.2.10. Si FE es una f-hoja de un hipergrafo H, entonces E es una arista de
escision de H.

Demostracion. Basta recordar que toda f-hoja es una v-hoja gracias al Lema 3.2.7 y
que, en virtud del Corolario 3.2.9 que acabamos de probar, toda v-hoja es una arista de
escision. O]

Pasamos ahora a estudiar una familia de hipergrafos que nos va a permitir obtener
formulas para los ntimeros de Betti graduados del ideal de aristas de un hipergrafo en
términos de los nimeros de Betti graduados de los ideales de aristas de ciertos subhiper-
grafos. Se trata de la familia de los hipergrafos propiamente conezos.

Definicién 3.2.11. Se dice que un hipergrafo d-uniforme H = (X, &) es propiamente
conexo si para cada par de aristas E'y £’ de H con la propiedad de que E N E’ # ) se
verifica que disty(E, E') =d — |[ENE'|.
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Nota 3.2.12. A partir de la definicién anterior, es posible deducir que la distancia entre
dos aristas con interseccién no vacia en un hipergrafo propiamente conexo es finita. En
consecuencia, en este tipo de hipergrafos siempre existe una cadena propia irredundante
entre dos aristas con interseccion no vacia.

Como vamos a utilizar mucho este concepto a partir de ahora, conviene presentar un
ejemplo para ilustrar su manejo.

Ejemplo 3.2.13. Consideramos el hipergrafo 3-uniforme #H; con conjunto de aristas
E = {1120203, 212974, T1T3T5, LT3y, ToT3T5, T3T4Ts }.

Es posible observar que H; es propiamente conexo sin mas que comprobar que se
verifica que disty, (F, E') = 3 — |E N E’| para cada par de aristas E'y E’ del conjunto
&,y que cada par de aristas de £ tiene interseccion no vacia.

Veamos ahora un ejemplo de un hipergrafo H, 4-uniforme que no es propiamente co-
nexo. Para 6110, sea £ = {$1$2I3$4, T1X2X3L7, L1X2XgL7, T1X5L L7, 1311‘5.1761‘8} su Conjunto
de aristas.

Si consideramos las aristas en el mismo orden en que las hemos escrito dentro del con-
junto &, tenemos una cadena propia irredundante entre F = x1xox314 y B = 11252678.
Es facil observar que la interseccién entre un eslabén de la cadena y el siguiente tiene
cardinal 3, y que no existe ninguna subsucesion estricta que dé lugar a una cadena propia
entre 'y E’. Sin embargo, F y E’ tienen interseccién no vacia, de donde se deduce que
Hs no es propiamente conexo porque disty,(E, E') = 4 (la longitud de la cadena que
hemos senalado) y este valor no coincide con 4 — |[EN E'| = 3.

Vamos a ver ahora que todo grafo simple GG es propiamente conexo, lo que implica
que, en este sentido, los hipergrafos propiamente conexos son una generalizacién de los
grafos simples. Posteriormente veremos que, igual que ocurria para grafos simples, las
nociones de f-hoja y v-hoja son equivalentes en este tipo de hipergrafos, y ademas las
aristas de escision se pueden caracterizar en términos puramente combinatorios dentro
del hipergrafo con el que estemos trabajando.

La prueba de que todo grafo simple GG es un hipergrafo propiamente conexo es muy
sencilla. En primer lugar, ya habiamos comentado previamente que todo grafo es un
hipergrafo 2-uniforme. Si tenemos dos aristas E'y E’ en G tales que ENE’ # (), entonces
o bien F' y E’ son la misma arista, o bien £ y E’ comparten exactamente un vértice.
En el primer caso, distg(E, E') = 0 = 2 — |E N E’|, mientras que en el segundo caso
distg(E,E')=1=2—|ENE'|.

Pasamos ahora a enunciar y demostrar la propiedad que anuncidbamos antes de que
en un hipergrafo propiamente conexo las nociones de f-hoja y v-hoja son equivalentes.

Teorema 3.2.14. Sean H un hipergrafo d-uniforme propiamente conexo, y F una arista
de H. Se verifica que E es una v-hoja si y solo si es una f-hoja.

Demostracion. Para probar la equivalencia del enunciado, tenemos que probar la doble
implicacion. Sin embargo, en el Lema 3.2.7 ya habfamos demostrado que toda f-hoja es
una v-hoja, de manera que solo nos falta probar el reciproco para hipergrafos propiamente
CONExXos.
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Sea F una v-hoja con vértice libre v. Si E fuese la unica arista de H, entonces ya
tendriamos que E es una f-hoja. Por tanto, vamos a suponer que H tiene al menos dos
aristas.

Sea H una arista de H que tenga interseccion no vacia con E. Si no existe ninguna
arista con esta propiedad, entonces E es claramente una f-hoja porque la interseccién de
E con cualquier arista seria vacia y se cumpliria la condicién de la definicién de f-hoja.

Supongamos entonces que si que existe una arista H que tiene interseccién no vacia

con E. Como H es propiamente conexo, existe una cadena propia (Fo = E,..., Ey = H)
desde E hasta H.

Como H es d-uniforme, se tiene que |E| = |E;| = d. Ademds, como la cadena anterior
es propia, se verifica que |EN Ey| = |E| — 1 =d — 1, y como v es un vértice libre de

tenemos también que v ¢ Ej. De todas estas condiciones se deduce que ENE; = E\{v}.

Asi pues, si G es cualquier otra arista de H, entonces v ¢ G (ya que v es un vértice
libre de E) y por tanto ENG C E\{v} = ENE}, lo que prueba que F es una f-hoja. [

Nuestro objetivo ahora es presentar una caracterizacion de las aristas de escision
de los hipergrafos propiamente conexos en términos exclusivamente combinatorios. Para
ello, necesitaremos hacer uso de la siguiente definicién:

Definicién 3.2.15. Si E es una arista de un hipergrafo d-uniforme propiamente conexo
‘H, entonces el conjunto de vértices adyacentes a E es el siguiente subconjunto de X':

N(E) = U H\E .

{HeN | disty (B,H)=1}

En las condiciones de la definicién anterior, notemos que si H es una arista de H con
disty(F,H) = 1, entonces |E N H| = d — 1y, por tanto, |H \ E| = 1, de manera que
H \ E = {z} para un cierto vértice z.

Teorema 3.2.16. Sea E una arista de un hipergrafo d-uniforme propiamente conexo H,
y supongamos que N(E) = {z1,...,2}. Entonces E es una arista de escision si y solo
si existe un vértice z € E tal que (E\ {z}) U{z} € H para cada z; € N(E).

Para demostrar este resultado, necesitaremos enunciar y demostrar previamente dos
lemas. No obstante, antes de hacerlo conviene destacar la siguiente observacion.

Nota 3.2.17. Si G es un grafo finito y simple y £ = uv es una arista de (G, entonces es
claro que N(E) = (N(u)UN (v))\{u, v}, donde seguimos denotando por N(z) al conjunto
de vértices adyacentes a un vértice z, tal y como haciamos en el capitulo anterior.

En consecuencia, el Teorema 3.2.16 no es mas que una generalizacion del Teorema
2.2.4. Veamos que, en efecto, si nos restringimos a considerar grafos, la condiciéon que
aparece en el enunciado del Teorema 3.2.16 es equivalente a la que aparecia en el men-
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cionado teorema del capitulo anterior:

E = uv es una arista de escisién en el sentido de los hipergrafos
& Existe z € E | (E\{z})U{z} € Eg Vz € (N(u) UN(©0)) \ {u,v}
N { (E\{u})U{z} =vz € Eg Vz € (N(u) UN(w))\{u,v}, o
(E\{v})U{z}=uz € Eg Vz € (N(u)UN®)) \ {u,v}
& (N(u) UN(@) \{u,v} S N(v) o (N(u)UN(@))\{u,v} € N(u)
< N(u) € N(v)U{v} o N(v) € N(u)U{u}

< F = uv es una arista de escision en el sentido de los grafos .
Ahora si, veamos los dos lemas que necesitamos para demostrar el Teorema 3.2.16:

Lema 3.2.18. Sea H un hipergrafo d-uniforme propiamente conexo. Supongamos que
E = Ey = {x1,...,24} y E' son aristas de H con disty(E,E") = t < d. Entonces,
tras renombrar los vértices convenientemente, existen aristas E1, ..., F; tales que E; =
{vi, .. i, ®ig1, ..., xq}, By =E', ey; & E; para todo j < i.

Demostracion. Como disty(E, E') =t < d, tiene que existir una cadena propia irredun-
dante de aristas (Ey = E, Fy,...,E, = E').

|E;NE; 1| = |Eix1|—1=d—1, de manera que E; y F;,; difieren exactamente en un
vértice para todo i. En consecuencia, en el i-ésimo eslabon de la cadena vamos a tener un
conjunto F; que difiere de F en a lo sumo i vértices; dicho de otra forma, |[ENE;| > d—i.

Como (Fy, ..., E;) es una cadena propia irredundante y H es d-uniforme y propiamen-
te conexo, para todo i < d tenemos que i = disty (F, E;) = d—|EN E;|. En consecuencia,
|ENE;|=d—1i>0 para todo ¢ < d.

Ademés, si i = d = t, entonces disty(Fy, E;) = d y en consecuencia Fy N E; = (), ya
que hemos tenido que cambiar los d vértices que formaban la arista Ey. Por lo tanto,
también en este caso se verifica que |[Ey N E;| =0=d —i.

Vamos a probar ahora que los conjuntos E; con los que estamos trabajando verifican,
tras renombrar convenientemente los vértices, las condiciones del enunciado del lema. Lo
vamos a hacer razonando por induccioén sobre 1.

= Si i =1, queremos ver que el conjunto F; verifica las afirmaciones del enunciado.

Tenemos que E = Ey = {x1,...,24}, donde renombramos los vértices de manera
que x; no pertenezca a Fj.

|Eo N Ey| =d—1, luego Ey = {y1,x2,..., 24}, con y; ¢ Ey = E. Esto prueba el
caso ¢ = 1.

= Supongamos ahora que Ey, ..., E; satisfacen el enunciado del lema para un cierto
i > 1; es decir, E; = {y1,. .., ¥i, Tit1,- .-, Za}, con y; ¢ E; para todo j < i.

|E; N Eiq| = d— 1, luego E;; 1 se puede construir a partir de F; sustituyendo un
vértice de E; por otro vértice al que vamos a llamar y;,1 que no pertenece a E;.
Esto implica en particular que y;,1 es distinto de y1, ..., y;, Tir1, ..., T4

En primer lugar, veamos que el vértice que eliminamos de E; no es ninguno de los
y;, de manera que y, ..., y; pertenecen a F; ;. Efectivamente, si reemplazaramos
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alguno de los y; (con j <) por y;4; tendriamos que |Ey N E;| = {it1,..., 24} =
d—i < |EyN E;11], pero esto es absurdo porque |EgyNE;11| =d—(i+1) =d—i—1.

En consecuencia, y;,1 va a reemplazar a algun elemento del conjunto {x;;1,..., 24}
y, renombrando convenientemente los vértices, podemos suponer que ¥;1; va a
reemplazar a x4,1; es decir, Fiy1 = {y1, ..., ¥i, Yir1, Tita, - - - Td}-

Lo ultimo que nos falta demostrar es que y;41 no pertenece a £; para ningtn j < 1.
Para ello vamos a razonar por reduccién al absurdo, suponiendo que existe 7 menor
o igual que i tal que y;11 = ;. Entonces d —i = |Ey N E;| = {zi41, ..., 24} =
Hzj, xito, ..., za}| = |[Eo N Eiy1| = d — i — 1, lo cual es absurdo. Deducimos por
tanto que y;11 # x; para todo j < ¢. Como también teniamos que y;;; es distinto
de y1,...,¥i, Tit1, - .., %4, ya podemos concluir que y; 41 ¢ E; para ningtin j < .

El razonamiento por induccién nos permite concluir la demostracion del lema. O

Lema 3.2.19. Sea E una arista cualquiera de un hipergrafo d-uniforme propiamente
conexo H. Entonces

(E)NIZH\E) = ({mem(af ™) | H e H ydisty(E,H) =1}) +
+ ({mem(z®,2%) | H € H y disty(E, H) > d+1}) .

Demostracion. Sean

A = ({mem(2P 2™) | H e H\ Eydisty(E,H) <d}) vy
B = ({mem(z”,z")|He H\ Eydisty(E,H)>d+1}) =
= ({mem(z®, 2) | H e H y disty(E, H) > d+1}) ,

donde la tltima igualdad se debe a que disty(E, H) # 0 implica que F # H.

Por definicién, (z¥) NZ(H \ E) = A + B. En consecuencia, si denotamos por C' al
ideal ({mem(z¥ z%) | H € H y disty(E, H) = 1}), para demostrar el lema basta probar
que A=C.

Como d > 2, tenemos que una arista H que esta a distancia 1 de E es distinta de
y esta a una distancia menor o igual que d de ella; por tanto, C' C A. Veamos ahora que
también se verifica la otra contencién.

Sea PYH = mem(z¥, 2) un elemento del conjunto de generadores de A que hemos
descrito antes; es decir, suponemos que H € H\ E y t = disty(F, H) < d. Si t fuese igual
a 1, entonces ya tendriamos que z¥“# € C. Por tanto, podemos suponer que 2 < t < d.
En consecuencia, como H es propiamente conexo, existe una cadena propia irredundante
(E = Hy,Hy,Hs,...,H; = H) como en el Lema 3.2.18 y cuya longitud es minimal entre
todas las cadenas propias irredundantes que van desde E hasta H.

En virtud del Lema 3.2.18, si E = {x1, ..., x4} y renombramos los vértices convenien-
temente, entonces Hy; = {y;, T2, ..., x4}, donde y; no es un elemento de F pero y; € H;
para todo i € {2,...,t}.

A partir de esto, mem(z?, 2ft) = 2PV = pFYn}l = ¢ Py Como disty(E, H,) = 1,
tenemos entonces que z%y; es un generador de C. Ademds, como y; € H; para todo

FEUH;

i € {2,...,t}, tenemos que mem(xf zf) = z es divisible por ¥y, para todo
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i €{2,...,t}y, por tanto, pertenece a C. En particular, 2E°Ht = 2V ¢ O tal y como
queriamos probar. |

Estamos ya en condiciones de demostrar el Teorema 3.2.16, para lo cual recordamos
primero su enunciado:

Teorema. Sea E una arista de un hipergrafo d-uniforme propiamente conexo H, y su-
pongamos que N(E) = {z,...,2}. Entonces E es una arista de escision si y solo si
existe un vértice z € E tal que (E'\ {z}) U{z} € H para cada z; € N(E).

Demostracion. Para probar la equivalencia del enunciado, vamos a demostrar por sepa-
rado las dos implicaciones.

= Supongamos que F es una arista de escision. En virtud del Teorema 3.2.4, existe
un vértice z € F tal que (zZ)NZ(H\ E) C (zF)NZ(H\ {z}). Si z; € N(FE), vamos
a probar que (F '\ {z})U{z} es una arista de H \ {z}, lo que implicara que es una
arista de H.

Como z; € N(E), existe una arista H de H con disty (£, H) =1 tal que H \ E =
{2}. En virtud del Lema 3.2.19, ¥Y es un generador de (z¥) N Z(H \ E) C
(@) NZ(H\A{=}).

Tenemos entonces que z%9H € (zF) NZ(H \ {z}), y por tanto existe una arista
H e H\{z} talque FUH =FEUH'

En consecuencia, |E|+ |H|—|ENH|=|EUH|=|EUH'| = |E|+|H'|-|ENH'|,
y como |H| = |H'| = d deducimos que |[ENH'| = |ENH| =d— 1, de manera que
E vy H' (que tienen el mismo cardinal) difieren en un dnico vértice.

Msés alla de esto, tenemos que z pertenece a E perono a H' y z; pertenece a H \ E.
Como FUH = EU H', z tendrd que pertenecer también a H'. En consecuencia,
H' = (E\{z})U{z}, y como H' es una arista de H \ {z} podemos concluir que
(E\ {z}) U{z} también lo es.

< Supongamos ahora que existe un vértice z € F tal que (E'\ {z}) U {z} € H para
cada z; € N(FE), y veamos que entonces E es una arista de escision.

Sea " uno de los generadores minimales de (z¥) NZ(H \ E). En virtud del Lema
3.2.19, se tiene que o bien L = EU H con disty(F, H) =1, 0 bien L = E'U H con
Si disty(E, H) > d+1, entonces z ¢ H porque todas las aristas tienen cardinal d y
por tanto ENH = . En este caso, H € H\ {z} y por tanto 2’ € (zF)NZ(H\{z}).
Si L = EUH con disty(E, H) = 1, entonces existe z; € N(E) tal que H\ E = {z;}.
Por tanto, EU H = FU {z}.

Por hipétesis, £ = (E'\ {z}) U {z;} es una arista de H. En particular, lo es de
H\{z}. Ademds, L= FUH =FEU{z}=FU((F\{z})U{z})=FUE"y por
tanto ¥ = 2PV € (2P)NI(H \ {z}).

En definitiva, hemos probado que (zZ)NZ(H\E) C (z)NZ(H\{z}), y el Teorema
3.2.4 nos permite concluir que entonces F es una arista de escision.
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Queda probada la doble implicacion y, por tanto, el teorema. O

Si E es una arista de un hipergrafo d-uniforme propiamente conexo H, a partir de
ahora denotaremos por H' al subhipergrafo {H € H | disty(E, H) > d+ 1} de H, con
el objetivo de simplificar la notacién. Presentamos a continuacién un lema en virtud del
cual H' hereda de H la propiedad de ser propiamente conexo.

Lema 3.2.20. Si E es una arista de un hipergrafo H d-uniforme y propiamente conexo,
entonces el subhipergrafo H' definido a partir de E también es un hipergrafo d-uniforme
propiamente conexo.

Demostracion. Es evidente que H' es un hipergrafo d-uniforme, de manera que solo
tenemos que probar que es propiamente conexo.

Para ello, tomamos dos aristas H y H' de H’ con la propiedad de que H N H' # (.
Como H y H' también son aristas de H y H es propiamente conexo, tenemos que
existe una cadena (H = Hy, Hy,...,H;, = H') en H como en el Lema 3.2.18 tal que
t =disty(H,H')=d— |HNH'|.

Si tuviéramos que todas las aristas H; anteriores, con i € {1,...,t — 1}, también
pertenecen a ‘H’', entonces ya tendriamos que disty(H, H') =t =d — |H N H'|.

Supongamos entonces que existe ¢ € {1,...,t — 1} tal que H; no es una arista de
H ={H € H | disty(F, H) > d + 1}. En consecuencia, disty(E, H;) (valor al que voy
a denotar por s) es menor o igual que d.

Sea (E = FEy, Ey, ..., Es = H;) una cadena propia irredundante en ‘H entre £ y H;.
Tenemos entonces que disty (F1, H;) = s — 1 < d, y como |E| = |H;| = d, lo anterior
implica que Ey N H; # ().

Podemos tomar entonces un elemento x de £y N H;. Como x € H; y hemos elegido
una cadena propia irredundante como en el Lema 3.2.18, tenemos que o bien x pertenece
a H o bien pertenece a H'. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que x € H.

Gracias a que H es propiamente conexo, se tiene que disty (F1, H) =d— |E1 N H| <
d—1, donde la tiltima desigualdad se debe a que, por ser HNE; # () (ya que x € HNE}),
su cardinal ha de ser mayor o igual que uno.

Se tiene que disty(Ey, H) < d—1y disty(E, E1) = 1, luego existe una cadena propia
en ‘H de longitud a lo sumo d entre E'y H, lo que contradice la suposicién de que H € H’
y en consecuencia disty (F, H) > d + 1.

Hemos alcanzado una contradiccién, de donde deducimos que H; € H' para todo
i €{l,...,t—1}. Porlo tanto, disty, (H, H') = d— |H N H'| para cualquier par de aristas
H,H de H' con HN H' # (). Concluimos asi que efectivamente H' es propiamente
CONEXO. O

El siguiente resultado que vamos a presentar es una consecuencia del Lema 3.2.19 y
nos permite obtener una descripcién de (z%)NZ(H \ E) que resultara ttil mds adelante.

Corolario 3.2.21. Sea E una arista de un hipergrafo d-uniforme propiamente conexo
H, y supongamos que N(E) ={z,...,2}. Entonces

()NT(H\E) =2"((2z1,...,2) + Z(H)) .
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Demostracion. En virtud del Lema 3.2.19,

(E)NIZ(H\E) = ({mem(af )| H € H y disty(E, H) =1}) +
+ ({mem(z®,2%) | H e H y disty(E, H) >d+1}) .

Si H € H y disty(F, H) = 1, entonces existe i € {1,...,t} tal que H\ E = {z;}. Por

E .H BUH _ EU{z E

lo tanto, mem(z”, 2") = x } = P2 y esto nos permite deducir que

({mem(z®, 2™) | H € H y disty(E, H) =1}) = 2%(21,..., 2) .

Si H e Hydsty(E,H) > d+ 1, entonces E N H = () porque en caso contrario,
como H es propiamente conexo, tendriamos que disty(E,H) =d— |[ENH| <d -1, lo
cual es absurdo. Por lo tanto, en este caso mem(x”, 2f) = 29 = 2FzH con H € H'
y EN H = (). Esto nos permite deducir que

({mem(z®, 2) | H € H y disty(E, H) > d+1}) = 25Z(H') .

Aplicando ahora el Lema 3.2.19 tal y como senalabamos al principio de la demostra-
cién, se concluye la prueba de este corolario. O

El corolario que acabamos de demostrar es una generalizacion del Lema 2.2.2 que
velamos en el capitulo anterior. Efectivamente, como ya hemos comentado en la Nota
3.2.17, cuando el hipergrafo H con el que estamos trabajando es un grafo simple y
consideramos la arista F = uv, se verifica que N(E) = (N(u) U N(v)) \ {u,v}. Ademas,
en el caso de grafos simples, H', que esta formado por las aristas cuya distancia a F es al
menos 3, esta formado entonces por las aristas que no contienen a ninguno de los vértices
del conjunto N(u) U N(v); es decir, H' = G \ (N(u) U N(v)). Recuperamos entonces el
Lema 2.2.2 sin méas que restringirnos a grafos simples en el lema anterior.

Siguiendo la linea de generalizar los resultados estudiados en el capitulo anterior,
el lema que presentamos a continuacién constituye una generalizacion del Lema 2.2.8
sin mas que prestar atencion a los comentarios efectuados en el parrafo anterior, con la
diferencia de que la arista que consideramos ahora en el enunciado es arbitraria y no
necesariamente de escision.

Lema 3.2.22. Sea E una arista de un hipergrafo H d-uniforme y propiamente conexo.
Sit=|N(E)|, entonces

s (@) NI E) = 3 ({) vt T

1=0
donde seguimos considerando que B_1 ;(Z(H')) =1 sij=0y B_1;(Z(H')) =0 si j #0.

Demostracion. Si N(E) = {z1,..., 2}, entonces en virtud del Corolario 3.2.21 se tiene
que

B (@) NIHN\E)) = Bimag(@®((z1,... ) +I(H))) =

Bic1j-a((z1,...,2) + Z(H")) =
= Bij-a(R/((21,...,2) +Z(H))) .
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Ninguno de los generadores de Z(H') es divisible por z; para ningin i € {1,...,t}.
Para probarlo, supongamos que el generador 21 € Z(H') es divisible por algtin z;, de
manera que z; es un vértice de la arista H de ‘H'. Como z; € N(E), existe una arista H;
de H tal que z; € H; y disty(E, H;) = 1.

Tenemos entonces que H N H; # () porque z; € H N H;. En consecuencia, como H es
propiamente conexo, se tiene que p = disty(H, H;) = d — |H N H;| < d, de manera que
existe una cadena propia irredundante (H; = Hy, ..., H, = H) desde H; hasta H.

Asi pues, (E, H; = Hy,...,H, = H) es una cadena propia de longitud p +1 < d
desde E hasta H. Pero esto 1mphcar1a que disty(E, H) < d, lo que contradice que
disty(F,H) > d+ 1 por ser H una arista de H'.

En definitiva, se tiene que ningin generador de Z(H') es divisible por ningin elemento
de N(FE). Modificamos ahora nuestra notacién y escribimos R = klz1,..., 24,91, - - -, Ys],
donde {y1,...,ys} = X\N(E). Haciendo uso del Lema 2.2.6 y la Nota 2.2.7 que habfamos
introducido en el capitulo anterior, tenemos entonces que

R Ry Ry

= &
(1,0 2) FZ(HY) — (21yeevm)

donde Ry = klz1, ..., 2] y Ro = kly1, ..., ysl; v

() S () ()

11=012=0

donde L = (21,...,2) + Z(H').
Sabemos ademés que

6 R1 . (ilf) Sil:llzlg
e\ ) L0 sih £,

de manera que juntando todo lo anterior obtenemos que

boe(8) - (e ()

Ahora ya podemos concluir, sin més que observar que

Bictj—a-t(Bo/I(H')) = Bictj—at(R/Z(H) = Bi1—1j-a-(Z(H'))

para todo ! (donde adoptamos el convenio de que f_; j(Z(H')) = 1si j =0y toma el
valor 0 si j # 0). .

Si utilizamos ahora el Lema 3.2.22, es posible obtener una generalizacién del Teorema
2.2.9 que nos va a proporcionar una férmula para los nimeros de Betti graduados del
ideal de aristas de un hipergrafo en términos de los niimeros de Betti graduados de los
ideales de aristas de ciertos subhipergrafos.
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Teorema 3.2.23. Sea ‘H un hipergrafo d-uniforme propiamente conexo y sea E una
arista de escision de H. Sean también H' = {H € H | disty(E, H) > d+1} yt = |[N(E)|.
Entonces para todo i > 1 y todo 7 > 0 se tiene que

Bia(200) = B, @H\ED + Y (})BeradZO0)

donde sequimos considerando que B_1 ;(Z(H')) =1sij=0y p_1;(Z(H') =0 sij #0.

Demostracion. Como E es una arista de escision, en virtud del Teorema 2.1.4 tenemos
que

Bii(Z(H)) = Big((@®)) + Big(Z(H\ E)) + oy (2") NI(H\ E)) .

En consecuencia, basta seiialar que f;;((z¥)) = 0 siempre que ¢ > 1 y aplicar el
Lema 3.2.22 para obtener la féormula del enunciado del teorema. O]

Si H es un hipergrafo propiamente conexo y E es una arista de escisién, los subhi-
pergrafos H \ E y ‘H' no tienen por qué tener aristas de escisién; de hecho, es posible
que ‘H \ E ni siquiera sea propiamente conexo. Vamos a ilustrar esta tltima afirmacién
a través de un ejemplo:

Ejemplo 3.2.24. Consideramos el hipergrafo 3-uniforme y propiamente conexo H; que
habiamos definido en el ejemplo 3.2.13, el cual tiene como conjunto de aristas & =
{T1293, T1T9X 4, T1T3T5, ToT3T g, ToX3Ts, TIT4T5 }-

Consideramos ahora la arista £ = xjxex3. Utilizando el Teorema 3.2.16, vamos a
probar que F es una arista de escisiéon: por una parte, como las aristas que estan a
distancia 1 de E son las que pertenecen al conjunto {x12924, £12325, ToT3T4, ToT3T5}, €s
claro que N(E) = {4, z5}. Ahora bien, el hecho de que (E \ {z1}) U {x4} = zox3zy y
(E\{x1})U{x5} = zoxszs son aristas de H; ya nos permite deducir que E es una arista
de escision.

Sin embargo, H; \ F no es propiamente conexo porque las aristas Fy = z12o74 ¥
FEy = x1x375 comparten el vértice x y, sin embargo, no existe ninguna cadena propia en
Hi \ E desde FE; hasta Ey que tenga longitud 2 = 3 — |E; N Ey|.

Lo anterior implica que, al igual que ocurria en el Teorema 2.2.9, la férmula que
proporciona el Teorema 3.2.23 no es recursiva en general.

En el capitulo previo habiamos visto que si el grafo G con el que trabajabamos era un
bosque, entonces la férmula que obteniamos en el Teorema 2.2.9 gracias a la técnica de
escision de ideales trabajando con aristas de escision si que era recursiva. En el caso de
hipergrafos, aquellos para los cuales la férmula obtenida en el Teorema 3.2.23 es recursiva
son los llamados hipergrafos triangulados, que vamos a estudiar a continuacion y que son
una generalizacion de los grafos cordales. Para evitar que la extension del trabajo sea
excesiva, no nos centraremos en el estudio de la recursividad de la formula anterior, sino
que estudiaremos los hipergrafos triangulados en relaciéon con una posible generalizacion
del Teorema de Froberg 2.3.14 que estudidbamos en el capitulo previo y que se enunciaba
en términos de grafos cordales.
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3.2.3. Hipergrafos triangulados

Como acabamos de comentar, con los hipergrafos triangulados buscamos generalizar
la nocién de grafo cordal que habiamos estudiado en el capitulo anterior. Un grafo cordal
se define como aquel que no tiene ciclos minimales. Sin embargo, para generalizar este
concepto haremos uso de una caracterizacion de los grafos cordales que no demostramos
aqui porque no se encuentra dentro de los objetivos del trabajo, pero que se puede
encontrar (aunque utilizando una nomenclatura diferente) en [3]. Esta caracterizacién es
la siguiente:

Teorema 3.2.25. Un grafo G es cordal si y solo si todo subgrafo inducido de G contiene
un vértice v tal que el conjunto N(v) es un clique de G (es decir, es un subgrafo de G
que es un grafo completo).

Nota 3.2.26. En cuanto al enunciado del teorema anterior, notemos que, como v es
adyacente a todo vértice de N(v), tendriamos también que el subgrafo inducido de G
sobre N(v) U {v} es un clique de G.

A partir de la caracterizacién anterior de los grafos cordales, resulta natural que
en nuestro camino hacia la generalizacion de este concepto introduzcamos primero una
generalizacion de los grafos completos y de los vértices adyacentes a uno dado. A esto
dedicamos las siguientes definiciones, que nos van a permitir introducir el concepto de
hipergrafo triangulado.

Definicién 3.2.27. El hipergrafo d-completo de orden n se denota por K¢ y se define
como el hipergrafo cuyas aristas son todos los subconjuntos de d elementos del conjunto
de vértices X, con |X| = n. Cuando d = 2, K2 es el grafo completo de n vértices, al que
denotabamos en el capitulo anterior por K,. Si n < d, adoptamos el convenio de que K¢
es el hipergrafo formado por n vértices aislados. Por tltimo, si n = 0, entonces K¢ es el
grafo vacio, al que podemos ver como un hipergrafo d-completo de orden 0.

Definicién 3.2.28. Dos vértices distintos x,y € X son adyacentes si existe una arista
E € H tal que x,y € E.

Dado un vértice z € X', vamos a denotar por N(z) al conjunto de vértices adyacentes
a x; es decir, N(z) = {y € X | y es adyacente a z}.

A partir de la definicién anterior, es claro que si E es una arista de H y z € E,
entonces £ C N(x)U {x}.

Definicién 3.2.29. Se dice que un hipergrafo d-uniforme propiamente conexo H es
triangulado si para todo subconjunto no vacio ) de X se verifica que el subhipergrafo
inducido de H sobre ), Hy, contiene un vértice v € Y C X tal que el subhipergrafo
inducido de Hy sobre N(z) U {z} es un hipergrafo d-completo de orden |N(x)| + 1.

Gracias al Teorema 3.2.25 que habiamos enunciado antes, es claro que los hipergrafos
triangulados constituyen una generalizacion de los grafos cordales.

Antes de intentar generalizar el teorema de Froberg, vamos a introducir una definicién
y un par de resultados que necesitaremos.
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Definicién 3.2.30. Sea H un hipergrafo d-uniforme propiamente conexo. Dos aristas E
y H de H son t-disjuntas si disty(E, H) > t. Se dice que un conjunto de aristas &' C £
son t-disjuntas dos a dos si cada par de aristas de £ son t-disjuntas.

Cuando H es un hipergrafo d-uniforme propiamente conexo, claramente se tiene que
dos aristas E/' y H son d-disjuntas si y solo si ENH = (); es decir, si £y H son disjuntas
en el sentido usual. Ademds, cuando el hipergrafo con el que trabajamos es un grafo
simple G, la definiciéon que ddbamos en el capitulo anterior para aristas desconectadas
es equivalente a decir que las aristas en cuestion son 3-disjuntas en G.

Presentamos ahora un teorema que utilizaremos mas adelante, si bien no vamos a
exponer su demostracion porque utiliza ciertos conceptos de dlgebra homoldgica que
no forman parte del desarrollo principal del trabajo y su introduccion en este punto
supondria una alargamiento excesivo del mismo. En cualquier caso, esta demostracion
se puede encontrar en [17].

Teorema 3.2.31. Sea H un hipergrafo d-uniforme propiamente conexo. Entonces el
nimero de Betti graduado B;—1 4;(Z(H)) es igual al nimero de conjuntos formados por i
aristas (d + 1)-disjuntas dos a dos de H.

En particular, si ¢ es el cardinal del mayor conjunto de aristas (d + 1)-disjuntas dos
a dos de H, entonces reg(Z(H)) > (d —1)c+ 1.

Habiamos comentado antes que los hipergrafos triangulados permitian recuperar el
caracter recursivo de la formula para los nimeros de Betti graduados que nos proporciona
la técnica de escisién de ideales en el Teorema 3.2.23, algo que en el caso de grafos simples
habiamos obtenido para bosques. De una forma similar, los hipergrafos triangulados nos
permiten generalizar un resultado que en el capitulo anterior habiamos enunciado y
demostrado para grafos simples que eran bosques. Se trata del Corolario 2.2.15, que
proporciona el valor de la regularidad del ideal de aristas de un bosque en términos
del niimero de aristas desconectadas dos a dos en él y nos da la licencia de omitir la
demostracion del siguiente resultado por ser esta muy similar.

Corolario 3.2.32. Sea ‘H un hipergrafo d-uniforme propiamente conexo y triangulado.
Si c es el cardinal del mayor conjunto de aristas (d+1)-disjuntas dos a dos de H, entonces
reg(Z(H)) = (d—1)c+ 1.

Ahora si, nos encontramos en condiciones de intentar generalizar el Teorema de
Froberg, en virtud del cual todo grafo G verifica que su ideal de aristas tiene una reso-
lucion lineal si y solo si G¢ es un grafo cordal.

Ya habiamos visto que el concepto de hipergrafo triangulado es una generalizacién
de la nocién de grafo cordal, pero antes de seguir tenemos que generalizar el concepto
de grafo complementario al caso de hipergrafos. Es esto a lo que dedicamos la siguiente
definicion:

Definicién 3.2.33. Si ‘H es un hipergrafo d-uniforme propiamente conexo, definimos
el complementario de ‘H, y lo denotamos por H€¢, como el hipergrafo cuyo conjunto de
aristases {E C X | |[E|=dy E ¢ H}.
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Generalizando término a término el Teorema de Froberg, cabria esperar que en el
caso de un hipergrafo H propiamente conexo se verificara que Z(#) tiene una resolucién
lineal si y solo si ‘H¢ es un hipergrafo triangulado. Sin embargo, vamos a mostrar a
continuacion un ejemplo que ilustra que el resultado anterior no es cierto porque H¢
puede incluso no ser propiamente conexo.

Ejemplo 3.2.34. Consideramos el conjunto de vértices X = {x1,zo, 3,24, 75} v el
hipergrafo H = K32 \ {12273, z37475}; es decir, H es el hipergrafo 3-completo de orden
5 al que le hemos quitado dos aristas.

En este caso se tiene que el hipergrafo H¢, cuyo conjunto de aristas es precisamente
{x12923, £32475}, NO es propiamente conexo porque sus dos aristas comparten el vértice
xr3 y sin embargo no existe ninguna cadena propia irredundante entre ellas de longitud
2 = 3 — 1. El hecho de que H® no sea propiamente conexo hace que ni siquiera poda-
mos plantearnos si es triangulado, concepto que se definia tinicamente para hipergrafos
propiamente conexos.

Sin embargo, utilizando por ejemplo Macaulay?2 de la forma en que se expone en el
Apéndice A, es posible comprobar que la resolucién de Z(#H) es lineal.

Queda claro de esta manera que no es posible llevar a cabo una generalizacion término
a término del Teorema de Froberg, de manera que en lugar de caracterizar cuando el
ideal de aristas de un hipergrafo propiamente conexo tiene una resolucién lineal vamos
a intentar caracterizar cuando dicho ideal tiene primeras sizigias lineales. Para ello,
comenzamos introduciendo el siguiente concepto:

Definicién 3.2.35. El didmetro de un hipergrafo d-uniforme propiamente conexo H se
define como diam(H) = méax{disty(F,H) | £, H € H}, donde el didmetro es infinito si
existen dos aristas que no estén conectadas por ninguna cadena propia.

El siguiente teorema nos va a proporcionar una caracterizacion de los ideales de aristas
que tienen primeras sizigias lineales, y lo hard en términos del diametro del hipergrafo
asociado.

Teorema 3.2.36. Sea H un hipergrafo d-uniforme propiamente conexo. Se verifica que
Z(H) tiene primeras sizigias lineales si y solo si diam(H) < d.

Demostracion. Para probar la equivalencia del enunciado, demostraremos por separado
cada implicacién.

< Supongamos en primer lugar que diam(#H) < d. Gracias a la resolucién de Taylor,
es conocido que el primer médulo de sizigias de Z(H) estd generado por las sizigias
S(z¥ z"), con E y H aristas de H, que se obtienen a partir de los S-polinomios
correspondientes.

Para probar esta implicacién, bastara entonces con demostrar que S(z¥, z) estd
generada por sizigias lineales.

Sea t = disty(F, H). Como diam(H) < d, tenemos también que t < d. Gra-
cias al Lema 3.2.18, podemos considerar una cadena propia irredundante (£ =
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Eo,...,E; = H) tal que, si E = Ey = {z1,..., 24}, entonces E; = {y1,...,Y;, zir1,
.,z4} para todo i € {1,...,t}, donde y; ¢ E; para j < i.

Gracias a la forma de la cadena anterior, es claro que la sizigia S(z¥, 27) se obtiene

a partir de la igualdad y; ...y — 2 ... 22" = 0. Ademds, es facil observar que
la diferencia anterior se puede escribir como una suma telescépica de la forma

Y.yt — 2zt = Z (H 2 H yj> Ypr1T Br _ zk+1xE’“+1) ,

i=1  j=k+2

donde en el miembro derecho de la igualdad aparecen expresiones correspondientes
a sizigias lineales. Deducimos a partir de aqui que S(z%, z7) estd generada por

sizigias lineales, lo que concluye la prueba de la primera implicacion.

= Supongamos ahora que Z(#) tiene primeras sizigias lineales; es decir, 1 ;(Z(H)) =
0sij£d+1.

Razonamos por reduccién al absurdo, suponiendo que diam(#H) > d + 1. En ese
caso, existirfan al menos dos aristas E y H tales que disty(E, H) > d + 1. Por
lo tanto, el conjunto {F, H} serfa un conjunto de dos aristas (d + 1)-disjuntas de
H y el Teorema 3.2.31 implicarfa que (1 24(Z(H)) # 0, lo cual va en contra de la
suposicién de que Z(H) tiene primeras sizigias lineales porque d > 2 y por tanto

d+1#2d.
Queda probada la doble implicacion y, en consecuencia, el teorema. O

La condicién diam(#H) < d que aparece en el teorema anterior solo garantiza la
linealidad de las primeras sizigias, tal y como podemos observar en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 3.2.37. Si consideramos el grafo G = (5, el ciclo de 5 vértices, entonces es claro
que diam(G) = 2. Sin embargo, es posible comprobar haciendo los cdlculos oportunos
que B25(Z(G)) = 1 # 0, lo que implica que las segundas sizigias del ideal de aristas
asociado a G no son lineales.

Para terminar este capitulo, vamos a ver que en el caso en el que H es un hipergrafo
triangulado, saber que las primeras sizigias del ideal de aristas asociado son lineales
es suficiente para saber que la resolucién completa del ideal es lineal. Asi, podemos
obtener en este caso una caracterizacion para los ideales de aristas con resolucion lineal
en términos de los hipergrafos asociados. Obtenemos de esta manera un resultado cuya
idea es la misma que la idea subyacente en el Teorema de Froberg: caracterizar los ideales
de aristas con resolucion lineal.

Corolario 3.2.38. Sea ‘H un hipergrafo d-uniforme propiamente conexo y triangulado.
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) Z(H) tiene una resolucion lineal.

(b) Z(H) tiene primeras sizigias lineales.
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(¢) diam(H) < d.

Demostracion. La implicacién (a) = (b) es trivial, y la implicacién (b) = (c) se deduce
del Teorema 3.2.36. Por lo tanto, solo nos falta demostrar que (¢) = (a).

Para ello, supongamos que diam(H) < d. Esto implica que no pueden existir en
‘H dos o mas aristas (d + 1)-disjuntas dos a dos, ya que en ese caso el didmetro de
‘H seria estrictamente mayor que d. En consecuencia, el cardinal del mayor conjunto
de aristas (d + 1)-disjuntas dos a dos en H es 1 y del Corolario 3.2.32 deducimos que
reg(Z(H)) = d—1+1 = d. Como Z(H) estd generado por elementos de grado d, un
simple vistazo a su diagrama de Betti (en el que la regularidad corresponde al nimero
que actia como etiqueta de la tltima fila del diagrama) nos permite concluir que dicho
diagrama va a tener una tnica fila y, por tanto, el ideal tiene una resolucién lineal. [

Si volvemos al caso de grafos simples, con cuyo estudio comenzabamos el desarrollo
de este trabajo, el corolario anterior se traduce en el siguiente resultado, con el que
concluimos el desarrollo tedrico de este capitulo:

Corolario 3.2.39. Sea G un grafo cordal. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(a) Z(QG) tiene una resolucion lineal.
(b) Z(QG) tiene primeras sizigias lineales.
(c) diam(G) < 2.

Supongamos ahora que tenemos un grafo cordal G tal que Z(G) tiene una resolucién
lineal. Aplicando el Teorema de Froberg que habiamos estudiado en el capitulo anterior,
se tiene también que G es cordal. En consecuencia, en este caso tenemos que tanto GG
como G¢ son grafos cordales; es decir, ninguno de los dos tiene ciclos minimales. Veamos
un ejemplo:

Ejemplo 3.2.40. Consideramos el grafo G siguiente:

€1 €2 zs3

Lq L5

Es claro que este grafo es cordal porque no tiene ciclos minimales: el tnico ciclo de
longitud mayor o igual que 4 es C' = (r122x52471) v tiene una cuerda, que es la arista
rowy. Ademads, si calculamos las distancias entre todas las aristas, es claro que el mayor
de estos valores es 2, que corresponde por ejemplo a la distancia entre las aristas xix4 y
xox3. Por tanto, diam(G) = 2 y aplicando el Corolario 3.2.39 obtenemos que Z(G) tiene
una resolucién lineal. En virtud del Teorema de Froberg se tendré entonces, tal y como
hemos comentado en el parrafo previo a este ejemplo, que G¢ también es cordal.
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Concluimos este ejemplo representando G¢, que efectivamente no tiene ciclos mini-
males porque su tnico ciclo es D = (zx3x521) y tiene longitud 3.

X Zs3

Tyq Is



Capitulo 4

Lineas de investigacion relacionadas

Para terminar, vamos a dedicar el tltimo capitulo a comentar brevemente algunas
de las lineas de investigacion relacionadas con el tema de este trabajo que se encuentran
abiertas en la actualidad, dentro de las cuales existe ademéas una gran actividad.

En primer lugar, en el Capitulo 2 hemos visto un resultado (el Corolario 2.3.11)
que mejora el Teorema de Froberg 2.3.14 en el sentido de que precisa en qué paso la
resolucion del ideal de aristas de un grafo G deja de ser lineal cuando G¢ no es cordal.
Oscar Ferndndez Ramos y Philippe Gimenez fueron mas alla en un articulo publicado
en 2009 ([9]), que figura también en la tesis del primer autor ([8]), y mejoraron este
resultado, determinando cudl es el primer nimero no nulo fuera de la primera fila del
diagrama de Betti de Z(G) cuando este no tiene una resolucién lineal. En particular,
demostraron que este nimero corresponde a f,_3,.(Z(G)) (donde r es la menor longitud
de los ciclos minimales en G¢) y es igual al nimero de ciclos minimales en G¢ de longitud
T.

Antes de comentar otro resultado interesante introducido por los dos autores an-
teriores, necesitamos definir el complementario bipartito de un grafo bipartito G cuyo
conjunto de vértices se divide en dos conjuntos disjuntos A y B y cuyas aristas estan
formadas exactamente por un elemento de A y otro de B. Asi, su complementario bi-
partito G es el grafo bipartito que tiene los mismos vértices que G y cuyas aristas son
{zy |z €A, yeB, vy¢ Eg}.

Utilizando esta definicion, Oscar Fernandez Ramos y Philippe Gimenez caracterizaron
en [10] los grafos bipartitos conexos cuyo ideal de aristas tiene regularidad 3 como aquellos
tales que G tiene al menos un ciclo minimal (de longitud mayor o igual que 4) y G* no
tiene ningun ciclo minimal de longitud mayor o igual que 6. Ademds, en el caso en que
la regularidad de Z(G) es mayor que 3 (y por tanto el diagrama de Betti de Z(G) tiene
més de dos filas), los autores determinaron que el primer nimero no nulo fuera de las
dos primeras filas del diagrama de Betti corresponde a f5;_4+(Z(G)) (donde ¢ es la menor
longitud de los ciclos minimales en G*) y es igual al ntimero de ciclos minimales en G*
de longitud ¢.

Aunque todos estos resultados han sido demostrados utilizando herramientas distintas
de las que hemos presentado en este trabajo, cabe esperar que la técnica de escision de
ideales sea aplicable también a este estudio.

95
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A pesar de que en este trabajo nos hemos centrado en el estudio de ideales mono-
miales, Giuseppe Favacchio, Johannes Hofscheier, Graham Keiper y Adam Van Tuyl
publicaron en 2021 un articulo ([7]) en el que aplicaron la técnica de la escisién de idea-
les al estudio de los ideales téricos, que son ideales binomiales (es decir, generados por
binomios, que son diferencias de monomios) y primos.

Por otra parte, aunque en este trabajo hemos utilizado la escisién de ideales tal y
como la definieron originalmente Shalom Eliahou y Michel Kervaire en [5], en ocasiones
puede ser dificil construir una funcién de escisién o incluso determinar si tal funcion
existe. En el mencionado articulo, los autores pusieron un ejemplo de un ideal que no es
escindible pero para el cual existen varias formas de separar sus generadores minimales y
formar ideales J y K mas pequenos que verifican la formula del Teorema 2.1.4. Se trata
del ideal I = (z129x3, 112375, T1T4%5, T2T3%y, T2x4x5) C k[T1, ..., 25], con k un cuerpo
arbitrario.

Este ejemplo, junto con la relevancia que dicha férmula ha demostrado tener en
nuestro estudio, condujo a Christopher A. Francisco, Huy Tai Ha y Adam Van Tuyl a
definir en [11] un tipo nuevo de escisién:

Definicién. Sean I, J y K ideales monomiales tales que G(I) es la unién disjunta de
G(J) y G(K). Entonces I = J + K es una escision de Betti de I si

Big(I) = Bi;(J) + B (K) + Bicr;(J N K)
para todos 7,5 > 0.

Este tipo de escisiones tienen una serie de propiedades que también han permitido
obtener nuevos resultados sobre los ideales de aristas asociados a grafos.

Aunque lo que expongo en este capitulo se corresponde con las lineas de investigacion
que a mi personalmente me han parecido maés interesantes y mas cercanas al desarrollo
de este trabajo, existen otras muchas que también estan abiertas en la actualidad. Por
ejemplo, el estudio de la dependencia de los nimeros de Betti con respecto al cuerpo base
sobre el que estemos trabajando; o la buiisqueda de una forma adecuada para generalizar
el concepto de vértice de escisiéon de un grafo al caso de un hipergrafo H, donde se
ha probado que un vértice v no aislado y tal que Z(H \ {v}) # (0) no proporciona
necesariamente una escision del ideal de aristas asociado al hipergrafo. Algunas de estas y
otras lineas de investigacion que permanecen activas en la actualidad se pueden encontrar

n [15], donde Huy Tai Ha y Adam Van Tuyl las han recopilado.



Apéndice A
Implementacion en Macaulay?2

El objetivo de este apéndice consiste en ilustrar de forma elemental como Macaulay?2
([14]), que es un sistema de software disenado para contribuir a la investigacion en
geometria algebraica y algebra conmutativa, puede resultar 1til en nuestro estudio de los
ideales de aristas asociados a grafos e hipergrafos. En particular, nos vamos a centrar en
el estudio del paquete EdgeIdeals ([12]), que fue escrito por Christopher A. Francisco,
Andrew Hoefel y Adam Van Tuyl, y que contiene una serie de funciones que permiten
trabajar de forma comoda con los ideales de aristas a los que hemos dedicado este trabajo.
Una de las principales referencias para la redaccién de este apéndice es [22].

El paquete EdgeIdeals permite trabajar con ideales de aristas asociados a hipergra-
fos. Sin embargo, para no extendernos demasiado, en este apéndice nos vamos a restringir
a ilustrar el manejo de los ideales de aristas asociados a grafos mediante un ejemplo.

Después de instalar y cargar el paquete EdgeIdeals con el que vamos a trabajar, lo
primero que tenemos que hacer es aprender a definir un grafo en Macaulay?2. Existen dos
posibles formas de hacer esto, y vamos a presentar las dos a continuacién.

La primera forma consiste en definir un anillo de polinomios, cuyas variables seran
tomadas como los vértices de nuestro grafo, y representar las aristas a través de una lista.
Por ejemplo, vamos a considerar el mismo grafo que en el Ejemplo 2.2.5 del Capitulo 2:

T Zs
T Ty
T3 Zg
El anillo de polinomios que vamos a definir en este caso es R = Q[x1,...,x¢], v el

conjunto de aristas de nuestro grafo es F = {129, 2923, Toxy, X475, x426}. La forma de
definir un grafo a partir de estos datos en Macaulay2 se recoge en el siguiente recuadro
y consiste en introducir los siguientes comandos:

o7
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R=QQ[x_1..x_6]
E={{x_1,x_2},{x_2,x_3},{x_2,x_4},{x_4,x_5},{x_4,x_61}}
G=graph (R,E)

A partir de esto, Macaulay2 almacena el grafo que acabamos de definir, mostrando por
pantalla lo siguiente:

Graph{edges => {{x_1,x_2},{x_2,x_3},{x_2,x_4},{x_4,x_56},{x_4,x_6}},
ring => R,
vertices => {x_1,x_2,x_3,x_4,x_5,x_6}}

Otra forma de definir el mismo grafo consiste en representar sus aristas como gene-
radores de un ideal monomial cuadratico libre de cuadrados y utilizar este ideal para
definir el grafo, que tendrd como vértices las distintas variables que aparezcan entre los
generadores del ideal. Lo vemos en el siguiente recuadro:

e=monomialldeal (x_1%x_2,x_2%x_3,x_2*x_4,x_4%x_5,x_4%x_6)

H=graph e

Para Macaulay2, los dos grafos G y H que acabamos de definir son el mismo: basta
escribir G==H en la linea de comandos y ver como el programa devuelve el valor true.

Ahora que ya sabemos definir grafos, podemos pedir a Macaulay2 que nos devuelva
el ideal de aristas asociado a un grafo. Esto se hace de la siguiente manera:

i=edgeIldeal G

El ideal que Macaulay2 nos devuelve al ejecutar este comando es efectivamente el
ideal de aristas de nuestro grafo GG. Lo que nos muestra por pantalla es lo siguiente:

monomialldeal (x_1*x_2,x_2*x_3,x_2*x_4,x_4*x_5,x_4%x_6)

Veamos ahora cémo calcular los diagramas de Betti que aparecian en el Ejemplo
2.2.11. Si empezamos con el ideal de aristas asociado al grafo de partida, el siguiente
comando nos proporciona directamente su diagrama de Betti:

minimalBetti i

No obstante, el diagrama que Macaulay?2 nos proporciona no se ajusta exactamente a
la forma en la que solemos representarlo, sino que en la i-ésima columna y en la j-ésima
fila contiene al elemento f;_1,4+;(Z(G)). Este diagrama es el siguiente:

I(G)|o 1 2 3




59

A partir de este diagrama es posible calcular la dimensién proyectiva y la regularidad
del ideal de aristas de nuestro grafo, aunque también existen comandos especificos para
ello y son los siguientes: si i sigue siendo nuestro ideal de aristas, regularity i nos
devuelve la regularidad de i y pdim (module i) nos devuelve su dimension proyectiva,
viendo i como un R-mddulo.

En el Ejemplo 2.2.11, calculdbamos también el diagrama de Betti del grafo G \ e,
donde e era la arista xox4. El procedimiento para ello es el mismo que acabamos de
presentar para (G, pero en lugar de construir el grafo nuevamente desde el principio,
ahora podemos utilizar una funciéon que permite eliminar aristas de un grafo dado. Esta
funcion, que se llama deleteEdges, toma como valores de entrada un grafo GG y una lista
FE que consiste en el conjunto de aristas que deseamos eliminar, y devuelve el grafo que
resulta de eliminar en G las aristas del conjunto E. Basta introducir lo siguiente en la
linea de comandos para eliminar la arista e de nuestro grafo G original:

E={{x_2,x_4}}
deleteEdges (G,E)

Aunque el paquete EdgeIdeals tiene un gran nimero de funciones interesantes, mu-
chas de ellas corresponden a conceptos que no han aparecido en este trabajo. Por este
motivo, voy a terminar este apéndice comentando solamente dos funciones més.

La siguiente funcién que me gustaria presentar es inducedGraph, que toma como
argumentos un grafo G y un subconjunto P del conjunto de vértices de G, y devuelve
el subgrafo inducido de GG sobre los vértices de P. Para conseguir esto, basta introducir
inducedGraph(G,P) en la linea de comandos.

Por 1ltimo, vamos a hablar de una funcién que es muy 1til en la investigacion porque
permite formular conjeturas gracias a la posibilidad de comprobar un gran ntmero de
ejemplos de forma réapida. Se trata de la funcién randomGraph, que permite generar un
grafo aleatorio con un ntmero previamente fijado de vértices y de aristas. Esta funcion
recibe como argumentos un anillo de polinomios y un nimero entero. Las variables
del anillo de polinomios seran los vértices del grafo generado, mientras que el nimero
entero indica el nimero de aristas que deseamos que tenga el grafo que se va a generar
aleatoriamente.
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