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Introduccion

El objeto de estudio de este trabajo son los ideales téricos, que, como se vera
a lo largo del trabajo, hablar de ellos es equivalente a hablar de ideales bino-
miales primos. No solo se estudiaran algunas de las propiedades principales
de ellos, sino que también se vera como se puede asociar un ideal térico a
un grafo. Esto nos permitira estudiar propiedades del grafo en funcion de
propiedades del ideal y viceversa.

También, se pretende estudiar algunos casos en los que se puede expre-
sar un ideal torico como suma de otros ideales téricos. El objetivo de hacer
esta descomposion es poder estudiar propiedades del ideal térico como, por
ejemplo, los nimeros de Betti, en funcién de los ideales que forman la des-
composicion, con la esperanza de que estos ultimos sean mas sencillos que
el original. Ademas, esto permitird, en ciertos casos, estudiar propiedades de
ideales toricos de manera recursiva.

De manera general, los contenidos que incluye cada capitulo del trabajo
son los siguientes.

En el capitulo [1] se introduciran algunos conceptos basicos sobre resolu-
ciones libres graduadas y se introducira el concepto del mapping cone. Ambos
conceptos seran necesarios para los siguientes capitulos del trabajo. A mayo-
res, en estos capitulos se introducira la notacion que se seguira a lo largo de
todo el trabajo.

En el capitulo 2] se dara la definicién de ideal torico y se demostraran
los primeros resultados generales sobre ellos. También se vera como se puede
asociar un ideal torico a un grafo. Este capitulo finalizard con el teorema
que nos relacionara propiedades del grafo con propiedades del ideal
torico asociado.

En la primera parte del capitulo [3| se daran algunos casos particulares
en los que podremos expresar un ideal torico como suma de otros ideales
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toricos. En la segunda parte de este capitulo se verda a qué situacion sobre
grafos corresponden los resultados vistos en la primera parte del capitulo,
permitiendo hablar de escision y fusién de grafos. Ademads, a lo largo de este
capitulo se iran dando resultados que muestran que los nimeros de Betti de
los ideales toéricos estan muy relacionados con los ntimeros de Betti de los
ideales téricos que forman su escision.



Capitulo 1

Preliminares algebraicos

En este capitulo se introduciran algunos conceptos que se usaran en el
resto del trabajo. En la seccién se daran definiciones y resultados vistos
en la asignatura de Algebm combinatoria del Master de Matematicas, nece-
sarios para la teoria del trabajo. En la seccién se dard la construccién del
mapping cone, que se usara en alguno de los resultados de este trabajo.

1.1. Conceptos basicos sobre resoluciones li-
bres graduadas

El objetivo de esta seccion, como se ha comentado previamente, es defi-
nir alguno de los conceptos vistos en la asignatura de /flgebm combinatoria
del Master de Matematicas ya que se consideran basicos para este traba-
jo. Ademas, otro objetivo que se persigue es introducir una notacién que se
seguird a lo largo de todo el trabajo.

Definicién 1.1.1. Sea A un anillo y (M;);c; una familia de A-mdédulos,
no necesariamente finita. Sean (¢;);c;r una familia de homomorfismos de A-
modulos, ¢; : M; — M;_1. Se considera la siguiente sucesion:

LN VAN VAN VAR N

1. Diremos que la sucesion es exacta en M; si Im(¢p; 1) = ker(¢;).

2. Diremos que la sucesion es exacta si lo es para cada M; que no esté al
principio o al final de la sucesién.

Sea A un anillo, M un A-médulo finitamente generado y {fi,..., fi} un
sistema de generadores de M. Esta informacion es equivalente a tener un
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homomorfismo sobreyectivo ¢: A* — M, dado por, si {e;,..., e} es la base
estandar en A’, entonces ¢(e;) = f;. Esto es equivalente a tener una sucesion
exacta

AP S M 0,
donde el dltimo homomorfismo es la aplicacién nula.

Definicién 1.1.2. En esta situacion, llamaremos primer mdédulo de si-

zigias de {f1,..., f;} al nicleo de la aplicacién ¢. Lo denotaremos por
Syz (fi,.--, fi)-
Supongamos que el anillo A es noetheriano, entonces Syz (fi, ..., f;) C A’

es un A-modulo finitamente generado y supongamos que tenemos un sistema
de generadores formado por s elementos. Siguiendo el procedimiento pre-
vio a la defincion, esto es equivalente a tener un homomorismo sobreyectivo
v A* — Syz(fi1,..., fi) = ker(¢). Es decir, tenemos la siguiente sucesién
exacta:
AL AN S M 0.

De la misma manera que antes, nos podemos preguntar por el primer médulo
de sizigias de Syz (fi, ..., fi), es decir, ker(¢)). A este médulo lo llamaremos
el segundo médulo de sizigias de {f1,..., f;}. Hacer esta consideracion
nos permite extender, sin perder la exactitud, la sucesién exacta anterior a
la siguiente sucesion:

A" 45 % At % M0,

Definicién 1.1.3. Sea M un A-mddulo. Una resolucion libre de M es una
sucesién exacta de la forma

SN SN SNRANG A NKING Y N}
donde cada F; ~ A% es un médulo libre de rango ;.

Si existe r tal que F,. # 0y F; = 0 para [ > r, entonces diremos que la
resolucién es finita de longitud r y la escribiremos como

0= F 2 1 2% By 2% M -0,

donde el primer homomorfismo es el que envia el 0 en el 0 de F,.

Notacion 1.1.4. Los homomorfismos ¢; reciben el nombre de diferenciales.

Que el anillo A sea noetheriano no basta para asegurar que dado un
A-médulo M podemos encontrar una resolucion libre finita. El siguiente re-
sultado es el que nos va a permitir, en un caso concreto, asegurar esto.
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Teorema 1.1.5 (Teorema de las sizigias de Hilbert). Sea A = K[xy,...,z,)
con K un cuerpo. Entonces, todo A-maddulo finitamente generado admite una
resolucion libre de longitud a lo sumo n.

La demostracién de este teorema se puede encontrar en [4, Th. 2.1].

Calculando los sucesivos modulos de sizigias del A-médulo M podemos
construir una resolucion libre de M. Sin embargo, esta resolucién no es tnica
y depende del sistema de generadores que hayamos fijado tanto en M como
en cada modulo de sizigias. Para intentar solucionar esto, se considera M
un A-modulo graduado y se introduce lo que se llama una resolucion libre
minimal graduada. Veamos primero lo que es una resolucion libre graduada.

Definicién 1.1.6. Sean A un anillo graduado y M, N dos A-médulos gra-

duados,
A=Pa, M=FPm, N=EN,

teZ teZ teZ

y ¢: M — N un homomorfismo. Diremos que ¢ es un homomorfismo
graduado de grado d si,

Vit € Z, @(Mt) g Nt+d-
Diremos que ¢ es graduado si es graduado de grado 0.

Definicién 1.1.7. Sea M un A-mdédulo graduado, M = &, , M; y sea
d € Z. Denotaremos por M(d) al A-médulo M con la graduacién

donde definimos (M (d)); := Mgy;.

También, aunque la teoria es més general, a partir de ahora nos centra-
remos en el caso en el que A = Klxy,...,z,].

Volviendo al hilo de las resoluciones libres graduadas, supongamos que
M es un A-médulo finitamente generado y {fi,..., fin} es un sistema de
generadores de M con cada f; homogéneo de grado d;. Si pensamos en el
homomorfismo ¢: A™ — M dado por ¢(e;) = fi, si a cada e; le damos el
peso d; := deg f;, entonces

¢: A(=dy) @ - D A(—d,y,) = M,

es un homomorfismo graduado.
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Definicién 1.1.8. Si M es un A-médulo graduado, una resolucion libre
graduada es una resolucién libre de la forma

I E B M0,

donde Fj = A(—d;1) © - © A(—djm,) es un A-médulo graduado y ¢; es un
homomorfismo graduado.

Definicién 1.1.9. Si M es un A-moédulo graduado, una resolucién libre
graduada de la forma

SNy RNy V)
se dice que es minimal si, para todo i, ker(¢;) C (21, ...,2,)F;

Lo que nos dice esta definicién, y puede ser un buen criterio para com-
probar cuando una resoluciéon es minimal, es que las matrices que dan los
homomorfismos ¢; no tienen entradas constantes no nulas.

Para las resoluciones libres minimales graduadas se sigue verificando el
teorema de las sizigias de Hilbert, se puede encontrar en [4, Th. 3.8].

Definicién 1.1.10. Dos resoluciones graduadas

S R Moo,
. ﬂ> G(] ﬁ) M — 0,
se dice que son isomorfas si existen homomorfismos graduados o;: F; — G
tales que pooy = Qo y aj_10; = @;Q;.

Aunque vamos a seguir sin tener la unicidad, el hecho de que una resolu-
ciéon libre graduada sea minimal hace que sea tnica salvo isomorfismo.

Teorema 1.1.11. Dado un A-mddulo graduado M, dos resoluciones mini-
males graduadas de M son isomorfas.

La demostracién se puede encontrar en [4, Th. 3.13].

Definicién 1.1.12. Si A = K[xq,...,2,] y M es un A-médulo graduado, se
definen los niimeros de Betti graduados, 3;; como el nimero minimal de
generadores en el i-ésimo modulo de sizigias (equivalentemente, en el paso
i-esimo de la resolucion libre minimal graduada) de grado j.

Los niimeros de Betti son

Bi=>_ By
J
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Definicién 1.1.13. El anillo A = Klxy,...,z,] admite también una gra-
duacién sobre N, a la que llamaremos multigraduacion:

A= P A,
aeNn?

donde A, es el conjunto de los polinomios de multigrado @ € N, es decir,
polinomios de la forma P =) \;jz®.

Ahora, si A = @, A; es la graduacion estandar, se tiene que
At - @ Aa~ (11)
a€N /ol =t

De la misma manera que se ha hecho para la graduacién estandar, se puede
hablar de A-médulos multigraduados (N™ graduados), homomorfismo multi-
graduados y de resoluciones multigraduadas.

Definiciéon 1.1.14. Dadoi € Ny a € N”, se definen los nimeros de Betti
multigraduados, (;,, como el nimero minimal de generadores del i-ésimo
modulo de sizigias de multigrado o.

Ademds, teniendo en cuenta (1.1)), se tiene la relacién
Bij = § B'ia'
€N /[al=]

Terminamos esta secciéon dando la definicion de anillo Koszul y dos resultados
que necesitaremos mas adelante en este trabajo.

Sea K un cuerpo y denotamos S = K|[xy,...,z,]. Sea I un ideal graduado
en S.

Definicién 1.1.15. Diremos que R = S/I es Koszul si la resolucién libre
minimal graduada de K sobre R es lineal, es decir, si las entradas de las
matrices de las diferenciales son formas lineales.

Ejemplo 1.1.16. R = K[z]/z? es Koszul ya que K tiene la siguiente reso-
lucién libre lineal

B R(-n) S-S5 R-1)S5R—-K—0.
Donde z es la aplicaciéon multiplicaciéon por x

Proposicién 1.1.17. Sea R = S/I Koszul y tal que I C (zy,...,2,)%
Entonces I esta generado por polinomios de grado 2.
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La demostracién se puede encontrar en [7, Sec.2.4, Prop.2.23].

Teorema 1.1.18. Sea I C S un ideal graduado y supongamos que existe un
orden monomial < en S tal que in(I). estd generado por monomios de grado
2. Entonces R = S/I es Koszul.

La demostracion se puede encontrar en [7, Sec.2.4, Th.2.28].

1.2. Mapping cone

El objetivo de esta seccién es introducir el mapping cone, un concepto
que se necesitard mas adelante en este trabajo. Empezaremos dando unas
definiciones previas.

Definicién 1.2.1. Sea R un anillo. Un complejo de cadenas de R-mdédulos
es una sucesion (5,9) = {J,: S; = Sy—1}qez, donde para todo q € Z se tiene
que S, es un R-mdédulo, d, es un homomorfismo de R-médulos y d,_1 06, = 0.
Lo escribiremos como

5+2 6+1 0 571
L g+1 ! )Sq—q>Sq_1q—>"'.

Nota 1.2.2. De la definicién se sigue que Im(d,) C ker(d,—1) C S,_1, para
todo ¢q € Z.

Definicién 1.2.3. Sea R un anilloy (S, 6) = {0,: S; = S4-1}4ez un comple-

jo de cadenas de R-mddulos. LLamaremos g-ésimo modulo de homologia
del complejo de cadenas al R-médulo

H(S) = pisth

Definicién 1.2.4. Sean (F.d), (F',d') y (F",d") complejos, diremos que la
sucesion de complejos

0= (F,d) S (F',d) S (F",d") = 0
es exacta si la sucesion
0 F 2 Y E 0

es exacta para todo .
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Definamos ahora lo que llamaremos el homomorfismo conector de una
sucesion exacta de complejos

r={n: H(F") = H;,_,(F)}.

Sea o € H;(F") y sea z € F/ un representante de . Dado que z € ker(dY), se
tiene que d(z) = 0. Como 1); es sobreyectiva, existe y € F/ tal que 1;(y) = .
Ademas, d;(y) € ker(1;—1) = Im(p;—1) ya que

bim1(di(y)) = di (¥i(y)) = di (x) = 0.
Por tanto, existe z € F;_; tal que ¢;_1(z) = d(y). Se tiene que
pi-a(di1(2)) = di_y (pi-1(2)) = i, (di(y)) = 0.

Luego d;—1(z) € ker(y;—2) = {0} por ser inyectiva. Definimos 7;(a) = £,
donde § esla clase de z en H;_1(F). Con el objetivo de aclarar la construccién,
en el siguiente diagrama se muestran los pasos seguidos en la construccion
de 7:

0— F £ yeF Y zeF =0
! \ !

0— ceFL P dy) e FL, Y B 0
1 \ !

0= dii(2) € F_y % Fl, 22 F, 0.

Veamos ahora que 7 estd bien definida. Sean x y 2’ dos representantes
de la clase de homologia a. Sean y, z, v, 2’ los elementos construidos en los
pasos anteriores para x y para z’ respectivamente. Para ver que 7 estd bien
definida necesitamos ver que z y 2’ tienen la misma clase de homologia en
H; 1(F), es decir, z — 2/ € Im(d;). Por definicién de clase de equivalencia,
r — 2" € Im(d},,), es decir, existe T tal que x — 2’ = d (7). Como ;4 es
sobreyectiva, existe § € F; ;| tal que ¥;;1(y) = Z. Se tiene que

1/’z‘(d;+1(?7)) = d;/Jrl(l/}i—‘rl(g)) =z —2 =iy —y).

Por tanto, y —y' — d;,(7) € ker(v;) = Im(y;), es decir, existe Z € Fj tal que
¢i(Z) =y —y — d,(y). Tenemos que

pi-1(di(2)) = di(@i(2)) = di(y — ¢ — diy1 (9)) = di(y) — di(/).

Ademas, p;_1(z — 2') = d(y) — di(y’) por la construccién que hemos hecho.
Como ;1 es inyectiva, z—z" = d;(Z), probando que 7 esta bien definida. Con
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el objetivo de aclarar la demostracion, en el siguiente diagrama se muestran
los pasos que se han seguido para demostrar que 7 esta bien definida:

0— Fipp 2% ye€F, Lo, TEF; =0
\ I 4

0— e B 5 y—y’—dgﬂ(ﬂ)er’/ﬂ z—a €F =0
! 1 {

00— z-— Z/ S Fi—l E) d;(y) - d;(y,) S ‘Fi,—l E) Eﬂ_l — 0.

Para concluir los preliminares tenemos el siguiente resultado.

Teorema 1.2.5. Una sucesion exacta de complejos
0= (Fd) S (F,d) % (F",d") =0
genera una sucesion exacta entre los modulos de homologia:
e Hi (F) 25 HU(F) 5 Hi(F') 5 Hi(F") T -
donde T es el homomorfismo conector de la sucesion exacta de complejos.
La demostracién de este teorema se puede encontrar en [I1) Sec.4.6, Th.5].

Ya estamos en condiciones de poder introducir lo que es el mapping cone.

Definicién 1.2.6. Sean (U,d) y (U’,d’) dos complejos y ¢: (U,d) — (U',d)
una aplicacién entre los complejos. Se define el mapping cone de ¢ como
el complejo (W, ), donde W; = U;_; ® U/ y dado (x,y) € W,

0i(w,y) = (=di1(2), di(y) + pi-1(2)). (1.2)

Para que la definicion sea correcta necesitamos ver que W es un complejo.
Dado (z,y) € W; necesitamos ver que 0;_1(9;(z,y)) = (0,0). Efectivamente,

Di-1(0i(z,y)) =
= (—di—o(—di1(v)), di_y (di(y)) + di_1(pi-1(2)) + pi—a(—di-1(x))) = (0,0).

Denotamos por U[—1] al complejo U desplazado una posicién, es decir,
Ul—1]; = U;_1. Consideramos la sucesién de complejos

0 U S WS U[-1] -0,
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donde v es la proyeccion sobre el segundo miembro y ¢ es la proyeccién sobre
el primero. Es una sucesion exacta ya que

0 U YW =U10U 2 Uy -0
es exacta: v¢; es inyectiva y ¢; es sobreyectiva y, ademaés,
Im(¢;) = {(0,2),z € U/} = ker(¢;).
Gracias al teorema tenemos que la sucesién
s (U S H(W) S H(U[-1]) = Hi (U — -+
es exacta.
Teniendo en cuenta que H;(U[—1]) = H;_1(U) podemos reescribir la su-

cesién como

S H(UN S H W) S H\(U) = Hi(U) — . (1.3)

Veamos que el homomorfismo conector entre H; 1(U) — H;_1(U’) es la apli-
cacién inducida por ¢:

Siguiendo los pasos en la construccién del homomorfismo conector, sea
x € U;_y un representante de una clase de homologia v y (z,0) su preimagen
en W;, entonces

0i(z,0) = (=di—1(z), pi—1(z)) = (0, pi1()).

Es decir, el z que se obtiene en la construccién del homomorfismo conector
es p;—1().

Supongamos ahora que tenemos dos resoluciones libres U, U’ de dos
médulos finitamente generados V' 'y V' y ¢: V — V' un homomorfismo de
modulos inyectivo. Este homomorfismo se puede extender a un homomorfis-
mo entre complejos ¢: U — U’ de manera inductiva, para i =0 :

U % V50
loo o (1.4)
UL v o,

Como dj, es sobreyectiva, dado = € Uy existe y € U] tal que djy(y) = ¢(dp(x)).
Definimos ¢g(z) = .
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Supongamos ahora que tenemos definidas ¢y, ..., p;_1 v definamos ¢; :
U Y UL S UL
e pia (1.5)

d’ d’
/Y / i—1 !
U = UL, S UL,.

Dado x € U;, ¢;(x) debe cumplir que d}(¢;(z)) = ¢;—1(d;(z)), por tanto, de-
bemos definir ¢;(x) como la preimagen de ¢; 1(d;(z)) por d;. Esto es posible
va que

&1 (pi-1(di(2))) = @i-a(di1(di(2))) =0,

luego i-1(di(z)) € ker(d]_,) = Im(dj).

En esta situacién, la construccion del mapping cone de ¢ nos da una
sucesién exacta entre los médulos de homologia. Ademéds, como U y U’ son
resoluciones libres (entonces H;(U) = H;(U’) = 0 para todo i > 1), se tiene
que H;(W) = 0 para todo ¢ > 2. Por tanto, la ecuacién se simplifica en

la sucesién exacta
0— H\(W) = Hy(U) =V 5 Hy(U') = V' — Hy(W) — 0.

Como ¢ es inyectiva se tiene que Hi(W) = 0. Ademds, Ho(W) ~ V'/p(V)
gracias al teorema de isomorfia. Es decir, el mapping cone de ¢: V — V'
nos da una resolucion libre de V' /¢(V'). De hecho, si ademds suponemos que
¢ es un homomorfismo graduado (graduado de grado 0) y las resoluciones
son gradudas, tenemos que el mapping cone de ¢ nos da una resolucion libre

graduada sin més que ver (1.2)).

Ejemplo 1.2.7. Sea A = K|z, y| para algin cuerpo K.Y sean U y U’ los
moédulos U = A/(z,y?) y U = A/(z* y?). Consideramos ¢ la aplicacién
multiplicacion por zy.

Ademsds, para que ¢ sea un homomorfismo graduado vamos a desplazar
U = A/(z,y?) por el multigrado (1,1), luego U = (m“;yQ)(—(l,l)). Se tiene
que la resolucién libre minimal multigraduada de U es

)

0— A(—(2,3)) ——= A(—(2,1)) & A(—(1,3))

(z )

A
— m(—(l, 1)) = 0.

A(—(1,1)) —
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La resolucién libre minimal multigraduada de U’ es

%
0— A(—(2,3)) <_—x2>> A(—(2,0))®A(—(0,3)) M

A—

%
(22, y3)

Extendamos ahora el homomorfismo ¢ a un homomorfismo entre comlejos
siguiendo los pasos introducidos en . En primer lugar, necesitamos definir
wo: A(—(1,1)) — A. Teniendo en cuenta que los tltimos homomorfisos de
las resoluciones son los homomorfismos de paso al cociente, se define ¢y como
la aplicacién multiplicacion por xy.

Para definir ¢;: A(—(2,1)) ® A(—(1,3)) — A(—(2,0)) & A(—(0,3)) se-
guimos los pasos introducios en (|1.5)). Si escribimos ¢; = CCL 2 , entonces
debe cumplirse que dados <£> € A(—(2,1)) ® A(—(1,3)),

v () ()

fry + gxy® = afa® + bgr® + cfy® + dgy?.

Es decir,

Por tanto, necesariamente b = ¢ = 0, a = y, d = x, luego ¢; = ‘g

0

T
Siguiendo este mismo razonamiento se define po: A(—(2,3)) — A(—(2,3))
como la aplicacién identidad.

El mapping cone de ¢ es el complejo (W, 0), donde
Wy =Uj = A,
Wy =U1 @ Uy = A(=(2,1)) @ A(—(1,3)) ® A(—(2,3)),
W3 =Us = A(—(2,3)).
Veamos ahora como son los homomorfismos del complejo. En primer lugar,

dado f € Uy v (?) v,
2

/
I(|la]) = di((i;)) +o(f) = (=% ) @;) +ayf =2%g1 +yPg. + xyf.
92
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Es decir, 0; es la matriz (zy 2? y?). Para 05, dado (il) el y fel,,
2

a3 -[ Bl ) 0%

= 3
/ o1 Y y 0 (o
) Naewead@n) (Ze) (5 ) (%)
—2g1 — 49
= | v*f+zn
—2%f + x1go
—x —y? 0
Por tanto, 0y es la matriz | = 0 y> | . Por ultimo, si repetimos este
0 r —a?
1
proceso obtenemos que 0s es la matriz | —1?



Capitulo 2

Ideales toricos

En la seccién de este capitulo se dard la definicion de ideal térico y
alguna de sus propiedades principales. En la seccion Veremos como se
pueden aplicar las definiciones y conceptos de la seccién al caso de grafos
simples finitos.

2.1. Definicion y primeros resultados genera-
les

Denotaremos por My, (Z) al conjunto de las matrices de tamano dxn con
coeficientes enteros. Dada una matriz A = (a;;) € Maxn(Z), para 1l < j <n
denotaremos por aj la columna j-ésima de la matriz A, es decir,

Qa1;
Q2;
aj = .
adj
Definicién 2.1.1. Como de costumbre, para dos vectores a = (aq,...,aq) y
b = (by,...,by) se define el producto escalar de a y b como

d
a-b= Z azbl
=1

Definicién 2.1.2. Dada una matriz A € M4y, (Z), diremos que es una
matriz de configuracién si existe ¢ € Q¢ tal que

ajrc=11<j5<n

15
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1 3
0 21
va que si tomamos ¢ = (1, —1)! € Q* cumple la condicién de la definicién.

Ejemplo 2.1.3. La matriz A = > es una matriz de configuracion

Ejemplo 2.1.4. También se tiene que (ay,...,a,) € Mi«,(Z) es una matriz
de configuracién si y solo si a; = --- = a,, # 0. La implicacién de derecha
a izquierda es clara y, reciprocamente, si es de configuracion, existe ¢ € Q
con a;c = 1 para todo 1 < 7 < n, lo que implica que ningtin a; es nulo.
Despejando en la primera igualdad, ¢ = 1/a; y, llevando esta informacién a
las demas igualdades, se tiene que todos los a; son iguales.

Sea K un cuerpo y denotaremos por K[t;, ..., ;'] al anillo de polinomios
de Laurent sobre K. Sea A € M4y, (Z) (no necesariamente de configuracion)
y definimos el homomorfismo de K-algebras

T Koy, ... . — K[t .. 67, (2.1)
dado por m(z;) =8 =" - 57,

Definicién 2.1.5. A la imagen de 7 la llamaremos el anillo térico de A y
la denotaremos por K[A]. Al ntcleo de la aplicacion 7 lo llamaremos el ideal
torico de A y lo denotaremos por [4.

Nota 2.1.6. Notar que K[A] es lasubalgebra K[t, ... ta]de K[t5', ..., t3'].
Nota 2.1.7. 14 es un ideal primo ya que K[A] es un dominio de integridad y,

por el teorema de isomorfia, K[z1,...,x,]/I4 es isomorfo a K[A].
. . . . . 1 3 2
Ejemplo 2.1.8. Volviendo al ejemplo anterior, si A = 092 1) entonces

7 es la aplicacion
w1 Kwy, 19, 23] — K[t5 t5],

definida por 7(x;) = ty, (xs) = t3t2 y w(x3) = t3t5. Por tanto, [, = ker(7) =
(z179 — 22).

Proposicién 2.1.9. Sea A € My, (Z). Entonces, dim K[A] = rang A.

Demostracion. Sea K (A) el cuerpo de fracciones de K[A]. Gracias al teorema
[3, Th. A.16], se tiene que la dimensién de Krull de K[A] es igual al grado
de trascendencia de K(A) sobre K.

Denotamos por G C Z¢ el subgrupo de Z¢ generado por a; para 1 <
j < n. G es un grupo abeliano libre con rango igual a r = rang(A) y sean
g1,...,8 una base de G. Por tanto, K(A) = K(t8,...,t%). Si vemos que
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los elementos t8', ... t8 son algebraicamente independientes sobre K, ten-
dremos que el grado de trascendencia de K(A) sobre K es r = rang(A),
probando la proposicién.

Sea F' € Klyi,...,y,] un polinomio con F(t&,...,t&) = 0. Si ' =
DAYt -y, entonces

> rEerss —
J

Como los g; son linealmente independientes, los términos aigy + -+ + a8
son diferentes dos a dos, por tanto, no hay cancelacién y se tiene que A; = 0

para todo j, es decir, F' = 0, probando que t8', ..., t8 son algebraicamente
independientes sobre K. O
Definicién 2.1.10. Un binomio de K[zy,...,z,] es un polinomio f en
K[zq,...,x,] de la forma f =u — v, con u y v monomios de K|xy,...,z,].

Vamos a introducir una notacion que usaremos de manera frecuente a lo
largo de este trabajo. Dado un vector columna

by
by
b = . )
by,
con b; € Z para todo 1 < i < n, definimos el binomio f;, € Klxy,...,,]
como
. —b;
fo= 1T =TT
b;>0 b; <0

Notacion 2.1.11. Cada vector b € Z™ lo podemos escribir como b = b* —b™,
donde b* y b~ son vectores en N™ cuyos elementos son

’ 0sib; <O,
b — —bZ si bz S O,
P 0 si bz > 0.
Con esta notacién, fi, = 2P — 2P
Nota 2.1.12. Para cada binomio f € Klxy,...,x,] existe un tinico monomio

g y un unico vector b € Z" con f = gfp. Para ver esto, supongamos que
f =u—wv, con vy v monomios en Klxy,...,z,]. Si vy v no comparten
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variables, es decir, el soporte de u y v es disjunto, el comentario es claro.
En cambio, si comparten variables, por facilitar la notacion supongamos que

comparten x,...,x; con j < n, y si escribimos
01 a; Qn
u_l'l x] ...xn ,
— Mg g
v =] T T
Entonces,

J .
f:u—v:(meln(a“Az)>(lexgjx?;”_x(jlxj]x:;”%

donde up = ap — min(ag, A\g) v 0 = A\ — min(ag, Ax) para 1 < k < j. Ya
estamos en el caso favorable, tenemos un monomio multiplicando a otros dos
que no comparten variables.

Teorema 2.1.13. Todo ideal torico es un ideal binomial. Mds aun, dada una
matriz A € Myun(Z), 14 estd generado por los bimonomios f, con b € 7"
tal que Ab = 0, es decir, b € ker(A).

Demostracion. Veamos primero que [4 es un ideal binomial. Dado f € I4
no nulo, si f = Zj Ajuj, con u; monomios en Kxq,...,x,] ¥y A\j € Ky
recordamos que I4 = ker(m), entonces

0=m(f) =Y Nmlu)=> (D A
J ¢ j/m(u;)=t°

Por tanto, Y
arriba.

()=t A;j = 0, para todo ¢ que aparezca en la expresion de

Veamos que podemos escribir f como una combinacion lineal de binomios.
Si definimos el polinomio f® como

f(C) = Z )\juj’
3/ (uj)=te
podemos reordenar los monomios de f y escribir f como f=>"_f (),

Ahora, para cada ¢ con f(© # 0 y dado v un monomio en el soporte de

f© como 0 = Zj/ﬂ(uj):f Aj, se tiene que

FO= D7 Nu—( Y MNu= > Ny —u),

3/ (ug)=te 3/ (ug)=te 3/ ()=t



2.1 Definicion y primeros resultados generales 19

probando que f se puede poner como combinacién de binomios, es decir, 4
es un ideal binomial.

Por la nota previa al teorema, todos los binomios son de la forma g fy,
para algin b € Z™ y para algin monomio ¢, luego solo queda probar que
fo € I4 siy solosi Ab = 0.

Como I, = ker(r), fp € I4 siy solosi0=7(fp) = n(z”") —n(z>) =
tAbT _ AT Eg decir, si y solo si AbT™ = Ab~. Lo que, teniendo en cuenta
que b =b" — b, ocurre si y solo si Ab = 0. O

0 21

se tiene que ker(A) = {(¢,t,—2t), t € Z}. Por tanto, I4 esta generado por
los binomios de la forma x!{z! — 22" es decir, 4 = (x179 — 23), como vimos
en el ejemplo [2.1.8]

Ejemplo 2.1.14. Siguiendo el ejemplo [2.1.§ con la matriz A = (1 s 2) ,

Ya hemos visto que todo ideal torico es un ideal binomial primo, el si-
guiente teorema nos da la afirmacién reciproca.

Teorema 2.1.15. Sea I C K|y, ..., x,] un ideal binomial primo. Entonces,
I es un ideal torico.

Demostracion. Veamos primero que si definimos L = {b € Z"/f,, € I},
entonces L es un subgrupo de Z". Para ello, si tenemos dos binomios fi, y
fe, entonces

fofe =ufore — 2% fo—2° fo,

para algiin monomio u. Ahora, como I es un ideal primo, si fy, vy f. pertenecen
a I, entonces fpi. € I. Por ultimo, f_, = —fp € I, probando que L es un
subgrupo de Z".

Si vemos que Z"/L es libre de torsién, entonces existe una inmersién f,
de Z"/L en Z% para algtin d. Sean e, ..., e, la base canénica de Z" y sean
a; € Z% la imagen de cada e; + L. Se tiene que Z?:l b;a; = 0 si y solo si
b = (b,...,b,)" € L. Esto es cierto ya que

n

Z ba; = Z bif(e;+ L) = Z f(bes + L) = f() _(bes + L) = f(b+ L).

i=1

Por tanto, si definimos la matriz A como la matriz cuyas columnas son a;,
entonces b € L siy solo si b € ker(A). Por tanto, I es el ideal térico 14 y se
termina la prueba.
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Veamos que Z"/L es libre de torsién: tenemos que ver que dado b € Z",
si existe m € Z, m > 1 con mb € L, entonces b € L. Primero, como mb € L,
entonces f,,p € I. Diferenciamos dos casos:

1. Si char(K) = 0, descomponemos f,,p = fpg, donde

g = £(7n—1)b+ + z(m_Q)b+£b7 N £b+£(m—2)b* n z(m—l)b*‘

Si sustituimos cada x; por 1, g no es nulo con esta sustitucion. En
cambio, haciendo esta sustitucién cualquier binomio se anula, luego
es imposible que g € [I. Para terminar, como [ es un ideal primo y
fmb € I, necesariamente fy, € I, luego b € L.

2. Si char(K) = p > 0, escribimos m = p*m/, con e > 0,m’ > 1 enteros
tales que p no divide a m’. Descomponemos f,,p = fi ¢, donde

g/ _ £(m’—l)peb'*' 4. +£peb+ + gpeb_ 4t g(m’—l)peb_'

De nuevo, si sustituimos cada x; por 1, ¢’ no se anula y, por tanto,
g ¢ 1. Como I es primo y fmp € I, necesariamente f{ € I que, como
I es primo, implica que fy, € I.

[]

La siguiente proposiciéon nos proporcionard un criterio para determinar
cuando un ideal térico es homogéneo.

Proposicién 2.1.16. Sea A € M4y, (Z), son equivalentes:
1. A es una matriz de configuracion.
2. Para todob = (by,...,b,)" € Z" con Ab = 0, se tiene que > ., b = 0.
3. 14 es un ideal homogéneo.

Demostracion. (1 = 2) Como A es una matriz de configuracion, existe ¢ €

Q4 tal que cA = (1,...,1) € Z". Sea b = (by,...,b,)! € Z" con Ab = 0.
Entonces,

0= c(Ab) = (cA)b = (1,...,1)(by,....by)" = Zn:b

cumpliéndose la condicion 2.
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(2= 1) Sea U C Q" el subespacio generado por las filas de la matriz A.
Sea V' C Q" el subespacio generado por las filas de la matriz A y el vector
(1,...,1) € Q™. Como U C V, se tiene que V+ C U, donde

Ut ={weQ"/u-w=0, Yue U},
Vi={weQ"/v-w=0, WweVl

Ademds, si w € U', entonces Aw! = 0, lo que, gracias a la condicién 2,
implica que 0 = > jw; = w- (1,...,1), es decir, w € V*. Por tanto,
Ut =V y, entonces,

U = (UL)i — (VL)L =V

Para concluir, como U y V son finitamente generados, (1,...,1) es una com-
binacion lineal de las filas de A. Si denotamos por Ay, ..., Aq las filas de A,
existen cq,...,cq € Q tales que

ClAl—i-"'—i-CdAd:(l,...,l).

Para ¢ = (¢,...,¢4) tenemos la condicién de que A sea una matriz de con-
figuracion.

(2 & 3) Gracias al teorema [2.1.13] los monomios f;, con Ab = 0 generan
I,. Por definicién, I, es un ideal homogéneo si y solo si sus generadores, f,
son homogéneos. Por tltimo, es claro que esto ocurre si y solo si 2. O

Para concluir la seccion daremos un resultado que nos indicara como se
puede calcular el ideal térico de una matriz A € M4y, (Z) usando eliminacién
de variables. Ver [10]. Definimos

St = Klz1, ..., 20,55, .. £5].
Si A tiene como columnas ay, . . ., a,, definimos el ideal J4 C S[t*] como
JA = <£L‘1 —f’l,...,xn—f‘“).

Antes de la proposicion, probaremos el siguiente lema que nos sera de utili-
dad.

Lema 2.1.17. Si C es un anillo conmutativo y c1,...,c,¢),...,¢, € C,

entonces

/ / / /
Lo —C G E(cr— ¢, 00— C).
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Demostracion. Haremos induccion sobre t. Si ¢t = 1 el resultado es claro.
Suponemos el resultado cierto para t > 1 y veamoslo para t + 1. Escribimos

/ / / / / /
Cl"'Ct+1_Cl"‘Ct+1:Cl"‘Ct+1_Cl“'CtCt+1+Cl"'CtCt+1_C1"'Ct+1:
o / / / /
=1l — Gp) Faala e — ).

Por hipétesis de induccién ¢y - - - ¢, — ¢} -+ - ¢, € (c1—¢),...,c—¢,) y se prueba
el resultado. L

Proposicién 2.1.18. Dada una matriz A, se tiene que
Iy=JaNKlzy,..., 2]

Demostracion. Dado un polinomio P(xy,...,z,) € K|xy,...,z,] tal que P €
14, entonces
0=mn(P)=P(t*,...,t)

donde 7 es la aplicacién definida en (2.1)). Si escribimos P = > a,z® y
P2, ... t*) = > a,t®, entonces
P=P—P(™,. . 1) = aa(z® —t%) € (11 — 1, ...z, — ™) = Ja,

gracias al lema anterior. Ademds, como P € K[xy,...,z,], se tiene que P €
JaN K[z, ..., x,].

Reciprocamente, si tenemos P € S[t*] con P € J4 N K|xy,...,1,], en-
tonces existen gy, ..., g, € S[t*] con

P(l’l, e 71:71,) = 91(551 —ta1> —+ .- +gn($n —zan).
Luego 7(P) = P(t*,...,t*) =0y, por tanto, P € 4. O

Este método sirve, en general, para calcular el ntcleo de una aplicacion
polinomial. Para el cédlculo de los generadores de un ideal torico existen

otros algoritmos especificos. Por ejemplo, los algoritmos de Bigatti-La Scala-
Robbiano [2] o de Di Biase-Urbanke [1].

2.2. Ideales toricos asociados a grafos

En esta seccién veremos cémo se puede asociar un ideal térico a un grafo
y daremos algunos resultados sobre ellos. Concluiremos la seccién con el
teorema [2.2.31] que nos dard una equivalencia entre una propiedad del grafo
y propiedades tanto del ideal como del anillo térico asociado al grafo.
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Definiciéon 2.2.1. Un grafo simple finito es un grafo con un nimero finito
de vértices, sin bucles (aristas que empiezan y acaban en el mismo vértice) y
sin aristas multiples (dos aristas o més conectando los mismos dos vértices).
Se denotard por G = {V(G), E(G)}, donde V(G) = {x1,...,2,} son los
vértices del grafo y E(G) = {e1, ..., e,} son las aristas del grafo, donde cada
e; es un subconjunto de dos elementos de V(G).

Definicién 2.2.2. Dado un grafo G = {V(G), E(G)}, la matriz de inci-
dencia del grafo es una matriz A = (a;;), de tamano |V(G)| x |E(G)|,
donde a;; = 1 si z; € e; y 0 en otro caso.

Ejemplo 2.2.3. Un tridngulo G = {V(G), E(G)} es un grafo simple finito
con V<G) = {Il,x2,$3} y E(G) = {{xlax2}7 {$2,$3}, {'TQle}}-

X5
-

ey €s

X
1 e * X3

Figura 2.1: Triangulo

Su matriz de indicencia es
1 0 1
A=1|1 1 0
011

Nota 2.2.4. La matriz de indicencia de un grafo es una matriz de configu-
racion, ya que, cada columna de la matriz tiene todas sus entradas nulas
excepto dos unos. Por tanto, eligiendo ¢ = (1/2,...,1/2), tenemos que es
matriz de configuracion. Ademads, como los elementos de cada columna su-
man 2, especializando la expresién que veremos méas adelante, tenemos
la siguiente relacion entre los nimeros de Betti para la graduacion estandar
y para la multigraduacién inducida por la matriz de indicencia:

Bij = Z Bia- (2:2)
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De la misma manera que hicimos en (2.1]), dado un grafo simple finito
G = {V(G), E(G)}, denotamos por R = K[E(G)] = Kley,... e, v S =
K[V(G)] = Klz1, ..., z,]. Definimos el homomorfimo de K-algebras, 7: R —
S como
m R— S

€; — T; 122,
Sl e; — {JZZ’J, CCZ"Q}.

Definicién 2.2.5. Dado un grafo G, definimos el ideal térico de G como
el nicleo de la aplicacién 7. Lo denotaremos por Ig = ker(m).

De hecho, si volvemos a la definicién [2.1.5, vemos que el ideal térico de
un grafo es el ideal torico de su matriz de incidencia. Ademads, como es una
matriz de configuracién, gracias a la proposicién tenemos que /g es un
ideal homogéneo.

Las siguientes definiciones nos seran de utilidad en las secciones posterio-
res, ya que este tipo particular de grafos jugard un papel importante.

Definicién 2.2.6. Dado un grafo G = {V(G), E(G)}, decimos que es bipar-
tito si existe una particién de los vértices, V(G) = Vi U V;, con ViNVy = ()
tal que para todo e € E(G) se tiene que e NVy # 0y e N Vy # (.

Ejemplo 2.2.7. Un triangulo no es un grafo bipartito ya que cualquier
particion de los vértices sera de la forma Vi = {x;} y Vo = {z;, 2} con
i.j,k € {1,2,3}, ¢ # j # k, por tanto, la arista que une x; con z; nunca
cumplira esta propiedad. En cambio, un cuadrado si que es un grafo bipartito
eligiendo en cada V; los puntos opuestos diagonalmente.

Definicién 2.2.8. Dado un grafo G = {V(G), E(G)}, decimos que es cone-
x0 si para cada par de vértices distintos =,y € V(G), existe una secuencia
de aristas w = (e1,...,¢;) en E(G) con x € e, y € e; y €; Neiy1 # D para
1<i<t—1.

De la misma manera que en la proposicién 2.1.9] podemos decir cudl es
la dimension del anillo térico asociado a un grafo.

Teorema 2.2.9. Dado un grafo G finito simple y conexo con n vértices, se
tiene que la dimension del anillo torico de G (el de su matriz de incidencia),
R/Ig es

n st G no es bipartito,

dim(R/Ig) = {

n—1 si G es bipartito.
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La demostracién se puede encontrar en [I3, Cor.10.1.21].

Definicién 2.2.10. Sea GG un grafo simple finito. Un camino es una secuen-
cia de aristas w = (eq,...,e;) tal que e; Ne;q # 0 para 1 <i <t — 1. Esto
es equivalente a tener una secuencia de vértices de G, (z1,...,x441), tal que
existe una arista en G de la forma e; = (z;, z;41) para 1 <i < t. Se dice que
el camino es par si t es par. Se dice que un camino es cerrado si tiene una
secuencia de vértices (x1,...,x;) tal que x; = x;.

Definicién 2.2.11. Dado un grafo simple finito G, un ciclo es un camino
cerrado tal que si (z1,...,2;) son los vértices del camino, entonces z; # z;
para todo 7 # j, excepto el primero y el ultimo. Diremos que el ciclo es par
(impar) si es un camino cerrado par (impar).

El siguiente resultado da una caracterizacién de los grafos bipartitos
en funcién de los ciclos pares. Su demostracién se puede encontrar en [13,
Prop.7.1.2].

Proposicién 2.2.12. Un grafo G es bipartito si y solo si todos los ciclos de
G son pares.

Veamos que los caminos cerrados pares de un grafo GG corrresponden a

elementos de I. Siw = (e, ..., €j,,) es un camino cerrado par y su secuencia
de vértices es (zj,, ..., %)y, ), cON Tj,, ., = x1, definimos el siguiente binomio:
fo= 1T e =11 e (23)

¢ impar i par

Veamos que f,, € Ig, es decir, f,, € ker(r):

241 2t+1
7(fo) = ] #(es) =[] #(es) =[] 2 — [[ 2 =0
4 impar i par i=1 =1

Notacion 2.2.13. Dado f,, como en (22.3)), denotaremos

fojr: H €i>

i impar

fw_ - H Cji-

7 par

Vamos a definir ahora un tipo particular de camino que nos permitira
definir de manera mas precisa los generadores del ideal térico asociado a un
grafo.
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Definicién 2.2.14. Dado un grafo G, un camino cerrado par w es primitivo
si no existe otro camino cerrado par w’ en G con f, # f, tal que f, divida

a fry f, dividaa f7.

Definicién 2.2.15. Sea [ un ideal térico, diremos que un binomio f, =
2?7 — 2P7 € T es primitivo si no existe otro binomio f, = 2* —2® € I tal

- + .. + T -
que 22 divida a 2" y 22 divida a zP".

Ejemplo 2.2.16. Sea G el grafo de la siguiente figura.

Figura 2.2: Ejemplo de caminos primitivos y caminos que no lo son.

Los caminos cerrados pares wy = (e, €s, €3, €g) (r0jo) v we = (ey, €5, €4, €7)
(verde) son dos caminos cerrados pares primitivos de G. En cambio, si consi-
deramos el camino cerrado par w = (e, e, €3, €4, €5, €6, €7, €g) NO €s primitivo.
Para comprobarlo, tenemos que

Juw, = €163 — egés,
Juwn = €s€6 — esér,
fu = erezeser — exeqeqes.
Por tanto, f divide a f y f, divide a f.
Teorema 2.2.17. Sea G un grafo simple finito. Entonces, Is estd generado

por binomios correspondientes a caminos cerrados pares que también son
PTrimativos.
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Demostracion. Ya sabemos que Ig estda generado por binomios, veamos en
primer lugar que I esta generado por binomios correspondientes a caminos
cerrados pares. Sea f = [[}_,e;, — [[}_, €, un binomio en I y tal que
Jr # i para todo 1 < k < ¢. Notar que si f no cumple la segunda condicién
se puede sacar factor comin a los elementos iguales y quedarnos con un
binomio que cumpla esta condicién. Como f € I = ker(w), se tiene que

q

[[7(es) =] mlea). (2.4)

k=1 k=1

Por simplificar notacién, supongamos que 7(e;,) = x12. Necesariamente,
tiene que existir 1 < m < ¢ tal que 7(e;,) = oz, para cierto r # 1.
De nuevo, para simplificar notacion, supongamos m = 1y r = 3, es decir,
7(e;,) = wox3 . Esto fuerza a que exista 2 <1 < ¢ tal que 7(ej,) = z3x5 con
s # 2. Repitiendo este proceso y, quiza, reordenando los subindices j; e i,
podemos construir un camino cerrado par w = (e, €;,,€j,,- - - ,€;,, €;,) para
algin 2 < p < ¢. Ya hemos visto que los caminos cerrados pares dan lugar a
binomios que pertenecen a I, es decir, f, = [[h_, ¢, — [[5—; € € Ig. Por

tanto,
p

([T ei) ==(] ] en)-
k=1 k=1
Teniendo en cuenta (2.4) se tiene que

7( H ej,) = 7( H €ir)-

k=p+1 k=p+1
. ’r_ q o q .
Es decir, f' = k=p+1 Eik Hk=p+1 €ip € Ig.

Denotaremos por I(; al ideal binomial generado por binomios f,, con «a
un camino cerrado par. Probaremos por induccién sobre ¢ > 2 que f € Iz,
lo que implica que I = If;. Si ¢ = 2 necesariamente p = 2 y se tiene que
f = fu, probando que f € I(,. Si suponemos cierto el resultado para ¢ — 1y
[ =11, e, — [1i, i, repitiendo el proceso de arriba podemos construir
ffelgy f tiene ¢ — p — 1 < q elementos en el producto. Por hipétesis de
induccién, f' € I(,. Ahora,

q p p q q
f= 11 ew[Tesmn = ITew + 1TewC IT en— I1 ew) =
k=p+1 k=1 k=1 k=1 k=p+1 k=p+1

q

p
= fu H 6ik+f,H€jk €lg.

k=p+1 k=1
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Veamos ahora que estd generado por caminos cerrados pares primitivos.
Sea w un camino cerrado par que no es primitivo y sea 2¢ la longitud de w.
Como no es primitivo, existe otro camino cerrado par w’, de longitud menor
que 2¢ y tal que si escribimos f, = fI — f, entonces fI divide a fI y
/o divide a f. El binomio ¢ = fI/f% — f./f, pertenece a Is ya que
corresponde a un camino cerrado par. Podemos descomponer

_ PPN % PR 3
fw_gfw/+fw/F_fw - fﬁ + fﬁ -
w’ w’ w!
Ahora, tanto g como f,, corresponden a caminos cerrados pares que, o son
primitivos, o estan formados por una cantidad menor de aristas que w. Re-
pitiendo este proceso, podemos expresar f,, como una combinacién lineal de
binomios que corresponden a caminos cerrados pares primitivos. ]

fo=1—f.=1r

Vamos a dar unos resultados previos que son necesarios para poder demos-
trar el teorema [2.2.31] Més concretamente, estos resultados nos permitiran
demostrar el corolario [2.2.30, que es una de las implicaciones del teorema.

El siguiente lema nos dird como son los caminos cerrados pares primitivos
en un grafo.

Lema 2.2.18. Sea G un grafo simple finito. Un camino par cerrado primitivo
w de G es de uno de los siguientes tipos:

1. w es un ciclo par de G.

2. w es una concatenacion de dos ciclos impares. Es decir, w = (Cy,Cy)
donde Cy y Cy son ciclos impares con exactamente un vértice en comaun.

3. (Ver figura w = (C1,wy,Cy,wo), donde Cy y Cy son ciclos impares
de G tal que V(Cy) NV (Csy) = 0 y donde wy y wy son caminos de
G de la forma wy = (€i,...,¢€;,), w2 = (€, .. ,egr,) cumpliendo que
si xy es el unico vértice de e;, Ne;, NV (Cy) y xy el unico vértice de
e;, Nej, NV(Cy), entonces '

(V(C1) UV(Ca)) N (e \{an}) =0,
(V(CUV(Cy))Nei, =0, para2 < j<r—1,
(V(C1) UV(Ca)) N (e, \ {z2}) =0,
(V(C) UV (C2)) N (e, \ {a2}) =0,
(V(C)UV(Cy))N egj, =0, para2 <3 <o —1,
(V(CHUV(C)) (e, \ {ai}) = 0.

T
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Demostracion. Seaw = (€, ..., €iq) = ({Tjo, T s {2525 1 - AZj0,1, Tjo 1)
un camino cerrado par primitivo de G. Si jx # j; si k # [, entonces w es un
ciclo par de G, teniéndose 1.

Si w no es un ciclo, sea 0 < r < 2¢ — 1 tal que jp # jw para todos
0<k<k <r<2¢—1. Sea 0 < k" < r tal que j» = j.. Entonces,
w = (C1,w') donde C es el siguiente ciclo de G

CYl = ({xjk//7$jk//+1}a {xjk//+17xjk//+2}7 EIR) {xjr_17$jr}>7

y w' es el siguiente camino cerrado de G

w' = ({xjw xjr+l}7 SR {x]éqfl’ l‘jo}7 {mjo’ xj1}7 sy {xjklupxjk//})‘

Como w es primitivo, necesariamente tanto C; como w’ deben tener longitud
impar. Para simplificar la notacién escribiremos

C, = ({xjov le}7 {xjn ngJ'2}7 SRR {xjr—17 xjo})u

w'= ({‘Tjov xjr+1}7 {xjr+17xjr+2}7 ceey {ijq—l ) :Ujo})'

Veamos ahora que C y ' solo tienen xj, como vértice en comun. Por re-
duccién al absurdo, supongamos que existe 1 < j, < r — 1, j, # jo con
z;, € V(Cy) NV(w'). Ademds, como z;, € ', existe r+ 1 < j, < 2¢ — 1 con
xj, = xj,. Sean w; y wy los caminos

w1 = ({xjoa 'rjl}’ {'rj17xj2}7 DR {xja—u xja})7

Wz = ({xja7 x,ja+1}7 {x]d ) sz]’? SRR {xjr—l ) xj0}>'

Como (] tiene longitud impar y C7 = (w;,ws), necesariamente uno (y solo
uno) de los dos caminos tiene longitud impar. De la misma manera, sean ws
v wy los siguientes caminos

W3 = <{Ij0> x]}-ﬂ}v {xjr+17 $j7»+2}> SR {ijfw ij}>7

w3 = ({xjw ij+1}7 {ij+17$jb+2}7 SRR {x.jQ(]—l?ij})'

Como w' tiene longitud impar y w’ = (w3, wy), necesariamente uno (y solo
uno) de los dos caminos tiene longitud impar.

Esto implica que si consideramos los caminos cerrados (wq,ws), (w1, ws),
(wa,ws3) 0 (wg,ws), alguno de ellos tiene longitud par. Esto es una contra-
diccion con que w sea un camino primitivo. Es decir, acabamos de probar
que V(Cy) N V(w') = {xj,}. Si w’ es un ciclo de G, entonces estamos en la
condicién 2 del enunciado.



30 IDEALES TORICOS

Supongamos que w’ no es un ciclo y veamos que para todo r + 2 < ¢ <
2q — 2 se tiene que jg # j.. Por reduccién al absurdo supongamos que existe
r4+2<c¢<2q—2con jyg= j.. Sean ws y wg los siguientes caminos

Ws = ({'Ijoa 'Tjr+l}7 {xjr-s-p xjr+2}’ RN {xjc—m xjc})7

We = ({xjw xjc+1}7 {xijrl’ mjc+2}7 SR {xj2q71’ xj0}>'

Como «' tiene longitud impar y w’ = (ws,ws), necesariamente uno (y solo
uno) de los dos caminos tiene longitud impar. Por tanto, como C; también
tiene longitud impar, uno de los caminos cerrados (Ch,ws) o (Ch,ws) tiene
longitud par, contradiciendo que w sea primitivo. Por tanto, para todo r+2 <
c < 2q — 2 se tiene que Jg # Je.

Teniendo en cuenta que w’ no es un ciclo y que acabamos de probar
que no se repite el primer vértice de w’, necesariamente W' = (wr,ws, wy)
donde w7 es un camino de G' con xj, € wy, wg es un camino cerrado de G
y wy es un camino de G con z;, € wy. Como w es primitivo necesariamete
wg tiene longitud impar. Si wg es un ciclo de G estamos en la condicion 3
del enunciado. Si no, repitiendo este proceso con wg y teniendo en cuenta
que la concatenacién de caminos es un camino, llegaremos a la situacién
W' = (o, B,7), con a y v dos caminos de G con zj, € o, xj, € vy [ un ciclo
de longitud impar de G, es decir, la situacion 3 del enunciado. O]

Figura 2.3: Ejemplo de la construccion del paso 3 del lema [2.2.18

Nota 2.2.19. Los caminos w; y we de la construccion del paso 3 del lema
anterior pueden ser el mismo camino pero recorridos en sentido contrario.
Ademas, notar que la paridad de los caminos w; y wy debe de ser la misma
para que se cumpla que el camino w es par.

Corolario 2.2.20. Si G es un grafo bipartito entonces todos los caminos
cerrados pares primitivos son ciclos pares. En particular, I estd generado
por binomios fc, donde C' es un ciclo par de G.
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Demostracidén. Gracias a la proposicién[2.2.12] en un grafo bipartito no puede
haber ciclos impares. Por tanto, todos los caminos cerrados pares primitivos
son ciclos pares gracias al lema anterior. Gracias al teorema se tiene
la segunda parte del enunciado. O

Definicién 2.2.21. Diremos que un camino cerrado par w de G es funda-
mental si para todo camino cerrado par w’ con V(w') C V(w) con f # 0
se cumple que f, = for 0 fo = —fur.

Nota 2.2.22. Notar que si un camino cerrado par es fundamental entonces
también es primitivo.

Lema 2.2.23. Sea w un camino cerrado par fundamental de G y supongamos
que el ideal I esta generado por {fu,, ..., fu.}, donde cada f,, es un camino
cerrado par de G. Entonces, existe un 1 <1 <s con f, = fu, 0 fo = —fu,-

Demostracion. Como f, € Ig existe 1 < i < s tal que fI divide a f o a
f. . Por tanto, V(w;) C V(w) y se cumple el resultado.

(]
Definicién 2.2.24. Sean C'y C’ dos ciclos de G tales que V(C)NV(C") = (.
Un puente entre C'y C' es una arista e = {z;,2,} tal que z; € V(C) y
ZL’J’ < V(Cl)

Definicion 2.2.25. Sea C un ciclo de G. Una cuerda de C es una arista
e = {x;,x;} € E(G) tal que e no forma parte del ciclo pero z; y z; forman
parte del ciclo. Diremos que un ciclo es minimal (o inducido) si no tiene
ninguna cuerda.

Definicién 2.2.26. Sea C' = ({z1, x2}, {wa, x3}, ..., {@24—1, z1}) un ciclo par
de Gye={x;z;} conl<i<j<2g—1 una cuerda de C. Diremos que e
es una cuerda par si j — ¢ es impar y diremos que es una cuerda impar si
J — 1 es par.

X.
.2

6 / W3

Figura 2.4: Ejemplo de una cuerda impar (rojo) y una cuerda par (verde).
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Nota 2.2.27. Dicho de otra forma, una cuerda es par cuando divide al ciclo
en dos ciclos pares y es impar cuando divide al ciclo en dos ciclos impares.

Definicién 2.2.28. Sea C' = ({x1, 2}, {22, 23}, ..., {xg, 21}) un ciclo (no
necesariamente par) de G y sean e = {x;,z;} y ¢ = {xy,x;} dos cuerdas de
Ceonl<i<j<qg—1y1l<i <j <q—1. Diremos que ey ¢ se cortan
en C sisecumpleque? =i+1yj =j+1osisecumplequed =j5+1y
j' =i+ 1 (teniendo en cuenta que x,1; = x1).

1 X5

Xg / %3

Figura 2.5: Ejemplo de cuerdas que se cortan.

El siguiente teorema dara un criterio basado en propiedades del grafo
para decidir cuando el ideal I esta generado por binomios cuadraticos.

Teorema 2.2.29. Sea G un grafo simple conexo. Entonces, el ideal torico Ig
estd generado por binomios cuadrdticos si y solo si se cumplen las siguientes
condiciones:

1. Si C es un ciclo par de G de longitud mayor o igual que 6, entonces C
tiene una cuerda par o tiene tres cuerdas tmpares tales que al menos
dos de ellas se cortan.

Figura 2.6: Representacién del caso de tres cuadres impares tales que al
menos dos de ellas se cortan.
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2. SiCy y Cy son dos ciclos impares minimales con exactamente un vértice
en comin, entonces existe una arista {z;,x;} ¢ E(Cy) U E(Cy) con

T; € V(Cl) Yy x; S V(CQ)

Figura 2.7: Representacion de la condicion 2.

3. Si Cy y Cy son dos ciclos impares minimales con V(C1) NV (Cy) =0,
entonces existen al menos dos puentes entre C y Cs.

Figura 2.8: Representacion de la condicién 3.

Demostracion. Supongamos en primer lugar que I estd generado por bino-
mios cuadraticos. Como I estd generado por binomios asociados a caminos
cerrados pares primitivos y gracias al lema [2.2.18, necesariamente [ esté
generado por binomios asociados a ciclos pares de longitud 4. Veamos que se
cumplen las tres condiciones del enunciado.

1. Sea C un ciclo par de G de longitud mayor o igual que 6. Como f¢ € Ig,
existen dos binomios cuadraticos fo, v fe, en Ig con Cy y Cy ciclos de
longitud 4 tales que f¢. divide a f& y fg, divide a f. Entonces, tanto
C} como C5 dan lugar a una o dos cuerdas pares cada uno y, por tanto,
se cumple el resultado o cada uno da lugar a dos cuerdas impares que
se cortan. Veamos esto para C7, siendo de manera similar para Cy:
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Si Cl = {ei176i276i376i4} donde eij = {ZEij,ZL’ij+1} para j = il YJ = ig.
Se tiene que e;; v e;, son aristas de C'. Ademas, e;, y e;, son aristas
de C con indice impar. Si e;, € F(C), necesariamente ¢;, ¢ E(C) y
es una arista que une x;, con x;,. Por tanto, es una cuerda par ya que
iy = i3+ 1 es par y i; es impar. Si ¢;, ¢ F(C), entonces tanto e,
como e;, son cuerdas de C'. Ademas, se tiene que e;, es alguna de las
siguientes aristas: {z;,, i}, {®i,, ©i, }, {Tiy, iy} 0 {xiy, 24, }. Una vez
fijado e;,, €;, es una cuerda que une los vértices que faltan, obteniéndose
dos cuerdas pares o dos cuerdas impares que se cortan. Por ejemplo,
si e;, = {x;,,r;;} una cuerda impar, entonces e;, = {x;,,x;,} es otra
cuerda impar que se corta con e,.

Supongamos por tanto que C; y C5 producen dos cuerdas impares cada
uno. Denotamos por e, €’ las dos cuerdas que se obtienen de C; y por
e’ e" las dos cuerdas que se obtienen de Cy. Como C; # C5 entonces
oec ¢ {e e} o€ ¢ {e e} Portanto, C tiene al menos tres cuerdas
impares tales que al menos dos de ellas se cortan.

. Sean C] y (5 dos ciclos impares minimales de G con exactamente un

vértice en comun. Razonando por reduccion al absurdo, supongamos
que no existe ninguna arista {x;, z;} ¢ E(Cy) U E(Cs) con x; € V(Ch)
y xj € V(Csy). El camino cerrado w = (C4, () tiene longitud mayor
o igual que 6 y es fundamental ya que el tnico camino cerrado par
contenido en w es ¢l mismo. Llegamos a contradiccion aplicando el
lema [2.2.23| ya que f,, no es un binomio cuadratico.

. Sean C y Cy dos ciclos impares minimales con V(C;) NV (Cy) =0y

supongamos que no existe ningin puente entre ellos. Como G es conexo
existe un camino w; = {e;,,...,e;} con t > 2 que une un vértice de
(' con otro de Cy. Para ahorrar notacién denotamos w; = {eq, ..., e}
v e; = {x;,z;41}. Ademads, supongamos que t es la longitud minima
que tienen los caminos que unen un vértice de C; con un vértice de
Cy. Consideramos el camino cerrado par w = (C,wy, C, —wy ), donde
—w; = {—e,...,—e1}, siendo —e; = {x;11,2;}. Si el grafo inducido
por V(w) en G (las aristas de G con vértices en V(w)) es igual a w,
entonces w es fundamental de longitud mayor que 2t + 6 (por tanto f,
tiene grado mayor que t + 3), lo que por el lema no puede ser.
Por tanto, el grafo inducido por V(w) es distinto de w, es decir, existe
e € E(G) con e ¢ E(w) y tal que si e = {a, b}, entonces a,b € V(w).

Como C y (5 son ciclos impares minimales, estamos suponiendo que
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no hay ningin puente entre ellos y ¢ es la longitud minima que tienen los
caminos que unen C con Cy, necesariamente e = {a, z2} con a € V(C})
oe = {xy,b} con b € V(Cy). Supongamos que estamos en el primer
caso, el otro se demuestra de manera similar. Se puede construir un
ciclo impar Cj distinto de C; con E(C3) C E(Cy) U{e,e1}. Sea Cy un
ciclo impar minimal con V(Cy) C V(C3). Un ejemplo de esto podria
ser la siguiente imagen, donde el ciclo C3 = Cy = (e, €1, {as, as}).

1 3
C,

a3

Figura 2.9: Ejemplo para la demostracion.

Como C es minimal necesiariamente z; € V(Cy). Sea ' el camino
cerrado par w’' = (Cy, ws, Cy, —ws), donde wy = {es, ..., e }. Razonando
de la misma manera que antes, como w’ tiene longitud mayor que 2t +
4 y aplicando el lema , el grafo inducido por V(w') es distinto
de W', es decir, existe ¢ = {c¢,d} € E(G) con ¢ ¢ E(w') y tal que
¢,d € V(). De la misma manera que antes, necesariamente e =
{z4,b} con b € V(Cy). Repitiendo el proceso, se puede construir un
ciclo impar Cj distinto de Cy con E(Cs) C E(Cs) U{€', e} y se puede
elegir un ciclo impar minimal Cg con V(Cgs) C V(C5). Como Cy es
minimal, necesariamente x; € Cs. Sea w” el camino cerrado par w” =
(Cy, w3, Cg, —w3), donde w3 = (ea,...,¢;1) (sit =2, entonces wz = ().
Ahora, el grafo inducido por V(w”) si que es igual a w” (si no lo fuera,
existiria una arista uniendo un vértice de ws con un vértice de Cy o Cy,
contradiciendo que ¢ es la longitud minima) luego w” es fundamental.
Ademads, w” tiene lontidud mayor que 2t 4+ 2, lo que aplicando el lema
es una contradiccion. Por tanto, si que existe algin puente entre
Cry Cs.

Veamos que al menos existen dos puentes. Por reduccion al absurdo,
supongamos que solo existe un puente b € E(G) entre C; y Cy. El
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camino cerrado par o = (C1,b, Cy, b) es fundamental ya que su grafo
inducido coincide con él (si hubiese otra arista uniendo un vértice de
(' con otro de Cy seria otro puente). Como « tiene longitud mayor o
igual que 8, aplicando otra vez el lema llegamos a contradiccién,
por tanto, al menos hay dos puentes entre C; y Cs.

Para la implicacién contraria, gracias al teorema tenemos que probar
que dado un camino primitivo par w de G de longitud 2g > 6, entonces el
binomio f, € (Ig)<q, donde (1)<, es el ideal generado por los binomios de
grado estrictamente menor de g que pertenecen a I, es decir, por binomios
asociados a caminos cerrados pares primitivos de longitud estrictamente me-
nor de 2¢q. De esta manera, por recursividad se prueba que I; esta generado
por los caminos cerrados pares primitivos de longitud 4, es decir, esta gene-
rado por binomios cuadraticos. Probaremos esto para cada uno de los tres
tipos que nos proporciona el lema [2.2.18

1. Seaw un ciclo par de G de longitud 2¢ > 6. Denotamos w = {ey, ..., ez}
con e; = {x;, i1} y €2g = {Tag, x1}. Por hipdtesis del teorema, w tiene
una cuerda par o tres cuerdas impares tales que dos de ellas se cortan.

Si w tiene una cuerda par e = {x;, z,}, es decir, j —¢ impar. Reordenan-
do las aristas de w podemos suponer que e = {xy,x9} con 2 < ¢ < q.
Sea (' el ciclo par

Cr = (e eat,...,e9).
Sea (s el ciclo par

Cy=(e,e2-1,...,€1).
Entonces, f, = gfc, — hfc, € (Ig)<q, donde g = fo /ey h = fg /e
Notar que las aristas que estan en fa son e y las aristas impares de w
cuyo indice es mayor o igual que 2¢. Las aristas que estan en f; son las
aristas pares de w con indice mayor o igual que 2¢. De manera similar
para fC2'

Si w no tiene una cuerda par entonces tiene tres cuerdas impares e, e’ y
e’ tal que e y €’ se cortan en w. Reordenando las aristas de w podemos
suponer que e = {x1,x:} y € = {x9, 2441} con 3 <t <2¢—1ytimpar.
Sea 7 el camino par

Y= (et—la €t—2, .- 762)-
, .
Sea 7' el camino par

’)// = (€t+1, €12, ... 7€2q>'



2.2 Ideales toricos asociados a grafos 37

Sean C = (e,7,€,v) y Cy = (e, e, €, e1) dos ciclos pares. Como f(z =

66/7 fC_2 = €461, f&Ll = Lj:teell Yy fal = fuja entonces, fw = fCI - thz7
con h = fgl/ ee’. El binomio fq, es cuadrético y el binomio f¢, tiene
grado ¢. Veamos que fo, € (Ig)<q. Si €’ = {z;,z;} consideramos los
conjuntos

S = {1, 2411, Tig2, . .., Tog},

T ={x9,23,...,2}.

Si suponemos que z; € Sy x; € T, como €” es una cuerda impar de
w entonces e’ es una cuerda par de (4, por tanto, fo, € (Ig)<q ya
que hemos probado que esto es cierto para ciclos pares que tienen una
cuerda par.

Supongamos ahora que z;,z; € T con 2 < i < j < t. Sea C3 un ciclo
impar minimal con V(C5) € S U {x;} y C4 un ciclo impar minimal
con V(Cy) € S U {x2}. Supongamos que w no tiene ninguna cuerda
{zy,z;} con2 <i' <j <tytal quei =20 j =t Notar que el caso
i’ =2y j' =t darfa lugar a una cuerda par de w, lo que no es posible
porque estamos suponiendo que w no tiene cuerdas pares. Sea C5 un
ciclo minimal impar con V(C5s) C {z;, %11, ..., z;}. Como C3y C5 son
dos ciclos impares minimales y V/(C3)NV(C5) = (), por hipétesis existe
un puente b = {zy,2;} que une C3 con Cs5. Como w no tiene cuerdas
pares, necesariamente b es una cuerda impar de w con z, € Sy z; € T,
por tanto, en este caso queda probado que fe, € (Ig)<q-

Si no ocurre esto ultimo, es decir, supongamos que w tiene una cuerda
{zy, 25} con2 <7 < j <ty tal que i =2 o0 j =t. Supongamos que
la cuerda es de la forma {zs, x; } con 2 < j" <, el otro caso es similar.
Ademas, elejimos j’ de forma que w no tenga ninguna otra cuerda de la
forma {xo, x;#} con 2 < j” < j' < t. Sea Cg un ciclo impar minimal con
V(Cs) C{xa,x3,...,x5}. SIV(Cy)NV(Cs) = {x2}, por hipétesis existe
un puente b = {zp,xp} con z € V(Cy) y zp € V(Cs). Por el mismo
razonamiento que antes, b es una cuerda impar de w con zp € Sy
xy € T, por tanto, fo, € (Ig)<4. Sipor el contrario V(Cy) NV (Cs) = 0,
por hipdtesis existen al menos dos puentes entre Cy y Cy. Ademas, al
menos uno de ellos (el que no tenga el vértice x,, si es que hay alguno
que lo tiene) es de la forma b = {zy,z;} con z, € Sy x; € T. Por
tanto, queda probado en todos los casos que fo, € (Ig)<q-

2. Supongamos ahora que w es una concatenacion de dos ciclos impares,
es decir, w = (C4, Cy) donde Cy y Cy tienen exactamente un vértice en
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comun. Los denotamos como

Cl = {{x(b xl}? {xla 372}7 ceey {$237 ‘TO}}7
Co = {{zo, 21}, {z1, 25}, .- {@hy, w0} )
Supongamos en primer lugar que existe una arista en G' de la forma

e = {x;, x;} conl << 2sy1l <5 <2t Supongamos que tanto ¢ como
7 son pares, los otros casos son similares. Sea wy el camino cerrado

Wy = {{mOa xl}, {xla x?}; sy {xi—la mi}? €, {l’;, I’;-+1}, ey {x,2t7 l’o}},
que es par ya que tiene longitud i+ 2t — j 4 2. Sea w9 el camino cerrado
way = {{zo, vy}, {x, 25}, . Az, 25} e {wi, v}, - {was, w0},

que es par ya que tiene longitud j + 2s — ¢ 4+ 2. Se tiene que f, =
9fur — Pfu, € (Ig)<q, donde g = f /e y h = [ Je. Notar que en f
estan las aristas con indice impar de w ademas de e y en f_ estan las

aristas con indice par de w. En f,, es al contrario que en f,, .

Supongamos ahora que ninguna arista de la forma {z;, 2’} con 1 <
i < 2sy 1< j < 2tpertenece a E(G) pero una arista de la forma
{zi, 20} o {7, 20} con 1 < i < 2501 < j < 2tsi pertenece a F(G).
Supongamos que e = {x;,x0} pertenece a E(G) con i par, los otros
casos son similares. Sea w; el camino cerrado par

wp = ({IEO, I1}7 {$1, 372}, ceey {5131‘—1, $i}7 €, 02).

Sea wy el camino cerrado par

Wo = (67 {ﬂﬁi, l’i+1}, {$z+1, l’z‘+2}; s {$257 Io})-

Entonces, f, = gfu, — hfu, € (Ig)<q, donde g = f} Jey h = f1 /e.

Por 1ltimo, supongamos que ninguna arista de la forma {z;, 2/} con
1 <i<2sy1<j<2tni{o,70f o {af,mo} con1 <i <25y
1 < j < 2t pertenece a E(G). Por hipétesis, alguno de los dos ciclos
no es minimal, digamos C. Como C no es minimal, existe una cuerda
e = {z;,x;} con 1 < i < j < 2s. Sea Cj el ciclo impar de G con
e € E(C3) C E(Cy)U{e} y Cy el ciclo par de G con e € E(Cy) C
E(Cy) U {e}. Veamos que zy € V(C3). Razonando por reduccién al
absurdo, supongamos que xg ¢ V(C3), por tanto, V(Cs) NV (C3) = 0.
Si no son ciclos minimales, podemos hacer divisiones sucesivas mediante
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las cuerdas de los ciclos, queddndonos en cada paso con ciclos impares
de longitudes méas pequenas y manteniéndose la condiciéon de que no
tienen vértices en comun. Se llegaria al caso en el que tendriamos dos
ciclos impares minimales (contenidos en Cy y C5 respectivamente) sin
vértices en comun y, por hipotesis, existirian al menos dos puentes entre
ellos, es decir, existen al menos dos puentes entre Cy y C3. Ademas,
como ninguna de las aristas de la forma {z; 2z} con 1 < i < 2sy
1 < j < 2t pertenecen a FE(G) necesiaramente los puentes son de la
forma {z;, zo}, llegando a contradiccién. Por tanto, xy € V(Cs). Sea
wy el camino cerrado par w; = (Cy, C3). Supongamos que e divide a
L yva fa, los otros casos se resuelven de manera similar. Entonces,
Jo=9fci —hfu, 0 fo =Nfu, —9gfc,, donde g = :1/6 y h= fg’_4/€' En

ambos casos f, € (Ig)<q-

3. Sea w = (C1,wy, Cy, ws) de la forma 3 del lema [2.2.18, Denotamos

Cl = ({371, x?}a {"L‘27 373}7 ey {x287 sz—i—l}a {x2s+17 .171}),

02 - <{x,17 13/2}, {x/27 xé}, ety {xl2t7 x/2t+1}7 {x,2t+17 xll})

Recordar del lema que C y Cy son ciclos impares tales que
V(Cy) NV (Cy) =0y que wy y wy son dos caminos uniendo x; con .
Por hipdétesis, exixten al menos dos puentes entre C; y Cy. Al menos
uno de los puentes es de la forma e = {z;, 2} con j # 1. Ademéds, como
w es par y tanto C como C5 son impares, la suma de las longitudes de
w1 v we debe ser par. Si tanto la longitud de w; como la longitud de
wo Son impares vamos a suponer que tanto ¢ como j son impares. En
cambio, si las longitudes de w; y wy son pares, vamos a suponer que 4 es
impar y que j es par. Los demés casos se resuelven de manera similar.
Sea ws el camino cerrado par

ws = (e, {o}, 2} 1}, {oy, 2} wi {w, w0}, {@io, 24)).
Sea w, el camino cerrado par
wy = (e, {x;7$;+1}7 R {xl2t+17x/1}7w21 {71, 2asia )y {Tin, T3 }).
Entonces, f, = gfu; — hfu, € (Ia)<q, donde g = f} Jey h = [T /e.
O

El siguiente corolario es inmediato teniendo en cuenta que un grafo bi-
partito no puede tener ciclos impares.
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Corolario 2.2.30. Sea G un grafo simple, conexo y bipartito. Entonces, Ig
esta generado por binomios cuadrdticos si y solo si todo ciclo de G de longitud
mayor o igual que 6 tiene una cuerda.

Terminamos esta seccion caracterizando los anillos téricos asociados a
grafos bipartitos que son Koszul.

Teorema 2.2.31. Sea G un grafo simple finito conexo y bipartito. Son equi-
valentes

1. Todo ciclo de longitud mayor o igual que 6 tiene una cuerda.

2. Elideal I posee una base de Grobner formada por binomios cuadrdti-
Cos.

3. El anillo K[G] = R/Is es Koszul, donde R = K[E(GQ)].
4. Bl ideal I esta generado por binomios cuadraticos.

Demostracion. Gracias al teorema se tiene la implicacion 2 = 3 y
gracias a la proposicion se tiene la implicacién 3 = 4. Ademsds, gracias
al corolario[2.2.30]se tiene la equivalencia 4 < 1. Por tanto, solo queda probar
la implicacion 1 = 2.

Como G es bipartito existe una particién Vi = {uy,...,us} C V(G) y
Vo =A{v,...,0} CV(G) tal que V(G) =V, UV,, ViNV, =0 y para todo
e € FE(G) se tiene que e NV} # 0y e N Va # (). Definimos la matriz A =
(aij)lgigs,lgjgt como a;; = 1 si {ui,vj} € E(G) y a5 = 0 si {u,;,vj} ¢ E(G)
y denotamos por ay,...,as las filas de A. Dados dos vectores de enteros
a=(a,...,a;) y b= (by,...,b,) definimos el orden siguiente: a < b si la
ultima entrada no nula del vector a—b es negativa. Sea d4 = (d2,d3, . . ., dsit),
donde 6§ = Ziﬂ.:k a;j.

Si existen indices i; < 79 y tal que a;, < a;,, denotamos por A’ la matriz
que se obtiene a partir de A permutando las filas a;, vy a;,. Entonces, se tiene
que 4 < d4/. Para ver esto y con el objetivo de ahorrar notaciéon supongamos
quei; = 1, i3 = 2. En d4 los elementos de a; estan involucrados en s, . .., 0441
y los elementos de az en 3, ..., 00. Si denotamos d4 = (05,65, ...,0..,),
entonces los elementos de a; estan involucrados en 05, . .., d;_, y los elementos
de ay estan involucrados en 6, ..., d;, ;. A partir del indice t 42 04 es igual
a 0. Ademds, si ¢ <t es el indice tal que ayq — a1, < 0, se tiene que 64 es
igual a 04/ hasta el indice ¢ +2 y d442 — 0,5 < 0. Haciendo permutaciones
sucesivas podemos encontrar una matriz A” tal que 0 4~ sea maximo. Ademas,
permutando las columnas de A” si es necesario podemos suponer que tanto
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las filas como las columnas de A” estan ordenadas mediante el orden <. Por
ahorrar notacién, seguiremos denotando a la matriz A” como A, notar que
la tnica diferencia es el orden elegido en la particién de V(G).

Veamos que A no puede tener una submatriz de la forma

B = (1 1) _ (ailjl ai1j2)
)
10 Qigjy  Qigjgo
con iy < i3y J1 < jo. Razonamos por reduccién al absurdo y suponemos que
si existe dicha submatriz. Como a;, < a;, (notar que no pueden ser iguales ya
que a;,j, = 1y a;,j, = 0) , existe un indice j3 > js tal que a;,;, =0, a;,j, =1
Y Qi k = Qi Para todo k£ > js. De la misma manera con las columnas, existe
un indice i3 > i tal que a;,;, =0, aiy5, = 1y a5, = a5, para todo [ > i3. Si
a;,5, = 1 entonces A tiene la submatriz

@irji Qirgy  Qiggs 110
Qigjy  Qigjy  Qiggg | = 1 01
igjy  igjy  Digjs 011
Esta submatriz representa un ciclo de G' de longitud 6 que no tiene ninguna

cuerda, lo que contradice la hipétesis del teorema. Si a;,;, = 0 entonces A
tiene la submatriz

Qiyj1 Qi Qiggs 11
Qigjr  Qiggy  Qiggs =110
0 1

o = O

Qigjy  Qigjp  igjs

Repitiendo el mismo razonamiento que antes, como a;, < aj,, existe un indice
Ja > js tal que a;,;, = 0, a4y, = 1y a5 = aiy, para todo k > ju. De la misma
manera para las columnas, existe un indice i4 > 73 tal que a;,;, = 0, a;,5, =1
y aij, = aljs para todo [ > 74. Si a;,;, = 1 entonces A tiene la submatriz

Qivgy  Qiygs Qiggs  Qiggy
Qigjr  Qiggas  Qigjs  Qiggy
Qigjy  Qigjy  Qiggz  igjy

O = O
_ O~ O
— = O O

SO O = =

Qiyjy Qiggo  Qigjs  iggy

Esta submatriz representa un ciclo de G de longitud 8 que no tiene ninguna
cuerda, lo que contradice la hipdtesis del teorema y, por tanto, a;,; = 0.
Repitiendo este proceso hasta que no se pueda extender alguna columna o
alguna fila, es decir, se haya llegado al iltimo indice, necesariamente el ele-
mento en la ultima fila y columna debera ser cero y se llegard a contradiccion
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con que tanto las filas como las columnas de A estan ordenadas. Por tanto,
B no puede ser una submatriz de A.

Daremos a K[E(G)] el orden lexicogréfico inverso <,., con respecto al
orden dado por {uw;,v;} < {uy,vy} sii < i osii=1yj < j. Notar

que un ciclo de longitud 4 aparece en A como la submatriz <} 1) y cuyo

término inicial con respecto a este orden es

1
1 ), donde esto representa

el producto de dos aristas en K[E(G)].

Sean C1, ..., C,, los ciclos de longitud 4 de G. Como se tiene la equivalen-
cia entre 4 y 1 en el teorema, I estd generado por los binomios f¢,, ..., fc,,-
Veamos que {fc,, ..., fc, } es una base de Grobner de I con respecto al or-
den <., aplicando el criterio de Buchberger. Sea S(fc;, fc;) el S-polinomio
de fc, v fc;, es decir, el polinomio

mem(in(fc,)), in(fc,)
in(fCi)

mem(in(fe,), in(fc,))
in(fcj)

S(meij):lt(ij) fCi_lt(sz‘) ija

donde in(fg,) denota el monomio de mayor grado de fq, respecto al orden
<rev ¥ It(fe,) es la constante que acompana a in( f¢,).

Siin(fe,) e in(fe,) son primos entre si entonces S(fe,, fc,) se reduce a 0
por {fe,,-.., fc,.} (ver [T, Sec 1.4, Lema 1.27]). Supongamos ahora que no
son primos entre si y distinguimos dos casos:

1. |E(C;)NE(C;)| = 2. Denotamos C; = (eq, e2,e3,€4) y Cj = (€1, €2, €5, €6)
siendo ey y eg las aristas mas grandes en cada ciclo con respecto al orden
establecido. Entonces,

S(fey fcj) = —eg(erez—egeq)tes(eres—eaes) = —eresestereses = ey fo,

donde C' es el ciclo C' = (eq, €3, €5,66) de G de longitud 4, por tanto,
S(fe,, fc;) se reduce a cero.

2. |E(C;)NE(C;)| = 1. Denotamos C; = (e, €3, €3, €4) y C; = (e, €2, €6, €7)

siendo ey y e las arisras mas grandes en cada ciclo con respecto al orden
establecido. Entonces,

S(fey, fo;) = —er(eres—egeq) +eq(eses —eaer) = —ererez+eseses = fo,
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donde w es el ciclo de G w = (eq, 7, €5, €1, €6, €3) de longitud 6. Un ciclo
de longitud 6 aparece en A como alguna de las siguientes submatrices

* 1 1 ¥ 1 1 1 x 1
1 =« 1],1{1 1 a,|x 1 1],
1 1 a 1 % 1 1 1 a
1 « 1 1 1 x 1 1 %
1 1 a],*x 1 1],]11 a1
*+ 1 1 1 a1l * 1 1
1 1

Todas estas matrices continen a la matriz F' = (1

) . Como hemos
a

. : 11 :
visto que la matriz F' = (1 0) no puede ser una submatriz de A,

necesiariamente a = 1 y F' representa un ciclo de longitud 4 de G,
digamos C'. Entonces, in(fe/) divide a in(f,) y

_in(fw)
in(fer)

donde e € F(w) y C” es un ciclo de longitud 4 con F(C") C F(w). Por
tanto, S(fc,, fc,) se reduce a 0.

Jo

= efor,

]
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Capitulo 3

Escision de i1ideales toricos

En este capitulo se seguird el articulo [6], cuyo propdsito es estudiar cuan-
do podemos dividir un ideal torico en suma de varios ideales toricos. El ob-
jetivo de hacer esta escision es poder estudiar propiedades del ideal térico
original (como, por ejemplo, los nimeros de Betti) en funcién de los ideales
toricos de la descomposicion, siendo estos mas ‘sencillos’ que el original.

En la seccion daremos unos casos particulares en los que podemos
dividir un ideal térico en suma de otros ideales téricos. También veremos un
resultado que nos permitira calcular los nimeros de Betti del ideal original
en funcién de los ntimeros de Betti de los ideales de la descomposicion.

En la seccion veremos una construccion en grafos que representa la
situacién de los resultados vistos en la seccién [3.1] obteniendo un caso en el
que podemos dividir el ideal torico asociado a un grafo. Por 1ltimo, introdu-
ciremos el concepto de escision y fusion de grafos, lo que nos dara otro caso
en el que podemos dividir el ideal térico asociado a un grafo.

3.1. Primeros resultados generales

Empezamos la secciéon con un resultado que posteriormente generalizare-
mos, siendo su generalizacion la que correspondera a una determinada cons-
truccién sobre grafos.

Lema 3.1.1. Sean Ay, ..., A matrices con coeficientes enteros y de tamanos
n; X s;parat =1,....k ysea R=K[T11,...,816,,--sTh1s---sThs,] S€a

45
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A la matriz definida por bloques

A — y
0 Ay
Entonces,

Ta=1a+-+ 14 CR,

donde 1y, es el ideal torico de A; pero visto como ideal en R.

Demostracion. Para cada 1 <i < k, definimos R; = Klx;1, ..., %;,]. Recor-
damos que, dado b € ker(A;) = 14,, entonces los binomios fi, = P — P e
R; generan I,,. Entonces, si definimos a € Z* "% como

a=(0,...,0,by,...,bs,0,...,0),

se tiene que a € ker(A) y, ademas, fi, = fa € 4, vistos como binomios en
R. Por tanto, 14, C I4 para cada 1 < ¢ < k, visto como ideal en R. Lo que
implica que 14, +--- 4+ 14, C I4.

Reciprocamente, haremos induccién sobre k. Para k& = 2, dado a €
ker(A) C Z***%2_ lo separamos en a = (b,c) con b € Z% y ¢ € Z*2. Se
tiene que

fa=a2" =2 =P 2" -2 2 =2 (@™ 2 )+ 2 (@ - 2®)
ct -
2 (fo) +2" (fe).
Por tanto, como b € kerA; y ¢ € kerA,, se tiene que fp € I4, v fo € la,,
luego fa € 14, + 14,. Lo que implica que Iy C 14, + I4,.

I
18

Ahora, supongamos k > 2 y que el resultado es cierto para k — 1. Dado
a € ker(A) C Zs1T*5k 1o separamos en a = (b,c) con b € Zs1t -1y
c € Z*#. De la misma forma que antes, se tiene que

fa=2"(fo) +2° (fe)-

Por induccioén, fp € I4, + -4+ 1a,_, ¥ fe € 14,, lo que implica que 14 C
[A1+"'+[Ak' ]

Si tenemos una matriz A de tamano d x n con entradas en N (que serd
el caso con el que trabajaremos en las siguientes secciones), podemos inducir
en [, una multigraduacion haciendo degx; = a;, para 1 < i < n, donde a;
es la columna i-ésima de la matriz A.
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Por tanto, tenemos una resolucién libre minimal multigraduada de 14,

0= P R(—a)he & oo 25 P R(—a)oe 25 Iy — 0.

aeN"” aeN"

Ademas, si suponemos que |a;| = ¢ para todas las columnas de la matriz
A, tenemos una relacion entre esta graduacion con pesos y la graduacion
estandar, un monomio de grado s para la graduacion estandar, es un monomio
de grado t - s para esta nueva graduacién. Por tanto, se tiene la siguiente
relacion entre los nimeros de Betti,

Bi= Y. B (3.1)

aeN" /|a|=t-j

Veamos ahora cémo estan relacionados los nimeros de Betti de R/I4 con los
de nimeros de Betti de R;/14,. El siguiente lema nos sera de utilidad para
poder demostrar el teorema (3.1.3

Lema 3.1.2. Sean R = Klz1,...,2y], S = Kly1,...,yn] y sean I C R,
J C S dos ideales homogéneos. Sea T' = R @ S y suponemos que C' y D
son resoluciones libres minimales graduadas de R/I y S/J respectivamente.

Entonces, la resolucion (CRrT)@7(D®gT) es una resolucion libre graduada
de T/(IT + JT).

La demostracién de este lema se puede encontrar en [8, Lema 2.1]. Ademsés,
este resultado se puede extender al caso multigraduado y, por induccion, al
caso en el que tengamos k ideales en k anillos de polinomios en diferentes
variables.

Teorema 3.1.3. Con las notacion del lema|3.1.1), st también suponemos que
la matriz A induce una multigraduacion (N4 _ graduacion) (haciendo
degx; = a;, donde a; es la columna i-ésima de la matriz A) sobre R/1,.
Entonces para todo i > 0 y o € Nt -+,

ﬂia(R/]A) = Z 6i17041 (R/Iz‘h) T /Bimak(R/IAk)?
it ig=i
donde cada o; es

ocz-:(0,...,0,041-71,...,ai,m,O,...,O),

st = (11, s Q1ngye-ey Qs .-, Qpn,) Y donde los primeros ceros estdn
en las primeras ny+- - -+mn;_1 coordenadas y los ultimos en las njyq+- - - +ng
coordenadas.
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Demostracion. Como en la demostracién del lema [3.1.1) denotamos R =
K[z11, o Tlsys ey Thds- s Ths) ¥ Bi = Klxig,..., 7). Daremos una
N+t _graduacién a R; usando la matriz A;, pero viéndola como una
matriz de tamano (n; + --- + ng) X s;, en lugar de una matriz de tamano
n; X s;, haciendo que las primeras ny +---+n;_1 y las ultimas n;.1 +. .. +ng
filas sean nulas. Como consecuencia, si fis(R;/14,) # 0, entonces supp (0) C
{ni+-4+ni1+Lni+-+n_1+2,...,n1+...+n}

Aplicando el lema se tiene que la resolucién libre minimal multi-
graduada de R/I4 = R/(Ia, + -+ 1a,) es el producto tensorial de las
resoluciones libres minimales multigraduadas de R;/I,4,. Por tanto, gracias a
la férmula de Kiinneth ([9, Ch.5, Th.10.1}), se tiene que

5ia<R/IA) = Z Z 51'1771(R1/[A1) e ﬁlkak(Rk/IAk)

b i =i M H=a
Z’jGN 'ijNn1+"'+"k

Ademads, por el comentario de antes, podemos suponer que cada ~y; tiene
soporte contenido en {ny+---+n;_1+1,n1+---4+n;_1+2,...,n1+...+n;},
ya que si no, su correspondiente nimero de Betti sera nulo. Ahora bien, la
Unica forma de que v; 4+ - - - + v = « es que cada y; = «;, donde «; es el que
se ha definido en el enunciado del teorema.

Para concluir, notar que los numeros de Betti multigraduados (con la
multigraduacién que hemos inducido) de R;/14, coindicen con los nimeros
de Betti de R/I4 para cada i = 1,...,k ya que cada ideal 14, solo tiene las
variables {x;1,..., %} O

Antes de poder dar una generalizacién del lema [3.1.1] veamos dos lemas
que necesitaremos.

Lema 3.1.4. Sean a,b € Z° dos vectores linealmente independientes con al
menos un elemento positivo y otro negativo y tal que c = a+b también tenga
al menos un elemento positivo y otro negativo. Entonces, ni fa ni fyp dividen

a fe.

Demostracion. Veamos que f, no divide a f., para fp se hace de la misma ma-
nera gracias a que el papel de a y b es simétrico. Razonando por reduccién al
absurdo, supongamos que f, si divide a fe, es decir, existe f € K[xq,...,x,]
con fe = f - fa. Si denotamos por f = f; +--- + fi el desarollo de f siendo
los f; los términos de f para 1 <17 < k, entonces

fofa=ha* +- -+ frr® — fiz¥ — - — fra® . (3.2)
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Si f fuese un solo término, digamos f = f;, tendriamos que

ct c~ at a~
fe=2% —2° = fir® — fa® .
Si suponemos que f; es de la forma Ax{ con A € K positivo, igualando los
f .y . . +_at
términos positivos y negativos a ambos lados, se tiene que f; = 2° 7@ y que
fi=x° 7@ . Es decir, se tiene que

ct—at=c —a =c=ct —c =at—a =a,

y como ¢ = a + b, tendriamos que b = 0, lo que no puede ser ya que por
hipdtesis debe tener al menos un elemento positivo y otro negativo.

Si en cambio A < 0, repitiendo este proceso se tiene que ¢ = —a 'y
como ¢ = a + b, tendriamos que b = 2a, lo que contradice que a y b sean
linealmente independientes. En cambos casos llegamos a contradiccion y, por
tanto, f no es un solo término.

Veamos que £°+ es uno de los términos fzgai en la expresion . Ra-
zonando por reduccién al absurdo, si existiesen 4, j con 2" = fz® — fix®
entonces tanto el soporte de a* como el soporte de a~ estarfan contenidos
en el soporte de ct. Ahora, cada término en (3.2), contiene al soporte de a*
o al soporte de a~ y, como el soporte de ¢~ y el soporte de ¢ son disjuntos,
ocurriria que el término ¢ no podria estar en la expresién , lo que es
absurdo. Podrfa ocurrir que z¢ = fiz® + fjf‘+ (o ¢ = fa* — fiz*)
para algun 7, 7, pero esto implicaria que el soporte de f; fuese igual al soporte
de f;, lo que es absurdo (son términos diferentes del polinomio). Razonando
de la misma manera, se demuestra que también z¢ es uno de los términos

fix®* en (3.2).

. . L +
Sin perder generalidad y por ahorrar notacion, suponemos que x¢ =
+ - - , . + - - +
fiz®" yquez® = frz® (podrfa ocurrir que 2" = fiz® y quez® = fra®,
. . . . +_qt
pero el razonamiento es el mismo). En particular, se tiene que f; = 2 2
y que fp =z 7"

Por tanto, todos los términos en la expresion , excepto el primero
y el dltimo, deben cancelarse entre ellos. Luego existe algin término que
cancele a fiz® = z¢ @ 2 ademds, el término que cancele a este debe de
ser de la forma f;z®" ya que los signos deben de ser diferentes para que haya
cancelacion. Tras reordenar, podemos suponer que el término que cancela a
fiz® es fox® . Es decir, que f, = z° t2 —2a"

Repitiendo esto, debe existir algd término de la forma f;z®  que cancele
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- +
a fox® | reordenamos y suponemos que es f3x? | lo que nos lleva a que f3 =

+ i oa—_3at . . (i Da- —iat
x® 227327 Eg decir, que para 1 < i < k, tenemos que f; = g¢ t@-Da "

ct+(k—1)a— —kat

=z ,

Llevando esta informacién a fj, tenemos que z¢
es decir,
c=c" —c =ka" —ka = ka.

Ahora, como tenfamos que ¢ = a + b, significa que b = (k — 1)a, lo que
contradice que fuesen linealmente independientes, llegando a un absurdo y
probando el lema. O

El siguiente lema nos dara un criterio para determinar cuando un binomio
pertenece a un ideal binomial generado por dos elementos.

Lema 3.1.5. Sean a,b € Z° dos vectores linealmente independientes con al
menos un elemento positivo y otro negativo y tal que c = a+b también tenga
al menos un elemento positivo y otro negativo. Entonces, fe € (fa, fbo) Si ¥y
solo si supp (a*) Nsupp (b™) =0 o supp (a~) Nsupp (b*) = 0.

Demostracion. Suponemos primero que fe € (fa, fb) ¥y razonamos por reduc-
cién al absurdo, es decir, suponemos que supp (at) Nsupp (b™) # 0 y que

supp (a~) Nsupp (b™) # 0.

Como f. € (fa, fo) v gracias al lema anterior, existen dos polinomios no
nulos fy g en Klzy,...,z, tales que

fo=a% =2 =f-fatg - fo=Ff@* —2*)+g@® —2"). (33)

Ademas, se tiene que alguno de los monomios f‘+, ga_,ngr o zP  divide a
2¢" v, de la misma manera, a z° . Para ver esto, lo primero es que alguno de
esos monomios debe de tener su soporte contenido en el soporte de z¢ ya
que si no, no puede ocurrir que el término z¢ aparezca en la expresién de
la derecha. Ahora, de los monomios que tenga su soporte contenido en el de
g°+, alguno de ellos debe tener cada variable con un exponente menor que el
que tenga en 2¢", si no también es imposible que dicho término aparezca en
la expresion de la derecha.

Veamos ahora que ni fﬁ ni gb+ dividen a gC+. Para ver esto, sea j €
supp (a™) Nsupp (b™), es decir, la coordenada j-ésima de a es d # 0, con
d > 0. De la misma manera, la coordenada j-ésima de b es —e # 0, con
e > 0. Por tanto, como ¢ = a + b, la coordenada j-ésima de c es d — e.

d_
J

. . + +
Sid—e > 1, entonces 2 ¢ aparece en el monomio z¢ vy, por tanto, z?

ya no lo puede dividir.
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. . + +
Sid—e < 0, entonces la variable z; no aparece en ¢ , luego 2* tampoco

lo divide.

mpezando con j su - su razonando de la misma
E d € a )N bt do de 1
+ .. +
manera se llega a que zP" tampoco divide a 22" .
, . + - + - ..
Como tenfamos que alguno de los monomios 22 , 2, 2" o 2P~ divide a
. at . bt d b d a— b~ v

y no es ni %" ni z” , debe de ser 2 o z® . Vamos a suponer que es
, si no, el razonamiento es idéntico.

ct

Z
zP
— « . + .

Como zP~ divide a z°, se tiene que

supp (b™) C supp (c*) C supp (a*) Usupp (b*),

donde la ultima contencién es debida a que ¢ = a + b. Ademads, como
supp (b™) y supp (b™) son disjuntos, se tiene que supp (b~) C supp (a™).

Como supp (c~) C supp (a~)Usupp (b™), supp (b~) C supp (c*) y supp ()N
supp (¢~) = 0, ademés se tiene que supp (¢~) C supp (a™).

De la misma manera que hemos hecho esto, se puede ver que ni z?
ni 2P~ dividen a 2 . Acabamos de ver que z2' tampoco lo divide ya que
supp (¢7) C supp (a”), por tanto, debe de ser z*" el que divida a z° , es
decir, también tenemos que supp (b™*) C supp (¢7).

Veamos ahora que ¢t = at — b~ y que ¢ = a~ — b*. Para probar
la primera igualdad, vamos a estudiar las posibilidades de que ¢ tenga un
elemento positivo en la posicion j-ésima:

1. Las coordenadas j-ésimas de a y b son ambas mayores o iguales que
cero y, al menos una de ellas mayor que 0.

2. La coordenada j-ésima de a, a;, es positiva y la coordenada j-ésima de
b, b; es negativa pero a; + b; > 0.

3. La coordenada j-ésima de a, a;, es negativa y la coordenada j-ésima
de b, b; es positiva pero a; + b; > 0.

Como supp (b*) C supp (c™), se tiene que supp (b*) Nsupp (¢*) = 0, luego
el caso 1 solo se puede dar si la coordenada j-ésima de b es nula y el caso 3
no se puede dar nunca. Por tanto, la inica forma de que c tenga un elemento
positivo en la coordenada j-ésima es que la coordenada j-ésima de a sea
positiva, la coordenada j-ésima de b sea menor o igual que cero y su suma
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sea positiva, es decir, ¢t = a® — b~. De manera similar se prueba que ¢~ =
a~ —bt.

+ .. + - .. - - e + +
Como 22 no divide a ¢ y 22 no divide a ¢ y 2P~ divide a 2 y 2P
divide a z¢ , volviendo a la expresién 1D necesariamente debe de ocurrir
que exista ¢’ € K[xq,...,xs] con

’ ct—b~ c —bt
g=g9g —Z —Z )
.z ’ . + - .,
para que haya cancelacién del término z¢ — z¢ en la expresion 1}
Ademads, ¢’ es tal que

_f<£a+ . &a_) _ g'(§b+ . :L’b_) . £c+7b_+b+ . zc—7b++b—. (34)

Como hemos visto que a~ = ¢~ +b™ y los soportes de b™ y b~ son disjuntos,
. - . . — _btab— - _at .. ——btab—
se tiene que 22 no divide a ¢ ~P" TP Si 22" tampoco divide a ¢ PP
, . —_pt - , .
entonces el término z¢ P P en (3.4) debe cancelarse con los términos

resultantes del producto ¢’z es decir, existe ¢’ € K[xy,. ..,z con

rn c”—2bt+4b~
g =g —I .

Llevando esto a la ecuacién (3.4) tenemos que

_f<£a+ _ga_) _ g/l(£b+ . gb_) +£c_—2b++2b_ _ l,c+—b_+b+‘

- _obt+9b— .
c”—2bT+42b , si

Por la misma razén que antes se tiene que 2% no divide a z'
+ .. . .
x®" tampoco lo divide, podemos repetir el mismo proceso.

. . . + ..
Este proceso debe terminar, es decir, existe £k € N tal que z* divide a
- _Lpt — . 1.
x¢ ~FPTHEDT 1 Gi escribimos

c kb~
¢ kbt kb _ L X
= kbt

como el soporte de b™ y b~ son disjuntos, necesariamente z**" divide a z¢,
es decir, se tiene que kb™ < ¢~ = a~ —b™, donde < representa la desigualdad
coordenada a coordenada. Ademds, ya habfamos visto que 22 no divide a
2¢, luego necesariamente debe dividir a z**~, por tanto, a* < kb~.

Volviendo a la ecuacion y repitiendo este proceso pero con el mono-
mio z¢ P P sellega a que existe un [ € N tal que 22 divide a g€~ +b"
y se tienen las desigualdades [b- < ¢t =a™ —b~ ya~ < [b™. Juntando las
desigualdes obtenidas se tiene que

(k+1)b* <a <Ib",
(I+1)b” <a't <kb.
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Esto implica que k+1 <l y que [+ 1 < k, lo que es absurdo.

Para la implicacién contraria, supongamos que supp (a®)Nsupp (b™) = 0,
el otro caso es similar. Sea d = b™ —a~ € Z°*, entonces

p T P = T (T — ) 2 (2P - 2P) € (fas fo),

donde la primera igualdad es gracias a que d = d* —d~ = bt —a™ y,
entonces, d™ +a- =b" +d".

+ —td- + - .
AT _gbTHdT — g €7 = f.. Lo primero,

Para concluir, veamos que ga+ x X
se tiene que supp (a* +d*) C supp (at) U supp (b™). Efectivamente, si j €
supp (at +d7), si a] # 0, entonces j € supp (a™). Si a] = 0, entonces debe
ocurrir que dj # 0y como d = bT — a~, entonces d;“ = b;“ —a; # 0,
luego j € supp (b™). De la misma manera se prueba que supp (b~ +d~) C

supp (b™) Usupp (a™).

Como por hipédtesis supp (at) N supp (b™) = (), entonces supp (a™) es
disjunto a supp (b~)Usupp (d ™). Si se tuviese que j € supp (a™)Nsupp (d™),
entonces a; # 0y d; # 0. Lo segundo implica que b — a; < 0, es decir,
b < a; =0 porque a # 0, lo que es absurdo.

Veamos que supp (at +d*) y supp (b~ +d ™) son disjuntos. Por reduc-
ci6n al absurdo, sea j € supp(at +d*) C supp(a™) Usupp (b™). Si j €
supp (a™), entonces j ¢ supp (b~)Usupp (a~), no puede ser. Necesariamente
debe ocurrir que j € supp (b*). Para que j pertenezca a supp (b~ +d")
debe ocurrir que b; +d; # 0. Hay dos posibilidades: b; # 0, lo que no puede
ser por hipétesis, o d; # 0, que acabamos de probar que tampoco puede ser.

Para concluir, basta darse cuenta que a*+d*—(b~+d~) =a+b=c. O

Para terminar la seccion damos el siguiente lema, que es una generaliza-

cién del lema B.1.11

Lema 3.1.6. Sean Aq, ..., Ar matrices de dimensiones n; X s;, 1 <1 < k,
con coeficientes enteros y sean ci, . ..,c; € ZN, donde N > nqy +- - +ny. Sea
la matriz A dada por

Al 0 Ci1 -+ 1

0 CIN " QN
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Sea U; el conjunto de indices de las columnas de la matriz A en las que hemos
colocado la matriz A;. Supongamos ademds que existe a € Z51+ 5+ tal que

ker(A) = ker(Ay) @ - - - @ ker(Ag) @ (a), (3.5)

donde se entiende que ker(A;) C ZYN y tiene ceros en todos los indices que
no estén en U,.

Si para todo 1 < i < k se tiene que U;Nsupp (a*) =0 o U;Nsupp (a~) = 0,
entonces
Ta=1Ta, + -+ s, + (fa)

Demostracion. La implicacion 14 O 14, + -+ + I4, + (fa) es clara teniendo

en cuenta que 4 = (fp,b € ker(A)) y la hipétesis (3.5)).

Para la implicacion contraria hacemos induccién sobre k. Para k£ = 0
el resultado es claro teniendo en cuenta . Supongamos k > 0 y que el
resultado es cierto para k — 1y sea ¢ = by + -+ + by + ca € ker(A), donde
b; € ker(4;) y ¢ € Z. Definimos d = by + - - - + by_1 + ca.

Veamos que el soporte de d* o el soporte de d~ es disjunto del soporte de
by. Por reduccién al absurdo, si suponemos que supp (d) Nsupp (by) # 0 y
que supp (d7) N supp (by) # 0, entonces existen j con d;r #0yby, #0ei
cond; # 0y by, # 0. Por tanto, d; = ca; > 0y d; = ca; < 0, esto contradice
la hipdtesis que dice que Uy Nsupp (at) =0 o U, Nsupp (a™) = ().

Aplicando el lema tenemos que f. € (fa, fu,). Por hipotesis de in-
duccion fq € g, +--+1a, ,+(fa) ¥ fo. € La, por definicién, completandose
la prueba. O

El resultado anterior permite obtener informacién sobre los nimeros de
Betti de R/I4 en funcién de los nimeros de Betti de R/.J, donde J = I4, +
e 7 Ay -

Teorema 3.1.7. En la situacion del lema suponemos ademds que la
matriz A induce una multigraduacién (NN - graduacién) sobre R/I, es decir,
haciendo degx; = a;, donde a; es la columna i-ésima de la matriz de A.
Entonces, para todo i > 0 y todo o € NV,

Bz',a(R/]A) - ﬁz,a(R/J) + Bi—l,a—u(R/J>7

= deg(fa) € NV
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Demostracion. Por el lema se tiene que I4 = J + (fa). Consideramos
la sucesién multigraduada (multigraduacién inducida por la matriz A)

0 (R/(J: (fa))) (=) 2% R/T % R/(J + (fa) = R/I4 — 0,

donde la aplicacion -f, significa multiplicar por f, y la aplicacion ¢ esté
definida como ¢(r + J) =r + J + (fa). Veamos que es una sucesién exacta:

La aplicacién multiplicacién por f, es inyectiva ya que fa(J: (fa)) C J,
luego dado r+ (J: (fa)) € R/(J: (fa)), la tinica forma de que su imagen sea
nula es que r € J: (fa), es decir, el cero del cociente. Ademés, su imagen es
{rfa+J, r € R}. Por ultimo, es claro que ¢ es sobreyectiva y que su nicleo

es {rfa+J, r € R}.

Por el lema|3.1.1]| se tiene que J es un ideal torico y, como consecuencia,
es un ideal primo. Ademads, fo ¢ J ya que supp (fa) Nsupp (fc) = 0 para
todo fo € I4,, 1 <1 <k gracias a las condiciones del lema |3.1.6| Por tanto,
J: (fa) = J y podemos reescribir la sucesién exacta de arriba como

0— (R/J)(—p) 2 R/T S R/Ly — 0.

Si denotamos por (H,d) la resolucién libre multigraduada de R/J y por
(G,d’) la resolucion libre multigraduada de (R/J)(—pu), tenemos que son la
misma salvo que los R-moédulos que aparecen en H, aparecen en G pero
desplazados por —u. Por tanto, podemos extender la aplicacién multiplica-
cién por f, a una aplicacién entre complejos ¢: (G,d') — (H, d), donde cada
¢;: G; — H; es la aplicacion que envia a cada elemento del sistema ganerador
de G; en su multiplicacién por f,, que es graduada (de grado 0).

Aplicando la construccion del mapping cone en esta situacion, nos da una
resolucién libre multigraduada de R/I4 que, ademds, es minimal ya que las
matrices de los homomorfismos de esta resoluciéon no tienen entradas cons-
tantes no nulas. Esto tltimo se debe a que estamos partiendo de resoluciones
minimales, luego sus matrices no tienen entradas constantes no nulas y los
elementos no nulos de cada ¢; son f,.

Para terminar, la igualdad con los ntimeros de Betti se debe a que los
modulos que da la construccion del mapping cone son G;_1 ® H;. ]

Gracias al teorema [3.1.3| podemos calcular los nimeros de Betti multigra-
duados de R/J y vemos que los nimeros de Betti multigraduados de R/14
solo dependen de los niimeros de Betti multigraduados de los ideales téricos
en los que lo hemos dividido.
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3.2. Aplicacién a ideales toéricos asociados a
grafos

En el siguiente resultado veremos que el lema representa la situacion
en la que construimos un grafo mediante la unién de varios grafos a través
de un ciclo par (ver ejemplo [3.2.2]).

Teorema 3.2.1. Sean G, ..., Gy grafos simples finitos conexos tal que, como
mucho, uno de ellos no es bipartito. Sea C' un ciclo par con al menos k aristas.
Para cada 1 < i <k, identificamos una arista de G; con una arista distinta
de C'. Entonces, el ideal torico I del grafo resultante, G, estd dado por

I =1, +---+1g, + (f),

donde para cada 1 < 1 < k, Ig, es el ideal torico de G; y f es el binomio
correspondiente al ciclo C.

Demostracion. Para cada 1 < i < k, denotamos por A; la matriz de inci-
dencia de G;. Cada matriz A; tiene tamano n; X s;, donde n; = |V(G;)| vy
si = |E(G;)|. Ademds, gracias al teorema y a la proposicién 2.1.9] te-
nemos que rang(A;) € {n;,n; — 1} y, como mucho, solamente para un i es n;
(correspondiendo al grafo G; que no es bipartito).

Sea [ el nimero de aristas adicionales que hemos anadido al construir
el grafo GG, es decir, G tiene n;--- + ni + [ — k aristas. Sea B la matriz de
indicencia del grafo G, que tiene tamano (ng - - -+ng+{—k) X (s34 - -+s,+1).
Ademds, la matriz B tiene la forma de la matriz del lema donde las
matrices A; son las matrices de incidencia de los grafos G; y las ultimas [
columnas son los valores de incidencia asociados a las aristas adicionales que
hemos anadido para construir G.

Si B(G) ={e1,. .., €s4qs+i} Y C ={ej,...,¢j,,},al ser C un camino
cerrado par recordamos que f es de la forma

f=11e-1le (3.6)
¢ impar i par
Eligiendo a = (a1, ..., as 4. 15 11) € ZET 54D con
0 sidi¢{ji,. - Jirnts

a; = 1 SlZ:jte {jl?"'ajl+k}ytimpa’r7
1 sii=ji€ (i oodien} v £ par.
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Se tiene que f = f, con a € ker(B). Con la notacién del lema[3.1.6] si U; es el
conjunto de indices de las columnas de la matriz B en las que se ha colocado
la matriz A;, se tiene que U; Nsupp (a™) = 0 o Uy Nsupp (a~) = () debido a
que la interseccién U; Nsupp (a) solamente tiene un elemento. Ademds, como
a € ker(B) se tiene la contencién

ker(A;) @ - - - ker(Ay) @ (a) C ker(B).

Para poder aplicar el lema necesitamos tener la igualdad. Para ello,
primero calculemos el rango de ker(B). Si alguno de los grafos G; no es
bipartito, digamos G; entonces G tampoco lo es, luego gracias al teorema

@7

rang(ker(B)) =s; + -+ s+l —(ni+--+np +1—k) =
=(s1—n)+(s2—(n2— 1))+ + (s, — (e — 1)) + 1.

Si todos ellos son bipartitos entonces G también lo es y por el teorema [2.2.9,

rang(ker(B)) = sy 4+ sp+1—(m+- - +mp+1—k—1) =
=(s1—ni—1)+(s2—(na—1))+ -+ (sp — (np — 1)) + 1.

En ambos casos, rang(ker(B)) = rang(ker(A;)) + - - - + rang(ker(Ay)) + 1.

Para concluir, veamos que L := ker(l4,) ®---@ker(l4,)® (a) es saturado
en ker(B), es decir, tenemos que ver que dado b € ker(B), si se cumple que
existe ¢ € Z con gb € L, entonces b € L. Si gb € L, entonces es de la
forma ¢gb = c+ta, con ¢ € L' := ker(l4,) @ --- @ ker(ls,) y t € Z. Como
L' C Z5+ s x {0}, es decir, ¢ tiene cero en sus tltimas [ coordenadas
y a solo tiene como elementos 1 o —1, necesariamente ¢ divide a t. Por
tanto, existe t' € Z con t = qt’ y despejando, ¢ = ¢(b — t'a). Ademas,
como [’ es el nicleo de la matriz que se obtiene a partir de la matriz B
reemplazando sus dltimas [ columnas por ceros, L’ es saturado en Z1++sk+
luego ¢/ = b —t'a € L'. Esto implica que b = ¢ +t'a € L' ® (a) = L. Se
cumplen todas las hipétesis del lema y podemos concluir. O

Ejemplo 3.2.2. La siguiente figura muestra un ejemplo de la construccion
que hemos hecho en el teorema |3.2.1
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e
ey 2

€3

Figura 3.1: Ejemplo de construccién de un grafo G.

En este ejemplo hemos construido un grafo G a partir de tres grafos,
donde solo uno de ellos no es bipartito y hemos identificado una arista de
cada uno de ellos con una arista del ciclo par C' (azul).

En esta situacién tenemos el siguiente resultado, andlogo al teorema[3.1.7]

Teorema 3.2.3. Sean G4, ..., Gy grafos finitos simples conexos tal que, como
mucho, uno de ellos no es bipartito. Sea G el grafo construido como en el
teorema[3.2.1. Si el ciclo par C tiene tamano 2d, con d € N, entonces, para
todos i,j5 > 0 se tiene que

Bij(R/1c) = Bij(R/J) + Bi-1j-a(R/J),
donde J = Ig, +---+ Ig, viendo cada Ig, como ideales de R.
Demostracion. Aplicando el teorema [3.1.7] tenemos que para todo i > 0y
a € NV

B’i,a(R/IG) = ﬁz,a(R/J) + Bi—l,a—u(R/J)a
donde pu =deg f v f es el del teorema |3.2.1 Ademas, como C' tiene tamano
2d, si vemos la expresion de f en (3.6)), entonces p = d. Ahora, recordando

la relacién (2.2) entre nimeros de Betti para la graduaciéon estandar y la
multigraduacién inducida por la matriz de incidencia, tenemos que

Bii(R/Ia) = Y Biall/G) = > (BialR/JT) + Bi-ra-a(R/J)) =

lo|=25 lo|=27

= Bij(R/J) + Bi—1j-a(R/J).
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Aplicando el teorema y la relacion (2.2) tenemos una férmula para

calcular los nimeros de Betti de R/J

BRI = > (D BujlR/a) By (R/1a,)).

i1t tig=t J1t-+ik=J

Corolario 3.2.4. Sea G un grafo simple finito y sea e una arista de G. Si
conectamos un ciclo par de longitud 2d > 4 a través de e (identificando una
arista del ciclo con e) y H es el grafo resultante, entonces para todo i,j > 0

Bij(R/ 1) = Bij(R/1c) + Bi-1j-a(R/1c).

Este corolario es consecuencia directa del teorema [3.2.3] Lo tnico que
tenemos que oberservar es que la condicion de que el ciclo par tenga longitud
mayor o igual que 4 es para que el grafo resultante, H, sea un grafo simple. Si
la longitud fuese 2, en H habria dos aristas diferentes conectando los mismos
dos vértices, e y la arista del ciclo que no hayamos identificado con e.

Figura 3.2: Ejemplo de unir un grafo con un ciclo de longitud 2.

Ejemplo 3.2.5. Sea G un cuadrado, es decir, V(G) = {x1, 29,23, 24} ¥
E(G) = {{z1,xo}, {2, x5}, {3, 24}, {4, z1 }}. Ahora, fijamos una de las aris-
tas del cuadrado y conectamos otro cuadrado (que es un ciclo par de longitud
4). Sea H el grafo resultante.

Figura 3.3: Representacion del grafo H.
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Si suponemos que G es el cuadrado izquierdo y dado que I esta generado
por los caminos cerrados pares primitivos se tiene que I = (ac — bd). De la
misma manera, [y = (ac —bd,dg — ef, bef — gca). El siguiente fragmento de
c6digo muestra como usar Singular [5] para calcular los nimeros de Betti de
R/Ig yde R/Iy.

> ring A = 0, (a,b,c,d,e,f,g),Dp;
> ideal G = ac-bd;

> list resG = mres(G,0);

> print(betti(resG), "betti");

0 1

1 —

1 - 1
total: 1 1

> ideal H = ac-bd,dg-ef,bef-gca;
> list resH = mres(H,0);
> print(betti(resH), "betti");

0 1 2

0: 1 -

1: - -

2: - - 1
total: 1 2 1

Por tanto, los nimeros de Betti para R/I; son

Boo(R/Ia) =1, Boa(R/Ig) =0,
61,1(R/IG) = 0, 5172(R/[G) =1.

Los numeros de Betti para R/Iy son

Boo(R/1n) =1, Boa(R/In) =0, Bo2(R/In) =0,
Bii(R/Ig) =0, Bia(R/Ix) =2, Bis(R/Ig) =0,
Bo2(R/ 1) =0, Bos(R/In) =0, [osa(R/Ix)=1.
Teniendo en cuenta que el ciclo tiene longitud 4, entonces d = 2, donde d es

el definido en el corolario anterior, se comprueba facilemente que la formula
del corolario se cumple.
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Teniendo presente la construccién que hemos hecho, vamos a dar una de-
finicién que representa el hecho de ‘pegar’ un grafo con otro (en la construc-
cién previa, un grafo con un ciclo par), a lo que llamaremos el grafo fusion.
Ademas, daremos una definicién inversa a la de fusién, a la que llamaremos
escisién de un grafo.

Definicién 3.2.6. Dado un grafo G = {V(G), E(G)} y dado W C V(G), el
grafo inducido de G en W es el grafo H que tiene como vértices V(H) = W
y como aristas E(H) = {e € E(G): e CW}.

Definicién 3.2.7. Dados dos grafos G; y G, un isomorfismo de grafos
es una aplicacion biyectiva f: V(G1) — V(G3) tal que si u, v son dos vértices
adyacentes en Gy, entonces f(u) y f(v) son dos vértices adyacentes en Gs.
Diremos que G; y G5 son dos grafos isomorfos con respecto a fy lo
denotaremos por G >~ G5 o solamente G ~ Gs.

Definicién 3.2.8. Sean GG, G5 dos grafos y Hy C G1 y Hy C G5 dos grafos
inducidos isomorfos con respecto a una aplicacién f: V(H;) — V(Hs). De-
finimos el grafo fusion de G; y G, a través de f, al que denotaremos por
G1 U Gy, como la unién disjunta de G y G en la que asociamos los vértices
y las aristas mediante la aplicacién f.

Ejemplo 3.2.9. Sean GGy y G los grafos azules y rojos respectivamente en
la siguiente figura.

Figura 3.4: Grafos Gy y Gbs.

Si H; es la hipotenusa de Gy, es decir, el grafo inducido por {3, x3} C
V(G4) y Hy es la hipotenusa de Go, podemos definir la aplicacién f como
f(z3) =ys v f(x2) = ya. Luego el grafo fusion de G y G es
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Figura 3.5: Grafo fusion de G; y Gs.

Definicién 3.2.10. Sea G = {V(G), E(G)} un grafo simple finito. Supone-
mos que existen dos subconjuntos Wy, Wo C V(G) tal que Wy UW, = V(G).
Denotamos por GG; y G los grafos inducidos que tienen como vértices Wy y
W5 respectivamente. Sea Y = W1 NWy y H el grafo inducido que tiene como
vértices Y. Diremos que G y G5 forman una escision de G a través de H si
el grafo que se obtiene al eliminar los vértices Y de G tiene dos componentes
NO conexas.

Ejemplo 3.2.11. En el ejemplo [3.2.9] si consideramos el grafo G de la figura
y los conjuntos Wy = {ey, e, e3} y Wo = {es, e3,¢e4}, los grafos inducidos
G1 v G2 son los grafos de la figura y forman una escisién de G a través
de H, donde H es el grafo con V(H) = {x9, 23} y E(H) = {e2}. En este caso
particular diremos que GGy y GG forman una escision de G a través de una
arista.

Como se ha dejado intuir en el ejemplo anterior, las operaciones de fusién
y escision que acabamos de definir son inversas la una de la otra en el sentido
siguiente: si G es el grafo fusion de G; y G, a través de f, entonces Gy y
G5 forman una escisién de G a través de H, donde H es el grafo inducido
de G en H, ~ H,. Reciprocamente, si GG es un grafo simple finito y Gy, Go
forman una escision de G a través de un grafo inducido H C Gy, H C G,,
entonces G es el grafo fusion de G y Gy a través de la aplicacion identidad
id: V(H) — V(H).

Definicién 3.2.12. Diremos que un grafo G = {V(G), E(G)} es de tipo
camino si V(G) = {z1,..., 2011} y E(G) = {{z1, 22}, .. {&n, 2 b} A
los grafos de tipo camino los denotaremos por P,, donde el subindice indica
el nimero de aristas del grafo.

Teorema 3.2.13. Sean G, y Gy una escision de un grafo G a través de
H. Suponemos que H ~ P, donde P, es un grafo de tipo camino. También
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suponemos que todo vértice distinto de los vértices inicial y final de H tiene
grado 2 wvisto como vértice en G. Si G es un grafo bipartito, entonces

Ie =g, +1g,): f*={9g€ R:IneN con f"g € (Ig, + I,)},

donde f denota el monomio libre de cuadrados correspondiente a las aristas
de H con indice par.

Demostracion. Para la contencién hacia la izquierda, como I, e I, estan
contenidos en I (ver la definicién de ideal térico asociado a un grafo),
entonces (Ig, + Ig,): [ C Ig: f*°. Ahora, como I es un ideal primo por
ser térico y f ¢ Ig, se tiene que Ig: [ = Ig.

Reciprocamente, por el teorema [2.2.17| tenemos que I esta generado por
binomios asociados a caminos cerrados primitivos pares w € G.

Veamos que w no puede contener un subcamino en G| que empiece y
acabe en el punto final o inicial de H. Por reduccién al absurdo, si este
subcamino existe, como (7 es bipartito y el subcamino empieza y acaba en
el mismo punto, necesariamente el subcamino debe ser par, si no, la ultima
arista del subcamino tendria ambos vértices en una de las particiones de Gy,
yendo en contradiccion con que Gy es bipartito. Entonces, como w es par, es
una concatenacion de caminos pares, lo que contradice que sea primitivo.

Denotaremos las aristas en H por hq,...,h;; las aristas de G5 que no
estan contenidas en H por h;.q, ..., h,; por ultimo, las aristas de G; que no
estan contenidas en H por eq,...,e,,. Con esta notacién, podemos escribir

cada camino cerrado primitivo par, w, como

w = (pl; h’jl,l? ceey hj1,51 , P2, hj2,1, ey thA’SZ, v ov s Puy hju,l’ ey hju,su)7 (37)

donde para cada 1 < k < u, pi es de la forma (e ,,...,€;, ) y es un
subcamino cuyas aristas estan solo en (G; y empieza en el punto final de H
y acaba en el punto inicial de H, o viceversa.

Para probar la contencién hacemos induccién sobre u. Si u = 0, entonces
w es un camino que esta contenido en GGy 0 en G, ya que u es “la cantidad
. . .
de veces que el camino w pasa de G; a G5”. Por tanto, f, estd en Ig, o en
I¢,, luego se da la contencion.

Suponemos ahora u > 0y que el resultado es cierto para u—1. Sea w como

en (3.7)). Para simplicar notaciones escribimos p; = (e, ..., e,) y escribimos
W oMo W = (€1,...,Er,Eri1,.-.,€Ey), donde

(€r+1, . ,egm) = (hj1,17 Ce 7hj17s1’p2’ hj2,17 ceey hj2,327 coe sy Pus hju,l? ceey hquSu).
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Denotamos por (hy, ..., k) las aristas de H ordenadas de forma que h; com-
parta un punto con e, (y, por tanto, h; comparte un punto con e;). Vamos a in-
tentar descomponer el bimonomio f,, como combinacién lineal de los binomios
fa v fur, correspondientes a los caminos cerrados o = (e, ..., €., hy,..., )
y W' = (€41, ,€m, Ry, ..., h1). Notar que « es par ya que GGy es bipartito
y, por tanto, también lo serd w’. Definimos

Er= [ e E.= 11 €k

1<k<r, k par r+1<k<2m, k par
Ol = H €k, 02 = H €k,
1<k<r, k impar r+1<k<2m, k impar
Fr= 1] =[]
k impar k par

Si recordamos la férmula (2.3), tenemos que f, = 0105 — E1 Es.
Si [ es par (entonces r también lo es), se tiene que f, = O1F1—E1 Fy € Ig,
y que fo = O9Fy, — EyF;. También, como [ es par, entonces f = F} o

f = F5,, dependiendo de como se hayan ordenado para que coincidan con p.
Si suponemos que f = F}, escribimos

ffo=F1-fo=0sfa+ Eifu.

Si en cambio f = Fj, escribimos

f'fw:F2'fw:E2fa+Olfw’~
Si [ es impar (entonces r también lo es), se tiene que f, = O1Fy— EVF) € Ig,

V for = EoFy — OoF). Ademas, f = F; da igual la ordenacién que hayamos
elegido. Por tanto, podemos escribir

f'fw:FQ'fw:OQfa_E2fw"

Ahora, w’ es un camino cerrado par que admite una expresién como (j3.7)) pero

con u — 1 subcaminos p},...,p,,_; (de hecho, son ps,...,p,). Por hipitesis
de induccion, f € (Ig, + Ig,): f y en todos los casos f, € I, luego
acabamos de probar que f, € (Ig, + Ig,): f*. O

Veamos un ejemplo en el que si eliminamos la condicién de que al menos
un grafo sea bipartito, el resultado no es cierto.
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Ejemplo 3.2.14. Si tenemos un tridangulo como en el ejemplo [2.2.3] recor-
damos que su matriz de indicencia es

1 01
A=1(11 0
011

Se tiene que ker(A) = {0} y, por tanto, I es el ideal nulo. Ahora, supongamos
que fusionamos dos tridngulos a lo largo de uno de sus lados como hicimos
en el ejemplo |3.2.9] Esto nos permite encontrar un camino par cerrado en
el grafo fusién, lo que nos da un generador no nulo del grafo fusién de dos
triangulos. Por tanto, el ideal térico asociado no es nulo, no cumpliéndose la
formula del teorema [3.2.13]

Como caso particular del teorema [3.2.13| tenemos el siguiente corolario.

Corolario 3.2.15. Sea G un grafo y suponemos que G1 y Go forman una
escision de G a través de una arista. Si Gy es bipartito, entonces Ig =
Ig, + I,

Veamos un ejemplo en el que si eliminamos la condiciéon de que formen
una escision a traves de una sola arista, el corolario no es cierto.

Ejemplo 3.2.16. Sea G el grafo siguiente

X4 €3 X
€
e
4 g
)
1
X4 eg Yy

Figura 3.6: Grafo para el ejemplo.

Los subconjuntos Wy = {xq,x9, x3, 24} y Wo = {21, 29, 23,y4} de V(G)
inducen unos grafos G1,Gy que forman una escisiéon de G a través de la
diagonal H ~ P,. Como Ig, I, e I, estan generados por caminos pares
cerrados primitivos, se tiene que

I = <€1€3 — €2€4,€1€6 — €2€5, €563 — 6664>,
[Gl = <€1€3 — €2€4>,

Ig, = (e166 — eges).
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Por tanto, I¢ # I, + Ig, v no se cumple el corolario. En cambio, si se
cumple el teorema |3.2.13| La tnica arista de H con indice par es e; y I =

(Ig, + Ig,): € ya que
62(6563 — 6664) = 66(6163 — 6264) — 63(6166 — 6265).

Teorema 3.2.17. Sea G un grafo y suponemos que Gy, y Gy forman una
escision de G a través de una arsta e. Si Gy es bipartito, entonces para todos
i, 20,

Bi,j( [Ecl/Ic) = Z Bnh Gl)]/IGl)Bsz( [E(G2)]/1cs)-

i1+i2=1
Jit+j2=j

Demostracion. Ya hemos visto que las operaciones de fusion y escision de
grafos son operaciones inversas. Es decir, GG se puede obtener como la uniéon
disjunta de G; y G y después identificando la arista correspondiente de G
con la de G5. Siendo més precisos, para i = 1,2 sea G = (V(G)), E(GY))
un grafo isomorfo a G; y tal que V(G}) N V(Gy) = 0. Sea G’ el grafo con
vértices V(G) UV (GY) y aristas E(G7) U E(GY). Sean ¢}, € E(G}) las aristas
que vamos a pegar.

Si consideramos la aplicacién

K[E(G")] = K[E(G)]
e —e,
donde, si €’ es una arista de G’, es decir, es una arista de G; o G, entonces

e es la arista que da el isomorfismo de grafos entre G, y G; (i=10i=2en
funcién de si €’ es una arista de G} o de GY).

El nicleo de esta aplicacion es (e) — €}), lo que nos da el isomorfismo
K[E(G")]/(e] — €,) ~ K[E(G)], es decir, algebraicamente, el proceso de pe-
gado de €| con €, corresponde con el cociente K[E(G")]/ (e} — é)).

Ahora, si consideramos la aplicacién

KIE(G)] = K[E(G)]/1q
e —e+ g,
donde €’ y e tienen el mismo significado que antes, se tiene que, gracias al

corolario [3.2.15] su nicleo es I + (€} — €5). Por tanto, también tenemos el
isomorfismo K[E(G")]/(Ig + (¢} — €y)) ~ K[E(G)]/Ig.
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Como I es un ideal primo por ser térico, se tiene que K[E(G')]/I¢ es un
dominio y, por tanto, todos sus elementos son regulares. Como consecuencia
de [12, Chap. 1, Coro. 20.4] se tiene que los numeros de Betti de K[E(G")|/I¢
y de K[E(G’)]/(IG/ + (e} — €})) son iguales.

Ahora, como I = Ig; + I, y razonando de la misma manera que en el
teorema y aplicando el lema [3.1.2, tenemos que

i (KEcl/lc) = Bi;(K[E(G ’)]/(IG' + (€l = €5))) = Piy(K[E(G)]/ar) =
= Y BuanKIE(GY)]/16,) B (K[E(GY)]/I6,) =

i1+i2=1
Ji+je2=j

Z ﬁu Jl Gl)]/[G1)612]2( [E(GQ)]/IG2)

t1+i2=1
J1+32=J

Donde la tltima igualdad se debe a que K[E(G))]/Ier ~ K[E(G))]/Iq,. O
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