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Introduccion

Las funciones generatrices se estudian habitualmente como series formales de potencias
cuyos coeficientes codifican una cierta informacion discreta: una cierta sucesion, los elementos
de un semigrupo, los nimeros con coordenadas enteras contenidos en un poliedro...

En palabras de Herbert S. Wilf [12]: “Una funcién generatriz es una cuerda de la ropa en
la que tendemos una sucesién de numeros para exhibirla”. En este trabajo se estudiara una
expresién exponencial para ciertas funciones generatrices que resulta de utilidad en los cédlculos.

El presente trabajo surge a raiz de mi Trabajo Fin de Grado [10] en el que, siguiendo
el trabajo de M.Brion [6] y A.Barvinok [1], se estudian a fondo dos célebres evaluaciones de
poliedros: una evaluacion para calcular el nimero de puntos reticulares de un poliedro reticular
y una evaluacién para calcular el volumen generalizado de un poliedro.

En la primera de estas evaluaciones surge de manera natural la idea de hacer el cambio de
variables x — €Y para facilitar el calculo del nimero de puntos reticulares contenidos en un
poliedro. Uno de los objetivos de este trabajo es analizar este cambio de variable y observar
qué sucede al realizarlo en la funcién generatriz de un semigrupo.

El primer capitulo introduce las definiciones y resultados sobre teoria de poliedros que seran
necesarios en los siguientes capitulos.

El segundo capitulo presenta las dos evaluaciones antes mencionadas y estudia las propieda-
des del cambio exponencial x + €Y en la primera de ellas. Se aportan varios ejemplos explicitos
de calculo tras dicho cambio. Estos cédlculos estan relacionados con los Polinomios de Todd.

El tercer capitulo presenta un resultado reciente de gran relevancia en la teoria de poliedros:

la férmula de Berline-Vergne. Estas dos matematicas francesas proporcionan una nueva férmula

> h(x)

rePNZzd

para expresar

donde P es un politopo racional de dimensién d y h(x) un polinomio, como la suma extendida a
las caras F' de P de el volumen de F' por una cierta evaluacion relacionada con F'. Se explicitara
esta nueva evaluacién y se demostrard la férmula para el caso h(x) = 1. También se vera como
esta formula generaliza a dimensién superior la conocida formula de Pick.

El cuarto y ultimo capitulo aborda otro problema combinatorio como es el de determinar los

huecos de un semigrupo numérico. Se plantea como aprovechar el cambio exponencial que ya
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se ha planteado para la funcién generatriz de un semigrupo numérico. Se obtiene una solucién
concluyente para esta cuestion a través de las sumas de Newton y se implementa una funcién

en SageMath para el caso de semigrupos generados por tres elementos.



Capitulo 1

Definiciones y resultados previos.

En este capitulo se introducen las definiciones y resultados relativos a la teoria de poliedros
que seran necesarios en los capitulos 2 y 3. En [10] y [1] aparecen las definiciones expuestas con
mas detalle y aparecen demostrados los resultados que en este capitulo solo se enuncian.

Se considerars el espacio vectorial V' = R? con d > 0.

1.1. Poliedros, conos y polaridad.

Definicién 1.1. Un poliedro P C V es un conjunto definido por una cantidad finita de inecua-

ciones lineales:

P .= {IL’GVZ gz(l’> < ay, ZEI} (11)
Para un conjunto [ finito, donde ¢; : V' — R son funciones lineales y a; son ntimeros reales.

Es decir, un poliedro es un subconjunto que se puede escribir como la interseccion de un
conjunto finito de semiespacios cerrados. Diremos que un poliedro es racional si en la expresion
1.1, se pueden escoger «; y los coeficientes de ¢; racionales. Si un poliedro es racional entonces
en los hiperplanos que delimitan P hay puntos de Z¢.

Observamos que un poliedro es un conjunto convexo y cerrado por definicion. Si un poliedro
es acotado diremos que es un politopo.

La dimensiéon de un poliedro P es la dimensién del menor subespacio afin que lo contiene.

Definicién 1.2. Sea P C V un poliedro y sea v € P. Decimos que v es un vértice de P si
cuando se tienen vy, vy € P tales que v = ”12& entonces necesariamente v; = vy = v. Es decir,

v es un vértice si no existen vy y vy puntos distintos de P tales que v sea su punto medio.

Definicién 1.3. Sea ' C P decimos que F' es una cara de P si existe £ : V' — R una funcién

lineal y o € R tal que ¢(z) < « para todoz € Py

F={zxeP: [((x)=a}.



Capitulo 1. Definiciones y resultados previos. 8

En particular dado un poliedro P, el propio P es una cara de P y los vértices de P son

caras de P.

Definicién 1.4. Sea A C V un conjunto. Entonces la funcion caracteristica de A, 14 es la

funcién 1,4 : V — R dada por:

ve-{ ) 0 12

Denotaremos P(V), el espacio vectorial sobre R generado por las funciones caracteristicas
de los poliedros de V', P C V. Esto es, es el minimo espacio vectorial que contiene las funciones
caracteristicas de los poliedros P C V. Entonces los elementos de P(V') son las combinaciones

lineales finitas con coeficientes en R de funciones caracteristicas de poliedros. Es decir, si f €

f - Z aile‘

i€l

P(V), entonces f es de la forma:

donde P; C V son una cantidad finita de poliedros y «; son niimeros reales.
Analogamente se define P, (V') el espacio vectorial sobre R de las funciones caracteristicas

de politopos.

Definicién 1.5. Una evaluacion de P(V') o P(V)es una transformacion lineal
T:PV),Pp(V) —W

donde W es un espacio vectorial.

Hay otras evaluaciones, definidas de la misma forma, con salida en otros espacios vectoriales.
En la memoria se considerard alguna de estas también.

Una caracteristica fundamental de las evaluaciones es la siguiente: la evaluacion de (la
funcién caracteristica de) la unién de dos poliedros es la suma de las evaluaciones de (las
funciones caracteristicas de) de dos poliedros menos la evaluacién de (la funcién caracteristica

de) la interseccién. Es decir, si Py @ son poliedros y T' es una evaluacién se tiene:
T(1pug) =T(1p) +T(1g) — T(1png)

Resultado 1.1. Un poliedro no vacio contiene un vértice si y solo si no contiene ninguna recta.

A continuacién se define un caso particular de poliedro que sera de gran importancia en el

trabajo.

Definicién 1.6. Un poliedro K C V es un cono si 0 € K y para cada x € K y cada A > 0 se
tiene que A\r € K.
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El tnico posible vértice de un cono es 0. Por el resultado 1.1 se tiene que 0 es un vértice del
cono si y solo si el cono no contiene rectas. Un cono que no contiene rectas recibe el nombre de

cono punteado.

Definicién 1.7. Un punto v € V se dice que es combinacion conica de los puntos vy, va, ..., v, €
V si
m
v = Z Nv; donde A\ > 0.
i=1
El conjunto de combinaciones cénicas de un conjunto dado A C V recibe el nombre de
combinacion conica de A 'y se denota co(A) y es el minimo cono que contiene a los puntos de
A.
Decimos que un cono K C V' es simplicial si puede ser escrito como K = co(uy, usg, ..., uq)

donde {uy,us, ..., uq} es una base de V. Para d = 2 todos los conos son simpliciales.

Definicién 1.8. Sean u, ..., u; € Z% vectores linealmente independientes y sea
K = co(uy, ..., uy)

el minimo cono que los contiene.Decimos que el cono K es regular si el paralelepipedo semi-
abierto i
D = {Z%’Uz’ c0< o <lparai=1,..k}
i=1
no contiene puntos reticulares que no sean el origen. Este paralelepipedo recibe el nombre de

paralelepipedo fundamental de K.

Figura 1.1: Conos y sus paralelepipedos fundamentales.

Dado un poliedro P C R? definimos a continuacién varios conos asociados a P.
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Definicién 1.9. Sea P C V un poliedro no vacio que no contiene ninguna recta.Definimos

K = Kp como:
Kp:={ueV: x+4+ureP para algin x € P y para todo 7 >0}.

Es decir, el cono formado por las direcciones de las semirrectas contenidas en P. K C P recibe

el nombre de cono de recesion de P.

Definicién 1.10. Sea P C V un poliedro no vacio y sea v € P un punto del poliedro. Definimos

el cono tangente de P en v como:

tcono(P,v) :=={v+y: wv+eye€ P para algin €>0}.
Definimos el cono de direcciones factibles en v como

feono(Pyv) :={yeV: wv+eye€ P para algin €>0}.

Entonces se tiene que tcono(P,v) = v + fcono(P,v).

Observacion 1.1. El cono tangente, al no contener a 0, no es un cono como los que hemos
definido. Sin embargo, es el trasladado del cono de direcciones factibles, que si es un cono tal

y como lo hemos definido.

P

A
B
A tcono(P,B)
tcono(P,A) tcono(P,C)
B c®

Figura 1.2: Poliedro y sus conos tangentes en los vértices

Consideramos en V = R? el producto escalar usual (-, -).

Definicién 1.11. Sea A C V un conjunto no vacio. Definimos el conjunto polar A° de A como:
A ={x eV :(z,y) <1 para todo y e A}.
Si K es un cono, entonces se tiene que

Ke={z eV :(x,y) <0 para todo ye€ K}
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que también es un cono.

Sea C(V') el espacio vectorial engendrado por las funciones caracteristicas de los conjuntos

cerrados y convexos.

Resultado 1.2. Eziste una dnica transformacion lineal D : C(V) — C(V), que por tanto es
una evaluacion, de manera que D(14) = 1o para todo conjunto cerrado convexo y no vacio A.

Denotamos a esta evaluacion la evaluacion polar.

Resultado 1.3. Y se tiene que st P C V' es un poliedro, entonces P° C V es también un
poliedro y se tiene que si P contiene alguna recta, entonces P° estd contenido en un hiperplano

de V' y viceversa, si P estd contenido en un hiperplano, entonces P° contiene alguna recta.

1.2. Resultados sobre descomposicion de poliedros.

Resultado 1.4. Sea P € V' un poliedro y sea Vert(P) su conjunto de vértices. Entonces:

1p = Z Licono(Pvy modulo poliedros que contienen rectas.
veVert(P)
B B
A =4 + +
+
D D
c C

Figura 1.3: Descomposicién de un poliedro como suma de sus conos tangentes en los vértices.

Resultado 1.5. Sea P C V wun politopo no vacio y sea Vert(P) su conjunto de vértices.

Entonces:

Z Lfcono(pv) = 1o médulo poliedros que contienen rectas. (1.3)
veVert(P)

Resultado 1.6. Todo cono K puede ser escrito como

1o =) =+l

il

donde K; es un cono simplicial para cada i en el conjunto finito I.
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Resultado 1.7. Todo cono K puede ser escrito como

1o =) =+

iel
donde K; es un cono reqular para cada i en el conjunto finito I.

Resultado 1.8. Sea K un cono d-dimensional racional, entonces K se puede escribir como

suma de conos simpliciales racionales de dimension d.

Demostracion. Consideramos el cono polar K°. Utilizando la descomposicion del resultado

1o = +lg,

iel

anterior, se tiene

donde los conos K; son regulares. En esta descomposicién hay conos de dimensiones menores

que d y entonces escribimos

lxo = E +1k, modulo conos de dimension menor que d
ieJ

donde Kj; es regular racional y de dimension d para todo ¢ € J. Si a esta relacion le aplicamos

la evaluacién polar del resultado 77 se obtiene la relacién

1 = E +1ko modulo conos que contienen rectas
icJ

y como se tiene que si K; es un cono racional regular entonces K es un cono racional regular,

hemos conseguido la descomposicion deseada. O



Capitulo 2

Dos evaluaciones para poliedros.

Presentacion del cambio exponencial.

En este capitulo se presentaran dos evaluaciones importantes en la teoria de poliedros. La
primera de ellas da lugar a la formula de Brion para obtener la lista de puntos reticulares
contenidos en un poliedro P C R?. La segunda evaluacién es una generalizacién del volumen
de un poliedro; a cada poliedro P C R? le asocia una funcién meromorfa ®p de manera que, si
P es acotado, es decir, es un politopo, ®p(0) coincide con el volumen usual de P.

Los teoremas que presentan estas dos evaluaciones estan demostrados en [1] y [10]. El
primero de ellos; la formula de Brion, se ha estudiado y demostrado en el Grado de Matematicas.
En este trabajo es necesario partir de estos dos resultados para llegar a los dos objetos centrales
en el trabajo: la sustitucion exponencial y la férmula de Berline-Vergne.

A continuacién se presentara la sustitucién exponencial en la primera de las evaluaciones y

cémo puede utilizarse para obtener el niimero de puntos reticulares contenidos en P.

2.1. Una evaluacion para contar los puntos reticulares

de un poliedro.

Dado un poliedro racional P C R?, podemos considerar

Sp(z)= Y a" (2.1)

mePNZ4

donde z = (x1, 22, ..., x4), m = (mq, Mo, ...,mgq) y ™ representa xi" - x5 - .. -z,

Esta serie formal que contiene la informacién de los puntos de Z? que estdn contenidos en
el poliedro P, la llamaremos serie indicatriz reticular de P. Si P es un politopo, esta serie
serd un polinomio que llamaremos polinomio indicador reticular de P. Sin embargo, también

puede suceder que P no esté acotado y que en 2.1 haya infinitos sumandos. En cualquier caso,

13
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el siguiente teorema afirma que vamos a poder escribir esta expresion de forma mas compacta
como una funcion racional. De hecho, esta funcion racional, estara en el espacio vectorial sobre

Q engendrado por las funciones del tipo

.TU

(1_xul)...<1_x“d)

donde v € Z% y u; € ZN\{0} para i = 1,2,...,d. Denotaremos como R(QY) a este espacio
vectorial y denotaremos P(Q?) el espacio vectorial sobre Q engendrado por las funciones carac-
terfsticas de los poliedros racionales P C RY cuyos vértices son puntos reticulares. R(Q%) es un
subespacio vectorial del cuerpo de funciones racionales Q(x) = Q(x1, s, ...,74) v P(Q%) es un
subespacio vectorial del espacio de aplicaciones Q? — Q. Consideraremos todos estos espacios

vectoriales sobre Q.

Teorema 2.1. [1] Eziste una evaluacion
v PQY) — R(QY)

que a la funcidn caracteristica de cada poliedro racional P C R con wvértices reticulares le
asocia una funcion U(1p,-) € R(QY) que usualmente denotaremos por Wp(x) que verifica las

siguientes propiedades:

Up(x) = Z ™

mePNZ4a

para cada x € R para el que la serie converge absolutamente.

FEsto es, si la serie indicatriz reticular converge absolutamente para algin x € R, lo hace

hacia la funcion Vp(z).

2. Sim+ P es una traslacién de P por un vector m € Z%, entonces se tiene que
Up(z) = 2™Up(x).
3. Si P contiene alguna recta, entonces Wp(x) = 0.
Nota 2.1. Este teorema también se puede probar sin necesidad de considerar la convergencia

de series, sino simplemente tratando con series formales. Para ello se considera el maddulo

SL = Q[[z,z7Y]] de series de Laurent sobre el anillo de polinomios de Laurent PL = Q[z,x™"]
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con = (1, g, ...,xq). Se tienen las operaciones de suma de elementos de SL (y en particular
de PL) y la operacion de producto de un elemento de PL por uno de SL. No se tiene la
operacion de producto de dos elementos de SL. Con estas operacione,s SL es un mddulo sobre
el anillo conmutativo y con unidad PL.

El cuerpo de funciones racionales Q(z), que es en particular un Q-espacio vectorial, es
también un mddulo sobre PL ya que PL se puede ver como un subanillo de Q(x). Para escribir el
teorema en términos de series formales se considera el submodulo RL C SL de series de Laurent
racionales. Estas son las series de Laurent s para las que existen dos polinomios p,q € Qx] con
q # 0 de forma que q-s = p.

FEstd bien definida entonces la aplicacion F : RL — Q(z) definida por F(s) = g Y es un
homomorfismo de PL-modulos.

Formulado en estos términos, el teorema 2.1 afirma que las series indicatrices reticulares

Sp(x) € SL son elementos de RL y entonces para cada poliedro P,
F(Sp(z)) = Up(z).

Ademds, si P contiene alguna recta, entonces Sp estd en el niucleo de F. Naturalmente, las

funciones racionales F(Sp) pertenecen al subespacio R(Q?) C Q(z).

Dado un poliedro P, tiene la relacién (resultado 1.4):

1p = Z Licono(pwy modulo poliedros que contienen rectas. (2.2)
veVert(P)

Si a esta expresiéon le aplicamos la evaluaciéon W, teniendo en cuenta que es lineal y que

envia a 0 los poliedros que contienen rectas se obtiene la siguiente expresion:

2 v
\I}P(I) - Z \Iltcono(P,U) (.T) = Z x - ‘ijcono(P,v) (ZL’)

veVert(P) veVert(P)

Es decir, podemos obtener la serie indicatriz reticular de un poliedro racional P sumando
las funciones racionales asociadas a los conos tangentes en los vértices de P. En particular,
cuando P sea un politopo, podremos obtener su polinomio indicador reticular como suma de
las funciones racionales asociadas a los conos tangentes en los vértices de P.

En [4] se explicita cémo se obtienen estas funciones racionales para los conos tangentes en
los vértices. La idea es que cada uno de estos conos se puede descomponer como suma de conos
simpliciales (resultado 1.6), esto es, conos tales que su dimensién coincida con su nimero de

aristas. Para un cono simplicial K = co(uy, us, ..., ug), la funcién racional queda

Y oam= p() (2.3)

meKNnZ4 (1 —x“1)~--(1—x“d)
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donde p(z) es el polinomio indicador reticular del paralelepipedo fundamental D de K. Es

decir, polinomio indicador reticular de la regién:

d
D={) ow;: 0<o; <1, i=12 .d}

=1

Frecuentemente denotaremos hy(x) 1= V feono(pw) ().

Un ejemplo 2-dimensional de esta curiosa simplificacion es el siguiente.

Ejemplo 2.1. Se considera en R? el tridngulo T que tiene como vértices (0,0), (3,0) y (0,3).

Entonces se tiene

Z 2™ = ho0) (1, T2) + 23h(s.0) (21, 22) + 23h0,3) (21, T2)
meTNZ?2

1 x 3 (2.4)

- -
(=)l —22)  (I—a7 (1 —a7ley)  (1—23)(1—z123")
=l+m+23+zt+a(l+ 2 +23) +23(1 + 1) + 75

BN

]

La suma de funciones racionales se simplifica en un polinomio en el que los exponentes son

los puntos reticulares contenidos en T'.

Observacion 2.1. En particular se tiene que si P es un politopo, entonces ® p(y) es un polinomio

y que
#PNZ"=Up(1).

En el ejemplo que acabamos de ver se ha obtenido que #P N Z¢ = 10.
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2.2. Una evaluacién para obtener el volumen (generali-

zado) de un poliedro.

Se considera en R? el producto escalar usual (-, -). Dado un poliedro P C R?, usualmente se

define la medida de Lebesgue de P como

Ah@%zé%

De aqui en adelante nos referiremos a la medida de Lebesgue de un poliedro como “volumen”
independientemente de cual sea el valor de d. A priori, solo tiene sentido definir asi el volumen
en el caso de que P sea un politopo y en ese caso se puede extender esta nocién de volumen a
Py(R?) por linealidad. El siguiente teorema generaliza esta idea de volumen para un poliedro
P no necesariamente acotado.

Denotaremos por RM(R?) el espacio vectorial sobre R engendrado por las funciones del
tipo

|

f(y) = e H T con y € R?
sy,

donde v € R? y uy, uy, ..., ug es una base de R%. El espacio vectorial RM (R?) es un subespacio del
cuerpo de funciones meromorfas reales M(R?) = M(xy, s, ..., 24) Vvisto como espacio vectorial
sobre R.

Teorema 2.2. [10]
Existe una evaluacion

® : P(RY) — RM(R?)

que verifica lo siguiente:

1. Sea P C R% un poliedro no vacio que no contiene rectas y sea K C R? su cono de recesion.

Entonces, para cada y € intK°, la integral

/ el&y) d¢
P

converge absolutamente y uniformemente en los conjuntos compactos de intK° hacia la
funcion

®(1p, ) € RM(R?Y)

que usualmente denotaremos por ®p(y).
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2. Si P contiene alguna recta, entonces ®(1p) = 0.

Entonces, en el caso de que P sea un politopo, se tendra

p(y) = /Pe(f,w dé

y en particular
©r(0) = [ 14
P

que es el volumen usual de P.

Nota 2.2. También en este caso se puede enunciar y demostrar el teorema en términos de
series formales sin tener en cuenta la convergencia. Para ello consideramos el anillo H de
funciones enteras reales, por SC el anillo de series de potencias convergentes en el origen
y por SP = Rl[y]] el anillo de series de potencias formales en las variables yi,ys, ..., ya con
coeficientes reales. Todos ello son mddulos sobre el anillo de polinomios Rly| y tras identificar
cada funcion entera con su desarrollo en serie de Taylor en el origen se tiene la siguiente cadena

de inclusiones:
Rly| = H— SC — SP

En [10] se demuestra que los elementos de SC' y de H se identifican con las series

> any™

meNd

con a, € R que verifican que lim (37, _, lax|)Y* no es +00 o0 es 0 respectivamente. Podemos
k—o00 -
localizar la cadena de inclusiones anterior en los conjuntos multiplicativamente cerrados Sy =

R[y]\{0} v S1 = {productos finitos de polinomios lineales homogeneos} para obtener las

cadenas de inclusiones:
R(y) — 7‘[(0) — SC(O) — SP(O)

R[y](l) — H(l) — SC(l) — SP(l)

También se tienen las inclusiones Rly]qy C R(y), Hay C H), SCay C SCoyy SPay C SP

Ast, para escribir el teorema 2.2 en términos formales, se construye la evaluacion
P . 'P(Rd) — Ho)

que asigna o la funcion caracteristica de un poliedro el cociente % donde q es un producto de

formas lineales y h es una funcién entera que se obtiene por extension analitica (y por tanto
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necesariamente inica) de la funcion [ qe 8 d¢ que a priori solo converge en el conjunto intP°
. Ademds como intP° = () si y solo si P contiene alguna recta (resultado 1.3), se obtiene el
apartado 2 del teorema: ®p(y) = 0 cuando P contiene alguna recta. Se tiene ®p(y) € Hay C
H(O)

Igual que antes, aplicando esta evaluaciéon ® a la relacion 2.2 se obtiene la relacién:

q)P(y) = Z q)tcono(P,’U) (y)

veVert(P)

De hecho, haciendo un cambio de variable en la integral que define ®ipn0(py) se puede
escribir

(I)tcono(P,U) (y) = 6<y,v> CI)fcono(P,v) (y) .

Normalmente denotaremos @ eono(p)(¥) = fol(y)-

Es decir, dado un poliedro cualquiera P C R%, podemos asociarle una funcién meromorfa
®p(y) (a la que llamaremos volumen generalizado de P) que verifique que si P es acotado,
®p(y) esta bien definida en 0 y ®p(0) coincide con el volumen usual de P. Ademas, la funciéon
volumen generalizado de un poliedro P se obtiene como la suma de los volimenes generalizados
de los conos tangentes en los vértices de P.

La construccién de esta evaluacion para los conos tangentes se explicita en [10]. Pero como
antes, nos basaremos en la descomposiciéon de cualquier cono en conos simpliciales. Si K =

co(uy, ug, ..., ug) es un cono simplicial, entonces

d

1
w- [ u e

donde |u; A ug A ... Aug| es el volumen del paralelepipedo generado por g, us, ..., ug, es decir

d
lug Aug Ao Aug| = vol{z wa; . 0<o; <lparai=1,..,d}
i=1

Veamos dos ejemplos de esta curiosa simplificacién para d = 2.

Ejemplo 2.2. Supongamos que T C R? es de nuevo el tridngulo de vértices (0,0), (0,3) y (3,0)
y sea y = (y1,y2) (ver figura 2.1). Entonces se tiene que:

/€<y,€> d¢ = Z P (Licono(Pv)) = Z €<y,v>fv(y>
T

veVertT veVertT (25)
1 e3n e3v2

(—=y1)(—y2) " Yo (Y2 — 1) " y1(y1 — ?J2)'
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0,0y

fcono(T,(3,0))
fecono(T,(0,0)) fcono(T,(0,3))

Figura 2.1: Triangulo 7" con sus conos de direcciones factibles

Como el numerador de las funciones es siempre una funcion entera, consideramos su desa-

rrollo de Taylor en el origen para obtener:

1 + egyl + 63212 B
(—yl)(—y2) y2(y2 - yl) yl(yl - 3/2)
2 2
(y1 — yo) + y2(1+3ys + 2L+ ) =y (L + 3yo + 22 + . _ (2.6)

?/1y2(y1 - y2)

9 27
5t (yl+yz>+§(y%+ylyz+y§)+~-

2

| ©

Esto es, al evaluar en 0 la funcién obtenida, se tiene ®1(0) = 9/2, el volumen usual del

tridngulo T'.

Ejemplo 2.3. Consideramos el cuadrildatero P con conjunto de vértices {(0,0),(0,3),(2,2) y (3,0)},
que tiene drea 6 (ver figura 2.2).

Figura 2.2: Segundo ejemplo calculo de volumen

0,3)

0.0 3.0)
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Entonces:

1 2e3y1 3e3y2 2e2y1+2y2 h

o(Py) = I fuly) = — + + + =
ve%tp vy (o =2u2)y (2= 2y)ye - (22 —y)2y —y2) ¢

Con
q = yy2(y1 — 22)(y2 — 2u1)
h= (y1 — 2y2)(y2 — 2y1) + 2> yo (o — 2u1) + 22y (y1 — 202) + 3y ype2vrv2),

Ahora, tras desarrollar h en serie de Taylor vemos qué sucede en cada uno de sus términos.

No hay término independiente ni término lineal.

El término cuadrdtico: 5y1ys — 2y — 2y3 — dy1ys + 2y — dy1ys + 3y1y2 = 0

El término cibico: 6y, (y3 — 2y1y2) + 6y2(y2 — 2y192) + 6(y1 + y2)y1y2 = 0
2 2
El término cudrtico: 2ys(y2—2y1) 9% +2y1 (y1—2y2) 9% +3y1yzw = 30y2y2 — 12y, 95 —

12y3y; = 64q.

Los términos de grado > 5 de h son también polinomios homogéneos miltiplos de q. En

efecto, el término de grado k-ésimo para k > 5 es:

(3y)k2 (3yz)k2 2872 (y1 + yo) "2
WI) 9 o) 22

2ys (?JQ - 2y1)

y por la regla de Ruffini, es multiplo de q pues se anula para las sustituciones y; = 0, yo = 0,

Y1 =2Y2 Y Y2 = 241
Ast, deducimos que:

$(P,0) = 6.

Observacion 2.2. En los ejemplos, los términos con exponente negativo en el desarrollo de
Laurent de ®p(y) se cancelan y se obtiene una funcién entera. En [10] se demuestra que en el

caso de que P sea un politopo, ®p(y) es siempre una funcién entera.

2.3. El cambio exponencial en la evaluacion V.

Se presenta a continuacién una idea principal en este trabajo. Nos preguntamos qué sucede
si en expresiones del tipo 2.1 consideramos el cambio de variable x +— €Y. Se obtendria la

siguiente expresion:

> el (2.7)
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Sin embargo, ™Y = 1+ (m,y) + (m,y)2/2+- - - es una unidad en Q[[y]] pues tiene término
independiente no nulo y a priori no esta bien definido el término independiente de la serie que
se obtiene tras hacer la sustitucién en 2.1. Sin embargo, por el teorema 2.1 ya sabemos que si
P es un poliedro racional, entonces 2.1 se puede expresar como una funcién racional que vive

en R(Q%), es decir, es combinacién lineal finita de expresiones del tipo

xv

(1_xul)...<]_—xud)

donde el cambio exponencial esta bien definido. En otras palabras, aunque Sp tenga infinitos
términos, la funcién racional F(Sp) es una funcién racional para la cual el cambio exponencial

estd bien definido.

En efecto, tendriamos:

e(v:v) elyv)

(1 —elvun)... (1 — eWua)) (—1)d Hz Sy u) (14 {y,ui) uz> + <y7;i)2 4. )

Denotamos U; = 1 + @2—1,” + @:SL,V + - --. Al tener término independiente no nulo, esta serie de

potencias es invertible. Si denotamos por U; ' a su inversa, entonces se obtiene

U;l
115 R I s

U
=1 y’ v =1

donde U~' =[], U;! es una unidad en R[[y]] con término independiente 1.

De aqui en adelante, denotaremos I' a la evaluacion que se obtiene tras hacer el cambio de

variable z +— ¥ en la evaluacion V. Es decir
F(]‘va) = \D<1Pa ey)

Recapitulando, se tiene que para un poliedro racional P de dimension d

Z (btcono(P,v) (y) = Z e<y7v>q)fcono(P,v)(y) = Z 6<y7v>fv(y)

veVertP veVertP veVertP
Z I-‘tcono(P,v) (y) = Z 6<y7v>I-‘fcono(P,v)(y) = Z €<ij>gv(y)
veVertP veVertP veVertP

donde f,(y) es una funcién racional cociente de dos polinomios homogéneos y de grado —d y

9u(y) es cociente de una funcién entera entre un producto de formas lineales.

Podemos escribir

e g,(y) = guo(y) + gu1(y) + - + Gur(y) + -
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donde g, es un cociente de polinomios homogéneos de grado k — d y andlogamente

e o) = Loo@) + For(W) + o+ for(y) +
siendo f, x(y) = fy( ) la expresién explicita para f, (y).

Proposicion 2.1. Con las notaciones anteriores, se tiene que

9o0(y) = foo(y) = fuly)

Demostracion. La segunda igualdad es clara. Para demostrar la primera veamos primero el
caso de conos simpliciales. Sea v un vértice tal que fcono(P,v) = co(uy,us, ..., uq) €s un cono

simplicial. Entonces f, y g, se escriben:

fu(y)z/ e ¢ = Juy Aug A - - /\ud|H
K

—Y, Uj)

_ pe)U N (y)
v
Hi:l <_y7 uz>
donde p(X) € Z[X] es el polinomio indicador reticular del paralelepipedo fundamental D de

feono(P,v). Los términos homogéneos de grado —d en estas expresiones son

UL Nug N -+ AN
‘ ! 2 d‘H yauz

#DnZz?
H?:1<_ya u;)
respectivamente.
Como se tiene la igualdad [u; Aug A -+ Aug| = #D NZ%, ya estd probado el resultado para
conos simpliciales.
Veamos que también se da la igualdad en conos arbitrarios. Ya sabemos (resultado 1.6) que

todo cono K puede ser escrito como suma finita de conos simpliciales

1o =) +lg,.

el

Alguno de estos conos K; tendran dimension < d, pero para ellos la aportacion al volumen
es nula. Ademads en la expresiéon de g,(y), los conos de dimensién d < d, tienen términos de
grado —d’ como mucho. Asf g, (y) no queda afectado por estos conos, solo afectan los conos
K; de dimensién d.

De modo que también se tiene g, o = f,(y) para el caso no simplicial. O
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Denotamos gpr v fpi las partes homogéneas de grado k — d en el desarrollo de Laurent

de I'p(y) v ®p(y) respectivamente. Cuando P es un politopo, se tiene que ®p(y) y ['p(y) son

funciones enteras. Asi, si k < d entonces gpyr = fpr = 0. Si kK > d entonces gpy y fpr son

polinomios homogéneos de grado k.

En particular:

1. gpk(y) = frr(y) = 0 para k < d.

2. gpo v fpo son constantes y ademas
gro = #PNZ°

y fro es el volumen usual de P.

Veamos un ejemplo de esto, volviendo a considerar el caso en que T C R? es el tridngulo de

vértices {(0,0),(3,0),(0,3)}.

Ejemplo 2.4. Habiamos visto que

3

1 x3 x
Uy, 29) = + 1 + 2
R oy Gy R T e o R Gy Ty sy
entonces
1 €3y1 €3y2
FP(yby?) = (1 _ eyl)(l _ eyg) + (1 _ efyl)(l — €y27y1) T (1 — e*y2)<1 — eylfyz)'

Si, como ya hemos hecho antes denotamos

2 3
. Yy Yy Yy
U(y)—l—i—g—f—a—*—zﬁ-
entonces )
_ y oy
Ulty)=1-24+ =

y la expresion de I'p(y1,y2) queda

U™ )U ) | (143 + 255 4 ) U (—y)U™ (2 — 1)

_|_

Fp(y17y2) =

(1+3y24 - ) U (—2)
y2(y1 - ?Jz)

Y1Y2 hn (yz - yl)

(2.8)

Haciendo los calculos se obtiene que los términos homogéneos de grados —1 y —2 de cada
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uno de los sumandos se cancelan entre si. Para obtener el valor de la funcion suma en 0,

calculamos la aportacion al término homogéneo de grado 0 de cada unos de los sumandos.

n Primer sumando:

/1297 + 1/12y5 + 1/4y1ys _ yi +y3 + 3y10»
yi(y1 — y2) 12y192(y1 — y2)

= Numerador del sequndo sumando:

9,, 1 5 (W-—wn)? 3, 3 1
ST Yt T Ui+ 5 =) = 5uily: — )

y la aportacion del sequndo sumando es

95y2 — 23y1ys + yi
12y2(y1 — y2)

s Tercer sumando: ) )
95y7 — 23y1y2 + Y5

—12y1(y1 — 1))

Sumando todos y operando se obtiene

120y192(y1 — v2)

= 10.
129192(91 - ?JZ)

Es decir el término independiente del desarrollo de Taylor de la funcion T'r(y) es el nimero de

puntos reticulares contenidos en T

Figura 2.3: Poliedros que aparecen en los ejemplos.

Ejemplo 2.5. Veamos un nuevo ejemplo de este tipo de cdlculo para el nimero de puntos
reticulares. Consideremos el cuadrildtero P de vértices {(0,0),(0,3),(3,0),(2,2)}.
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Se tiene que

1 63y1+62y1+92 63y2+62y2+y1
(1 — @yl)(l — @yz) + (1 — e—y1)(1 — e—y1+2y2) + (1 — e—yz)(l — e—y2+2y1)+
e21t2y2 o o201ty2 4 oY1 +2y2

(1 —eyr=2v2)(1 — e~ 2n1+v2)

L(Lp)(y1,12) =

(2.9)

Para cada uno de los sumandos estudiamos su aportacion al término de grado 0.

1. m: ﬁ(l—%+i’—z+---)(l—%+%+---), y la aportacion al término de

grado cero en este sumando es

(Ui +u5 +42) _ yi + 93 + 3y

T =
’ Y1Y2 129199

2. Sz’denotamos‘fl:1+%+3‘1’_§+... yv'2:1_|_yl—2292+(91—122?/2)2_i_...,

2
oByHevitu (2+ (5y1 +12) + (FY7 + 251y + 5))i Vo

(I—ew)(1—ent2me) y1(y1 — 2y9)

y tras operar, la aportacion al término de grado 0 queda

T — 148y — 44y1y> + 23
' 1291 (y1 — 2u0)

3. Con operaciones andlogas, para el tercer término, la aportacion de grado 0 queda

T — 148y5 — 44u11 + 247
? 12y (y2 — 211)

4. Con operaciones similares se obtiene que para el ultimo sumando la aportacion es

81y? + 177y1ys + 81y3)
12(y1 — 2y2) (y2 — 2u1)

ng(

Sumando las aportaciones de cada uno de los sumandos se obtiene

—22y3ys — 22y1y5 + 55y1Y2

—11
—203ys — 2015 + Syrys

Ty+h+T+1T3=

La suma de los términos homogéneos se simplifica y al evaluar en y = 0 se obtiene el nimero

de puntos reticulares contenidos en el politopo.
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FEs interesante observar (como ya hemos visto en la teoria) que los términos de grado -1 y
-2 se cancelan y I'(1p,y) es una funcion entera.

En efecto, las aportaciones al término de grado -1 son

—(y1 + y2) n Ty — Yo TYy2 — 13(y1 + y2)

=0
211y vy —2y2)  y2(y2 —2u1)  2(y1 — 202) (2 — 201)

y las aportaciones al término de grado 2

1 2 2 3
_I_

+ =0.
Yo yilyn —2y2)  ye(y2 — 2u1) (1 — 2y2) (Y2 — 2y1)

Nota 2.3. Para el problema cldsico del conteo de puntos reticulares en un politopo P C R?
con vértices reticulares se tiene la féormula de Pick. Esta férmula relaciona los valores T'p(0) y
®p(0) para un politopo P C R?. La férmula afirma que el nimero de puntos de Z* contenidos
en el politopo P se puede calcular como el drea P mds la mitad de los puntos contenidos en la

frontera OP mds uno. Es decir
1
#PNZ*=volP + 5#(ap NZ*) +1.

Por ejemplo, en el caso del ejemplo del triangulo T con vértices {(0,0),(0,3),(3,0)} la
1qualdad queda
10 =

+29+1

N | ©
DN | —

y para el caso del cuadrildatero
1
11=6+ 58 + 1.

Nota 2.4. Los cdlculos que se han llevado a cabo en este capitulo (y que también tendrdan valor

en el capitulo siguiente) involucran a la serie

2 3
_ y v Y
U(y)—1+§+§+z+
Y G SU INVersa
2
_ y .,y
Uly)=1—2+Z +...
() st

. Los coeficientes de U~ se relacionan con los coeficientes de los polinomios de Todd.

Definicién 2.1 (Polinomios de Todd). Consideramos la funcién

d

F(Ta gla ~-'7€d) = H

=1

Us
1—e 76"

F es una funcién analitica en un entorno de 7 = & = --- = &, = 0 y por lo tanto admite una
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expresion

F=(r&,..&) =Y mitd(&, ... L)
k=0

Entonces td(&1,...,&) es un polinomio homogéneo simétrico con coeficientes racionales. En

particular:

tdo(&1, ., 6a) =1, tdy(§, ..., 6a) = Z@ y tda(6r, .. ) = 1225 +~ Z&@

z<]

Los coeficientes de estos polinomios son justamente los coeficientes que aparecen en el nu-

merador de nuestros cdlculos cuando invertimos la serie U(y). En efecto:

::]g

d TE; d 1
1—6 1 _ o7& H 2¢2 :Hm:HU_l(_T&)'

o1 L= (1 =78+ ;Z""") i=1 i=1



Capitulo 3

Una férmula para calcular el nimero

de puntos reticulares en un politopo.

El objetivo de este capitulo es presentar un resultado central de este trabajo, la férmula de
Berline-Vergne. En la férmula que lleva su nombre, estas dos matematicas francesas relacionan
las evaluaciones ®y) y I'p(y) presentadas en el capitulo anterior para obtener el valor #P N z4
donde P es un politopo racional. La férmula expresa el valor #P N Z% como la suma de los
volumenes de las caras de P multiplicados por el valor de una cierta evaluacion en los conos

tangentes a estas caras.

Este resultado aparece por primera vez en [5]. De hecho, en dicho articulo, se obtiene una

formula mas general que proporciona una expresion para

> )

mePNZd

donde h(z) € Rl[z] = R[x1,xs,...,24]. Este resultado es una generalizacién para dimensién
arbitraria de la férmula de FEuler-Maclaurin, en la que d = 1. Es decir, la férmula de Fuler-

Maclaurin proporciona una expresion para calcular

Z h(zx).

mela,bjNZ

En este trabajo nos restringiremos al caso particular de que h(z) = 1. Para trabajar con
esta férmula, es necesario considerar reticulos A més generales que Z¢, en la primera parte
del capitulo se aclararan las notaciones y técnicas que se van a utilizar. A continuacién se
presentara una nueva evaluacién §2 de conos racionales y finalmente se presentara la férmula

de Berline-Vergne y se vera como esta generaliza la férmula de Pick.

29
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3.1. Una evaluacién para conos racionales.
Se considera V = R? con el producto escalar usual (-, -).
Definicién 3.1. Decimos que un subconjunto A C V' es un reticulo si
= A es un subgrupo aditivo de V.
= A es discreto. Es decir, para cada conjunto acotado B C V, la interseccién AN B es finita.
= A genera V' como espacio vectorial.

En este capitulo se va a trabajar con un reticulo general A en vez de con el reticulo ya
conocido Z%. Los siguientes parrafos aclaran la notacién y definiciones que utilizaremos a lo
largo del capitulo.

Llamaremos puntos reticulares a los puntos del reticulo A y diremos que v € V' es racional
si existe ¢ € Z no nulo tal que tal que vg € A.

Si un reticulo A C V tiene a a wuj,us,...,u,, como base, denotaremos como det(A) a
|det(uy, ug, ...;uq)| = |ug Aug A -+ Ayl . Se puede demostrar que este valor es independiente
de la base escogida.

Diremos que un subespacio vectorial L C V es reticular si esta generado por elementos
de A. En ese casoL N A serd un reticulo de L y consideraremos en L la medida de Lebesgue
normalizada de manera que det(L N A) = 1, denotaremos a esta medida en L como d§;, . Asi,
en el espacio reticular L, consideramos la evaluacion ®; como la extension de la funcién que a

cada poliedro racional P C L le asocia la integral

D(Lp,y) = / ) e,

P
Se trata de la evaluaciéon del volumen de poliedros en L con respecto de la medida d&y,.

Observacion 3.1. Como a partir de aqui es importante tener claro en qué espacio vectorial
V' se estan considerando los poliedros, utilizaremos la notacién @y (1p,y) especificando en el
subindice el espacio vectorial, en vez de ®p(y) como se ha hecho en el capitulo anterior donde

el espacio era siempre V.

Dado un punto racional v € V', al considerar una traslacion racional de un espacio reticular

v + L. Denotaremos la evaluacién definida en v + L también como ®;.

Definicién 3.2. Dado v € V un punto racional, definimos A,(V) como el espacio vectorial
sobre R engendrado por las funciones caracteristicas de traslaciones por v de conos racionales

K, es decir de los conjuntos A = v + K donde K C V es un cono racional.
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El objetivo de este capitulo es definir una evaluacién cuyo espacio de salida sea A, (V). Para
ello, primero vamos a definir una aplicacién que, dado un espacio vectorial V' con un reticulo A,
fijado un punto racional v € V| a cada cono racional A con vértice en v le asocie una funcién

que denotaremos
w(A, VA, y)

. Cuando por el contexto se sobreentienda el espacio vectorial y el reticulo que en él se considera,
escribiremos simplemente w(A, y).

Luego extenderemos esta aplicacién para construir una evaluacién sobre A, (V).

Si Lt es el complemento ortogonal de L (que denotaremos también por V/L), denotamos
por A/L la proyeccién ortogonal de A en V/L. Entonces A/L es un reticulo en V/L.

Ademas, si A C V es la traslacién racional de un cono racional. Entonces se tiene que su
proyeccion en V/L (que denotaremos por A/L) es también la traslacion racional (respecto a

A/L) de un cono racional en V/L. Entonces para y € V/L definiremos la aplicacién
w(A/L,V/L,A/L,y)
Extendemos esta aplicacion a y € V' tomando clases, es decir, definiendo para y € V:
w(A/L,V/L,A/L,y) =w(A/L,V/L,A/L,y/L).

También utilizaremos la evaluacion I' definida en el capitulo anterior. Recordamos que es la
aplicacién que se obtiene tras realizar el cambio exponencial (z — €¥) en la evaluacién . Si A

es un cono que no contiene rectas entonces:

[(14,y) = Z elv:m.

meANA

Veamos entonces como definir esta aplicacién w.
Lo haremos de forma recursiva sobre la dimension del cono A. Si A = K + v buscamos

definir w(A,y) de manera que se satisfaga la siguiente identidad:

[(14,y) = Z W(A/L,y)®r(lan(s+v): Y) (3.1)

LCV reticular

donde el sumatorio recorre todos los subespacios reticulares L C V. En particular, cuando

K es un cono que no contiene rectas, la igualdad se lee como

d o= N w(A/Ly) / eWe) de . (3.2)

meANA LCV reticular AN(LAv)

El sumatorio que aparece en la expresién recorre una cantidad infinita de subespacios. Pero
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méas adelante vamos a ver que los tnicos términos no nulos son una cantidad finita; los que
corresponden a los subespacios paralelos a las caras de K.
Como en el sumatorio solo hay un subespacio L de dimensién 0 que es el vértice, podemos

escribir.

[(1a,y) = w(A,y)e” + Z wW(A/L,y)PrL(lanziv), ¥)

L:dimL>0

y podemos definir w(A,y) de manera recursiva. Si dimA = 0 entonces w(A,y) =1, si no

w(A,y) = e WIT(1y,y) — e WV Z W(A/L,y)®r(lan(r+v), ¥)) (3.3)

L:dimL>0

Veamos a continuacién algunos ejemplos de célculo explicito de esta funcién y de el valor que

toma en 0.

Ejemplo 3.1 (Conos unidimensionales.). En este ejemplo consideramos V- =R con el producto
escalar estindar, A = Z, A = [a,00) con a € Q. Entonces en el sumatorio de 3.3 solo existe

un subespacio de dimension > 0, que es L =V

I'(1a,9) Zemy—Ze 1—ey

meANZ m= "a]

Por otro lado

e
N A
[or,00) Y
Asi que finalmente se obtiene:
—ay e’—‘ﬂy ey
widy) =i + 7) (3.4)
y si denotamos B = [a| — « se tiene la siguiente expresion
ey 1
Ay = - 3.5
wAdy) = T+ (35)

Esta funcion es analitica en un entorno de 0. Veamos que valor toma en 0 tomando el desarrollo

de Taylor en el origen

e +1:y((1+y6+@+---)—(1+%+%—,+--->>:__m(ﬁz_é_i)wm
l—ev y 2L 2 12

de modo que w(A,0) = % —

Ejemplo 3.2 (Cono bidimensional regular con vértice en el origen.). Supongamos que K es

un cono punteado con vértice en el origen. Sean uy y us sus vectores primitivos que verifican
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luy Aug| =1 . Vamos que forma tienen los elementos de la expresion 3.3. Por un lado

1
(]_ — 6<y7u1>)(1 — €<y7u2))’

y como subespacios de dimension positiva en el sumatorio deben aparecer
V., span(uy) y span(us).

» Para L = span(uy), V/L = L* es la recta perpendicular a uy y una base del reticulo Z*/ L

es la proyeccion de uy sobre L*, dada por

(u1, ug)
(ur, uq)

Wy = Uz — Uy

Calculamos w(K/L,y), por un lado

1
o m Yy nw - -
I(1k/L,y) = E : Y Z el = 1 — elwry)

K/LNZ2/L
1
(I)L(lKﬁLay) = <U)1 y)
de modo que
1 1
w(K/L,y) =

» Para L = span(usy) se procede igual.

» Para L =V se tiene w(K/L,y) =1y ®r(1xnr,y) = m

Uniendo todas las expresiones y denotando o = (y,wy) y B = (y, ws) se obtiene

1
K. ) =
w( 7y) (1_611“1 )(1—6yu2>)
+(1+1)1+<1+11
L—e*  a’(y,u) "1—¢ B (y,ug)
1
<y7 U1><y, U2> ‘
(3.6)
Y haciendo los cdlculos con los desarrollos de Taylor de forma similar al ejemplo anterior
se obtiene
1 <’LL1, U2> 1 1
w(K,0) = —+ + .
( ) 4 12 <U1, ’U1> <’U27 U2>)
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Ya hemos visto como se define w(A, y) cuando A es la traslacién racional de un cono racional.
Sin embargo, queremos ver que w puede ser extendida a una evaluacién con espacio de salida
en A,(V).

Es decir, queremos ver que w respeta las relaciones lineales entre funciones caracteristicas de
traslaciones racionales de conos racionales. Es decir, que si fijado v € V racional, Ay, A, ... A,

son traslaciones de conos racionales por v y se tiene una relacion del tipo:

m
> ails, =0
i=1
entonces se tiene que
m
Z%W(Ahy) =0.
i=1

Para demostrar esto, utilizaremos un lema que nos dice que basta probar un caso particular

mucho més simple.

Lema 3.1. Sean v € V racional, W un espacio vectorial y 8 una aplicacion que a cada traslacion

A =v+ K donde K es un cono racional, le asigna un elemento 0(A) C W.

Sea H wun hiperplano afin racional tal que v € H y sean H™ y H~ los correspondientes

semiespacios cerrados que H delimita.

Sean

AT=ANH" y A" =ANH"

Supongamos que para cada cono racional K y cada hiperplano racional H con v € H se

tiene la igualdad :
O(A) =0(A)+60(A7)—0(ANH).

Entonces la aplicacion 0 se puede extender a una evaluacion (transformacion lineal):
0:A, — W

de manera que O(14) = 0(A) para todo cono A que sea una traslacion A = K +v de un cono

racional.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, consideraremos el problema trasladado al origen, es

decir v = 0. Sean K1, K>, ..., K,,, C V un conjunto de conos racionales y sea

i OéilKi =0
i=1
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una relacion lineal entre sus funciones caracteristicas. Nuestro objetivo serd probar que
m
i=1

lo cual implicaria que la aplicacion 6 se extiende a une evaluacién ©.

Si nombramos {H;; : j € J;} a los hiperplanos que delimitan las caras de cono K;, y
definimos H = {H,;; :i=1,2,....m j € J;}. Entonces los hiperplanos de H dividen el espacio
V en una cantidad finita de conos racionales de dimension méxima tales que la interseccion de

dos de ellos siempre tiene dimensién menor.

Sea {C; : j € J} el conjunto de todos estos conos junto con todas sus caras no vacias (que
también serdan conos de dimensién menor). Equivalentemente, este conjunto se puede definir
como el de los conjuntos que son intersecciéon de semiespacios definidos por elementos de H
y tales que al intersecarlos con cualquier otro semiespacio definido por un elemento de H, su

dimensién disminuye.

Nos interesa probar que las funciones 1¢; son linealmente independientes; supongamos que

> yle, =0.

jeJ

tenemos una relacion lineal

Nos fijamos en los C; de dimensién méxima, sabemos que cada par de estos interseca en otro
C; de dimensién estrictamente menor. Asi para cada j tal que C; tiene dimensién maxima se
verifica que y; = 0. Si repetimos el argumento fijandonos en los C; de dimensién dim(V) — 1
también se obtiene que para ellos ; = 0. Se repite el argumento reduciendo la dimensién hasta

llegar a la cara de menor dimensién que también debera tener coeficiente nulo.

Ahora observamos que para cada i = 1,2, ..., m podemos escribir

1k, = Bl
jeJ
para ciertos 3;; y aplicando la hipétesis de forma recursiva podemos deducir que

0(K;)=>_ Bi6(Cy).

jedJ

Entonces

> ) wiBijle, =0

i=1 jeJ

y por ser linealmente independientes los 1¢; se tiene que S ;i = 0 para cada j € J de
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donde se deduce que

i=1 i=1 jeJ

como queriamos demostrar. O

Una vez presentado este lema estamos en condiciones de demostrar que la aplicacién w(A, y)
que hemos definido, se extiende a una evaluacién y que verifica ciertas propiedades que nos

interesan.

Recordamos que M (V) es el espacio de funciones meromorfas en V.

Teorema 3.1. Sean V' un espacio euclideo, A un reticulo en V y v € V un punto racional,

entonces podemos considerar una evaluacion (aplicacion lineal)
Q:A,(V) — M(V)

verificando las siguientes propiedades:

1. Sea K C V un cono racional. Sea A = K + v su traslacion racional y sea L C 'V
un espacio reticular. Entonces la proyeccion A/L C V/L es la traslacion racional (res-
pecto del reticulo A/L) de un cono racional K/L C V/L de manera que las funciones
Q2a/z), 21a) € M(V) estan bien definidas y se verifica la identidad

['(14) = Z Q(lA/L)q)L(lAm(LJrv))

donde el sumatorio recorre todos los subespacios L C V' paralelos a las caras de A.

2. Si A= K +wv es una traslacion racional de un cono racional K C 'V que contiene alguna

recta, entonces 2(14) = 0.

3. St A= K +wv es una traslacion racional de un cono racional K C V', entonces la funcion
Q(14) € M(V) es analitica en y = 0.

Demostracion. Procederemos por induccién sobre dim (V') = d. Si d = 0, entonces Q(f) = f(0)
para toda f € A,(V) y se verifica cada punto del teorema. Para d > 1, como ya se ha

desarrollado antes, si queremos que se verifique (1), vamos a definir recursivamente

QLa,y) = e @I (Lay) — e @ 3 QLa)u(Langien.y) (3.7)

L:dimL>0
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para A = K + v la traslacién por v de un cono racional K y donde el sumatorio recorre los
subespacios de dimensién positiva paralelos a las caras de A.

Para ver (2), supongamos que K contiene una recta. Entonces es inmediato que I'(14) =
0. También toda cara A N (L + v) de dimensién positiva, contiene una recta de modo que
®1,(Lan(z4v)) = 0, de modo que se tiene (14) = 0. Se concluye ©(14) = 0.

También hay que probar que la suma se puede extender a todos los subespacios reticulares
de dimensién positiva, ya que solo los paralelos a las caras de A tienen un aporte no nulo. Es
decir, queremos ver que si no hay una cara F' que genere L, entonces Q(14,.)®(AN(L+v) = 0.

Supongamos que L C span(K) con dim(F) > dim(L), entonces A/L es una traslacién de
un cono K/L que contiene una recta y en consecuencia £2(14/,) = 0.

Por otro lado, si se tiene que dim(L N K) < dim(L).

Ahora hay que demostrar que, asi definida, podemos extender 2 a una evaluacién en A, (V).
Ya sabemos que para ello basta con probar el caso particular del lema anterior. Manteniendo

las notaciones de dicho lema hay que probar que
Q1a) =Q2La+) + QLa-) — 2Lann).

Como I' y &, son evaluaciones, tenemos que
[(L4) = T(Las) + (L) = T(Lann).

v que
Qr(Lanitv) = Po(latntv) + Po(la-ryitv)) — Po(lananzrv))-

Ademas, las proyecciones preservan las relaciones lineales entre funciones caracteristicas de

poliedros, entonces

i = Lav/p+ 14—/ — Lannyz

y por hipdtesis de induccion
Q<1A/L) = Q<1A+/L> —|— Q(].A—/L) — Q(lAﬂH/L)~

Si definimos
(A, L) = Q1a/0)Pr(LanL+v))

entonces observando la expresién de (1), basta probar que se verifica
(A, L) =TI(A", L) + TI(A~,L) = II(AN H, L). (3.8)

Sea F' una cara no vacia de A, consideremos los posibles casos que podrian darse y veamos que

se verifica la igualdad en cada uno de ellos.
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(a) FCH

(b) F estd en contenida en H™.

(c) F esta contenida en H~.

(d) H pasa por un punto del interior de F' de forma transversal.

(e) L es un subespacio paralelo a una cara G = F N H de AN H donde F es una cara de A,

H pasa por un punto interior de F'y lo interseca de manera transversal.

(a) (b)-(c) (d)-(e)

Figura 3.1: Cono A de dimension 3 y las posibles posiciones de un hiperplano H, una cara F
de A y una cara G de AN H.

Supongamos que estamos en el caso (a), entonces se tiene que
AN(L+v)=A"Nn(L+v)=A"N(L+v)=ANHN(L+).

Entonces, como hemos visto que se tiene (14,) = Q(1a+/r) + QLa-/2) — ULanm/L), se
verifica 3.8.

Supongamos ahora que se tiene (b), F* C HT. Entonces se tiene que A/L = A" /L y entonces
dim(A~ N (L+wv)) <dim(L) y dim(AT N (L+v)) < dim(L). Asi se tiene que

[I(A, L) = [I(A*, L)

¥y que
(A~ L) =TI(ANH,L) =0
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y se tiene la igualdad pedida.
Para el caso (c) se razona de forma anéloga.

Supongamos que L es paralelo a una cara F' de A de forma que H pasa por un punto interior

de F'y lo corta transversalmente. Entonces
AL =A"/L=A"/L, Qr(Lanan(z+v) =0

y como ¢ es una evaluacion se tiene la condicion pedida.

Finalmente, si se tiene el caso (e) entonces
AN(L+v)=A"Nn(L+v)=A"N(L+v)=ANHN(L+)

y se verifica la condicién ya que Q(14/) = Q(La+/) + Q2La- /) — QUL anm/L)-

Observamos que cada cara de A" (respectivamente de A~) es, o bien la interseccién de
una cara de A con H" (respectivamente de A™) o bien la interseccién de una cara de A con
H. También, cada cara de A N H es la interseccién de una cara de A con H. De modo que,

restringirnos a los subespacios del tipo (a)-(e) basta para concluir que
Q(lA) - Q(1A+> + Q(].A—) — Q(lAﬂH)

Para acabar de demostrar el teorema necesitamos demostrar que §2(14,y) es una funcién

analitica en y = 0, para ello vamos a proceder por induccién sobre d = dim(V').

Supongamos que A = K + v es la traslacion de un cono racional K que no contiene rectas
y es de dimensiéon maxima. Sino fuese de dimensién méxima, lo podriamos considerar como un

cono de span(K') y habriamos terminado.

Ahora vamos a utilizar que todo cono K racional que no contiene rectas de dimension
maxima, puede ser escrito como combinacion lineal de conos regulares racionales de dimension
méxima médulo conos racionales que no contienen rectas (resultado 1.8). Como ya hemos visto

que () es una evaluacion basta probar que
Q1) = w(K +v)

es una funcién analitica en y = 0 siendo K = co(uq, us, ..., uq) v {us, us, ..., ug} una base de A.

Antes de ver como queda la formula es necesario tener en cuenta lo siguiente. En el teorema
2.1 habiamos visto la evaluacién ¥ para poliedros con vértices en puntos reticulares. En este caso
nos interesa poder considerar la evaluacion en el caso de que los vértices sean puntos racionales
del reticulo A. Es decir, puntos v tales que existe ¢ € Z tal que qu € A. En particular, nos

interesa que esta evaluacion exista para los conos regulares con vértice en un punto racional.
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En este caso concreto, no es dificil construir esta extension. La idea es que si
A=v+ K =v+ co(uy,ug, ..., uq)
siendo {uy,ug, ..., uq} una base de A buscamos un punto w € A que verifique que

AN (w+ co(uy, ...,uq) = AN (v+ co(uy, ..., ug).

Este w € A lo denotaremos por w = [v] g y se construye de la siguiente forma. Si expresamos

v en la base {uy, ug, ..., uq}:

d d
= Z a;u; entonces [v]x = Z [ ]u
i=1 1=1

Una vez visto esto,

::]g

_ _ {yw _
F(1A> = F(lK—f—v) = eI 1K = el e 1 — elvu)”

Ademéds, ya hemos visto que los subespacios L que aparecen en la expresién de €2(1,4) son

aquellos paralelos a las caras de A. Es decir son subespacios de la forma

L=0L;=span(u;: 1 €1 C{l,2,..,d}.

Entonces .

Op(Lan(rso) = Y H s

iel

Por hipétesis de induccién se tiene que €2(1,4,7) es una funcién analitica en y = 0. Entonces

observando la expresién de €2(14) (3.7) tenemos

1 1
- 7< 7U> < 7U> -
1 — e(y,m) e Z et H _ . (39)

i=1 L:dimL>0 iel < Y, ul>

=

Q<1A7 y) — 67<y7v>€<y7w>

Es decir, que ©(14) es una funcién meromorfa y sus posibles polos en un entorno de y = 0
se encontrarian en los hiperplanos (y,u;) = 0. Para demostrar que en efecto es analitica en

y = 0 basta demostrar que
Q(1A7 y) <y7 u’L>

es idénticamente nula en el hiperplano (y, u;) = 0. Probémoslo sin pérdida de generalidad para
1= 1.
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Primero, observemos que

{y, u1) s =-U"({y,w))

1 — elyu

vale —1 en los puntos del hiperplano (y,u;) = 0. De modo que al multiplicar por (y,u;) la

expresion 3.9 se obtiene:

Q(lA,yxy,ul):—e<W*v>H;+ > [] L (3.10)

— (y,’ll,7,> -
i=2 1—e Ic{l,..,d}: 1€l iel\{1} (y, i)
Consideremos ahora la proyeccion sobre el complemento ortogonal de span(uy). Asi, deno-
tamos A" = A/span(uy), u; = u;/span(uy), K' = co(u},ub, ...,u};) y A’ el reticulo generado por
los vectores ul, ..., ul).
Entonces K’ es un cono (d — 1)-dimensional regular con respecto al reticulo A’. Como y

es ortogonal a uy, entonces se tiene (c,u;) = (c,u}) para i = 2,...,d y podemos reescribir la

expresion 3.10 como

d
Q1a) — elyw'=v') H ﬁ 4 Z Q(Lazr,) H b

— !
i=2 IC{2,...,d}: T#D iel < y,uz>

Y podemos reescribir esta expresion como

Qla) — e TAa) + e > QLayn)Pr(Liat (o))

L: dimL>0

y por la expresion 3.7 se tiene que esta expresion vale 0 y hemos finalizado la demostracién. [

3.2. La férmula de Berline-Vergne.

Ahora vamos a ver como se puede utilizar esta evaluacion €2 y el hecho de que sea analitica en
y = 0 para construir una nueva expresion para el nimero de puntos reticulares de un politopo.

Para ello se presenta el siguiente teorema que es central en este trabajo.

Teorema 3.2. Sea V' un espacio vectorial con un reticulo A y sea P C V' un politopo racional.
Para cada cara F de P, definimos los valores vol(F) y «(P, F) de la siguiente forma: sea
L = Lr CV el subespacio vectorial paralelo a F'. En L normalizamos la medida de Lebesgque
de manera que det(A N L) = 1 denotamos vol(F') la medida de Lebesgue de F' tras realiza
dicha normalizacion. Sea tcono(P, F') el cono tangente de P en un punto interior de F' y sea

A = Ap = tcono(P, F)/L la proyeccién ortogonal de tcono(P, F) sobre L. Entonces,definimos
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a(P, F) =w(A,0). Entonces se tiene

#PNA=> wol(F)a(P,F)

donde el sumatorio recorre todas las caras no vacias de P incluyendo al propio P.

Demostracion. Sea v € Vert(P) denotamos A, = tcono(P,v) el cono tangente de P en v.

Entonces, por el teorema 2.1 se tiene

> T(14,)=T@1p)= Y evm.

veVert(P) meANP

También, por el punto (1) del teorema anterior se tiene que
I'(1a,) = Z QLa,/0)Pv(La,n(zrv)
L

donde el sumatorio recorre los espacios paralelos a las caras de Ay,.

Juntando estas dos expresiones

Z el = Z ZQ(lAv/L)(I)V(lAm(LJrv))

meANP veVertV L

= Z Z Q(ltcono(P,v)/L)(I)V(1tcono(P,v)ﬁ(L+v)) (311)

veVertV L

- Z Q(:I-tcono(P,F)/LF) Z (I)Lp(ltcono(F,v))
F

veEVert(F)

Como por el teorema 2.2 se tiene

Z CDLF(ltcono(F,v)) = / ey,& de
F

veVert(F)

Asi se llega a la expresion

> " =3 Oliono(pry/Lr) / ele)
F

meANP F

donde la suma se extiende a todas las caras no vacias de P incluido el propio P. Si esta expresién

la evaluamos en y = 0 se obtiene
#P N A=> w(tcono(P, F)/L,0) / 1d¢;
- F

que es lo que queriamos demostrar.
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]

Es interesante observar como esta férmula es una generalizacién de la férmula de Pick que
se ha presentado en la nota 2.3. Esta férmula afirma que para el caso d = 2, si P es un politopo

cuyos vértices son puntos reticulares, se tiene
#PNZ* =volP + #(0PNZ% + 1.
Para politopos bidimensionales, la férmula de Berline y Vergne afirma que

#P N A =vol(P)a(P,P)+ > wol(E)yP,E)+ Y wol(v)a(P,v) (3.12)

E arista veVertP

En el primer sumando, vol(P) es el drea usual de politopo. Y
Oé(P, P) - Q(ltcono(P,P)/V,O) = 1.

En el segundo sumando, o(P, E) = Q(1icono(p,E)/1, 0) como tcono(P, E)/L es un cono unidi-
mensional, podemos aplicar lo visto en el ejemplo 3.2 para concluir que a(P, E) = % si F/ es una
arista de P. Dado que los vértices de P son puntos reticulares y, en Lg se considera la medida
de Lebesgue de manera que el reticulo Ly N A tenga paralelepipedo fundamental con medida

1., se puede concluir que el nimero de puntos reticulares que se encuentran sobre aristas de P
coincide con >  wol(E).

E arista
Finalmente, si v es un vértice de P, se tiene vol(v) = 1. Para finalizar basta con demostrar

Z alPv) = 1.

veVertP

que

En efecto, se tiene que

Z Oé(P, U) = Z Q(ltcono(P,U)v O)

veVert(P) veVertP

= Z Q(lfcono(P,v)u O)

veVertP

(3.13)

Como para todo politopo P se tiene la igualdad (resultado 1.5)

Z Licono(Pw) = lioy  méodulo poliedros que contienen rectas,
veVertP

al aplicar la evaluacién ) y evaluar en 0 se obtiene la igualdad que queriamos. Acabamos de

probar que para d = 2 la formula de Berline-Vergne coincide con la formula de Pick.

Ejemplo 3.3. Consideremos una vez mdas el politopo dado por el tridangulo T de vértices
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{(0,0),(0,3),(3,0)}. Para ello, tenemos que calcular las aportaciones de cada uno de las caras
de T'. Estas caras son: vy, v, v3, E1, Fy, F3 y T.

Para las aportaciones de los vértices: se tiene que vol(v) =1 y
a(P7 /U) = Q(L&cono(P,va 0)

Ya se vio en el ejemplo 3.2 que si K es un cono racional reqular K = co(uy,us), entonces se

tiene que
1 <'U,17U2> 1 1
w(K,0) =~ + + .
( ) 4 12 <’U1,Ul> <U2,’l)2>)
Para el vértice (0,0), se tiene u; = (1,0) y up = (0,1) y entonces a(T,vy) = 5. Para el

vértice vy = (3,0), uy = (—=1,1) y up = (=1,0) de modo que (T, v) = ; + 15(3 + 1) = 2. De
forma andloga, para vz = (0,3) también se obtiene a(P,v3) = g. Las aportaciones de todos los
vértices suman 1.

Calculemos las aportaciones de las aristas. Teniendo en cuenta que se estd considerando el
drea normalizada, no es dificil ver que vol(FE;) = 3 para i = 1,2,3. En el ejemplo 3.1 se ha

calculado ya que para un cono racional unidimensional A se tiene

w(A,0) = % - B.

_ 1
=1
Finalmente hay que considerar la cara T. o(T,T) =1 y volT = g.

En todos los casos se obtiene que o(T, E)

De modo que la formula de Berline-Vergne queda:

9 3 3 3 3 3 1
PRA=c+2424242424 220,
#PN 2+2+2+2+8+8+4 0

3/8

1/2

1/4 3/8

1/2

Figura 3.2: Valores de (7T, -) para las distintas caras del tridngulo 7.



Capitulo 4

El cambio exponencial para semigrupos

numericos.

En el dltimo capitulo de este trabajo se aborda el cambio exponencial para otro problema
combinatorio como es el de determinar los huecos de un semigrupo numérico. Se plantea qué
sucede al hacer el cambio de variable que ya se ha presentado, en la funcién generatriz de
un semigrupo; si este cambio es viable y cémo nos puede ayudar a determinar los huecos del
semigrupo. Se presenta un algoritmo original para resolver esta cuestion, este algoritmo se ha
implementado para el caso de un semigrupo con 3 generadores en SageMath.

Finalmente se presenta una forma diferente de escribir la funcién generatriz de un semigrupo
y se expone la conjetura de Wilf que es un problema abierto de gran relevancia en la teoria de

Semigrupos.

4.1. Funciones generatrices de semigrupos numeéricos.

Un subconjunto S C N es un semigrupo si verifica
= 0esS
» six,y €S entonces x +y € S.

A los elementos h € N que no estan en el semigrupo S los llamaremos huecos o lagunas
de S. Denotaremos por Hg el conjunto de huecos del semigrupo S. Diremos que el semigrupo
es numérico si tiene una cantidad finita de huecos. En este caso, denotaremos por g o género
del semigrupo al ntimero de huecos del semigrupo. Si el nimero de huecos es finito, existe un
elemento ¢ € S tal que para todo x > ¢ se tiene x € S, es decir, existe un natural a partir del
cual todos los siguientes pertenecen al semigrupo, el menor de estos elementos recibe el nombre

de conductor y lo denotamos por c.

45
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Dada una cantidad finita de naturales no nulos a; < as < ... < a,, el semigrupo que generan

viene dado por sus combinaciones lineales finitas con coeficientes naturales, es decir:
S(a17a27 ~-~7an) = {alml +agmo + -+ a,my 1 M € N}

Proposicién 4.1. El semigrupo S(ay, as, ..., a,) es numérico si y solo si med(aq, ag, ..., a,) = 1.

Demostracion. Primero, supondremos que los elementos aq, as, ..., a, son coprimos, para llegar
a que el conjunto de huecos del semigrupo es finito o ,equivalentemente, que a partir de un

cierto natural ng, todos los naturales estan en el semigrupo.

Por la identidad de Bézout se tiene que existen by, ...b, € Z tales que
arby +---+a,b, =1,
y tomando M = m?x|bi\ y s=May; +---Ma, € S, el elemento
s+1=(M+b)ay+- -+ (M +by,)a,

estd en el semigrupo.

Es decir, tenemos dos elementos consecutivos s, s+ 1 que estan en el semigrupo, veamos que

a partir de ellos podemos encontrar s elementos consecutivos dentro del semigrupo. En efecto,
(s+1)s+0(s+1)=s"+s€S
(s)s+1(s+1)=8"+s+1€S

(s—1Ds+2(s+1)=s"+s+2€8

(s—2)s+3(s+1)=s"+s+3€S

(s+(s=2)s+(s—1)(s+1)=s*+s+(s—1)€S.

Y una vez que tenemos que s € S y que hay s elementos consecutivos
45,52 +s+2,..,82+s+s—1

en S, es facil ver que todo natural mayor que s? + s est4 en el semigrupo, ya que ese entro sera
la suma de uno de los s elementos anteriores con s.

Reciprocamente, si se tiene que mcd(ay, ..., a,) = d > 1, entonces todos los elementos del

semigrupo son necesariamente multiplos de d y hay infinitos huecos del semigrupo. O
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Dados los generadores aq, ..., a, de un semigrupo numérico, se conoce como problema de
Frobenius o problema de las monedas, a determinar el mayor entero que no se encuentra en el
semigrupo. Es decir, determinar el natural ¢ — 1, que recibe el nombre de numero de Frobenius

del semigrupo.
Ejemplo 4.1. Si consideramos el semigrupo numérico
S(3,4) = {3n1 +4ny : nq,ny € N}
entonces los huecos son Hg = {1,2,5}, el conductor es 6 y el nimero de Frobenius es 5.

Dado un semigrupo 5, le asociamos su funcién generatriz:

ls(z) = Z ™
mes

Nos gustaria poder realizar el cambio exponencial, z — €Y, en esta funcién generatriz. Sin

embargo, la sustitucion en la funcion

ls(e¥) = Z e

meS

no estd bien definida ya que e™ =1+ my + @ + -+ es una unidad del anillo C[[y]] y no
esta bien definido el término independiente en la expresién £g(e¥).

Sin embargo, si ¢ es el conductor del semigrupo .S, podemos escribir

mC

(4.1)

ls(x) = Z ™ = q(z) + me =q(z) +

meS m>c

1—2z

donde ¢(z) es el polinomio que recoge en sus exponentes los elementos del semigrupo menores

que c. Asi podemos escribir
q(z)(1 —x) + ¢
1—2x '

€5(£) =

Es decir, la funcién generatriz de un semigrupo es una funcién racional en la que es posible
hacer el cambio exponencial.
De hecho, es interesante observar que, dado que (1 — 2%) es un multiplo de (1 — x) para

cada 7, vamos a poder escribir la funcién racional como

n

ts(2) =] p(x)ai. (4.2)

111l —x
=1

Nos va a interesar también conocer la forma de este polinomio p(x).
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Veamos ahora qué es lo que se sabe sobre la obtencién de estas funciones racionales a partir
de los generadores aq, as, ..., a, del semigrupo S.
Proposicién 4.2. Sea S el semigrupo generado por a yb con med(a,b) = 1, entonces la funcion
generatriz del semigrupo {s(x) se puede expresar como:

].—Jfab

S = T

Demostracion. El semigrupo S es
S ={aa+Bb: (a,3) € N*}.

Representamos todos los elementos (algunos repetidos) del semigrupo en la siguiente tabla.

ab+b b+ba+a b+ ba + 2a

ab ab+a ab + 2a 2ab

(a—1)b (a—1)b+a (a—1)b+2a --- (a—1)b+ba
2b 2b+a 2b+ 2a e 204+ (b—1)a 2b+ ba 2b+ba+a
b b+a b+ 2a o b+ (b—1)a b+ ba b+ba+a
0 a 2a (b—1)a ba ba +a

Cuadro 4.1: Representacién de los elementos del semigrupo S

Observamos que en la regién encuadrada, que llamaremos R, estan representados de forma

unica cada uno de los elementos del semigrupo. En efecto, los elementos de esta region son
R={aa+pb: 0<p<(a—1),0 € N}

Sis=cd'a+ ['b €S entonces:
s Sif <a—1entonces s € R

= Si 8’ > a entonces puedo escribir ' = ak+r con r < a—1 para obtener s = a(a’+k)+r
y entonces s € R.

Ademas los elementos del semigrupo aparecen una tunica vez en R; si tenemos
s=cda+ b= aa+ Bb

con 3, " < a entonces, al ser a y b coprimos se tiene que 5b = f'b (mod a) = ' = [y en

consecuencia o' = a.
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l_karl
1—x

: ] m _ _1 k m
Ahora, teniendo en cuenta que )~ 2™ = — y que ) ' x , al sumar los

elementos de la banda se obtiene:

—_

S}

o0 a—1 a—

1—zxa 1—za 1— 2zt
0 a=0 8=0

T

El problema de obtener esta funciéon racional se vuelve notablemente més complicado al

aumentar el nimero n de generadores del semigrupo S.

Para n = 3, en [8] se demuestra que la funcién generatriz de S(aq, az, asz), se puede escribir

CcOoImo

1 — xpl —_ pr — xp3 +xp4 _I,_:EPS
> "= (1 — za) (1 — zo2)(1 — z9)
mesS
donde los exponentes p; son enteros no necesariamente distintos que dependen de los generadores

a1, G2y as.

Para n = 4, en [11] se demuestra que para un semigrupo S = S(ay, as, ag, ays) se tiene que

Z L p(z)
— 1—3:“1)(1—33“2)(1—:5“3)(1—;5“4)
donde p(z) es un polinomio cuyo nimero de monomios con coeficiente no nulo puede ser arbi-

trariamente grande dependiendo de los generadores a;.

Es decir, el caracter sencillo de la funcién racional asociada al semigrupo desaparece al
aumentar el nimero de generadores. Sin embargo A.Barvinok y K.Woods demuestran en [3] que,
fijado el nimero de generadores n, la funcion generatriz del semigrupo generado por aq, as, ..., @,

que habiamos visto que tiene la forma

:ﬁ p()
1—aa

i=1

puede ser calculada en tiempo polinémico. No obstante, existen expresiones explicitas precisas

para el polinomio p(z) que se estudiardn en un trabajo posterior.
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4.2. El cambio exponencial en funciones generatrices de

semigrupos numeéricos.

Vamos ahora cémo podemos aprovechar el cambio de variable que hemos presentado para
obtener informacién sobre los huecos de un semigrupo.
Sea H el conjunto de huecos de un semigrupo S, entonces se tiene que S = N\H y en

consecuencia se tiene la expresion:

h 1 h
ES(I):me:me—Zx :l—x_zx'

mesS meN heH heH

Es aqui donde vamos a hacer el cambio de variable y definimos £g(y)

Ts(y) = ts(e") = —— = S ev.

1—ev
heH
Para el primer sumando, consideramos el desarrollo de Taylor de la funciéon exponencial:

1 1 -1 U

l—ev —y-(14+y/2+92/3'+---) y-U y

con

Ut =1-1/2y+1/12y% — 1/7205* + - - - .
Denotamos por f; al coeficiente j-ésimo de esta serie, ya hemos visto que estos dependen de
los coeficientes de los Polinomios de Todd.
Para el segundo sumando

= (h
Sy

J

:|H|+ZZ(h]y‘)]

heH heH j=0 j=1 heH
Entonces hemos obtenido que:
o) = 3 = = B = Y
y j=0 j=1 J: j=-1

Es decir, los coeficientes de la serie de Laurent asociada a la funcién del semigrupo tras el
cambio exponencial nos proporciona informacién acerca de los huecos del semigrupo.

Estos coeficientes son

{ -1 =1 (4.3)

aj:fjJrl_%Zheth:fj*’l_%Nj para j:0,1,2,...
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Es decir, del coeficiente ag = % — |H| se deduce |H| = g el nimero de huecos del semigrupo,
al que denotaremos ¢, del coeficiente a; se deduce la suma N; de los huecos del semigrupo,
del coeficiente ay la suma Ny de los cuadrados de los huecos... y asi sucesivamente. Ahora, nos
interesa saber cuantos de estos términos /NV; es necesario conocer para determinar los huecos del
semigrupo hq, ho, ..., hy.

Es decir, tenemos un sistema de la forma:

( hi+hy+---+hg =N,
hi+hs+---4+h2=N,

(4.4)
hi+hy+---+hi =N,

\

y queremos saber cudntas ecuaciones necesitamos para determinar hy, ho, ..., hy.
Observamos que para un semigrupo distinto de N, el primer hueco es siempre h; = 1. De

modo que el sistema que nos interesa es:

((hy 4+ hy=N —1
h3+--+h2=Ny—1

(4.5)
hy+ -+ hi=N; -1

-

Estos términos N; — 1 son las sumas de Newton del polinomio moénico Pg que tiene a
ha, ..., hg como raices. Utilizando las identidades de Newton es posible, a partir de estos términos
Ni, No, ..., Ny_1, obtener los coeficientes del polinomio Ps, que llamaremos polinomio de huecos.

Los coeficientes by se obtienen recursivamente a partir de los N, como:

;

bp =1
b1 = —N1

< b2 == %(—Ngbo - Nlbl) (4 6)
b3 = 5(—Nsbg — Naby — Niby)

L bg—l - ﬁ(_Ng—lbO - Ng_le — ee. T Nlbg_g)

Observacion 4.1. Al hacer el desarrollo de Laurent de la funcién g(e?), y con todo lo anterior

se obtiene una serie

ls(y) = ls(e") = =y~ +ao + ary +azy® + -+ ay’ o
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Las relaciones entre los coeficientes a; de ls(y), los coeficientes by del polinomio de huecos

y las sumas de Newton NV; son las expresadas anteriormente.

Hemos visto que basta con observar hasta el término a,_; para determinar el semigrupo S
a partir de sus huecos hq, ho, ..., hy. No sucede asi al hacer el desarrollo en Taylor de la serie

ls(x). En efecto, para los semigrupos
S =25(5,6,9) =1{5,6,9,10,11,12,13,¢c = 14,...} con ¢g=17

S"'=15(5,6,9,13) = {5,6,¢c=09,..} con ¢ =6

se tiene que los desarrollos de Taylor de ¢g(x) y ¢g/(z) coinciden hasta el término 12. Mientras
que tras hacer el cambio exponencial basta con desarrollar hasta el término 5 y 6 respectiva-

mente.

Veamos un ejemplo sencillo en el que realizar estos céalculos.

Ejemplo 4.2. Consideramos el semigrupo generado por 3 y /
S(3,4) = {a3 + B4 : (o, B) € N*}

Por inspeccion, se tiene que su conjunto de huecos es Hg = {1,2,5}. Por la proposicion 4.2

sabemos que

1 —z!?
14 = )
s(z) (1—2%)(1 — 29)
Y entonces
2 2 2
P P ok U s it e R0 | Ul S 0 | Ul s -5
(1 —e%)(1 —eW) Yy

y podemos ir obteniendo los términos a_y,ag, ay, ...

-5 —97
a_1 = —1,(10 =7, =

= 1
2 12" g

de donde se deduce que
g = 3,N1 :8,N2 = 30.

Y sabemos que los huecos ordenados hy, ho, hs verifican

hi 4+ hy + hs =
[enenes »

hi+ h3 + h3 =30

Como ademds el primero de los huecos ha de ser 1, tenemos el sistema
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ho +hs =7
h% + h% =29

y utilizando las identidades de Newton se obtiene el polinomio
P(t)=t*—Tt+10

que tiene como raices a los huecos distintos de uno del semigrupo.

En el apéndice A se describe el cédigo de una funcién que dada la funcion generatriz de un
semigrupo S(my, my, m3), devuelve su polinomio de huecos. Con dicha funcién se han calculado

los siguientes ejemplos.

Ejemplo 4.3. Para el semigrupo S(4,6,13) con g =8 y ¢ = 16, se tiene
Ps(t) = 7 — 52t° 4+ 1095¢> — 12050t* + 74399t* — 255888t* 4 450585t — 311850.
Ejemplo 4.4. Para el semigrupo S(5,6,9) con g =7 y ¢ = 14 se tiene

Po(t) = t° — 37> 4+ 529t* — 3739¢° 4 13750t% — 24952t + 17472.

4.3. Series de Poincaré de semigrupos numeéricos.

En esta seccion estudiaremos una nueva forma de escribir la funcién generatriz de un semi-
grupo numérico S C N. Para ello consideraremos el semigrupo como un subconjunto de Z de

modo que el conjunto de huecos serd
H=2z\S={...,-3,-2,—1} U(N\S)

y g sera el numero de huecos positivos: g = #(N\S) < co. Entonces el conjunto H contiene a
todos los enteros negativos y a los huecos positivos.

Se tienen las series indicatrices

Cs(t) =) _t™, Ly(t)=> " (4.9)

mesS heH

Ambas son series de Laurent con coeficientes enteros que verifican
b+l =+t 2+t +14+t+7 4+

y por lo tanto
(t—1)ls+ly)=0
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y si definimos los conjuntos
I={seS:s—1€H}, J={heH: h—1€S}. (4.10)

Es decir, el conjunto de elementos del semigrupo tal que el anterior elemento no esta en el
semigrupo y el conjunto huecos tales que el elemento anterior esta en el semigrupo. Es claro

que estos dos conjuntos son finitos y que se tiene la relacion

(t=1)ls=—(t—1)ly =Y t'=> t

reJ sel

Asi, (t — 1)lg y —(t — 1)¢y son polinomios y en consecuencia {5 y {y son series de Laurent
racionales.

Como ya definimos en el capitulo2, las series de Laurent racionales (RL) son aquellas series
de Laurent s para las que existen dos polinomios p,q € Q[x] con ¢ # 0 de forma que ¢ - s = p.
Para ellas, estd bien definida la aplicacién F : RL — Q(z) definida por F(s) = § y es un
homomorfismo de PL-médulos.

Entonces definimos la serie de Poincaré de S Pg y la serie de Poincaré de H Py como:

Zsel t° — EreJ tr ZreJ tr— Zsel t°

1—t ’ 1—t

Ps = Flls) = P = Flly) =

y verifican Pg + Py = 0.
Se definen también el polinomio de Poincaré de S Qg y el polinomio de Poincaré de H Qg

CcOoImo

S D TS S e

sel reJ reJ sel
Ejemplo 4.5. Para el semigrupo S = S(5,6,9) = {0,5,6,9,10,11,12,¢ = 14,...} se tiene
I=40,5,9,14}, J={1,7,13}.

Qo=1—t+t?—t"+t? —t¥ +t" = —Qy.

Proposicion 4.3. Los coeficientes de los polinomios Qg y QO son 1 y -1 alterndndose segiun

crecen los exponentes de I U J. Ademds, cualquiera de ellos determina el semigrupo S.

Demostracion. El minimo de I U J es 0 € I, el minimo de J es 1. Después de 1, los siguientes
enteros son huecos hasta llegar al segundo elemento de I, desde este elemento hasta el segundo
elemento de J son enteros que pertenecen a S, luego siguen huecos consecutivos y se sigue razo-
nando igual alternando los signos. Observando los bloques de huecos y elementos del semigrupo

queda determinado el semigrupo S. O]
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El nimero de Frobenius f es el maximo elemento de H ya que a partir del conductor
¢ = f + 1 no hay mas huecos.

Definimos el siguiente conjunto
H:={heH: f—-h¢H}CH.

Definicién 4.1. Diremos que un semigrupo S es simétrico si H = H'.

Es decir, un semigrupo es simétrico si siempre que restamos un hueco h al nimero de
Frobenius f obtenemos un elemento del semigrupo.

Por ejemplo S; = S(5,6,9) es un semigrupo simétrico, pero Sy = S(5,6,7,8,9) no lo es. Los
huecos de Sy son H = {...,—3,-2, -1} U {1,2,3,4} y H, = {..., -3, -2, -1} U {4}. Es decir,
hay 3 elementos en H\H'.

Cuando S es simétrico f es impar, c es par y g = § ya que en [0, f] N Z la mitad son

elementos de S y otra mitad son huecos.

Definicién 4.2. Decimos que un elemento m € S es irreducible si no existen my, my € S\{0}
tales que

m = mj + ms.
Denotaremos por e al nimero de elementos irreducibles de un semigrupo S.

Proposicién 4.4. (a) f es el mdximo de H'.
(b) Si hy,hy € H entonces hy + hy — f € H'.
(c) H={f—-m: meS}
(d) e={heH : f4+h#h +hy ¥ hhycH\{f}}

Demostracion. Para demostrar (a) basta darse cuenta de que f € H yaque f — f=0¢ H.
(b) hy,hy € H' entonces f—hy, f—hy € Sy f—(h1+hy— f) € .S de modo que hy+hy € H'.
(¢c) Si h € H' entonces f —h ¢ H y entonces m = f —h € S de modo que h = f —m.
Reciprocamente, si h = m — f con m € S entonces f —h e Sy he H'.
(d)he H, h=f—mconmé€ S, dicho m es irreducible si y solo si m = f — h # ny + ny
con ny,ng € S{0}. De modo que f —h # (f — hy) + (f — ha) con hy,hy € H\{f} siy solo si
f+h+#hy+hs, hi,ha € H\{f}. ]

Se presenta ahora un problema abierto para semigrupos numéricos que es la conjetura de

Wilf.

Conjetura 4.1 (Wilf, 1978). Para todo semigrupo numérico S se tiene la siquiente desigualdad:

e(c—g)>c
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Ejemplo 4.6. Para el semigrupo S; = S(5,6,9), f =13
H=H={.,-3-2-1}U{1,2,3,4,7,8,13}

e =3 porque 5, 6 y 9 son los irreducibles (o, utilizando (d) porque solo f+8 =21, f+7 =20
y f+4 =17 no son suma de elementos de H'\{13}. La conjetura de Wilf afirma:

3(14—7) > 14
Ejemplo 4.7. Para el semigrupo Se = S(5,6,7,8,9), f =4
H ={.,-3 -2 -1} U {4}

e =5 porque 5,6,7,8 y 9 son los irreducibles de Sy (o porque f =4, f—1=3, f—2 =2,
f—4=0y f—5=—1 no son suma de elementos de H'\{4} = {..., =3, =2, —1}) y la conjetura
de Wilf afirma

5(5—4) > 5.

Hay varios casos para los que ya se ha probado que la conjetura de Wilf se verifica:
s Sie <4

= Si S es un semigrupo irreducible (i.e. no se puede escribir como interseccién de semigru-

pos).
= Si S es un semigrupo simétrico.
= Si S tiene un sistema de generadores que es una progresién aritmética
» Sic< ﬁ
= Si S es un semigrupo con g < 60.

En [7] se recopila la informacién que se tiene hasta hoy acerca de este problema combinatorio

y se exponen muchos mas casos para los que la conjetura es cierta.

4.4. Perspectivas y conclusiones.

Para finalizar este trabajo vamos a recapitular los diferentes escenarios que hemos repasado.
La situacion general es que tenemos una cierta informacion, en los casos estudiados se trata de la
lista de puntos reticulares de un poliedro, los elementos de un semigrupo numérico y el volumen

de un politopo, que esta expresada en una funcién generatriz(en los casos mencionados se trata
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de una serie de Laurent, una serie de potencias y una funcién racional respectivamente). Para
los dos primeros, tenemos la informacion expresada en una serie de potencias en las variables x
y hemos realizado el cambio de variables x — e¥ obteniendo asi una expresién de esta serie en
las variables y. Para el caso del volumen la informacion viene dada directamente en las variables
y y esta vinculada no a una serie sino a una integral que depende de los parametros y. Para que
el cambio exponencial sea viable, se requiere frecuentemente sustituir la informacién disponible

por la de su imagen a través de una evaluacion apropiada.

En los tres casos anteriores se tiene la siguiente situacion: al multiplicar las expresiones en
y por un cierto polinomio ¢(y), que es producto de formas lineales, se obtiene una serie de
potencias s € SP. Por lo tanto, el cociente g es un elemento de SP;) y por lo tanto también
de SPp. De hecho en algunos casos, esta serie s sera convergente y entonces estard en SC(1) o
incluso definird una funcién entera y estard en H ;). Este tltimo es el escenario que se tiene en
los tres casos antes mencionados. No sucede asi por ejemplo con la evaluacion €2 del capitulo 3,
en la que solo se tiene que s es convergente. Otro caso relevante, no considerado en la memoria
es el de las series de Poincaré asociadas a filtraciones por multiindices, para las cuales s puede

ser una serie de potencias no convergente en general.

Cuando se realiza el cambio exponencial, la mencionada situacion se detecta antes de realizar
el cambio si la informacién viene dada por una serie (en general de Laurent) cuyo producto con
un producto de polinomios del tipo (2™ — 1) es una serie de potencias que define una funcién

analitica para la que el cambio exponencial es viable.

Al cociente g lo llamaremos expresion exponencial del la funcion generatriz correspondiente.

Si consideramos la expresién como serie de potencias de s
S§=8y+S+Sg+ -

se tiene que

de modo que si d es el grado de ¢, entonces la componente homogénea de grado k — d es la

funcion racional homogénea .

La definicién de expresion exponencial de una cierta funcion generatriz genera de forma
natural otros problemas interesantes. Uno de ellos podria ser: ;jcuantos términos %‘“ del desa-
rrollo son necesarios para recuperar la informacién que teniamos antes de hacer el cambio?.
Naturalmente, los infinitos términos de la expresién determinan la informacién; la pregunta es

qué cantidad finita de términos es suficiente.

Para el caso de semigrupos numéricos ya se ha demostrado que el niimero de huecos g es
el término independiente del desarrollo de dicha serie y que basta con calcular g — 1 términos

para determinar quiénes son estos huecos. Es decir, para recuperar toda la informacién hay que
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mirar menos términos que en la funcién generatriz original.

. Qué sucede para el caso de los puntos reticulares contenidos en un politopo P?. Si

Up(x) = Z ™

mePNZ4

ya hemos visto que el término independiente de la serie que se obtiene al desarrollar Wp(e?)
es el nimero g de puntos reticulares contenidos en P. Ahora nos preguntamos cuantos de los
términos de dicho desarrollo son necesarios para determinar cuales son estos puntos, que era la
informacién que tenfamos en Vp(z).

Utilizando técnicas como las de el caso de los semigrupos y el teorema de las funciones
simétricas se puede concluir que basta con observar g términos en el desarrollo para recuperar

toda la informacion.



Apéndice A: Funcién que calcula el polinomio de huecos de
un semigrupo con 3 generadores.

El c6digo (en SageMath 9.3) de la funcién PoliDeHuecos(poli, my, my, m3) que dado un semigrupo

con funcién generatriz (1_m1)(’7101i7$1’;))(1_m3) calcula el polinomio de huecos del semigrupo. Es decir

el polinomio moénico tal que sus raices son los huecos distintos de 1 del semigrupo.

[19]: R.<y>=PowerSeriesRing(QQ, default_prec=100)

def serieU(ar,trun):
s=1
for i in [1..trun]:
s=st+y~i/factorial (i+1);
return R(s)

def PoliDeHuecos(poli,ml,m2,m3):
MiSerie=serieU(y,10)
MiSerieInversa=(1/MiSerie) .truncate(10)

#para saber el numero de huecos necestto conocer a_0, y para ello mecesitoy
—el termino de grado 4

#de polt(e~y)u~-1(mi*y)u~-1(m2*y)u"-1(m3+*y)

expo=y.exp(10)

Ll
—numerador=poli(expo) *MiSerieInversa(ml*y)*MiSerieInversa(m2*y)*MiSerieInversa (m3+*y)

a0=-numerador.list () [3]/(m1*m2*m3)
#y el numero de huecos queda
g=1/2-a0

#Y una vez que comozco el nimero de huecos, sé cuantos términos dely
~desarrollo de 1_S(e"y) necesito
#repito el proceso pero truncando en g+3

MiSerieInversa=(1/MiSerie) .truncate(g+5)
efes=MiSerieInversa.list()

expo_d=y.exp(g+4)



[20]:

[20]:

[21]:
[21]:

[]:

(]
—numerador_d=poli(expo_d)*MiSerieInversa(mlx*y)*MiSerieInversa(m2*y)*MiSerieInversa(m3+y)

coefs_numerador_d=numerador_d.list()
aes=[-p/(m1*m2*m3) for p in coefs_numerador_d]

aes=aes[3:12]

#4dhora podemos calcular las sumas de Newton N_1,N_2,...,N_{g-1}
#depejar los N_j, necesito NI1,N2,...,N_{g-1}
enes=[(-aes[k]-efes[k+1])*factorial(k) for k in [1..g-1]]

#por lo argumentado en la teoria considero las sumas de newton N_k-1
enes=[n-1 for n in enes]
bes=[1 for i in [1..g]]

#EL polinomio del huecos tendrd la forma p(z)=b_0xy~{g-1}+b_1*y~{g-2}+...
—tb_{g-2}*x+b_{g-1}
#Calculo los coeficientes b_0,b_1,...,b_{g-1}

for k in [1..g-1]:
sum=0
for i in [0..k-1]:
sum=sum+enes[i] *bes[k-1-1]
bes[k]=-sum/k
PoliDeHuecos=0
for k in [0..g-11:
PoliDeHuecos=PoliDeHuecos+bes[k] *y~ (g-1-k)
return PoliDeHuecos

PoliDeHuecos(1-y~12-y~26+y~38,4,6,13)

-311850 + 450585%y - 255888*y~2 + 74399%y~3 - 12050%y~4 + 1095%y~5 - B2*y~6 +
y°7

PoliDeHuecos(1-y~15-y~18+y~33,5,6,9)

17472 - 24952%y + 13750%y°2 - 3739%y"3 + 529%y°4 - 37*y"5 + y°6



Bibliografia

1]

[10]

[11]

[12]

A. Barvinok. Integer Points in Polyhedra. Contemporary mathematics. European Mathe-
matical Society, 2008. ISBN 9783037190524. URL https://books.google.com.mx/
books?id=RDUQoR2MI9YC.

Alexander Barvinok y James E Pommersheim. An algorithmic theory of lattice points in

polyhedra. New perspectives in algebraic combinatorics, 38:91-147, 1999.

Alexander Barvinok y Kevin Woods. Short rational generating functions for lattice point
problems. Journal of the American Mathematical Society, 16(4):957-979, 2003.

Matthias Beck, Christian Haase, y Frank Sottile. Formulas of Brion, Lawrence, and Var-

chenko on rational generating functions for cones. Math. Intelligencer, 31(1):9-17, 20009.

Nicole Berline y Michele Vergne. Local euler-maclaurin formula for polytopes. Mosc. Math.
J., pags. 355-386, 2007.

Michel Brion. Points entiers dans les polyedres convexes. En Annales scientifiques de
I’Ecole Normale Supérieure, tomo 21, pags. 653-663. 1988.

Manuel Delgado. Conjecture of Wilf: a survey. Numerical Semigroups: IMNS 2018, pags.
39-62, 2020.

Graham Denham. Short generating functions for some semigroup algebras. The Electronic
Journal of Combinatorics, 10(1):R36, 2003.

Branko Grinbaum, Victor Klee, Micha A Perles, y Geoffrey Colin Shephard. Convex
polytopes, tomo 16. Springer, 1967.

Raquel Melgar Fernandez. Poliedros y conjuntos convexos. Una generalizacion del volumen.
2022. URL https://uvadoc.uva.es/handle/10324/58231.

Lazlé A Székely y Nicholas C Wormald. Generating functions for the Frobenius problem
with 2 and 3 generators. Math. Chronicle, 15(49-57):34, 1986.

Herbert S Wilf. generatingfunctionology. CRC press, 2005.

62


https://books.google.com.mx/books?id=RDUQoR2MI9YC
https://books.google.com.mx/books?id=RDUQoR2MI9YC
https://uvadoc.uva.es/handle/10324/58231

	Introducción
	Definiciones y resultados previos.
	Poliedros, conos y polaridad.
	Resultados sobre descomposición de poliedros.

	Dos evaluaciones para poliedros. Presentación del cambio exponencial.
	Una evaluación para contar los puntos reticulares de un poliedro.
	Una evaluación para obtener el volumen (generalizado) de un poliedro.
	El cambio exponencial en la evaluación .

	Una fórmula para calcular el número de puntos reticulares en un politopo.
	Una evaluación para conos racionales.
	La fórmula de Berline-Vergne.

	El cambio exponencial para semigrupos numéricos.
	Funciones generatrices de semigrupos numéricos.
	El cambio exponencial en funciones generatrices de semigrupos numéricos.
	Series de Poincaré de semigrupos numéricos.
	Perspectivas y conclusiones.

	Bibliografía

