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Resumen

En este trabajo se estudia el oscilador de Darboux III, cuyo hamiltoniano

es:

p2 m w2 q2

2m(1 + X g?) * 21+ Xg?)’

con el parametro A < 0, que es un caso no estudiado en la bibliografia especia-
lizada. El problema se aborda primero desde el punto de vista de la mecanica
clasica, luego se realiza una primera cuantizacion semiclésica, y por altimo se
resuelve la ecuacién de Schrodinger con dos condiciones de contorno distintas.
También se analizan las entropias de la informacion de Shannon de los estados
propios de ambas resoluciones de la ecuacién de Schrodinger.

H(q,p) =

Abstract

In this project is studied the Darboux III oscillator, whose Hamiltonian
is: ) 5 o
p mw-q
H ) = + )
(¢, ) 2m(1+Aq?)  2(1+ A ¢?)
whith the parameter A < 0, which has not been studied in the literature.
The problem is first approached from the point of view of classical mechanics,
then a first semiclassical quantization is carried out, and finally the Schrédin-
ger equation is solved with two different boundary conditions. The Shannon
information entropies of both resolutions of the Schrodinger equation are also
analyzed.
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1. Introduccion

El oscilador de Darboux III en una dimension espacial es el sistema dinamico
regido por el hamiltoniano:

p2 mwQ q2

2m(1 + A g?) - 201+ Ag?)’

H(q,p) = (1.1)

donde p, ¢ € R son las variable candnicas conjugadas de posicion y momento respec-
tivamente, A € R es un parametro del problema y w es la frecuencia del oscilador.
Se trata de un sistema maximalmente superintegrable que ha sido estudiado en
[T, 2, B, [4]. Sin embargo, todos estos resultados solamente consideran el caso A > 0.
Este sistema responde a una particula con energia cinética:

2

p
T = 1.2
(¢,p) o LN (1.2)
sometida al potencial:
mw? ¢?
V(g) = ——. 1.3
(9) 2(1+ X ¢?) (1.3)

Observemos que, en todas las expresiones anteriores, en el limite A — 0 se recupera
el oscilador armonico clasico de frecuencia w. Una posible interpretacién de este
sistema es como un oscilador en la recta real con masa dependiente de la posicion
m(q) o< 1+ A\g>.

En este trabajo vamos a abordar el problema anterior, pero con parametro de
curvatura negativo, asi que vamos a llamar A = —x2 < 0, con x > 0. Este sistema
no ha sido suficientemente analizado en la literatura especializada, que, como se ha
mencionado antes, siempre se ha centrado en el caso A > 0, de modo que en lo
sucesivo podemos reescribir el hamiltoniano asi:

2 2 2
D mw?q
H = ) 1.4
(g ) 2m(1 — k2 ¢?) + 2(1 — K2 ¢?) (1.4)
El potencial:
muw? ¢
Vig) = ——— 1.5
0= s (15)

tiene singularidades en ¢ = +1 y asintotas horizontales en limg,1. V(q) = — 2%
En la Figura [I| se muestra la representacion del potencial para varios valores de k.
En [11 2, 3] se estudia el problema en N dimensiones con el parametro A > 0. En
N dimensiones la energia cinética del problema puede interpretarse también
como la de una particula de masa constante en un espacio de curvatura no constan-
te. Para esta energia cinética, con la eleccion del potencial , se trata del tnico
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Figura 1: Potencial del problema para distintos valores de k. Se han tomado los
valores numéricos m =1, w = 1.

ejemplo conocido de sistema méaximalmente superintegrable en un espacio de cur-
vatura no constante. Se recuerda que la condiciéon de superintegrabilidad maximal
para un sistema Hamiltoniano requiere que exista una familia de aplicaciones defi-
nidas en el espacio de fases {f; : R* — R}jfl_ " funcionalmente independientes,
siendo f; = H, que restringidas a una solucién de las ecuaciones del movimiento
sean constantes, y ademas que en esta familia existan dos subfamilias de N funciones
conmutativas con respecto a la estructura de Poisson candnica, cada una de ellas
conteniendo al Hamiltoniano. En [2] se estudia la superintegrabilidad del sistema
cldsico y de distintas cuantizaciones, que resultan tener el mismo espectro. En [4] se
estudia para este sistema y valores A > 0 el concepto de entropia de la informacion
de Shannon [5], que para una funcién de densidad de probabilidad continua p se
define por:

S, = —/p(z) In p(z)dz, (1.6)

y se calcula para los distintos estados propios, tanto en el espacio de posiciones como
en el espacio de momentos, para estudiar su relacién con la curvatura, algo que, tal
como han revisado los autores de este articulo, no se ha podido encontrar en la
literatura hasta el momento.



El trabajo esté organizado de la siguiente manera: en la seccién [2f realizamos el
estudio del problema desde un punto de vista de la mecanica cléasica, en la seccion
se hace el estudio semiclasico usando la cuantizacién de Bohr-Sommerfeld, en las
secciones [y [f]resolvemos la correspondiente ecuacién de Schrodinger de dos maneras
diferentes, y en las secciones [ y [7] analizamos las entropias de la informacién de
Shannon de las respectivas familias de estados propios obtenidas. El trabajo finaliza
con unas conclusiones y contiene también un apéndice con detalles matematicos.

2. El problema clasico

En esta seccién vamos a estudiar el problema asociado al hamiltoniano (|1.4))
desde el punto de vista de la mecanica clasica, usando el formalismo hamiltoniano.
Por lo tanto, a partir de ((1.4), planteamos las ecuaciones de Hamilton:

dg _oH ____»
dt — op  m(l—kK2¢2)

(2.1)
dp  0H  (K*p* +mPw?)q
dt  d¢  m(l—rk2g%)?2 "
Un hamiltoniano genérico es una aplicacién:
(t,q,p) — H(t,q,p)
A lo largo de una trayectoria solucién de las ecuaciones de Hamilton (2.1)):
H : R — R
2.3
o (L)) 2%
podemos escribir la composicion:
H:R — ®rR» LR (2.4)

t — (ta(t),p(t) — H(t,q(t),p(t))

donde hemos cometido el abuso de notaciéon de utilizar la misma letra H tanto para
el hamiltoniano como para la composicion, y de llamar %—If a la derivada parcial de
H(t,q,p) respecto del tiempo y %—Ij a la derivada de H(t, q(t),p(t)) respecto del tiem-
po. En nuestro problema concreto, el hamiltoniano (|1.4)) no depende explicitamente
del tiempo, por lo que:

H
aa—ﬁo’
dH 0H 0Hdgq 0Hdp 0OH 0HOH 0HOH 0H

S e 2
W "o Togd Tapdt ot Tagan opog ar 0 29



en virtud de las ecuaciones de Hamilton ([2.1)). Entonces, nuestro hamiltoniano H es
una cantidad que se conserva, asi que podemos plantear para resolver las ecuaciones
del movimiento la siguiente integral primera:

2 2 2
p mw-q
H = =F 2.6
(Q7p> 2m(1 _ l€2 qg) + 2(1 _ :‘12 q2) ) ( )
que podemos reescribir:
2E K2\ 5 k? 5, 2EK?
<1 + w? )K Cr et = e (27)
A continuacién hacemos el siguiente cambio de escala:
(T =K,
_ kb
Y= e (2.8)
2F K?
£ =—-7F,
\ mw?
y la ecuacién ([2.7)) nos queda:
(1+e)a* +y* =e¢, (2.9)

que es la ecuacion de una coénica en el plano, que serd de un tipo u otro en funcién
del parametro . También vamos a escribir las ecuaciones de Hamilton (2.1)) con las
nuevas variables, aplicando el cambio de escala (2.8) a (2.1)):

dx Y
dt w(l —z?)’

(2.10)
dy (1+y*)x

a - a2

Ahora vamos a analizar la conica ([2.9) en funcién del pardmetro . Tenemos distintas
posibilidades:

(i) Si € > 0, los coeficientes de = e y, y el término independiente son todos
positivos, luego se trata de una elipse centrada en el origen que podemos
reescribir:

1 1
L - (2.11)
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y que podemos parametrizar en términos de una nueva variable z de la forma:

(x,y) = ( 1j_€ CoS 2, /€ senz) : (2.12)

Esto es algo puramente geométrico. Teniendo en cuenta la dinamica del sis-
tema, este parametro serd una funcién del tiempo z(¢) a determinar. Se tiene
que el recorrido de las variables x, y es finito:

€| - )
v [ 1+ V1+e
Escribimos y en funcién de z a partir de (2.9))

y==+ve— (1+¢)z?, (2.14)

donde los signos + y — corresponden respectivamente a los subconjuntos de
la trayectoria contenidos en el semiplano superior y en el semiplano inferior.

A partir de la primera ecuacién de Hamilton ([2.10)),
x(t
L)

2(t) = ws " (2.15)

para calcular el periodo T' del movimiento, reescribimos la ecuacién anterior:
l—x (t)2 /
= ——='(1),
wy(a(t))
y la integramos. Para ello, nos aprovechamos de la simetria de las trayectorias,
primero, integrando dos veces en la parte contenida en el semiplano superior

y segundo integrando dos veces desde la posiciéon x = 0 hasta el primer punto
de retorno z =

(2.16)

z_.
1+4+¢”

/O d =+ /04 %x’(t) dt, (2.17)

es decir:

T 1 [Viel-—a? 1 (Ve 1—2?
- =— dr = — (2.18)
4w/ y(x) w Jo vVe—(1+e)x
Hacemos un primer cambio de variable 22 = T <42 en la integral anterior y
resulta
M- [ e 4 "4 e+ eu?

du = du, 2.19
0o Ve—eu? | 1+e wl4e)s Jo V1I—u? (2.19)




y a continuacion otro cambio de variable u = sen s, con lo cual

4 z 2
T:—/ (1+6+5sen23)ds:7r(—+6>3. (2.20)
w(l+e)z Jo w(l+e)z

Y deshaciendo el cambio (2.8)):

Njw

T=m

2Ef<c
(2® + 2 (2.21)
2

(w2 + 2E52)

que depende de la energia. Notemos que por un lado, si k = 0, recuperamos el
periodo del oscilador armonico:

Toa =7 QW—‘*;Q _ 2% (2.92)
y que haciendo el limite w — 0 :
mo\z
TO:W<2EH2> , (2.23)

que es el periodo de una particula clasica que se mueve confinada en un pozo
infinito de potencial.

Para intentar resolver las ecuaciones del movimiento, sustituimos la parame-
trizacion (2.12)) en la primera de las ecuaciones de Hamilton ([2.10)):

£ , VE sen (z(t))
- sen (z(t)) 2'(t) = w = ) (2.24)
l+e (=(t) 1—1+€cos2 (2(t))
w(l+e)2 + (1 + & — ¢ cos® (z(t)))z’(t) =0. (2.25)

Podemos integrar esta expresién para obtener una solucién implicita de z(t):

1+53/dt—|—/1—|—5—5cos 2)Z'dt, (2.26)

w(l—i—a)%t—l—(1—1—5)2—%361122—1—0:0, (2.27)

2
donde la constante C' se toma en funcién de las condiciones iniciales. La ex-
presién (2.27)) nos da la forma implicita de las trayectorias, ya que de ahi z(t)
nos muestra cémo se recorren en el tiempo las elipses ([2.9)).

Sie = 0, la cénica (2.9) se transforma en 22 +y? = 0, luego ha de ser x = y = 0.
No hay movimiento en este caso.



. . 2 .
(iii) Si —1 < e < 0, es decir, =55 < E < 0, los coeficientes de x e y en ([2.9)
son positivos, pero el término independiente es negativo. Luego la ecuacién
de la conica no tiene soluciones reales. Notese que este intervalo de valores de

energia es el comprendido entere 0 y la asintota horizontal del potencial.

(iv) Sie=—-1; £ = mw® 1 ecuacién [2.9) se transforma en y*> = —1, que no

- 2K2 )
tiene soluciones reales.

(v) Sie < —1, es decir, £ < —TST“;, los coeficientes de x e y en ([2.9)) tienen signos
opuestos, 1= > 0, £ <0, luego la conica se trata de un hipérbola, que podemos

parametrizar mediante v:

(x,y) = < 1i€ coshv, v/ —¢ senhv> : (2.28)

que si se tiene en cuenta la dinamica del sistema, el parametro v serd una
funcién v(t) a determinar. Esto se hace de manera similar a c6mo hemos
hallado la funcién z(t) en el apartado (i).

La Figura[2] muestra las trayectorias que describe la particula del sistema en funcién
del pardametro e para los casos que tienen solucién real no trivial, que son (i) y (v).

3 T T T 3

£=-1.25
£=-2.00
— £=-4.00
— £=-9.00

£=0.05
£=1.00
— £=4.00
— £=8.00

2 4 _2b 1

-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3

Figura 2: Trayectorias del sistema hamiltoniano en funcién del pardmetro de energia
adimensional . A la izquierda, elipses, para € > 0; a la derecha, hipérbolas, para
e < —1. Las rectas verticales son x = +1, que son el limite de las soluciones cuando
£ — Fo00. Se ha tomado para las graficas m = w = 1.



3. Cuantizacion de Bohr-Sommerfeld

En esta seccién vamos a analizar el oscilador de Darboux III desde el punto de
vista de lo que se suele llamar teoria cudntica antigua. Vamos a tratar solamente
el caso £ > 0, en que, como hemos visto en el apartado anterior, cldsicamente la
particula se mueve en trayectorias acotadas. Para efectuar este andlisis semiclasico,
lo que debemos hacer es imponer la condicion de cuantizacion de Bohr-Sommerfeld
a las variables (¢q,p) del hamiltoniano en las curvas cerradas (érbitas clasicas) de
funcién hamiltoniana constante, es decir:

j{ pdg = 2mnh, n € N. (3.1)

H(q,p)=E

Volviendo a hacer el cambio de escala (2.8), podemos resolver facilmente esta inte-

gral:
mw

= j{ ydz = 2mnh (3.2)
(1+€)z24y2=¢

Resolvemos la integral empleando de nuevo la simetria en el espacio de fases de las

soluciones:

V Tre Te
doe =14 e—(14+€)z2dr = —— 3.3
yar =4 | (rodar=—  (3)

(1+€)z2+y2=e
Sustituyendo (3.3 en (3.2)) se obtiene:
mw €
— —— = 2nh, 3.4
K2 \/1+e€ (34)
lo que permite calcular e:
2n2h2k? m2w?

Como estamos analizando las soluciones del problema con € > 0, debemos tomar la
raiz positiva en la expresién anterior, de modo que las posibles energias del sistema,
segun esta cuantizacién, serian:

B 2n2h2kt

m2w?
6”_W<1+ ”m)- (36)
Deshaciendo el cambio (2.8)) se llega a:

n?h2k? m2w?
E, = - (1 +14/1+ m), n € N. (37)

10



Es interesante calcular aqui dos limites. En primer lugar, si k — 0 se tiene
E94 = nwh, (3.8)

que coincide con la energia de un oscilador armdénico segun la cuantizaciéon de Bohr-
Sommerfeld. Por otro lado, si w = 0 se tiene
2n2h?K?
0
que seria el resultado de la cuantizacién de Bohr-Sommerfeld de una particula en
un pozo infinito de anchura 2/x.

4. La ecuacion de Schrodinger en subintervalos

Ahora vamos a resolver el problema cudntico que surge cuando se considera el
operador hamiltoniano asociado a la funciéon hamiltoniana ((1.4]):

72 7t mw? ¢

H=—— L
2m(1 — k% ¢?) 2(1 — K2 ¢?)

(4.1)

Planteamos la ecuaciéon de Schrodinger independiente del tiempo para los valores
propios y las funciones propias:
Hy(q) = E9(q),
72 mw? ¢
- 2 92 ¢/,(Q> + 2 .9
2m(1 — K2 ¢?) 2(1 —k2q?)
donde la " indica derivada respecto de la variable ¢. Vamos a modificar un poco la
ecuacion anterior, que operando se puede expresar asi:

Y(q) = E(q), (4.2)

o, muw?+2k’E
__w +#

o @v=Ev. (43)

Recordemos que el potencial tiene singularidades en ¢ = j:%; pueden intuirse
las asintotas verticales en la Figura [I] Esto sugiere que la particula podria estar
confinada en los subintervalos de la recta delimitados por las singularidades men-
cionadas al principio de este parrafo. En esta seccion analizaremos la ecuacion de
Schodinger teniendo en cuenta el confinamiento de la particula, que podria estar
en principio tanto confinada en [ — %, %] como fuera de dicho intervalo. En la Sec-
cién [6] resolveremos la ecuaciéon de Schodinger asumiendo que la particula no estd

confinada, y por tanto pude encontrarse por toda la recta.

11



4.1. Resolucién en el intervalo [— 1 l]

KK
Notemos que en este intervalo el potencial es mayor que cero, luego todos los
estados que sean solucién han de ser con E > 0; mw? + 2x2E > 0. Llamamos:

O =mw® + 25°E, (4.4)
de modo que la ecuacién (4.3) se puede escribir as:

I g+ i) = Evta) (45)

Ahora vamos a hacer el cambio de variable:

q=—, o) =1(q), (4.6)

mQ? 2mE

() + o o pla) = 0 (). (4.7
Llamemos: 0 o B
s M _ 2m
T e T e (48)
donde € > 0. La ecuacién nos queda:
—¢"(x) + 7 2% p(x) = ep(x). (4.9)
La reescribimos:
¢'(x) — (P2 =€) p(x) = 0. (4.10)

Si suponemos que la particula estda confinada en este intervalo, lo apropiado seria
imponerle a la funciéon de onda condiciones frontera de Dirichlet homogéneas:

(p”(l‘) - (72 $2 - 6) QO({I?) = 07 YIS (_17 1)7
p(1) = ¢(=1) = 0.

Hacemos un nuevo cambio de variable para transformar la ecuacion en una de la

forma presentada en el Apéndice

x:é? y(2) = (). (4.12)

Con ello, la ecuacion se convierte en:

(4.11)

y'(2) — <Z 22 —) y(z) =0, (4.13)



Transformando la ecuacién (4.10]) en (4.13)), vamos a expresar la solucién general
como combinacién lineal de las dos funciones que aparecen en (A.7)), ver apéndice

A2

22 3 € 3 22
B ‘*M<———,—;—>, 414
)+ Bee M (] 17202 (4.14)

22 (1 e 1 22
4 447272

y(z) =Ae T M

siendo A y B constantes arbitrarias y M (a, b; z) la funcion hipergeométrica confluen-

te de Kummer. Deshaciendo el cambio (4.12) se obtiene:

22 1 1 o2 3 1
o(z) = Ae T M(Z — %, 5;7.1:2) +Bre T M(Z — i, 5;7332). (4.15)
Si imponemos las condiciones frontera de (4.11)) a la solucién general (4.15)) obtene-
mos:

(4.16)
_ 1 e 1 3 e 3
Tenemos un sistema con matriz de coeficientes:
Mi-55) M550
i ! (4.17)

1 e 1. 3 e 3.
M(z—5,§77> —M<Z—@7§a7)

y vector de términos independientes:
( 8 ) . (4.18)

Para que el problema de Sturm-Liouville tenga soluciones no triviales, es necesario
que el sistema sea compatible indeterminado, lo cual ocurre si:

1 e 1
M(———,—; ):0, 4.19
O: 3 3
€
M(———,—; >: ) 4.2
1 190) =0 (4.20)

13



Recordemos de la definicién de los pardmetros (4.8)) la incgnita en este problema,
que es F, que estd presente tanto en € como en 7:

m (mw? + 2k%E) m? w?
v = \/ gy =\ +e. (4.21)
Sea: ) o
m*w

La solucién general (4.15) en términos de u y € queda:

Virtea? 1 € 1
:A_fM<__—’_;‘/ 2)
#(@) c 4 4/u+e’ 2 per
+Buze e M(g - ‘ L V +ex2> (4.23)
4 4 M+€72a H ’ .

debiendo cumplirse que:

M(— e %; \/;m) =0, (4.24)

ViFe) =0, (4.25)

Mostramos la representacién grafica de las ecuaciones implicitas y en la
Figura[3] donde se observa que para un u dado, las soluciones de las dos ecuaciones
anteriores van alternandose.

De las ecuaciones y (4.25)) obtenemos sendas sucesiones de valores propios,
(€20)22 0 v (€2n41)22, respectivamente. Las funciones propias son las pares:

Vitean z” 1 €2 1
n(2) = Agy T M (] - = S VI F )
Pan() = Agpn e I iJite 0 W+ €n T
Viteg, o 3 €on 1
By, xe 2 M(———,—;\/ n >, 4.26
y las impares:
_ VAFeant1a? 1 €ont1 1
nie1(x) = Agpir e 2 M(———,—;\/ + € a:2>
P2n+1(2) 2n+1 A At emn 2 HT €2n1

_ Htean 41 12 3 62’!’L+1 3 2
Y Bopwe s M(———,—;\/i—l—en :v) 4.27
o2n+1 A 4 ,—,U T €onr1 9 H 2n+1 ( )



1600 [ ‘ ‘ ‘ ‘ - 24007 : : : _ -
:/ /
2200 1
14001 vd /
2000 1
— v /
v 1200} . v 1800:/ /
1600~ /
1000 —— [ |~
1400»/ /
i/
800, ‘ ‘ ‘ ‘ ! J 12000, l l l / -l
0 2 4 6 8 10 12 0 200 400 600 800 1000 1200
Y u
800F [ " T T[]
— ] 1200j‘// ! ! ! L~ B
1000;// /7
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v 400 1 v 600 -] L — ]
v —
— ] 400} ]
200 1 ;//
| I I
— 200‘4/’
— >4//___’
= 0'// ]
o 2 4 & 8 10 12 0 200 400 600 800 1000 1200
u u

Figura 3: Representacién de las ecuaciones (4.24)) (curvas azules) y (4.25) (curvas
naranjas), y su interseccién con las rectas p = 1 (verde), p = 10 (cian), p = 100
(morado) y i = 1000 (rojo). Obsérvese que los valores de € que, para p fijo, cumplen

(4.24) no cumplen (4.25)) y viceversa.

a las cuales si imponemos las condiciones frontera:

_ \/Htean 3 €an 3
0 = B, 7M(———_,—; n>7 4.28
e (G L e (4.28)
_ VATt 1 €2n41 1
0=Ay, 1€ 2 M(———,—;\/ + €9, ) 4.29
2n+1 1 4\/m 5 2 2n+1 ( )
Para que se verifiquen, ha de ser también Bs, = As,.1 = 0, de modo que las

15



n pw=1 w =10 p =100 | p = 1000
0 2.9681 4.1062 10.5146 32.1267
1 13.8241 16.6722 34.8540 99.4740
2 32.5766 36.3288 64.1210 | 171.1072
3 59.2955 63.5988 98.9134 | 247.2111
4 93.9985 98.6785 | 139.7798 | 327.9722
51 136.6926 | 141.6511 | 187.1911 | 413.5726
6 | 187.3809 | 192.5568 | 241.5255 | 504.1907
7| 246.0654 | 251.4176 | 303.0707 | 600.0000
8 | 312.7470 | 318.2464 | 372.0380 | 701.1689
9| 387.4265 | 393.0516 | 448.5791 | 807.8598
10 | 470.1044 | 475.8385 | 532.8019 | 920.2288
11 | 560.7809 | 566.6110 | 624.7833 | 1038.4255
12 | 659.4564 | 665.3719 | 724.5786 | 1162.5926
13 | 766.1311 | 772.1233 | 832.2280 | 1292.8658
14 | 880.8049 | 886.8668 | 947.7611 | 1429.3738
15 | 1003.4782 | 1009.6036 | 1071.2000 | 1572.2384
16 | 1134.1509 | 1140.3346 | 1202.5614 | 1721.5745
17 | 1272.8232 | 1279.0606 | 1341.8584 | 1877.4904
18 | 1419.4951 | 1425.7823 | 1489.1010 | 2040.0880
19 | 1574.1666 | 1580.5002 | 1644.2972 | 2209.4610

Cuadro 1: Tabla con los valores propios para el problema en el intervalo [—1, 1].

soluciones de la ecuacion de Schrodinger con las condiciones de contorno dadas son:

T .
90211(33) = Agp e 2 M(i - 4\/1%7%; VI T €on $2>

(4.30)

_ VHteant a?
S02n+1(x) = Bopq11€ 2 M(3— 2l ol g VI €241 -
4 4 pteant1 ’ 27

donde (A,, ) By, 1), son las constantes de normalizacién. En el Cuadro
n=0 +1/n=0
se muestran los valores propios €, para algunos valores del pardametro u, y se
representan graficamente en la Figura [
En cuanto a las constantes de normalizacién, se calculan también numéricamente
para asi representar las funciones propias ya normalizadas, que pueden verse en las

Figuras ] y [6]
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Figura 4: Representacion grafica de los primeros 20 valores propios para distintos
valores del pardmetro p. Para = 1y u = 10 los valores propios estan practicamente
solapados, puede observarse la diferencia entre ambos en el Cuadro [T}

4.2. Resolucién en el intervalo [%, oo)

mw2

En este intervalo el potencial esta acotado por la asintota horizontal V' = —%5-.
Luego todos los posibles estados que sean solucién de la ecuacién de Schrodinger lo
2
han de ser con E < =24 —2x°FE > mw?; mw? + 2x*E < 0. Por ello, definamos
ahora:

0 = —(mw? + 2x°E), (4.31)

con lo que la ecuacién (4.3)) se transforma en:

ﬁ2 " 922
2y = Eq. 4.32
5 VTS Y (0 (4.32)

Si hacemos el cambio de variable (4.6)), para convertir el intervalo en [1,00), obte-

nemos la ecuacion: 02 o o
" m 2 _ m
- - KAK2 = K2h2 L (4.33)

Sean de nuevo los pardmetros v, € definidos en (4.8]), con la diferencia de que ahora

2,,2 .,
i@h’;} < =" < 0. La ecuacion nos queda:

€ =
—¢" =t p=eqp, (4.34)
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P

Figura 5: Representacién gréafica de las primeras funciones propias ¢,(x) (lineas
continuas) para u = 1, comparadas con las funciones propias del pozo infinito (lineas
discontinuas). Se observa que las primeras son bastante parecidas mientras a medida
que n crece la diferencia entre las curvas continuas y discontinuas se hace més
notable.

que reescribimos asf:
¢"(x) + (2% +€) p(z) = 0. (4.35)

Para que la solucion sea una funcién de L2( 1, —1—00)), es necesario que tenga limite
0 en +o00. Por otra parte, si consideramos la barrera de potencial impenetrable, la
otra condicién frontera apropiada seria la anulacién también en x = 1. El problema

18



p=1 p=10 == =100 == ;=1000 H=1 p=10 =— =100 = p=1000
(% P1
15

1.0

0.5

05 1.0
-1.0 -05 05 0 X
p=1 p=10 == =100 == ;=1000 p=10 =— =100 —— p=1000
P2 (%]
X .
0 1.0 05 7o X
p=1 p=10 == =100 == ;=1000 H=1 p=10 =—— u=100 = p=1000

Ps Ps

Figura 6: Representacion gréfica de las primeras funciones propias ¢, comparando
distintos valores de . El parecido entre las funciones propias para u =1y u = 10
es notable, al igual que sucede con los valores propios, y de hecho parece aumentar
a medida que se incrementa n.

planteado es entonces:

¢"(x) + (Pa?+e€) plx) =0, z€(1,400),
lim p(x) = ¢(1) = 0.

T—+00

(4.36)
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Ahora hacemos el cambio de variable (4.12)) para transformar la ecuacién en una de
la forma presentada en el Apéndice[A.3] Se obtiene:

" 1 2 €
y"(2) + <Z 25+ %> y(z) =0. (4.37)
Transformamos la ecuacion en y esta vez expresamos la solucion ge-
neral en términos de . Como se ha escrito en el Apéndice las funciones
W (a;+z), que forman una base del espacio de soluciones, se comportan asintética-
mente como una funcién que no es de cuadrado integrable. Luego el problema de
Sturm-Liouville no tiene soluciones de L? ([1, +oo))

5. Entropias de la informacién de Shannon en los
subintervalos

En la introduccién se presenta la definicién de entropias de la informacién de
Shannon para una funcién de densidad de probabilidad, que en nuestro caso seran los
cuadrados de los médulos de las funciones propias (,)32 ; soluciones de la ecuacién
de Schrodinger:

S, = - / Jenla)? Inlon(a) . (5.1)

En el Cuadro [2| se muestran estos valores para los 20 primeros estados propios
para distintos valores del pardmetro p, y se representan también en una grafica en
la Figura[7]

Las entropias de la informacion de Shannon del pozo infinito son todas iguales,
ya que la integral para los estados propios es siempre el mismo valor, que se
menciona en [6]:

1 1
/ COSQ?IHCOS2 mTxdac:/ seDZ?msenQ?dx:l—lnél VneZ.
1 —

2 1

(5.2)

En la Figura 5 que compara las funciones propias de los primeros estados para

it =1 con las del pozo infinito, se puede comprobar, ademas de la divergencia entre
los dos casos a medida que crece n, que cada vez las funciones propias estan menos
dispersas. Por ello es 16gico que, como se aprecia en el Cuadro 2]y la Figura[7] las
entropias alcancancen un maximo que se aproxime a la del pozo infinito para uno de
los primeros estados y a partir da aquel vayan decreciendo. Por otra parte, como se
puede ver en la Figura[6] a medida que aumenta u las funciones propias son menos

dispersas, lo cual también se ve reflejado en los valores del Cuadro [2| y las graficas
de la Figura[7]
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Sn
p=05| pu=1| pu=5|pu=10
0.3597 | 0.3553 | 0.3209 | 0.2803
0.3722 | 0.3712 | 0.3626 | 0.3502
0.3728 | 0.3723 | 0.3683 | 0.3627
0.3711 | 0.3708 | 0.3682 | 0.3649
0.3687 | 0.3685 | 0.3667 | 0.3643
0.3663 | 0.3661 | 0.3646 | 0.3628
0.3639 | 0.3637 | 0.3625 | 0.3610
0.3615 | 0.3614 | 0.3604 | 0.3591
0.3594 | 0.3592 | 0.3583 | 0.3572
0.3573 | 0.3572 | 0.3564 | 0.3554
10 | 0.3553 | 0.3552 | 0.3545 | 0.3536
11 | 0.3535 | 0.3534 | 0.3527 | 0.3519
12 | 0.3517 | 0.3516 | 0.3510 | 0.3503
13 | 0.3500 | 0.3410 | 0.3494 | 0.3487
14 | 0.3485 | 0.3484 | 0.3479 | 0.3472
15 | 0.3410 | 0.3469 | 0.3464 | 0.3458
16 | 0.3455 | 0.3455 | 0.3450 | 0.3445
17 | 0.3442 | 0.3441 | 0.3439 | 0.3432
18 | 0.3429 | 0.3428 | 0.3424 | 0.3419
19 | 0.3416 | 0.3416 | 0.3412 | 0.3407

OO x| W N RO S

Cuadro 2: Tabla con las entropias de la informacién de Shannon para el problema
en el intervalo [—1,1].

6. La ecuacién de Schrodinger en toda la recta

En esta seccién vamos a resolver la ecuacion de Schrodinger (4.2) pasando por
alto las singularidades, ya que conforman un conjunto de medida nula:

ﬁ2 2 2
o (a) + T b(e) = (1 - R ¢?) Bb(g), (6.)
de donde: 2 > 4 92
" m w K 2 .
5 ¥ (q) + —y V(q) = E1(q). (6.2)

Vamos a estudiar por separado si existen valores propios positivos y negativos:

s Simw?+ 2k%E > 0:

Este caso es el de valores propios E > —”;:’22. Sea 2% = mw? + 2k*FE > 0. Nos
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Figura 7: Representacién grafica de las entropias de la informacién de Shannon para
los primeros 20 estados propios para distintos valores del parametro .

queda la ecuacion:
Q2

I )+ i) = Bvta) (63)

Sean de nuevo los pardmetros 7 y € de (4.8)) y hagamos los cambios de variable
y (4.12). Obtenemos la ecuacién:

1 5 e

vz - (32— 5) y(z) = 0. (6.4)

Establecemos como condicién frontera el limite 0 en +00, para que la solucién
sea una funcién de L*(R):

1 €
y'(2) — (— 2% — —) y(z) =0, zeR,
4 2y (6.5)

Expresamos en este caso la solucién general como combinacion lineal de las

funciones dadas en (A.8)—(A.9):

y(z):AU(—%;z)—i-BV(—%;z), (6.6)
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donde A y B son constantes arbitrarias. Como la funcién V' (—%; z) tiene limite
oo cuando z — 00, para que esta solucién general verifique las condiciones
frontera ha de ocurrir que B = 0, y por lo tanto:

y(=) = Aﬁ(ef Mi-gh3) e M(i-55%) ) (67)

1< 3 € —1_= 1 €
2070 I(§ - ) 27w (5 - 55)
donde hemos tenido en cuenta (A.7)). El potencial es par, luego las soluciones
del problema de Sturm-Liouville han de ser pares o impares. Como la solucién
estd expresada como combinacién lineal de las funciones (A.7]), que son
una par y la otra impar, las soluciones véalidas del problema de Sturm-Liouville

seran aquellas en que se anule el coeficiente de una o de la otra, es decir, cuando:

3 €

F(Z—l - H> = 0, (6.8)

r(}l - i) — o0, (6.9)

lo cual ocurre cuando los argumentos de la funcién gamma toman el valor 0 o
enteros negativos. De se obtienen las soluciones impares:

3 n
1_1_624;1:_” = epp=7@n+3)=7022n+1)+1), n>0,
mientras que da lugar a las soluciones pares:
1 n

Combinando las dos tenemos la sucesién de valores propios (€,)52, :
en="(2n+1), (6.10)

y la sucesion de funciones propias (y,)2%, :

2

"2

2 3 22
Yon+1(2) = Aopta 2mtlmze” T M( —n, 53 5)

N | —

Yon(2) = Ay, 2"\/?6_% M( —n,
(6.11)

donde los coeficientes (A,)>, son constantes de normalizacién. Deshacemos

los cambios de escala en (6.10]) para obtener los valores de la energia:

2mE  /mQ vVmyvmw? 4+ 2 k2E
2h2 K2R (2n+1) = K2h (2n+1),
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y operando:
4m2E2 —2m h2/12(2n + 1)2En — m2ﬁ2w2(2n + 1)2 =0.

Resolviendo la ecuacion de segundo grado nos queda:

h? K2 1\2 1 h2kt 1\2
E = l{(n—l——) :I:h(n—i——)\/uﬂ—i— H(n—i——).
m 2 2 m? 2

Como estamos en el caso de energias positivas, descartamos la solucion nega-
tiva:

2,2 1\ 2 1 2,4 1\ 2
En:hw': <n+§> +h<n+§>\/w2+hmz <n+§> : (6.12)
donde n € NU {0}, que formalmente es el mismo resultado que para el caso
del pardmetro de curvatura positivo, como puede consultarse en [2, 3 4]. Re-
cordamos en el Apéndice que las funciones M (—n, b; z) son polinomios en
z. En nuestro caso, reescribimos las soluciones en términos de los polinomios
de Hermite:

Yan(2) = (=1)"Can e H,, (%)

y2n+1(2> = (—1)”6’2n+1 6_% H2n+1 <%)

es decir:
22

yn(2) = (—1)'2/C, e T H, (%) . (6.13)

donde (C},)%°, son constantes de normalizacion, que se calculan sabiendo que:

[Fin(

por la relacién de ortogonalidad ({A.6]).

2

dz = 2"V27mn!,

Deshacemos los cambios de variable (4.12) y para expresar las funcio-

nes propias en términos de las variables y parametros originales:

nlg) = (—1)EC, e 7 H, (nyA q),

o de forma mas explicita,

m2w242k2m En 2002 2 2 En
Ualg) = (—1)BlC, e \/\/mw 2 Em ). (6.14)
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Figura 8: Representacién gréfica de algunas funciones propias ¢, (¢q) para los estados
n = 0,3,6,9 comparando distintos valores de x. Hemos asumido A~ = 1 y hemos

tomado los valores m = w = 1.

En la Figura [§| vamos a mostrar algunos estados propios para distintos valores
del parametro k.

» Simw?+ 26%E < 0:
Este caso es el de valores propios E < —"2“"22. Sea 0% = —(mw? + 2k*E > 0),

K
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entonces: 2 )
W E. 6.15

Sean de nuevo los pardmetros 7 y € de (4.8)) y hagamos los cambios de variable

y (4.12). Obtenemos la ecuacién:

y'(2) + (i 22 + %) y(z) =0. (6.16)

Igual que antes, la condicién frontera ha de ser el limite 0 en 00, para que la
solucién sea una funcién de L?(R):

1
Ve + (325 ) v =0 2eR

lim ¢(x) = lim ¢(z) =0.
Z——00 z—r+00

(6.17)

Las soluciones de esta ecuacion se pueden expresar en términos de (A.11)),
Apéndice [A3] No obstante, como ahf se senala, estas dos soluciones no son
de cuadrado integrable. Luego podemos concluir que no existen soluciones del

problema en toda la recta del espacio L?(R) para E < —Tg:;.

7. Entropias de la informacion de Shannon en to-
da la recta

Para finalizar este trabajo, en esta seccion calcularemos y representaremos las
entropias de la informacién de Shannon de los estados propios de la secciéon anterior.
Recordemos que para estas funciones propias, las entropias seran

$=—/WMWMWMMMQ (7.1)

Vamos a comparar los resultados con los obtenidos en [4], por ello vamos a mostrar
las graficas y tablas correspondientes a las del citado articulo, pero con el signo del
parametro cambiado. Comenzamos con las funciones de densidad de probabilidad
asociadas a las funciones propias en la Figura 9] En el Cuadro [B] mostramos las
entropias de la informacién de Shannon para los 20 primeros estados propios y
distintos valores de x. Por ultimo, en la Figura [10] se representan las entropias de la
informacion de Shannon para los primeros 20 estados propios para distintos valores
del parametro u, comparadas con las entropias del caso kK = 0. Se observa que se
sigue la misma tendencia que la observada en [4]: cuanto menor es A (en este trabajo
A = —x?%) menores son las entropfas de la informacién de Shannon. Lo que también
ocurre es que, si nos fijamos en el Cuadro |3, las entropias de la informacion de
Shannon para x? =0.075 las entropias de la informacién de Shannon presentan un
méximo para n = 18, para k% = 0.1 presentan un méaximo para n = 12.
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k=01  mem=—— k?=0 k?=0.05 k?=0.1

----- k2=0 k?=0.05

Figura 9: Representacién de las funciones de densidad de probabilidad |¢,|* para
los estados n = 0,3,6,9 y distintos valores de x comparados con las funciones
de densidad de probabilidad del oscilador arménico, en linea discontinua. Hemos
asumido h =1 y hemos tomado los valores m = w = 1.

8. Comentarios, conclusiones y trabajo futuro

Vamos a finalizar el trabajo con algunos comentarios sobre los resultados obte-
nidos y las conclusiones extraidas sobre los mismos, asi como indicar posibles lineas
por las que continuar la investigacién sobre este sistema.

Para resolver la ecuacién de Schrodinger en los dos casos, se considera la pol-
sibilidad de que haya valores propios tanto positivos como negativos. No obstante,
en ambos casos solo existen soluciones del problema de valores propios de cuadrado
integrable para energias positivas, es decir, no hay estados ligados con energia nega-
tiva. Comparese con la resolucion del problema desde el punto de vista clasico en la
seccion [2]) en que solamente hay trayectorias acotadas para el caso de energfas posi-
tivas, mientras que en el otro caso en que existen soluciones, es decir, con energias
por debajo se la asintota horzontal del potencial , estas son trayectorias no
acotadas.

Las entropias de la informacién de Shannon (ver por ejemplo [I1] para su célculo
analitico para el oscilador harménico y el dtomo de hidrégeno) analizadas en la
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S
n| k> =0.025 | k2 =0.05 | k> =0.075 | k? =0.1
0 1.0661 1.0599 1.0536 1.0473
1 1.3240 1.3053 1.2866 1.2680
2 1.4674 1.4363 1.4054 1.3749
3 1.5660 1.5227 1.4799 1.4381
4 1.6404 1.5850 1.5309 1.4785
5 1.6995 1.6322 1.5673 1.5053
6 1.7481 1.6692 1.5940 1.5234
7 1.7889 1.6987 1.6139 1.5355
8 1.8238 1.7227 1.6289 1.5436
9 1.8540 1.7423 1.6402 1.5488
10 1.8804 1.7585 1.6487 1.5520
11 1.9037 1.7719 1.6552 1.5538
12 1.9244 1.7831 1.6600 1.5544
13 1.9429 1.7925 1.6635 1.5543
14 1.9595 1.8005 1.6660 1.5536
15 1.9744 1.8071 1.6677 1.5525
16 1.9879 1.8126 1.6688 1.5511
17 2.0001 1.8173 1.6694 1.5495
18 2.0112 1.8213 1.6696 1.5477
19 2.0213 1.8245 1.6694 1.5458

Cuadro 3: Tabla con las entropias de la informacién de Shannon para el problema
en toda la recta.

seccion [7} para soluciones en toda la recta, siguen la tendencia estudiada en [4], en
el sentido de que a mayor valor del pardmetro A (A > 0 en el mencionado articulo,
A = —k? < 0 en el presente trabajo) mayores son las entropias. Tanto en [4] como
en el presente trabajo, en el limite A — 0 se recuperan los resultados obtenidos en
[1T]. En la seccién [5, para soluciones confinadas entre las asintotas verticales del
potencial, la tendencia de las entropias es a mayor valor del pardmetro p menores
entropfas. Como i es inversamente proporcional a k? (ecuacién ), la tendencia
es la opuesta a la de la seccién [7b a mayor valor del pardmetro A = —x? menores
entropias. En la seccién |p| se observa que el maximo de entropias se alcanza en un
estado propio que no es el primero, asi como se observa en dos de los casos de la
seccién [} A medida que aumentan los valores de los respectivos pardmetros en las
dos secciones, la tendencia contintiia pero se obtienen algunos valores de las entropias
de la informacién de Shannon negativos. Hay que tener en cuenta que la entropia de
la informacion de Shannon se define para una distribucion de probabilidad discreta
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Figura 10: Representacion grafica de las entropias de la informacion de Shannon para
los primeros 20 estados propios para distintos valores del parametro p, comparadas
con las entropias del caso kK = 0.

con funcién masa p : A — [0, 1] como:

Sp == pla) In(p(a)). (8.1)

a€A

La definicién (|1.6]) es la adaptacion natural de a una distribucién de probabili-
dad continua. Por la forma de la funcién masa p, el sumatorio de siempre sera
negativo, cambiado de signo, positivo, mientras que eso no tiene necesariamente por
qué ocurrir en la integral de . Por lo tanto, una posible linea de investigacion
futura consiste en estudiar modificaciones de la entropia de Shannon que se adapten
mejor a este sistema y que aporten buenas medidas de la dispersion de las funciones
de onda.

En [2 B, 4], ademas de estudiarse este sistema en dimensién 1, se estudia en
dimensiéon N reduciéndolo al caso unidimensional haciendo el cambio a coordenadas
esféricas generalizadas. Queda como posible continuacién del estudio de este sistema
con parametro negativo la reduccién al caso unidimensional del caso N-dimensional.
Especialmente interesante es que en el caso N-dimensional, este sistema puede in-
terpretarse como un oscilador en sobre una variedad riemanniana conformemente
plana con curvatura no constante.
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También en los articulos [2], 4] se utilizan otras cuantizaciones. Esto viene moti-
vado porque el operador hamiltoniano

. 72 ) mw? ¢

2 (- B LU - 2
2771(14—)\612)a +2(1+)\q2) (8.2)

es un operador autoadjunto en el espacio de Hilbert L? con la funcién peso 1+ \ ¢,
que es el denominador tanto de la energia cinética como de la energia potencial.
En [2] se demuestra que hay varias cuantizaciones que tienen el mismo espec-
tro de energias, aunque diferentes estados propios. Para una de ellas, la llamada
Transformed-Position-Dependent-Mass (TPDM), que se ha usado ampliamente en
materia condensada, el operador hamiltoniano correspondiente

o h? 2, mw? ¢? N \h2 g A2 (1 —2X\ ¢?)
o 2m(14+ M g?) 21+ Xg%)  2m(14 Ag?)? 2m(1+ A g?)?

(8.3)

es autoadjunto en el espacio de Hilbert L? con funcién peso unidad, con lo cual se
puede aplicar la transformada de Fourier para calcular las funciones de onda y sus
entropias de la informacién de Shannon en el espacio de momentos, que es lo que se
hace en [4].

A. Funciones cilindrico parabdlico

Las funciones cilindro parabdlico son funciones que se van a necesitar para estu-
diar las soluciones de las ecuaciones diferenciales que nos ocupan. Pueden consultarse
mas detalles en [7].

A.1. La funcién hipergeométrica confluente de Kummer

La funcion hipergeométrica confluente de Kummer (consultar [7], capitulo 13) se

define:
(a,b;z) := i (a_ — (A.1)
: (O kL .
k=0

donde los simbolos de Pochhamer son:

k-1

(e :=[](c+j), VceR, keNu{o}.
j=0
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A.1.1. Polinomios de Hermite

Notemos ademas que si el primer parametro a = —n es un entero negativo o 0,
la funcién hipergeométrica confluente de Kummer es un polinomio:

M(—n,b;2) :kz_o 0 B (A.2)

Para b = %, %, estos polinomios se expresan en términos de los polinomios de Her-
mite:

Hoy,(2) = (—1)"@ M(—n,3;2?)

n!
(A.3)
2n +1)!
Hypyi(2) = (—1)71% 2: M(—n,3;2°)
que se definen por:
d"
Hy(2) = (=1)"e” —e* A4
() = (1) e, (A4)
y para n > 2 pueden calcularse por la relaciéon de recurrencia:
Hy1(2) =22 H,(2) —2n Hp,—1(2). (A.5)

Se puede comprobar que los dos primeros polinomios de Hermite son Hy(z) = 1, par,
y Hy(z) = 2z, impar, y que por la relacién de recurrencia los polinomios (Hs,)0,
son pares y los polinomios (Ha,11)5%, son impares.

Los polinomios de Hermite verifican ademas la relacién de ortogonalidad:

/ Hp(2) Hy(2) e dz = 2"/7 ! Spm. (A.6)

A.2. La ecuacién diferencial y"(z) — (3 2%+ a) y(z) = 0

La soluciéon general de esta ecuacion diferencial viene dada en términos de la
funcion hipergeométrica confluente de Kummer. Las funciones:

22
yi(a;2) =e 7 M(%1 + 2, %; é)
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forman una base del espacio de soluciones de la ecuacion. Otra base muy ttil del
espacio de soluciones viene dado por las funciones:

Ul(a; 2) =\/7_T<2}1+g Fl(% ) yi(a; 2) p— Fl(% ry Yo (a; z)>, (A.8)
o=ty (g e T e ). 49

Estas dos ultimas funciones tienen la ventaja de que su comportamiento asintético
estd estudiado y es muy sencillo:

fm @Dy g, V@R
z—+00 67% y—a—3 z—+00 6% 205

de donde se deduce que:
i (Ulai2)| =0, i |V(as)] = oo,

A.3. La ecuacién diferencial y"(z) + (2% — a) y(z) =0

Las funciones:

(A.10)
iz?2 . .
?JQ(CL; z) =ize 1 M(% _ %’ %; %)

forman una base del espacio de soluciones de la ecuacion. Otra base del espacio de
soluciones viene dado por las funciones:

1 1
I (L4))° oar (3+1)|°
Wia;£z) =271 | |[—2— 221 yi(a;2) F |—r2t 22| 4(a;z A1l
( ) F(%+%) 1( ) F(i+%) 2( ) ( )
Sea: )
()T (204 5 +ia) 1 ,
Z 2”' F +1a) = = s1(a; 2) +1is2(a; 2).

Definimos ademas los parametros adicionales:

1
k= V14 e — ™ E:\/1+62’T“+e”,

1
Py = arg’ (5 —i—ia) .
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Entonces, el comportamiento asintotico de estas funciones es:

2k

~ (@) eos (§—alz+ 5+ %) —sasz)sen(F ozt 3+ %))
1i c

2
y T [31(a;2)sen (%‘alnz—l—%—l—%) + s9(a; z) cos (%—alnz—i—%-k%)}

Por la forma de s(a; 2):

o0

F(Q—l— +1a 2[+ +1a) 1

s(a;z)zl—i F(§+1a +lZ:; Qll' +1a) 22

de modo que los comportamientos asintéticos relevantes son:

|2k
— CoS (%—alnz%—%—l—%)
, z
lim =1,

z—+00 W(a; z)
2 2
\/— sen(Z—alnz+ + ¢2>
P ALE — 1.
Z—-+00 W(a;—=z)

Esto quiere decir que, en esencia, W (a; £x) se comporta asintéticamente como —.

NE
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