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Resumen

Los patrones simétricos se han estudiado y usado por la humanidad desde la antigiiedad, siendo utilizados en
el disefio de una gran variedad de objetos, maquinas, dispositivos y proyectos, en tecnologia, arte,
arquitectura, etc. Las transformaciones geométricas del plano, en particular los movimientos y, dentro de
estos, las simetrias axiales, constituyen una parte relevante de las matematicas que puede ser abordada de
diferentes formas. El presente trabajo las analiza desde cuatro puntos de vista (regla y compas, dibujo
técnico, método analitico y doblado de papel). Una parte de este trabajo es el disefio de una Situacién de
Aprendizaje para proporcionar una aproximacion al tema de Simetrias en el curriculo de la Educacién

Secundaria Obligatoria.

Abstract

Symmetrical patterns have been studied and used by mankind since ancient times, being used in the design
of a great variety of objects, machines, devices and projects, in technology, art, architecture, etc. The
geometrical transformations of the plane, in particular the rigid motions, and within these, the axial
symmetries, constitute a relevant part of mathematics that can be approached in different ways. The present
work analyzes them from four points of view (ruler and compass, technical drawing, analytical method and
paper folding). A part of this work is the design of a Learning Situation, to provide an approach to the topic

of Symmetries in the Compulsory Secondary Education curriculum.
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Simetrias en el plano: una aproximacion desde el
Curriculo de E.S.O.

Introduccidén y objetivos
Este Trabajo de Fin de Master trata sobre simetrias radiales (rotacionales) y sobre la realizacién de una

Situacién de Aprendizaje LOMLOE orientada a Movimientos en el plano para 3° de ESO.

Este tipo de simetrias ocurre con frecuencia en la naturaleza y en creaciones humanas, tanto artisticas como
técnicas. En el caso de este trabajo de fin de master se trataran con mas profundidad las aplicaciones técnicas

en el contexto de la asignatura de Tecnologia de 3° de ESO, pero incluyendo también otros niveles.

La parte de las matematicas que trata sobre movimientos en el plano suele ser atractiva para los alumnos que
cursan la ESO. En este trabajo se aborda su docencia desde diferentes enfoques, tanto analitico, como clasico
usando regla no graduada y compas, ademas de otro mas reciente basado en la papiroflexia o doblado de
papel. Adicionalmente también se aborda usando otros instrumentos tipicos de dibujo técnico (escuadra,

cartabén y semicirculo graduado).

Las tematicas en las que se ambienta la Situacién de Aprendizaje son, por un lado, la sensibilidad hacia el
patrimonio artistico y arquitecténico y, por otro lado, lo motivador y atractivo que puede resultar a los
alumnos ejemplificar el estudio de los vectores con un partido de futbol, ya que los pases realizados por los
jugadores de ambos equipos durante el partido se pueden modelizar como vectores que definen los pases de

la pelota.

Los temas de patrimonio estan vinculados a la asignatura de Historia, donde los alumnos aprenden a valorar
los edificios por su significacion, planteando el problema como el traslado de una antigua escuela, que se
modeliza como el movimiento de un rectangulo sobre un plano usando sus cuatro vértices. Aprovechando
este problema también se plantean varias cuestiones adicionales sobre simetrias y ejes de simetrias, giros y

traslaciones.

Motivacion y antecedentes

La motivacién de este trabajo es poner en practica lo aprendido en las diferentes asignaturas del master,
procurando incluir conocimientos de todas ellas. Se pretende tener en consideracién lo aprendido durante el
periodo de practicas: desde la interaccién con los alumnos y otros profesores, asi como, sus preferencias en
cuanto a metodologias didacticas, errores tipicos que se suelen cometer, estilos docentes de los profesores y

actividades realizadas, disposicién de las aulas, relaciones entre alumnos...
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Movimientos en el plano
Actualmente los movimientos en el plano son utilizados de forma masiva; es posible que en cada segundo de
la actualidad se procesen mas calculos de este tipo por via analitica en los ordenadores, que en muchos afios

de la antigliedad con instrumentos de dibujo.

Estas operaciones han permitido el desarrollo de diversas areas, como el célculo de estructuras por via

grafica, disefio arquitecténico, disefio artistico...

Asi, por ejemplo, las operaciones con vectores: multiplicacion de un vector por un nimero real, suma y resta
de vectores... permiten realizar el calculo de una estructura por via grafica. En el ambito de la mecanica
también sirven para calcular movimientos de mecanismos, fuerzas internas, trepidacion, etc. A la hora de
representar en el plano elementos de maquinas o estructuras, también se recurre a realizar transformaciones

en el plano para obtener proyecciones, abatimientos, intersecciones...

En el momento actual, la informética ha aportado recursos potentes para trabajar en muchos campos, vy,
aunque, por ejemplo, se usan menos los métodos graficos para hacer calculos, o el papel para disefiar
maquinas, los movimientos en el plano mantienen una relevancia maxima, ya que los ordenadores usan estas
operaciones en multitud de ocasiones; asi, por ejemplo, muchas de las ilustraciones de este trabajo de fin de
master estan realizadas mediante un programa de dibujo vectorial (Inkscape). Estas aplicaciones informaticas
representan los elementos de forma numérica aplicando todo tipo de movimientos (giros, simetrias,
traslaciones, simetrias deslizantes...) y otros tipos de transformaciones, no solo sobre la figura en el espacio
de trabajo, sino a la hora de representarla en pantalla aplicando un factor de ampliacion o de giro del area de

dibujo.

Muchos alumnos seguramente estén familiarizados con la recreacién de entornos virtuales, esto es,

videojuegos o empleo de graficos por ordenador para hacer los efectos especiales en pelicula.

En el ambito profesional multitud de aplicaciones usan transformaciones: modelado solido, célculo

estructural, simulaciones, inteligencia artificial...

Todos estos calculos, que se efectian mediante medios informaticos, son realizados por métodos analiticos
siendo introducidos mediante transformaciones geométricas sencillas: desplazamientos o traslaciones, giros
de 90° respecto del origen, reflexiones sobre los ejes X e Y, simetrias centrales o giros de 180° y
opcionalmente, reflexiones o simetrias axiales sobre las bisectrices de los cuadrantes. Estos procedimientos
permiten a los alumnos obtener una base conceptual de las transformaciones geométricas del plano, de
manera que en niveles superiores puedan abordar otras presentaciones como, por ejemplo, la escritura

matricial de las transformaciones geométricas, en particular de los movimientos del plano.

Aunque muchos de los alumnos no empleardan movimientos y transformaciones de forma explicita cuando
terminen la ESO, su estudio permite ofrecerles una manera de interpretar fenémenos que se pueden encontrar

en el futuro, ademas de una formacion clave para aquellos que puedan tener intencién de seguir su formacion
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hacia ramas de la ciencia o la técnica, o bien a aquellos que quieran realizar disefios mediante aplicaciones de

modelado 2D o 3D.

Metodologias didacticas

Se aplican diferentes metodologias didacticas tal y como se describen en el desarrollo de la Situacién de
Aprendizaje. Estas metodologias se han seleccionado en base al contexto de la clase, procurando que se
adapten bien a lo que se imparte, buscando la variedad para evitar la monotonia y desconexién de los

alumnos o fomentar la colaboracion entre compafieros para el adecuado desarrollo de la socializacién.

Una adecuada seleccion de las metodologias permite desarrollar competencias transversales, el tener que
preguntar una duda a un compariero y que este la responda, facilita por una parte el aprendizaje en ambos de

la materia, pero ademas favorece otras habilidades:
* Regulacion y expresion de las emociones.
* Respeto entre compafieros.
e Expresion oral.

Las metodologias de ludificacién (o gamificacién) crean un reto que incentiva el aprendizaje por parte del
alumno; las ludificaciones han ganado popularidad en los dltimos afios, incluso existen estudios (atn sin

oficialidad) destinados a este tipo de metodologia.

La metodologia de clase magistral es 1itil cuando los alumnos deben seguir un modelo para poder llegar a un
resultado adecuado, por ello se aplica a la actividad de papiroflexia. En esta actividad se puede al mismo

tiempo introducir a los alumnos en la toma de apuntes de forma eficaz, segtin se van explicando los pasos.

No se usaran aplicaciones informaticas porque estas ya se usan en otras unidades didacticas y las
metodologias elegidas ya cubren bien los conceptos que se quieren impartir, ademds de que se puede perder
el efecto diferenciador que habitualmente los alumnos asocian al uso de ordenadores en contraste a las

actividades tradicionales de aula.

No obstante, se va a mencionar y mostrar brevemente algunas aplicaciones que permiten trabajar con esto o

bien realizar creaciones, disefios y composiciones artisticas basadas en estos tipos de simetria.
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Giros, simetrias y traslaciones

Introduccion

En el entorno cotidiano es frecuente aplicar transformaciones a los objetos para situarlos en otros lugares u

otras posiciones, o bien se ven reflejados en espejos. Estos hechos pueden describirse geométricamente.

En todos los dibujos que siguen a continuacion, los puntos se representan como aspas (x), coloreandose de
morado los puntos de origen y de azul los de destino. Los puntos auxiliares (intermedios), en caso de existir,

son de otros colores. Las lineas iniciales que definen las transformaciones también son moradas.

Una transformacién geométrica en el plano R? es una aplicacién f : R*— R? que hace corresponder a cada

punto P del plano otro punto P’del mismo.

Una transformacién geométrica en el plano se dice que es un movimiento si conserva las formas y los
tamafios, esto es equivalente a decir que un movimiento conserva las distancias: para cada par de puntos P y

Q del plano se cumple: d(P, Q) = d(f(P), f(Q)).

Existen cinco movimientos del plano: identidad, traslacion, giro, simetria axial y simetria deslizante.

Vectores
Un vector es un segmento orientado de una recta. Esta determinado por dos puntos A y B y se representa por

AB. El punto A se llama origen del vector y el punto B extremo del vector.

Los vectores tienen varias caracteristicas:
e Direccién
* Sentido
e Mbdulo

* Punto de aplicacion

Dos vectores son iguales cuando tienen el mismo modulo, la misma direccién y el mismo sentido.
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En este ejemplo de un futbolista chutando un baldn, tanto el chute como la velocidad del bal6n se pueden
expresar con vectores. El punto de aplicacion es aquel donde se aplica la fuerza (en la pelota en este caso,
marcado en morado), la direccién es la linea roja que contiene al vector, el sentido apunta a la porteria y esta
marcada por la flecha negra y el médulo pone de manifiesto lo fuerte que ha sido el impulso y se expresa por

la longitud del vector (verde), o la velocidad como se ve representa en las pelotas de la derecha.
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Operaciones con vectores

Suma de vectores
Para obtener el vector suma de dos vectores se sitda uno de ellos al final del otro uniendo el extremo del

primero con el origen del segundo.

o}

T

La suma de vectores tiene estas propiedades:

e Conmutativa (se puede cambiar el orden de los sumandos), en el dibujo superior se
puede ver que d y b se pueden intercambiar dando el mismo resultado.

e Asociativa: Para la suma de tres vectores @, b y ¢, se puede sumar primero @ y b y
luego sumar al resultado &, o bien se puede sumar p y ¢ y después @. En los dos casos

se obtiene el mismo resultado.

5 7

(a+b)+cC / + ° = /
4 a 0 a
a+b
_ b+c
a —_

e Existe un elemento neutro (vector nulo) que al sumarlo a cualquier vector lo deja igual.

e (Cada vector tiene asociado un vector opuesto. La suma de un vector y su opuesto es el
vector nulo.

Nota: La diferencia de dos vectores se define a través de la suma de un vector y su opuesto:
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a—b = a+(—b)
Multiplicaciéon de un vector por un humero
El producto de un vector @ por un nimero real k, es otro vector ka tal que:
El médulo de &g es el valor absoluto de k por el médulo del vector .
La direccién de kg es la misma que la del vector @ .
El sentido de kg es el mismo que el del vector @ si k es positivo y opuesto al del vector @ si k es negativo.
Si el nimero k es 0, al multiplicarlo por cualquier vector el resultado es el vector nulo.

En el ejemplo grafico se ve el resultado de multiplicar el vector @ por los numeros 3, 1, 0y -1.

°
x0 0]

LE

A continuacién, y de acuerdo al curriculo de Secundaria, se tratardn los movimientos: Traslacion, Giro y

Simetria axial.

Traslacion
Definicién: Una traslacién de vector ¥ € R” es la aplicacién 75 : R — R que transforma cada punto

Pe RPenelpunto P'=¢,(P)|=P+7.

Una traslacion desplaza un punto siguiendo un vector que describe el movimiento. La trayectoria que sigue
el punto que se mueve es una recta. Cuando se traslada una figura geométrica, esta permanece con la misma
orientacién, no se deforma, ni cambia de tamafio, solo cambia de lugar ya que la traslacién es un movimiento

directo o que conserva la orientacion.

Un ejemplo de traslacién es el movimiento de las fichas del ajedrez. El peén normalmente solo puede
desplazarse una casilla hacia adelante, salvo cuando hace su primer movimiento que puede desplazarse dos
casillas. Si come a otra ficha debe hacerlo en diagonal hacia adelante a la izquierda, o hacia adelante a la

derecha. Estos movimientos se pueden describir con vectores:
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To Ty
E;C(l
X
PO Ty Tp
X 0 X
Giro
Definicién:

Dados un punto C y un angulo «, se llama giro de centro el punto C y angulo «, denotado por g , al

movimiento del plano que transforma un punto P en un punto P’= g, a(P ) tal que CP=CP' y p/C\p':w

En consecuencia, un giro mueve un punto alrededor de otro un determinado angulo; la trayectoria que sigue

el punto es un arco de circunferencia.

La Tierra gira sobre si misma y también en torno al sol; este ultimo movimiento se le conoce como
“traslacién”, aunque en realidad es una aproximacién a un giro (ya que la 6rbita no es circular, sino eliptica.

Otro ejemplo de giro es una ruleta o el movimiento de los vehiculos en una rotonda.

Existe un criterio en los signos de los giros: cuando el giro es en el sentido contrario al de las agujas del reloj
o antihorario, es decir a la izquierda (mirando la zona superior), el sentido del giro es positivo (+). Si el giro

es en el sentido de las agujas (horario o a la derecha) se dice que es negativo (-).
Los angulos de giro estan formados por dos semirrectas que se cortan en un punto llamado vértice.

Por ejemplo, si giramos a la derecha este termostato para aumentar la temperatura, se aplica un giro con

signo negativo (-), si giramos a la izquierda para bajarla, el giro es positivo (+).
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Simetrias

Simetria axial
Definicion: Una simetria axial de eje e es un movimiento del plano que hace corresponder a un punto P otro

punto P’ tal que la recta e es mediatriz del segmento P P,

En una simetria respecto de una, recta, el punto P’ transformado de un punto P se visualiza como reflejado en
un espejo; por ello, a la simetria axial también se llama reflexién. Cuando se realiza una reflexién de una
figura completa, esta se transforma reflejada, de la misma forma que los objetos reflejados en los espejos

estan “al revés” (lo de la izquierda a la derecha y lo de la derecha a la izquierda).

Cuando se observa la reflexién de un arbol en un charco de agua, la copa con las hojas se ve mas abajo que

el tronco, y ain mas abajo se ve el cielo.

Las simetrias son muy usadas en disefio industrial, esculturas, arquitectura, joyeria, y también tienen

aplicaciones técnicas muy variadas.

XP0
X Pyl

Pil
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Simetria central
Una simetria central de centro C es el giro de centro C y angulo de 180°. También puede expresarse como la

simetria de un punto P respecto a otro punto dado C. Si P’ es el punto transformado por esta simetria, el
punto C es el punto medio del segmento P P, Algunos modelos de tijeras, formadas por dos piezas idénticas

giradas 180° presentan una simetria central.

Grupos de simetria puntuales (o grupos de Leonardo)
Una figura F plana es cualquier subconjunto del plano R’ y el grupo de simetria S, de una figura plana F

es el conjunto de movimientos del plano que la dejan invariante.
Asipues: S.={movimientosT del plano|T(F )=F}

Un grupo de simetria puntual o de Leonardo es finito y tiene un punto llamado fijo llamado centro de

simetria.

Pueden ser de dos tipos: Ciclicos (solo contienen giros con centro el punto fijo) y Diedrales (contienen giros

centro el punto fijo y simetrias axiales respecto a rectas que pasan por el punto fijo).

Ejemplo de “Simetria rotacional ciclica”

Este tipo de simetria se basa en la repeticion de un elemento mediante un giro respecto a un punto.
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Un ejemplo de simetria ciclica es esta mirilla de una puerta. Cuando se presenta este tipo de simetria, no hay

simetrias axiales.

Ejemplos de “Simetria rotacional diedral”

Este tipo de simetria posee reflexiones y giros.

Un ejemplo de esta simetria rotacional de orden 6 es la distribuciéon hexagonal de la primera figura.

$—tX
- ¢ :

o5 . +
¥ x

Otro ejemplo de simetria rotacional diedral de orden 3 es un ventilador con tres aspas. Cada aspa se obtiene

de la anterior por un giro de 120°.
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En contraste con la simetria ciclica, las figuras que presentan simetria diedral tienen ejes de simetria axiales.
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Simetrias mediante regla y compas

En este caso solo se dispone de una regla no graduada y un compas.

Este procedimiento se ha usado mucho desde la antigiiedad, tiene unas reglas muy sencillas y permite hacer
muchos tipos de calculo mediante geometria, pero también tiene limitaciones muy conocidas: no se puede
dividir un angulo cualquiera en tres partes iguales (triseccién de un angulo) y tampoco determinar sobre una
recta la relacion entre el radio de una circunferencia y su longitud. Por ejemplo, con regla y compas no se
puede trazar un poligono de 9 lados, ya que requeriria dividir un dngulo de 120° (que si se puede obtener) en

tres partes iguales.

Simetria central o giro de 180°

o X

PO

Para calcular el punto simétrico P1 de un punto inicial PO respecto de un punto O se procede del siguiente

modo:
Se traza una recta r que pasa por los puntos PO y O.

Con el compas se traza un arco con centro en O y con radio la distancia O-P0; el arco de circunferencia corta
a la recta anterior r al lado opuesto del punto de inicio PO, obteniéndose el punto P1 que es el punto buscado

(opcionalmente se puede trazar un arco completo mayor de 180° desde PO hasta P1).
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Demostracion
Una circunferencia es el lugar geométrico de los puntos del plano que equidistan de uno punto fijo llamado
centro; en este caso, tanto PO como P1 forman parte de la circunferencia C trazada con centro en O y de

radio OPO, por lo que la distancia desde los dos puntos al centro es la misma.

Simetria respecto de una recta de un punto

Se parte de una recta r y de un punto PO, y se busca calcular el simétrico P2 del punto PO.

En primer lugar, se traza un arco de circunferencia con centro en PO que corte a r en dos puntos que definiran
un segmento sobre r y serviran de apoyo para trazar el simétrico (es un proceso similar a la obtencion de una

mediatriz). Estos puntos se denominaran P1A y P1B (el nombre que reciben no influye).

A continuacion, se traza sobre cada uno de esos puntos como centro un arco de circunferencia de radio la

distancia de cada punto a P0. El punto de corte de estos arcos define el punto simétrico P2 del punto PO.

r r
P1B P1B
P2
X
P1A PO P1A PO
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Demostracion

Tb1

Al trazar un arco de circunferencia desde PO, se definen los puntos de corte P1A y P1B, que definen un
triangulo isésceles de lados Tal, Ta2 y Ta3, donde Tal y Ta2 son de igual longitud. Al hacer con el mismo
radio los arcos que definen P2, se define también un tridngulo de lados Tb1, Tb2 y Tb3; como los radios son
iguales que los empleados antes, los lados Tb1 y Tb2 tienen la misma longitud que Tal o Ta2. Por otra parte,

el lado Th3, al estar construido sobre Ta3, tiene la misma longitud.

Por tanto, al tener los tridngulos la misma longitud de sus lados, son congruentes y sus alturas también,
ambos tridngulos son isdsceles y forman entre ambos un rombo de vértices PO, P1A, P2 y P1B, con una de
sus diagonales sobre la recta r. Los rombos tienen dos ejes de simetria que pasan por sus diagonales, por

tanto, los vértices del rombo PO y P2 son simétricos.

Traslacién de un punto siguiendo un vector

En este caso el vector de traslacion se denota por u y el punto inicial por PO.

Se comienza trazando un arco de circunferencia con origen en el extremo del vector U y con radio
(denotado como 1) la distancia entre el origen A de este vector y P0. Este arco cubre la zona donde puede

coincidir el punto final.

Después (aunque se puede realizar antes que el anterior) se traza un arco de manera similar, tomando como
radio la longitud del vector 1, y con centro en PO; este arco r, cortaré al que se ha realizado anteriormente y
permite obtener el punto P1. Geométricamente existe un segundo punto de corte (dos circunferencias cuando
se cortan lo hacen siempre en dos puntos), se elige siempre el punto de corte que proporcione un

desplazamiento paralelo al vector 1.
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Demostracion

Los puntos A, B, P1 y PO forman un paralelogramo, ya que los pares de lados La, Lc, y Lb, Ld tienen dos a
dos la misma longitud, y al efectuar el trazado, de las dos soluciones que admite el corte de los arcos de
circunferencia trazados desde B y A, se elige la que hace que Lc sea paralela a La (la otra solucién produciria
una figura donde La y Lc se cortarian entre si). De esta forma, al ser Lc y La paralelas y de la misma

longitud, distancia entre PO y P1 es la mismo que entre A y B.
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Giro de un punto de centro C y un angulo dado
Se parte de un angulo definido por las rectas A, y As, que se cortan en C y un punto PO que se desea girar. Se

efectuara un giro en sentido positivo, es decir hacia la izquierda o en el sentido contrario a las agujas del

reloj.

@)
-
S

Se traza en primer lugar un arco de circunferencia con centro en C y radio C-P0 que pase por el punto PO y

corte a los lados del angulo; con ello se obtienen los puntos Ca y Cb.

A continuacién, se toma la distancia entre estos dos puntos Ca y Cb con el compés, no hace falta dibujar el

arco como sale en el dibujo, solo tomar la distancia.

Cb

Ca

@)
IS

Finalmente, con este radio se traza un arco con el radio r; obtenido previamente que corte al arco inicial y

permita obtener P1.
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Angulos construibles mediante regla y compds

En este ejercicio se ha partido de un angulo arbitrario determinado en el dibujo.

Si el angulo de giro no esta dibujado en el papel, sino que es una referencia numérica (60°, 45°, 30°...) se
puede construir en algunos casos usando regla y compas y siguiendo los procedimientos de division de la
circunferencia, como la biseccion de un angulo (bisectriz) o la division de la circunferencia en 5 o 6 partes

para construir un pentdgono o un hexagono respectivamente.

No todos los angulos son construibles con este procedimiento, en algunos casos como mucho se puede
obtener una aproximacion, incluso aunque el trazado fuera muy minucioso y los instrumentos
extremadamente precisos no es posible construirlos. Un ejemplo es el angulo de 40° que se obtiene de
dividir 360° entre 9. La primera divisién de 360 entre 3 se puede realizar, pero la segunda requiere de dividir
un angulo (de 120°) en tres partes y eso no se puede hacer con regla y compas. La triseccion de angulos
arbitrarios es uno de los problemas cléasicos de la geometria griega que ha estado sin resolver hasta el siglo
XIX por Pierre Wantzel. Sin embargo, mediante doblado de papel (papiroflexia) si se puede realizar este tipo
de construccién de forma rigurosa desde un punto de vista matematico. Si no se usa doblado de papel, se
puede recurrir a aproximaciones o al semicirculo graduado, pero ya no seria una construccion con regla y

compas.
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Movimientos del plano mediante otros instrumentos de dibujo

Ademas de los instrumentos de dibujo ya utilizados, para realizar los movimientos del plano, pueden tomarse

otros, como son: escuadra, cartabén, regla graduada, semicirculo graduado y compas.

En dibujo técnico estos instrumentos se usaban con frecuencia; ahora con el uso masivo de los ordenadores
se emplean menos, pero, sin embargo, su conocimiento ayuda a manejar mejor las herramientas digitales. La
precision estd muy determinada por las escalas de las herramientas utilizadas, por ello, a nivel profesional, se

usaban instrumentos de gran tamafio y se trabajaba con documentos muy grandes.

Simetria respecto de una recta

Como anteriormente, se parte de una recta r y de un punto PO, y se trata de hallar el simétrico P1.

r r
X X
PO PO

Se sittia el cartabon alineado con la recta r, y una vez realizado esto, se sitia la escuadra con uno de sus

catetos apoyado sobre el cartabdn y el otro cateto sobre el punto PO, esto permite tener la orientacion de una

recta perpendicular a r que pasa por PO.
r ; r ;
Después se mantiene fija la escuadra y se gira el cartabon, de forma que se apoye sobre el cateto alineado

con P0. Una vez realizado esto se retira la escuadra y se traza la recta perpendicular a r, que se llamara s.
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A continuacién, con una regla graduada o el compas se traslada la distancia entre el punto PO y la recta
anterior r. al otro lado, obteniéndose el punto simétrico P2. Es un procedimiento menos exacto que el

anterior con regla y compas porque esta condicionada a una buena alineacién inicial.

Traslacion de un punto siguiendo un vector

PO

=

Denotamos por PO el punto a trasladar y el vector de traslacién es U (que va de del punto A al punto B), se
empieza apoyando uno de los lados de un instrumento en el vector, alinedndolo con su direccién (por
ejemplo, el lado largo del cartabén), por conveniencia se debe avanzar este lado para trazar una recta paralela
por PO, para que este lado cubra bien el punto PO y la longitud del vector. La recta paralela trazada se denota

porr.
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Hecho esto, se apoya el otro elemento (por ejemplo, la escuadra) en uno de los lados del otro (el cartabén
siguiendo el ejemplo), y manteniéndolo fijo (la escuadra en este ejemplo), se desplaza el elemento que se

alined con el vector hasta alinearlo con PO deslizandolo sobre el otro elemento.

PO

=4
=

Cuando se ha hecho esto se traza una recta r por PO que es paralela al vector i, hecho esto se puede tomar la
distancia marcada por la longitud del vector y trasladarla a la recta desde PO, obteniéndose P2, esto se puede
hacer con una regla graduada o un compas, o siguiendo el ejemplo anterior, trasladar la recta que estaria
definida por los puntos A y PO (no esta dibujada) y hacer una recta s paralela a ella por B, de forma que se
pueda usar la interseccion con la recta dibujada antes (r) y en ella marcar el punto obtenido P1. La precisién

de este método esta limitada por la alineacion de los elementos usados o de la regla graduada si se uso.
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Giro de un punto respecto de otro punto dado y un angulo determinado

Se parte de un centro C de giro, un angulo « y un punto inicial PO.

RS y
C

El proceso se inicia trazando una recta que pasa por C y PO y denotada por r.

La medida del angulo, se hace apoyando el semicirculo graduado en uno de los lados del &ngulo y con el
centro en el vértice C, entonces se apunta el valor que marca la escala del semicirculo, donde esta el otro

lado del angulo.
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PO

A continuacioén, se apoya el semicirculo graduado en el punto C y se alinea su base con la recta dibujada, y

hace una marca (a) correspondiente al dngulo que se quiere trazar.

Después, con la regla se traza una recta s que pase por los puntos a y C, marcando el angulo final.

Tomando el compés, con el centro en C y un radio correspondiente a la distancia entre C y PO, se traza un

arco que corte a la recta s. El punto de corte P1 es el punto girado.

Multiplicacién de un vector por un numero
Esta operacién puede realizarse midiendo con una regla o bien aplicando una proporcién mediante rectas

paralelas.
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Mediante coordenadas numéricas y ejes cartesianos
Las transformaciones geométricas: traslacion, simetria, giros, escalados (cambio de tamaiio),
deformaciones... pueden hallarse a partir de la geometria analitica con el apoyo del calculo matricial y de la

trigonometria para el caso de las rotaciones o giros.

En este nivel de tercero de Secundaria se explicaran las transformaciones geométricas que no necesitan este

tipo de procedimientos.
Las transformaciones mencionadas son muy utilizadas para generar graficos por ordenador, simulaciones...

En un sistema cartesiano, los ejes X e Y dividen al plano en cuatro zonas llamadas cuadrantes y que
numeramos del 1 a 4 siguiendo el sentido de giro antihorario (el positivo para los angulos). En los cuadrantes
1y 2, la ordenada y tiene valores positivos, y en los dos restantes, 3 y 4 son negativos. En los cuadrantes 1 y
4, la abscisa x tiene valores positivos, y en los cuadrantes 2 y 3 son negativos. Esto es muy importante para

situar los puntos correctamente.

En un sistema de ejes cartesianos, cada punto P € R? se describe mediante un par (a, b) de numeros reales,
asi P= (a , b) y cada vector U se determina por dos puntos Py Q, i :1?5 . El punto P es el origen del vector

'y el punto Q es el extremo. Las componentes del vector se obtienen restando a las coordenadas del punto

extremo las del punto origen.

20y Y T 1(x+, yH)

30ey) T Ay
Vectores en coordenadas cartesianas

Un vector en el plano R’es un par de niimeros reales, un vector del espacio R® es una terna de niimeros

reales y en general un vector de R" es una n-upla de nimeros reales.

Se puede acercar a los alumnos la idea de vector comparandolo con un ascensor especial de la siguiente
manera: un vector se asemeja a un ascensor, pero en vez de moverse solo en una direccién (vertical, solo
hacia arriba y hacia abajo), se puede mover en dos direcciones, es decir, puede subir, bajar, y también

moverse hacia la izquierda y hacia la derecha. Para conocer la posicion de un ascensor normal basta con
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saber en qué piso estd, basta un nimero, pero con el ascensor bidimensional harian falta dos niimeros, es

decir, dos componentes.

Multiplicaciéon de un vector por un numero real
Para multiplicar un vector por un numero se multiplican todas las componentes del vector por el nimero. Si
el vector es ﬁ:(a, b) y el niimero real es k, el vector k'U es (k - a, k - b). El punto de aplicacién del vector

producto se mantiene dénde estaba.

I I 2GR

En este ejemplo, el vector resultante se calcula multiplicando las dos componentes:

¢ T(3,1) L3
o V(-1,-1) S 3V

(33, 31) = 9,3)
(31, 3:(-1)) = (-3,-3)

Referido al ejemplo futbolistico del inicio, esto seria equivalente a chutar con el triple de fuerza la pelota,

manteniendo la direccion, sentido y punto donde se golpea.

Obtener un vector a partir de los puntos de origen y de destino
Esta operaciéon dibujando sobre papel es trivial, pero numéricamente requiere un poco mas de trabajo.

Consiste en restar a las coordenadas del punto de destino las del punto de origen, esta resta hay que hacerla
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coordenada a coordenada, es decir, la coordenada x del destino menos la coordenada x del origen, y lo mismo

con lay.

La mejor forma de visualizar esto es con el ejemplo del ascensor: si un ascensor esta en el piso 3 y sube al 8,
suponiendo que los pisos vayan correlativos, el ascensor habria subido 5 pisos (en algunas culturas se saltan
algunos niimeros por supersticién como el 4 o el 13). Un ascensor se mueve en una sola dimensién (un hueco
vertical en el edificio), s6lo puede subir y bajar, en el plano en cambio hay dos dimensiones, por eso estos
vectores tienen dos componentes.
2x vyl Ay 206 vh) Y] e, v

D S SO R I3 I
S P N I g

Ta Origen(,lrz,)

o x o o o o o 4 ! o o o o -T 5'1 o

VI I e -
[ CToorigenG35) L .
3y o Ay 30y oAy

En este ejemplo se calcula de la siguiente manera (los vectores resultantes comparten el médulo, la direccion
y el sentido, pero no el punto de aplicaciéon):

e T,:(6-1,3-2)

* Th:(2-(3), -3-(4))

(5, 1)
(5, 1)

También se puede hallar el punto de origen a partir del punto final y las componentes del vector, de igual

modo, conociendo el punto de origen se puede conociendo el punto de origen determinar dénde esta el punto

final.

En ambos casos se trata de sumar al punto un vector. En el primer caso se suma el opuesto del vector, en el
segundo se suma el vector sin modificar. El vector opuesto se obtiene multiplicAndolo por -1, como se

explicé en el apartado anterior, multiplicando todas las componentes por -1.

TaOrigen = TaFin - Ta (6,3) - (5,1) ( 6 - 5 s 3 -1 )
° TbFin = Talnicio + Ta: (1,2) + (5,1) = ( 1+ 5 5 2+1 )

1,2)
(6,3)

Equivale a una traslacion de un punto segtin un vector, lo que se explica a continuacién.

Traslaciéon de un punto siguiendo un vector
La traslacion se realiza sumando a las coordenadas del punto las componentes del vector, esto se hace
componente por cada componente (la componente x del punto con la componente x del vector, la

componente y del punto con la componente y del vector...).
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Ejemplo con Pa0 y Pb0 y el vector T (3, 1):

e Pa0(3,2) -  Pal(3+3, 2+1) (6,3)
e PbO(-1,-3) —  Pbl(-1+3,-3+1) (2, -2)
C2eyn) Y k) 20ey Y] k)
TED | Py . TTED | ey PaL

.(3'.2). c s o o b 6 6 o o o o «c .(3'.2). .. (6.'3).
0 X 0 X
.Pb(.) . ©° o o o o o o J L o o o o .Pb(.) . . .Pbl'
-1-3 -1,-3 (2,-2)
30c,y) T Al 30y T Al

Giro de un punto 180° respecto del origen (simetria central)
Se cambia el signo en ambas componentes (el valor absoluto se mantiene), esto es porque los puntos pasan al
cuadrante opuesto (del 1° al 3° y del 2° al 4°y, al contrario, del 3° al 1° y del 4° al 2°), y en los cuadrantes

opuestos los signos son los contrarios.
Ejemplos:

e Pa0(3,4) - Pal (-3, -4)
e PbO(-7,-2) -  Pbl(7,2)
e Pc0(4,-1) -  Pcl(4,1)

2 yH) Y] ik vy 206,90 Y] T Lk, y+)
. %Pao Pao

R L W . S 5
0 X X

N X X
Pb0
S T e sbeyd | T e
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Giro de un punto 90° respecto del origen
Cuando el giro es en sentido positivo (antihorario o a la izquierda), se intercambian las componentes de la
posicion y en algunos casos se cambia de signo. No es conveniente aprenderse el criterio, lo mejor es

razonarlo cuando se necesite aplicarlo.

Si esta en el primer cuadrante y el giro es a la izquierda (+) o antihorario, el signo de la componente x pasa a
ser negativo porque pasa al segundo cuadrante donde la componente x es negativa, y el de la componente y
se mantiene porque en ese cuadrante la componente y es positiva. Si el giro es al contrario, es decir, a la
derecha (-), la componente x se mantiene, la que cambia de signo es la y, ya que el punto pasa de quedar por
encima del eje X a quedar por debajo. Este razonamiento es similar para el resto de cuadrantes.

20yt o Y ke 20eyn Y] v

. Pal {-2,4)% - |

.Pbo (_5’1) . . .900 . . . xpao (.4’2) . . .Pbo. (_.5’1) . . .900 . . . Pao (.4’2) .

by L Ay S Ay
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Simetria respecto de los ejes de coordenadas

En este caso solo hay que poner el signo opuesto en una de las componentes, hay dos casos:

Eje X

Si el eje de simetria es el eje horizontal (eje de abscisas o X), la componente vertical y cambia el signo.
EjeY

Si el eje de simetria es el eje vertical (eje de ordenadas o Y), la componente horizontal x cambia el signo.
Ejemplo:

* (-5, 3) se transforme con una simetria respecto del eje Y en el punto (5, 3).
* (-3, 3) se transforma mediante una simetria respecto del eje X pasa a ser (-3, -3).

Ejemplo: simetria respecto al eje X:
20y Y T k) 2, y0) Y] Lk, y4)

. Pa0

. Pal

bey) L Ay 30y ] Ay

Ejemplo: simetria respecto al eje Y:

C20eyd) o Y
. Pa0

.

Bbey) L Ay
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Simetria respecto de la bisectriz de los ejes del primer y tercer

cuadrante

Se intercambian los valores de las componentes (x pasa a ser y, e y pasa a ser x), asignando signos
positivos o negativos a las componentes en funcion de los cuadrantes donde se sittian los puntos.

2% y+) Y

' 1'(x-0;, yv+)

2(x- y+) Y

' 1'(x+', yv+)‘

LR

EICAZN

30 y)

ICAZE

Simetria respecto de la bisectriz de los ejes del segundo y cuarto

cuadrante

Al igual que antes, se intercambian los valores de las componentes, asignando signos positivos o
negativos a las componentes en funcién de los cuadrantes donde se sitian los puntos.

C2(xy+) Y

- 1-(x+-, y-+

)

ey Y

- 1ix—F, y-+)'

30 y)
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Doblado de papel

Se pueden realizar estas transformaciones mediante doblado de papel, existen varios métodos, en este caso se
explicaran los procedimientos basandose en algunos axiomas de Huzita—Hatori, en concreto y mediante
dobleces tinicos del papel, sin solapes (se dobla el papel, se desdobla y se marca (si fuera necesario) con un

boligrafo o un rotulador la huella del doblez).

En los dibujos, muchos de los elementos tienen una alineacién horizontal o vertical, pero este procedimiento
se puede aplicar con cualquier orientacion. También se incluyen los dobleces aplicados con degradados junto

a las lineas de doblez.

A continuacién se exponen los cuatro primeros axiomas, que son los necesarios para realizar los

movimientos sobre el plano:

1°" axioma O,
Dados dos puntos PO y P1 (que no sean coincidentes), hay un tinico doblez que pasa por ellos, es equivalente

a trazar una linea por dos puntos con una regla:

P1 PO P1 PO

2° axioma O,
Dados dos puntos PO y P1 (que no sean coincidentes), hay un tinico doblez que coloca los puntos uno sobre

el otro, es el equivalente a la hallar la mediatriz de un segmento:
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3¢ axioma O

Dadas dos rectas r y s, existe un pliegue que sitia a una recta sobre la otra, es equivalente a realizar la

bisectriz de un angulo, si las rectas iniciales son paralelas, la recta obtenida esta entre medias de ambas:

4° axioma O,
Dado un punto PO y una recta r, se puede realizar un pliegue que pase por el punto y es perpendicular a la

recta, de forma que esta quede plegada sobre si misma, el punto puede estar situado sobre la recta:
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Simetria de un punto respecto de un eje

La determinacion del simétrico de un punto respecto a una recta dada r en papiroflexia es trivial.

Se dobla el papel respecto de la linea que determina dicho eje, y después, mediante la transparencia del papel

se puede marcar el punto.

PO P1 PO

Simetria central de un punto respecto a otro

Se parte de un punto inicial P1 y un punto central C.

PO

El primer paso consiste en obtener el doblez por ambos puntos usando el axioma O, obteniendo la
recta r, el siguiente paso es emplear el axioma O, para plegar la recta r sobre ella misma pasando

por el punto C. Asi se determina el punto P1, simétrico de PO.
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Giro de un punto un angulo dado

Se parte de un punto PO y un angulo formado por las lineas r y s que se cortan en C.

En primer lugar, se obtiene por doblado la bisectriz b de r y s.

Yy

Después se lleva el punto PO por simetria respecto de la recta r, obteniéndose P1.

El punto final P2 se determina llevando P1 por simetria respecto de la bisectriz b.
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Demostracion

Sea B es un punto de la bisectriz del 4ngulo de giro m b

En la figura siguiente se ilustra la demostracion. El angulo ma eslasumade PO C P2 (el
angulo de giro) y ma . Al aplicar la simetria, el angulo PO C P1 esel doble de ma
(es decir, vale 2- PO C P2 +2 ma ).

Al aplicar el segundo paso (reflexiéon sobre r), al angulo mb se resta el doble del angulo
ma (bisectriz del angulo de giro) y ﬁ 1 (que es igual a ma ), por lo tanto el giro
total es el angulo mb .

Ab B

P1

P2

Alternativa

Existe una alternativa para el caso de problemas de espacio (final del papel o por acumulacién de otros
puntos). Para ello la primera bisectriz b de r y s se obtiene igual que antes. Después, la simetria de PO se hace
sobre la bisectriz r, obteniendo P1, y finalmente se obtiene el punto buscado P2 con la simetria de P1 sobre la

recta s.
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Demostracion

En la figura que sigue se comprueba el segundo procedimiento, de manera similar a la anterior.

P1

P2

La composicién de dos simetrias axiales de ejes r y s que se cortan en un punto C es el giro de centro C y

angulo doble del 4ngulo que forman las rectas r y s, es decir 2- 7,5 .

Traslacion de un punto segun un vector
Se parte de un vector U y de un punto PO, si solo se tienen los puntos se puede obtener el doblez completo

para tener la direccion del vector mediante el axioma O; usando los puntos A y B:
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En primer lugar, se obtiene la mediatriz r del segmento AB usando el axioma O,.

A continuacion, se hace una perpendicular s por B, a la recta definida por la direccién del vector usando el

axioma Oa.
Se lleva el punto PO al otro lado de la mediatriz r usando el axioma O, y obteniendo P1.

El punto final P2 se obtiene llevando P1 al otro lado de s con el axioma O,.
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Alternativa

Como en el caso de un giro, existe una forma alternativa de hacerlo que puede ser mas conveniente en

algunos casos, como la falta de espacio.

El doblez, por el axioma O,, que forma la recta r (mediatriz de AB) se realiza igual que antes, pero el doblez,

recta s (axioma Oy) se hace sobre A; a partir de él se obtiene en primer lugar P1 desde de PO y la recta s, y

posteriormente P2 a partir de P1 y con la recta r.
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Demostracion

Para demostrar la validez de los procedimientos de traslacion en ambos casos, se hallan en primer lugar las
proyecciones ortogonales de A y B en la recta paralela al vector I que contiene al punto PO, obteniendo A’ y
B’. Los puntos P1 y P2 estdn contenidos en esa recta porque todas las transformaciones son simetrias

respecto a rectas perpendiculares a la direccion del vector u.

En el primer método la longitud del segmento PO P1 es la suma de las longitudes de los segmentos PO A’,
A’B’y B’ P1. Por la simetria respecto a r, los segmentos PO A’ y B’ P1 tienen la misma longitud, por lo que el
segmento PO P1 mide 2-P0 A’ + A’B’. Al hacer el pliegue por la recta s, se obtiene el punto P2 y el segmento
P1 P2, que tiene el doble de longitud que el segmento B P1, por tanto, al restar la distancia P1 P2 al

segmento PO P1 se obtiene la distancia A’B’.

En el método alternativo, por la simetria respecto a s, los segmentos PO A’ y A’ P1 tienen la misma longitud.
Al hacer el pliegue en r se obtiene el segmento P1 P2, cuya medida es la medida del segmento A’B’ menos la
suma las medidas de los segmentos A’ P1 y P2 B’, pero al ser segmentos simétricos respecto de r, son de

igual longitud. Por tanto, si a la longitud P1 P2 se le suma PO A’ y A’ P1 se obtiene A’ B’.
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Desarrollo de la Situacidon de Aprendizaje

A continuacién, se desarrolla una unidad didactica correspondiente al curriculo de 3° de ESO
establecido en la LOMLOE y el BOCyL.

46/106



Situacion de Aprendizaje “Transformaciones en el
plano”

Introduccidén y contextualizacion
Se describe una Situacién de Aprendizaje para trabajar en 3° de la ESO los conceptos de traslaciones, giros y
simetrias en un plano, asi como conocer diversas aplicaciones en el &mbito artistico y en el cultural. Algunas

de las actividades se realizaran en grupos de tres personas, y otras colectivamente.

El contexto es un colegio publico situado en un barrio de Valladolid, con una parte del alumnado extranjero,
pero con un buen dominio del idioma, de manera que no van a tener problemas para seguir las actividades;
también hay dos alumnos TDAH (ADHD en inglés) pero que no presentan grandes dificultades. No hay
alumnos con dislexia u otras dificultades. En cuanto al uso de nuevas tecnologias, no todos los alumnos
tienen un teléfono moévil y el manejo de ordenador es bastante basico en muchos de ellos. El ntimero de
alumnos en el aula es de veintiuno (todos ellos habiendo promocionado de segundo de ESO en el curso
anterior) y el grado de interés por las matematicas es intermedio, algunos alumnos tienen cierto interés en
ampliar sus conocimientos, y otros, sin embargo, necesitan motivacion adicional para llevar a cabo las tareas.
Algunos de los alumnos han tenido contacto con el plegado de papel (papiroflexia) para la resolucién de
ecuaciones o construccién de figuras geométricas en cursos anteriores. Por lo general y debido a las acciones
en cursos previos, ya no asocian las matemaéticas solo a realizar operaciones. En cuanto a otras asignaturas, el
nivel en tecnologia es de tipo medio y en expresion artistica también, algunos estudiantes tienen una buena

habilidad para el dibujo manual y otros sobresalen mediante instrumentos.

En cuanto a intereses y aficiones, muchos de los alumnos tienen un gran interés por el fiitbol, lo cual se deja
notar por las conversaciones o articulos que llevan y comentan. No obstante, las tematicas de las situaciones

de aprendizaje seran variadas para abarcar los intereses de todos los alumnos.

Objetivos didacticos

Sentido espacial:
1. Localizacion y sistemas de representacion
©  Vectores: coordenadas, operaciones.
2. Movimientos y transformaciones

o Transformaciones elementales como giros, traslaciones y simetrias en situaciones diversas

utilizando herramientas manipulativas.
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Elementos curriculares involucrados

Sentido matematico: al repasar el concepto de vector aprendido en el curso anterior, de nimero

real, de dimensiones...

Sentido espacial: al evaluarse las posiciones de un punto en coordenadas cartesianas antes y
después de su transformacion por un movimiento, al trabajarse con vectores, direcciones, sentidos de

giro... en el tratamiento de figuras poligonales, lineas, puntos...

Sentido de la medida: en esta actividad se trabaja con medidas angulares y lineales, lo que permite
practicar su manejo y recordar las diferencias entre ellas. También se trabaja con procedimientos

graficos donde no hay medidas numéricas, pero si visuales en forma de la longitud de una linea.

Sentido socioafectivo: al fomentar el trabajo en equipo, compartir el resultado de las actividades
realizadas, se manejan técnicas de trabajo en grupos de tres personas que fomentan la colaboracion
entre los alumnos en su propio aprendizaje. Se favorecen actitudes empaticas de escucha activa a los
compafieros e inclusivas a través del trabajo en grupos heterogéneos, ademdas de que los

conocimientos que se vinculan a personas significativas suelen ser mejor recordados en el futuro.

Competencias especificas
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2. Analizar las soluciones de un problema usando diferentes técnicas y herramientas, evaluando las
respuestas obtenidas, para verificar su validez e idoneidad desde un punto de vista matematico y su

repercusion global.

o Esta competencia especifica se conecta con los siguientes descriptores del Perfil de salida:

CCL1, STEM1, STEM2, STEM4, CD2, CPSAA4, CC3, CE3.
o Criterios de evaluacion

= 2.1 Comprobar la correccién matematica de las soluciones de un problema realizando los

procesos necesarios. (STEM1, STEM?2)

= 2.2 Comprobar la validez de las soluciones de un problema y su coherencia en el contexto
planteado, evaluando el alcance y repercusion de estas desde diferentes perspectivas (de
género, de sostenibilidad, de consumo responsable, etc.). (STEM1, STEM4, CD2, CPSAAA4,
CC3, CE3)

5. Reconocer y utilizar conexiones entre los diferentes elementos matematicos interconectando

conceptos y procedimientos para desarrollar una visién de las matematicas como un todo integrado.

o Esta competencia especifica se conecta con los siguientes descriptores del Perfil de salida:

STEM1, STEM3, CD2, CD3, CCEC1.



6. Identificar las matematicas implicadas en otras materias y en situaciones reales susceptibles de ser
abordadas en términos matemaéticos, interrelacionando conceptos y procedimientos para aplicarlos en

situaciones diversas.

o Esta competencia especifica se conecta con los siguientes descriptores del Perfil de salida:

CCL1, STEM1, STEM?2, STEM3, STEMS5, CD3, CD5, CC4, CE2, CE3, CCEC1.

7. Representar, de forma individual y colectiva, conceptos, procedimientos, informacion y resultados
matematicos, usando diferentes tecnologias, para visualizar ideas y estructurar procesos

matematicos.

o Esta competencia especifica se conecta con los siguientes descriptores del Perfil de salida:

STEM3, STEM4, CD1, CD2, CD5, CE3, CCECA4.

8. Comunicar de forma individual y colectiva conceptos, procedimientos y argumentos matematicos,
usando lenguaje oral, escrito o gréfico, utilizando la terminologia matematica apropiada, para dar

significado y coherencia a las ideas matematicas

o Esta competencia especifica se conecta con los siguientes descriptores del Perfil de salida:

CCL1, CCL3, CP1, STEM2, STEM4, CD2, CD3, CE3, CCEC3.

9. Desarrollar destrezas personales, identificando y gestionando emociones, poniendo en practica
estrategias de aceptacion del error como parte del proceso de aprendizaje y adaptandose ante
situaciones de incertidumbre, para mejorar la perseverancia en la consecuciéon de objetivos y el

disfrute en el aprendizaje de las matematicas.

o Esta competencia especifica se conecta con los siguientes descriptores del Perfil de salida:

STEMS, CPSAA1, CPSAA4, CPSAAS, CE2, CE3.

10. Desarrollar destrezas sociales reconociendo y respetando las emociones y experiencias de los
demads, participando activa y reflexivamente en proyectos en equipos heterogéneos con roles
asignados, para construir una identidad positiva como estudiante de matematicas, fomentar el

bienestar personal y crear relaciones saludables.

o Esta competencia especifica se conecta con los siguientes descriptores del Perfil de salida:

CCL5, CP3, STEM3, CPSAA1, CPSAA3, CC2, CC3.

Competencias clave
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CCL1. Se expresa de forma oral, escrita, signada o multimodal con coherencia, correccién y
adecuacion a los diferentes contextos sociales, y participa en interacciones comunicativas con actitud
cooperativa y respetuosa tanto para intercambiar informacién, crear conocimiento y transmitir

opiniones, como para construir vinculos personales.



50/106

CPSAAL1. Regula y expresa sus emociones, fortaleciendo el optimismo, la resiliencia, la autoeficacia
y la bisqueda de propésito y motivacién hacia el aprendizaje, para gestionar los retos y cambios y

armonizarlos con sus propios objetivos.

CPSAA3. Comprende proactivamente las perspectivas y las experiencias de las demds personas y
las incorpora a su aprendizaje, para participar en el trabajo en grupo, distribuyendo y aceptando

tareas y responsabilidades de manera equitativa y empleando estrategias cooperativas.

CPSAADS. Planea objetivos a medio plazo y desarrolla procesos metacognitivos de retroalimentacion

para aprender de sus errores en el proceso de construccion del conocimiento.

CCECI1. Conoce, aprecia criticamente y respeta el patrimonio cultural y artistico, implicandose en

su conservacion y valorando el enriquecimiento inherente a la diversidad cultural y artistica.

CCEC2. Disfruta, reconoce y analiza con autonomia las especificidades e intencionalidades de las
manifestaciones artisticas y culturales mas destacadas del patrimonio, distinguiendo los medios y

soportes, asi como los lenguajes y elementos técnicos que las caracterizan.

STEM1. Utiliza métodos inductivos y deductivos propios del razonamiento matematico en
situaciones conocidas, y selecciona y emplea diferentes estrategias para resolver problemas

analizando criticamente las soluciones y reformulando el procedimiento, si fuera necesario.

STEMZ2. Utiliza el pensamiento cientifico para entender y explicar los fenémenos que ocurren a su
alrededor, confiando en el conocimiento como motor de desarrollo, plantedndose preguntas y
comprobando hipétesis mediante la experimentacion y la indagacién, utilizando herramientas e
instrumentos adecuados, apreciando la importancia de la precisién y la veracidad y mostrando una

actitud critica acerca del alcance y las limitaciones de la ciencia.

STEM4. Interpreta y transmite los elementos mdas relevantes de procesos, razonamientos,
demostraciones, métodos y resultados cientificos, matematicos y tecnolégicos de forma clara y
precisa y en diferentes formatos (graficos, tablas, diagramas, férmulas, esquemas, simbolos...),
aprovechando de forma critica la cultura digital e incluyendo el lenguaje matematico-formal con

ética y responsabilidad, para compartir y construir nuevos conocimientos.

CCl1. Analiza y comprende ideas relativas a la dimension social y ciudadana de su propia identidad,
asi como a los hechos culturales, histéricos y normativos que la determinan, demostrando respeto
por las normas, empatia, equidad y espiritu constructivo en la interaccién con los demés en cualquier

contexto.



Descripcion de la actividad

Primera sesion

Planteamiento inicial
Se explica en primer lugar la actividad relativa al traslado de un edificio histérico. En ella se relata que en
una ciudad imaginaria tienen que salvar un antiguo edificio moviéndolo de lugar; de momento solo se

muestra en pantalla el entorno de trabajo. Esa actividad enlaza con la siguiente del campo de futbol.

La realizacién de la actividad planteada promueve la apreciacion del patrimonio histérico, que sin duda
puede enlazar con la asignatura de Historia. También es una primera toma de contacto con conceptos de

urbanismo como parte de una cultura general bésica.

A cada alumno se le entregara un documento de tres folios donde aparece explicada la actividad en los dos
primeros, y en el ultimo se muestra un plano simplificado sobre el que se deben realizar las tareas; los

alumnos también reciben una copia digital de la actividad.

Repaso

A modo de repaso, se presenta una actividad previa donde se plantea una serie de preguntas con varias
respuestas cada una, siendo valida solo una de ellas. Es una actividad que se realiza de forma individual. Para
que resulte mas entretenida, la forma de puntuarla es similar a un partido de fitbol donde el alumno marca o
recibe goles seglin acierte o no las preguntas (que son de repaso de otros afios); las respuestas que no estan
muy alejadas de la correcta no conllevan goles en contra, esto es asi porque permite dar una motivacién
adicional a los alumnos en caso de cometer un error. El criterio es elegir algunas respuestas que, aunque sean

incorrectas, al menos tengan menos incongruencias.

Se incide sobre todo en tener claros los conceptos previos, y si no se tienen, se repasan. Algunas de las
preguntas estan basadas en fallos frecuentes que a veces se cometen, como contar los desplazamientos
empezando desde uno (en vez de iniciar la cuenta en cero), o tener problemas para encontrar los ejes de

simetria de una figura.

Esta actividad no es evaluativa, pero permite a los alumnos recordar conocimientos de afios anteriores o

saber en qué aspectos de la materia necesitan mejorar.

Las preguntas son mostradas mediante una presentacién en el proyector, las respuestas se presentan en la
diapositiva siguiente a la pregunta para que la correccion pueda ser inmediata. En cada pregunta se realiza, si
es necesario, alguna explicacién y contextualizacion de lo que se pregunta, y en las respuestas se aclaran los
conceptos para dejar patentes los motivos que hacen las respuestas incorrectas. Algunas preguntas estan

ambientadas en el fatbol.
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Preparacion de la siguiente sesion

Se plantea a los alumnos la siguiente actividad, que consiste en aplicar transformaciones geométricas sobre
un plano. La metodologia empleada para esta actividad es la de puzle. Asi, se organizaran tres paquetes de
contenidos para repartir entre los grupos establecidos de tres alumnos. Los alumnos deben repartirse los
bloques de temas y leer en casa los que les correspondan para exponerlos al dia siguiente a sus compafieros
de grupo. Como el tiempo puede ser limitado, las transformaciones mediante instrumentos de dibujo tienen
menos prioridad, salvo el giro de un punto. Si algunos alumnos tienen facilidad para entenderlo pueden ver

las demostraciones o procedimientos adicionales.
El reparto de tareas sera el siguiente:

1. Suma de vectores, giro de un angulo con regla y compas, coordenadas de un vector a partir de sus
puntos de origen y de destino, traslaciéon de un punto por métodos analiticos, traslacién de un punto

usando instrumentos de dibujo: regla y compas y otros.

2. Multiplicacion de un vector expresado en coordenadas por un numero real, multiplicaciéon de un
vector por un numero usando instrumentos de dibujo, giros de 180° y 90° aplicados a un punto

usando métodos analiticos y simetrias respecto de los ejes X e Y.

3. Simetria central o giro de 180° con regla y compas, transformado de un punto mediante un giro de
centro otro punto y angulo determinado usando instrumentos de dibujo y semicirculo graduado y

simetria de un punto respecto de una recta usando regla y compas.

Segunda, tercera y cuarta sesién
Con los grupos formados en la sesion anterior, y siguiendo la técnica del aprendizaje cooperativo (o puzle) se
enseflan entre si las transformaciones de giros, traslaciones y simetrias de un punto mediante regla y compés,

mediante coordenadas numéricas y mediante herramientas de dibujo.

El orden de prioridad es en primer lugar por coordenadas, después por regla y compas y finalmente por otros

instrumentos de dibujo, que es optativo (salvo el giro de un punto un determinado angulo).

Esta actividad es preparada por los propios alumnos en casa a partir del material didactico que reciben en
clase (en folios y un documento digital con toda la teoria adaptada a un lenguaje préximo a los alumnos);

previamente se reparten entre ellos lo que explicara cada uno.

Preguntas
Se realizan algunas preguntas basicas para repasar y asegurar conocimientos.
*  Sumar un angulo de 200° y otro de 220° dibujando en la pizarra los d&ngulos girados, pero haciéndolo
mal a propo6sito, de manera que los alumnos entiendan la importancia de comprobar las operaciones
que hace otra persona y no presuponer que estan bien hechas. Consiste en suponer 200° como media

circunferencia (180°) y afiadir otros 20° y posteriormente se calcula otra media circunferencia y se
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afiaden otros 20° de forma que los alumnos no se den cuenta de que hay un solape y solo se afiaden

20° grados una vez.

*  Mostrar en pantalla varias figuras preguntando si son simétricas o no (simetria de reflexién). Son
iméagenes que pueden llevar a confusion (por ejemplo, dos espirales o dos hélices). Es una forma de
hacer méas amena la clase y aprender a distinguir cuando algo es simétrico de cuando no lo es. Se
aprovecha para ensefiar algunos medios cuando se tienen problemas para visualizar bien las
simetrias, como interponer un objeto delgado en el dibujo, por ejemplo, un lapicero o un alambre o

girar el papel.

Ejercicios
Se plantean unas cuestiones y ejercicios basicos para poner en practica los conocimientos aprendidos durante

esta sesion.

Actividad coordinada con las asignaturas de Tecnologia y Educacion Plastica
Esta actividad se realiza en coordinacién de las asignaturas de Matematicas, Tecnologia y de Educacién

Plastica, ello se explica al final de la segunda sesién para dar a los alumnos maés tiempo a prepararla.

Cada grupo de alumnos elige dos temas relacionados con las simetrias radiales o rotacionales: uno
relacionado con Tecnologia y otro con Educacion Plastica y lo preparan durante un periodo de tiempo, tras el
cual lo exponen en las clases de Tecnologia y de Plastica. Estos temas se impartiran durante 2-4 minutos

delante de sus compafieros.
Los dos temas son de estos tipos:

*  Describir algun tipo de mecanismo o aparato que tenga simetria radial, explicando para qué sirve, en
qué época se inventd, y si ya no se usa, cuando se dejé de usar y el motivo. Hay que sefalar qué
puede aportar la simetria radial en cuanto al funcionamiento, costes, fabricacion, manejo por parte

del usuario... Los alumnos se ponen de acuerdo entre ellos para evitar repetir el tema.

*  Mostrar algunos elementos de disefio industrial o artistico que usan este tipo de simetria, mostrando
como se componen. Pueden ser llantas de coches, elementos arquitecténicos de edificios de la

ciudad, obras pictoricas, logotipos...

A modo de introduccién se presentan algunos ejemplos del afio anterior sobre simetrias por traslacién. En
funcién del tiempo disponible se puede presentar alguno mas o explicarlos con mas profundidad, estos
ejemplos ayudan a los alumnos a tener unas ideas de partida para saber cémo enfocar el trabajo a realizar o
como presentarlo, ya que a veces puede surgir un bloqueo en los alumnos por la falta de ideas que puede

derivar en la procrastinacion.
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Los ejemplos de temas elegidos son variados, desde los muy cotidianos y sencillos, hasta otros mas
complejos, estos tltimos explicados en un lenguaje sencillo y que puedan entender con los conocimientos

que tienen, vinculdndolos a otras materias como la historia, la fisica o la biologia.

Geoplanos
El uso de geoplanos es titil para trabajar los conceptos de suma de vectores, propiedades de la suma de

vectores y la multiplicacion de un vector por un nimero escalar. Se emplearia uno por cada grupo.

Aplicaciones de simetrias

Existen muchos programas informaticos que permiten explotar las simetrias para la creacion de disefios,
tanto para el ambito técnico como el artistico. Se mostraran algunas aplicaciones web o de escritorio de uso
gratuito o con licencia libre, usando algunas de ellas. Se destacara que, aunque su uso al principio no siempre
es sencillo, estas herramientas permitiran a los alumnos dar rienda suelta a su creatividad, o aprender y

descubrir muchos tipos de patrones basados en simetrias:

* Inkscape: Se explica de forma breve, destacando que algunos de los dibujos usados en clase se han

realizado con él. Se mostraran algunos ejemplos de la red.

* Kali y Moranements : Se explican brevemente, permite experimentar con multitud de patrones de

simetria.
* P4ginas web:

o https://create.kahoot.it/share/simetrias-actividad-eso/2006f215-4afb-4cef-97b3-4365d131856f
(Recuperada el 11 de junio de 2023)

o https://es.khanacademy.org/math/geometry/xff63fac4:hs-geo-transformation-properties-and-
proofs/hs-geo-symmetry/v/example-rotating-polygons (Recuperada el 11 de junio de 2023)

o https://www?2.ual.es/jardinmatema/simetrias/ (Recuperada el 11 de junio de 2023) se abordan las

simetria radiales y plantea varias actividades o cuestionarios de respuesta multiple tipo Kahoot!

* FreeCAD y Blender: (menci6n y mostrar capturas de pantalla), explicando que son herramientas

avanzadas orientadas al modelado 3D para imprimir o crear videos.

* Geogebra: esta aplicacion que ya conocen los alumnos permite trabajar con las transformaciones
geométricas que se manejan en 3° de ESO. Se mencionan las herramientas que se usan para ello y se

muestran algunos ejemplos.

El tiempo dedicado dependera de la evolucion de la clase. A modo complementario se mostraran también

algunas creaciones de M. C. Escher o algunas diapositivas de ejemplos en monumentos.
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Quinta sesion

En esta sesion se mantienen los grupos del dia anterior, se repasan las transformaciones geométricas
mediante papiroflexia, pero atendiendo una clase magistral en la que se explica de forma sencilla los
procedimientos. Esta actividad se basa en los axiomas de Huzita—Hatori, de los cuales se van a usar solo los
cuatro primeros, que son de facil aplicacién, aunque muchos alumnos pueden conocer de cursos anteriores
los demas. En este método, el papel solo se dobla una vez de manera simulténea, teniéndose que desplegar

antes de realizar el siguiente doblez.

Los materiales que se entregan son hojas de formato DIN A4 divididas a la mitad: una para realizar la
traslacién de un punto y otra para realizar un giro. El motivo de usar un folio DIN A4 dividido en dos (es
decir, un DIN A5) es porque es facil de pegar luego en el cuaderno con celo o pegamento y asi conservar el

trabajo realizado para el futuro.

Esta sesién permite iniciarse o conocer mejor este tipo de procedimiento de reciente desarrollo y que permite
operaciones bastante complejas. En este caso las operaciones que se van a realizar son: hallar el simétrico de

un punto, hacer una traslacién de un punto y el girado de un punto.

Al realizar la actividad con los compatfieros en grupos, si alguno tiene dudas, estas pueden ser resueltas por
los propios compafieros. A nivel didactico hay que incidir en que tomen nota de los pasos que se dan,

apunten el nimero de cada operacion realizada para tener el orden, etc.

Ampliacion
Se muestran algunos ejemplos de aplicaciones informéaticas con las que realizar simetrias y jugar con ellas o

crear disefios, destacando la faceta artistica de esta parte de la asignatura.

Rigor en las matematicas

Esta actividad se puede aprovechar para hacer una breve introduccion del rigor en las matematicas y su
importancia, explicando que detras de cada ejercicio realizado sobre papel hay unas demostraciones
matematicas que prueban que los procedimientos realizados son perfectamente validos, y que la simple

realizacidn, sin justificacidn, de las figuras sobre papel no es suficiente.

Se aclara que las demostraciones no se exigiran en el examen final, pero, sin embargo, su comprension es

necesaria para un aprendizaje correcto de esos conceptos.

Toma de apuntes
Cuando se explican los pasos de la papiroflexia, se guia a los alumnos para la toma de apuntes, diciendo qué
tienen que anotar esos pasos en el cuaderno de cara a que, si quisieran repetir la actividad por su cuenta en el

futuro, puedan usar sus propios apuntes como fuente de informacion.
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Saber tomar apuntes de forma eficaz es una competencia bésica, no solo para poder afrontar cursos de

niveles superiores, sino también para otros ambitos no académicos.

Sexta sesion

Como actividad final, se realiza la actividad planteada inicialmente del traslado del edificio, siguiendo todos
los pasos y aplicando las coordenadas. Si hubiera tiempo se puede hacer el complemento del reflejo de un
edificio en la fachada de otro o se pueden buscar los ejes de simetria de un octégono que esta girado respecto

a la posicién tipica mas usual con la que se muestra esta figura geométrica.

Para realizar esta actividad se proporcionaran hojas con el entorno simplificado para facilitar la tarea. Los
grupos de alumnos son los mismos que anteriormente. Si atin hubiera tiempo se repasarian los conceptos
para preparar la actividad evaluativa. Al final de la sesién se plantea la actividad conjunta con Tecnologia y

Educacién Plastica.

Séptima sesion

Como actividad evaluativa final, se plantea un examen con el simil de un "partido de vuelta". Esta actividad
se realiza en una hoja de papel que contiene varias preguntas, algunas de repaso y otras de lo aprendido
recientemente. Se puntia del 0 al 10, pero, ademas, para mantener la ludificacion, se afiade un resultado,
tipicamente de fiitbol, a la nota, que muestre el rendimiento del alumno de una manera diferente. En caso de
rendimientos bajos, se evitaria poner aqui notas demasiado exageradas para no penalizar la motivacién de

cara a futuras pruebas.

Parte de la evaluacion corresponde a un pequeiio portafolio; los alumnos deben describir en un cuaderno de

forma breve lo que han aprendido durante las clases.

Otra parte de la evaluacién corresponde a la observacién de los alumnos durante la realizacién de las

actividades propuestas.

Atencion a la diversidad
Se emplean varias metodologias que buscan conseguir una actividad amena y que evite la monotonia que
puede suponer mantener unos mismos tipos de métodos durante mucho tiempo, ademés de procurar abarcar

mejor a las diferentes capacidades de los alumnos.

Metodologia y estrategias didacticas

Se emplean varias metodologias que buscan conseguir una actividad amena y que evite la monotonia que
puede suponer mantener unos mismos tipos de métodos durante mucho tiempo, ademés de procurar abarcar

mejor a las diferentes capacidades de los alumnos.
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Ludificacion (gamificacion)
La ludificacién consiste en la adaptacién de una actividad de aprendizaje en una actividad de juego que
resulte mas entretenida o divertida, de manera que se facilite realizacién de esta actividad por parte de los

alumnos y se aumente su interés en ella.

El origen etimolégico de la palabra ludificaicén viene de la palabra latina “ludo”, que significa juego o jugar,
en el caso de la palabra gamificacion, el origen es la palabra en inglés “game”, que traducida al espafiol

también significa “juego”.

La Real Academia Espafiola (RAE) recomienda el uso de la palabra “ludificacion”:
accion y efecto de ludificar.

Ludificar:
1. tr. Transformar algo en un juego o fomentar sus aspectos Iludicos.

2. tr. Aplicar técnicas o dindmicas propias del juego a actividades o entornos no
recreativos para potenciar la motivacion y la participacion, o facilitar el aprendizaje y
la consecucion de objetivos.

Las ludificaciones cada vez son mas frecuentes en el mundo de la ensefianza. Para que resulten efectivas se

deben realizar siempre sin perder de vista los objetivos didacticos que se persiguen.

Sus principales ventajas estdn en que por si mismas las ludificaciones crean un reto para los alumnos, de
manera que aumentan mucho su interés y participacién. Entre los inconvenientes figuran que pueden generar
frustracion cuando se pierde, o que requieren de mas tiempo para su preparacion previa por parte del docente
o de un cierto tiempo de preparacién al inicio de la actividad para explicarla a los alumnos; por ello es
recomendable evitar las complejidades excesivas que podrian hacer que los alumnos puedan perder la
conexién con la actividad y no participar en ella, o que se pierda demasiado tiempo aclarando cémo se

realiza la actividad.

Estas actividades se pueden llevar a cabo de forma colectiva o individualmente. Las que se realizan
colectivamente, fomentan la cooperacién entre los estudiantes, ademas de estimular el trabajo y realizacién
de tareas en equipo. Ademas, las ludificaciones permiten mantener una cierta flexibilidad en el desarrollo de
la clase, promueven que los alumnos aprendan a seguir unas reglas claras y concreta las expectativas de
comportamiento. En ellas también existe la opcion de ajustar la dificultad a las capacidades de cada alumno,

personalizando el aprendizaje.

Existen diversas formas de ludificar una actividad: se puede recurrir a medios informaticos (aplicaciones
para ordenador de escritorio o portatil, para teléfono movil...), o al uso de juguetes y otros medios didacticos
o bien plantearse de forma sencilla usando los medios habituales de clase (cuadernos, boligrafos, pizarra,

proyector...).
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En el caso de la actividad de recordatorio del primer dia ambientada como un partido de fitbol, se opta por
una ludificacion no competitiva, ya que los alumnos juegan contra ellos mismos. No se dan recompensas al
final del juego, ya que es una pequeifia actividad orientada sobre todo a recordar conceptos del curso anterior.
El desarrollo de la actividad es muy simple: consiste solo en preguntas y respuestas que se revelan al poco
tiempo de plantearse las preguntas, dando tiempo a los alumnos para recordar lo que saben y responder a las
mismas. También es muy simple en cuanto a material, ya que se puede realizar solo usando el cuaderno de
clase y un boligrafo normal. Las reglas son sencillas, las respuestas pueden estar bien o mal; si se responden
correctamente son un gol a favor y si estdn mal el gol es en contra, adicionalmente, algunas respuestas,

aunque estén mal, si se considera que estan “encaminadas” entonces no hay gol (el baldn sale fuera).

En esta actividad, ademas de recordar los conocimientos adquiridos en afios anteriores, se busca repasar
conceptos que van a ser necesarios y que a veces son confundidos por los alumnos, dificultando el proceso

de aprendizaje posterior.

Cuestionarios de respuestas multiples
Los cuestionarios de respuestas multiples son unas herramientas transversales y multidisciplinares. Son muy
utiles para profesores y estudiantes, permiten aprender y repasar conceptos de forma lidica por medio de

cuestiones con respuestas multiples, siendo una de las respuestas verdadera.

Con estos cuestionarios se puede evaluar el aprendizaje de conceptos previos, reforzando contenidos, o
introducir nuevos conceptos a partir de cuestiones dirigidas por el profesor, asi como preparar pruebas de

conocimientos que sirvan para reforzar la evaluacién final.

Puede organizarse a modo de concurso, con aplicaciones instaladas en dispositivos digitales o que se usan en
linea. Responder a las cuestiones de forma correcta otorga puntos, asi como contestarlas con mayor rapidez

que el resto de alumnos.

Una actividad de estas caracteristicas puede plantearse de forma individual o bien a grupos cooperativos de

alumnos bien distribuidos, combinando a los alumnos mas rapidos con otros que lo son menos.

Una herramienta de este tipo forma parte de las metodologias activas y suele resultar muy motivadora para
los estudiantes, al combinar ludificacién con una participacion diferente del alumnado en el proceso de su

aprendizaje.

Expositivo o magistral
Consiste en que el docente expone a los alumnos el contenido que han de aprender y estos toman nota y
estudian lo impartido. Es un método eficaz y rapido, pero que no conviene abusar para no caer en la

monotonia y producir con ello la desconexién de los alumnos del aprendizaje.

Este método se aplicara en la papiroflexia, puesto que es una actividad donde el aprendizaje por imitacién de

un modelo tiene una gran utilidad.
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Aprendizaje colaborativo

El trabajo en el aula se enfoca interactivamente, de manera que el aprendizaje es responsabilidad de los
propios estudiantes, quienes se encargan del aprendizaje de los otros compafieros. De esta forma, se
promueve que tengan un papel activo, se ayuda a evitar la monotonia y se favorecen las relaciones sociales.
En este método existe en primer lugar una fase en la que se repartiran las tareas y se explicaran; después los
alumnos las preparan por su cuenta en casa a partir de los apuntes proporcionados en clase, y al dia siguiente,
lo explican a sus compafieros, para, finalmente comprobar que el aprendizaje haya sido efectivo, mientras

tanto, se controla el proceso y se interviene en los casos necesarios.

En esta Situacion de Aprendizaje que planteamos la mayoria de actividades seran realizadas en grupo.

Puzle

La técnica del puzle permite promover la cooperacion y didlogo entre compaiieros, y fomentar la autonomia
en el aprendizaje. El procedimiento consiste en dividir el aula en varios grupos de alumnos y el contenido a
ensefiar en varias partes (tantas partes como nimero de alumnos haya en el grupo). Cada uno de los alumnos
de cada grupo recibe un niimero que es la parte que tiene que preparar por su cuenta en casa, tomando nota
de las dudas que tenga. En otra sesién posterior, se juntan los alumnos con el mismo tema (mismo ntimero) y
ponen en comun lo que han aprendido, resolviendo las dudas que puedan tener. Posteriormente, cada alumno
vuelve a su grupo original y entre ellos exponen lo aprendido al resto de los compafieros de su grupo
escuchando y aprendiendo de los demds su parte. Este tipo de aprendizaje es adecuado aplicarlo en

contenidos que se puedan dividir en partes que no dependan unas de otras.

En este caso se permite a los alumnos elegir las tareas que realizaran en lugar de tener asignadas unas tareas

en concreto.

Preguntas

La realizacién de preguntas al alumnado es una forma de estimular su interés, de destacar aspectos
relevantes, de repasar lo aprendido en cursos anteriores o de interrelacionar el contenido con otras
asignaturas. Se debe evitar el uso de preguntas que puedan humillar a los alumnos por no estar atentos o no

saber correctamente la respuesta.

En esta Situacion de Aprendizaje se va a aprovechar para poner en el proyector algunos tipos de figuras que
pueden dar lugar a error a la hora de interpretar si son simétricas o no y para explicar de forma didactica
algunos métodos para ver mejor las simetrias por reflexién cuando se tienen dificultades, por ejemplo,
interponiendo un objeto estrecho donde puede estar el eje de simetria. También se expondra un ejercicio mal
resuelto a proposito para fomentar el desarrollo de una mentalidad critica ante un ejercicio mal resuelto para

evitar que los errores queden sin detectar.
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Portafolio (simplificado)

Una forma de afianzar el contenido aprendido es echar la vista atrds y resumir los conceptos aprendidos
durante las actividades, afiadiendo qué partes han podido suponer una mayor dificultad, cudles han sido mas
faciles o cuales han sido de mayor o menor agrado. Existen muchas formas de realizarlo, pero en este caso se

buscara la simplificacion: un pérrafo en el propio cuaderno es suficiente para resumir lo aprendido.

Si algiin alumno se siente bloqueado por la falta de ideas para poder redactar el texto, se le puede ayudar con

preguntas acerca de la actividad, ademas de la ayuda de sus compafieros de grupo.

Evaluacion
Ya se han comentado varios instrumentos de evaluacién, pero se pueden resumir de tres formas: por un lado
mediante la observacién de los alumnos durante las actividades, valoracién del portafolio simple y mediante

un examen final que se realizara en la ultima sesién.

Recomendaciones finales

Mantener una actitud observadora y orientativa sobre el alumno es de gran importancia, ya que es una
actividad sencilla pero que en la toma de contacto puede resultar confusa. La naturaleza de la actividad de
doblado de papel permitirA mantener la curiosidad de los alumnos al descubrir como un mismo
procedimiento puede realizarse de multiples maneras posibles, evitando la aparicién de la apatia por parte de
los alumnos; ademas, esta actividad es una buena ocasién para inculcar a los estudiantes la seriedad a la hora
de realizar las tareas para evitar cometer errores o que se realicen de manera pobre, o introducir a los
alumnos en el concepto de rigor matematico. Finalmente, si algiin alumno tiene problemas para escribir el
parrafo de resumen de la actividad (a modo de introduccién al portafolio), se le ayudara mediante preguntas
cuyas respuestas por parte del alumno pueden proporcionarle un medio para sacar adelante la tarea y asi

saber como afrontarla en el futuro.
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Moviendo un antiguo edificio

En una localidad situada en el alfoz de una ciudad imaginaria estan construyendo una nueva via de tren que
comunique a los habitantes de la localidad con dicha ciudad y que facilite a la gente el viajar en transporte
publico, pero se enfrentan a un problema, y es que el trazado ideal del nuevo ferrocarril coincide justo con el
emplazamiento de un antiguo edificio de principios del s. XX que se us6 como escuela y que ahora es un

centro civico con sala de teatro, biblioteca y el archivo municipal.

En el plano se representa el edificio por A y se situara girado justo entre el edificio F y la avenida vertical.

il Y e

[y

A 1IN

El edificio no puede ser trasladado "piedra a piedra" porque esta construido en hormigén y ladrillo y esto no
es posible. Para evitar el derribo van a optar por una solucién cara (pero eficaz) en estos problemas: mover el

edificio como un tnico bloque situando una estructura bajo él, y mediante unos railes llevarlo a una nueva
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ubicacion, en la que se construird primero una nueva cimentaciéon con sétano donde se habilitard una
discoteca. Aprovechando el traslado se situara el edificio en una nueva orientacion mas 6ptima para permitir

un mejor aprovechamiento de la energia solar.

El problema es que ese edificio ya tenia varias construcciones cerca, y que el nuevo emplazamiento estd un
poco alejado del original, pasando entre otros edificios que no se pueden derribar, asi que tendran que
calcular no solo la nueva posicién, sino también todo el trayecto que debe hacerse para salvar este elemento

del patrimonio de dicha ciudad.

La opcién de modificar el trazado de la via de tren con una curva cerrada supondria que los trenes tendrian
que circular muy despacio, y generarian mucho ruido y vibraciones en el edificio al pasar muy cerca de este.
Tampoco se puede construir la linea de tren en otro sitio, ya que es de cercanias y se pretende que dé
servicio a la zona con una estacién en las proximidades, y si se aleja mucho no cumpliria con su papel a la
hora de ayudar en la movilidad sostenible. Los expertos en patrimonio han determinado que el traslado no
supone un dafio demasiado grave como si podria serlo en el caso de otro tipo de edificios como una catedral

o castillo.

Pero antes de empezar con esto, vamos al campo de fitbol a jugar un partido, aunque con algunas
diferencias: para marcar goles hay que responder bien a unas preguntas. Si la respuesta es correcta, marcais
un gol, si es incorrecta, pero se acercaba un poco a la correcta, el baldn sale fuera, y si es incorrecta y no se

acerca a la correcta, el gol os lo marcais en propia puerta.

Después aprenderéis como mover los puntos en un plano y asi podréis superar este reto sin problemas. Esta
actividad para hacerla mas sencilla se dividira en partes que estudiaréis por separado y luego las juntaréis en

comun.
A continuacion se aprendera a trabajar usando solo papel y boligrafo, mediante papiroflexia.

Luego ya estaremos listos para afrontar el reto, finalmente se jugara otro partido de vuelta donde pondréis a

prueba lo que habréis aprendido en esta actividad.
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Proceso a seguir
El edificio a mover, como se ha indicado, es el que est4 representado como A, para ello hay que marcar sus

vértices.

- Traslado siguiendo el vector 1.

- Giro de 90° respecto del origen O en sentido positivo (a la derecha u horario).
- Traslado siguiendo el vector 3.

Para ello, une los puntos en sus sucesivos emplazamientos con los arcos y lineas que determinan sus

movimientos y ten en cuenta si en algin momento invaden algun edificio existente.

De ti depende que este antiguo edificio pueda seguir existiendo.

Preguntas:

*  ;Puedes dibujar las etapas intermedias del edificio y la localizacién final?
* ¢Intercepta en algin momento alguno de los edificios existentes durante su traslado?

* El edificio C tiene una fachada de cristal. ;Cémo se veria reflejado el edificio D en él? Para calcular

esto, realiza una simetria, respecto del eje X de los puntos correspondientes al edificio D y tnelos.

* ¢Cuantos ejes de simetria tiene el edificio F? ;Como se llama ese poligono? ; Tiene simetria puntual

o de Leonardo?
* ;Hay algin otro elemento en el plano con simetria puntual?
e ;Cudles son los ejes de simetria de la pista deportiva?
» (Existen parterres simétricos axiales? ;Respecto de qué eje?

*  :Puedes encontrar elementos dados en el plano dado obtenidos por el movimiento de traslacién?
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Plano simplificado de trabajo:

A

N/"
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Presentacion para a actividad de recordatorio

Partido de futbol

Reglas del partido:

Es una actividad individual, a cada pregunta le
corresponde un gol que puede ser a favor o en
contra. Son cuestiones de repaso.

* Si la respuesta es amarilla, el balén sale fuera,

« Si se acierta (respuesta , es un gol a favor.
' ” {- Si se falla (respuesta ), el gol es en contra. '

Primera pregunta

* Imagina que se quiere modelizar
matematicamente los movimientos del balén de
un partido de futbol. ; Cuantos ejes de simetria
(por reflexion) tiene el campo de futbol
reglamentario?

o il

2
3
-4

Segunda pregunta

* Silos pases del bal6n se van a modelizar
como vectores. ¢ Qué elemento NO forma
parte de un vector?

Direccion
* Radio
Sentido
Médulo

¢

Tercera pregunta

* Si uno de los futbolistas da tres
giros de 180° en el mismo
sentido. ¢ Cuantas vueltas da?

* Tres vueltas
* Una vuelta

Una vuelta y media
* Dos vueltas

7

65/106

no hay goles, pero la respuesta también esta mal.

Primera pregunta

* Imagina que se quiere modelizar
matematicamente los movimientos del balén de
un partido de futbol. ; Cuantos ejes de simetria
(por reflexion) tiene el campo de futbol

I_

reglamentario?

R

Segunda pregunta

* Silos pases del bal6n se van a modelizar
como vectores. ¢ Qué elemento NO forma
parte de un vector?

9=

Tercera pregunta

* Si uno de los futbolistas da tres
giros de 180° en el mismo
sentido. ¢ Cuantas vueltas da?



Cuarta pregunta ®

¢ Cuantas rectas se pueden dibujar en un
papel a partir de un Unico punto?

Ninguna.
* Una.

* Dos.
Infinitas rectas (muchas).

Quinta pregunta ®

* ¢Qué ejes de simetria estan mal dibujados en esta imagen?
* Ninguno

* byd

* abyd 2
*¢byd ~

Sexta pregunta

* ¢ Qué marca representa
12 mm en este semicirculo
graduado?

* Ninguna a—
* Laa
* Lab

Séptima pregunta ®
* ¢ Qué movimiento representa esta flecha verde?
* 2 arriba, 1 a la derecha
* 3 arriba, 1 a la derecha
e 2 arriba, 2 a la derecha

arriba, 2 a la derecha
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Cuarta pregunta ®

» ¢ Cuantas rectas se pueden dibujar en un
papel a partir de un Unico punto?

* Ninguna.

Quinta pregunta ®

* ¢ Qué ejes de simetria estan mal dibujados en esta imagen?

Sexta pregunta

* ¢ Qué marca representa
12 mm en este semicirculo
graduado?

- Nifigiing 23—

-Hl b

Séptima pregunta ®

* ¢ Qué movimiento representa esta flecha verde?

arriba, 2 a la derecha




Seleccidon de ejemplos en tecnologia

A continuacién, se muestra una recopilacion de objetos, dispositivos y maquinas donde se aplican simetrias
radiales o rotacionales. Es una seleccién orientada tanto a alumnos de 3° de ESO y cursos superiores, como

alumnos de altas capacidades o alumnos con una especial habilidad o curiosidad para la tecnologia.

Se han buscado ejemplos de temaéticas, tipos y épocas diversas, agrupados por la proximidad de su &mbito de
aplicacién. Por regla general se pueden encontrar patrones matematicos en muchos ambitos de la vida
cotidiana, por ello la actividad en coordinacion con tecnologia puede ser de gran facilidad para los alumnos.
Una prueba de la gran importancia de las simetrias radiales en el ambito tecnoldgico es que casi todos los
programas de modelado sélido orientado a aplicaciones técnicas o artisticas, tienen herramientas destinadas a
aplicar este tipo de simetria en los disefios. También el uso de posicionadores en maquinas de mecanizado

por fresado para facilitar la creacion de piezas cuando se aplican simetrias rotacionales.

En los ambitos artistico y de disefio también se recurre frecuentemente a las simetrias centrales, y
nuevamente,esta es la razon por la que muchos programas informaticos orientados a la creatividad tienen

herramientas para facilitar este tipo de operaciones.

Simetrias espaciales

Aunque este TFM lleva por titulo: Simetrias en el plano: una aproximacién desde el Curriculo de E.S.O. y
asi se ha planteado la Situacién de Aprendizaje, en el apartado que sigue a continuacion sobre aplicaciones
de las simetrias rotacionales o radiales, muchos ejemplos del campo tecnoldgico o cotidiano involucran
simetrias en el espacio respecto a planos, giros de un angulo dado en torno a un eje, etc., es decir

transformaciones geométricas, en particular movimientos, en tres dimensiones.

En el curriculo de la ESO no se tratan directamente los movimientos en el espacio, solo se estudian algunos
movimientos en el plano, entre ellos las simetrias axiales (reflexiones), las simetrias centrales (giros de 180°)

y brevemente las simetrias rotacionales o puntuales (Rosetones).
El concepto de movimiento en el plano se generaliza al espacio tridimensional.

Un movimiento T del espacio R’ es una aplicacién T: R>— R’ que conserva las distancias, es decir:

d (P, Q) = d(T(P), T(Q)), para todos los puntos Py Q de R>.

Un movimiento T en el espacio puede clasificarse por el conjunto de sus puntos fijos,

que puede ser todo el espacio, un plano, una recta, un punto o el vacio.

De entre los movimientos del espacio, nos interesan fundamentalmente, para los ejemplos que se presentan,
las rotaciones o giros de eje la recta r cuyo conjunto de puntos fijos es la recta r y las simetrias respecto a un

plano cuyo conjunto de puntos fijos es el propio plano.
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El concepto de Grupo de Simetria de una figura en el espacio, es de manera natural, una extension del

concepto de grupo de Simetria de una figura en el plano.

Una figura F en el espacio es cualquier subconjunto de R* y el Grupo de Simetria Sy de una figura espacial
p

F es el conjunto de movimientos del espacio que la dejan invariante.

Asi pues: S,=|movimientos T del espacio| T (F|=F }

Las figuras de los ejemplos que siguen presentan, fundamentalmente, simetrias radiales o rotacionales con

ejes de giro, aunque pueden aparecer también otros movimientos en el espacio.

Como ya se ha comentado, estas aplicaciones sirven para la actividad conjunta y coordinada con la

asignatura de tecnologia, y algunas de ellas también con la asignatura de educacion plastica.
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Lampara compuesta de laminas de
papel

En este tipo de lampara se usan laminas de papel entrelazadas
entre si para formar una figura aproximadamente esférica. En los
puntos de encuentro de las piezas se recurre a este tipo de
simetria rotacional ciclica de 6rdenes tres y cinco para que se

produzca un trabado entre ellas.

También se recurre a este sistema para cerrar recipientes no

herméticos de cartén de forma prismética sin necesidad de Figura 1: Ldmpara expuesta en un

aplicar pegamento. escaparate de Valladolid.

Pinza de la ropa

Muchas pinzas para colgar ropa estan constituidas por
dos mitades idénticas y montadas mediante un giro de
180° entre ellas con un muelle que genera la fuerza
necesaria para que la pinza se cierre y ademas sujete el

conjunto.

Al ser las dos piezas iguales, el proceso de fabricacion
es mas sencillo (no hacen falta dos moldes, ni trabajar

con dos piezas diferentes).

Figura 2: Superiormente, pinza de la ropa

desmontada, inferiormente, pinza montada

Paraguas

La simetria rotacional diedral
permite un plegado de todo el
paraguas deslizando una sola pieza, y
poder sujetar la tela usando un unico
soporte que se puede sujetar

empleando una sola mano.

Figura 3: El contorno de este paraguas forma un heptdgono.

69/106



Abanico y soporte de toldo

Aunque no es un patrén perfecto, tanto el abanico
como el soporte metalico del toldo, sino que tiene en
ambos casos algunas modificaciones, permiten en
ambos casos plegar y desplegar una tela sin necesidad

de mecanismos muy complejos.

b LR :
Figura 4: Ejemplo en el Paseo de Arco de Ladrillo,
Valladolid.

Puertas giratorias

Este sistema de puertas tiene la caracteristica de no permitir que el aire pueda pasar facilmente, con lo que

puede contribuir al ahorro energético. Su inconveniente es que limita mucho el paso de personas y por ello

necesita que haya puertas alternativas para casos de emergencia.

Yy

Figura 5: Puerta de acceso a un edificio de la calle Duque de la Victoria en Valladolid.
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Tripode
Si se hace una foto y la cdmara se mueve durante el tiempo en que se hace la foto, esta quedara movida y se
vera borrosa. Por ello las cdmaras intentan usar ajustes en el que la exposiciéon dure muy poco (menos de

1/10 de segundo) y de esa forma se evite este efecto.

Sin embargo esto tiene una contrapartida: la foto queda mas oscura, porque se ha tomado menos luz, una
forma de solucionarlo es abrir el diafragma, pero esto dificulta enfocar bien objetos a distancias muy
diferentes en la misma foto (ver explicacién del diafragma). Otra opcién es aumentar la sensibilidad, pero
esto hace que la foto tenga mas ruido, y se vea como granulada. Esto no solo ocurre con las camaras de fotos

digitales modernas (y moéviles), con las peliculas quimicas también ocurria.

Es por eso que cuando hay poca luz (por la noche, en interiores...) se puede usar un tripode para garantizar

un buen resultado, o bien apoyar la cAmara en algtin elemento firme.

La palabra “tripode” significa “tres pies”, y es que precisamente tienen tres pies. La forma del tripode
permite recogerlo en mucho menos espacio. Se usan tres pies porque es el menor nimero necesario para que
puedan ser colocados sobre el suelo (o sea un plano) de forma estable, ya que un plano se define

matematicamente en el espacio con tres puntos.

Tijera
Como en el caso de la pinza, las dos mitades que forman este utensilio estdn montadas con un giro a 180° lo

que facilita la fabricacion, ya que solo se necesita hacer un tipo de pieza.

Un problema que existe en las tijeras es que muchas estan orientadas a ser usadas con la mano derecha, de
manera que las personas que usen de forma preferente la mano izquierda van a tener problemas, por ello
existen modelos que son una simetria por reflexién de una tijera completa y pueden ser usadas cbmodamente

con la mano izquierda.
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Disipador de calor y ventilador para procesador de ordenador

El procesador de los ordenadores produce calor residual que debe ser disipado de forma eficaz para permitir
un funcionamiento 6ptimo, ya que si esto no se produce (por ejemplo, se averia el ventilador), la temperatura
del procesador aumenta, esto es detectado por unos sensores y

para auto protegerse se reduce la velocidad de funcionamiento.

En este caso el disipador sigue una simetria rotacional, con un
detalle interesante a valorar para mantener la distancia entre
lamas aproximadamente constante. Las lamas se desdoblan en
dos cuando se alejan del centro, la razén de esto es que una
distancia entre laminas demasiado estrecha dificulta un flujo
eficiente de aire, y si es demasiado ancha permite que pase
mucho aire sin que produzca un efecto eficaz de eliminacion de
calor. Como la distancia entre elementos crece con el radio, se
opta por esta solucién, que a partir de cierto radio las lamas se

desdoblen.

El ventilador produce un flujo forzado de aire, que permite

incrementar la eficiencia de enfriamiento respecto a lo que

Figura 6: Ejemplo de un ordenador de la

habria si solo actuase la conveccién de forma natural. Facultad de Educacién y Trabajo Social.

Debajo del ventilador se ven las ldminas

desdobldndose, mds abajo (oculto) estd el

Potencidémetro (divisor de voltaje procesador.

variable)

Este elemento se usa para crear un voltaje intermedio entre dos voltajes de referencia (por ejemplo, 5 Vy 0
V), para que luego pueda ser usado para otro fin, por ejemplo, indicar a un amplificador de un reproductor de
musica cuanto tiene que aumentar la intensidad del sonido. De esta forma, el usuario puede hacer que suene
mas o menos fuerte la musica segun el dngulo de giro que otorgue al mando, pero existen otras muchas

aplicaciones.

Este elemento eléctrico se puede construir de diversas formas, una de ellas consta de una resistencia eléctrica
formada por una serie de espiras aisladas eléctricamente entre si y enrolladas en un elemento de forma
circular, esto es, se sigue un patrén rotacional ciclico. Estas espiras estan aisladas entre si, aunque en uno de
los lados no tienen aislamiento de forma que un elemento que se desliza sobre ellas, pueda hacer contacto y
circular la electricidad por él. Las espiras tienen una resistencia eléctrica grande, de forma que a lo largo del

elemento circular se crea un gradiente de voltaje entre las dos referencias, asi cuando el elemento toca alguna
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de las espiras, adquiere el voltaje de esa zona, siguiendo una proporcionalidad entre la diferencia de voltajes

y el angulo de giro.

Este elemento es frecuentemente usado en proyectos de electrénica o de robdtica a nivel escolar o
universitario, la razén es que es un método de entrada de informacién al dispositivo facil de usar; si el pin de

entrada tiene una resolucion de 10 bits, los valores que son leidos van de 0 a 1023 (2'°-1).

N

N

N7
NN

7

MR

V1 I v3 || v2

Figura 7: El punto negro estd unido eléctricamente

al cable V3 y puede girar a uno y otro lado.

Sensor de movimientos de un raton de bola

Aunque este tipo de ratones ya han caido en desuso, es interesante destacar en ellos una tecnologia que hace
uso del patrén radial, aunque primero es interesante explicar como convierten los movimientos sobre el

plano en coordenadas cartesianas mecanicamente.

Para detectar los movimientos X Y en el plano de deslizamiento, se emplea una bola (es decir, una esfera)
que hace contacto con dos cilindros en posiciones perpendiculares entre si. Esto permite leer los
movimientos siguiendo un esquema ortogonal. En estos cilindros se produce un movimiento entre la
superficie de la esfera y del cilindro; cuando la esfera rueda siguiendo un eje de giro paralelo al eje del
cilindro, el cilindro gira de forma solidaria con la esfera, siguiendo una relacién de velocidades inversa a los
radios de ambos elementos (se multiplica el niimero de vueltas). Cuando la esfera gira siguiendo un eje
perpendicular al cilindro, este no gira y la esfera se limita a deslizarse sobre este. Cuando el eje de giro esta
en una situacion intermedia de las anteriores se produce una proyeccién de la componente de giro en el eje
paralelo al cilindro, de esta manera los movimientos realizados sobre el plano son descompuestos en una

componente horizontal y otra vertical.
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Figura 8: Vista general del ratén, a la derecha estd la carcasa, la
bola no estd en la imagen, iria en el hueco redondo del centro de

la imagen de la izquierda.

Figura 9: Vista de detalle de la zona donde va

alojada la bola. Un inconveniente de este tipo de

ratones es la acumulacion de suciedad.

Posteriormente, el movimiento de los cilindros es llevado a una ruleta con un patrén de ranuras radiales que
gira solidariamente con él; esta ruleta bloquea el paso de una pareja haces de rayos infrarrojos de manera que
un circuito integrado (un elemento que tiene una gran cantidad de circuitos electrénicos en su interior) puede
saber cuando se gira la bola en una direccién y en otra, y como de rdpido es ese movimiento o cuanto

movimiento en total se ha hecho, siempre y cuando la velocidad de obturacién de las ranuras de la ruleta no
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supere a la velocidad a la que el circuito integrado puede leer estos movimientos (como suele ser muy rapido

en la lectura es muy dificil que esto ocurra).

Como el movimiento entre la esfera (bola) y el eje de la ruleta estd amplificado (por la relacién entre radios),
un movimiento muy pequeiio de la bola produce un gran paso de ranuras por el detector, esto es, aumenta la
resolucion de los movimientos, de forma que no hace falta desplazar fisicamente el ratén una gran distancia

para poder desplazar el cursor por toda la pantalla.

Figura 10: Ruleta con muescas al final del eje accionado por

la bola, se observa como se interpone entre las dos parejas de

emisor y receptor, bloquedndolos con su giro.

La lectura de los movimientos de las ruedas de desplazamiento vertical siguen un sistema similar al anterior,
con la adicion de un elemento con otro patrén similar que impide el movimiento de giro de la rueda, salvo
que se alcance un umbral minimo de fuerza, si esta (la que aplica el usuario) alcanza ese umbral la rueda
girard y el sensor de movimiento lo captard, indicando al ordenador que realice la accién correspondiente.

Esto produce un “movimiento a saltos” que facilita el uso.

Actualmente el sistema mas empleado consiste en una camara de poca resolucién, pero que es capaz de
tomar un elevado ntimero de imagenes por segundo. Junto a ella se encuentra una luz que ilumina la
superficie de trabajo, la misién de esta luz no es solo iluminar la zona, sino ademas, resaltar las

irregularidades de la superficie mediante el uso de un angulo de incidencia alejado de un angulo recto.

Un procesador se encarga de leer la imagen de la camara y mediante algoritmos matematicos obtener el

vector de desplazamiento en cada instante, después envia esta informacion al ordenador.
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Figura 11: La rueda (pieza gris) sobresale por la

carcasa, y mueve la ruleta con muescas (el sensor
estd abajo) y la zona con estrias, que bloquea

parcialmente el movimiento.

Obturador de los proyectores de cine

A la hora de proyectar una pelicula de cine mediante un proyector de pelicula tradicional (es decir, no uno
digital tipo DLP o similar), la pelicula debe estar absolutamente parada durante la fraccién de segundo en
que es proyectada, sin embargo, la pelicula también debe avanzar para mostrar mas fotogramas, y este
movimiento de arrastre produciria una imagen borrosa. Por ello lo que se hace es interceptar la luz durante
ese breve momento. En las camaras esa pieza dispone de una serie de laminas dispuestas en simetria
rotacional (con una forma parecida a un ventilador, pero plano), y su movimiento sincronizado con los de
arrastre de la pelicula permite bloquear la luz justo cuando la pelicula es arrastrada para mostrar el fotograma

siguiente.

Los mecanismos de arrastre de la pelicula de un proyector, también recurren a patrones simétricos

rotacionales, mediante unos dientes que engranan con las muescas de la pelicula.
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Figura 12: Justo en el momento en que la pelicula avanza (movimiento discontinuo marcado en

verde), la luz se bloquea por la pieza rotatoria, que gira continuamente (flecha azul claro).

Diafragma de las camaras de fotos o de cine

Este elemento sirve para regular la cantidad de luz que entra en una cdmara y al mismo tiempo la

profundidad de campo de una fotografia.

La profundidad de campo es el rango de distancia en el cual los elementos aparecen con un determinado
nivel de enfoque en la foto. Cuando los elementos fotografiados estdn mas lejos o mas cerca de este
intervalo, aparecen progresivamente mas desenfocados segtin se alejan de él. Permitir que entre mas luz a la
camara posibilita poder hacer fotos con menos luz ambiental, de esa forma se necesita menos sensibilidad en
la pelicula o en el sensor electrénico (lo que produce menos ruido), o necesitar menos tiempo para hacer la
foto (lo que permite evitar que la foto salga movida, sobre todo si la cAmara no se encuentra apoyada), pero
como contrapartida se reduce la profundidad de campo, con lo que es mas probable que algunos elementos
de la foto salgan borrosos, no obstante a veces se busca este efecto para acentuar algunos elementos respecto

a otros.

10009 >
10000 >

Figura 13: Profundidad de campo, arriba es mayor que abajo.
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Un diafragma consta de varias placas situadas siguiendo una simetria rotacional, cuando se abre y cierra el
diafragma estas plaquitas giran al unisono siguiendo ejes paralelos al eje central, produciendo una apertura o
cierre del orificio central. El nimero de estas placas determina la forma en la que los elementos quedan
difuminados cuando estan desenfocados, la cantidad de ldminas determina el niimero de lados del poligono
(de vértices redondeados) que sale en las fotos, esto se visualiza bien cuando es una foto nocturna y el

elemento desenfocado es una luz intensa como una farola lejana (que es aproximadamente puntual).

Figura 14: Algunos diafragmas son de este tipo, con varias piezas que giran. Aqui se ha

representado de forma esquemdtica, en realidad necesitan llevar algiin mecanismo que las

haga girar al unisono.

Patron estroboscépico en reproductores de discos de vinilo

Una luz estroboscépica es un tipo de luz normal, pero que en vez de emitirse de forma continua se emite en
pulsos muy breves y muy intensos, de forma que permite “detener” visualmente el movimiento de los
objetos. Tiene bastante uso tanto en ciencia como en ocio, en muchas discotecas se dispone de una para la
pista donde esta el ptiblico, creando una ilusién visual de que el tiempo transcurre de forma discontinua, a
saltos; la luz estroboscopica emite pulsos cada pocas décimas de segundo, de forma que los movimientos de

las personas que estan en la sala se perciben de forma discontinua.

Mencionamos ahora una aplicacién diferente, en los reproductores de discos de vinilo.
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Figura 15: Cabina de DJ de una antigua discoteca de Olmedo donde se
aprecia el patrén estroboscopico alrededor de la zona donde estd el
disco. La luz estroboscdpica se emite desde el pequefio saliente brillante

de la derecha que hay junto al disco.

En los reproductores de discos de vinilo orientados a ser usados en eventos EDM (Electronic Dance Music)
es usual que exista un mando que permite ajustar la velocidad de giro de los discos. Para que el usuario (DJ)
pueda conocer si el disco se reproduce por encima o por debajo de su velocidad nominal existen en algunos
reproductores un sistema que permite visualizarlo facilmente mediante una serie de patrones simétricos

rotacionales de puntos situados en la zona donde se coloca el disco.

Uno de esos patrones se repite de forma periodica de forma que cuando se esta reproduciendo un vinilo a su
velocidad nominal, ofrece la apariencia de permanecer estatico (los puntos en realidad siguen girando), esta
apariencia solo se produce en la zona iluminada por la luz estroboscépica; en el resto de zonas, que estan

iluminadas por la luz ambiental, se observa el giro normal.

Figura 16: Los puntos avanzan rdpidamente y se ven borrosos, salvo en la zona

iluminada con la luz estroboscdpica, aparentando moverse despacio o estar parados.
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Este efecto se genera de la siguiente forma: los puntos estan separados de manera que cuando un disco gira,
una luz emite pulsos luminosos separados entre si el tiempo en que tarda en pasar dos puntos respecto de esta
luz; estos pulsos son lo suficientemente intensos y breves como para que los puntos, pese a estar pasando

continuamente y con cierta velocidad, aparenten que no estan girando, sino que permanecen estaticos.

Si el disco gira un poco més lentamente, cada punto siguiente recibira el pulso de luz ligeramente mas atras,
pareciendo que es siempre el mismo punto, pero que se mueve poco a poco hacia atras. Si el disco va un
poco mas rapido de su velocidad nominal, ocurre lo contrario: cuando el siguiente punto en pasar por la luz
reciba el pulso de luz estara un poco mas adelantado, y la apariencia serd que los puntos estan moviéndose

poco a poco hacia adelante.

Los otros patrones que hay a los lados tienen una separacién entre puntos ligeramente diferente, de manera
que, aunque el disco vaya a su velocidad nominal, uno de los que estan a un lado parece que gira un poco

mas rapido que el disco y el otro parece ir un poco mas despacio.

Zootropo

Las ranuras y los dibujos se repiten
periodicamente, las ranuras permiten
visualizar la vifieta opuesta durante un
breve periodo de tiempo, de forma que
no se vea movida, ya que para generar
ilusién de movimiento se requiere de un
cierto nimero de imagenes por segundo,
lo que lleva consigo que el aparato gire a

cierta velocidad.

La rapida sucesion de ranuras y dibujos

al otro lado permite generar ilusion de

movimiento de forma similar al cine; es

Figura 17: Zootropos y tiras con animaciones breves en un

un antecesor de las  pequefias
animaciones que solemos encontrar en S¢4Par" ate de Madrid.
Internet. Debido a la limitacion de

tamario, las animaciones deben ser muy breves.

Elementos roscados (tornillos, tuercas...)

Aqui el uso de simetrias rotacionales frente a no realizar repeticiones de este tipo permite que estos
elementos se puedan apretar en espacios angostos, ya que hacen que el elemento de apriete no necesite

realizar un giro completo, sino solo una fracciéon de este, de manera que con sucesivos giros se puede
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producir el apriete. Por otro lado, el uso de estos patrones incrementa el area de contacto entre el elemento
mecanico y la herramienta. Las figuras que se pueden emplear deben tener un nimero par de lados para tener
dos caras paralelas entre las que deslizar la llave. Un rectdngulo permite hacer mas fuerza al girar, pero tiene

el inconveniente de tener solo dos posiciones en las que situar la llave.

Figura 18: ElI hexdgono representa un

equilibrio entre facilidad de uso y agarre. Un

poligono mayor requeriria de un ajuste muy
fino entre la llave y la cabeza del tornillo Figura 19: Ejemplo (ciclico) alrededor de un

para que no salte al girarla. tapon de una botella de horchata.

En algunos casos (por ejemplo, el cierre de recipientes para alimentos y bebidas) se usan roscas de multiples
entradas (con varios hilos) que se disponen alrededor del eje central del tap6n, y esto permite usar roscas que
con poco giro puedan pasar, de estar apretadas, a estar completamente liberadas, distribuyendo la fuerza de
apriete por toda la superficie. Si solo hubiera un hilo y un dngulo pequefio, sélo podria haber una zona con

rosca, quedando el resto sin nada, y la rosca apretada solo de un lado.

Mecanismo de los boligrafos.

Existen diferentes variaciones, algunas tienen en comun elementos rotatorios donde se sigue una simetria
rotacional. En cada ciclo de dos pulsaciones (salida y entrada) este elemento hace una parte del giro
completo (tipicamente media vuelta), por ello debe tener una forma que sea simétrica rotacionalmente;
ademas, este elemento es movido por otro elemento empujador que lo hace girar, este elemento tienen que

tener una simetria del doble del otro elemento.

Un dispositivo que tiene dos posiciones en las que se mantiene fijo por si mismo, se le denomina “biestable”,
como por ejemplo son los boligrafos (dentro — fuera), o los interruptores de la luz (encendido — apagado). En
realidad, este tipo de boligrafos tienen cuatro posiciones estables, porque giran un cuarto de vuelta en cada
pulsacién y necesitan cuatro pulsaciones para volver al estado inicial, pero a efectos practicos se pueden no
considerar el giro del cartucho de tinta, sino solo si estd dentro o fuera de la carcasa, siendo entonces

“biestable”.
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La gran ventaja de los boligrafos retractiles es que al no necesitar un capuchon, este no se pierde nunca, sin

embargo, también son un poco més caros de fabricar por ser mas complejos.

Figura 20: Este boligrafo tiene ocho posiciones intermedias (cuatro dentro y cuatro fuera), antes de

volver a su posicién inicial.

Calculadoras mecanicas

Antes de que aparecieran las calculadoras electrénicas, se usaban diversos instrumentos o métodos para

hacer cdlculos: dbacos, tablas de datos, reglas de calculo, calculadoras mecéanicas...

De estas ultimas existen muchos tipos, desde las que solo permiten hacer sumas y restas hasta dispositivos
que permiten calcular integrales usando exclusivamente medios mecanicos. Muchas calculadoras mecéanicas

estan basadas en engranajes.

Uno de los modelos més conocidos el "Curta" posee un disefio de forma cilindrica y compacta, alrededor de

la cual se disponen los dispositivos para la entrada de los datos.

Gramola

Una gramola es un aparato para reproducir musica que antiguamente se usaba mas que en la actualidad.
Muchos establecimientos de ocio poseian una gramola,consistiendo ésta en un armario con discos en su
interior que permitia a los clientes del establecimiento seleccionar las canciones que deseaban reproducir
bajo introduccién previa de monedas o billetes. Actualmente los duefios de locales prefieren contratar a un
pinchadiscos (DJ) que mezcle las canciones para evitar el “vacio sonoro” que hay entre cancién y cancién si

no se mezclan.

En muchos modelos los discos se sitdan en forma de patrén en torno a un eje de giro, esto permite un disefio
mas compacto y simple que otro tipo de soluciones (por ejemplo, siguiendo ejes cartesianos X Y), ya que un
Unico motor permite girar el conjunto y llegar a cualquier disco, mientras que un sistema cartesiano

requeriria de dos motores (seria mas caro y complejo).
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Ademaés de almacenar los discos hasta el momento de ser reproducidos, existe una memoria mecanica que
permite almacenar la seleccién de los clientes hasta el momento de ser reproducida. Es un dispositivo que
gira y “lee” una serie de elementos que bloquean su giro y estan dispuestos en la misma posicion que los
discos, de forma que cuando estdn hacia afuera (porque un cliente haya seleccionado esa canci6n), el
elemento rotatorio se para y activa la reproduccion del disco que esta en la posicién del elemento de bloqueo.
Este tipo de memorias también han caido en desuso. Una memoria electronica moderna es millones de veces

mas barata para una misma capacidad de datos almacenados.

Contactos de los rotores de una maquina de cifrar mecanica.

La finalidad de estos rotores es "revolver" de manera reversible la informacion, para ello constan de una
serie de contactos a un lado y a otro conectados entre si de manera salteada. Para que los contactos entre
diferentes ruedas puedan hacer tambiéncontacto entre si, se necesita que estén dispuestos en las mismas
posiciones entre los diferentes rotores, pero, ademads, al girar los rotores, los contactos deben seguir
produciéndose (aunque cambien los contactos de posicién, que sigan coincidiendo), por ello se necesita
recurrir a un patrén de simetria rotacional, ya que la regularidad del dngulo formado entre repeticiones

permite que los contactos siempre se conecten entre si en cada giro.

Ademas, los rotores tienen unas muescas siguiendo un mecanismo de trinquete que les permite girar a cada

pulsacién de una tecla, para que el esquema de cifrado sea diferente para cada letra (cifrado polialfabético).

Candado con contraseifia mediante ruedas con numeros

Existen diferentes variantes, algunas de ellas se basan en varias ruedas alrededor de las cuales se disponen
los nimeros, y dentro de ellas hay un hueco de forma circular con una muesca. Cuando varios de estos
huecos se alinean correctamente al introducir la combinacion correcta, se permite el paso de una pieza por

los huecos alineados, posibilitando la apertura del candado.

Robots delta (y otros sistemas similares)
Existen aparatos muy diferentes comparten el mismo fundamento: Posicionar un elemento respecto a otro
mediante el uso de seis actuadores lineales, esto es, elementos mecanicos cuya longitud se puede ajustar a

voluntad.

Posiciones de un objeto en el espacio
Existen aparatos muy diferentes que comparten el mismo fundamento: posicionar un elemento respecto a
otro mediante el uso de seis actuadores lineales, esto es, elementos mecanicos cuya longitud se puede ajustar

a voluntad.

Los objetos en el espacio tienen seis grados de libertad, es decir, seis formas diferentes de moverse, pueden

subir o bajar (1¥), pueden moverse hacia adelante o hacia atrds (2°), y también pueden moverse hacia la

83/106



izquierda o hacia la derecha (3%); ademas de estas tres direcciones de movimiento (cada una con sus dos
sentidos), existen otras tres formas de movimiento basadas en giros: picado o cabeceo (“pitch” en inglés, la

4°), guifiada (“yaw”, la 5%) y alabeo (“roll”, la 69).

-
e N 2N ¢

Cuando un objeto se mueve libremente por el espacio, su movimiento se puede describir con estos seis tipos
de movimiento. No se tienen en cuenta si el objeto se deforma o si tiene piezas por dentro méviles (se

considera como un “solido rigido™).

En dos dimensiones también existen movimientos, pero son menos, en concreto tres: X o moverse hacia a los

lados, Y o moverse lateralmente y finalmente la rotacién respecto a un centro de giro:

A

-l N (In
Y

En una dimension solo hay una posibilidad de movimiento:

Este caso se puede imaginar como un tren en una via sin desvios, solo se puede moverse hacia adelante o

hacia atras, o bien un ascensor, que solo puede subir o bajar.

Funcionamiento:
Mediante elementos mecanicoscuya longitud se pueda modificar (por ejemplo,seiscilindros neumaticos), se
puede ajustar la posicién de un elemento respecto a otro, ya que cada uno restringe un grado de libertad. Es

decir, cada elemento solo ajusta la posicién en la direcciéon que estd situado, no transmite giros ni
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movimientos laterales. El resultado final con giros y otrosmovimientos es debido a la accién coordinada de

los seis elementos; si uno de ellos se averia, el conjunto final no puede funcionar.

Existen muchos sistemas que usan este tipo de posicionamiento, simuladores de feria o profesionales, robots

industriales que mueven objetos de una posicién a otra, aparatos de traumatologia para modificar la forma o

longitud de un hueso, etcétera.
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Figura 21: Recreacién con Catia V5 de un simulador, los cilindros pueden mover la plataforma

neumdticos no aparecen, sélo sus extremos (en rojo). superior a cualquier posicion.

Atracciones mecanicas “planas” (“flat rides”)
Muchas atracciones mecdnicas "planas" recurren a patrones rotacionales; la ventaja de esta disposicién es
que con un unico motor se puede controlar el movimiento de todos los elementos que forman la atraccion,

ademas de conseguir un disefio compacto y ser mas facil de transportar en atracciones portatiles.

Algunos tipos cuentan con varios tipos de simetria.

Figura 23: Atraccion real en las fiestas de

Valladolid.
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Figura 25: Recreacién con Catia V5.

Figura 26: Atraccion real en las fiestas de

Valladolid.
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Torno de control de acceso de tres barras.
Las barras estan situadas de tal manera que una de ellas
esta sobre un plano horizontal y las otras dos sobre un
plano perpendicular a esa barra horizontal (es decir, un
plano vertical), eso permite que las barras puedan girar
sin chocar contra la persona que esta pasando. El uso de
una simetria rotacional permite que puedan pasar las

personas de forma continua, ya que el movimiento es

ciclico. El espaciado entre las barras es tal que permita

el paso de las personas de una en una. Figura 27: Tornos para acceder al metro en la
estacion de Principe Pio (Madrid).

Centrifugadora de laboratorio

Este aparato sirve para acelerar la decantacién en tubos de ensayo; al girar a alta velocidad produce una

fuerza centrifuga mucho mayor que la gravedad permitiendo decantar muestras para las que seria insuficiente

la accién de la gravedad o lo harian muy despacio .

En realidad, la fuerza centrifuga no existe como tal, la fuerza que existe es la fuerza centripeta que hace que

los objetos cambien su direccion constantemente, es decir, sigan girando.

Hay unos espacios donde se colocan las muestras, como en otros casos, el uso de una simetria rotacional
permite mantener el centro de gravedad lo méas préximo posible al centro de giro, reduciendo las vibraciones

indeseadas y reduciendo la pérdida de energia que conllevarian.

Grua con rueda

Las grdas, elementos destinados a la elevacién de cargas, se han empleado desde la antigiiedad. Para
producir el movimiento se usaba un dispositivo circular donde una o varias personas caminaban y mediante
su peso lo hacian girar, transmitiendo luego el movimiento al eje donde se enrollaba la cuerda que elevaba la

carga.

Ademas, para sujetar las piedras se podian usar unas pinzas que al sostener el peso tendian a cerrarse, y estas
pinzas consistian en dos copias de una misma pieza, pero giradas 180° de forma similar a muchos tipos de
tijera modernos. Para sujetar las piedras estas tenian muescas donde se introducian la punta de las pinzas,

estas muescas han perdurado hasta nuestros dias en muchos monumentos.
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Figura 28: Modelo simplificado de una grua de rueday Figura 29: Detalle de los agujeros en las
la pinza, que al entrar en carga tiende a cerrarse sobre  piedras del puente romano de Salamanca para

la pieza. sujetarlas durante su elevacion.

En esta figura, el peso de la persona que esta dentro de la rueda ejerce una fuerza sobre esta, y como en un
torno (un tipo de mdaquina simple), la relacién entre la fuerza elevadora y el peso de la persona, es
inversamente proporcional al radio del eje donde se enrolla la cuerda (flecha redonda roja) y directamente
proporcional la distancia entre la persona y el centro del eje (cuanto més se mueva a la derecha, méas fuerza
ejerce); esta fuerza se dirige después mediante una polea hasta la zona donde esta la carga que se eleva

usando una estructura de madera (no dibujada por simplicidad).

Estas graas se han usado histéricamente para elevar grandes piedras; para sujetar la carga se emplea una
“pinza”, que sujeta la piedra por los lados de forma que el propio peso de la piedra crea también la fuerza

que cierra la pinza, ya que es una palanca.

Noria para elevar agua

Varios canjilones dispuestos siguiendo una simetria rotacional permiten elevar el agua desde una cota
inferior hasta una cota superior donde el agua se descarga. Una de las ventajas de una noria es que solo tiene

un eje mévil y no miltiples partes méviles entre si, que pueden producir un fallo en més lugares.

Existe un dispositivo similar usado antiguamente en azucareras para elevar agua con remolachas flotando en

ella.
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Figura 30: Ejemplo en el Parque de las Norias de Valladolid.

(',Maqumas de movimiento perpetuo?
Estas maquinas no tienen un fundamento mecanico que las permita funcionar, y en muchas de ellas se
recurre a simetrias rotacionales. Este tipo de maquinas prometen producir un movimiento giratorio sin un

aporte energético mas que el inicial, lo cual es imposible bajo el marco teérico actual de la ciencia.

Molinos de viento y turbinas de agua

Este tipo de elementos aprovechan un movimiento de un fluido para generar un movimiento giratorio en un
eje, luego este movimiento puede ser aprovechado de diferentes formas. Actualmente lo mas habitual es
generar energia eléctrica (energia hidroeléctrica y e6lica), pero también se han usado histéricamente para

otros fines: moler grano (molinos), cortar madera (aserraderos), machacar piedra (minas)...

Existen diferentes tipos con funcionamientos diferentes segtin la naturaleza del fluido (aire o agua), o segtin

la presién y velocidad que tenga.
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Figura 31: Turbina Pelton situada en Nuevos Ministerios, Madrid.

Los molinos de viento consistian en una serie de aspas situadas siguiendo un patrén simétrico rotacional y de
forma que su dimension mayor es perpendicular al eje de giro, el eje de giro se orienta al viento y el
movimiento es transmitido a la piedra que muele los granos mediante ruedas dentadas primitivas (al ser
accionadas a baja velocidad, la irregularidad de su movimiento no era un gran problema). El eje de giro de

las aspas se podia variar segun la orientacion del viento.

En las ruedas hidraulicas antiguas existian diversos modelos segin cayera el agua desde arriba, desde un

lateral o corriera por la parte inferior.

Los molinos actuales para generacién de energia eléctrica (aerogeneradores) suelen ser similares a los
antiguos molinos de viento, pero mas avanzados, se emplean tres aspas porque son un punto éptimo entre
costes y eficiencia. Como en los antiguos, se puede orientar el eje de giro, pero, ademas, se puede variar el
angulo de ataque de las aspas para adecuarse a la variabilidad de la velocidad del viento, permitiendo iniciar
la produccién con velocidades del viento bajas y no tener que empezar a disminuir la produccién hasta
alcanzar velocidades relativamente altas (90 km/h), en los modelos no tan modernos a esta velocidad se

cortaba la produccién, ahora se disminuye progresivamente.

Del mismo modo las turbinas hidroeléctricas actuales son mas avanzadas que las antiguas, existen dos
familias (impulsion y reaccion) orientadas respectivamente a saltos de agua de gran altura (presion) y caudal

reducido y saltos de agua de gran caudal pero menor altura.

También existe otro tipo de molinos con un eje vertical, y,aunque se ha investigado mucho sobre ellos, no
han llegado a desplazar a los de eje horizontal, una de sus ventajas seria su mayor sencillez al no necesitar un

mecanismo de orientacion.

Ventiladores y bombas

Estos elementos realizan la funcién opuesta a los anteriores, a partir de un movimiento giratorio generan un

flujo en un fluido.

90/106



En ambos casos (ventiladores y bombas) existen de flujo axial y de tipo radial: en los primeros el fluido se
desplaza en direccion al eje de giro (como en los ventiladores tipicos), en los segundos el fluido entra en

direccion al eje de giro y sale en direccién perpendicular a este.

Estos elementos con ciertas variaciones se usan frecuentemente: ventiladores para refrescar la piel (disminuir
la sensacion térmica sin enfriar activamente el aire), hélices para propulsar aviones, propulsar un fluido por
un conducto (aire de ventilacién, agua en un circuito de calefaccién o agua caliente sanitaria), agua potable

en una red urbana de suministro o en una red de un edificio...

Figura 32: Bomba de aire radial situada en Figura 33: Hélice de avién situada en Nuevos

una fragua portdtil en una exhibicioén. Ministerios, Madrid.

Los motores de avion (y turbinas de gas en general) tienen una turbina para accionar el compresor de entrada
o un eje del que se obtiene energia. El turbo de los motores sobrealimentados tiene también una turbina, en
ellos los é4labes siguen un patrén simétrico rotacional, pero también unas paletas que regulan el flujo de

entrada; si es un turbo de geometria variable, estas paletas pueden cambiar su angulo de inclinacién.

Sirena mecanica
Su funcionamiento se basa en el giro de un elemento a gran velocidad. Es basicamente una bomba de aire
centrifuga donde el aire bombeado no es llevado a un conducto, en lugar de ello se deja que este salga al

exterior libremente.

Como los alabes no producen un movimiento continuo, sino a pulsos, estos pulsos, uno tras otro, forman las
ondas sonoras; cuanto mas rapido gira la sirena, mas cerca estan entre si los pulsos formados y mas agudo
suena el sonido, por eso cuando se dejan de accionar el tono se hace mas grave segun se va frenando poco a

poco.

El tono (medido en vibraciones por segundo o Hz, de Herz), viene determinado por el nimero de paletas que

pasan por segundo, esto es, la velocidad de giro de la rueda en revoluciones por segundo y multiplicado por
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el nimero de paletas. Por ejemplo, para emitir un La 440 requeriria de girar 110 vueltas por segundo si hay

cuatro paletas como en el dibujo.

Figura 34: Las paletas del interior giran (flecha
verde) impulsando el aire y generando ondas a su
paso que se van propagando (flechas rojas) por los

alrededores; estas ondas forman el sonido.

Motores eléctricos, generadores y sus bobinados

Los motores eléctricos constan de varios bobinados y de imanes permanentes (segin el tiempo de motor
pueden tener solo bobinados), estos bobinados siguen una simetria rotacional de forma que el movimiento
sea lo méas uniforme posible y no haya fuerzas de trepidacién debidas a una disposicién asimétrica de las

masas.

Los bobinados pueden estar en el estator (la parte fija que no gira) o el rotor (la parte que si gira) o en ambas

partes (si no tiene imanes).

Por otro lado, en los motores con escobillas, estas y sus contactos también se encuentran siguiendo un patrén

simétrico rotacional, puesto que deben energizar los bobinados al unisono segtin va girando el rotor.

Relojes

La disposicion de las diferentes horas siguiendo un patrén de simetria rotacional permite que la hora pueda
ser mostrada por un elemento sefialador giratorio cuyo eje de giro esta situado siguiendo un movimiento
continuo. Si se intentase usar una disposicién lineal, se requeriria de un mecanismo de retroceso rapido
cuando se llega a las 12 horas o 60 minutos, algo que un movimiento circular no necesita por su naturaleza

periddica (al llegar a 12 vuelve a empezar de nuevo sin necesidad de tener que retroceder).
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Las agujas se mueven a partir de un elemento que controla el paso del tiempo; este movimiento es llevado a
la aguja de los segundos mediante un eje que sobresale de la esfera (donde estan los ntimeros). Como los ejes
que mueven la aguja de los minutos y de las horas comparten la misma posiciéon geométrica, se recurre a
cilindros concéntricos para poder mover las tres agujas de forma independiente. La aguja de las horas esta
sujeta a un eje hueco, dentro de él hay otro eje para la aguja de los minutos y también esta hueco y dentro de

ese otro hueco va el eje que mueve la aguja de los segundos.

Para controlar la velocidad de los giros de los ejes (que tienen que ir en relacién 1:60) se emplean trenes de

engranajes cuya relacién de velocidades combinada es esa.

Existe una variacion en la que el tiempo es mostrado mediante unas paletas que caen mostrando los niimeros
correspondientes a las horas y los minutos. Estos relojes a nivel interno son muy similares a un reloj de
agujas, los ejes, en vez de mover unas agujas sobre la esfera, mueven las paletas que muestran los niimeros,
el punto de anclaje de estas paletas a los ejes sigue un patron simétrico rotacional (la posicién de las paletas

no).

En los relojes modernos el paso del tiempo es controlado por un cristal de cuarzo que envia sefiales a un
motor sincrono, es decir, el motor da pasos segtin recibe los pulsos. La vibracién del cristal de cuarzo es
controlada por un circuito electrénico, entre los dos generan pulsos cada segundo, el circuito electrénico
primero hace vibrar al cristal, y este recibe las vibraciones de una forma muy regular. Posteriormente el
circuito cuenta las vibraciones que suman un segundo y cuando eso se produce, vuelve a empezar a contar y
al mismo tiempo envia un pulso eléctrico al motor para que avance un paso. El circuito electronico de los
relojes digitales, ademas realiza divisiones enteras (sin decimales) entre 60 para tener los minutos y las

horas, ademas de otras funciones como la alarma.

En los relojes mecanicos se necesita un mecanismo que controla el paso del tiempo, habitualmente se usa un
mecanismo de escape, en el cual hay una rueda dentada con tridngulos (similar al trinquete explicado a
continuacion) y un elemento oscilatorio que deja escapar los dientes de esta rueda uno a uno, siguiendo un
patron periddico en el tiempo. Existen dos variaciones de este sistema de escape, uno es el de saltamontes y
otro el de ancla (o ancora), otro mas antiguo es el de Foliot. Estos mecanismos proporcionaron una precision
mucho maés alta que otros como el paso de un fluido por un orificio estrecho (que puede variar por la

temperatura, que hace variar la viscosidad).

Muchos relojes conectados a la red eléctrica no miden el paso del tiempo, en cambio usan como referencia la
periodicidad de la red eléctrica, que en Europa es de 50 Hz, es decir, en un segundo cambia de sentido 100
veces, como esto esta controlado de forma muy precisa, permite tener una buena referencia para el paso del

tiempo.
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Telégrafo ABC

Aunque estan en desuso, un ejemplo curioso es el del telégrafo ABC, las letras se disponen de manera similar
a las horas del reloj, y la aguja central solo necesita hacer un movimiento circular. Alrededor se encuentran

las teclas que permiten parar la aguja en la letra transmitida.

Este tipo de telégrafo puede tener el nimero de letras que sea conveniente para cada alfabeto, al contrario
que los modelos de varias agujas (también de Weastone), que estan limitados a una matriz 5x5 donde los
elementos de la diagonal principal no se pueden usar por estar ocupados por las agujas que sefialan el resto
de letras, con lo que al transmitir los mensajes se necesita simplificarlos ortograficamente, porque solo hay
veinte letras disponibles. Como inconveniente, tenia mas complejidad, ya que el de agujas basicamente
consiste en cinco galvanometros, mientras que el ABC necesita mas mecanismos para transmitir el
movimiento; a cambio necesita menos hilos entre telégrafos, lo que puede suponer un ahorro a la hora de

construir las redes.

Figura 35: Telégrafo similar conservado en el Museo del Ferrocarril de Madrid, de este tipo de

telégrafos hay diversas variaciones.

Carraca

Una carraca es un instrumento musical consistente en una rueda dentada acoplada a un mango y un cuerpo
de madera con una lengiieta. Aqui hay un elemento con salientes dispuestos en un patrén, este elemento en
su giro empuja una lengiieta saliente que forma parte de la estructura del elemento, cuando esta lengiieta es
forzada por uno de los salientes a deformarse, acumula energia, y cuando el saliente se desplaza lo suficiente
como para dejar libre a la lengiieta, esta recupera su posicion original liberando de golpe la energia en forma
de sonido (entre otras), al accionarse la carraca este proceso se produce de forma continua produciendo su

caracteristico sonido.
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Figura 36: Al avanzar la rueda dentada libera la
lengiieta que recupera su forma original emitiendo

sonido.

Engranajes

Este tipo de elementos ha existido desde bastante antiguo para transmitir movimiento, pero con la revolucién
industrial evolucionaron en su concepcion para procurar una transmision del movimiento constante, ademas
de su estandarizacién para facilitar su intercambiabilidad y que las herramientas de mecanizado no tengan

que ser excesivamente diversas.

En los engranajes, para que la transmision del movimiento sea casi constante (constante desde un punto de
vista tedrico), se requiere que los dientes tengan un tipo de perfil concreto. Existen dos tipos de perfiles que

cumplen esta ley, uno es la epicicloide y otro es la envolvente de circulo.

En los engranajes se da una relacién de proporcionalidad entre las velocidades y las fuerzas de transmision
(desde un punto de vista ideal en el caso de las fuerzas). La velocidad de la rueda conducida respecto de la
rueda conductora es inversamente proporcional al nimero de dientes de la rueda conducida y directamente
proporcional al nimero de dientes de la rueda conductora. Por otro lado, las fuerzas son justo al revés, es
decir, la fuerza (momento, porque es una transmisiéon de movimiento circular) es inversamente proporcional
al nimero de dientes de la rueda conducida y directamente proporcional al nimero de dientes de la rueda
conductora. El niimero de dientes es basicamente un didmetro, es decir, el didmetro primitivo del engranaje,
que aproximadamente estd a la mitad de su altura (no se debe confundir el didmetro primitivo de la rueda

dentada con el del bruto de donde es producida).

Esto es asi porque el niimero de dientes es basicamente el diametro del engranaje, de hecho en engranajes se
habla del “didmetro primitivo del engranaje”, que corresponde aproximadamente al que queda a la mitad de
la altura de los dientes. También hay otros didmetros, como el de la base de los dientes, el de la zona superior

de estos, o el de la pieza en bruto a partir de la que son fabricados.
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En este ejemplo, si engranaje de la izquierda gira a 70 vueltas por minuto y tiene 20 dientes, el de la derecha

que tiene 14 dientes girara:

dientes .
Velocidad ,,, =Velocidad ., -———=T70rpm- 20dientes

. =100
= dientes,,, 14 dientes P

Por el contrario, su fuerza de giro sera 14/20, que es la inversa de la fraccién anterior.

Para que el movimiento de los engranajes sea solidario al del eje donde estan situados, antiguamente se
posicionaban chavetas, pero actualmente existen unos acoplamientos cénicos que permiten no solo transmitir
mucha mas fuerza, sino también que esta se distribuya de forma homogénea por toda la rueda dentada y el

eje, y el centro de masas esté mucho mas centrado.

Engranajes planetarios

Estos engranajes consisten en una rueda grande con el dentado hacia el interior, un pifién en el centro (sol)
que gira unido a un eje de forma fija; entre ellos hay varios pifiones que giran entre los dos y son sujetados
por un brazo unido a otro eje mecanico (el eje geométrico es el mismo). Este mecanismo es de gran interés,

porque tiene dos entradas de movimiento y una salida.

Rueda de Génova

Este tipo de mecanismo convierte un movimiento circular continuo en uno pulsante, a la vez que produce el

bloqueo de la rueda conducida para que esta no quede libre durante la fase de parada.

Esta rueda transmite el movimiento a una rueda conducida con diferentes salientes siguiendo un patrén de

simetria rotacional.

Es un mecanismo que se puede crear facilmente con una impresora 3D.
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Llantas de los coches y ruedas de bicicletas

Con el fin de aligerar la masa, en muchas ruedas se ahueca la zona entre el contorno y el eje, como este
vaciado no puede ser completo, porque entonces la rueda quedaria cortada en dos piezas, se dejan varias
uniones entre ambas zonas. La distribucion ideal de estas uniones es siguiendo un patrén simétrico rotacional

de manera que no haya un desequilibrio de masas que produzca vibraciones.

Rueda y trinquete de sentido unico

Es un mecanismo que solo permite una direccién de giro, el dentado cuando gira en un sentido se desliza
bajo el gatillo de retencién, levantandolo hasta que pasa el diente, pero cuando intenta girar en el sentido
opuesto, la otra cara de los dientes choca con el gatillo y este impide que siga girando mas, solo podria girar

si se le levantara por algtin otro medio.

Este mecanismo, ademds, permite una cierta discretizacién del movimiento, solo es estable en unas

posiciones determinadas.

Ruleta para generar sucesos aleatorios

Aqui se necesitan dos funciones, por un lado, generar aleatoriedad, es decir, debe ser dificil predecir la
posicién de parada de la ruleta, de manera que sea casi aleatoria. Por otro lado, se suele realizar una
discretizacion del resultado dividiendo la ruleta en sectores. Para definir bien en qué sector se detiene la
ruleta, se puede usar un indicador oscilante y una serie de palos divisores dispuestos siguiendo una simetria

rotacional.
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Perindola para generar sucesos aleatorios
Este es un caso similar al anterior pero simplificado. Habitualmente este instrumento suele ofrecer resultados
equiprobables, para ello se sirve de una forma poligonal y su giro en torno a un eje, para que la posicién de

regreso al equilibrio al dejar de girar sea apoyandose sobre una de sus caras.

Quemador de gas

Los orificios se sitian radialmente no solo para distribuir mejor el calor en los recipientes de coccién, sino

para favorecer una combustiéon mas eficiente, porque se aumenta la superficie de mezcla entre el aire
circundante y el gas emitido desde el quemador. Ademés de mejorar la eficiencia, se evita la produccién de
inquemados (si la combustién no es perfecta, se produce carbonilla y también otros gases ademéas de CO2 y
vapor de agua, lo que puede ser dafiino). Cuanto mas finos y numerosos sean los agujeros, hay mds
superficie de mezcla entre el gas y el aire, sin embargo, también hay mas riesgo de que se puedan obturar,

por lo que tampoco se hacen demasiado pequefios.
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Figura 37: Ejemplo de una cocina con tres fogones de varios tamafios, por el hueco inferior entra aire
permitiendo que por los agujeros pequenios salga gas con algo de aire mezclado para mejorar la
combustién. La pieza blanca a la izquierda del fogén grande es el encendido (genera una chispa que

enciende el gas) y la barra fina es un sensor de seguridad para cortar el gas si no hay llama.

Tambor de lavadora

Este elemento necesita tener agujeros en su superficie para permitir la entrada y salida del agua de lavado. La
forma maés practica de hacer todos esos agujeros es seguir una simetria rotacional, ademas esto evita la
generacion de desequilibrios mecanicos, si bien la trepidacion es casi inevitable por la distribucién irregular
de la ropa en el tambor cuando entra el ciclo de centrifugado. Las lavadoras modernas tienden a ajustar la
aceleracion con precision tratando de que la ropa quede en una posicién mas o menos equilibrada o bien

pequeifias aceleraciones y paradas. Con ello reducen las pérdidas de energia debidas a la vibracion.

\\\

Figura 38: Tambor de lavadora.

Magnetron del microondas (y radares antiguos)

Este elemento es el componente mas importante de los hornos microondas; su funcién es producir este tipo
de ondas (que son similares a las ondas de radio), para ser introducidas en la cavidad donde se introducen los

alimentos a calentar.
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Su fundamento consiste en hacer girar en espiral unos electrones ayudandose de un fuerte campo magnético
y un voltaje elevado (unos 3000 V). Los electrones, al dar vueltas, circulan préximos a unas placas de metal
generando campos eléctricos en ellas, estas placas de metal se disponen siguiendo una simetria rotacional. En
el centro se encuentra un filamento de tungsteno (wolframio, W) que emite estos electrones cuando es

calentado.

D

Figura 39: A la derecha se visualiza el modelo que se solia usar para
radares y a la izquierda el modelo para calentar alimentos. Al calentarse el
filamento de tungsteno en el centro (como una bombilla antigua), empieza a
emitir electrones. Estos en vez de ir en linea recta hasta el borde, lo hacen
siguiendo un recorrido en espiral (flecha verde) porque hay un campo
magnético (un imdn) que los obliga a ello. Los electrones tienen carga
eléctrica negativa, por lo que tienden a repeler otros electrones préximos
(como los que hay en las piezas de metal). Cuando pasan cerca de las placas
metdlicas que hay alrededor del filamento caliente, estas repulsiones
producen corrientes eléctricas (flechas amarillas) que se propagan por toda
la pieza y son recogidas por la antena de la zona superior; esta antena
produce las microondas que después entran en la cdmara donde se calienta

el alimento.

Si se quisiera producir algo similar sin recurrir a esta disposicién se requeriria de una pieza muy larga, ya
que los electrones dan muchas vueltas en su recorrido en espiral produciendo las ondas cuando pasan cerca

de las laminas.

Algunos modelos de horno microondas disponen de un elemento adicional que también sigue este tipo de
patron: consiste en una serie de paletas dispuestas alrededor de un eje giratorio que se sitda en el techo de la
zona donde van los alimentos y cuya funcion es “remover las ondas”, de manera que la energia se distribuya

de forma més uniforme por el interior del horno. Este elemento no se suele montar mucho, ya que
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aumentaria el precio final del producto, y muchos consumidores prefieren pagar menos, aunque el resultado

sea una coccion menos uniforme. El motivo de tener un plato giratorio es para mitigar esta no uniformidad.

Existe otro tipo de magnetrén en el que en vez de laminas se usan huecos de forma cilindrica, aunque su
fundamento de funcionamiento es similar. Fue desarrollado para construir radares con los que detectar
aviones enemigos durante la Segunda Guerra Mundial. El radar emite microondas y las ondas que rebotan en
los aviones enemigos son recibidas en una antena de manera que se consigue detectarlos. Este uso requeria
de una precision muy alta a la hora de construir este elemento. Cuando terminé la guerra se empezaron a usar
los magnetrones para producir ondas con las que calentar alimentos, ya que tenian la ventaja de calentarlos
desde mas adentro que los métodos convencionales, lo que permitia acelerar el proceso. Estos magnetrones
eran mas caros y por ello se opt6 por el tipo anterior (el de las placas dispuestas de forma radial), que era mas

barato y cumplia bien con su nueva funcién.

El voltaje elevado es producido por un transformador donde el bobinado de salida tiene un mayor nimero de
espiras (vueltas alrededor de una pieza de hierro) que el de entrada, produciendo una elevacion de voltaje,
esta elevacion del voltaje responde a una proporcionalidad directa con el nimero de espiras del bobinado de
salida, y una proporcionalidad inversa con el de entrada. Es decir, al aumentar las espiras en el bobinado de

la salida sube el voltaje de salida y al aumentar las espiras en el de entrada baja el voltaje de salida.

El recorrido en espiral de los electrones es causado por la Fuerza de Lorentz, que genera una fuerza
perpendicular a la direccién de movimiento de los electrones y al campo magnético; esto hace que en vez de

ir en linea recta desde el filamento, lo tengan que hacer siguiendo una espiral.

Escaner PET usado en hospitales

En los hospitales existen varios tipos de escaneres que permiten ver el interior del cuerpo en tres

dimensiones. El uso de uno u otro depende del tipo de examen que se quiera realizar.

El escaner PET (Tomografia por Emision de Positrones) se basa en introducir en el paciente una sustancia
que es ligeramente radiactiva, pero no es cualquier radiactividad, sino que tiene una caracteristica muy
particular: al producirse la emisién radiactiva, esta forma una pareja de rayos gamma que se propagan en
direcciones opuestas desde el punto que es emitida, esto es, entre los dos rayos forman una recta (o un angulo
muy proximo a 180°). La sustancia tiende a concentrarse en algunos érganos o en tumores, emitiendo desde

ahi los rayos que luego se detectan.

Mediante el uso de detectores dispuestos en forma circular alrededor del paciente se puede detectar la
posicién de donde vienen estos rayos, ya que la linea recta formada por los rayos corta el circulo en dos
puntos, ademas las dos detecciones son casi simultaneas. Esta simultaneidad permite descartar las
interferencias que se pueden producir por otras fuentes (si no hay dos detectores que salten a la vez, es que es

un dato erréneo, y se descarta).
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Figura 40: EI cuerpo del paciente se representa por la forma rosa. A la izquierda se percibe como un
par de rayos crearia un primer dato recogido por el ordenador. A la derecha se observa que uniendo
muchos datos se puede saber de donde vienen y asi determinarla zona verde, donde se ha concentrado

el producto y mostrarla por pantalla al médico..

A continuacion, un ordenador combina los datos de muchas detecciones y asi consigue establecer dénde se
ha concentrado el producto, y de esta forma poder localizar tumores ante una sospecha de su existencia. Para
evitar los riesgos de la radiactividad se suministra al paciente una pequefia dosis de un producto y que al

poco tiempo se elimina.

Los positrones son una particula que fue predicha a partir de un modelo mateméatico por Paul Dirac afios
antes de que se demostrara su existencia fisica. Estas particulas son similares a los electrones y comparten
todas sus propiedades salvo una: la carga eléctrica, que es la opuesta, de ahi su nombre. Cuando un electrén y

un positrén se encuentran, ambos emiten rayos gamma como se describe anteriormente.

Acoplamiento automatico de los trenes

Existen numerosos tipos de enganche para los trenes, uno de ellos que se usa con frecuencia es el
Scharfenberg, utilizado en trenes autopropulsados (sin locomotora) de pasajeros. En él hay una pieza con
forma de gancho con una zona plana hacia adentro, que se enlaza con la de otro tren que sea compatible (que
tenga el mismo tipo de gancho y a la misma altura). Justo en el momento del acoplamiento, los ganchos
chocan por su parte frontal, que estad inclinada de forma que cada uno se desplaza hacia su derecha hasta
librar la forma del otro, momento en el que recupera su posiciéon con un muelle y quedan acoplados. Para el
desacople se les mueve hacia un lado y se separan los trenes. Este acoplamiento es automatico, sin embargo,

en los vagones de mercancias, una persona debe enroscar el gancho manualmente.

102/106



Figura 41: Vista general y detalle de un antiguo coche de Metro de Madrid usado como
escenario y situada en el parque Tierno Galvdn (Distrito de Arganzuela). En la parte
inferior hay tres filas de conexiones eléctricas, los agujeros son conexiones neumdticas. El

hueco grande es para que el otro gancho pueda entrar.

Es una simetria central o giro de 180° si no existiera este tipo de simetria y fuera una reflexién como en un

espejo, no se podrian acoplar los trenes, ya que chocarian los dos ganchos del mismo lado.

=
hygs

N PN

Rt Regt

Figura 42: Secuencia de acoplamiento entre dos trenes.

En trenes de alta velocidad este enganche se oculta tras una tapa para favorecer la aerodindmica, ya que la
energia gastada depende del cuadrado de la velocidad, y la potencia necesaria para mantener la velocidad
depende del cubo de la velocidad. En trenes mas lentos, al llevar menos velocidad, el efecto que tendria esto

seria menor y por eso el enganche no suele disponerse tras una tapa moévil.
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Conclusiones

Realizar el presente trabajo de fin de master me ha ayudado a sintetizar todo lo aprendido en el master,
ademas de adquirir recursos donde ampliar la informacion que es necesaria para el ejercicio de la profesion

docente, y técnicas para plasmarla de forma adecuada para que pueda ser transmitida a otras personas.

Durante su realizacion he investigado los movimientos en el plano usando doblado de papel o papiroflexia
(simetria por reflexion, giro y traslacién), una alternativa que puede suscitar el interés entre los alumnos, he
realizado numerosas ilustraciones con las que he mejorado mi habilidad para la representacién grafica,
ademas de aprender a valorar qué aspectos en las ilustraciones son de mayor importancia para facilitar que
otras personas puedan entenderlas bien. Aunque el trabajo realizado en este fin de master solo de
movimientos en el plano y de simetrias radiales de una figura plana, con un breve acercamiento a las
simetrias radiales en el espacio y sin embargo multiples aplicaciones en el mundo tecnolégico,el aprendizaje
se puede enfocar no solo a otras areas de las matematicas, sino también a otras asignaturas, algo que en el
futuro puede ser muy relevante si se realizan actividades coordinadas entre asignaturas diferentes como parte

de una metodologia de aprendizaje basado en proyectos.

También he aprovechado para probar alternativas a la hora de denominar las rectas y puntos en los
diagramas, buscando que los elementos estuvieran referenciados mediante su orden de realizacion o los
elementos previos que lo producen, si bien el resultado fue demasiado complejo y finalmente he recurrido a
la notacién habitual, que visualmente es mas sencilla y la descripcién en forma de texto junto a las figuras es

suficiente para que los elementos queden identificados.

Todas la asignaturas cursadas en el master me han servido para mi formacién como futuro docente, habiendo
sido instruido en distintos marcos, normativo, teérico, de investigacién educativa, fundamentos de
matematicas, técnicas para localizar fuentes de informacion cientifica fiables, medios didacticos para facilitar
el aprendizaje, presentacién y exposicion de documentos, trabajos o propuestas ante otras personas, conocer
la evolucién de la educacion en Espafia a lo largo de la historia o los principales retos a los que se enfrenta,
conocer mejor la personalidad de los alumnos para poder empatizar de la forma mas adecuada, ampliar lo
que sé sobre patrones matematicos y como estos estan presentes en el arte, en la naturaleza. También he
aprendido a detectar posibles problemas que pueden surgir en la dindmica de un aula y de como hacer frente
a ellos, como combinar diferentes estilos docentes y metodologias didacticas para atraer el interés del
alumnado, cémo evitar que los alumnos puedan aprender mal los conceptos por no exponerlos de todas las

formas que estos pueden presentarse, y otros muchos mas aspectos.

Y no puedo terminar sin recordar a todas las personas que he conocido entre docentes y compafieros y que

entre todos ellos han hecho de esta experiencia algo extraordinario.
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