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Introduccion

El presente Trabajo Fin de Méster (TFM) es el dltimo paso del Mdster Universitario
de Profesor en FEducacion Secundaria Obligatoria y Bachillerato, Formacion Porfesional y
Ensenanza de Idiomas. Pretende ser un trabajo que recoja lo aprendido y lo aplique desde una
reflexion sobre el valor de las matemadticas y el modo que estas han de ser ensenadas. A través
del tema concreto del estimulo del razonamiento matematico a través de paradojas, esperamos
hacer una reflexién sobre cémo transmitir a nuestros alumnos una concepcion veridica de las

matematicas.

Las matematicas no pueden ser reducidas a meros algoritmos. En consecuencia, no han
de ser ensenadas como una serie de procedimientos de resolucién de problemas que se aplican
mecanicamente. De hecho, estos procesos pueden ser llevados a cabo de manera muy eficiente
por los ordenadores. Es central en las mateméaticas la comprensién de las ideas y los conceptos
detras de estos procedimientos, para poder indicar a un ordenador que los lleve a cabo o ser
capaz, en el futuro, de proponer nuevos algoritmos. La capacidad de razonamiento abstracto

es la habilidad que se ha de buscar desarrollar principalmente en el aula de matematicas.

Ahora bien, jcémo lograr mejorar esta capacidad en nuestros alumnos? Esta no es una cues-
tién sencilla. El primer paso es lograr que los alumnos perciban la necesidad del razonamiento
para las matemaéticas. Posteriormente, han de ver estimulada su capacidad, han de creer que
son capaces de razonar y que esta capacidad se puede entrenar y fortalecer. En muchos casos,
los alumnos se ven bloqueados para razonar por su autoconcepto y piensan que son incapaces

de entender lo que no entienden inmediatamente.

En este TFM hacemos una propuesta de estimulo del razonamiento matematico: la in-
troduccion de paradojas en el aula. Estas muestran un elemento de contradiccion, que hace
necesario saber exactamente qué es lo que se estd afirmando y qué argumentos se estan uti-

lizando para poder llegar a conclusiones sobre la veracidad o falsedad de una sentencia. Las



paradojas evitan los procesos algoritmicos y exigen para su resolucién el razonamiento. Las
paradojas pueden ser ttiles, por tanto, para ayudar a los estudiantes de secundaria y bachille-
rato a desarrollar habilidades de pensamiento critico y resolucién de problemas, centrales en

las matematicas.

Por otra parte, las paradojas han sido un elemento que ha favorecido el progreso de las
matematicas a lo largo de la historia. Mas atn, lo sigue siendo hoy en dia. La confusién
que generan es un factor de asombro y motivacién, que estimula el interés por profundizar
en un tema. Esto es también beneficioso en el aula. Las paradojas pueden ser una fuente de
curiosidad y asombro para nuestros alumnos, de manera que pueden servir como motivacién en
el aprendizaje de las matematicas. Como herramienta dindmica, son valiosas para mostrar a los

alumnos una cara nueva de las matematicas, més vinculada con el aprendizaje en competencias.

Tenemos muchos tipos de paradojas que tocan de un modo u otro a las matematicas. En
el Capitulo [l} tras acercarnos brevemente al propio concepto de “paradoja” y su importancia
en el desarrollo de las matematicas, presentaremos algunos tipos de paradojas, destacando
multiples ejemplos. Veremos paradojas visuales, paradojas logicas, paradojas de probabilidad
y estadistica y paradojas del infinito. Este marco tedrico nos servird como referencia en los
siguientes capitulos, pues nos aporta un acercamiento concreto a muchas paradojas y a sus
conceptos e ideas matematicas asociadas.

Posteriormente, en el Capitulo 2| haremos una reflexién y una justificacién de los beneficios
que se pueden obtener de introducir las paradojas en las aulas de secundaria y bachillerato.
iSon las paradojas estimulo del razonamiento matematico? ;De qué manera pueden serlo?
., Qué importancia puede tener una insistencia en el desarrollo del razonamiento? Estas son
algunas de las preguntas que buscaremos responder. Justificaremos el valor de las paradojas
en la educacion en general y en las matematicas en particular, en todo momento a la luz de
la legislacion vigente en Espana. Ademads, nos fijaremos especialmente en las contribuciones
competenciales que pueden aportar las paradojas.

En el dltimo capitulo, veremos algunas propuestas de implementacién de las paradojas
en el aula de matematicas. Las actividades propuestas serdan diversas y abiertas, buscando
asi su facil inclusién en contextos muy distintos, como sabemos que se dan en el ambito de
la educacién. Ademds, las actividades abarcaran distintos cursos de secundaria y bachillera-
to, pues comprendemos que las paradojas pueden ser un recurso transversal para el aula de

matematicas.
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Finalmente, terminaremos este TFM con unas breves conclusiones. Con ello pretendemos
recoger los elementos centrales del trabajo y entrelazarlos con coherencia. Esperamos que este
TFM pueda ser de utilizad y sirva también como una apertura de horizontes para la mejora

de la ensenanza de las matemnaticas en secundaria y bachillerato.
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Capitulo 1

Marco teorico

En este primer capitulo, vamos a presentar un marco teérico. En primer lugar veremos qué
entendemos por una paradoja, asi como su importancia y utilidad. Efectivamente, las paradojas
han sido estimulantes del desarrollo de la ciencia a lo largo de la historia, y en particular
en matemadticas. Posteriormente, veremos algunos tipos de paradojas, donde destacaremos
multiples ejemplos. La clasificacién se ha realizado con un criterio de tematica.

Este marco tedrico nos servird para poder encuadrar después la propuesta didactica. Tra-
taremos de ir sugiriendo a lo largo de esta presentacién algunos de los aspectos beneficiosos

que pueden aportar al estimulo del razonamiento en las aulas de secundaria y bachillerato.

1.1. ;Qué es una paradoja?

Comencemos pregunténdonos qué es una pradoja. Segin la RAE (Real Academia Espafiola)

se entiende por paradoja lo siguiente:
1. Hecho o dicho aparentemente contrario a la logica.

2. Figura de pensamiento que consiste en emplear expresiones o frases que envuelven con-

tradiccién; p.ej. Mira al avaro, en sus riquezas, pobre.

Vemos en ambas acepciones que el elemento comiin es la contradiccién, que puede ser o no
mera apariencia. Etimoldgicamente, de hecho, el término “paradoja” significa “contrario a la
opinién”. Se entiende contrario a la opinién recibida y comun, lo cual tiene un elemento socio-

cultural de gran peso. Es decir, son resultados que son contrarios a la intuicién y al sentido
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comun, de manera que generan sorpresa. Este asombro que provocan las paradojas es un gran
estimulo para el razonamiento.
Dado que la contradiccién puede ser una apariencia o puede ser revelacion de un error,

podemos hacer una clasificacién de paradojas segiin su veracidad o falsedad:
1. Afirmaciones que parecen falsas, pero son verdaderas.
2. Afirmaciones que parecen verdaderas, pero son falsas.

3. Falacias, esto es, sucesién de razonamientos aparentemente correctos que llevan a con-

tradicciones logicas.
4. Afirmaciones de las que no se puede indicar su veracidad o falsedad.

Cuando nos encontramos con una paradoja, lo primero que tenemos que discernir es su vera-
cidad o falsedad. Las paradojas exigen para ello un razonamiento atento y cuidadoso.

Ahora bien, las paradojas son, por tanto, afirmaciones que contienen algun tipo de contra-
diccién, que puede ser aparente o enganosa. Pero, jpara qué sirve una paradoja? A lo largo
de la historia, la presencia de paradojas ha favorecido el desarrollo del pensamiento cientifico.
De hecho, con el paso del tiempo inluso algunas paradojas, algunos hechos que resultaban
incomprensibles, hoy nos resultan completamente normales, como el pensar que la Tierra es
redonda y no plana. Estédn asociadas, por tanto, con crisis en el pensamiento que han provocado
avances revolucionarios. Encontrar resultados que no encajan en una determinada idea de las
matematicas ha favorecido grandes progresos. En efecto, las paradojas pueden abordar ideas
muy profundas que no se comprenden bien y que, por tanto, necesitan nuevas explicaciones.

Ya a los primeros matematicos griegos les resultaba profundamente paraddgico y sorpren-
dente que no se pudiera medir de forma exacta el valor de la diagonal de un cuadrado de lado
1. Es decir, no comprendian la naturaleza de v/2. A partir de este hecho aparentemente ilégico,
se abrié paso al estudio de los niimeros irracionales. Las famosas paradojas de Zendn, que nos
hablan de la convergencia hacia el infinito, también ofrecieron un marco de reflexién. Con el
contexto de la democracia griega, que hacia tan importante el debate piblico, las paradojas
ofrecieron la oportunidad de profundizar en los elementos de un buen razonamiento o una
argumentacién consistente, para diferenciarlo de las falacias.

Otro ejemplo méas moderno lo encontramos en las matematicas del siglo XX. Parecia tre-

mendamente paradéjico que pudieran establecerce correspondencias biunivocas entre todos los
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elementos de un conjunto infinito y los elementos de un subconjunto suyo. Esta y otras pa-
radojas contribuyeron a la reflexion sobre los conjuntos y sus cardinales, lo que promovié el
desarrollo de la teoria de conjuntos moderna.

La comprension histérica del desarrollo de las ideas nos da grandes pistas para su trasmisién
a los estudiantes. En efecto, estimular las preguntas tal y como aparecieron en la historia genera
cadenas de razonamiento de forma més natural en el alumno, que no tiene por qué haberse
hecho estas preguntas que han generado nuevas mateméticas. Antes de ofrecer las respuestas,
antes de ensenar los elementos matematicos que queremos que los alumnos aprendan, debemos
plantearles las cuestiones histéricas a las que son respuesta dichas ideas matemaéticas.

Las paradojas, por tanto, tienen mucho que ensenarnos. Han sido y siguen siendo un ele-
mento de desarrollo de las matematicas y nos dan la oportunidad de ofrecer de forma sintética
y sorprendente preguntas para introducir ideas o conceptos matematicos a los estudiantes
de secundaria y bachillerato. Generan un asombro que estimula el interés por encontrar una

explicacién convincente. De esta manera, pueden favorecer grandemente el razonamiento.

1.2. Tipos de paradojas

Vamos a acercarnos ahora a unas cuantas paradojas desde una clasificacién teméatica. Hemos
visto anteriormente una clasificacién segin la veracidad de las paradojas, pero entendemos que
ofrece una mejor panoramica una organizacion por temas. Tendremos presente, sin embargo,
el criterio de veracidad con cada paradoja que presentemos.

La distribuciéon que proponemos reparte las paradojas en cuatro grupos: paradojas visuales,

paradojas logicas, paradojas de probabilidad y estadistica y paradojas del infinito.

1.2.1. Paradojas visuales

Presentamos en primer lugar paradojas visuales. Este tipo de paradojas presentan enganos
o deformaciones que nos hacen cuestionar lo que de hecho vemos. ;Cémo de facil es enganar a

nuestro ojo?

Figuras ambiguas
Una figura ambigua es aquella que puede interpretarse de diferentes maneras. No son image-

nes ni verdaderas ni falsas, sino que estan sujetas a interpretacién. Podemos encontrar ejemplos

MASTER EN PROFESOR DE ESO Y BACHILLERATO UNIVERSIDAD DE VALLADOLID
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mas o menos artisticos de este tipo de paradojas visuales. Vedmos algunos.

s A
¥ A
Figura 1.1: Las vistones del Figura 1.2: Muerte a las
Quijote por Octavio Campo grandes industrias

., Qué vemos en la Figura ;Un retrato de el Quijote o a Don Quijote y Sancho Panza
cabalgando con unos molinos de fondo? Y en la Figura [I.2] jvemos dos empresarios tomando
un vino o una calabera? Esta imagen quiere transmitirnos un mensaje reivindicativo con su
doble interpretacién. En ningin caso podemos “ver” las dos posibles interpretaciones de las

imagen al mismo tiempo. Presentamos otros dos ejemplos muy conocidos:

Figura 1.3: ;Caras o copa?, Figura 1.4: ;Mujer joven o
inversién de figuras de E. vieja bruja?, inversién de fi-
Rubin guras de E.G. Boring
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La perspectiva juega a veces un papel clave en la interpretacion de las imagenes. Girar
la imagen o acercarla hace que tendamos a ver una figura u otra. Vemos seguidamente tres

ejemplos de esto:

Figura 1.5

En estas imagenes podemos ver, de izquierda a derecha, un ratén o un gato, un pato o un

conejo, un burro o un hombre.

También encontramos algunas figuras ambiguas con un cardcter mas geométrico, como las
que presentamos a continuacion. Asi, en la imagen de la izquierda podemos contar seis o siete
cubos segin la interpretacién. La imagen de la derecha tiene tres interpretaciones posibles: un
cubo pequeno en una esquina, un cubo pequenio sobresaliendo de un cubo grande o un cubo

grande con un hueco de un cubo pequeno.

Figura 1.6 Figura 1.7

MASTER EN PROFESOR DE ESO Y BACHILLERATO UNIVERSIDAD DE VALLADOLID
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Ilusiones 6pticas

Las ilusiones épticas nos presentan objetos que parecen distorsionarse al presentarlos junto
con otros elementos o con una determinada perspectiva. Muchas veces aparecen relaciones
comparativas, por ejemplo, el que dos rectas sean paralelas o el que el tamafio de dos objetos
sea el mismo. Las ilusiones 6pticas presentan estas relaciones de forma que no parecen ciertas,

aunque de hecho si lo sean. Veamos algunos ejemplos.

En este primer par de imagenes presentamos objetos del mismo tamano pero que parecen

distintos: los dos boxeadores son igual de altos y los ciculos centrales igual de grandes:

Figura 1.8

Ahora presentamos dos imagenes con lineas paralelas que no parecen tales:

7 114 %
H EHE BN

Figura 1.9

En las siguientes imégenes con circunferencias concéntricas parece que vemos espirales:

TRABAJO DE FIN DE MASTER INES MARCOS LOMO
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Figura 1.10

Como ultimos ejemplos de este estilo tenemos, a la izquierda, un cuadrado que parece
deformado, y a la derecha, una red de cuadrados que nos hacen ver unos puntos grises que

realmente no estan pintados.

1 1 1 1 1 ] ||
Figura 1.12

Figura 1.11

También podriamos incluir dentro de las ilusiones dpticas a los fractales. Estos objetos
geométricos tienen la particularidad de repetir patrones a distintas escalas. De esta manera, por
mucho que se amplie una figura con este tipo de caracteristicas, se sigue viendo “lo mismo”, los
mismos patrones. Algunos ejemplos son el tridngulo (Figura y la alfombra de Sierpinski
(Figura o el copo de nieve de Koch (Figura .La geometria fractal puede resultar
paraddjica por ser antiintuitiva. Parece que al ampliar un objeto debe presentar un aspecto
distinto. Sin embargo, también en la naturaleza aparecen este tipo de geometrias con patrones
repetidos a distintos tamanos. Por ejemplo, en flores u hojas, en plantas como la coliflor o los

helechos, en algunas conchas o en las lineas de las costas.

MASTER EN PROFESOR DE ESO Y BACHILLERATO UNIVERSIDAD DE VALLADOLID
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Figura 1.13: Triangulo de Sierpinski

Figura 1.14: Alfombra de Sierpinski

Figura 1.16:

Geometria fractal en la naturaleza

TRABAJO DE FIN DE MASTER

INES MARCOS LOMO
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Desapariciones o ampliaciones geométricas

En este tipo de paradojas visules presentamos como al trocear una superficie y reordenar
los trozos aumenta o disminuye el area de la superficie. Esto nos lleva a un absurdo, pues la
traslacién de piezas no afecta a su drea. En efecto, aunque la cadena de razonamiento que
vamos a seguir es aparentemente correcta, juega con la sutileza de que no todo se percibe con

el ojo humano.

En todos los casos se realizan una serie de cortes a la superficie. Al final del proceso, con el
reajuste de trozos, se dan pequenas superposiciones que hacen parecer que ha desaparecido una
unidad de superficie o al contrario, aparece una rendija imperceptible que hace que parezca
que la superficie ha aumentado. Este tipo de paradojas visuales, por tanto, presentan un
razonamiento falso que aparentemente es correcto. Este tipo de paradojas geométricas son

conocidas también como paradojas de Hooper.

Por ejemplo, tomemos un rectdangulo de lados 5 y 13, como muestra la Figura Si
hacemos los cortes marcados y recolocamos los trozos como muestra la Figura |1.18] aparece
un cuadrado de lado 8. Es decir, al principio, tenfamos un rectangulo con area 65 unidades y

hemos pasado a un cuadrado con 64 unidades de area.

\\
~ S~
N~ “'-\
™~ S
™~
TN //

\\_\ /

I~ //

Figura 1.17
Figura 1.18

Presentamos ahora otro ejemplo similar en el que pasamos de un cuadrado de lado 13 a un
rectangulo de lados 21 y 8. Es decir, perdemos de nuevo una unidad de area, pues pasamos de

169 a 168.

MASTER EN PROFESOR DE ESO Y BACHILLERATO UNIVERSIDAD DE VALLADOLID
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Figura 1.19

En ambos casos se da una superposicién inapreciable en los limites de los trozos, lo cual
hace perder la unidad de area. Si prestamos atencién nos daremos cuenta de que los valores
que aparecen en los lados en ambos ejemplos son sumas unos de otros. En efecto, todos estos
valores pertenecen a la sucesién de Fibonacci, en la que un nuevo elemento de la sucesion, F;,,
se consigue sumando los dos anteriores, F,,_o v F,,_1, siendo F; = 1y F» = 1 los términos

iniciales. Los primeros elemento de esta sucesién son los siguientes:
1,1,2,3,5,8,13,21, 34,55, 89,144, 233...
Esta sucesién tiene la siguiente propiedad:

F,

— (anl -Fn+1):|:1,

que es la explicacién de la paradoja. Si se toma una sucesién de Fibonacci generalizada cam-
biando los términos iniciales, podriamos hacer construcciones en las que se perdieran més
unidades de area. Estas serfan, sin embargo, mas visibles al ojo humano.

Pasando a otro ejemplo, conocido como paradoja de Curry, tomamos un cuadrado de lado
12 y lo seccionamos como indica la Figura Recolocando las piezas como se muestra en
la Figura [1.22] nos aparece de nuevo un cuadrado de lado 12 con un hueco en el interior. En
este caso, en lugar de darse una superposicién, la segunda figura estd un tanto estirada, y tiene
una altura de 12 + % Ese pequeno rectangulo anadido a la altura tiene la misma area que la

porcién que falta en el interior.

TRABAJO DE FIN DE MASTER INES MARCOS LOMO
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Figura 1.21 Figura 1.22

En todos los ejemplos vistos hasta ahora hemos visto desaparecer porciones de area. En
todos los casos se basan en ir cogiendo pedacitos de area de muchos sitios, de manera im-
perceptible para el ojo humano. Con la reagrupacion de las piezas, salta a vista de pronto,

pareciendo una desaparicién subita.

De este estilo podemos encontrar imagenes curiosas en las que desaparece un conejo o un
duendecﬂlﬂ Realmente, el conejo no ha desaparecido, solamente se ha repartido entre otros,
que han pasado a ser un poco mas grandes. Y los duendes supervivientes, si nos fijamos, son

mas altos que antes de que desapareciera su companero.
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Figura 1.24

Figura 1.23

1@©Copyright 1968, W. A. Elliott Co., Toronto, Canada.
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Anamorfosis

Etimolégicamente, la palabra “anamorfosis” significa “transformar”. Relacionado con el
significado etimoldgico, una anamorfosis es una deformacién reversible de una imagen a través
de procedimientos matemaéticos u Opticos. Aparentemente, son figuras deformes, pero al mi-
rarlas con la perspectiva adecuada y, en algunos casos, haciendo uso de algin tipo de espejo,

se puede encontrar un punto desde el que se invierta la transformacién realizada a la imagen.

Las anamorfosis se utilizan, por ejemplo, para las senalizaciones de trafico del suelo. El
conductor mira la carretera desde una perspectiva inclinada que hace ver las senalizaciones sin
deformar. Si nos accercamos como peatones veremos que las senales estan estiradas, deforma-
das. También se utilizan transformaciones anamérficas para cartografia estadistica. Haciendo
este tipo de transformaciones se puede dibujar una zona m&ds o menos grande de lo que en
realidad es para mostrar, no la geografia, sino otro tipo de fenémenos, como la densidad de
poblacion o la riqueza. Por tanto, las anamorfosis tienen algunas aplicaciones utiles. Tam-
bién estan presentes en contextos mas artisticos. A veces buscando ocultar algin elemento o
mensaje en una obra, como veremos en algtin ejemplo. En otras ocasiones, se utilizaban estas
técnicas cuando se pintaban techos, que se observan desde una perspectiva particular, para

que se vieran las imagenes bien proporcionadas y sin deformar.

Tenemos anamorfosis épticas y catoptricas. En las primeras el punto de vista desde el cual
se ve la imagen estd situado en una posicién oblicua respecto al plano pictorico. Por otra parte,
en las catOptricas es necesario una superficie especular para poder ver la imagen escondida.

Segun cual sea la superficie necesaria, podemos encontrar anamorfosis cilindricas o conicas.

Las anamorfosis 6pticas u oblicuas se consiguen proyectando la imagen sin deformar de
forma oblicua en lugar de perpendicular. Como no se afiade ninguiin objeto geométrico aparte del
propio plano, la imagen no deformada se puede observar mirando la imagen con una perspectiva
con igual inclinacién que la proyeccién realizada. Un ejemplo clésico de este tipo de anamorfosis

lo encontramos en el cuadro Los embajadores, pintado por Holbein el joven en 1532ﬂ

2Este cuadro se encuentra actualmente en la National Gallery de Londres

TRABAJO DE FIN DE MASTER INES MARCOS LOMO
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Figura 1.25

En la parte inferior del cuadro, podemos observar una figura deformada que no logramos
identificar bien. Si miramos el cuadro desde su lateral izquierdo, podemos ver que esta figura
es una calabera. Se han propuesto distintas explicaciones de la intencién del pintor al anadir
este objeto. Algunas de estas interpretaciones han sido una amenaza velada o una firma del
autor, cuyo apellido en aleman significa “hueso hueco”.

En las anamorfosis catoptricas se coloca la imagen que queremos deformar dentro de un
cilindro o un cono, segin se busque una anamorfosis cilindrica o cénica, y se proyecta como

indican las siguientes imagenes’}

Figura 1.26: Anamorfosis cilindrica Figura 1.27: Anamorfosis cénica

Para ver la imagen sin deformar, se ha de utilizar una superficie especular cilindrica o

cénica y mirar desde la perspectiva adecuada. Un ejemplo de anamorfosis cilindrica es La

3Para una descripcién algebraica desarrolla de las transformaciones que se llevan a cabo, se puede consul-
tar el siguiente enlace web: https://melusine.eu.org/syracuse/G/pstricks/Anamorphoses/| Consultado el
09/05/2023.
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isla misteriosa de Istvan Orosz. Como vemos en la Figura [1.28] esta imagen oculta con una
anamorfosis cilindrica un retrato de Jules Verne, autor de una novela titulada precisamente La

isla masteriosa.

Figura 1.28

Las anamorfosis pueden estimular grandemente la curiosidad y el interés de los alumnos por
las matematicas. Su aparente deformidad y la explicacién matematica, sencilla de comprender,
pueden ser elementos favorables para provocar el asombro. Por otra parte, dan la oportunidad
de explicar algunas técnicas utilizadas a lo largo de la historia del arte, asi como de introducir
algunas obras concretas. Esto es muy positivo para una formacion integral y transversal de los

alumnos, que permita que sean capaces de relacionar distintas areas del conocimiento.

1.2.2. Paradojas légicas

La ciencia estd basada en las matematicas, y las matematicas en la légica. Pero, ;la légica
es tan irrefutable como parece? Encontramos muchas paradojas de caracter légico, que mues-
tran contradicciones en este campo. Es decir, encontramos muchas cadenas de razonamientos
aparentemente correctos que conducen a contradicciones obvias. Aparecen en todos los casos
indicios de razonamiento circular o autoalusion.

Muchos filosofos, l6gicos y matematicos, como B. Russell, han tratado de hacer desapa-
recer estas paradojas siendo precisos y concretos en los enunciados, para que no den lugar a
equivocaciones. Las paradojas de las que vamos a hablar han estimulado, por tanto, el avance
de la légica, sobre todo durante en siglo XX. Las vamos a separar en cuatro grupos: para-
dojas semadnticas, paradojas de teoria de conjuntos, paradojas de vaguedad y paradojas de

prediccion.
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Paradojas semanticas

Las paradojas semanticas tratan acerca del valor de la verdad. Podemos encontrar muchas
paradojas cotidianas, como una pintada en la que ponga «jBasta ya de pintadas!» o una tienda
llamada «La siempre abierta» que se encuentre cerrada. También tenemos ejemplos cotidianos
de autoinvalidacién, como decir «Todo conocimiento es dudoso». Otro ejemplo es la sentencia
del economista Alfred Marshall: «Toda frase breve acerca de economia es intrinsecamente
falsa». Vemos con estos pequenios ejemplos la relavancia que tiene el lenguaje en la aparicion
de paradojas.

Vamos a ver ahora la paradoja del mentiroso, atribuida en su versién original a Epeméni-
des, poeta griego que vivio hacia el siglo VI a.C. Este poeta indicé que «Todos los cretenses
son mentirosos», siendo él mismo cretense. Ahora bien, ;dijo Epeménides la verdad? Si la
afirmacion es verdadera, habria al menos un cretense que dice la verdad. Pero entonces, no
todos los cretenses serfan mentirosos y la afirmacién seria falsa. En cualquier caso, llegamos a
contradiccién.

Otra forma de expresar esta paradoja es tomar la siguiente proposicién:

P : Esta sentencia es falsa

De nuevo, si P es verdad, resulta que es falsa. Por el contrario, si es falsa, es verdad. Se da
una cierta regresién infinita, como en la cldsica paradoja que se pregunta qué fue antes, si el
huevo o la gallina. En 1947, W. Burkhart y T. Kalin construyeron un ordenador proyectado
para resolver problemas de logica binaria. Al plantear a la maquina que asignase un valor de
verdad o falsedad a la paradoja del mentiroso, esta entré en bucle infinito.

Segun el principio de razonamiento consequentia mirabilis, que dice que si una proposicién
implica su propia negacion, se puede concluir la negacion de la proposicién. Si tomamos las

siguientes sentencias,
(1) Si P es cierta, entonces es falsa, es decir, no cierta.
(2) Si P es falsa, entonces es cierta, es decir, no falsa.

Aplicando el principio de consequientia mirabilis, de (1) podriamos inferir que P no es cierta
y de (2) que si lo es. Es decir, la sentencia P no es ni cierta ni falsa.

Parece que el principal problema de la paradoja del mentiroso es la autoalusién. Sin embar-
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go, si tomamos la siguiente version de la paradoja, muy estudiada en la Edad Media y conocida

como la paradoja de Platéon y Sécrates, desaparece la autoalusion:
A La frase B es falsa.
B La frase A es cierta.

Estas dos sentencias, cuando son tomadas conjuntamente, alteran una y otra vez el valor
de verdadero o falso asignado a la otra. Tenemos de nuevo la regresién infinita, pero sin la
autoalusion. En la novela de L. Carroll, Alicia en el pais de las maravillas: a través del espejo
aparece, en cierto modo, esta versiéon de la paradoja. A Alicia, que suena que esta en el pais de
las maravillas, le dicen que el Rey, que estda dormido, suena con ella. ;Quién suena con quién?
Tenemos también en este ejemplo la regresion infinita.

Una solucién para la paradoja del mentiroso es rechazar que el principio de bivalencia
sea siempre cierto. Es decir, asumir que no toda sentencia es cierta o falsa. Restringiendo el
principio a sentencias declarativas, relacionadas con hechos. Sin embargo, habria que desestimar
también sentencias que describen un hecho de forma insuficiente, y por tanto defectuosa. Por
ejemplo, la sentencia

S : Has dejado de fumar,

si nunca has fumado es no cierta. Pero si decimos que S es falsa, entendemos que sigues
fumando.

Otra solucion es la propuesta de la jerarquia de verdades de Tarski. Segun esto, el concepto
ordinario de “verdad” es incohente. Se debe tomar, en cambio, una serie de “conceptos de
verdad” ordenados jerarquicamente. Cada nivel de verdad esta asociado a un determinado
lenguaje. Para hablar de si una sentencia es cierta o falsa, hay que acudir a un “metalenguaje”
situado en el peldano inmediatamente superior. Podemos proponer el siguiente ejemplo de los

primeros peldanos:
A Los angulos interiores de un tridngulo suman 180°.
B La frase A es cierta.
C La frase B es cierta.

D La frase C es cierta.
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De nivel A puede ser una lista de teoremas enunciados. De nivel B sus demostraciones. De nivel
C un libro sobre teoria de las demostraciones. Es raro, al menos en mateméaticas, que haya
necesidad de pasar de este tercer nivel de metalenguaje. Esta solucién parece para algunos, sin

embargo, demasiado radical.

Paradojas de teoria de conjuntos

B. Russell, légico y matemaético, ha sido el que ha llamado la atencién sobre las paradojas
en la teoria de conjuntos. Ademas, ha aportado también mucho a la investigacién en la logica
para resolverlas.

Antes de ver las distintas paradojas, vamos a enunciar un teorema sobre la cardinalidad
de los conjuntos. En el caso de conjuntos finitos, dos tienen igual cardinal (son equipotentes)
si tienen el mismo numero de elementos. Como generalizacién, dos conjuntos cualesquiera son
equipotentes si podemos establecer una biyeccién (una aplicacién sobreyectiva e inyectiva)

entre ambos. Presentamos ahora el Teorema de Cantor:

Teorema 1. (de Cantor). Dado un conjunto C, existe siempre otro de mayor cardinalidad,

que es el conjunto de sus partes, P(C), formado por todos los subconjuntos de C"

P(C)={S:5CC}

Ahora bien, consideramos el conjunto U = conjunto de todas las cosas. Cualquiera de los
elementos de P(U) es una cosa, por lo que todos sus elementos pertenecen a U, es decir, P(U)
esta contenido en U. En consecuencia, el cardinal de U es mayor o igual que el de P(U). Con
esto hemos encontrado un contraejemplo del Teorema de Cantor. Esta paradoja propuesta por
Russell deja en evidencia la fragilidad de la teoria de conjuntos de principios del siglo XX.

Otra paradoja de conjuntos de Russell es la conocida como paradoja del barbero. En un
pueblo hay un barbero que indica lo siguiente: «Yo afeito a todos los que no se afeitan a si
mismos, y solamente a estos». Entonces, ;jquién afeita al barbero? Si se afeita a si mismo,
entonces no pueder ser de los que el barbero afeita. Pero si no se afeita a si mismo, entra
a formar parte del grupo que afeita el barbero. Esta paradoja ilustra la contradiccion de

considerar el conjunto

W ={C:C¢C}.

Pues entonces, ;W pertenece o no a W?
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Esta paradoja provocé una gran crisis en la logica y en la teoria de conjuntos, que se creia
coherente y fundamentada. Como anécdota al respecto podemos mencionar la publicacién de
Fundamentos de la aritmética de G. Frege. Este tuvo que retractar su obra, recién publicada,
tras recibir una carta de Russell en la que le indicaba la contradiccién de admitir un conjunto
formado por todos los que no son miembros de si mismos. La teoria de conjuntos propuesta en
la obra de Frege permitia la construcciéon de dicho conjunto.

Podemos anadir variantes de la paradoja del barbero. En todos los casos, formaremos un
determinado conjunto C' en el que incluiremos a todos los objetos y solamente a esos objetos
que no cumplan un cierta relacién con respecto a si mismos. La paradoja surge cuando se

plantea la cuestion de si C pertenece o no a si mismo.

= La paradoja de Grelling. Dividimos los adjetivos en autodescriptivos y no-autodescriptivos.
Los primeros describen en si mismos lo que significan. Es decir, espanol es una palabra
escrita en espanol, por lo que es autodescriptiva. De la misma manera, corto, que es una
palabra corta, o polisilabo, que tiene varias silabas, son también autodescriptivas. Por
el contrario, hungaro, largo o monosilabo son no-autodescriptivas. La paradoja aparece

cuando nos preguntamos a qué clase de adjetivos pertenece la palabra no-autodescriptivo.

= Paradoja de Berry. Consideramos C' el conjunto de los enteros que pueden ser descritos
con menos de 13 palabras. Definimos ahora m como el «minimo entero que no puede
ser descrito con menos de trece palabras». Esta expresion consta de 12 palabras, pero
describe a un nimero que no puede ser descrito con menos de trece palabras. Entonces,

Jpertenece el entero m al conjunto C'7 En cualquier caso, llegamos a contradiccion.

= Una paradoja analoga a la anterior, propuesta por M. Black es la siguiente. En la intro-
duccién de un libro encontramos la siguiente sentencia: «Este libro menciona diferentes
numeros enteros. Fijese en la lectura en el minimo entero que no es mencionado de nin-
guna manera en este libro». Si C es el conjunto de los enteros mencionados en el libro,

jpertenece a dicho conjunto el minimo entero no mencionado en el libro?

» Podemos plantear infinidad de paradojas similares. ; Quién repara al robot encargado de
reparar a todos los robots que no se autorreparan? ;Qué catdlogo notifica la relacion del

catalogo al que pertenecen todos los catalogos que no se mencionan a si mismos?

Una tercera paradoja de teoria de conjuntos es la paradoja de los nimeros interesantes.
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Fue propuesta por E.F. Bechenbach en 1945 como una “demostracion” de que todos los ntime-
ros naturales son interesantes. Comenzaremos dividiendo todos los niimeros naturales en dos
conjuntos, los interesantes y los no interesantes. Dentro de los interesantes incluiremos aquellos
que cumpla alguna propiedad tnica o tenga alguna caracteristica especial. Ahora bien, si nos
fijamos en el conjunto de los naturales no interesantes, encontraremos uno que sea el menos in-
teresante de todos. Pero precisamente esto hace a ese niimero interesante, por lo que hemos de
moverlo al otro conjunto. Repitiendo este proceso podemos pasar todos los niimeros naturales
al conjunto de los interesantes. En conclusién, todos los naturales son interesantes.

Es vélida esta demostracién? Cuando pasemos el segundo niimero menos interesante al
conjunto de los interesantes, ;volvera a ser vulgar al estar en el mismo conjunto que el primero
de los niimeros menos interesantes? ;O ser el segundo es ya una caracteristica tinica que lo
hace interesante? ;Algo es interesante por ser lo menos interesante de un grupo? Finalmente,
si todos los nimeros son interesantes, japorta algin valor descriptivo el adjetivo interesante?
La paradoja se da por lo subjetivo del aspecto que se pretende analizar: el hecho de que un
nimero sea o0 no interesante.

Todas estas paradojas relacionadas con los conjuntos estan muy relacionadas con las para-
dojas semanticas. Toda proposicién con algun valor de verdad asignado, puede escribirse como
un enunciado sobre conjuntos. Reciprocamente, también cualquier enunciado de conjuntos pue-

de transformarse en una sentencia. Por ejemplo, son equivalentes las siguientes proposiciones:
A Todos los patos son péajaros.
B El conjunto de los patos estd contenido en el conjunto de los pajaros.

Por tanto, se puede establecer una correspondencia entre las correspondencias seménticas y
las que encontramos en la teoria de conjuntos. Si recordamos la paradoja del mentiroso y nos

fijamos en la sentencia que tomamos:

P : Esta sentencia es falsa,

podemos reescribirla de la siguiente manera:

P’ : Esta sentencia pertenece al conjunto de las proposiciones falsas.

Tanto si P’ pertenece a C, siendo este de las proposiciones falsas, como si no, llegamos a la
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contradiccién que ya hemos visto con anterioridad.

Esta correspondencia estaba justificada con un postulado de la 1égica tradicional, de heren-
cia aristételica. Segun este postulado, conocido como principio de comprension, toda propiedad
puede expresarse como un conjunto. Es decir, dada una propiedad P(z), podemos tomar el con-
junto {z : P(z)}. La paradoja aparece cuando Russell considera la proposicién P(z) = (z ¢ z),
es decir, cuando aparece la autoalusién. Seguidamente aparecen las paradojas que hemos ido

viendo.

Una posible solucion es la teoria de tipos de Russell. Esta teoria es homdloga a la jerarquia
de verdades de Tarski que hemos visto anteriormente. En la teoria de tipos tenemos una
jerarquizacion de los conjuntos, que se clasifican en “tipos”. Como en la propuesta de Tarski,
solo se puede referir a todos los elementos que cumplen una sentencia si ambos son del mismo
tipo, es decir, si estan al mismo nivel. De esta manera no estd permitido hablar de si un conjunto
pertenece o no a si mismo. Con esto se evita la formacién de conjuntos contradictorio. Asi, la
proposicion de la paradoja del mentiroso es no valida. O la solucién de la paradoja del barbero
es tan sencilla como que dicho barbero no existe, la paradoja es un enunciado mal realizado

Otra propuesta de solucion es la axiomatica de Zermelo-Fraenkel, que elimina el principio

de comprension e incluye el arioma de eleccion. De esta manera se busca admitir en la teoria

de conjuntos solo aquellos que no llevan a contradicciones.

Paradojas de vaguedad

Este tipo de paradojas cuentan con la vaguedad del lenguaje y se atribuyen al légico griego
Eubulides de Mileto. Estas paradojas también se llaman de tipo sorites debido a la paradoja del
grano de arena y el montén de arena. En efecto, esta palabra griega, sorites, significa “montén”
o “pila”.

Vamos a ver en primer lugar la paradoja del grano de arena y el montén de arena. Si
tenemos un montén de arena con, por ejemplo, 10000 granos y retiramos 1, sigue siendo un
monton. Iterando este razonamiento de forma inductiva podemos llegar a que un montén de
1 grano es un montén. De la misma manera, no dirfamos que 1 grano de arena es un monton,
y en consecuencia, tampoco si anadimos un grano diriamos que tenemos un montén. Asi, 2
granos no son un montén, 3 granos no son un montdn, etc. Iterando el proceso llegamos a que
10000 granos no son un montén. Con el mismo tipo de razonamiento hemos llegado a afirmar

que tanto 10000 granos de arena como 1 grano son y no son un monton.
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La clave de la paradoja reside, como hemos adelantado, en la vaguedad. ;Cuédntos granos
de arena podemos considerar que son un montén? ;Ddénde estd la frontera entre lo que es un
montén y lo que no? La diferencia que no vemos entre un montén de 10000 granos y uno de
9999 nos parece obvia si comparamos 10000 granos con 1, por eso nos resulta paraddjico o
contradictorio.

Otras paradojas de este tipo, que juegan con la vaguedad del lenguaje, son las siguientes:

= Paradoja del hombre calvo. Si a un hombre que no es calvo le quitas un pelo, sigue sin
ser calvo. Si iteramos el proceso llegamos a que un hombre con 2 pelos o 1 no es calvo.

;,Cuantos pelos tiene que perder una persona para que se le considere calvo?

» Paradoja del hombre con capucha. «Dices que conoces a tu hermano, este hombre con
capucha es tu hermano y no lo conoces». Esta paradoja juega con la vaguedad al uitilizar
el término “conoces”. ;Qué significa conocer? ;Significa saber bien quién es, identificar,

reconocer?

Como solucién a este tipo de paradojas, 16gicos como Russell o Frege, ya mencionados,
hablan de una tendencia a un leguaje ideal. Se ha de procurar precisar los términos y sus
fronteras para evitar este tipo de paradojas. Otra propuesta de solucién es la utilizacién de
légicas graduadas, que tengan més valores aparte del “si” o el “no”. Podriamos hablar asi,
por ejemplo, de grados de calvicie en lugar de decir si un hombre es o no calvo. Tiene el
problema, sin embargo, de las fronteras entre un nivel y otro. Ejemplo de este tipo de légicas
es la 16gica difusa de Goguen y Zadeh. Una tercera respuesta posible a este tipo de paradojas

es, simplemente, aceptarlas.

Paradojas de prediccion
Este tipo de paradojas légicas incluyen en sus planteamientos algtiin tipo de prediccién.
Vamos a ver tres paradojas distintas para ilustrar los diferentes tipos de contradicciones que

nos podemos encontrar respecto a la prediccién.

= La paradoja de la autoprediccién. Se tiene un ordenador que solo puede responder “si” o
(13 7 : Z : : 2 “ W
no”. Alguien le pregunta a la maquina si su préxima respuesta va a ser “no”. Entonces,
el ordenador no puede responder sin entrar en contradiccién. En efecto, si responde “si”

no estara respondiendo veridicamente, pues su respuesta mas proxima ha sido “si” en
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lugar de “no”. Por otra parte, si reponde “no” habra cumplido el decir “no” y por tanto

la respuesta deberia haber sido “si”. En cualquier caso hay contradiccion.

En realidad, esta paradoja es una nueva version de la paradoja del mentiroso. Que el
ordenador responda “no” viene a significar «Es falso que yo esté diciendo ahora mismo
“es falso” ». Esto es equivalente a la negacién proposicién que planteabamos en la paradoja

del mentiroso: «Esta sentencia es falsa».

La paradoja del condenado. A un prisionero se le dice que un dia del préximo mes, por la
manana, serd ejecutado, pero que no sabra el dia hasta la misma manana de la ejecucién.

Esta sobrevendra al condenado de forma inesperada.

En esta situacion, el prisionero argumenta que el dltimo dia del mes, el dia 30, no puede
ser la ejecucién, pues si llega el dia 29 ya solo quedaria el 30 para cumplir la sentencia,
por lo que no seria inesperada. Pero si el 30 no puede ser la ejecucién, el ultimo dia
posible pasa a ser el 29, por lo que el 28 se tendria la certeza de la préxima ejecucién.
Entonces, tampoco el 29 puede cumplirse la sentencia. De esta manera, el prisionero llega
a la conclusién de que no es posible cumplir la condena que se le ha predicho y que no
habra ejecucion. Sin embargo, un dia cualquiera del mes, de hecho se cumple la sentencia

y es ajusticiado. { En qué ha fallado el razonamiento del condenado?

Parece razonable conceder que el primer paso del razonamiento del prisionero es correcto.
Sin embargo, puesto que cada paso del argumento es idéntico al anterior, una vez admitido
el primer paso, el resto del razonamiento resulta inevitable. Hasta el primer paso es, por

tanto, incorrecto.

La paradoja subsistiria aunque el mes solo tuviera un dia. En efecto, pensemos que le hu-
bieran dicho al condenado «Mafnana serés ejecutado inesperadamente». Si la sentencia es
cierta, esperaremos la sentencia, pero entonces ya no serd inesperada. Esta contradiccion
generard dudas al prisionero sobre si de hecho habré ejecucion, por lo que si la hay sera
inesperada, como habia sido predicho. Una solucién a paradoja, por tanto, seria advertir
que si bien el que ha predicho la ejecucién en el préximo mes puede cumplir su palabra,
el prisionero no tiene forma de saber si la cumplird o no. En consecuencia, no puede sacar
conclusiones validas sobre el no cumplimiento de la ejecucién respecto a nigin dia del

mes, ni siquiera el ultimo.

Otra posible respuesta es caer en la cuenta de que un conjunto tiene propiedades distintas
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que cada uno de sus miembros tomados individualmente. De esta manera, no es lo mismo
considerar un mes que la suma de 30 dias. Asi, el conjunto del mes puede contener “dias
sorpresa’, pero esta caracteristica se pierde al fijarse en los dias individualmente. El error

es llevar conclusiones observadas en dias individuales al conjunto del mes.

Esta paradoja tiene otras versiones, como la de un profesor que anuncia un examen
sorpresa para la semana siguiente o un rey que presenta un conjunto de puertas numeradas
y anuncia que tras una de ellas se esconde un tigre que saltara de forma inesperada sobre

quien va abriendo las puertas siguiendo el orden de numeracién.

= La paradoja de Newcomb. Inventada por el fisico W. Newcomb, fue publicada y analizada
por primera vez por el filsofo R. Nozick. Un presentador con fama de prediccién sobre las
decisiones de las personas toma dos cajas, una transparente y otra opaca, que llamaremos
A y B respectivamente. En la caja trasparente se ven 1000 euros. Por otra parte, la
caja opaca puede estar vacia o contener un millén de euros. El presentador presenta la
siguiente situacién a otras personas: «Tienes dos opciones. La primera es tomar ambas
cajas y quedarte con el dinero que contienen. La segunda, tomar solamente la caja B y
quedarte con su contenido. Ahora bien, si yo creo que vas a decantarte por la primera
opcién, habré dejado vacia la caja B, por lo que solo te llevaras 1000 euros. Si, por el

contrario, pienso que vas a tomar la segunda opcién, habré dejado el millén de euros».

Una primera persona, P;, decide quedarse solamente con la caja B, con el siguiente
razonamiento: «He visto al presentador predecir otras veces y siempre acierta. Por tanto,
me llevaré solo la caja opaca y, cumpliendose su prediccién, tendré un millén de euros».
Otra persona, P, elige, por el contrario, llevarse las dos cajas, diciendo: «Sea lo que sea
que el presentador piensa que voy a hacer, ya ha hecho su prediccién. El contenido de la
caja B no va a cambiar haga lo que haga. Por tanto, lo mejor es llevarme las dos cajas,
pues, asi esté o no vacia la caja B, me llevaré 1000 euros mas que si solo cogiera la caja

B». jQuién ha elegido mejor? ; Py o P»?

El andlisis de esta paradoja esté relacionado con la teoria de juegos y la teoria de decisién.
Algunos han propuesto que esta paradoja es simplemente un método para comprobar las
convicciones de una persona acerca de la posibilidad de conductas espontaneas. Puede
pensar que nunca son previsibles del todo, o por el contrario, que todo esta determinado.

Asi, la reaccién de P ante el problema es “determinista” y la de P» “espontaneista”.
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Otra solucién a la paradoja es negar su validez, por ser las condiciones exigidas para su

planteamiento contradicctorias, independientemente de si el futuro esta o no determinado.

Todas estas paradojas muestran las dificultades logicas que implica anadir hipdtesis de
prediccion a los razonamientos. Precisamente por ser elementos en cierto modo desconocidos,
presentan dificultades a la hora de considerarlos dentro de una argumentacién de tipo deduc-

tivo.

1.2.3. Paradojas de probabilidad y estadistica

En el campo de la probabilidad y la estadistica es habitual encontrarse con resultados
contrarios a la intuicién. Las paradojas de las que vamos a hablar en este apartado ilustran
este hecho. Mostrar y explicar este tipo de paradojas en el aula puede alertar a los alumnos
sobre la falta de fiabilidad, en algunos casos, de su propia intuicién. También pueden ser 1tiles

para fomentar el pensamiento critico.

Paradojas de probabilidad
En primer lugar, vamos a ver algunas falacias utilizadas en el contexto de los juegos de
azar, las apuestas y los concursos televisivos. En estos resultados, se presentan probabilidades

falsas que no llaman la atencién por parecer, a priori, légicas segiin nuestro sentido comun.

= La falacia del jugador. Esta falacia se basa en la creencia de que dos experimentos idénti-
cos y proximos en el tiempo han de tener influencia uno sobre otro. Asi, si una pareja ha
tenido 5 hijos varones y esperan un nuevo descendiente, jes mas probable que sea nifio
o nina? Si lanzando una moneda tenemos 4 caras seguidas, jqué es mas probable que
salga en el quinto lanzamiento? En realidad, los sucesos «el sexto hijo es nino» y «el sexto
hijo es nina» son equiprobables. De igual modo, la probabilidad de que salga cara en el
quinto lanzamiento es la misma probabilidad de que salga cruz: 1/2. Esto se debe a que
el sexo del sexto hijo o el que el quinto lanzamiento sea cara o cruz son independientes

de el sexo del resto de los hijos y de los lanzamientos anteriores respectivamente.

Sin embargo, esta falacia estaba presente en las estrategias de los jugadores de azar. Por
ejemplo, el sistema de D’Alembert para jugar a la ruleta indica que el jugador que apuesta
al rojo o al negro (sucesos equiprobables) debe aumentar las cantidades que apuesta tras

cada pérdida y reducirlas tras cada ganancia.
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= El timo de las tres cartas. Un banquero tiene tres tarjetas de doble cara. Una de ellas
tiene ambas caras azules, otra tiene las dos caras rojas y la tercera tiene una cara azul y
otra roja. Tras ensenar a un paseante las tres tarjetas, las introduce en una bolsa opaca
y saca aleatoriamente una de ellas ensenando tan solo una cara. Entonces propone una
apuesta: «Si las caras son de distinto color, ganas t1, si son de igual color gano yo».
Supongamos que ya cara visible es azul, entonces el banquero argumenta que la carta
que estd fuera de la bolsa es, o bien la de las dos caras azules o la que tiene una cara de

cada color. Es decir, la apuesta es igual para ambos. ;O no?

En realidad, la tarjeta ha sido tomada entre tres, donde dos tienen el mismo color y una
los tiene distintos. El descarte de la tarjeta de las caras rojas se da después de haber
realizado la eleccién aleatoria. La probabilidad de que gane el banquero no es de 1/2,

sino de 2/3.

= La paradoja de Monty Hall. También conocida como la paradoja de las tres puertas,
se contextualiza dentro de un concurso de televisién. Se presentan al concursante tres
puertas. Tras una de las puertas se encuentra el premio, por ejemplo, un coche. El con-
cursante debe elegir una puerta, y se llevara lo que haya tras ella: el coche o nada. Sin
embargo, una vez escogida una puerta, el presentador abre una de las otras dos, tras la

cual no hay nada, y da la oportunidad al concursante de cambiar su eleccion.

Intuitivamente, parece que la nueva posibilidad no es influyente, o al contrario, que no
es mas que un truco para hacer dudar al concursante y alejarlo de la puerta correcta.
Sin embargo, al contrario que en la paradoja anterior, en este caso al descarte de una
puerta sucede una nueva eleccion aleatoria. En el siguiente grafico tenemos todos los

casos posibles:

_— [T

Se elige la puerta vacia ‘ Se elige la puerta vacia Se elige la puerta con coche
Mantienes Cambias ‘ Mantienes Cambias Mantienes Cambias
Pierdes Ganas Pierdes Ganas Ganas ‘ Pierdes
Figura 1.29
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Ahora bien, si se mantiene la puerta inicial, la probabilidad de ganar el coche es 1/3. Sin

ambargo, cambiando de puerta la probabilidad de ganar es el doble, 2/3.

Veamos ahora otros resultados de probabilidad que llaman notoriamente la atencién por lo

contrarios que resultan al sentido comun. Sin embargo, todos ellos son correctos.

= La paradoja del cumpleanos. Si tomamos 23 personas, la probabilidad de que al menos
dos personas cumplan el mismo dia es superior al 50%. Si tomamos 30 personas, el
porcentaje asciende al 70 %, tomando 50 al 97 %, y con 100 el suceso tiene més de tres

millones de casos favorables con por cada caso en contra. ;Es esto posible?

Hagamos el calculo para 23 personas. Vamos a calcular la probabilidad del suceso A =“no

coincide el cumpleanos de ninguno”:

~ 365-364-363-...-344-343 364!

P(4) 36523 342! - 36522

Este producto resulta aproximadamente 0,4927. La probabilidad que buscamos es la del

suceso A€, es decir

P(A%) =1— P(A) ~1—0,4927 = 0,5073.

Haciendo un calculo similar podriamos ver las otras probabilidades que hemos indicado.

= La paradoja de las patatas. Tenemos 100 kg de patatas. El1 99 % de este peso es de agua.
Si deshidratamos las patatas hasta que contengan un 98 % de agua, las patatas pasardn

a pesar 50 kg. ;Cémo es esto posible?

Vedmoslo. Al principio tenemos 100 kg, de los cuales 99 kg corresponden al agua y 1 kg
a compuestos solidos, es decir, la proporcién sdlido-agua es 1:99. Queremos deshidratar
hasta obtener una proporcién 2:98, equivalente a 1:49. Puesto que el peso sélido de las
patatas no se reduce por la deshidratacién, seguira siendo de 1 kg. En consecuencia,
los kilogramos de agua que ha de haber para que se dé la proporcién 2:98 son 49. Su-
mando entonces los kilos de agua y sdlido tenemos que las patatas pesan 50 kg tras la

deshidratacién.

Todas estas paradojas son una invitacion a profundizar de forma razonada en los problemas
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que se nos proponen. Esto puede ir entrenando nuestra intuicion para que no se alarme con

las soluciones que vamos encontrando.

Paradojas de estadistica
Dadas las grandes masas de datos con las que somos bombardeados a diario, la carencia de
sentido critico de caracter estadistico facilita la manipulacién y el engano. Las paradojas que
vamos a mostrar a continuacién pueden servir como fomento de este pensamiento critico.
Comencemos con la pradoja de Condorcet, relacionada con el voto. Este politico francés
proponia que en todo sistema elecctoral, el vencedor legitimo debia ser aquel que fuera preferido
al resto de candidatos por via electoral. Sin embargo, si tomamos a tres votantes, Vi, Vo y V3

cuyas preferencias el elegir entre tres candidatos A, B y C son las siguientes:

IV1:A—B—C
» Vo: B-C-A
I‘/ESZC—A—B

se tiene que A es preferido a B, B es preferido a C'y C es preferido a A. jQuién gana? Hay
una ausencia de ganador, pues se da una mayoria ciclica. Esto nos genera sorpresa porque
suponemos intuitivamente que la preferencia cumple transitividad. Es decir, dado que A es
preferido a B y B es preferido a C, se espera que A sea preferido a C, y sin embargo no es asi.

Este tipo de mayorias ciclicas en los sistemas elecctorales aumentan de forma notoria al au-
mentar el nimero de candidatos y opciones. Sin embargo, también disminuye si incrementamos
el niimero de votantes.

Una paradoja muy ilustrativa para acercarnos a algunos elementos de estadistica es la
paradoja de Simpson. Esta paradoja fue formulada por E. Simpson en 1951 muestra la impor-
tancia de escoger muestras representativas en los andlisis estadisticos. Tenemos dos grupos de
cartas, en cada grupo hay cartas rojas y negras y cartas marcadas y sin marcar, segin indica

la siguiente tabla:

Grupo 1 Grupo 2

Rojas | Negras | Rojas | Negras
Marcadas 5 6 6 3
Sin marcar 3 4 9 5
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Si calculamos en cada grupo las probabilidades de extraer al azar una carta roja entre las

marcadas y la probabilidad de extraerla entre las no marcadas, tenemos lo siguiente:

Grupo 1 | Grupo 2

Marcadas 0,45 0,66

Sin marcar 0,42 0,64

Podemos observar que en ambos grupos la probabilidad de extraer una carta roja es mayor
entre las cartas marcadas que entre las cartas sin marcar. Si juntamos ambos grupos de cartas
y calculamos de nuevo las probabilidades de tomar una carta roja de entre las marcadas y
de entre las no marcadas, parece razonable pensar que serda mayor la probabilidad entre las
marcadas. Vamos a ver, sin embargo, que no sucede asi. Juntandolas tendremos, entre las
marcadas, 11 cartas rojas y 9 negras; y entre las no marcadas, 12 rojas y 9 negras. Si hacemos

el caculo tenemos las siguentes probabilidades:

Marcadas | 0,55

Sin marcar | 0,57

Es decir, la probabilidad de extraer una carta roja es mayor si la tomamos entre las cartas
sin marcar. Esto se debe a la desigualdad proporcion entre los grupos: en el segundo grupo la
proporcién de cartas sin marcar es mucho mayor que en el primero. La distribucién desigual
entre los grupos de color y las marcas es una “variable” oculta que genera la paradoja.

Otra versién de esta paradoja se dio en 1973 en la Universidad de California. Se realizé un
estudio bucando posible discriminacién por cuestion de sexo en la admisién de los postgrados.
Resulté que un 44 % de los graduados masculinos recibian la admisién al postgrado solicitado
y solo un 35% de las mujeres eran admitidas. Sin embargo, si se analizaban los datos por
facultades, resulté que en cada facultad el porcentaje de mujeres admitidas en el postgrado
solicitado era mayor que el de varones. Es decir, tomando cada postgrado de forma individual,
las posibilidades de ser admitido eran mayores en las mujeres. La paradoja se generaba porque
las mujeres tendian a solicitar la admisiéon en postgrados mas dificiles que los varones. Esto
hacia, que al juntar todos los datos sin tener en cuenta el postgrado, pareciese que los varones
tenian ventajas de admisién.

Hemos de tener cuidado, por tanto, a la hora de utilizar las herramientas estadisticas. En
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este caso hemos propuesto la paradoja en relacién con la eleccion de las muestras, pero podemos
construir paradojas con otros aspectos. Por ejemplo, la media de un conjunto de datos puede
resultar enganosa si entre dichos datos hay algunos muy extremos, es decir, si la distribucién es
notablemente asimétrica. Asi, la media de los sueldos de los empleados de una empresa puede
ser bastante mayor de lo que cobran casi todos sus miembros si hay unos pocos que cobran
mucho maéas que el resto. En definitiva, es ficil interpretar los datos de forma errénea si no
realizamos los andlisis estadisticos adecuadamente.

Vamos a mostrar ahora un par de paradojas que podemos denominar como paradojas de
la confirmacion. Estas paradojas nos cuestionan acerca de nuestra comprension del papel de

la estadistica en el método cientifico o del funcionamiento mismo de la estadistica.

= La paradoja de los cuervos de Hempel. Esta paradoja fue propuesta por C. Hempel y
tiene la siguiente conclusién: «la existencia de una vaca violeta aumenta la probabilidad de
que todos los cuervos sean negros». Para explicar esto comencemos tomando la siguiente
hipétesis:

H, : Todos los cuervos son negros.

Tomando el contrarreciproco, proposicién légicamente equivalente, tenemos:

H> : Todos los objetos no-negros son no-cuervos.

Ahora bien, si encontramos un objeto no negro y verificamos que no es un cuervo, esta-
remos confirmando la hipdtesis Hs, y en consecuencia, la sentencia equivalente H;. En
particular, si encontramos una vaca de color violeta, estaremos confirmando la hipotesis

de que todos los cuervos son negros.

Sin embargo, el grado de confirmacién que nos ofrece la vaca violeta es demasiado pequeno
como para no ser despreciable. Por otra parte, algunos opositores a la paradoja de Hempel
anaden que la existencia de una vaca violeta también confirma la hipétesis de que todos

los cuervos son blancos.

= La paradoja de Goodman. Esta paradoja propone también un problema de confirmacién.
Es conocido que hay objetos que cambian de color con el paso del tiempo: las frutas al
madurar, el cabello al envejecer, etc. N. Goodman, teniendo esto en cuenta denomind

objetos “verzules” a aquellos que eran verdes antes del afio 2000, y azules una vez pasado
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dicho ano. Suponiendo que nos encontramos en 1999, tomamos las siguientes hipdtesis:

H, : Todas las esmeraldas son verdes,

H> : Todas las esmeraldas son verzules.

Ambas hipotesis estan igual de confirmadas en 1999 observando cualquier esmeralda. Sin

embargo, Hy es aceptada como una hipotesis razonable y Hs no.

Hemos visto con estas paradojas la complejidad de los elementos de la probabilidad y la
estadistica. Otras paradojas en las que no hemos entrado, como la paradoja de Bertrand,
muestran ademads la facilidad con la que es posible la manipulaciéon no consciente de espacios
probabilisticos si no se definen claramente las variables implicadas. Esta es una drea de suma
importancia en las matemadticas por su gran impacto en la sociedad. Por esto, todas estas

cuestiones son muy relevantes en la buisqueda de un tratamiento de los datos justo y veraz.

1.2.4. Paradojas del infinito

Nos disponemos a terminar este marco tedrico sobre las paradojas presentando algunas
referentes al infinito. Este es uno de los conceptos matematicos mas complicados de entender,
pues no tenemos experiencia de objetos infinitos en nuestra vida cotidiana. Esta dificultad es
aun mayor si nos ponemos en el contexto de las aulas de secundaria o bachillerato.

Vamos a comenzar con algunas paradojas referentes a las sumas infinitas de infinitésimos

y pasaremos después a paradojas referentes a conjuntos de cardinal infinito.

Sumas infinitas
Las paradojas que vamos a ver a continuacién aparecen al suponer que la suma de infinitos
nameros debe ser infinita. Sin embargo, esto, como veremos, no es cierto. Estas paradojas estan

relacionadas también, con el tiempo y el movimiento. Veamos algunos ejemplos:

= Aquiles y la tortuga. Esta paradoja estd atribuida a Zendn, de la escuela eledtica, una de
las escuelas presocraticas mas importantes. La pardoja relata una carrera entre Aquiles,
conocido por ser el mas veloz de todos los hombres, y una tortuga. Dada su lentitud, este
héroe griego permite a la tortuga partir con ventaja. Zendn afirma entonces que Aquiles

nunca alcanzard a la tortuga. Cuando Aquiles llegue al lugar del que partia la tortuga,
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que podemos denominar ¢y esta habra avanzado hasta un punto ¢;. Cuando el corredor
llegue al punto t1, la tortuga estard en un punto to més avanzado. Asi, por pequeina que

sea la distancia entre ¢, y t,11, la totuga siempre estard por delante de Aquiles.

Una paradoja equivalente es imaginar a un corredor que quiere recorrer una distancia de
100 metros. Este reflexiona que, antes de llegar al final de su recorrido, tendra que pasar

por el punto medio, t; = % Una vez alcanzado, para llegar al final, tendrd que pasar

€

5z- De esta manera, nunca

antes por el punto medio de la distancia que le queda, t3 =

alcanza el final.

El error de Zenoén surge de la suposicion de que la suma de los términos de una sucesién
infinita de intervalos de tiempo positivos debe ser infinita. Es decir, debe costar una
eternidad, de manera que es imposible alcanzar el destino. Por cada paso, quedan siempre
una infinidad de pasos por dar. Sin embargo, si tomamos la serie Y~ | ¢y, con t, = 2%,

tenemos que converge a 1.

= La paradoja de la cuerda eldstica. Para esta paradoja consideramos una oruga en el
extremo de una cuerda elastica de 1 km de longitud. La oruga avanza por la cuerda
a una velocidad de 1 cm por segundo. Sin embargo, cada vez que pasa un segundo, la
cuerda elastica es estirada 1 km més. Parece que la oruga nunca va a alcanzar el extremo
opuesto de la cuerda, y sin embargo, si lo hace. Es clave para comprender esto el hecho
de que la cuerda se alarga de forma uniforme, de manera que la oruga es “arrastrada”

con el estiramiento.

Si expresamos en cada segundo el avance de la oruga como una fraccion de la longitud
de la cuerda, la oruga habra acanzado el final cuando la suma de estas fracciones sea
1. La longitud inicial de la cuerda es de 1 km, es decir, 100000 cm. Por tanto, durante
el primer segundo, la oruga avanza m de la cuerda. Analogamente, en el siguiente

En este segundo n el avance total

segundo avanzard 2001%, y en el segundo n, m~

sera:

100000 1+1+1+ + L +1
2 3 7 n—=1 n/)°

En esta expresién tenemos una suma parcial de la serie arménica: » 7, % Esta serie
diverge, por lo que sus sumas parciales alcanzaran 1 para algin n natural. Es decir, la
oruga alcanzard el extremo de la cuerda. Podriamos plantear varios problemas variando

el avance por segundo de la oruga o el estiramiento de la cuerda. Por ejemplo, si la cuerda
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duplica su longitud en cada segundo, la oruga no alcanzaria el extremo con una velocidad

de 1 cm por segundo.

= La flecha. Esta paradoja, como la primera, también esta atribuida a Zenoén y es similar al
principio de incertidumbre de Heisenberg. Veamos como argumenta Zendén. Consideramos
primero que un intervalo de tiempo estd compuesto de instantes, como la menor medida
posible de tiempo, y en consecuencia, indivisibles en otra unidad méas pequena. Por otra
parte, en cada instante, una flecha no se mueve. En consecuencia, si tenemos el trayecto
de una flecha y nos fijamos en un instante, en ese punto el movimiento es nulo. Dividiendo
todo el intervalo de tiempo en el que se da la trayectoria en estos instantes y observando
que en cada uno de ellos no se da movimiento, tenemos que el movimiento total de la

trayectoria de la flecha es una suma de ceros. Es decir, la flecha no se ha movido nada.

Tanto esta paradoja como las que velamos anteriormente surgen de considerar el tiempo
como una sucesién de instantes. Una solucién es reconocer que la flecha estd en reposo en
cada instante sin admitir que eso signifique que la flecha no se mueve. La flecha no esta
en reposo si no se mueve en un instante, sino si esta en el mismo sitio tras una sucesién
de instantes. Puesto que la flecha estd en posiciones distintas en instantes cercanos, esta

si se mueve. El argumento de Zenoén es incorrecto.

Este tipo de paradojas son ilustrativas como un primer acercamiento a series sencillas y
a sus comportamientos, dificiles de imaginar. También nos acercar a otros conceptos, como el
tiempo o el movimiento, mostrando las aplicaciones de las matematicas en otras ciencias, como

la fisica.

Conjuntos de cardinal infinito

En este otro grupo de paradojas sobre el infinito vamos a acercarnos a conjuntos de cardinal
infinito. En este caso el infinito nos habla de un tamano, y tenemos que hay distintos tamanos
de infinito: numerable (como los nimeros naturales), no numerable (como los niimeros reales).
Todas las paradojas que vamos a ver en este apartado son resultados veridicos que resultan
profundamente contrarios al sentido comin. Esto se debe, como ya hemos dicho anteriormente,
a nuestra inexperiencia real con realidades infinitas, en este caso, realidades infinitamente
grandes.

La primera idea que vamos a tratar de comprender es que los elementos de un conjunto
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infinito se pueden poner en correspondencia biunivoca con los elementos de subconjuntos suyos
distintos de él mismo. Por ejemplo, podemos afirmar que hay tantos ntimeros pares como
naturales. Para ilustrar esto vamos a acercarnos a la pardoja del hotel de Hilbert.

En esta paradoja, se tiene un hotel con infinitas habitaciones numeradas, comenzando en
el 1. Es decir, tenemos que el ntimero de habitaciones es infinito numerable. Un dia, se da la
situacién de que todas las habitaciones estan ocupadas. Entonces, llega una persona que busca
alojamiento, y aunque todas las habitaciones estan ocupadas, el recepcionista le garantiza que
puede dejar una libre sin echar a nadie. En efecto, pide a cada huésped que se mueva a la
habitacion siguiente, quedando libre la primera para el recién llegado. ;Y el huésped de la
dltima habitacion? Simplemente, resulta que no hay tltima habitacion. Con esto hemos visto
que si sumamos 1 a los nimeros naturales, sigue habiendo los mismos. De hecho, lo mismo
ocurrird si restamos 1, o si sumamos 5, etc. En definitiva, si sumamos o restamos una cantidad
finita, podemos reagrupar a los huéspedes para que todas las habitaciones estén llenas.

Por otra parte, ;y si llega un nimero infinito numerable de personas buscando alojamiento?
Entonces, el recibidor pide a cada huésped que se reinstale en la habitacion de niimero doble del
que tenia. De esta manera, pasaran a estar ocupadas tan solo las habitaciones pares, quedando
las impares libres para los nuevos inquilinos. Es decir, hay tantos nimeros impares o pares
como naturales.

Vamos a pasar a la paradoja del diccionario con todas las palabras posibles. Este diccionario,
propuesto por el matematico I. Stewart, contiene todas las palabras posibles, tengan o no

significado, de la siguiente manera:

A, AA, AAA, AAAA, ...
AAB,AABA, AABAA, AABAAA, ...

AB, ABA, ABAA, ABAAA, ...
AC, ACA, ACAA, ACAAA, ...

AZ,AZA,AZAA, AZAAA, ...
B, BA, BAA, BAAA, ...

BB, BBB, BBBB, ...
C, CA, CAA, CAAA, ...
Z,ZA, ZAA, ZAAA, ...

77,777,7777, ...

El nimero de palabras que podemos encontrar en esta obra es infinito no numerable. Los

editores, dado el grosor de este diccionario, deciden publicarlo en 27 volimenes, cada uno
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dedicado a las palabras posibles que empiezan por una letra del abecedario. Asi, toman todas
las palabras que empiezan por A y las incluyen en un primer volumen. Pero, puesto que todas
las palabras de este volumen empiezan por A, optan por poner una nota indicandolo al principio

y quitan la A inicial de todas las palabras del volumen:

A, AA, AAA, AAAA, ...
AAB, AABA, AABAA, AABAAA, ...

AB, ABA, ABAA, ABAAA, ...

@, DA, DAA, QAAA, ...
@AB, @ABA, SABAA,@ABAAA, ... AC,ACA, ACAA,ACAAA, ...

©B,@BA, @BAA, BBAAA, ... AZ, AZA, AZAA, AZAAA, ...
B, BA, BAA, BAAA, ...

OC,0CA,QCAA,QCAAA, ...
BB, BBB, BBBB, ...
OZ, O7ZA,QZAA, OZAAA, ...
C, CA, CAA, CAAA, ...

Z,ZA, ZAA, ZAAA, ...

72,777,777Z, ...

Pero entonces, aparecen todas las palabras posibles que teniamos al principio en un solo
volumen. ;Cémo puede ser que un solo volumen contenga las mismas palabras que los 27
volimenes juntos? Hemos visto con esta paradoja que podemos establecer una correspondencia
biunivoca entre los niimeros reales y un subconjunto de estos, por ejemplo los nimeros del
intervalo (0,1).

Utilizando estas ideas, tenemos el teorema de Banach-Tarski, demostrado en 1924 y cono-
cido como paradoja por lo antiintuitivo que resulta. Esta paradoja indica que, partiendo de
una esfera llena de radio 1, podemos conseguir dos exactamente iguales sin anadir ni quitar
ningdn punto.

Para ello, tomamos la esfera y la dividimos en 5 piezas determinadas disjuntas dos a dos.
Simplemente aplicando algunos movimientos a tres de ellas y volviéndolas a juntar, tendremos
una esfera como la inicial. A las dos piezas sobrantes podremos aplicarles también algunos
movimientos y unirlas resultando también una esfera como la inicial.

Aunque matematicamente, este sea un teorema valido y demostrado, desde el punto de
vista fisico, es imposible dividir la esfera en estas cinco partes. Esto se debe a que el concepto
geométrico de punto no tiene realidad fisica. No es posible tomar un punto solamente o separar
la esfera en conjuntos de puntos que cumplan una determinada propiedad.

Estas paradojas, en particular la dultima, nos hace ver lo poco que comprendemos de los
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conjuntos infinitos de puntos y las posibilidades de su reagrupamiento.

A lo largo de este marco tedrico, hemos visto multitud de paradojas que pueden servir de
estimulo para el razonamiento, y en particular, para el razonamiento matematico. En el segundo
capitulo de este TFM, vamos a tratar de profundizar en los beneficios que puede aportar la

introduccién de algunas de ellas en el aula.
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Capitulo 2

Las paradojas en la educacion

En este segundo capitulo vamos a presentar algunos beneficios de introducir actividades
con paradojas en las aulas de secundaria y bachillerato. Trataremos de establecer conexiones
con las propuestas y direcctrices de la nueva ley educativa vigente en Espana: la LOMLOE.
De esta manera, buscamos una fundamentacién curricular para las actividades concretas que

vamos a proponer en el Capitulo

2.1. Las paradojas como herramienta didactica

El principal reto de los profesores de secundaria y bachillerato es encontrar recursos y desa-
rrollar capacidades para lograr transmitir unos conocimientos y competencias a sus alumnos.
La mayor complicacién se deriva de la diferencia de nivel entre profesor y alumno. Es facil
ensenar a resolver ecuaciones de segundo grado sin que el alumno tenga demasiado claro qué
es una ecuacién, o presentar un esquema y analisis de una obra literaria sin leer un solo frag-
mento de ella por suponerla conocida. A medida que uno avanza en los estudios tiende a dar
por obvias muchas cosas que en realidad no lo son.

Recordar los procesos histéricos en los que se han dado los desarrollos de determinados
conocimientos, ayuda a encontrar pistas para el aprendizaje. En efecto, las dinamicas del
descubrimiento de un hecho o la propuesta de una idea o una teoria revelan modos naturales
de adquisicién de conocimientos. Acercandonos a los desarrollos histéricos podemos encontrar
propuestas de aprendizaje més naturales y también maés vinculados a contextos reales. En el
caso de las matematicas, es muy iluminador comprender los problemas que han provocado el

avance de las matematicas.
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Ademas, como docentes, conocer la historia de las ideas y del conocimiento puede servirnos
también para tomar conciencia de qué ideas pueden ser realmente maés intuitivas y cuales no,
y por tanto, en qué ha de ser necesario incidir més. Por ejemplo, es més intuitiva la geometria
que el algebra, y por ello se han dado historicamente en este orden. En consecuencia, parece
mas razonable presentar el Teorema de Pitdgoras en primer lugar como resultado geométrico
que algebraico.

Ahora bien, un acercamiento a las paradojas es una aproximacién a este desarrollo histori-
co del conocimiento. La primera utilidad de las paradojas como herramienta didactica es, por
tanto, facilitar la distinticién de ideas méds o menos intuitivas. Ademas, las paradojas también
muestran la complejidad del conocimiento, y pueden generar también un gran asombro e in-
terés. Es bueno que los alumnos sepan que atin queda mucho por conocer, por investigar y por
descubrir. De este modo pueden verse inclinados a profundizar cada vez mas en lo que se les
va ensenando.

Relacionado con el asombro y el interés que pueden provocar las paradojas, aparece una
segunda utilidad: la dinamizacion de las clases. Los docentes han de ser capaces de motivar
a sus alumnos y de mantener su atenciéon. La inclusiéon en el aula de recursos dindmicos y
atipicos puede facilitar el que las clases sean amenas y agradables, y en consecuencia, mas
aprovechables. Las paradojas pueden ser también un elemento que dé mas protagonismo a los
alumnos en su proceso de aprendizaje, sobre todo si son propuestas como retos.

Por otra parte, como hemos visto en el primer capitulo, las paradojas son estimulo del
razonamiento. Es decir, acercarnos a las paradojas puede mejorar la capacidad de analizar
correctamente los argumentos. En un estado democratico, donde el debate puiblico ha de tener
gran peso, esto es particularmente importante. Esto aparece reflejado en el primero de los

Objetivos de Etapa de la ESO presentados en la LOMLOE:

Asumir responsablemente sus deberes, conocer y ejercer sus derechos en el respeto de los
demads, practicar la tolerancia, la cooperacion y la solidaridad entre las personas y grupos,
ejercitarse en el didlogo afianzando los derechos humanos como valores comunes de una so-

citedad plural y prepararse para el ejercicio de la ciudadania democrdtrica.
Andlogamente, el primero de los Objetivos de Etapa de bachillerato es el siguiente:

Ejercer la cuidadania democrdtica, desde una perspectiva global, y adquirir una conciencia

ctvica responsable, inspirada por los valores de la Constitucion espanola, asi como por los
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derechos humanos, que fomente la corresponsabilidad en la construccion de una sociedad justa

y equitativa.

El ejercicio responsable de la ciudadania implica prestar atencién a lo que se propone en la
plaza publica y ser capaz de valorarlo con veracidad y coherencia. Esta valoracion implica una
comprensiéon de los argumentos y un andlisis de su consistencia. Las paradojas pueden poner a
prueba la capacidad de argumentacién de nuestros alumnos. Utilizarlas en el aula puede incluir
dindmicas de entrenamiento del razonamiento y la argumentacion, ademas de ser un estimulo
provocador para el desarrollo y propuesta de nuevas argumentaciones.

Una vez valoradas las utilidades genéricas de las paradojas en un contexto educativo, vamos

a ver en el siguiente apartado los beneficios particulares relativos a las matematicas.

2.2. Las paradojas, estimulo del razonamiento matematico

Todo lo expresado en el apartado anterior es valido para el aula de matematicas. Las
paradojas pueden servir de acercamiento a la historia de las matematicas, y en consecuencia,
ofrecer dinamicas de aprendizaje mas naturales para la intuicién de los alumnos. También
anaden a las clases de matematicas cierta amenidad y eficacia. Por ultimo, pueden favorecer
notablemente el razonamiento y la argumentacion. En particular, el razonamiento matematico.

Al principio, las paradojas pueden parecer un estorbo para el razonamiento, pero con el
efecto de perplejidad que generan, sirven de estimulo para profundizar en los temas que abarcan.
Pueden mostrar a los alumnos que las mateméticas son mucho mas que meros algoritmos o una
serie de técnicas para resolver un problema. Es cierto que esto estd incluido en las matematicas,
pero lo central es comprender esos algoritmos, de manera que es mas o menos inmediata su
reproducciéon. Ademads, dado el desarrollo de la computacién, cada vez es més relevante saber
programar algoritmos, y por tanto entenderlos y saber desarrollarlos, mas que tener paciencia
y habilidad para hacer una serie de procesos mecanicos.

En la asignatura de matematicas en secuendaria y en bachillerato, lo fundamental es lograr
un razonamiento matematico. Es decir, que los alumnos sean capaces de comprender los con-
ceptos y las ideas abstractas de las matematicas y de hacer deducciones a partir de ellos. El
desarrollo de este tipo de razonamiento les permite, ademds, hacer conexiones entre distintos
conocimientos y progresar de forma més auténoma en su aprendizaje. Comprender los signifi-

cados profundos de las matematicas puede ayudar también a su aplicacién en otras disciplinas
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cientificas, como la fisica, la quimica o la tecnologia.

Por otra parte, las paradojas pueden ser un estimulo para comprender los significados
profundos de ideas y conceptos matematicos. Proponemos en la siguiente tabla algunos de
los contenidos matematicos de los curriculo de secundaria y bachillerato a los que podemos
asociar las paradojas que hemos visto en el Capitulo [I] de este TFM. Presentamos el bloque
al que pertenece cada contenido, llamados sentidos en la LOMLOE (término que destaca su

funcionalidad), asi como los cursos en los que aparecen dichos contenidos en la legislacién.

Tipo de paradojas Sentido Contenido Curso
Figuras ambiguas Socioafectivo | Toma de decisiones Todos los cursos
Tlusiones épticas Espacial Figuras geométricas en dos dimensiones 1° ESO
Espacial Visualizacién, razonamiento y modelizacién geom. | 2° ESO y 3° ESO
Desapariciones o ampliaciones geom.
Algebraico Patrones 3° y 4° ESO y 1° y 2° Bach.
Anamorfosis Espacial Formas geométricas de dos y tres dimensiones 29 Bach.
Paradojas seménticas Socioafectivo | Toma de decisiones Todos los cursos
Paradojas de teoria de conjuntos Numérico Relaciones: diferentes conjuntos numéricos 1° Bach.
Paradojas de vaguedad Socioafectivo | Toma de decisiones Todos los cursos
Paradojas de prediccién Socioafectivo | Toma de decisiones Todos los cursos
Paradojas de probabilidad Estocdstico Incertitumbre 20 y 4° ESO, 1° y 2° Bach.

Organizacién y anélisis de datos

Paradojas de estadistica Estocdstico 3% y 4° ESO, 1° Bach.
Inferencia

Sumas infinitas De la medida | Cambio: limites 1° y 22 Bach.

Conjuntos de cardinal infinito Numérico Relaciones: diferentes conjuntos numéricos 1° Bach.

Estas paradojas también pueden servir para relacionar los contenidos y las ideas de la
asignatura de matematicas con otras materias. Por ejemplo, las paradojas visuales pueden ser
relacionadas con las asignaturas Educacion Pldstica, Visual y Audiovisual o Dibujo Técnico I y
11, y las paradojas 1égicas pueden relacionarse con las materias de filosofia: Filosofia e Historia
de la Filosofia. Las paradojas también facilitan, por tanto, la comprensién de la relacion o los
elementos comunes de las mateméaticas con otras materias.

En definitiva, hemos visto como las paradojas pueden servir de estimulo para el razona-
miento matematico en el aula. En particular, como se pueden relacionar con algunos de los

contenidos de matemadticas presentes en los curriculo de secundaria y bachillerato. La propia
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dindmica que ofrecen las paradojas puede obligar a los alumnos a expresar argumentos y a
valorarlos, de manera que puedan diferenciar un buen razonamiento de una falacia. En el si-
guiente apartado de este capitulo, vamos a preguntarnos por la contribucién competencial de

las paradojas en el aula de matematicas.

2.3. Contribuciéon competencial

Vamos a estudiar ahora las aportaciones al desarrollo de las competencias en la ensenanza
de las matematicas incluyendo el recurso de las paradojas. Comenzaremos con las competen-
cias clave y, posteriormente seguiremos con las competencias especificas de la asignatura de
matematicas en secundaria y bachillerato. Mencionaremos tan solo aquellas competencias en
las que las paradojas hacen aportaciones significativas. Dada la amplitud de las competencias,
en ningun caso las aportaciones de las paradojas agotan su riqueza. Con esto queremos decir
que la propuesta de las paradojas no es exclusivista, no significa el rechazo de otro tipo de

recursos didécticos.
Competencias clave

» Competencia en comunicacion lingiistica (CCL)

En esta competencia esta incluida la capacidad de identificar, comprender, expresar,
formular e interpretar conceptos. Las paradojas, como exigen argumentacién, favorecen
el desarrollo de esta habilidad de comprensién y expresion. En efecto, proponer una
solucién a una paradoja o explicarla, requiere esta competencia lingiiistica, sobre todo

por la sutileza de algunos de los razonamientos que pueden aparecer.

» Competencia matemdtica y competencia en ciencia, tecnologia e ingenieria (STEM)

Puesto que las paradojas, como hemos visto, son un estimulo para el razonamiento ma-
tematico, es evidente su contribucion al desarrollo de esta competencia. Las matemati-
cas son la base de las disciplinas ciencificas, por lo que un desarrollo del razonamiento
matemético contribuird al desarrollo de la mentalidad cientifica general del alumno. La

obtencién de un “sentido comuin cientifico” puede verse muy favorecida por las paradojas.

» Competencia personal, social y de aprender a aprender (CPSAA)
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Esta competencia incluye la gestion eficaz del tiempo y de la informacién, asi como la
capacidad de ordenar el propio aprendizage y superar las situaciones de incertidumbre y
complejidad. La propuesta de paradojas como un reto favorece la autonomia del alumno
en relacion con su aprendizaje, es decir, mejora su habilidad de aprender a aprender.
Ademds, el hecho de que las paradojas muestren situaciones de incomprensién a lo largo
de la historia que han derivado después en el desarrollo de la ciencia, puede ayudar a
los alumnos a relativizar sus dificultades en el aprendizaje o a entenderlas como un paso
previo necesario para la comprension de lo que se les ensena. En efecto, las estrategias de
aceptacién del error son de gran relevancia para el adquisicion de conocimientos y para

el avance de la investigacion.

Competencia ciudadana (CC)

Ya hemos comentado con anterioridad que las paradojas sirvieron histéricamente como
medio por el que se identificaron los elementos de una buena argumentacién para diferen-
ciarlos de un argumento falaz. Las paradojas contribuyen, por tanto, a la comprensién
y el andlisis de los argumentos. Esto es relevante para el ejercicio de la responsabilidad
plena como ciudadados. En efecto, el debate ptblico es un elemento de gran importancia
en la democracia, y su comprensién y las aportaciones valiosas al mismo dependen de

esta habilidad de pensamiento critico.

Competencia emprendedora (CE)

La creatividad, el pensamiento critico y la habilidad para la resolucién de problemas son
cualidades que aportan las paradojas y que resultan centrales para esta competencia em-
prendedora. La presentacién de contenidos matematicos a través de un elemento diferente,
como son las paradojas, puede estimular la creatividad de los alumnos o su capacidad de
interconectar ideas. Ademads, el desarrollo del razonamiento y la argumentacién son ele-
mentos muy vinculados al pensamiento critico y a la resolucién de problemas, necesarios

para que los actos emprendedores sean coherentes y razonados.

Competencia en conciencia y expresion culturales (CCEC)

Podemos comprender las matematicas como un contenido cultural y creativo de nuestra
sociedad. Las paradojas pueden ayudar a ver este lado creativo de las matematicas. Esto

es cierto, sobre todo, en algunas de las paradojas visuales que hemos visto, como las ana-
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morfosis, que tienen una fuerte presencia en el arte. Las paradojas contribuyen, por tanto,
a la apreciacion de la cultura, ademés de ofrecer algunos vinculos entre matematicas y

arte.

Competencias especificas en secundaria

= Competencia especifica 1. Interpretar, modelizar y resolver problemas de la vida cotidiana
y propios de las Matemdticas aplicando diferentes estrategias y formas de razonamiento,

para explorar distintas maneras de proceder y obtener posibles soluciones.

Proponer a los alumnos algunas paradojas como un reto que tienen que explicar, forta-
lece la habilidad de resolucién de problemas. En efecto, ayuda a identificar los elementos
problematicos en una situacién para poder abordarlos. El hecho de que algunas parado-
jas tengan distintas propuestas de solucion o el que estén presentes diversas formas de
razonamiento, también puede ampliar el horizonte de los alumnos a la hora de explorar

y analizar opciones de resoluciéon de un problema.

= Competencia especifica 2. Analizar las soluciones de un problema usando diferentes técni-
cas y herramientas, evaluando las respuestas obtenidas, para verificar su validez e ido-

neidad desde un punto de vista matemdtico y su repercusion global.

En las paradojas que hemos presentado en el Capitulo [I} habia tanto resultados veridicos
que parecen falsos como sentencias o argumentos falsos que parecen verdaderos. Este tipo
de resultados fuerzan a los alumnos a evaluar de forma razonada, y no meramente intui-
tiva, las afirmaciones que les presentamos. Esto ofrece técnicas para analizar la validez
de las soluciones de un problema. Esta contribucién de las paradojas a la ensenanza en
secundaria es particularmente importante, pues identificar los propios errores es una de

las dificultades més grandes con las que se encuentran los estudiantes.

= Competencia especifica 3. Formular y comprobar conjeturas sencillas o plantear problemas
de forma autdnoma, reconociendo el valor del razonamiento y la argumentacion para

generar nuevo conocimiento.

Como ya hemos indicado en varias ocasiones, las paradojas proporcionan un gran estimulo
para el razonamiento y la argumentacién. Su relevancia en la investigacién a lo largo de

la historia es muestra de los beneficios que pueden aportar a los alumnos en este sentido.
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. Competencia especifica 5. Reconocer y utilizar conexiones entre los diferentes elementos

matemdticos interconectando conceptos y procedimientos para desarrollar una vision de

las matemadticas como un todo integrado.

Las paradojas son un elemento que nos acerca a la historia de las matematicas. En su de-
sarrollo historico, se comprenden con mayor facilidad los elementos de conexion entre sus
distintas areas de conocimiento. Por tanto, las paradojas pueden ayudar a entender las
matematicas como un todo integrado, y no como un conjunto de compartimentos estan-
cos, sin ninguna relacion entre si. También algunas paradojas presentan claramente cierta
relacion entre varias areas de las matematicas. Por ejemplo, las desapariciones o apari-
ciones geométricas presentan una vinculacién entre sucesiones y elementos geométricos

como el area de un rectangulo.

Competencia especifica 6. Identificar las matemdticas implicadas en otras materias y en
situaciones reales susceptibles de ser abordadas en términos matemdticos, interrelacio-

nando conceptos y procedimientos para aplicarlos en situaciones diversas.

Hemos mencionado ya como algunas paradojas visuales pueden ayudar a apreciar la com-
ponente matematica en elementos del arte, como la perspectiva. También las paradojas
de estadistica pueden servir de acercamiento a problemas de andlisis de datos reales. En
cualquier caso, vemos que aprecen elementos de interconexién entre las matematicas y

otras materias al presentar algunas paradojas.

Competencia especifica 8. Comunicar de forma individual y colectiva conceptos, proce-
dimientos y argumentos matemdticos, usando lenguaje oral, escrito o grdfico, utilizando
la terminologia matemdtica apropiada, para dar significado y coherencia a las ideas ma-

temdticas.

Es esencial, ademds de comprender argumentos, la capacidad de expresar o comunicar lo
que se ha comprendido. Si se pide a los alumnos que expliquen o resuelvan una paradoja

estaran entrenando estas habilidades.

Competencia especifica 9. Desarrollar destrezas personales, identificando y gestionando
emociones, poniendo en prdctica estrategias de aceptacion del error como parte del pro-
ceso de aprendizaje y adaptdindose ante situaciones de incertidumbre, para mejorar la

perseverancia en la consecucion de objetivos y el disfrute en el aprendizaje de las ma-
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temdticas.

Las paradojas presentan elementos o situaciones de contradiccion. Nos muestran cémo
histéricamente los momentos en los que aparecen contradicciones que generan confusién
son también momentos de gran creatividad y desarrollo cientifico. Esto puede ser una
motivacion para la perseverancia cuando los alumnos se encuentren ante dificultades o
con elementos que no comprenden en el estudio de las matematicas. El error se puede

convertir en un paso méas que les lleva a progresar en su aprendizaje.

Competencias especificas en bachillerato
Dado el caracter andlogo de las competencias especificas de bachillerato respecto de las de
secundaria, no incluiremos en este caso una justificacién de las aportaciones de las paradojas

a las diferentes competencias. Nos limitamos a enunciar las competencias.

. Competencia especifica 1. Modelizar y resolver problemas de la vida cotidiana y de la
ciencia y la tecnologia aplicando diferentes estrategias y formas de razonamiento para

obtener posibles soluciones.

= Competencia especifica 2. Verificar la validez de las posibles soluciones de un problema

empleando el razonamiento y la argumentacion para contrastar su idoneidad.

= Competencia especifica 3. Formular o investigar conjeturas o problemas, utilizando el
razonamiento, la argumentacion, la creatividad y el uso de herramientas tecnoldgicas,

para generar nuevo conocimiento matemdtico.

= Competencia especifica 5. Establecer, investigar y utilizar conexiones entre las diferentes
ideas matemdaticas estableciendo vinculos entre conceptos, procedimientos, argumentos y

modelos para dar significado y estructurar el aprendizaje matemdtico.

= Competencia especifica 6. Descubrir los vinculos de las Matemdticas con otras dreas de
conocimiento y profundizar en sus conexiones, interrelacionando conceptos y procedi-
mientos, para modelizar, resolver problemas y desarrollar la capacidad critica, creativa e

innovadora en situaciones diversas.

= Competencia especifica 8. Comunicar las ideas matemdticas, de forma individual y co-
lectiva, empleando el soporte, la terminologia y el rigor apropiados, para organizar y

consolidar el pensamiento matemdtico.
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» Competencia especifica 9. Utilizar destrezas personales y sociales, identificando y gestio-
nando las propias emociones, respetando las de los demds y organizando activamente el
trabajo en equipos heterogéneos, aprendiendo del error como parte del proceso de apren-
dizaje y afrontando situaciones de incertidumbre, para perseverar en la consecucion de

objetivos en el aprendizaje de las matemdticas.

Con este Capitulo hemos podido acercarnos a algunos de los beneficios de introducir las pa-
radojas en el aula de matematicas. Aparece como punto fuerte especialmente el estimulo del
razonamiento matematico, asi como la habilidad para identificar los argumentos falaces y
diferenciarlos de los razonamientos correctos. También el acercamiento a la historia de las ma-
tematicas a través de las paradojas es un elemento valioso, tanto para alumnos como para
profesores, para tener una comprensiéon méas global y coherente de las matematicas.

Pasamos ya al ultimo capitulo de este TFM, en el que presentamos algunas actividades
concretas que pueden servir para la implementacién en el aula de todo lo que hemos expuesto

hasta ahora.
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Capitulo 3

Implementacion el aula

Proponemos en este capitulo algunos ejemplos de implementacion en el aula. Las actividades
que proponemos buscan abarcar un espectro amplio tanto de cuestiones matemaéaticas como de
cursos de secundaria y bachillerato. Son actividades sencillas, lo cual es también una ventaja
para su implementacién en todo tipo de centros y con diversidad en el alumnado.

Se han seleccionado para cada actividad una paradoja o un tipo de paradojas, para poder
abordar aspectos concretos en el aula. En todos los casos sera un objetivo el estimulo del
razonamiento matematico concretizado en distintos temas y cuestiones. La argumentacién serd
un elemento relevante en todas las actividades.

Por otra parte, consideramos que ninguna de estas actividades es por si misma suficiente
para el aprendizaje de los contenidos y competencias a las que van asociadas. Son un recurso
anadido a otro tipo de recursos mas generales. Se pueden plantear como introduccién a un
determinado tema, buscando generar preguntas de caricter matematico que se desarrollaran
mas adelante. O, por el contrario, pueden ser un recurso de profundizacién de conceptos o
ideas ya explicados.

Presentamos en primer lugar actividades propuestas en cursos de secundaria y posterior-

mente actividades para bachillerato.

3.1. Actividades para secundaria

Consideramos que las actividades que proponemos para secundaria abarcan conceptos mas
sencillos, adecuados al nivel académico de los alumnos. También las dindmicas pretenden ser

mas dirigidas, debido a que puede que los alumnos no estén acostumbrados a razonar ade-
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cuadamente. Esperamos que estas actividades puedan ser un estimulo y un comienzo para

posteriores profundizaciones.

Actividad 1 Desapariciones o ampliaciones geométricas.

= Contextualizacion y descripcion.

Esta actividad se propondrd en 2° ESO. El principal objetivo es que los alumnos entien-
dan de una manera mas profunda las conexiones entre algebra y geometria. En concreto,
con esta actividad se les va a mostrar una visualizacién geométrica de una propiedad de

la sucesion de Fibonacci.

Metodologia

La metodologia principal serd la clase magistral participativa. Se pedird a los alumnos
que intervengan y argumenten de forma continua. Serd clave el recurso al didlogo y a
las preguntas para ir guiando el razonamiento de los alumnos. Esta actividad se podra
incluir mientras se estan impartiendo los conocimientos de sucesiones. También se in-
cluirdn recursos manipulativos para que los alumnos tengan una mejor visualizacién de

la paradoja. Por ello, serdan necesarios papel y tijeras para el desarrollo de la actividad.

Desarrollo y planificacion

Se propondra a los alumnos uno de los ejemplos de desapariciones geométricas. Puede
plantearse, como recurso de motivacién, como una tableta de chocolate a la que le quitas
onzas, pero no disminuye. Mediante preguntas se cuestionara a los alumnos cémo se ha

logrado esto.

En este momento se pedira a los alumnos que tomen dos folios y dibujen en cada uno de
ellos con gran precisién una “tableta de chocolate” lo més grande posible con las propor-
ciones que les indicaran. Los alumnos deberan recortar ambas y aplicar el procedimiento
de desapariciéon geométrica a uno de ellos. Comparando ambos se daran cuenta de la

trampa.

Se pondran otros ejemplos variando las longitudes de los lados y si no se les ocurre a los
alumnos, el docente centrara la atencién en dichas longitudes. Se pedira a los alumnos

que se pregunten si estos niimeros les recuerdan a algo, recordando que son las sucesiones
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lo que se estd impartiendo en ese momento del curso. Asi, se llegard a la conclusién de

que forman parte de la sucesiéon de Fibonacci.

El docente hard entonces una exposicion de la propiedad de la sucesiéon de Fibonacci
que ya vimos en el Capitulo [I] Podré explicar después que la paradoja no es més que
una representacién geométrica de una propiedad algebraica. Se reflexionara con el grupo

acerca de las relaciones entre ambas areas de las matematicas.

Se espera que toda la actividad pueda llevarse a cabo a lo largo de dos sesiones de 50

minutos cada una.
= Evaluacién Se tendrdan en cuenta los siguientes elementos para evaluar esta actividad:

e Participacion activa y motivaciéon de los alumnos.

e En cuanto al trabajo manipulativo, interés y cuidado por realizarlo de forma limpia
y precisa.

e Argumentacién correcta, asi como identificaciéon de argumentos erréneos de com-
paneros.

e Toma de conciencia de la relacién entre distintas dreas de las matematicas, particu-

larmente en este caso entre geometria y algebra.

e Valoracién positiva de la actividad.

Actividad 2 Comprender elementos de estadistica con la Paradoja de Simpson

= Contextualizacién y descripcién.

La actividad se propondrd a alumnos de 3°2 ESO. Los objetivos serdn un acercamiento a
ejemplos reales de estadisitca y la comprensién de elementos estadisticos como “muestra”
o “variables estadisticas”. Se proporcionaran a los estudiantes diferentes ejemplos, de
manera que en algunos de ellos se dé la paradoja de Simpson y en otros no. Esta paradoja
la hemos visto con detalle anteriormente en el Capitulo |1l Con el andlisis de estos casos

esperamos que puedan comprender mejor algunos conceptos estadisticos.

= Metodologia

Como metodologias principales tendremos la clase magistral participativa y la resolucién

de problemas. Con estas metodologias podremos proponer los ejemplos y luego profun-

MASTER EN PROFESOR DE ESO Y BACHILLERATO UNIVERSIDAD DE VALLADOLID



58

dizar en ellos. No necesitaremos ningin recurso especial aparte de proyector, pizarra,

etc.

Desarrollo y planificacién

Habiendo explicado previamente los conceptos estadisticos bésicos, se propondran dife-
rentes ejemplos a los alumnos. Estos irdn acompanados de preguntas sencillas que los
alumnos tendrédn que contestar razonadamente. Por ejemplo, tomando el ejemplo que
hemos propuesto al presentar la paradoja de Simpson en el Marco Tedrico, podriamos
preguntar cudl es la probabilidad de extraer una carta roja entre las marcadas en el

Grupo 1.

Los ejemplos se presentaran sin hacer notar ninguna diferencia entre ellos, pues esperamos
que las descubran los alumnos. Mediante el recurso del didlogo, se ird preguntando a
los alumnos qué diferencias observan entre los ejemplos con paradoja y los ejemplos sin
paradoja. Se podréan realizar, por ejemplo, preguntas que hagan brotar su intuicién, como

preguntales qué creen que pasaria si juntamos las muestras.

Comentando grupalmente estos ejemplos y profundizando en ellos realizando algunos
célculos, esperamos que surja de los alumnos la paradoja y el cuestionarse qué es lo
que ocurre en estos ejemplos. De nuevo guiando a los alumnos con preguntas podemos
ir profundizando en los motivos de la paradoja, identificando por qué se da en unos
ejemplos y en otros no. Insistiremos después en el concepto de “variable estadistica” y

repasaremos la importancia de la muestra y de su seleccién.

En cuanto a la temporalizacion, esperamos que esta actividad se lleve a cabo durante
dos sesiones de 50 minutos.

Evaluacién

Se tendran en cuenta los siguientes elementos para evaluar esta actividad:

Participacién activa en el aula.

Motivacion de los alumnos por entender la paradoja.

Argumentacion correcta, asi como identificacién de argumentos erréneos de com-

paneros.

e Comprension de los contenidos estadisticos asociados.
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e Valoracién positiva de la actividad.

Actividad 3 Probabilidades antiintuitivas

= Contextualizacion y descripcion.

Esta actividad serd propuesta a alumnos de 4° ESO. Los objetivos seran la practica de
conceptos de probabilidad y la capacidad de justificar los resultados, aunque resulten
antiintuitivos. Trataremos de generar a lo largo de esta actividad una nueva intuicién

probabilistica, que esté bien fundamentada.

= Metodologia

La metodologia serd principalmente Aprendizaje Basado en Problemas (ABP). También
utilizaremos en alguna sesién la clase magistral participativa, para elaborar correcciones

y dar unas conclusiones claras.

= Desarrollo y planificacién

Se propondra a los alumnos una lista de problemas, que incluirdn lo que hemos visto en
este TFM como paradojas de probabilidad. Se reformularan como un enunciado que pide
calcular una probabilidad o justificar cual de dos sucesos en méas probable. Presentamos

algunos ejemplos:

e Hemos lanzado una moneda 4 veces, resultando cara en las cuatro ocasiones. ;Cudl

es la probabilidad de que salga cruz en el quinto lanzamiento?

e Calcula la probabilidad de que en una clase de 30 alumnos, al menos dos personas

cumplan anos el mismo dia.

Los alumnos tendran un tiempo en clase para resolver de forma individual los problemas.
Podran ayudarse de dos en dos, pero la redaccién de las soluciones debe ser personal. Los
alumnos deberan entregar al profesor las soluciones, donde todo ha de estar debidamente

justificado.

Posteriormente, el profesor elegirda un alumno por cada problema, que saldra a resolverlo
y explicarlo a los companeros. Estos podran intervenir preguntando dudas o ayudando
al alumno que esta exponiendo en caso de que no sepa continuar. Estas intervenciones

pueden ser pedidas por el profesor a un alumno que aun no haya intervenido. De esta
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3.2.

manera se busca garantizar el que los alumnos han profundizado realmente en los pro-
blemas. Tras cada problema el docente hard incisos o explicara de nuevo lo que considere

mas relevante o lo que ha podido entenderse peor.

Una vez realizadas las correcciones en la pizarra se dara la oportunidad a los alumnos de
volver a redactar y entregar las soluciones de los problemas que consideren que pueden
explicar mejor que en la primera entrega. FEsto les obligara a analizar los razonamientos

de sus propias respuestas, buscando las posibles mejoras.

Toda la actividad se llevara a cabo en 4 sesiones de 50 minutos. Las dos primeras seran
para la resolucién de los problemas de forma individual. Las otras dos seran dedicadas
a la correccién y a la exposicion de conclusiones por parte del profesor. Es obligatorio

volver a escribir al menos dos de los problemas.

Evaluacién

Se tendran en cuenta los siguientes elementos para evaluar esta actividad:

e Implicacion activa en la actividad. Esto incluye la motivacion para profundizar en
los problemas.

e Orden y claridad en ambas entregas.

e Buena argumentacion y correccién de argumentos erréneos durante las sesiones de
correccién de los problemas. Se valorard especialmente la participacién activa de los
companeros que no exponen ningin ejercicio.

e Comprensién de los conceptos de probabilidad asociados a la actividad.

e Mejora de las explicaciones de la primera entrega a la segunda, lo cual demuestra un
progreso. También se tendra en cuenta los problemas que el alumno ha considerado
repetir, pues muestra su capacidad de reconocer el error o la explicaciéon que es
mejorable. No serd positivo que no haya cambios de una redaccién a otra o que se
elija repetir problemas ya explicados adecuadamente en la primera redaccién.

e Valoracién positiva de la actividad.

Actividades para bachillerato

Ahora proponemos algunas actividades pensadas para los cursos de bachillerato. En este

caso damos por adquirida una mayor capacidad y costumbre de razonamiento. Por ello, las
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actividades estdn mas orientadas a profundizar en ideas més complejas. Se espera de los alum-
nos una mayor capacidad de argumentacién y de conexion de ideas. En cualquier caso, con las

paradojas se pretende también generar el estimulo necesario para estos objetivos.

Actividad 4 Paradoja del mentiroso y paradojas de teoria de conjuntos.

= Contextualizacién y descripcién.

Esta actividad serd propuesta en 1° de bachillerato. Es una actividad conjunta de las
asignaturas de Matemdticas y Filosofia. Por tanto, la implementacién se dara de forma
repartida entre sesiones de ambas asginaturas. El objetivo principal es provocar una
reflexiéon sobre la logica y su implicacion en las matematicas. La presentacién de la
paradoja del mentiroso se hara en el aula de filosofia y la paradoja del barbero se explicara
en matematicas. Posteriormente, se hard una reflexién conjunta que vincule ambos tipos

de paradojas.

= Metodologia

La metodologia que emplearemos es la clase magistral participativa. Se tratard de pro-
vocar el didlogo entre los alumnos, de forma que la actividad sirva como estimulo a su

razonamiento.

= Desarrollo y planificacién

La actividad estd planteada con previa coordinacién con el profesor de filosofia. Se hara
coindidir su implementacion durante la docencia de la l6gica, como parte de los contenidos

de la aginatura de Filosofia.

Dentro del aula de filosofia, en una primera sesién se propodra como un reto la paradoja
del mentiroso. Se pedird a los alumnos que argumenten una soluciéon para la paradoja.
De este modo, se espera que profundicen en la paradoja e identifiquen los elementos que

la generan.

En un segundo momento, en el aula de matematicas se propondrd a los alumnos la
paradoja del barbero, expresandola con la el lenguaje de teoria de conjuntos. Se buscara
que lo relacionen con la paradoja del mentiroso sobre la que han reflexionado en clase de
filosofia. Se puede aprovechar ademds para insistir en algunos conceptos importantes de

teoria de conjuntos, como la diferencia entre “perteneciente” y “contenido”.
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En una tercera sesién se reuniran ambos profesores y estimularan la reflexién sobre los
dos problemas que se han propuesto en las dos aulas y sus conexiones. En este momento,
se pueden exponer las soluciones que han sido propuestas para esta paradoja, como la

Teoria de Tipos de Russell.

La actividad se llevard a cabo durante tres sesiones de 50 minutos. La primera de las sesio-
nes serd impartida por el profesor de filosofia, la segunda por el profesor de matematicas
y la tercera por ambos.

Evaluacién

Se tendran en cuenta los siguientes elementos para evaluar esta actividad:

e Participacion activa en los ejercicios, escuchando y haciendo propuestas.

e Buena argumenteacién y correccién de argumentos erroneos expuestos por alguno

de los companeros.
e Comprensiéon de ambas paradojas y su relacién.

e Comprensiéon de las posibles soluciones a las paradojas, asi como de su importancia

como fundamento de la logica y las matematicas.
e Conciencia de la relacién entre 1égica y mateméticas.

e Valoracién positiva de la actividad.

Actividad 5 Razonamientos sobre los conjuntos de cardinal infinito.

= Contextualizacién y descripcién.

Esta actividad sera propuesta para alumos de 12 de bachillerato. Su implementacién
ird asociada a la explicacion de los diferentes conjuntos numéricos (naturales, enteros,
etc.) y la comprension de que hay infinitos de diferentes tamafios. Los objetivos serdn
la comprensién de estos conceptos relacionados con los conjuntos numéricos de cardinal
infinito, asi como estimular un razonamiento con estos nuevos conceptos e ideas. Se
les propondran las paradojas del hotel infinito y del diccionario con todas las palabras

posibles como un reto que deben explicar.

= Metodologia
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La metodologia sera aprendizaje basado en problemas y aprendizaje colaborativo, ademas
de la clase magistral participativa. Con el ABP y el aprendizaje colaborativo se busca la
implicacién de los alumnos en las paradojas. Por otra parte, la clase magistral sirve para

recoger las conclusiones.

= Desarrollo y planificacién

Se expondrén las paradojas del hotel infinito y del diccionario con todas las palabras
posibles como retos. Los alumnos, repartidos en pequenos grupos de un maximo de
cuatro personas, discutiran y reflexionaran sobre las paradojas. Redactaran como grupo
una explicacién de las mismas, defendiendo su légica o buscando sus falacias. Deberan

entregar al profesor lo que hayan concluido.

Posteriormente, con la clase magistral participativa, se generard un espacio de didlogo en
el que los alumnos pueden explicar a los demas las paradojas. El profesor, guiando con
preguntas, dara las explicaciones, si no se han dado ya, de cémo es posible alojar a los
que llegan al hotel infinito y cémo puede ser que un tomo del diccionario tenga tantas

palabras como el diccionario completo.

A partir de aqui se podra reflexionar sobre los conjuntos de cardinal infinito como aque-
llos que se pueden poner en correspondencia biunivoca con uno de sus subconjuntos.
Reflexionaremos ademas sobre los diferentes tamanos de infinito: numerable y no nume-

rable.

La actividad se llevara a cabo durante dos sesiones de 50 minutos. La primera se empleara
en el aprendizaje por grupos, tratando de explicar las paradojas como retos o problemas.
La segunda sera la clase magistral participativa, donde se llegarédn a conclusiones a partir

de lo trabajado por los alumnos el dia anterior.

s Evaluacién

Se tendran en cuenta los siguientes elementos para evaluar esta actividad:

Participacién activa e implicacién.

Colaboracion en los grupos de trabajo.

Orden y claridad en la entrega.

e Exposiciéon oral clara.
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e Buena argumentacion e identificacion y correccion de los argumentos erréneos, tanto

en la entrega como en el didlogo de la clase magistral participativa.
e Comprensién de las paradojas y de los contenidos matemaéticos asociados.

e Valoracién positiva de la actividad.

Actividad 6 Las paradojas de Zenén y la convergencia

= Contextualizacion y descripcion.

Esta paradoja estara dirigida a alumnos de 2° de bachillerato. Sus objetivos son la refle-
xién sobre la convergencia en el infinito, asi como el asentamiento de una cierta intuiciéon
al respecto. Para ello, se ofrecerdn las paradojas de Zendn, que serviran de marco para

el razonamiento.

Metodologia

Las metodologias que se emplearan son el aprendizaje basado en problemas, dado que
se les propondran las paradojas como un reto que han de explicar, y la clase magistral
participativa, gracias a la cual se orientaran el aprendizaje de la resolucién de problemas

hacia unas conclusiones concretas.

Desarrollo y planificacién

En primer lugar, se propondran a los alumnos las paradojas de Zenén. Durante una sesién
tendran tiempo para estudiar las paradojas y analizarlas. Se les permitiréd tener acceso a
internet para buscar més informacién sobre las paradojas, asi como algunas pistas sobre

su relacién con las matemaéticas.

Cada alumno entregara al profesor una explicacion sobre lo que ha comprendido de las

paradojas. Sera especialmente importante la presencia del razonamiento en esta entrega.

En una segunda sesién, por medio de la clase magistral participativa, se invitara a los
alumnos a explicar libremente en voz alta las paradojas. Asi, por medio de lo que hayan
entendido unos y otros, y dirigiendo el didlogo con preguntas y puntualizaciones, el

docente explicard las paradojas y su relacién con la convergencia en el infinito.

En cuanto a la temporalizacién, seran necesarias dos sesiones de 50 minutos cada una.

Como ya hemos visto, primera sesién estard dedicada al trabajo personal de cada alumno
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para comprender las paradojas. La segunda, por otra parte, estara dirigida a orientar las

conclusiones de los alumnos y terminar de asentar su aprendizaje.

Esta actividad puede ser de gran utilidad, ademds, para relajar las tensiones y la carga
académica de los alumnos de 2° de bachillerato. Se puede colocar como actividad de

profundizacién entre la finalizacién de un tema y el comienzo de otro.

= Evaluacién

Se tendran en cuenta los siguientes elementos para evaluar esta actividad:

e Participacién activa e implicacion.
e (Claridad y orden en la entrega.
e Buena expresion en las intervenciones orales.

e Buenos razonamientos matematicos e identificacion y correccién de las argumenta-

ciones incorrectas.
e Comprensién de las paradojas y de los contenidos matematicos asociados.

e Valoracién positiva de la actividad.

Hemos propuesto en este tercer capitulo del TFM una serie de actividades para la implemen-
tacién en el aula de las paradojas. En efecto, es necesario planificar las intervenciones para
poder transformar ideas o beneficios abstractos en recursos y actuaciones concretas.

Las propuestas que hemos realizado pretenden ser variadas y abiertas, de forma que es
sencillo hacer modificaciones segin las particularidades de los alumnos a los que se vaya a
impartir. La eleccién de las paradojas es amplia, pero no todas estan incluidas. Debido a que
buscabamos actividades sencillas, no hemos mezclado demasiadas paradojas en una misma
actividad, pero esto podria ser otra propuesta vélida y 1til en ciertas situaciones.

Tras estas actividades pasamos a una reflexion final con algunas conclusiones para el trabajo

realizado en estas paginas.
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Conclusiones

Terminamos este TFM recogiendo algunas conclusiones. En primer lugar, hemos visto como
las paradojas pueden abarcar una gran diversidad de temas de matemaéticas. Ademds, hemos
desarrollado su valor como estimulo del razonamiento matemaético, de gran importancia para
la educacién y el desarrollo integral de los estudiantes.

Las paradojas pueden ser, por tanto, un recurso valioso para el aula de matematicas de
secundaria y bachillerato. Unidas a otros elementos didacticos, ofrecen dinamismo y asombro,
motivacién y curiosidad, y ayudan a identificar y comprender cudando un argumento o un
razonamiento es correcto.

Hemos presentado ademads en el tltimo capitulo algunas actividades como proupuesta de
implementacién de las paradojas en el aula. Estas actividades son un ofrecimiento que bus-
ca establecer conexiones entre este trabajo y los conocimientos expuestos en él y las aulas
concretas.

En resumen, podemos reafirmar la propuesta de las paradojas como recurso didédctico para
el desarrollo de las competencias clave y especificas de matematicas, especialemente las que
tienen relacién con el razonamiento y la argumentacion. Las paradojas abren horizontes para

la mejora de la ensefianza de las matematicas en secundaria y bachillerato.
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