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1. INTRODUCCION

El texto que aqui se incluye contiene unas notas introductorias al estudio de la
dindmica local de campos de vectores. Se corresponden con el curso ofrecido por el
autor durante la V Escuela Doctoral ECSING celebrada en Valladolid en abril de
2012. Para mantener una extensién razonable de las notas y que su lectura sea agil, la
mayor parte de las veces, no hemos incluido demostraciones completas y detalladas
de los resultados y técnicas que exponemos. Hemos intentado, sin embargo, dar las
indicaciones esenciales para que el alumno pueda acceder con mayor facilidad a las
demostraciones que aparecen en las referencias bibliograficas sugeridas.

Se acompana una relacion de ejercicios y problemas para auto-evaluacion del
alumno.

El plan de las notas es el siguiente. Hay dos unidades temaéticas diferenciadas que
hemos organizado en dos capitulos distintos. El primer capitulo se refiere a cier-
tos aspectos generales de campos de vectores en cualquier dimension, centrandonos
en los resultados relativos a existencia de variedades invariantes y el teorema de
Hartman-Grobman en el caso de singularidad hiperbdlica. El segundo capitulo se
refiere a aspectos mas especificos de campos de vectores en el plano (dimensién 2),
que son, con mucho, los mas estudiados y conocidos en la literatura. Ello se debe,
en parte, y en lo relativo al estudio local en el que estamos interesados aqui, al
resultado de reduccién de singularidades mediante explosiones o transformaciones
cuadraticas. Este es el resultado central en torno al cual estd desarrollado el segundo
capitulo.

El libro de cabecera en el que mas nos hemos apoyado para estas notas (excepto
para el problema de reduccién de singularidades) es el libro de Perko [22]; también a
veces el libro de Palis y de Melo [19], que presenta un tratamiento mas geométrico.
Estos libros puede y deben completarse con las referencias mas clasicas sobre ecua-
ciones diferenciales y campos de vectores como [12, 9, 17, 2, 1, 14]. La referencia
clasica para la reduccién de singularidades es el articulo de Seidenberg [24], si bien
nos hemos basado en textos con un lenguaje mas moderno y mas cercano a los con-
tenidos aqui expuestos, como el libro en preparacion de Cano, Cerveau y Désertie
[4] o el texto de Camacho y Sad [6].

Queremos senalar que estas notas son bastante introductorias y que se dispone de

bastantes trabajos sobre su continuacion natural, concretamente sobre la dinamica
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local de campos de vectores en dimensién tres. Entre ellos, se encuentran varios teo-
remas de reduccién de singularidades que generalizan el caso de dimensién dos [21, 5].
Por otro lado, existen trabajos relativos a la descripcién de dinamicas de oscilacion,
enlazamiento y separacion de trayectorias de campos de vectores en dimension tres,
obtenidos por el autor de estas notas en colaboracién con otros investigadores. En
ellos intervienen herramientas y técnicas matematicas diferentes a las expuestas o
sugeridas en estas notas. Un compendio de estos resultados aparece en [23], texto
que puede muy bien servir como continuacion a las presentes notas.

2. VARIEDADES INVARIANTES. TEOREMA DE HARTMAN-GROBMAN

Repasamos las nociones mas bésicas para fijar las notaciones, asi como el teorema
del flujo, obtenido como avatar del teorema de existencia y unicidad de soluciones de
sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias. Analizamos la familia de campos de
vectores lineales, campos para los que se puede obtener explicitamente la expresion
del flujo y obtenemos la clasificacion de aquellos que tienen singularidad hiperbdlica
por el nimero de autovalores con parte real positiva o negativa del campo lineal.

Finalmente, haremos un réapido recorrido describiendo como pueden generalizarse
estos resultados a campos de vectores no lineales en un entorno de una singularidad
hiperbdlica: la existencia de variedades invariantes locales y el teorema de

resultados presentados no podran ser exhaustivas, pero si indicativas de los méto-
dos, técnicas y argumentos que se usan en ellas.

2.1. Nociones basicas.

2.1.1. Campos de vectores y curvas integrales. Implicitamente, suponemos
al alumno familiarizado con los conceptos bésicos de la geometria diferencial: var-
iedades diferenciales, espacio tangente, campos de vectores, formas diferenciales, etc.
Un libro de referencia muy recomendable es el libro de Warner [27]. No obstante,
como la mayor parte de nuestro estudio es local, es decir, en el entorno de un punto,
esencialmente nos bastara con el conocimiento del calculo diferencial en R™.

Asi pues, el espacio tangente a R" en cada punto p se identificard de manera
estandar con el espacio vectorial R” donde la base estandar se denota con las
derivadas parciales

0 0 0
TR =R" =< — | 2| .. 2
p axl |p 81’2 |p 8$n |p}
(incluso sin explicitar el punto p) siendo x = (x1, 23, ..., x,) las coordenadas carte-

sianas de R™. Un campo de vectores X en un abierto U de R™ es una aplicacién que
asigna a cada punto p de U un vector en 7,R" y puede, por tanto escribirse como

0 0 0
2 n
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donde las A; son funciones de U en R. El campo se dird que es de clase C" con
r € Nsg U {oo} o analitico (lo que denotamos para incluirlo conjuntamente con
la notacién anterior como de clase C*) si asi lo son las funciones coeficientes A;.
Recuérdese que una funcién real se dice que es analitica si es de clase C™ y en cada
punto de su dominio su serie de Taylor es una serie de potencias convergente cuya
suma coincide con la funcion de partida en un entorno del punto. La mayor parte
del tiempo sélo consideraremos campos de vectores analiticos, esto es, r = w.

Una solucion o curva interal del campo X es cualquier curva parametrizada difer-
enciable v : I — U, donde I es un intervalo en R de modo que su derivada +
satisfaga

(1) = X(v(1))

para cada t € I. Equivalentemente, usando la escritura anterior para el campo X,
las componentes v(t) = (71(t), (%), ..., (t)) satisfacen el sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias (sistema EDOs)

l"l = Al(l'l,ilj'z, RN ,LCn)

i‘n - An(l'lvx?y cee 71'71)

Un conocido teorema en teoria de ecuaciones diferenciales afirma la existencia y uni-
cidad local de soluciones de sistemas de EDOs como el anterior, soluciones que tienen
la misma clase de diferenciablididad que los coeficientes A;, o que son analiticas si
lo son éstos.

Traducido en términos de campos de vectores, este resultado nos dice que por
cada punto p € U existe una curva integral v: I — U con 0 € I y 7(0) = p de modo
que si 7 : J — U es otra curva integral satisfaciendo 0 € J y 7(0) = p, entonces 7y
y 7 coinciden en la interseccion I N J. Esta unicidad local de las curvas integrales
por un punto dado nos permite construir la curva integral mazximal del campo X en
U por el punto p: es la curva integral v, : I, — U tal que [, es un intervalo abierto
de R que contiene a 0y 7,(0) = p y tal que cualquier otra curva integral o : [ — U
con las mismas propiedades verifica que I C I, y 0 =, |-

Un punto p € U se dice que es un punto singular o un punto de equilibrio para el
campo X si el valor X(p) de X en p es el vector nulo. Esto equivale a que la curva
integral maximal 7, estd definida en todo R y es constante, igual a p.

Una curva integral cerrada, o periddica o ciclo es una curva integral maximal -,
tal que v,(T") = 7,(0) para algin 7' > 0. Por la unicidad local de curvas integrales,
esto equivale a que 7, es una aplicacion periddica y entonces I, = R.

Un subconjunto A de U se dice que es invariante por el campo X si por cada punto
p € A, la trayectoria por el punto p estd enteramente contenida en A. Diremos que
A es localmente invariante por X si para cada punto p € A existe € > 0 tal que
la curva integral v : (—e,e) — U con v(0) = p tiene imagen dentro de A. Si A es
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una subvariedad diferenciable de U, A es localmente invariante si y sélo si para cada
p € A, el vector X (p) es tangente a A en p.

También podemos hablar de curva integral positiva (resp. negativa) por p como la
curva integral

7; =% |ImeZO—> U? (resp. 7}: = Tp ’IPHRSO% u )

Usando las curvas integrales positiva o negativa, tenemos asociados los conceptos de
conjunto positiva o negativamente invariante: A C U se dice que es positivamente
invariante (respectivamente negativamente invariante) si para cada p € A, la curva
. o i . _ : .

integral positiva 7,7 (resp. negativa v,") por p tiene imagen en A.

2.1.2. Teorema del flujo. El teorema del flujo de un campo de vectores, que
pasamos a enunciar ahora, es una reformulacién del resultado sobre la existencia y
unicidad de curvas integrales, considerando todas las curvas integrales maximales
por cada punto en un enunciado que da una interpretacién geométrica de X como
sistema dinamico en el que el espacio total evoluciona de una cierta manera por la
accion del campo en funcion del tiempo.

Teorema 1. Sea D = Dx el subconjunto de R x U formado por los pares (t,p) tales
que t € 1, siendo I, el intervalo de definicion de la curva integral maximal v, de X
por el punto p. Sea

P=0X:D>U
la aplicacion definida por ®(t,p) = 7,(t). Entonces se tiene:

1. El conjunto D es un entorno abierto de {0} x U C R x U.

2. La aplicacion ® es una aplicacion con la misma clase de diferenciabilidad que
X (analitica si X es analitico).

3. Fijado t € R, denotamos por Dy = DN {t} x U y por ®; la restriccion de P
a D;. Entonces ®; : Dy — D_; es un difeomorfismo de inversa ®_;.

4. Sean s,t € R. Entonces el dominio de la composicion ®, o0 &, estd contenido
en Diys (la contencion puede ser estricta) y en tal dominio se tiene

(bs o ®t = (I)s+t-

5. El campo X es completo si y solo si D =R xU vy, en tal caso, ®; estd definido
en todo U para todo t y la formula anterior es vdlida para todos s,t. Equiv-
alentemente, la aplicacion t — @, define un homomorfismo de grupos entre
el grupo aditivo de R y el grupo de automorfismos de U por composicion. Se
dird que {®;}ier es una familia uniparamétrica de diffeomorfismos de U.

El enunciado que presentamos estd tomado de [27], pero cualquier libro de ecua-
ciones diferenciales contiene formulaciones equivalentes.

Conviene comentar que el teorema del flujo es facilmente trasladable a campos de
vectores en variedades diferenciables M de clase C" con r € NU{oo, w}. Simplemente
hay que substituir U por M en el enunciado, una vez que tenemos correctamente
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definido lo que es un campo de vectores sobre una variedad M y la nocién de curva
integral. Las expresiones en coordenadas locales de un tal campo de vectores dan
lugar a campos de vectores en abiertos de R™ como los que hemos considerado hasta
ahora, por lo que los teoremas de existencia y unicidad local de curvas integrales es
consecuencia del mismo teorema ya mencionado de existencia y unicidad de solu-
ciones de sistemas de EDOs. No abordaremos aqui los detalles necesarios para el
correcto traspaso de estas nociones y resultados al contexto global de variedades
diferenciales, pero invitamos al lector poco acostumbrado a ello que se tome su
tiempo para hacerlo, por ejemplo con la ayuda del libro de Warner [27].

La consideracién de campos de vectores en el contexto mas general de variedades
diferenciables se hace necesaria, y resulta mas adecuada, cuando se quieren abordar
aspectos mds globales sobre la dindmica. Aunque nuestro propésito es limitarnos
al estudio local, como hemos comentado, a veces acabamos necesitando algunos
aspectos globales (en el capitulo siguiente nos encontraremos con esta situacién al
introducir la herramienta de la explosién en un punto).

Otro ejemplo sencillo de situacién en que el contexto adecuado es global es si
queremos estudiar si el campo es completo o no. Por definicién, un campo X en una
variedad M se dird que es completo si I, = R para cada p € M. Equivalentemente,
la aplicacion ®X en el teorema del flujo estd definida en todo R x M. Conviene
observar que si M = U es un abierto propio de R"” entonces usualmente el campo X
no sera completo, a menos que no sea posible extenderlo a la frontera. Por ejemplo, el
campo constante X = 0d/dzx en U = R\ {0} no es completo. Atin tomando U = R™,
es facil construir ejemplos de campos de vectores analiticos que no son completos,
como por ejemplo el campo

0
X =22
xax

en R. Sin embargo, un resultado interesante afirma que si la variedad M es compacta
entonces cualquier campo de vectores en ella es completo (ver [27]).

2.1.3. Foliacion asociada a un campo de vectores. Muchas veces, no es-
tamos interesados en conocer la parametrizacion concreta de las curvas integrales
~v: I — U de X dada por el flujo del campo. Podemos, por contra, interesarnos sélo
en la imagen de dichas curvas integrales

v[={y®) /tel} CU,

a las que llamaremos trayectorias del campo X, independientemente de cémo se
parametricen. A la imagen || de una curva integral maximal v de X le llamaremos
trayectoria maximal o también orbita de X. Hay que tener en cuenta que esta ter-
minologia no es totalmente estandar en todos los libros de ecuaciones diferenciales
o sistemas dindmicos que hemos sugerido en la bibliograffa (maxime teniendo en
cuenta que la mayoria estan escritos en inglés o francés).



Una trayectoria || es, o bien un tinico punto (en el caso en que || contenga un
punto singular) o bien un objeto 1-dimensional (de hecho una subvariedad inmersa
de dimensién uno en U, ya que en tal caso 7/(t) # 0 para todo ¢ en el domino de
definicién de ). Debido a la unicidad, dos trayectorias de un campo de vectores
coinciden por completo o son disjuntas.

En libros clésicos de ecuaciones diferenciales, “dibujar el mapa de fases” consiste
en considerar la particién del dominio U por las érbitas del campo. A esta particion
del espacio en trayectorias nosotros lo llamaremos aqui la foliacion generada por el
campo X y la denotaremos por Fy.

No presentamos la nocion general de foliacion en una variedad diferenciable M,
que puede verse en el libro [3]. Para nuestros propdsitos, nos bastard con decir
que una foliacion (singular) de dimension uno en M es una particiéon F de M en
subconjuntos, que se llamaran hojas de la foliacion, cada uno de los cuales es, o bien
un punto (que se llamard entonces hoja o punto singular) o una subvariedad inmersa
en M de dimensién uno (que se llamara entonces hoja reqular), de modo que:

1. El conjunto singular SingF formado por los puntos singulares de F es un
conjunto discreto de M,

2. Para cada p € M, existe un campo de vectores X,, definido en un entorno U
de p de modo que la restriccién de F a U es la foliacién generada por X,,.

La foliacién F se dird que es de clase C" con r € NU {oo,w} si el campo X, en la
definicion anterior se puede elegir de clase C" para cada punto p € M.

2.1.4. FEquivalencias y conjugaciones. En general, no pueden darse expre-
siones explicitas para el flujo de un campo de vectores en términos de funciones
conocidas (en el apartado siguiente repasamos una de las pocas familias en que ésto
si es posible, los campos de vectores lineales). Asi pues, debemos contentarnos con
estudiar propiedades cualitativas del flujo o, en contextos en los que se requiera
(aunque no es nuestro cometido aqui), con una resoluciéon numérica.

Para tal fin, resulta 1til saber si los flujos de dos campos tienen un aspecto cual-
itativo semejante. Surge asi la nocién de conjugaciéon (cuando estamos interesados
por la parametrizacion) y de equivalencia (cuando no estamos interesados en la
parametrizacién, sélo en las trayectorias).

Definicién 2. Sean U,V abiertos de R™ y sean X,Y campos de vectores sobre U y
V' respectivamente. Sea r € Nso U {oo,w}. Diremos que X e Y son C"-conjugados
(respectivamente C"-equivalentes) si existe un difeomorfismo ¢ : U — V' de clase
C" tal que para cada (t,p) € Dx se tiene que (t,o(p)) € Dy y

OV (t,0(p)) = (¥ (t,p))

(respectivamente, si para cada (t,p) € Dx eziste unt’ € R con (t',p(p)) € Dy y
(1, ¢(p)) = o(P*(t,p)).)

Una tal aplicacion ¢ se llama C"-conjugacion (respectivamente C™-equivalencia ).
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En el caso particular r = 0, también hablamos de conjugacion topolégica (respec-
tivamente equivalencia topoldgica).

El concepto de equivalencia es méas débil que el de conjugaciéon y equivale a tener
un difeomorfismo ¢ : U — V de clase C" que envia trayectorias de X en trayectorias
de Y o, lo que es lo mismo, que preserva las foliaciones Fx y Fy asociadas a los
campos X e Y respectivamente. Conviene senalar que en la mayor parte de los textos
sobre ecuaciones diferenciales, a la equivalencia se le exige ademas que conserve el
“sentido” del campo; esto es, que en la definicion anterior de equivalencia, para
cada (t,p) € Dx con t > 0, existe un ¢ > 0 con (¢, p(p)) € Dy y &Y (¢, 0(p)) =
©(®¥X(t,p)). Una tal equivalencia que respeta el sentido enviard trayectorias positivas
de X en trayectorias positivas de Y.

En la practica, rara vez dos campos son conjugados o equivalentes, ni siquiera
topoldgicamente, independientemente de la clase de diferenciabilidad a priori de los
campos. Tradicionalmente, como haremos aqui, uno se restringe al problema local;
esto es, al problema de saber decidir cudando dos campos de vectores, restringidos a
entornos suficientemente pequenos de un punto dado, tienen un aspecto cualitativo
parecido.

Mas precisamente, con las mismas notaciones que en la definicion anterior, si
peUyqeV,diremos que X (en p)es localmente C"-conjugado (resp. localmente
C"-equivalente) a'Y (en q) si existen entornos U; de pen U y V; de ¢ en V tal que
los campos restringidos X |¢,, Y |1, son C"-conjugados (resp. C"-equivalentes).

Para este problema local, sélo los puntos singulares presentan interés, gracias al
teorema de rectificacion de campos que recordamos aqui.

Teorema 3 (Rectificacién de campos). Sea X un campo de vectores de clase C" en
un abierto U de R", con r € NU {oo,w}. Sea p € U un punto tal que X (p) # 0.
Entonces X es localmente C"-conjugado al campo “constante” Y = 8%1, definido en
R™, en el origen (o en cualquier punto).

Esto es, en un entorno de un punto no singular, todos los campos presentan el mis-
mo aspecto, el mas sencillo posible, donde las curvas integrales, si se eligen bien las
coordenadas, son rectas afines paralelas, parametrizadas a velocidad constante. Una
demostracion elegante de este resultado puede verse en [27]. Basicamente consiste
en lo siguiente: suponemos inicialmente unas coordenadas locales y = (1, ..., y,) en
el punto p de modo que el valor de X en p es el primer vector, aiyl |p, de la base de

las parciales; después, utilizamos nuevas coordenadas x haciendo uso del flujo &%
del campo X mediante la férmula

x Yay,...,a,) = @i(o,ag, s Q)

(es decir, el tiempo ¢ pasa a ser la primera componente x; de las nuevas coordenadas).
La expresion de X en las coordenadas x da lugar al campo constante del enunciado.



En un punto singular, sin embargo, pueden aparecer muchos tipos diferentes de
comportamiento cualitativo local, incluso para campos de vectores analicos. De he-
cho, las presentes notas estan concebidas como una introduccion al problema de la
geometria local de campos de vectores analiticos. No podremos llegar muy lejos: no
se conocen resultados generales de como puede ser la geometria local de las érbitas
de un campo de vectores en el entorno de un punto singular en R™. Sélo se dispone
de una descripcién razonable para campos planos n = 2, resultados que pretende-
mos presentar en el capitulo siguiente, y de resultados parciales sobre la descripcion
de algunos comportamientos cualitativos en dimensién tres, como giro en espiral,
enlazamiento, separacion, estudio al que estd dedicado el texto [23], que ya hemos
mencionado en la introduccion.

2.2. Campos de vectores lineales. Clasificacion de campos hiperbdlicos.
Para motivar el Teorema de Hartman-Grobman, que permite una descripcién cual-
itativa local de campos en un entorno de las singularidades méas sencillas posibles
(singularidades hiperbdlicas), recordamos primero c6mo obtener los flujos de campos
de vectores lineales: campos X en R™ que se escriben como
0 0 0
X=Ax)=—+ AQ(X)G_:EQ + -+ Ap(x) .

donde las A;(x) = a;x1 + -+ + ajpx, son funciones lineales. Identificamos X con
el endomorfismo lineal de R™ dado por la matriz A = (a;;). Nétese que los puntos
singulares de X son precisamente los vectores (vistos éstos como puntos de R™) del
nicleo del endomorfismo asociado.

Para hallar el flujo de un campo lineal, recordamos lo que es la ezponencial de una
matriz. Dada una matriz cuadrada n x n, A, con coeficientes reales (o complejos),
la serie

A A A2 A™

e e H AL et O
es absolutamente convergente y da lugar a una matriz no singular (con determinante
no nulo). De hecho, considerando los coeficientes de A como variables en R, la
serie anterior tiene radio de convergencia infinito y define una aplicacién analitica
exp: A el

Algunas de las propiedades mas importantes de la aplicacién exponencial son:

eAB = e4eB si AB = BA,

P leAP = ¢P AP i P es invertible |

L(t > ett) = At

La tercera de estas propiedades nos da por definicién el flujo ®* de un campo lineal
X, esta dado simplemente por

¥ R x R" = R™, &*(t,v) = e,
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donde se estan considerando los puntos de R™ como vectores v. Observamos que el
campo es completo y que la familia uniparamétrica de difeomorfismos {®X = e!4}
es una familia de isomorfismos lineales. Por otro lado, se ve inmediatamente que si
L es un subespacio lineal de R™ invariante por el endomorfismo lineal asociado a
X, entonces L es invariante para el campo de vectores, en el sentido de que para
cada v € L, la curva integral por v estd incluida en L, o, lo que es lo mismo, L es
inavariante para el difeomorfismo ®;*, flujo del campo a tiempo ¢, para cada t € R.

En particular, los subespacios propios de la matriz A asociados a los autovalores
seran invariantes para el campo lineal. Es esta idea de la que nos servimos para
calcular explicitamente el flujo. Mas exactamente, escribimos la matriz en su forma
normal de Jordan (real); esto es, existe una matriz inversible P tal que

P'AP =D+ N

donde N y D conmutan, N es una matriz nilpotente (esto es, N™ = 0 para cierto

entero m) y D es una matriz diagonal por bloques donde, o bien los bloques son de

dimension uno formados por los autovalores reales A; de A, o bien bloques de dimen-
., —b . . :

sion dos de la forma ( “ a ) si a £ +/—1b son autovalores complejos conjugados

b
de A con b # 0. Entonces, usando las propiedades antes mencionadas, tendremos

etA — PetDetNP—l

y bastara con calcular la exponencial de la matriz diagonal por bloques tD y la de
una matriz nilpotente ¢t N. Para ésta tltima, por definicién de matriz nilpotente, las
entradas de la matriz resultante son polinomios en ¢ de grado acotado por el orden
de nilpotencia (méximo m tal que N™ = 0), que a su vez siempre en menor o igual
a la dimension n de la matriz.

Por otro lado, eP es una matriz diagonal por bloques con la misma estructura de

bloques: al bloque (\) de D le corresponde el bloque (e') y al bloque ( Z _ab )

cos(bt) —sin(bt)
sin(bt)b  cos(bt) |-

El comportamiento asintotico de estos bloques cuando t tiende a +00 0 a —o0
puede determinarse cuando A # 0 o a # 0: por ejemplo si A < 0 (resp. a < 0),
cos(bt) —sin(bt)
sin(bt)  cos(bt)
mente a 0 cuando ¢ va a infinito, y lo mismo podemos decir cuando ¢ va a menos
infinito si A > 0 (resp. a > 0). Al multiplicar por la matriz ¢V, con entradas
polinémicas, este comportamiento no se ve alterado. Recopilando todos estos argu-
mentos y teniendo en cuenta la expresion del flujo de un campo lineal, se justifica
la siguiente definicion y se prueba el teorema que sigue.

le corresponde el bloque e <

entonces e (

resp. las entradas de e* < )) decrecen exponencial-

Definicién 4. El campo lineal X con matriz asociada A se dice que es hiperbdlico
si todos los autovalores de A tienen parte real distinta de cero.
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Teorema 5. Sea X un campo de vectores lineal hiperbolico en R™. Sean E°, E" los
subespacios lineales, invariantes por X, asociados respectivamente a los autovalores
con parte real negativa y a los autovalores con parte real positiva de X. Entonces
R"™ = E°® E* y se tiene:

1. Para todo v € E*, la curva integral t — @ (v) de X por v estd contenida
en E°, converge exponencialmente al origen cuando t — +oo (esto es, ||
;X (v) ||< Ce ™ para ciertos C,a > 0 y t > 0) y diverge cuando t — —o0
(esto es lim;_, o || DX (v) ||= +00).

2. Para todo v € E*, la curva integral t — ®X(v) de X por v estd contenida
en E, converge exponencialmente al origen cuando t — —oo (esto es, ||
O (v) ||< Ce para ciertos C,a > 0 yt < 0) y diverge cuando t — +00
(esto es lim;_, o || X (v) ||= +o0).

3. Siv g ESUE" entonces limy_,.o, || ®X(v) ||= +o0.

Los subespacios E°, E* se denominan respectivamente subespacio estable y subespa-

cio inestable del campo X.

El ejemplo mas sencillo de campo lineal hiperbdlico esta dado eligiendo un ntimero
k entre 0 y n como dimension del espacio estable y poniendo

0
+...+xn_

0 0
(1) Xinop = —(215 =+ ag ) + %H@xkﬂ 0x,,

8I1 6xk
Para un tal campo, si escribimos los vectores v = vs+ v, donde v, tiene las ultimas
n — k componentes nulas y v, tiene las primeras k£ componentes nulas, entonces

O, () = e, + elo,.
Podemos comprobar el teorema anteror para este ejemplo sin mayor dificultad, como
ilustracién. Este ejemplo nos sirve también como modelo para clasificar todos los
campos lineales hiperbdlicos desde el punto de vista cualitativo. Més precisamente,
se tiene el siguiente resultado de clasificacién topoldgica.

Teorema 6. Sea X un campo lineal hiperbolico y sea k la dimension de su espacio
estable E°. Entonces X es topologicamente conjugado al campo Xy ,,—i definido en

(1).

Una demostracion elegante de este teorema puede verse en el libro de Palis y de
Melo [19]. A grandes rasgos, los argumentos son los siguientes:

1. Bastara demostrar el teorema en el caso en que uno de los subespacios es-
table o inestable se reduce a 0 (por ejemplo E* = 0 o, lo que es lo mismo,
k = n). En efecto, si conseguimos conjugaciones topoldgicas h, : E* — R¥
(respectivamente hy : E* — R" %) entre X |ps y Xy (respectivamente entre
X |gu y Xom_t), entonces h = (hg, hy,) : B @® E* — R" = R¥ x R"* es una
conjugacion topoldgica entre X y Xy k.
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2. Suponiendo que E* = 0, usando el algebra lineal se demuestra que existen
coordenadas lineales y = (y1, ..., y,) en R™ tal que X es transversal a la esfera
unidad en dichas coordenadas, S, = {y : yf + -+ y2 = 1}, en cada punto de
ésta. Esta propiedad, junto con la propiedad 1 del Teorema 5, garantizara que
cada drbita no singular (todas salvo el origen como tinico punto singular) corta
una Unica vez a Sy.

3. Fijamos ahora un homeomorfismo h entre la esfera Sy en las coordenadas y y
la esfera S, en las coordenads usuales x de R™ que usamos para la escritura
de X, (h puede ser tomado como la restriccién de un isomorfismo lineal).
Una conjugacién topolégica h entre X y X, o puede venir entonces descrita
por la siguiente construccién: dado p € R™ \ {0}, sea t(p) € R el (tinico) valor

real para el cual @ffp) (p) € Sy; entonces definimos

h(p) = CI))f:(’;) (E((Dt)gp) (p))) :

Se demuestra entonces con argumentos tipicos de topologia y analisis matema-
tico que h asi definido extiende por continuidad a un homeomorfismo de R™ en
R™ si ponemos h(0) = 0. Por construccién nos da una conjugacién topolégica
entre X y X, o como requerfamos.

2.3. Singularidades hiperbdlicas. Teorema de la variedad estable. Con-
sideremos ahora un campo de vectores en un entorno de un punto singular p en R".
Podemos hablar de la parte lineal de X en el origen: es el campo lineal L, X en R"
cuya matriz es la matriz jacobiana de las componentes de X en el punto p. La parte
lineal es el campo lineal que mejor aproxima a X en el punto p. Conviene senalar,
aunque no vamos a utilizarlo, que existe una nocién mas intrinseca (y més propia)
de parte lineal que no hace uso de las coordenadas en las que se escribe el campo,
sino del caracter algebraico que tiene un campo de vectores de proporcionar una
derivacion sobre el anillo de gérmenes de funciones C'*° en el punto p.

Vamos a intentar valernos de lo aprendido sobre campos lineales para ver si pode-
mos obtener propiedades de X a partir de su parte lineal.

Definicién 7. El campo X se dird que tiene una singularidad hiperbolica en p si su
parte lineal L,X es un campo (lineal) hiperbolico.

En el Teorema 5, hemos visto cémo es el comportamiento asintético de las curvas
integrales de un campo lineal hiperbdlico, dependiendo de si la curva esta o no en
alguno de los espacios estable e inestable del campo. El teorema que sigue es una ver-
sion local de dicho resultado para singularidades hiperbdlicas: establece la existencia
de variedades invariantes de X en p “préximas” a los espacios estable e inestable de
la parte lineal L, X que contienen curvas integrales cuyo comportamiento asintético
es el esperado. Hay que tener en cuenta que, siendo L, X una aproximacion lineal
a X, el resultado es puramente local, alla donde dicha aproximacion es buena, no
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puede en principio compararse el comportamiento de las curvas integrales de X y
las de L, X cuando éstas se alejan de la singularidad p.

Teorema 8 (Teorema de la variedad estable). Sea X wun campo de vectores de
clase C™ con r € N3y U {oo,w}, que tiene una singularidad hiperbdlica en un punto
p € U C R™. Existe un entorno V de p en U y variedades diferenciables no singulares
We, W™ en V' que pasan por el punto p, de clase C", que son localmente invariantes,
tales que sus espacios tangentes en p son respectivamente el espacio lineal estable e
inestable de la parte lineal L,X y que verifican ademds:

1. Siq € W*, la curva integral t — ®;X(v) de X por q estd definida para todo
t > 0, contenida en W? y converge exponencialmente al punto p cuando t —
+o00 (esto es, || DX (q) — p ||< Ce™™ para ciertos C;a >0yt >0).

2. Si g € WY, la curva integral t — ®X(v) de X por q estd definida para todo
t <0, contenida en W" y converge exponencialmente al punto p cuando t —
—o0 (esto es, || DX (q) — p ||< Ce™ para ciertos C,a >0 yt <0).

3. 51 q & WsUW™" entonces la curva integral de X por el punto q se sale del
entorno V' tanto para tiempo positivo como para tiempo negativo (esto es,
la curva integral mazimal de la restriccion X |y por q estd definida en un
intervalo I, = (a,b) con —00 < a <0 <b< +00).

Las variedades W? WW" se denominan respectivamente variedades estable y var-
iedad inestable local (del campo X en el punto p).

Es claro, por las propiedades enunciadas en el teorema anterior, que las variedades
estable e inestable de X en una singularidad hiperbdlica son “tnicas” en el siguiente
sentido: si V' es otro entorno de p en U y W*', W son variedades en V' cumpliendo
las mismas propiedades que cumplen W* W*" en el enunciado, entonces se tiene

WenvavV =wnvav, wtnvnv =w*nvnv.

Idea de la demostracion.- La prueba del Teorema 8 es bastante tediosa, la com-
probacién de muchos de los detalles técnicos suele exigir tiempo y dedicaciéon. El
enunciado que hemos presentado aqui, que incluye los casos de diferenciabilidad
finita (r € N), diferenciabilidad infinita (r = co) y analitico (r = w), no suele in-
cluirse como tal ni aparecer con todos los detalles pormenorizados en las referencias
bibliograficas que hemos mencionado. Quiza una de las referencias que contenga
un mayor nivel de detalle sobre el caso de diferenciabilidad finita es el articulo de
Kelley [16], aparte de los libros de Hirsch, Pugh, Shub [13, 25] en los que se trata
una situacién mas general (tratan el caso de conjuntos normalmente hiperbdlicos
y presentan, por tanto, pruebas mdas complicadas y elaboradas). El caso r = oo
se deduce del caso de clase C" para todo r finito teniendo en cuenta la unicidad.
Por otro lado, el caso analitico no estd muy tratado en la literatura (hasta donde
nosotros sabemos). Referencias parciales sobre el caso analitico pueden ser el articu-
lo de Hadamard [11], o también la situacién tratada en el articulo de Moussu sobre
gradientes [18]. Una referencia moderna en la que aparece un resultado un poco mas
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general del que puede deducirse que las variedades estable e inestable son analiticas
si lo es el campo de vectores es [15]. En preparacién se encuentra el trabajo [7] que
da una demostracion alternativa mas elemental de este caso.

Siguiendo el libro de Perko [22] (que a su vez sirve de explicacién de una gran
parte de la demostracién contenida en Coddington-Levinson [9]) vamos a proponer
a continuacién unas lineas argumentales sobre la existencia de la variedad estable
W# y su cardcter diferenciable (C'). Asi tendremos una primera impresién del tipo
de técnicas que se precisan para demostrar este tipo de resultados.

Primero elegimos coordenadas lineales (x,y) en el origen asociadas a la descom-
posicién E* @ E* en subespacio estable e inestable de R™. De esta manera podemos
escribir el campo en X localmente como el sistema de ecuaciones diferenciales ordi-
narias

{ x = Px+ Fi(x,y)
y =Qy+ Ih(x,y)
donde Spec(P) C {Re < 0}, Spec(Q) C {Re >0} y F; = o(| (x,y)|) para j =1,2.

Siy(t) = (x(t),y(t)) es una curva integral con condicién inicial (xg,yo), entonces

se tiene

x(t) = e (xo + [; e T Fi(y(s))ds
y(t) =€ (yo + fg e P Fy(y(s))ds

Si la condicion inicial de la curva integral v esta en la variedad estable buscada
W* entonces queremos obtener en particular como resultado que v estd definida
para todo ¢ > 0. En este caso, podemos poner para las y-componentes de ~:

@ y0=e(yor [T ROE) - [Tn )

Teniendo en cuenta el calculo de la exponencial de una matriz del parrafo anterior,
podemos observar que €' tiene un crecimiento exponencial cuando ¢ — oo (pues los
autovalores de @ son todos con parte real positiva). Si pretendemos ademads que vy
esté contenida en v y permanezca, por tanto, acotada, entonces el primer sumando
en la ecuacién (2) debe ser nulo y deberd tenerse la condicién

(3) m:—imefmw@m&

Buscamos entonces W* como un grafo sobre las variables x: el conjunto de condi-
ciones iniciales (xg,yo) de modo que la componente y, dependa de xq y verifique
(3) cuando 7 es la curva integral con la condicién inicial (xg,yo)-

Para materializar esta idea, se considera entonces, para cada a = (a;,as) en
coordenadas (x,y), la ecuacion integral

U(t,a) = (etP (al +/0t e_SPFl(\IJ(s,a))ds) - /too e(t_s)QFg(\I/(s,a))ds) :
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Esta ecuacién se resuelve iterativamente poniendo
Uy(t,a) =0
U,(t,a) = (etP <a1 + [ e*SPFl(\IIj_l(s,a))ds> - [~ e(t*S)QFg(\I/j_l(s,a))ds>
para j > 1. Usamos una constante de Lipschitz pequena para los términos no lineales:
| Fi(a) — Fi(b) | < efa—b], sifaf,[b]<di=1,2
y una estimacion de los flujos lineales asociados a las matrices P y )

|etP | < Ke™@t vt > 0,
|ef9] < Keot, vt <0,

para cierto o > 0 con
Re(\;) < —a <0< a < Re(u),Y\; € Spec(P), tu € Spec(Q).
Obtenemos entonces inductivamente las estimaciones (si |a| < /2K muy pequeno)
Klafe™
27-1

Entonces {V,(¢,a)};>1 es una sucesién de Cauchy de funciones diferenciables y tiene
por tanto limite

[t a)| <o, |W;t,a) =¥, a)] < Vi>0,Vj>1

U(t,a) := lim ¥,(t,a) : [0,00) = R" = E* @ E".

j—o0
Escribiendo ¥ = (U!, ¥?) en componentes (x,y), definimos finalmente
W ={(xy) /y="0%0,(x0), x| </2K}.

Se requiere ahora un cierto trabajo para concluir que W?# es invariante y verifica
las propiedades enunciadas en el Teorema 8 para ser la variedad estable del campo
X en p, asi como para probar que ¥ es de clase C" si el campo X es de clase C”
(cuando 7 es finito, el caso analitico 7 = w tiene puede hacerse de otra manera, como
sugeriremos dentro de un momento).

2.4. Singularidades hiperbdlicas. Teorema de Hartman-Grobman. El To-
erema 8, como hemos dicho, es la versién local del Teorema 5 para singularidades
hiperbdlicas. Asimismo, existe una versién local del Teorema 6 sobre clasificacion
topoldgica. Se conoce con el nombre de teorema de Hartman-Grobman por ser am-
bos matematicos P. Hartman y M. D. Grobman quienes lo establecieron de manera
independiente. Establece que en un entorno de una singularidad hiperbdlica el cam-
po es topoldégicamente conjugado a su parte lineal, por lo que basta conocer ésta
para describir cualitativamente la dinamica local.

Teorema 9 (Teorema de Hartman-Grobman). Sea X un campo con una singular-
idad hiperbdlica en p € U. Sea L,X la parte lineal de X en p, considerado como
un campo lineal en R™. Entonces existen un entorno V de p en U y un entorno Vi
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del origen de R™ tal que los campos restriccion X |y y L,X |v, son topoldgicamente
conjugados.

En el libro de Perko [22] puede verse una demostracion facil de leer (salvo la ver-
ificacién de algunos detalles técnicos). Comentamos a continuacién los pasos princi-
pales de dicha demostracion:

1. Se substituye el problema de linealizar campos de vectores hiperbdlicos por el

de linealizar difeomorfismos hiperbélicos. Mds concretamente, sea T' = &5 el
difeomorfismo dado por el flujo de X a tiempo 1. Por ser p una singularidad,
T(p) =py T es un difeomorfismo local en el punto p. Ademés, la diferencial
de T en p es el difeomorfismo lineal L = exp(L,X) de R", flujo del campo
lineal L, X a tiempo 1. Bastard ver que T" es topoldgicamente conjugado a L;
esto es, que existen entornos U de p y V' del origen de R™ y un homeomorfismo
H : U — V de modo que se tenga la igualdad

HolT =LoH

en un entorno U; C U de p (el entorno U; debe ser elegido tal que esta
composicién tenga setido, esto es, de modo que T esté definido en Uy y T'(U;) C
U). En efecto, una vez que tenemos (4), consideramos un entorno aun mas
pequenio Uy C U; de modo que el flujo, ®X, de X a tiempo s esté definido en
U, y verifique ®X(U,) C U para cada s € [0,1] (existe, por compacidad) y
definimos

h(q) =/0 exp(—sL,X) o H o @7 (q)ds.

Esto nos da una aplicaciéon h : Uy — R™ que restringe a una conjugacién
topolégica local entre el campo X en p y su parte lineal L, X en el origen.

. Para buscar H verificando (4), consideramos coordenadas (x,y) de modo que

E" es el espacio tangente de {x = 0} y E* es el espacio tangente de {y = 0}.
Sean P, () las matrices de L, X |gs, L,X |gu en las coordenadas x,y respectiva-
mente y denotemos por B = exp(P),C' = exp(Q). Se tiene que los autovalores
de B son todos de médulo menor que 1 y los de C' de médulo mayor que 1.
Tenemos que L es el isomorfismo lineal

L(x,y) = (Bx,Cy)
y T se escribe en estas coordenadas como
T(x,y) = (Bx+ F(x,y),Cy + G(x,y))

donde F|, G tienen orden mayor o igual a dos en todas las variables. Entonces,
si escribimos el homeomorfismo buscado H como H (x,y) = (¢(x,y), ¥ (x,y)),
la ecuacién (4) se traduce en las siguientes

Bo(x,y) = ¢(Bx + F(x,y),Cy + G(x,y))
By(x,y) = ¢(Bx + F(x,y),Cy + G(x,y)).
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La segunda de estas ecuaciones se resuelve por el método de aproximaciones
sucesivas poniendo ¥y(x,y) =y e, iterativamente para j > 1,

Vi(x,y) = C ' (Bx + F(x,y),Cy + G(x,y)).

Teniendo cuidado de elegir suficientemente pequeno el entorno como para
que los términos no lineales F,G no intervengan y teniendo en cuenta que
los autovalores de C~! son todos de médulo menor que 1, se prueba que
la sucesién {9;} es una sucesion de Cauchy de aplicaciones continuas y que
converge uniformemente a una solucién v continua de la segunda ecuacion en
(5).

3. La primera ecuacién para ¢ en (5) no puede resolverse exactamente igual que
la segunda (pues los autovalores de B! son de médulo mayor que uno. Por
el contrario, consideramos el inverso 7! de T' que se escribe como

T'(x,y) = (B 'x+ F(x,y),C" 'y + G(x,y))

donde F', G, como antes, tienen orden mayor o igual a dos. De esta forma, la
primera ecuacién en (5) se convierte en la ecuacién

B'o(x,y) = ¢(B 'x+ F(x,y),C 'y + G(x,y))

que se resuelve para cierta aplicacion ¢ igual que hemos resuelto la segunda
ecuacion para 1.

4. Para terminar, es necesario probar que la aplicaciéon H = (¢, 1) asi obtenida es
un homeomorfismo local en el origen. Por construccién, H verifica la ecuacion

(4).

2.5. Variedades invariantes en el caso semi-hiperbdlico. Tanto el teorema
de la variedad estable como el teorema de Hartman-Grobman que hemos presentado
en los parrafos anteriores se refieren a singularidades hiperbdlicas. Estas son las
singularidades menos degeneradas posibles en el sentido de que la parte lineal del
campo (su mejor aproximacién lineal) tiene todos los autovalores con parte real no
nula; en particular es un difeomorfismo. Moralmente, la dinamica local de X no
difiere de la de un campo lineal en esta situacion. Sin embargo, a medida que la
parte lineal es mas degenerada, la dinamica local del campo no se ve “representada”
por la de su parte lineal. Piénsese en el peor de los casos, en la situacién en la que
la parte lineal es idénticamente nula: todos los puntos son de equilibrio para dicha
parte lineal, con lo que se tiene una dindmica trivial y, sin embargo, el campo original
puede tener una dinamica local muy complicada.

No obstante, en un caso intermedio en el que la parte lineal de X en la singularidad
p tiene algunos autovalores con parte real nula y otros autovalores con parte real
no nula (en cuyo caso suele decirse que la singularidad es semi-hiperbélica, pueden
generalizarse de cierta forma los Teoremas 8 y 9. En este parrafo presentamos dichas
generalizaciones.
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Dado X, un campo de vectores con una singularidad en p € R", descomponemos
R" = FE°® E°® E,

donde E*, E*, E° son, respectivamente, los subespacio propio de los autovalores con
parte real negativa, positiva y nula. Se denominan subespacio estable, inestable y
central de X en p, respectivamente.

El Teorema 8 se generaliza como sigue para las singularidades semi-hiperbélicas.

Teorema 10 (Teorema de la variedad central). Supongamos que el campo X es de
clase C* o analitico (C¥) y que tiene en p € U una singularidad semi-hiperbdlica.
Entonces, para cada r con r € N>y, existe un entorno V, de p y subvariedades lisas

en V, de clase C"
Wi weE we Wit W

(que se denominan respectivamente variedad estable, central-estable, central, central-
inestable e inestable de clase C") que son localmente invariantes por X y tales que

T,W: =E*, T,W® = E*® E°, T,W¢ = EC, T,W™ = E* @ E°, T,W" = B".
Ademds, V, puede ser elegido de modo que se verifican las propiedades:

1. Las variedades estable e inestable W2, W wverifican las propiedades 1 y 2 re-
spectivamente del Teorema 8.

2. La variedad central-estable W° contiene todos los puntos q de V. para los
cuales la curva integral positiva 7; estd definida para todo t > 0 y permanece
en V.

3. La variedad central WY contiene todos los puntos q de V, para los cuales la
curva integral 7y, estd definida para todo t € R y permanece en V.

4. La variedad central-inestable W contiene todos los puntos q de V, para los

cuales la curva integral negativa vy, estd definida para todo t < 0 y permanece
en V,.

El nombre de teorema de la variedad central, que tradicionalmente se da a este
resultado, se debe a que establece la existencia de las variedades tangentes al sube-
spacio central: la variedad central-estable, W central-inestable, W y central, W¢.
Estas variedades son también llamadas variedades débiles en contraposicién con las
variedades estable, W? e inestable, W*, que se llaman variedades fuertes. La difer-
encia entre variedades fuertes y débiles radica en las propiedades de unicidad y el
caracter diferenciable. Mientras que, como en el Toerema 8, la propiedad 1 define
univocamente las variedades fuertes W2 W en V, (de modo que los gérmenes de
estas variedades en el punto p no dependen de r y estéan bien definidos), no existe
unicidad de las variedades débiles, pudiendo darse que para distintos r, 7’ se tenga
que

WenvV,nV, £Wesnv, NV,
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para € € {cs,cu,c} o, incluso, que haya diferentes variedades centrales (o central-
estables, o central-inestables) de clase C" en el mismo entorno V.. Un ejemplo sen-
cillo en dimension dos es la singularidad semi-hiperbdlica mas sencilla que no es
hiperbélica:

Para este ejemplo, existe una infinidad de variedades centrales (tangentes a {y = 0},
el subespacio central E° de esta singularidad).

De la propiedad de unicidad para las variedades fuertes, inferimos que éstas son
de clase C* si lo es el campo X (mds atin, son analiticas si lo es X, la referencia
para este hecho ya la hemos comentado antes, en los comentarios que siguen al
Teorema 8). Sin embargo, pueden no existir variedades débiles de clase C*° (ver por
ejemplo [26].

Una demostracién completa del Teorema 10 puede encontrarse en el libro de Shub
[25], o en el articulo de Kelley [16]. Se siguen ideas y técnicas parecidas a las que
hemos bosquejado sobre la demostracion del Teorema 8 de la variedad estable; pero
la demostracion completa es bastante mas sofisticada técnicamente. También, para
un enunciado que cubre situaciones més generales (variedades invariantes sobre un
conjunto normalmente hiperbdlico), puede verse el libro de Hirsch, Pugh y Shub [13].
Conviene observar que el Teorema 10 es también cierto con las mismas conclusiones
con la hipétesis més débil de que el campo inicial X es de clase C, con [ finito pero
mayor o igual que el niimero r que aparece en el enunciado. Aqui hemos considerado
la situacién de campos C™ o analiticos para hacer ver los problemas, ya comentados,
relativos a la unicidad y falta de diferenciabilidad infinita de las variedaes débiles.

Finalmente, el Teorema 9 de Hartman-Grobman también puede generalizarse a
singularidades semi-hiperbdlicas. Se trata del teorema conocido con el nombre de
teorema de reduccion a la variedad central'y establece que basta conocer la dindamica
del campo de vectores en el interior de una variedad central para tener una descrip-
cién topoldgica local del campo en un entorno de la singularidad: sobre el resto de
variables (las tangentes a las variedades fuertes) es equivalente a un campo lineal
del tipo definido en la ecuacién (1). Mas concretamente:

Teorema 11 (Reduccién a la variedad central). Sea X un campo de vectores con
singularidad semi-hiperbdlica p € U C R™. Sea k = dim(E*(p)), | = dim(E") y sea
W€ una variedad central en un entorno de p. Entonces X es localmente topoldgica-
mente conjugado al campo X |we +Xi, en un entorno de (p,0) € W€ x R¥,

Puede verse una demostracion de este resultado en el articulo de Palis y Takens
[20] o también, con un tratamiento més general, en el libro de Hirsch, Pugh y Shub
[13].

2.6. Variedades invariantes formales. Del Teorema 11 deducimos la impor-
tancia que tiene encontrar una variedad central W¢ de un campo de vectores X
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con singularidad semi-hiperbdlica para poder tener una descripcién cualitativa de la
dinamica local. Esto nos lleva a la pregunta de si existen variedades centrales distin-
guidas més faciles de encontrar que otras, o con una naturaleza mejor que las demas.
Sin embargo, como ya hemos comentado tras el teorema de la variedad central, no
existe unicidad de las variedades invariantes débiles, ambigiiedad a la que se anade
que no podamos asegurar la existencia de variedades centrales analiticas cuando el
campo de partida es analitico (ni atn la existencia de variedades centrales de clase
).

Existe, sin embargo, un “objeto tinico” que podemos asociar a un campo de vec-
tores analitico y que representa la variedad central: es la variedad invariante formal.
Tiene naturaleza formal; esto es, es un objeto algebraico, manipulable pero que a
priori no tiene significado geométrico.!

Con mayor precision, podemos establecer el siguiente resultado:

Teorema 12 (Variedades invariantes formales). Sea X analitico con una singulari-
dad semi-hiperbolica en un punto p € U C R™. Entonces existen variedades formales
no singulares por el punto p

I//I-/'\S7 I//I-/'\CS7 /WC, /Wcuj /WU
que son formalmente invariantes para X y unicas verificando
Tp/WS — ES’ TPWCS — EC @ ES7 TPWC — EC’ Tp/WCU — EC @ EVLL7 TPWU — EU

Se llaman respectivamente variedad estable formal, central-estable formal, central
formal, central-inestable formal e inestable formal.

Precisamos un poco mas lo que queremos decir en el enunciado anterior por “var-
iedad formal lisa invariante”. Por ejemplo para el caso de la variedad central formal
(ecuaciones y nociones analogas se tienen para las otras variedades invariantes for-
males). Fijemos coordenadas (x,y,z) tangentes a E*, ¢, E*, respectivamente y sea

k = dim(E°). Entonces pensamos en W¢ como un grafo de la forma
(6) we (y:?f - (ﬁl(x,z),...,ﬁk(x,z»)

siendo h;(x,z) € R[[x,z]] una serie formal de orden > 2 para i = 1,2,....,k. La
condiciéon de ser un grafo responde al caracter “liso” de la variedad formal y la
condicion sobre el gr\den mayor o igual a dos responde a la propiedad de que el
espacio tangente 7,IW* de la variedad central formal sea igual al espacio central £°.

1Aunque a la variedad central formal puede en muchas ocasiones dotarsele de un significado
geométrico y compatible con la dindmica asociada al campo de vectores, cosa que se ha realizado
con grandisimo éxito usando las teorias de sumabilidad de Ramis o de resurgencia de Ecalle, teorias
que exceden con mucho el propédsito de este curso.
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Por ultimo, la condiciéon de que W€ sea “formalmente invariante” para el campo
X se describe como sigue: si escribimos

0 0 0

X=Axy,z)— + B(x,y,z2)— + C(X,y,2)—

(x,y,2) 5 (y)ay (x,y,2)5

en las coordenas elegidas, donde A, B,C' son funciones analiticas, entonces, por
definicién, la variedad formal dada por (6) es formalmente invariante para X siy
solo si se da la siguiente identidad de vectores de k series formales en las variables

(x,2)
~ Ohe ~

MBI Gn)2) = 560 (A(X,EC(X,Z),Z) C’(x,hc(x,z),z)>

(teniendo en cuenta que la derivada de una serie formal se define como la serie
resultante de hacer la derivada usual término a término y con la notacién estandar

de matriz jacobiana 8(6)}:;) de k filas y n — k = dim(E* @& E") columnas).

La ecuacion (7) como definicién de invariancia formal se justifica por lo que ocurre
en la situacién en la que las series h;(x,z) en (6) fueran todas convergentes: si en

~

tal caso denotamos por h; la suma de h;(x,z) (funcién analitica real en las variables
(x,z)), entonces el grafo de h¢ = (hy, ..., hx) da lugar a una variedad analitica lisa
tangente a E° en p que por verificar (7) es localmente invariante para el campo de
vectores X; esto es, seria una variedad central analitica.

ACOI/l\\/ier/le\ senalar que, para campos analiticos, las variedades formales débiles
Wes We, W no son necesariamente convergentes (las series que las definen como
grafos, como en la ecuacién (6) no son convergentes). Sin embargo, las variedades

invariantes formales fuertes WS,/W“ son siempre convergentes, lo que garantiza la
existencia de variedades estable e inestable analiticas para campos analiticos con
singularidad semi-hiperbdlica. Este resultado de analiticidad de las variedades in-
variantes fuertes ya lo hemos comentado, pero queremos senalar aqui que en las dos
referencia aludidas [15, 7] sobre la demostracién de tal resultado, la segunda se basa
en probar la convergencia de las variedades formales fuertes por métodos elemen-
tales de acotacién de series, mientras que la primera (que establece un resultado mas
general) utiliza métodos distintos a los expuestos en estas notas.

Queremos también senalar que, pese a la falta de unicidad que se tiene de las var-
iedades débiles obtenidas en el Teorema 10, la unicidad de las variedades invariantes
formales marca una unicidad del desarrollo de Taylor de aquéllas. Mas precisamente
se tiene que si W€ con € = s, ¢, u,cs, cu es una variedad invariante de clase C” y la
escribimos como un grafo sobre el espacio lineal correspondiente E€ (una vez elegi-
das coordenadas), entonces el desarrollo de Taylor hasta orden r de las funciones
utilizadas para describir este grafo coincide con la truncacién hasta orden r de las

series utilizadas para la descripcién de la variedad invariante formal W*€. En pocas
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palabras, se tiene:

(8) Jr W) = j"(We).

Esta propiedad, que resulta evidente para las variedades fuertes (cuando € = s, u)
por ser éstas analiticas y tunicas, permite afirmar que dos variedades invariantes
débiles cualesquiera estan exponencialmente proximas, esto es, la distancia de un

punto ¢ de una de ellas a la otra es menor que cualquier potencia de la distancia del
punto ¢ al origen si ¢ esta suficientemente cerca del origen.

La demostracion del Teorema 12 no presenta el tipo de dificultades técnicas del
Teorema 10. Debido a que se buscan series formales del tipo (6) que verifiquen la
ecuacion diferencial (7), sin que se requiera probar que existe un soporte geométrico
de dichas series, la prueba puede hacerse por el método simple de coeficientes inde-
terminados: los coeficientes de las series se van determinando recursivamente sim-
plemente imponiendo la igualdad (7). Proponemos el libro de Chow y Hale [8] para
ver una demostracién completa con este argumento bien organizado y desarrollado
para tener validez en todos los casos contemplados en el enunciado del Teorema 12.

3. CAMPOS PLANOS. EXPLOSIONES. REDUCCION DE SINGULARIDADES

En la segunda unidad tematica del curso, pretendemos analizar las singularidades
(hiperbdlicas o no) de campos de vectores analiticos planos, esto es, definidos en un
entorno del origen de R? donde tienen una singularidad. Para ello necesitamos la
herramienta de las explosiones y el teorema de reduccion de singularidades.

3.1. Singularidades simples de campos planos. Hemos visto que las singular-
idades hiperbdlicas pueden describirse facilmente desde el punto de vista topoldgico
local, usando el Teorema de Hartman-Grobman. Ahora queremos introducir una
familia de singlaridades de campos de vectores planos, que incluyen buena parte

de las singularidades hiperbdlicas, y que tienen propiedades analiticas facilmente
describibles.

Definicién 13. Sea X un campo de vectores analitico en un abierto de R? y sea p
un punto singular para X. Decimos que p es una singularidad simple (real) si los dos
autovalores A1, Ao de la parte lineal de X en p son reales, uno de ellos, por ejemplo
Ao, es distinto de cero y Ay /Xy no es un nimero racional positivo.

Obsérvese que singularidades en las que uno de los autovalores es nulo y el otro es
no nulo son singularidades simples, aunque estas singularidades no son hiperbélicas.
Por otro lado, no todas las singularidades hiperbdlicas con autovalores reales son
simples: los autovalores de una singularidad hiperbédlica pueden ser reales no nulos
y tener cociente racional positivo. La razon de por qué considerar singularidades
simples viene descrita por el teorema que sigue.
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Antes de nada necesitamos recordar lo que es una curva formal (real) plana T en
un punto p € R?: es una expresién formal en coordenadas (x,y) centradas en p de
la forma

/]__‘\ Y= ]tL(xl/r) :alxl/r+a2x2/r+...+amxm/T+...

donde 7 es un entero positivo y iz(z) = a1z + apz® + -+ es una serie de potencias
formales en la variable z con coeficientes reales. La curva formal se dice no singular
en p si r = 1y se dice que es convergente si fl(z) es una serie convergente. En
este ultimo caso, la expresion anterior da lugar a una curva analitica real plana: la
imagen I' en R? de la parametrizacién

z(t) =, y(t) = h(t)

parat € (—e,¢) con ¢ suficientemente pequeno y donde h es la suma de la serie fl(z)
Identificamos en este caso la expresién formal con el conjunto obtenido I' C R2.

Una curva formal T en p se dice que es nvariante por el campo X si, al escribir
X en las coordenadas mencionadas (x,y) centradas en p como

0 0

se tiene que

SalOR ) A, () = B, b))
como series formales en la variable /" y donde A/ (z) denota la serie formal obtenida
de h(z) al derivar término a término (la derivada de la serie formal). Cuando T’
es convergente, esto equivale a que la curva analitica real correspondiente I' sea
localmente invariante para X como subconjunto de R?. Una curva analitica real en
el punto p que sea invariante se denomina también una separatriz de X en p.

Teorema 14 (Descripcién de singularidades simples). Sea X un campo de vectores
plano con una singularidad simple (por ejemplo en el origen de R?). Entonces

1. Existen curvas formales fl,fg en el origen, invariantes por X, no singulares
y tangentes en el origen a las direcciones propias de la parte lineal Lo X aso-
ciadas a los autovalores A1, Ao, respectivamente.

2. Estas son las inicas curvas formales en el origen invariantes por X.

3. Para j = 1,2, existe una subvariedad regular C; de clase C*°, de dimension
uno, que pasa por el origen, es localmente invariante por X y cuyo desarrollo
de Taylor coincide con fj.

4. T'; es convergente si \; # 0.

La existencia de curvas formales solucion en el punto 1 se establece por el método
de coeficientes indeterminados (en algunos casos, es consecuencia del Teorema 12 de
existencia de variedades invariantes formales).
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La unicidad enunciada en el punto 2 se obtiene facilmente a partir de la condicion
de singularidad simple (mds precisamente, la condiciéon de que el cociente entre los
dos autovalores no sea racional positivo).

El punto 3 requiere una demostracién aparte; sin entrar mucho en los detalles,
puede completarse desarrollando los siguientes argumentos:

- si A9 < 0, entonces C', Cy son las variedades invariantes fuertes y el resultado
es consecuencia del Teorema 8,

- si AyAg > 0, junto con la condicién de que A\ /Ay € R\ Q, por ser singular-
idad simple, se tiene, por un resultado clasico que se debe a Poincaré, que X es
analiticamente conjugado a su parte lineal, campo éste para el cual el resultado es
obvio,

-si A; = 0, A # 0, la curva Cy es la variedad invariante fuerte (por tanto analitica
por el Teorema 8) y C es una variedad central We. Si bien el Teorema 10 sélo permite
asegurar la existencia de variedad central de clase C* cada vez que fijamos k, en
esta situacion concreta de campos planos podemos probar que cualquier variedad
central W€ es de clase C*: la funcién h(x) cuyo grafo define W€ tiene desarrollo

asintotico formaligual a la serie E(x) que describe la variedad central formal /WC; por

la invariancia, tanto h como h satisfacen una ecuacion diferencial con coeficientes
meromorfos con lo que deducimos que la derivada hA/(z) también tienen desarrollo
asintotico igual a la derivada % (x) de la serie formal y que A’ tiene el mismo grado
de diferenciabilidad que h, por tanto infinito.

El punto 4 es un resultado clasico conocido como Teorema de Briot y Bouquet.
Una demostracién puede verse en el libro [4] por ejemplo.

Otra observacion que se sigue de todo lo comentado es que si la curva formal
fj es convergente, entonces C; en el punto 3 puede tomarse igual a la separatriz
convergente. En cualquier caso, las curvas C} no son necesariamente unicas, salvo
en el caso en que el autovalor correspondiente A; sea no nulo.

Ejemplo 15 (Ecuacién de Euler). Un ejemplo caracteristico es el campo de vectores
plano
5 0

0
X=ux %vL(y—x)a—y

o la ecuacion asociada xQZ—i = y—ux, llamada ecuacion de Fuler. Para este campo, los
autovalores son A\; = 0, Ao = 1. El eje de ordenadas {x = 0} es la curva (analitica)
C5 del punto 3, mientras que la curva formal fl asociada al autovalor nulo no es
convergente (un calculo sencillo por coeficientes indeterminados muestra que fl :
y = h(z) con /B(J?) = > jnlz™*! la serie de Euler). Dibujando el mapa de fases de
esta ecuacién (que puede resolverse por el método de variacién de las constantes),
podemos ver lo siguiente:
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- cada trayectoria de X, salvo las contenidas en el eje {x = 0}, es un grafo
sobre la coordenada x, que toma valores positivos si la soluciéon entd contenida en el
semiespacio {x > 0} y valores negativos si estd contenida en el semiespacio {x > 0},

- existe una unica trayectoria | 7o | en {x < 0} que se acumula en el origen (de
hecho 1lim; o Y9(t) = 0), mientras que cualquier trayectoria | v | en {z > 0} se
acumula en el origen (de hecho lim;, ., y(t) = 0),

- 81 | v | es una trayectoria que se acumula en el origen y es el grafo de la funcién
h, entonces existen los limites de las derivadas de todos los érdenes de h cuando x
tiende a 0 y su desarrollo de Taylor en 0 es igual a la serie de Euler,

- la unién de | 7o |, el origen y una cualquiera de las trayectorias contenidas en
{z > 0} define una curva de clase C*° que hace las veces de curva C; como en el
punto 3 del Teorema 14.

Teniendo este ejemplo como ilustracion, a partir del Teorema 14, y con los teore-
mas de Hartman-Grobman y su generalizacion, Teoremas 9 y 11, podemos describir
la geometria local de las singularidades simples facilmente. Tomamos curvas C1, Cs
como en el punto 3 de dicho teorema, que son no singulares y transversales. Estas
dividen un entorno del punto en cuatro “sectores” abiertos dentro de cada uno de
los cuales todas las curvas integrales v de la restriccién del campo a tal entorno
tienen un comportamiento parecido:

- o bien cada cada ~ tiene limite la singularidad cuando ¢ — +o00 (o cuando
t — —o0) y escapa del sector en tiempo finito negativo (o positivo),

- 0 bien cada 7 se escapa del sector tanto en tiempo finito positivo como tiempo
finito negativo.

El primer tipo se llama sector parabdlico (sumidero si las curvas se aproximan a
la singularidad para t — oo o fuente si es para t — —o0). El segundo se llama sector
hiperbaolico.

Cuando los dos autovalores A;, As tienen el mismo signo no nulo (singularidad que
se llama de tipo nodo) todos los sectores son parabdlicos. Cuando los autovalores
tienen signo contrario no nulo (singularidad que se llama de tipo silla) entonces todos
los sectores son hiperbédlicos. Cuando uno de los autovalores es nulo (singularidad
que se llama entonces de tipo silla-nodo), puede ocurrir que los cuatro sectores
sean parabolicos, que los cuatro sean hiperbdlicos o que dos de ellos contiguos sean
hiperbdlicos y los otros dos sean parabdlicos.

En lo que resta de curso, queremos intentar generalizar esta descripcién local en
términos de sectores para singularidades cualesquiera de campos de vectores en el
plano. Para ello, necesitaremos del resultado de reduccion de singularidades que
permite reducir cualquier singularidad a una singularidad simple mediante trans-
formaciones que reciben el nombre de explosiones. Pasamos a describir, por tanto,
estas transformaciones, una herramienta esencial para el estudio de singularidades.
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3.2. Explosiones, transformados totales y transformados estrictos. La
explosion polar de R? en el origen es el morfismo que consiste en tomar “coordenads
polares”:

7:]0,00) x S' = R?, 7(r,v) = 10,

donde hemos considerado la circunferencia S* dentro de R%. Este morfismo substituye
el origen por la circunferencia {0} x S!', que puede considerarse como representan-
do el conjunto de semirrectas del plano que pasan por el origen y restringe a un
isomorfismo entre el complementario de dicha circunferencia y R? \ {0}.

El problema de este morfismo es que la variedad resultante (el cilindro) es una
variedad con borde, siendo la variedad de partida, el plano, una variedad sin bor-
de. Para solventar este problema puede considerarse el doble recubrimiento de este
morfismo:

F:RxS' = R? F(r,v) =ro.

Ahora, si bien la variedad que resulta es una variedad analitica sin borde, el morfismo
de explosién 7 no es inyectivo sobre R x S'\ {0} x S, sino 2 a 1.

La mejor forma de proceder es considerar la variedad M obtenida a partir de
R x S! por paso al cociente que identifica los puntos (r,v) con (—r, —v) (esto es, los
puntos que tienen la misma imagen via 7. Se obtiene asi el morfismo de explosion
(proyectivo) por paso al cociente

7 M — R2

Se comprueba que M es una variedad analitica real (es de hecho la banda de Moe-
bius no acotada, por tanto no orientable), m es una aplicacién analitica propia (la
contraimagen de un compacto es compacta), que restringe a un isomorfismo entre
M\ 7 10) y R?\ {0} y que D = 7 1(0), denominado divisor excepcional de la
explosion es isomorfo a la recta proyectiva real PL.

Si I es una curva analitica real en el origen, diremos que 7~ (T) es el transformado
total de I' por m. Este conjunto consiste en la unién de dos curvas analiticas, una
de ellas es el divisor D y la otra, [, llamada transformada estricta de I', igual a la
adherencia topoldgica de #=1(T"\ {0}). La transformada estricta I” corta al divisor
D en un tnico punto, igual al punto de la recta proyectiva real correspondiente a la
recta tangente de I' en el origen.

Siempre pensaremos en la variedad M como recubierta por dos cartas afines
(U, (2,y)) y (U",(2",y")) en las que el morfismo de exlosién se escribe (para las
coordenadas cartesianas (z,y) de R?) como

W(ZE,, yl) — (xl7 x/y/)’ W(l‘”,y,/) — ( //y//)y//)‘

La imagen m(U’) cubre R? menos la recta vertical z = 0, privada del origen y la
imagen 7(U") cubre R? menos la recta horizontal y = 0 privada del origen. El divisor
excepcional D estd dado en U’ por '’ =0y en U” esta dado por ¢y’ = 0.
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Usando esta escritura podemos ver sin dificultad lo siguiente. Dado un campo de
vectores analitico

0 0

X =A(x,y)— + B(x,y) —

(z,9) 5 + Bl ,y)ay

definido en un entorno del origen de R? como punto singular, entonces existe un

(inico) campo de vectores X en M, analitico, tal que m,X = X. Dicho campo se

denomina transformado total de X por la explosion 7. La escritura de dicho campo
en las cartas correspondientes es

)E o= A(:L",x’y’)az, + %(B(:v’,x’y’) — y’A(a:’,x’y’)a%,
X |U’: A(A(x”y”,y”) _ :I:”B(x”y”,y”) 0 + B(x”y”,y”)%

yll 8xl/

Cuando la multiplicidad del campo X en el origen (esto es el minimo de los
érdenes de sus componentes A, B) es superior a uno, el transformado total X se
anula a lo largo del divisor excepcional. Esto se traduce en que, cuando escribimos
X |y en la carta (2/,y'), sus componentes pueden dividirse por una potencia de z’
(y andlogamente las componentes de X |y~ se dividen por una potencia de y”). Cada
uno de estos campos resulatantes al hacer estas divisiones se denomina transformados
estrictos de X (en la carta U" o en la carta U", respectivamente).

Si bien los transformados estrictos no coinciden en la interseccién U’ NU”, ambos
generan la misma foliacién en tal interseccién, de modo que si Fx es la foliacion
generada por el campo X en R?, podemos hablar de la foliacién 7 Fx, transfor-
mada estricta de Fx por m, foliacién en la variedad M; esto es, particion de M
por trayectorias que son curvas inmersas o puntos, no necesariamente generada por
ningtin campo de vectores global en M.

Dado un punto ¢ € D, cualquier campo de vectores analitico en un entorno de D
tal que genere la misma foliaciéon que 7*Fx en un entorno de ¢ se llamara transfor-
mado estricto de X por m en el punto q.

Debido a que 7 es un isomorfismo fuera del divisor, la foliacién transformada
estricta es un magnifico objeto para estudiar las trayectorias de X alrededor del
origen (salvo el propio origen como punto singular): la imagen inversa por 7 de una
tal trayectoria es la interseccién de una hoja de 7*Fx con M \ D.

Suponiendo que el origen es un punto singular aislado de X (lo cual siempre supon-
dremos), la foliacién transformada estricta sélo tiene un ndmero finito de puntos
singulares en el divisor D. Dos situaciones son posibles:

- Caso no-dicritico: D es invariante por 7*Fy, esto es, una uniéon de puntos sin-
gulares y hojas no singulares de la foliacion transformada estricta.

- Caso dicritico: D es transversal a las hojas regulares de 7*Fx en casi todos
los puntos (salvo en los puntos singulares y posiblemente en otro conjunto finito de
puntos). En este segundo caso, existe una infinidad de separatrices no singulares del
campo X con tangentes distintas en el origen.
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3.3. Reduccion de singularidades de campos planos. La construccion del
morfismo de explosién puede hacerse no sélo en el origen de R? sino en cualquier pun-
to de una variedad analitica real. Mas explicitamente, sea M una variedad analitica
real de dimensién dos y sea p € M. Sea (U, ¢) un entorno coordenado centrado en p
con rango V = o(U) C R2. Denotemos por 7y : 7 (V) — V la restriccién de la ex-
plosién 7 del origen de R? a 7 (V). Consideremos la unién disjunta M\ {p}Ur=*(V)
e identifiquemos en esta unién un punto a € U \ {p} con 7! (p(a)) € #~1(V) \ D.
El espacio cociente resultante M, admite estructura de variedad analitica real de
dimensién dos donde M \ {p} es un abierto y la aplicacién

a, sia e M\ {p};

Ty i My = M, my(a) = { m(a), sia€n Y (V);

es analitica y propia e induce un isomorfismo entre J\A/[/p \Dy M\ {p}. Se denomina
explosion de M en el punto p (llamado también centro de la explosion). Esta con-
struccién, si bien depende de la carta local utilizada (U, ¢), es en esencia tnica: si

(U, ¢') es otra carta local centrada en p y 7, : M, — M es la explosién construi-
da como antes usando la carta (U’, ¢') entonces se puede comprobar que existe un

isomorfismo analitico 6 : M, — M, que verifica
T ol =1,

Asi pues, el proceso de explosiéon de puntos puede repetirse: tras la primera ex-
plosién m : M; — My = R? en el origen, podemos elegir un punto p; en M; y
realizar la explosién my : My — M; de M; en el punto p; y asi sucesivamente.
Podremos asi fabricar sucesiones finitas de explosiones de puntos

M:M=M2M_ 5" - 3 M3 M,
Para una tal sucesion, el conjunto D = IT"1(0) C M se llama divisor total de I1. Es
una unién D = Dy U---U D, de curvas inmersas en M donde D; es el transformado
estricto correspondiente del divisor excepcional de la explosion ;. Estas curvas son
difeomorfas a rectas proyectivas y 2 a 2 transversales. El morfismo II es analitico e
induce un isomorfismo de M \ D sobre R?\ {0}.

Si el centro p; de explosién my es un punto singular de la foliacién transformada
estricta 77 Fx, entonces, tomando un generador local de dicha foliacién en el punto
p1, los argumentos del parrafo anterior se repiten y tenemos la existencia de una
foliacion mymi Fx en Ma, foliacion transformada estricta de X por la composicion
m o my. Repitiendo este proceso, existird una foliacién transformada estricta 1T* Fx
en M,, con s6lo un numero finito de puntos singulares en el divisor total D y tal

que toda trayectoria de X fuera del origen coincide con la restriccion de una hoja
de II"Fx a M\ D.

Ahora podemos enunciar uno de los resultados mas importantes en teoria local
de campos de vectores planos analiticos.
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Teorema 16 (Teorema de Reduccién de Singularidades de Campos Planos). Sea X
un campo de vectores analiticos definido en un entorno U del origen de R?, siendo
el origen su unico punto singular. Entonces existe una sucesion de explosiones de
puntos I1 : M — U, que son singulares para las sucesivas foliaciones transformadas
estrictas, y tal que la foliacion transformada estricta final 1I* Fx wverifica:

1. Cada punto singular de II* Fx es una singularidad simple (singularidad simple
para un generador local de la foliacion en dicho punto).

2. Cada componente D; del divisor total, o bien es invariante por II* Fx o bien
no contiene puntos singulares de I1* Fx y es transversal a las hojas en todos
sus puntos (se denominan componentes dicriticas ).

Una de las primeras versiones del teorema de reduccion de singularidades se debe
a Seidenberg [24]. Aunque hemos presentado aqui la version real, el resultado puede
establecerse para campos de vectores holomorfos (los coeficientes son series comple-
jas convergentes en dos variables). Si se quiere ver una demostracién detallada del
Teorema 16 tal y como lo hemos enunciado puede verse en el libro en preparacion
de Cano, Cerveau, Désertie [4]. La demostraciéon contenida en este libro, aparte del
resultado, es muy interesante en si misma pues contiene muchos conceptos nuevos e
informacion relevante sobre singularidades de campos planos. Una demostracién mas
concisa, que cubre tinicamente el caso en que no aparecen componentes dicriticas,
puede también verse en el curso de Camacho y Sad [6].

3.4. Descripcion local de campos planos en sectores. Haciendo uso del
teorema de reduccion de singularidades, podemos describir la geometria local de
las trayectorias de buena parte de singularidades de campos de vectores analiticos
planos.

Sea X un campo de vectores analitico plano y sea p una singularidad. Una trayec-
toria no singular | v | de X que se acumula a la singularidad se dird que es una
drbita caracteristica en p si posee una tangente bien definida, esto es, si m; (B2
se acumula a un tnico punto del divisor excepcional, donde 7, es la explosién con
centro en el punto p.

El campo de vectores X se dice que tiene una singularidad de tipo centro-foco
en p si no existen orbitas caracteristicas en p. En este caso tenemos un resultado
que asegura que, o bien las trayectorias que se acumulen en p no tienen tangente y
giran en espiral alrededor de p (se dird que la singularidad es un foco), o bien un
entorno del punto p esta formado por érbitas cerradas (se dird que la singularidad es
un centro).” La determinacién de si un campo de tipo centro-foco es efectivamente
un centro o un foco es un problema de una naturaleza transcendente que no puede

ZEste resultado, aparentemente inocente, no es nada trivial. Es un avatar del denominado prob-
lema de Dulac sobre la finitud de ciclos aislados en un entorno de una singularidad, problema
resuelto independientemente por Ilyashenko y Ecalle haciendo uso de teorfas y técnicas compli-
cadas e intrincadas.
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determinarse mirando la expresion del campo de vectores, esto es, los coeficientes
como series de potencias (véase el libro de Arnold [2]). Debido a que un centro
no es topolégicamente equivalente a un foco, debemos descartar las singularidades
de tipo centro-foco si queremos dar una clasificacion de la dinamica local médulo
equivalencia en términos razonables.

Usando la reduccién de singularidades, podemos determinar si un campo X tiene
una singularidad de tipo centro-foco en un punto p: equivale a decir que para una
reduccién de singularidades de X en p, no aparecen componentes dicriticas y que
todas las singularidades de la foliacién transformada estricta se encuentran en las
intersecciones de las componentes del divisor y los sectores locales en dichos puntos
son todos de tipo silla.

Ahora, para las singularidades que no son centro-foco, tenemos una descripcion
por sectores, al estilo de las singularidades simples:

Teorema 17 (Descripcion local en sectores de campos planos). Supongamos que X
tiene una singularidad en p que no es de tipo centro-foco. Entonces existe un niumero
finito de orbitas caracteristicas de X en p que determinan “sectores curvilineos”
que rellenan un entorno V' de p, cada uno de los cuales puede ser, o bien de tipo
hiperbolico, o bien de tipo parabolico, o bien de tipo eliptico: cada curva integral ~
de X |y en tal sector estd definida en todo R y limy_, 4o y(t) = p.

La demostracion de este resultado se basa en los siguientes argumentos. Después
de una reduccién de singularidades 11, todas las singularidades de la foliacién trans-
formada estricta II* Fx son simples. Podemos por tanto describir sectores locales
alrededor de dichas singularidades de tipo parabdlico o hiperbdlico. Cada uno de
estos sectores locales pueden propagarse a lo largo de los arcos de curva del divisor
total D = IT~!(p) en los que no hay singularidades de la foliacién siguiendo las hojas,
de manera que al llegar a otra singularidad, el sector propagado es un nuevo sector
local (o una parte de él) en la nueva singularidad. Esto da lugar a zonas alrededor
D donde el comportamiento asintético de las trayectorias es conocido. La imagen
de esta zona por II es uno de los sectores buscados en el enunciado del Teorema 17.
Si partimos de un sector hiperbdlico local y llegamos a otro sector hiperbdlico local,
dicha imagen nos da lugar a un sector hiperbdlico en la singularidad de partida p;
si partimos de un sector parabdlico local y llegamos a un sector hiperbdlico local,
dicha imagen es un sector parabdlico en p; finalmente, si partimos de y llegamos a un
sector parabdlico local, entonces dicha imagen es un sector eliptico en p. Si se quiere
ver mas detalles, se recomienda consultar el libro de Lefschetz [17] y el articulo de
Dumortier [10].

Una tultima observacion sobre la descripcién local en sectores antes de terminar.
Notese que el nimero y caracter de los sectores locales en una singularidad no esté bi-
en determinado. Por ejemplo, si tenemos dos sectores parabdlicos contiguos, la unién
de ambos determina un tnico sector parabdlico. También, los sectores elipticos no
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estan bien definidos a menos que especifiquemos el entorno V' en el que consider-
amos definido el campo: si consideramos un entorno V'’ mas pequeno, algunas de las
curvas integrales contenidas en un sector eliptico dentro de V' se salen del entorno
V' en tiempo finito y no pueden formar parte de un sector eliptico dentro de V’,
sino de un sector parabdlico.

Existe, no obstante, una relacién entre el niimero y caracter de los sectores nece-
sarios para una descripcion local en un entorno de la singularidad y un invariante
topoldgico asociado a la singularidad que se llama el indice. No entramos en este
tema, pero invitamos al lector que consulte el libro de Perko [22] para tener una
primera aproximacion a él.
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Problemas y ejercicios sobre la parte bésica del curso

Campos de vectores en variedades

Ejercicio 1.— Sea n un numero natural mayor o igual a cero. Dar
ejemplos de campos de vectores analiticos en S! con exactamente n
puntos singulares.

Ejercicio 2.— Contruir ejemplos explicitos de campos de vectores
analiticos sobre la esfera S? que posean exactamente:

e Un punto singular.
e Dos puntos singulares y una orbita periédica.

Ejercicio 3.— Sea n un numero natural mayor o igual a cero. Dar
ejemplos de campos de vectores C™ en S? con exactamente n puntos
singulares. Hacerlo también en el contexto analitico.

Ejercicio 4.— Probar que todo campo diferenciable en una variedad
compacta es completo.

Ejercicio 5.— Contruir ejemplos explicitos de campos de vectores
analiticos sobre el plano proyectivo PZ. Més generalmente, contruir
ejemplos explicitos de campos de vectores C* sobre el espacio proyec-
tivo n-dimensional Pg.

Ejercicio 6.— Sea X un campo de vectores C'*° en una variedad M
y seap € M. Sea v, : I, = M la curva integral maximal de X por
el punto p. Supongamos que 7, no es inyectiva. Probar que entonces
I, =R y que v,(R) C M es una subvariedad regular de M difeomorfa
a St

Ejercicio 7.— Un campo X en R? se llama polindmico si se escribe
respecto de la base estandar de las parciales como

0
Jdy
donde P, son polinomios. El maximo de los grados de P 6 @) se
denomina grado del campo de vectores. Se pide:

0

(1) Probar un campo de vectores polindmico de grado uno se ex-
tiende a un campo de vectores diferenciable en el plano proyec-
tivo P§.

1



(2) Dar ejemplos de campos de vectores polindmicos de grado mayor
que uno que no puedan extenderse al plano proyectivo.

(3) Sea X un campo de vectores polindmico como antes y supong-
amos que los polinomios P y () no tienen factores comunes.
Probar que existen un conjunto finito de puntos 2 en P2 y una
foliacién F en P2 de dimensién uno (singular con puntos singu-
lares en ) tal que cada trayectoria maximal de X en R? estd
contenida en una hoja de F en P§.

Ejercicio 8.— Sabiendo que no existen campos de vectores sin sin-
gularidades en la esfera S?, ;puede existir un campo de vectores en el
plano proyectivo real que no se anule en ningin punto?

Ejercicio 9.— Consideremos el toro como la variedad producto T =
St x S'. Sea a un ntimero real positivo y consideremos la aplicacién
©o : R — T definida por ¢, (t) = (2™ ™). Se pide:

(1) Probar que ¢, es una inmersién inyectiva.

(2) Probar que si « es un nimero racional, la imagen de ¢, es una
subvariedad regular de T difeomorfa a S'.

(3) Probar que si a no es racional entonces la imagen de ¢, es un
subconjunto denso de T.

(4) Probar que existe un campo de vectires diferenciable X, en T
tal que ¢, es una soluciéon maximal de X,,.

Flujos y equivalencias

Ejercicio 10.— Para cada ntimero entero positivo k, considérese el
campo de vectores

en R. Se pide:

(1) Explicitar el flujo maximal de Xj.

(2) Determinar para qué valores de k, X es completo.

(3) Determinar las clases de equivalencia y conjugaciéon C" de tales
campos (esto es, cudndo dos de los campos X, X; son C"-
equivalentes y cudndo son C"-conjugados). ;Depende esta clasi-
ficacién de r?

Ejercicio 11.— Explicitar el flujo maximal del campo

ox

en R2.
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Ejercicio 12.— Explicitar el fluyjo maximal del campo X en S?
obtenido por proyecciéon ortogonal del campo % en R3.

Ejercicio 13.— Dar ejemplos de campos de vectores en R? y en R?
con singularidad en el origen y que no sean localmente topoldgicamente
equivalentes.

Ejercicio 14.— Dar ejemplos de campos de vectores en R? y en
R3 con singularidad en el origen que sean localmente topolégicamente
equivalentes pero que no sean localmente C''-equivalentes.

Campos lineales

Ejercicio 15.— Sea X = X4 un campo lineal en R" de matriz A.
Sea L un subespacio lineal de R". Mostrar que L es invariante para A
como aplicacién lineal A : R™ — R"” si y sélo si L es invariante para el
campo X 4.

Ejercicio 16.— Hallar el flujo, dibujar el mapa de fases y describir
los subespacios lineales invarantes de los campos lineales con la sigu-
iente matriz A:

wa=(%3)
@a=(94)
@a=(11)

2 0 0
WA= 1 =2 0
0 1 -2

Ejercicio 17.— Una matriz A se llama semisimple si en su descom-
posicién de Jordan real no hay unos fuera de la diagonal; esto es, si
existe P inversible con P~'AP = D, siendo D diagonal por bloques
con bloques 1-dimensionales o loques 2-dimensionales de tipo complejo

( Z _ab ) Sea X4 el campo lineal en R™ con matriz A. Se pide:

(1) Probar que si A es emisimple y no hay autovalores de A con
parte real positiva (resp. negativa), entonces toda semi-trayectoria
positiva (resp. negativa) de X4 permanece acotada.

(2) Mostrar ejemplos en los que se vea la necesidad de la hipétesis
A semisimple.



Ejercicio 18.— Sea X un campo lineal en R™ de matriz A y sea
R"™ = E* @ E° @ E" la descomposiciéon en subespacios estable, central
e inestable, respectivamente. Se pide probar:

(1) Siv e E°\ {0} y A es semisimple, entonces la trayectoria =,
de X que pasa por v permanece acotada y alejada del origen:
m < |7 (t)| < M para m, M > 0.

(2) Si A no es semisimple y E° # 0, existe v € E°\ {0} tal que

Variedades invariantes y teorema de Hartman-Grobman

Ejercicio 19.— Calcular la variedad estable local en el origen de los
siguientes campos:

(1) X=—a22 +(y+ :p2)a% en R2.
(2) X =—aZ +(—y+ xQ)a% +(z+2?)Z en R

Ejercicio 20.— Calcular varias aproximaciones sucesivas, segun la
demostracion bosquejada en el texto del Teorema de Hartman-Grobman,
para el homeomorfismo que conjuga el campo

0 0

X=—-ao—+y+a2")=—

5 T W) o

a su parte lineal en el origen. Obtener explicitamente una tal conju-

gacion topologica mediante el calculo del flujo de X y comparar con
las aproximaciones obtenidas.

Ejercicio 21.— Considérese el campo de vectores en el plano

X :x2£+y£.

Probar que existe una infinidad de variedades centrales en el origen y
que todas ellas son de clase C*.

Ejercicio 22.— Calcular algunos términos de las variedades invari-
antes formales en el origen del campo de vectores

0 9] 0
X =(—x +y2)8_x +:cza—y + (2 — a:y)a

Campos planos

Ejercicio 23.— Mostrar que una singularidad simple en el plano
tiene exactamente dos curvas formales invariantes, que estas son no
singulares y transversales entre si.

Ejercicio 24.— Explicitar una lista de singularidades simples en el
plano de modo que cualquier otra singularidad simple sea localmente
topoldgicamente equivalente a una de las de la lista. Determinar el
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cardcter de los sectores hiperbélicos y/o parabdlicos que salen en cada
caso.

Ejercicio 25.— Sea X un campo plano analitico con singularidad
simple en 0 € R2. Mostrar que 0 es una singularidad no dicritica y que
la foliacion transformada estricta de Fx por la explosion del origen
tiene dos singularidades en el divisor excepcional, ambas simples.

Ejercicio 26.— Probar el teorema de reducciéon de singularidades
para el caso mas sencillo en que partimos de un campo X que tiene
una parte lineal en el origen no nilpotente.

Ejercicio 27.— Mostrar que el campo de vectores plano
X =(y—a’)(y— 22T — (& +y*)’R
donde T = —ya% + xa%, R = —xa% — ya%, es de tipo centro-foco.
[El interés de este campo es que sus érbitas, atin girando en espiral
alrededor del origen, el angulo con el que giran presenta “retroceso”
cuando pasa entre las dos ciibicas factores de 7).

Ejercicio 28.— Describir una reduccién de singularidades del campo
plano
X = (1 + oy + 2% o 4 (g + 202y — ') o
ox dy
y dar una descripcion local del mismo en términos de sectores parabdlicos,
hiperbélicos y/o elipticos.

Ejercicio 29.— Precisar y demostrar el resultado que dice que dos
campos planos con singularidad aislada en el origen que no son de tipo
centro-foco son localmente topoldgicamente equivalentes si y sélo si
tienen la “misma” configuracién de sectores parabdlicos, hiperbodlicos
y elipticos.
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