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Introduccion

El método de factorizacién fue aplicado primero por Dirac en particulas de espin 1/2 en
un contexto de mecénica cuantica relativista a la hora de resolver la ecuacién de Klein-
Gordon [4], B]. Edwin Schrédinger, inspirado en este método, lo aplicé para resolver la
ecuacion radial del atomo de hidrégeno, obteniendo una forma de resolver la ecuacion
diferencial sin necesidad de aplicar el método de Frobenius [6]. Seguidamente, abordé el
problema del oscilador arménico [7] con este método. La idea principal de Schrodinger
trata sobre, al ser el hamiltoniano (en mecénica cudntica no relativista) un operador
diferencial de segundo orden, factorizar este en dos operadores diferenciales de primer
orden. Esta idea se sustenta en la reducciéon de orden de una ecuacion diferencial de
segundo orden al conocer una de sus dos soluciones. Estos operadores no conmutan, y
en el caso de intercambiar el orden de estos llevan a un hamiltoniano distinto, pero con
un espectro similar al inicial. El caso del oscilador arménico es el preferido para iniciarse
en esta materia por su simplicidad. Considérese el hamiltoniano de este sistema, con un
término en el potencial que mande el valor de la energia del estado fundamental al origen
de energias:

d? w? w d 1 d 1
HO =~ e Y (L ) (L taw) =BT B
a2t Ty (dx+2m)( dx+2m> :

Donde los operadores B* son conocidos como los operadores de intercambio, se ha reque-
rido que el primer operador B~ aniquile al estado fundamental del oscilador armoénico,
asi, BT queda totalmente determinado al exigir que BT B~ coincida con H®. Si alter-
namos el orden en el que estos aparecen, obtendremos el companero supersimétrico de
H®O:
HY — B~ _B—&-:_d_z_{_w_QIQ_C_‘)‘
dz? 4 2
Ambos hamiltonianos son idénticos, excepto por un término constante en el potencial
que mueve el origen de energia. Ademads, establece una correspondencia entre los niveles
de energia de ambos hamiltonianos, de manera que los operadores de intercambio estan
estrechamente relacionados con las relaciones de recurrencia y las derivadas de los po-
linomios de Hermite que describen a las funciones de onda del oscilador armonico. En
la publicacién [6], Schrodinger aplica este método al problema de Kepler en mecanica
cuantica no relativista, mientras que en el ejemplo del oscilador, el alternar el orden de
los operadores lleva al mismo potencial con desplazamiento en el origen energético, no
ocurre asi en este problema, que lleva a un nuevo término en el potencial de H® que
modifica el momento angular. Seguidamente, en la literatura se vuelve a popularizar por
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[8] al dar una clasificacién de potenciales que se pueden resolver de manera exacta y por
[9] al darle méas consistencia al método.

Hasta ahora solo hemos hablado de mecénica cuantica, ya sea relativista y no relativista,
pero no de la supersimetria. El término supersimetria no entra en juego hasta los anos 70,
ya en un contexto de teoria cuantica de campos, con el objetivo de explicar algunas de las
fallas del modelo estandar, como el problema de la jerarquia en las escalas energéticas en
las que actia cada fuerza fundamental, las divergencias ultravioletas que no pueden ser
resueltas mediante renormalizacién de la teoria y otros ejemplos [10, IT]. No entraremos
en estos detalles de la teoria cuantica de campos, ya que a pesar de ser interesantes y
poder llegar a explicar grandes problemas de la fisica actual, escapan a nuestro campo,
la Mecanica Cudntica Supersimétrica (SUSY-QM por sus siglas en inglés).

La SUSY-QM se desarrolla a la par que su respectiva en fisica de particulas, heredando
parte de la terminologia de esta [I2]. Primero es presentada como un modelo de juguet(ﬂ
por Witten para explicar el fenémeno de la ruptura espontanea de la supersimetria en
teorfa de campos [9]. Asi, lo que en la teoria cudntica de campos serfan las supercargas,
que permiten relacionar grados de libertad bosénicos y fermidnicos, con la misma ma-
sa, y, por tanto, misma energia, en SUSY-QM estan relacionados con los operadores de
intercambios BT que nos permiten relacionar los niveles de dos hamiltonianos, que son
companeros supersimétricos, y poseen el mismo espectro (isospectrales).

Hasta ahora el camino seguido en SUSY-QM estd basado en el método de factorizacién, e
inspirado en los resultados relacionados con métodos de integral de camino y TCC [9, 12}
15, 15H25], junto al desarrollo de la clasificacién de los potenciales invariantes de forma
por [26]. Asi, se consiguen socios supersimétricos con una dependencia espacial equiva-
lente, solo difiriendo entre si por el traslado de un parametro, a la par que la ecuacion
diferencial de segundo orden que gobierna ambos hamiltonianos es la misma. Este tipo
de potenciales se caracterizan por construir el socio supersimétrico de H® a partir del
estado fundamental.

Dentro de mecanica cuantica, existen los estados coherentes, primeramente mencionados
por Schrédinger en 1926 [27], y més tarde retomados por [28] en éptica cudntica. Dichos
estados son estados de incertidumbre minima, cuyos valores medios a través de obser-
vables les hacen los mas parecidos dentro de lo posible a su contraparte clasica. En el
contexto del estudio de este tipo de estados, surge una de las lineas de investigacién de
SUSY-QM en [29-31], donde se derivan nuevos resultados, en los que a diferencia de lo
planteado anteriormente, se llega a nuevas familias de soluciones, partiendo de un oscila-

IExpresién recurrente a la hora de ensefiar a los estudiantes modelos sencillos antes de abarcar los
més complejos, como puede ser el modelo ¢* en teorfa cudntica de campos.



dor armoénico. Estos nuevos resultados surgen al aplicar teoria de ecuaciones diferenciales,
en los que se puede pasar de una ecuacién lineal de segundo orden a una ecuacion no lineal
de Ricatti [32]. Ahora, a diferencia de los potenciales invariantes de forma, se obtienen
nuevos hamiltonianos de espectro conocido, pero con una forma funcional completamente
diferente de los sistemas partida, permitiendo obtener nuevas soluciones exactas en forma
cerrada a nuevos potenciales.

Hasta aqui solo se han mencionado factorizaciones que involucran operadores de inter-
cambio que son operadores diferenciales de primer orden. Esto cambia en [33], donde se
introduce la posibilidad de utilizar operadores de intercambio que son operadores diferen-
ciales de segundo orden, lo que lleva a un sistema de ecuaciones diferenciales no lineales
que permite derivar nuevas familias de osciladores de espectro conocido. La posibilidad
de realizar transformadas con operadores de intercambio de orden mayor que 1 siempre
ha estado ahi, pudiendo entenderse como varias transformadas de primer orden concate-
nadas entre una serie de hamiltonianos que son supercompaneros en una correspondencia
uno a uno, este ejemplo se ve muy bien cuando tratamos potenciales invariantes de forma
[34-39].

Estas serian las transformadas supersimétricas de primer orden y orden n, que llamaremos
ordinarias, al ser disenadas con las funciones que cumplen la ecuacién de Schrodinger
asociadas al hamiltoniano original. Dentro de las aportaciones que permiten llegar a
nuevos sistemas que se salen de la invariancia de forma, entra en juego la transformada
supersimétrica confluente. La transformada confluente surge al plantear el algebra de
operadores, asumiendo un operador de intercambio de segundo orden. [40]:

B*HY = H®p*t Bt = & + n(gc)i + ()

’ dx? dx '

Donde v(z), n(x) son funciones incégnita, al extraer los coeficientes de las derivadas se
obtiene un sistema de ecuaciones diferenciales no lineales bastante complicado:

{m — VO 4 2/(2), A(&) =d—VO(a) +P(@)/2 - ()2,
n(x)y"(x) = (7' (2))*/2 + n*(x) (n*(z) — 20 (x) — 2V (z) + 2d) +2c =0

La naturaleza de la transformada aqui definida queda determinada asumiendo que es-
tados son destruidos por BT, por ejemplo, si destruye dos estados ligados de H® | esto
se reduce a una transformada de segundo orden bastante sencilla, donde las funciones a
determinar en el operador de intercambio se reducen a dos ecuaciones de Ricatti [34, 41].
El problema radica en buscar una solucion general. La transformada confluente surge
al considerar que Bt destruye un estado de H®, lo que permite despejar la forma de
v(z), dejando n(z) como unica funcién a determinar mediante una ecuacién diferencial
no lineal. Una solucién particular de esta ecuacion viene dada por el ansatz en la que se
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reducen las dos ecuaciones de Ricatti a una ecuaciéon de Bernoulli, una vez considerado
que ambas funciones semilla de la transformacién poseen la misma energia de factori-
zacién [42]. Al tener en cuenta que tenemos dos estados fisicos con la misma energia,
la transformada confluente permite trabajar en sistemas con degeneracion, asi como en
sistemas que estan limitados a una regién finita del espacio [IH3]. Ademds, permite ge-
nerar nuevos potenciales de espectro real conocido, pudiendo incluso generar potenciales
complejos aprovechando la constante de integracién que surge de su planteamiento [43].

El proceso por el cual se construye la transformada confluyente requiere saber cual es
la primitiva del cuadrado de la funcién de onda, lo que puede ser tedioso, en [44] [45] se
presenta una manera de realizar este calculo a través de la derivada de la energia como
parametro, dentro de la forma funcional de la funciéon de onda, lo que simplifica los calculos
en determinados casos. Estas transformadas estdn ligadas con una cadena de Jordan, en
las que la segunda autofuncién del operador de intercambio no es ya funcién de H® | sino
de su cuadrado en el caso de doble degeneracion, aunque también se puede definir una
cadena de Jordan a mayor orden [46] [47]. También es destacable el desarrollo de SUSY
mediante wronskianos, lo que puede llegar a simplificar enormemente los calculos cuando
ciertas funciones especiales estan involucradas [48] [49].

El objetivo de esta Tesis Doctoral, en el campo de la fisica matematica, es estudiar nuevos
sistemas isospectrales derivados de la aplicacién de transformadas supersimétricas. Para
ello se ha consultado la bibliografia especializada de las iltimas décadas, en la que tanto
mi director y tutor, han sido artifices en algunos de los avances principales de este campo.

Los resultados principales de esta Tesis Doctoral han desembocado en tres publica-
ciones, que son las presentadas en las primeras paginas de este documento, que también
apareceran en los anexos de este. Aun asi, se dispone a lo largo de los siguientes cuatro
capitulos los principales resultados de esta investigacion, asi como otros resultados que
no entraron dentro de los articulos por cuestién de formato o por extension.

La metodologia es la tipica dentro de este campo de la fisica tedrica: antes poder aplicar
transformadas supersimétricas para obtener parejas de socios isospectrales, necesitaremos
poseer toda la informacion del sistema original: espectro, soluciones de su ecuacion de
Schrodinger, asi como las propiedades de las funciones especiales que describan a las fun-
ciones de onda.

Después realizaremos distintas transformadas supersimétricas para obtener companeros
supersimétricos del hamiltoniano original, obteniendo nuevas propiedades, como poten-
ciales con simetria PT', ruptura de la supersimetria por la eleccion de distintas funciones
semilla, y otros tipos de caracteristicas.



Capitulo 1

Fundamentos teoricos

En este Capitulo se establece la base tedrica aplicada en las publicaciones [1H3], que més
adelante son adaptados en los Capitulos y [4} Inicialmente, abordaremos las trans-
formadas supersimétricas en mecanica cuantica no relativista, eje central de esta Tesis
Doctoral. A continuaciéon se introduciran las extensiones autoadjuntas de operadores en
espacios de Hilbert, para el tratamiento en los Capitulos [2| y [3| de las extensiones del ha-
miltoniano libre restringido a un intervalo de la recta real. Luego, hablaremos de la matriz
S y su utilidad en el calculo de los niveles energéticos para un potencial no confinante,
el cual trataremos en el Capitulo [l Finalmente, se presentan unas breves nociones sobre
ecuaciones fuchsianas, las cuales nos permitiran clasificar los nuevos sistemas cuanticos
unidimensionales producto de las transformadas SUSY.

1.1. Transformadas Supersimétricas

En esta Tesis, se ha estudiado la Mecanica Cudntica Supersimétrica (SUSY-QM) a través
de varias fuentes bibliogréficas. Inicialmente, se ha seguido [14] para una introduccién a
la materia, adoptando una notacién inspirada en la Tesis [50]. Adicionalmente, se ha re-
visado las aportaciones de los tltimos 30 anos [T, 2], 14} 38, 40, 4], 48, 51H58], destacando
los aportes de la SUSY-QM confluente y de alto orden.

La ’supersimetria’ surge en la década de los setenta en el ambito de la fisica de particulas
[59], dentro de las teorias de gran unificacién (GUT). El objetivo es explicar por qué exis-
te una discrepancia entre las constantes de acople del lagrangiano del modelo estandar,
y las teorias efectivas desarrolladas a un nivel fenomenolégico. Una manera de solventar
este problema es anadiendo nuevos términos al lagrangiano, con nuevas constantes de
acople en sus términos, esto permitiria solventar ciertas divergencias y otros problemas
de escala energética.

En el caso de supersimetria, a cada uno de los fermiones (campos de espin semientero)
y a los bosones (mediadores de las fuerzas fundamentales entre los fermiones, de espin
entero), se les asigna un supercompafero, que serd un nuevo tipo de particula, a cada
fermidn se le asigna un bosén nuevo. La relacion entre una particula y su superparticula
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viene dada por una supercarga, que sera la generadora del algebra de la supersimetria [60].

Pero este no es el objeto de estudio de esta tesis doctoral, en la cual aplicaremos trans-
formadas supersimétricas en el ambito de la mecédnica cudntica (no relativista), no en
la teoria cuantica de campos. El objetivo de la supersimetria en mecanica cudntica no
relativista es construir hamiltonianos con espectro similar a uno dado. Se dice que el
hamiltoniano de partida y el hamiltoniano obtenido por la transformada son companeros
supersimétricos. Esta transformada aplicada de manera repetida lleva a construir series
infinitas de hamiltonianos, en las que cada miembro de la serie es similar al anterior y al
siguiente. Basado en el método de factorizacién introducido por Schrédinger [61], dado
un sistema cuantico, compuesto por su espectro, autofunciones y hamiltoniano, podemos
llegar a nuevos sistemas cuanticos con el mismo espectro, pero con autofunciones y po-
tencial completamente distinto al original.

Ambas teorias supersimétricas tiene su base en la transformada de Darboux [62H66]. En
nuestro caso serd aplicada a problemas de sistemas integrables para la generacién de
nuevos potenciales, en los que dado un problema de Sturm-Liouville del tipo:

2

_%W) + V(@)n(@) = Buthn().

Doénde se podran ordenar los valores propios de manera creciente F,, < E, 1, entonces se
definira una transformacién del potencial y funciéon de onda, generando un nuevo sistema
con el mismo espectro, pero con un nivel menos, a continuacion se presenta el método.

1.1.1. Introducciéon a SUSY-QM

Dado un hamiltoniano unidimensional H®, con potencial V) (), autofunciones {(bz(»o) ()}

y autovalores {Efo)}, siendogbéo) el estado fundamental del sistema con energia E((]O) , la
que no tiene por qué ser cero. Se plantea un hamiltoniano H" con las mismas autofun-
ciones que H®, pero con espectro de energfas desplazado, cuyo estado fundamental sea
de energia nula.

HOyW(z) = EOypO(z), VI(z) = VO (z) - E(()O) O — po) _ Eéo)

Y n n

Se busca un hamiltoniano H®, con potencial V| y dos operadores diferenciales de
primer orden A" y A que cumplan la siguiente algebra con H™) [34]:

AHYD = H® A HO AT = ATH® (1.1)

Los operadores A y A" son operadores diferenciales de primer orden dados por:
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d d
¢ P _4
A=+ W), Al=—— W)

W (x) es conocido como ‘superpotencial’ [I4]. Resolviendo el dlgebra de operadores, to-
mando los coeficientes de las derivadas iguales cero, se obtiene las siguientes expresiones
para los potenciales:

VO (2) = Wz) = W'(z), VO(x)=W*z)+ W' (z), (1.2)
VO(z) =V (z) =20 (2). (1.3)

Resolver la primera de las ecuaciones de ([1.2)) es equivalente a resolver la ecuacién de
Schrodinger asociada a H | ya que esta es la ecuacién de Ricatti asociada a esta ecuacién
de segundo orden [32]. Sean {(bﬁ»”} las autofunciones de H, con espectro {Ej(l)}, el

espectro de H® se deduce a partir del dlgebra de operadores:

A(HY (o)) =B A (o) = H® (A ("))

Sean {¢§-2)} las autofunciones de H®, con espectro {EJ(-Q)}, podemos ver como es el
espectro de H :

AT (H® (60)) = EP AT () = HO (41 (7).

Por lo que ambos hamiltonianos son isospectrales (EJ(-l) = E’](-Q)), y sus autofunciones se
ven relacionadas por los operadores de intercambio A y A', que cumplen una relacién de
conmutacion similar a la del oscilador arménico cuando este es descompuesto en opera-
dores escalera [67-72]. La relacién entre autofunciones de ambos hamiltonianos, y como

dependen estos de los operadores:

HW = ATA, H® = AAT,

A0 = JED$D Atg® =\ [ED O,

Por lo que caracterizado uno de los dos hamiltonianos, ya tenemos el otro, siempre y
cuando se sepa como es W (x). Si el operador A aniquila el estado fundamental de H™):

d
Agy) =0 = W(r) = ——log ey’ (x)

Asi, el superpotencial queda determinado por la derivada logaritmica del estado funda-
mental del hamiltoniano H. Esto implica que el hamiltoniano H® no tendra nivel para
7 = 0, aunque compartan el espectro, el segundo companero pierde un nivel respecto a
su pareja.
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También podemos construir el superpotencial a partir del fundamental de H®: gb((f):

d
Alge? =0 = W(z) = —logéy” ()
x
El estado fundamental de H" estarfa desconectado del estado fundamental de H®,
teniendo este un nivel mas. Se dice que SUSY es exacta cuando un hamiltoniano tiene
un nivel menos que su pareja [73].

H H®2) H H®
— Al 71— —T1 - Al ———
I I
: /—\ | I /—\ :
— — 1 — 1 S
I ' ' I

| N ~— 7
| | I
. - R —
|
| |
—L M =9 EV =0 ——

Figura 1.1: Esquema de niveles en el caso de que SUSY se conserve.

Si se construye el superpotencial con una de las funciones de onda de cuadrado integrable
de HM | se da el primer caso de SUSY que aparece en la figura , teniendo asf H® un
nivel menos. En cambio, si construimos el superpotencial con una autofuncién de H®
que no es de cuadrado integrable, es posible generar un compaiiero H® con un nivel més
que HM | este es el segundo tipo de SUSY que aparece en la figura .

Volviendo a un hamiltoniano H® dado, sean V) (x) su potencial, y su espectro {E](O)}

. 0 . ~ . s . .
con autofunciones {qbg )}, definiremos como sus companeros supersimétricos, bajo una
transformada supersimétrica ordinaria de primer orden, a los siguientes dos hamiltonia-
nos:

HO = 5 +VO(2), V() = VO = B = W (x) - W(x),

 da?
H® = — 5+ V(). VO(x) = W) +W/(a),
W)= —Llogey, EY =EY —E,
) W( éo>7¢(‘o>>

(1) _ 400 () _ 1 e _
¢J ¢J ’ ¢J /E](;) ¢J /EJ(,” ¢,§)0>

Decimos que la transformada es ordinaria cuando el estado fundamental de H® se utiliza
como semilla para la construccién del superpotencial. De esta manera siempre tendremos
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1.1. Transformadas Supersimétricas

el estado fundamental E((]l) = 0 para ambos miembros de la pareja supersimétrica. te-
niendo el primer tipo de SUSY.

SUSY como simetria

Planteamos dos operadores matriciales a los que llamaremos supercargas:

00 0 Af
@=(30) @=( o)

El anticonmutador de estos operadores dara lugar a un hamiltoniano matricial cuyos
elementos diagonales seran la pareja de hamiltonianos supersimétricos:

T 1
H-t@.or=ea+ao= ("7 ) = () 4h)

Esta definicién nos lleva al siguiente conmutador [Q, H,] = [Qf, H,] = 0, siendo las
supercargas las generadoras de la supersimetria [12]. Ya que la pareja de hamiltonianos
es isospectral, tendremos que los autoestados de H, estdn degenerados (excepto por el
estado fundamental, que solo existird en uno de los dos hamiltonianos):

I = (|¢§)>) 5 (1)

Diremos que la supersimetria (SUSY) se conserva cuando el valor medio del fundamental
de H, sea nulo, es decir:

(@M HD (o) =114 165"y |12 = 0,

0| H, 10) =
O {<¢>§?>| H® o) = || AT o?) |2 = 0.

Por lo tanto, para conservar la supersimetria en cualquiera de los dos casos, las supercar-
gas deben actuar sobre el estado fundamental y aniquilarlo. La ruptura de la supersimetria
puede tener dos posibles causas: la no conmutatividad entre las supercargas y el hamilto-
niano matricial (lo cual no nos interesa, ya que en ese caso no habria parejas isospectrales),
o bien la existencia de un mecanismo de ruptura espontanea de la supersimetria.

La ruptura espontanea de la supersimetria (SSB) ocurre cuando el valor del estado fun-
damental |0) de Hy es distinto de cero, andlogamente al mecanismo de Higgs en fisica de
particulas, donde (0] Hy |0) > 0. Esto lleva a la siguiente relacién entre los operadores de

intercambio: 0 " "
1
(30 | HW 6"y = || A 6p") || > 0,

(08 H o) = || At |657) |12 > 0.

Por lo tanto, los estados fundamentales respectivos de la pareja nunca son aniquilados,
lo que impide que podamos relacionar el superpotencial con el estado fundamental de

(0] H, |0) = {



Capitulo 1. Fundamentos tedricos

ninguna de las parejas. A diferencia de la conservacién de la supersimetria, donde un
hamiltoniano tiene un nivel méas que el otro, en el caso de la SSB ambos tienen la misma
cantidad de niveles.

Para construir una pareja de hamiltonianos supersimétricos con SSB, el superpotencial
se define a partir de un estado no fisico y que no se encuentre entre las autofunciones de
cuadrado integrable de la dupla H", H®  aunque sf verifique las ecuaciones de Schrodin-
ger asociadas en cada caso, dejando invariante la cantidad de niveles, pero alterando la
forma del potencial y funciones de onda.

SUSY rota mediante SSB

Consideremos un hamiltoniano H® dado, con espectro discreto puro {E j(o)} y autofuncio-

nes {¢§0)}. Consideremos un superpotencial W (z) = —d, log ¢-(z), donde . (x) cumple la
ecuacién de Schrodinger asignada a H® con energfa e, pero no se encuentra dentro de la
coleccién de las autofunciones de H(®) porque no es una solucién fisica (i.e. no cumple las
condiciones de contorno o no es normalizable). Entonces los companeros supersimétricos
asignados a H® con superpotencial W (z) vendran dados por:

HY = -2 o vO(z), V() =VO —c = W2(z) — W(z),

H® = - & 1 vO(z), VO(x) = W2(z) + W(x),

W)=~ logpula), B = B <

1 W<@6u¢;’0)>

0 4@ 140
¢] ¢J ) ¢J /E](.l) ¢j /EJ(-U Qe

En este caso, tendremos que el operador A no aniquila a gb(()l), ni A" aniquila a gb(()z),
obteniendo que ambos hamiltonianos tienen la misma cantidad de niveles, por tanto,
SUSY esta rota. La tinica condicién requerida a la funcion semilla es que no tenga ceros
para evitar singularidades en la derivada logaritmica del superpotencial [43].

1.1.2. Supersimetria de mayor orden.

Sea un hamiltoniano H® en una dimensién, con potencial V() (z), con autofunciones
{¢§0) ()} y autovalores {EZ-(O)}, siendo E(()O) el estado fundamental del sistema cuya funcién

de onda es gb(()o). Sea un hamiltoniano H® que tenga las mismas autofunciones que H©®,
pero que su espectro de energias se vea desplazado, para que el estado fundamental se
encuentre en el origen. Queremos encontrar un hamiltoniano H®), con potencial V3 pero

10



1.1. Transformadas Supersimétricas

relacionado con H() mediante un operador de diferencial B de segundo orden [51], [74]:

BHY =H® B HWUB =BG
d? d

B = i) +(@), VO@) =vO) - 5
HY — _d_2 +VO(z), H® = _d_2 + V().
dx? ’ dx?

V@ vl =29, (x)

Consideremos el estado fundamental de H™): (b[()l), como hemos establecido que su auto-
valor es nulo, se tiene que dar:

BHY¢) = EVBey) =0=HYBg)) = Bo"” =0

De esta manera, qb(()l) es una autofuncion del operador de intercambio B con autovalor
nulo, lo cualpermite despejar uno de los dos coeficientes de B. Ahora existe cierta libertad
para escoger cual va a ser el otro coeficiente de dicho operador. Escogeremos como segunda
autofuncién de B con autovalor nulo, al primer estado excitado de H, es decir, (bll). De
esta manera las expresiones son:

d? d
B=— —
Pl n(l“)dx + (),
(0) ,(0) (0)8 (0)
¢0 ¢1 7(1‘) _ —V(l)(ZL’) o E(l) 1 Y2%0

w ({6 0") o ({a,6})

Ademas, el operador diferencial de segundo orden B puede ser factorizado como dos
operadores diferenciales de primer orden:

n(z) = BV

B = Ap)Aq) = (0. + Wz (2)) (0 + Wy (x)) =
= (9, — 0, log ¢V (2)) (0, — 9, log 6 (x)).

Donde W(; es el superpotencial construido a partir del estado fundamental de H Oy
W(s) serfa un superpotencial construido a partir del estado fundamental de H ) es decir

¢>§2> X A(1)¢§O>. Por simplificar los calculos, podemos escribir la accién de B como un
wronskiano de las funciones utilizadas como semilla de la transformacién [15] :

1 1 w (10,6, 6%)
o9 (x) = Bg) = G
VB~ B0 \[B - B A CRED)

Esto serfa una transformada supersimétrica ordinaria de segundo orden, ya que el ope-
rador diferencial utilizado para el intercambio entre hamiltonianos es de segundo orden.

11



Capitulo 1. Fundamentos tedricos

De una manera similar introducimos las transformadas de orden /¢, las cuales tendran
asignadas unos operadores diferenciales de orden ¢ respecto al hamiltoniano de partida
H®O . Para cada orden de supersimetria vamos a utilizar dos parejas de hamiltonianos,
H®Y vy HE2) el primer superindice hace referencia al orden de SUSY v el segundo a que
miembro de la pareja nos referimos. Asi, las dlgebras vendran dadas por:

AH®D = gD A, ATH®D = HED AT
Ap =0, + Wy(z), Al =—0,+W(z),

W, = =0, log ¢\,

donde hemos indicado la relacion entre parejas de hamiltonianos al mismo orden de SUSY.
La relacién que existira entre distintos érdenes de SUSY vendra dada por:

ey — =12 _ Eéf_ll), E,(f) _ Eéo) _ E(O)1

/—1

l
BH" =H"B, B, =]]4
j=1

La justificacién de esta notacion, aunque parezca innecesaria, ya que solo estamos agre-
gando una constante a uno de los hamiltonianos, se debe a que asi mantenemos siempre
el nivel fundamental del primer partner igual a 0 en todos los ordenes, lo que nos garan-
tiza tener una SUSY con el fundamental del hamiltoniano matricial igual a 0. Aunque si
lo que nos interesa es estudiar las relaciones entre funciones y operadores diferenciales,
podemos prescindir de ella, lo cual realizaremos en el ultimo capitulo.

Los potenciales de las parejas de hamiltonianos a orden ¢ vendran dados por:

-2
VD (@) = VO (2) ~ B + 02 log W ({¢50>}, ) ’

=0

(-1
V) (2) = VO (2) — B, — 82log W ({¢§°)} ) .

=0

Las funciones de onda vienen dadas por [15]:

0) ,(0) (0) (0)})
¢(€’2>(:c):c*(e,2)w({ 0P Py Pn
! " W({ )40 © }) )
0 > 1 53 %¥Pr1

Q%’I) — Qg(f*l,?) ¢(171) — ¢(0)

n ? n n -

Estos resultados son bien conocidos, y para sistemas con espectros numerables con formula
cerrada para la energia, ya han sido aplicados. Veamos que ocurre cuando dos autovalores
tienden a la misma energia.
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1.1. Transformadas Supersimétricas

1.1.3. SUSY confluente.

Vamos a plantear una SUSY de segundo orden, en la que las dos funciones semilla van
a tender a la misma energfa de factorizacién [40, 41, [75]. Sean los niveles ¢(()O) = up con
Eéo) =e—Ay ¢§°) = u; con E§0) = ¢+ A. El operador diferencial de segundo orden B
que conecta los hamiltonianos HY v H22) tiene la siguiente forma:

d? d

B=-5+ 77(@@ + (),
2A

T 1) =) V(@) 2 - A

n(z) =

Si ahora tomamos el limite A — 0 se obtiene B = —HM) = ¢ — HO La accién de B
sobre los niveles de HY no generard ningin sistema nuevo, por lo que no se ha obtenido
ningin tipo de SUSY. Replanteamos las ecuaciones a partir del dlgebra de operadores:
BH®Y) = H22) B obteniendo el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales no lineales,
siendo las funciones incégnita n(z), y(x) y el potencial V(22):

" 12

m'
- A= = V) =0,

2
Ia) = =V + L

V(2,2) — V(Ll) + 277/

"
27

El coeficiente n(x) deberia cumplir las siguientes ecuaciones no lineales a la vez, que
dependen de las dos funciones semilla:

uy u
W =0 20428, 0 =P 420y = 24,
Uo Uy
asumamos el siguiente ansatz para acercarnos a la posible solucién de 7 cuando A — 0:
u/
W =10’ + 2.
u

Aqui u(z) puede ser ug(z) 6 uq(x), indistintamente. De esta manera la solucién de n(x)
es:

() = - log(u(x),
w(x) = wo — /xu(a:')%lx’ =— /w u(z')*dx’.

Esta expresion para n en funcién de la derivada logaritmica es similar a la obtenida en
el caso no confluente, donde en vez de w(x) aparecia el wronskiano de las dos funciones

13



Capitulo 1. Fundamentos tedricos

utilizadas para construir la transformada de segundo orden: W(ug, u1). Esto nos lleva a
identificar la funciéon que consideraremos el nuevo nivel que hemos introducido, tomando

W(v,u) = w(x):

v(z) = u(as)/:(g/)ldas' (1.4)

La interpretacion que podemos tomar de la funcién v(z) viene dada una vez que actuamos
con el hamiltoniano H™Y sobre ella:

HYYy(z) = u(x),
HYYy(z) = 0.

De esta manera obtenemos una cadena de Jordan [22]. La funcién v(z) es una autofuncién
de (H (1’1))2, pero no del hamiltoniano original. La funcién v(x) se conoce como la funcién
generalizada de orden 2 de H®Y y puede ser construida con cualquiera de las funciones del
hamiltoniano original. Debido a sus definicién por el ansatz utilizado, podemos regular
la presencia de singularidades en las funciones de H?? modificando la constante wy.
También podremos construir dos tipos de SUSY confluente, utilizando ug y u;. Se puede
definir funciones generalizadas de orden mayor [49], pero no han sido estudiadas en esta
Tesis. Para diferenciar el hamiltoniano resultante de la transformada de segundo orden
ordinaria, vamos a utilizar una tilde: H®? para sus funciones y potencial.

La férmula del wronskiano sigue siendo valida para la construccion de los niveles de H@2),
considerando que tomamos u(x) = ug(x):

302 (z) = Blun(a)) = LU0 to(0). 1 (2)})

W ({v(z), uo(x)})
Debido a esta definicién, el tnico nivel que no tiene transformada sera ug, al aparecer

dentro del wronskiano, por lo que se mantienen el resto de los niveles, ademas el espectro
es el mismo:

E® = g0

No tendria sentido hablar de una transformada supersimétrica confluente de primer orden,
ya que el nivel v(z) no pertenece al hamiltoniano original [2]. Por dltimo, un camino
alternativo y equivalente para calcular el nuevo nivel y w(z) es presentada en [44]. Si la
primitiva de u(z)? es excesivamente complicada, o directamente no se puede obtener un
resultado en forma cerrada, puede darse que el calculo de la derivada respecto a la energia
sea mas sencillo. Asi, la funcién semilla de la transformacién puede también calcularse
como:
v(x) = Chu(z) + Cout(z) + dpu(x)

Y el potencial, en vez de venir dado por la derivada logaritmica de una integral, vendra
dado por: )
V() = VD (z) — 202 log (Cy + W(u, dpu)) (1.5)
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La posibilidad de poder construir w(z) mediante una integral, o la derivada respecto a
un parametro, posibilita poder tratar casos complicados, como puede ser el caso de hacer
una transformada confluente con una autofuncién dada por una funcién especial [41].
La transformada confluente es 1til en casos degenerados para evitar la trivialidad del
potencial resultante en una transformada SUSY de segundo orden ordinaria, en la que
el wronskiano de dos funciones linealmente independientes no agrega nuevos términos al
potencial. No es necesario que el sistema en cuestion posea degeneracion para aplicar una
transformada confluente, siempre podremos realizar este tipo transformacion.

1.2. Extensiones Autoadjuntas

Antes de hablar de las extensiones autoadjuntas de un operador, tendremos que definir
todos estos términos con unas breves nociones de anélisis funcional [76H83].

Se define el rango del operador B, R(B), en el espacio de Hilbert H, como el subespacio:
R(B)={yeH:Jxe€H:y= Bz}

Donde R(DB) es el espacio imagen. Sea H un espacio de Hilbert separable y de dimensién
finita. Sea D(B) un subespacio denso del espacio de Hilbert, y sea B un operador tal que
B :D(B) C H — H. El subespacio D(B) es el dominio del operador B.

El operador B esta acotado si:
dK >0 :Vx € D(B)/ ||Bz|| < K||z|].

En caso contrario el operador es no acotado, como suelen ser la mayoria de los obser-
vables en mecénica cuantica.

Diremos que el operador B estd densamente definido, o sencillamente, que es denso,
cuando la clausura de su dominio sea todo el espacio de Hilbert, D(B) = H, esta propie-
dad es de gran importancia a la hora de tratar al adjunto del operador.

Sea B un operador, diremos que es cerrado si para toda sucesién {x,} C D(B) conver-
gente a x € H y tal que la sucesion {B x,} sea convergente a un cierto y € H se verifica
que:

r€D(B), y=Bu.

La primera condicién es que el limite de la sucesién de elementos del dominio converja
dentro de este, y la segunda que el limite de la imagen de la sucesion sea igual al limite
de la sucesién de las imagenes.

A diferencia de la definicion de operador denso, la cual requiere la densidad del dominio,
la definicién de operador cerrado no implica que el dominio sea cerrado.

Sea B un operador con dominio D, llamaremos grafo de B al conjunto G de pares de la
forma (z, Bx) con x € D. Obviamente G C H x H.
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Capitulo 1. Fundamentos tedricos

Sean dos operadores B y B’ en H. Se dice que B’ es una extensién de B, i.e. B <
B', si G(B) C G(B'), equivalentemente se da D(B) C D(B’). Cuando un operador es
una extension se esta redefiniendo el subespacio del espacio de Hilbert sobre el cual se
encuentra definido.

Considérese el operador derivada P = —i% y el espacio de Hilbert de las funciones de
cuadrado integrable en un intervalo (a,b) de la recta real. Sean los operadores, P, y P»
el operador derivada, con los siguientes dominios:

D(P1) = {f(z) € L*(a, )]}
D(P2) = {f(z) € L*(a,b)| f(0) =0}

Dicha definicién de los dominios implica D(P,) C D(F;) y P es una extension de Py, i.e.
P < P

Diremos que un operador B es cerrable si existe una extension para la cual el operador
es cerrado. La extension cerrada mas pequena de este operador, de ser cerrable, es su
clausura B. Si un operador es cerrable, la clausura de su grafo es igual a la clausura del

operador, Gz = Gg.

Sea B un operador lineal con dominio D(B) denso en H, se define el siguiente dominio:
DI(B)={yeH:3Fze€H | (z|z)=(y|Bz), Ve ecD(B)}

Se requiere que el operador sea denso en su dominio para garantizar que el z sea tni-
co, si no el adjunto B no estaria definido. El operador adjunto de B, con el dominio
previamente definido, es:

Bly =2 VycD(B).

Vamos a estudiar las extensiones autoadjuntas de operadores no acotados, con dominio
denso y simétricos. Sea B un operador con dominio denso en H, este serd simétrico (6
hermitico) si:

(y, Bx) = (By,x), Vx,y€ D(B), donde (z,y) es el producto escalar.

De la definicién del dominio del operador adjunto se puede demostrar que D(B) C D'(B),
por lo que el operador adjunto es una extension del operador B cuando este es simétrico,
i.e. B < B'. En caso de que los dominios de un operador simétrico y su adjunto sean
iguales, D(B) = D'(B) diremos que el operador es autoadjunto y B = BT.

Sea B un operador en H con dominio D(B), y sea un A € C. Sea x € D(B), este un
autovector de B con autovalor A\ si B¢ = A¢. Sea el siguiente operador: B — A1, si \ es
un autovalor, el operador B — A I : D(B) — H no es inyectivo, ya que su nicleo admite
como base los autovectores de B. El conjunto de autovalores A se le denomina espectro
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discreto de B, FP,(B).

En caso de que B — A [ sea inyectivo, A no pertenece al espectro discreto, y puede caer
en tres categorias distintas:

» Si B— A I es un operador inyectivo, pero R(B — A ) no es denso en H, \ pertenece
al espectro residual de B, R,(B).

= Sea B — A\ es un operador inyectivo, y R(B — A1) es denso en H, al ser inyectivo
posee inversa. Definimos el operador resolvente de B como (RB —AI)™' : RB —
A1l — D(B) , si este operador no es continuo para un A, A pertenece al espectro
continuo de B, C,(B).

= Todo A que no pertenece a ninguno de los conjuntos anteriores, pertenece al con-
junto resolvente de B, p(B).

El conjunto conformado por el espectro discreto, continuo y residual, es el espectro de
B:
o0(B) = P,(B)U R,(B) UC,(B)

Un operador simétrico tiene espectro real y cerrado. Sea B un operador simétrico y
cerrado, se define la transformada de Cayley del operador:

V(B)=(B+il)(B—il)™*

La transformada de Cayley de un operador simétrico cerrado es una isometria, ya que no
altera la norma del vector sobre el que actia, ademas, su rango e imagen vienen dados
por:

V(B):D(V)=R(B—il) > R(V)=R(B+1il)

Como B es simétrico y cerrado, tanto el rango como dominio de su transformada de
Cayley son conjuntos cerrados, y al ser la transformada de Cayley acotada al ser unita-
ria, es un operador cerrado. Como estamos trabajando en espacios de Hilbert, el espacio
topolégico es completo, entonces los complementos ortogonales de D(V') y R(V') también
seran conjuntos cerrados.

Se conocen como subespacios de deficiencia a los complementos ortogonales del do-
minio y rango de la transformada de Cayley:

Ne=N(B'+il)=[R(BFil)]*

Una definicién alternativa de los subespacios de deficiencia se obtiene de la primera
igualdad:
Ny ={x € D(B")/ B'z=+izr}

Volviendo al asunto principal de esta subseccion, nuestro interés es caracterizar las ex-
tensiones autoadjuntas de un operador B, simétrico, cerrado y denso en su dominio. El
adjunto de B serd una extension de este y ademas su dominio contendra a los subespacios
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de deficiencia y al dominio del operador original.
Sea el grafo del adjunto Gpt, y los grafos de B pero con su dominio siendo los subespacios
de deficiencia:

Gpt = {(x,BTx) cx € DT(B)}, On, = {(m,BTm) :x € N1}

Gpt contiene a Gp v Gn, , es mas, bajo el producto interno del grafo los elementos de Gp,
Gn, y Gn_ son ortogonales entre si. Esta propiedad es, escrita en término de los dominios:

D(B) Ly Ny Lp N_

Donde g expresa que los conjuntos son ortogonales bajo el producto interno del grafo
de BY. Con estos resultados, se llega a la siguiente conclusién para el dominio del adjunto
de un operador B simétrico, cerrado y densamente definido en su dominio:

D'(B) = D(B) ®p Ny ®&p N_

Esta ultima igualdad solo es valida cuando B es cerrado, denso y simétrico, si B no fuera
cerrado, pero si cerrable, habria que cambiar D(B) por D(B), ya que el adjunto es un
operador cerrado, y la clausura es la extension cerrada minima que contiene al operador,

por lo que B < B < B,

El dominio del adjunto es combinacién de los elementos de estos subespacios, pero no
tenemos determinada cada una de las extensiones autoadjuntas de un operador dado.
Sea un # € C; C Ny ®g N_ C D(BT), al ser O} subespacio de N, ©p N_ sus elementos
se pueden escribir como x = 2, + 2_ con x4 € Ny, al ser B un operador cerrado y
simétrico, se llega a:

(e, Bl2) = (@, B'e) = |lesl| = llo_|| = =— = Us.

Donde U es una isometria desde N, a N_, pero para ser una isometria, la dimension de
ambos espacios debe ser la misma. Se definen los indices de deficiencia como la dimension
de los subespacios de deficiencia:

ne = dim(Ny)
Suponiendo que n, = n_ las extensiones simétricas de B estan en correspondencia 1 a

1 con el conjunto de las isometrias de N, a N_, entonces para B, existe una extension
autoadjunta By, caracterizada por un operador unitario U, con dominio D(By) tal que:

D(By) ={z+z.+Uxy|z € D(B), x4 € N;}

Llegando al teorema de Von Neumann sobre extensiones autoadjuntas por el cual:
Sea B un operador cerrado, simétrico, y denso en su dominio D(B). Sea BT el adjunto
de By sean n. los indices de deficiencia.
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= Sin, =n_ = 0 el operador es esencialmente autoadjunto y solo posee una extensién
autoadjunta, tal que BT = B y D(B) = D(B).

= Siny, =n_ =n el operador posee infinitas extensiones autoadjuntas By, caracte-
rizadas por el numero de pardmetros que definan a la isometria U, que seran un
total de n?.

= Siny # n_ no puede haber una correspondencia entre subespacios de deficiencia y
el operador B no es autoadjunto.

1.3. Resonancias

En esta Tesis Doctoral se estudiaran los estados ligados de diversos sistemas por dos vias
distintas: una sera exigir a las funciones de onda resultantes de resolver la ecuacion de
Schrodinger que cumplan las condiciones de contorno del problema en cuestion. Estas
condiciones de contorno pueden ser un sistema de ecuaciones que debe cumplir la funcién
de onda y su derivada en un intervalo (pozo de potencial, potencial 4, etc. [84-94]) o en el
caso de potenciales de profundidad finita, que estas funciones sean de cuadrado integrable
en la recta real (lo cual no deja de ser otro tipo de condicién de contorno) [86] O5HI00].

El otro sistema para la obtencion de los estados ligados, y otros tipos de estados, no
fisicos, en tanto que no son localizables en el espacio, se da mediante el calculo de la
matriz S.

Un planteamiento inicial de la matriz S se da a través de un proceso de scattering,
consideremos el hamiltoniano libre Hy = —p?/(2m) de una particula libre, y en el centro se
encuentra un potencial localizado, no dependiente del momento, e invariante en el tiempo
V(x), este potencial deberd decrecer mds rapido que 2! en x — 400 (a excepcién del
potencial coulombiano y otros ejemplos). El comportamiento de la particula es descrito
por la solucién de la ecuacién de Schrodinger:

d*(x)

dax?

+ () = V(a)(e)

Por conveniencia y sin pérdida de generalidad, se toma h?/2m = 1,y E = k?. Consideran-
do que la particula incidente viene por la izquierda, libre, interacciona con el potencial,
obteniendo asi una parte reflejada que vuelve por donde ha venido, y una parte trans-
mitida, de manera que en los extremos asintéticos la funcién de onda tiene la siguiente
forma:
B e*r pr(k)e™™ 1 <<,
Vi)~ t(k)e™ x >> 0.

Aqui r(k) es la amplitud reflejada y t(k) es la amplitud transmitida. En caso de que el
potencial sea cero, r(k) = 0 y t(k) = 1, la cual es la solucién para una onda libre. De
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Capitulo 1. Fundamentos tedricos

estas amplitudes se definen los coeficientes de reflexion y transmision:
R=1r(k)]>, T =[tk)

En la forma de estos coeficientes se encuentra la informacién que caracteriza al potencial,
por lo que es de interés calcularlos. Se presentan dos métodos:

Planteando la ecuacion de Schrodinger como una ecuacién de Helmholtz, el término del
potencial ejerce como el término inhomogéneo de la ecuacion. Aplicando la condicién de
que la onda viaja de izquierda a derecha, junto al método de las funciones de Green [32],

tenemos:
o0

) 1 . /
¢k(x) — ezkm + ﬂ/ ezk|x—m |¢k(ZL’,)V(I/>dl’,
—00
Esta es la solucion integral al proceso de scattering, la cual nos permite calcular los
coeficientes una vez tomemos limites en x — 4-o0:
[o.¢] 1 oo

I L ik|lz—2| / / r_ - —ikx
b=t o [ o e Vde =g | e nVie)de

Hk) = Tim —— / ey NV (e = — [ () () da

x—00 21 . 2k J_ o

Relacionando los coeficientes con la transformada de Fourier del potencial y la funcién de
onda. Este desarrollo en integrales tiene diversas aplicaciones: uno de ellos es el desarrollo
de la serie de Born para un proceso de scattering que permite sacar informacion en
procesos perturbativos, asi como calcular aproximaciones de interacciones de particulas
fundamentales llevadas a potenciales clasicos (como el potencial de Yukawa).

Ahora consideremos que la particula viaja por el espacio, pero no definamos una direc-
cién privilegiada, entonces la forma asintética de la funcién de onda vendra dada por 4
coeficientes desconocidos:

() ~

Ae™*® 4 Bem*  p <0,
Ce*™ + De7 ™ 1> 0.

Donde A, D representan las amplitudes de las ondas que entran en el potencial, y C, B
representan las amplitudes de las ondas que escapan de este. Se pueden relacionar las
amplitudes de entrada y salida mediante una matriz, la matriz S, tal que:

B\ A _ (M1 M2
(C> =5 (D> 5= (m21 Mg
Donde las entradas de la matriz S pueden verse como amplitudes de transmisién /reflexion:

mi1 = t(k?), Moo = 7’/(]{?), mo1 = T‘(k), Moo = t/<k)
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1.4. FEcuaciones Fuchsianas

Donde las amplitudes ¢’ y 7’ son las amplitudes de reflexién transmisién en un proceso
de scattering de derecha a izquierda. La densidad de probabilidad debe conservarse en la
entrada/salida, por tanto, la matriz S es unitaria. En un proceso en el cual la particula
estda atrapada dentro del potencial, tenemos que los estados son puramente ’outgoing’,
es decir, la forma asintética de la funcién de onda sera la de una onda que emerge del
potencial. Para estos valores del momento k, tendremos un polo de la matriz S. Estos
polos de la matriz estaran clasificados segiin se encuentran situados en el plano complejo:

» Si el polo k es puramente imaginario, tal que Im(k) > 0, se denomina como estado
ligado (i.e. bound state) por el contrario, si Im(k) < 0 es un estado anti-ligado (i.e.
anti-ligado 6 estado virtual).

= Si el polo k£ es un nimero complejo con parte imaginaria y parte real, k* también
serd un polo de la matriz S que haga desvanecerse a las funciones de onda entrantes
en el potencial. Este tipo de polos se denominan estados resonantes, o resonancias.

= En algunos sistemas tendremos lo que se conocen como polos redundantes, polos k
de la matriz S, que a pesar de estar en el semieje positivo imaginario, no entran en
las categorias anteriores.

Entonces tenemos dos vias para calcular los polos de la matriz S(k): o mediante el calculo
de los coeficientes de reflexién/transmision, o mediante el desarrollo asinté6tico de las fun-
ciones de onda y planteamiento de la matriz que relaciona entrada/salida en el potencial.
Ambos métodos de resolucion requieren la resolucién de la ecuacion diferencial que rige
el sistema, lo que nos lleva a la ultima seccién de esta breve introduccién tedrica.

1.4. Ecuaciones Fuchsianas

Al aplicar distintas transformadas SUSY a distintos tipos de potenciales, apareceran
nuevos sistemas gobernados por ecuaciones diferenciales diferentes a las originales. Para
poder clasificar dichas ecuaciones es necesario acudir la teoria de ecuaciones diferenciales
de coeficientes variables [32], TOTHI04].

En teoria de ecuaciones diferenciales, aparece la siguiente ecuacion diferencial lineal de
segundo orden de coeficientes variables:

u’(z) + p(2)u'(2) + q(2)u(z) = 0

Los coeficientes p(z) y ¢(z) son funciones meromorfas en el plano complejo (i.e. analiticas
excepto en un conjunto discreto de puntos del plano complejo) y, en lo siguiente, cocientes
de polinomios con el mismo denominador. Entonces, sea un punto z = z, en relacién con
la ecuacién diferencial, se dice que es:

» Punto ordinario: Si p(z) y ¢(z) son funciones analiticas en un entorno de z.
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Capitulo 1. Fundamentos tedricos

» Punto singular regular: Si (z — 29)p(2) ¥ (z — 20)%q(2) son funciones analiticas en
un entorno de 2.

» Punto singular irregular: Si (z — 20)p(z) y/6 (2 — 20)?q(2) no son analiticas en un
entorno de zg. Ademads, se dice que zg es un punto singular irregular de orden n, para
el n mds pequenio que confirme que (2 — 29)"p(2) ¥ (2 — 20)" "' ¢(z) son analiticas.

Para resolver estas ecuaciones, existe una posible herramienta, el llamado método de
Frobenius. Si la ecuacién tuviera un punto singular regular, una posible soluciéon en un
entorno de dicho punto, plantearse de la siguiente forma:

u(z) = (z =20 an(z — 20)",
n=0
Mediante de una redefinicién de los coeficientes de la ecuacidén diferencial:
P(2)

o) = TEL g = QL

z— 2 (z — 20)%

Ya que (2 — z)p(2) v (2 — 20)%q(z) son analiticas en 2z = zp, Q(z) y P(z) se pueden
desarrollar mediante serie de potencias:

9-3

n=0

S|

- 1
P 0)(z — 20)", E — 0)(z — 20)".
n
n=0
Introduciendo estas expresiones en la ecuacion diferencial original, y agrupando términos
por las potencias de z, se tiene que cada coeficiente de la serie debe ser cero, el primer
término a anular nos dara la ecuacién indicial alrededor del punto singular zy:

A+ (P(z0) — DA+ Q(20) =

Las soluciones en \ de esta ecuacién se conocen como los exponentes caracteristicos de
la ecuacion en el punto singular regular z;. Como es una ecuacién de segundo orden,
tendremos dos exponentes A y X, una para cada una de las soluciones de la ecuacién
diferencial. Hay una serie de excepciones dentro del método, como por ejemplo que la
raiz sea repetida, o que la diferencia entre exponentes caracteristicos sea un numero
entero, que requieren refinar la técnica.

Una ecuacién diferencial lineal es una ecuacién fuchsiana si todos los puntos singulares
son regulares, entonces la ecuacion anterior, si tiene un total de N puntos singulares,
puede ser rescrita de la siguiente manera tras una serie de cambios de variable:

w"(2) + (Z - jz> w'(2) + (Z - fz> w(z) =0,
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1.4. FEcuaciones Fuchsianas

existiendo la siguiente relacion entre constantes dentro de la ecuacién diferencial:

N N N
ZQnZOa O‘+B+1:Z/7n7 aB:ZZnQn-
n=1 n=1 n=1

Cada punto singular regular z, tiene un par de exponentes caracteristicos (0, 1 —-y,), més
un punto singular regular en el infinito con exponentes («, ). Si en un principio existian
3N parametros libres, tomando los puntos z; = 0 y 2z, = 1 como es habitual, tendremos
un total de 3N — 3 parametros libres. La ultima transformacién que realizaremos en la

ecuacién sera: N
w(z) = (H(Z - aj)”ﬂ) Wi(z),

Jj=1

Este cambio de variable dependiente anula el término de la derivada primera de la funcion
incognita en la ecuacién original, rescribiendo la ecuacién en forma normal, esto nos
permitird identificarla como una ecuaciéon de Schrodinger.

wzi( iy )W(z).

dz (z—a;)?  z—aj

j=1
Los nuevos coeficientes son como sigue:
- 1 Y5 Vk ~ Vi (75
4 = 5 Z - — 49 ’Yj:—<——>-
2 Mgy a; — Qg 2 \2

Las ecuaciones diferenciales presentes en esta tesis son en su mayoria ecuaciones fuch-
sianas de 3 puntos singulares regulares (Funciones hipergeométricas o F7 y los polinomios
ortogonales derivados de esta funcién), excepto en algiin caso que se tratard en el Capitulo

Bl
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Capitulo 2

Clasificacion de las extensiones auto-
adjuntas del pozo de potencial

Este capitulo es una adaptacion del principio de los dos primeros articulos que conforman
esta tesis doctoral:

Supersymmetric Partners of the One-Dimensional Infinite Square Well
Hamiltonian

M. Gadella!, J. Herndndez-Munoz?, L.M. Nieto!, C. San Millan®
Symmetry 2021, 13(2), 350
! Departamento de Fisica Teérica, Atémica y Optica, and IMUVA,
Universidad de Valladolid, 47011 Valladolid, Spain
2 Departamento de Fisica Teérica de la Materia Condensada, IFIMAC Condensed
Matter Physics Center, Universidad Auténoma de Madrid, 28049 Madrid, Spain;

Supersymmetric Partners of the One-Dimensional Infinite Square Well
Hamiltonian: Special Cases

M. Gadella!, C. San Millan!
Symmetry 2022, 14(7), 1314
! Departamento de Fisica Teérica, Atémica y Optica, and IMUVA,
Universidad de Valladolid, 47011 Valladolid, Spain

En las siguientes secciones se proporciona un resumen de la introducciéon al problema
fisico en cuestién, el tratamiento en la bibliografia previa, los resultados obtenidos en los
articulos, y otros que no fueron publicados por cuestion de formato.

2.1. El pozo de potencial infinito como limite del fi-
nito.

El primero de los dos sistemas sobre el cual aplicaremos la transformada SUSY sera el
pozo de potencial infinito en una dimensién, continuando asi el estudio de [73]. Nuestra

25


https://www.mdpi.com/2073-8994/13/2/350
https://www.mdpi.com/2073-8994/14/7/1314

Capitulo 2. Clasificacion de las extensiones autoadjuntas del pozo de potencial

principal fuente para adentrarnos en este trabajo ha sido [76], de la cual heredamos parte
de la notaciéon, para un desarrollo mas extenso de estos resultados previos, se encuentra
[r).

El pozo de potencial es el modelo de juguete favorito de la fisica cuantica, debido a la
simplicidad de su ecuacion de Schrodinger y de sus soluciones. A la hora de abordar el
problema a nivel de grado, no da tiempo a resolverlo por teoria de operadores y andlisis
funcional, ya que estos tépicos se suelen impartir a nivel de master o posgrado. Por
lo general, el estudiante del grado en fisica, considera que los operadores diferenciales
que actian sobre las funciones de onda como si fueran matrices, y hasta cierto punto
es verdad. Esa interpretacion matricial del hamiltoniano y el requerimiento de que sea
‘autoadjunto’ sugiere, al igual que ocurre con las matrices sobre el cuerpo de los complejos,
que H = H' (y por lo que hemos visto en el capitulo anterior, esto no siempre es cierto
para operadores diferenciales en un espacio de Hilbert). El pozo de potencial infinito
unidimensional a nivel de grado se aborda de la siguiente manera: comencemos con el
pozo finito, el cual viene descrito por el siguiente hamiltoniano:

Vo parax < —a,

H:—ﬁ+V(x), V(z)=<¢0 paraa<z<a,
x
Vo parazx > a,

El intervalo de definicién suele ser (0, L) en la mayoria de textos, ya que al resolver el
problema en ese intervalo, todas las funciones trigonométricas vienen dadas por funciones
seno. Como en la siguiente seccién queremos ver propiedades de paridad, conviene tener
el pozo centrado en el origen, lo que nos lleva a tener dos tipos de funciones de onda, una
par en paridad (e impar en la etiqueta del nivel), y otra impar en paridad (y par en la
etiqueta del nivel):

—Chpy Sin (S /2) €7 @FD) g < g

Yo (x) = ¢ Cap, sin (s;gt) , lz| < a
Com sin (S9,,/2) e @) s g

Y otra de paridad par:

Clam1 €O (Sgmy1/2) €72mtt (@) r < —a
s x
1p2m+1<l’> = 02m+1 CcOS < 22:;1 > , |ZL’| <a

Com1 €08 (Somy1/2) €7 2mtt @) r>a

Se ha tomado 7,, = Vo — E, v s, = 2a+/ E,. Las constantes de normalizacion vienen
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2.2. Calculo de las extensiones autoadjuntas

dadas por:
1 1

2m

cot(sa2m /2) tan(sam /2) .
Va1t S Vay 1= =0

C2m+l

La cantidad de niveles, asi como el valor numérico de estos, vienen dados por la resolucion
de dos ecuaciones trascendentes, las cuales se deducen de imponer la continuidad de la
funcién de onda y su derivada:

1 mat1/2
Paridad par : = cos(sm1/ ),

\/70 52m+1/2

1 i 2
Paridad impar : _ sin(sam/ )

VW sam/2

Estas ecuaciones trascendentes dan lugar a un nimero finito de niveles, a no ser que se
tome el limite V[ — 00, entonces las ecuaciones pueden resolverse de manera cerrada:

= ¢(=a) = ¢P(a) =0

Paridad par : cos(sg,41/2) =
Paridad impar : sin(sg,/2) = O

Al tomar este limite, las funciones exponenciales que describian la funcién de onda fuera
del pozo tienden a cero debido a la constante de normalizacién, y ademas el ntimero de
niveles de energia se vuelve infinito numerable con forma cerrada en el espectro de la

energia:
f- () - (5)
2a 2a

Esta es la manera pedagogica y sencilla de ensenar el problema, tomando el caso infinito
del pozo como un limite del finito, pero lo que no se dice es que es un caso particular de
restringir al operador diferencial a un intervalo finito de la recta real.

En la siguiente seccion veremos como son las condiciones de contorno mas generales que
dan lugar a extensiones autoadjuntas de —9?, siendo 1/(—a) = ¥ (a) = 0 solo una de ellas.

2.2. Calculo de las extensiones autoadjuntas

Sea el operador diferencial Hy := —d?/dx?, en L*(—a,a) con a > 0. Para definir correc-
tamente este operador, debemos establecer su dominio, D(Hy). En este caso, D(H,) seria
el espacio de las funciones C*(—a, a) tal que ellas y todas sus derivadas se anulen en los
puntos {—a, a}. Entonces el dominio de H] sera el espacio de funciones absolutamente
continuas en [—a, a| con primera derivada absolutamente continua.
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Capitulo 2. Clasificacion de las extensiones autoadjuntas del pozo de potencial

Entonces Hy < HJ, pues Hy es simétrico. En su dominio D(H{) actiia como —d?/dz>.

Los indices de deficiencia vienen dados por:
ny = dim Ker (Hg iu) ,
Calculemos la dimension del subespacio de deficiencia positivo,
(8§ +11) p(2) = =" (@) + i (2) =0,

Sus soluciones linealmente independientes vienen das por:

Yy (x) = ev2e' Ve, y(x) =€ Vie V2,
Ambas soluciones estdn en L?[—a,al, por lo que n, = 2. De la misma manera, n_ = 2.
Luego ny, = n_ = 2 y las extensiones autoadjuntas existen al coincidir los indices de

deficiencia. Segun el teorema de Von Neumann, las extensiones autoadjuntas estan en co-
rrespondencia biunivoca con las aplicaciones unitarias U : Ker (Hy + il) — Ker (Hy — i)
[81]. Este conjunto de aplicaciones unitarias, depende de cuatro pardmetros reales.

Equivalentemente, y como aparece en [76], U puede escribirse como el conjunto de apli-
caciones unitarias que verifica:

(2a¢’(—a) - i¢(—@)> <2a¢’(—a) + i¢(—a)>
—U . (2.1)
2a¢'(a) + 1¢(a) 2a¢'(a) — i¢(a)

El resultado mostrado en (2.1) se obtiene mediante andlisis funcional, pero también es
posible llegar a él aplicando calculo complejo, tal y como hacen en el articulo citado. La
idea de la demostracién es la siguiente: En L?[a, b] se da el siguiente producto escalar con

¢eD<Hg):

(~i50.0) = Bovo) + (6.~1550 ) (22)

Aqui B(¢, ¢) es la expresion resultante de aplicar la regla de la cadena en la integral para
pasar la derivada segunda de un lado del producto escalar, al otro.

B(¢,¢) = ¢'(a)¢"(a) — ¢(a)d”(a) — ¢'(—a)¢*(—a) + ¢(—a)¢" (—a). (2.3)

Para que el hamiltoniano sea autoadjunto tiene que cumplirse B(¢, ¢) = 0, haciendo un
poco de dlgebra con los niimeros complejos:

2a¢/ (—a) —i¢(—a)|* + |2a¢/(a) + ip(a)|? (2.4)
—[2a¢/(=a) +id(—a)|* — |2a¢/(a) — i¢(a)|* = 0.
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2.2. Calculo de las extensiones autoadjuntas

Donde podemos identificar que se trata de |¢,|*> — |¢_|* = 0 siendo ¢4 las funciones de
los nucleos de los subespacios de deficiencia. La manera mas general de relacionar dos
vectores de C? es mediante una matriz compleja de U(2). La matriz de U(2) que describe

las extensiones autoadjuntas de Hy en L?[—a,a] puede escribirse como [73]:

) mo — img —TMMy — iml
U=e" . (2.5)

mo — iml mo + im:;

Donde aparecen cinco pardmetros reales, los cuales se reducen a 4 con la condicién m3 +
m2+m3+m3 = 1y una fase general ¢ € (0, 7). Al ser una matriz unitaria de U(2) se puede
descomponer en una fase general que multiplica a una combinacion lineal de las matrices
de Pauli junto a la identidad, es decir U(2) = U(1) x SU(2), esta descomposicién también
aparece en los generadores en la interaccion electrodébil que permite unificar la interaccién
electromagnética con la fuerza nuclear débil [105]. Las extensiones autoadjuntas de Hy,
restringido a un intervalo de la recta real, vienen caracterizadas por:

D(Hy) = {¢> 4y +Udy|d € D(Hy), 65 € Ran (Hg + u) } . (2.6)

Cada matriz U caracteriza una extensién autoadjunta distinta, que da lugar a unas con-
diciones de contorno tnicas, que derivaran en un espectro y funciones de onda tnicas
para esa extension.

Ahora deberiamos ver que significado fisico se le asigna a cada uno de los 5 parametros
del problema que caracterizan a las extensiones, para ello tomaremos los siguientes tres
tipos de funcién de onda segin el signo de la energia:

= Energia positiva:

o(z) = Acos <%> + Bsin <%> , E= <%>2 : (2.7)
= Energia nula:
¢(r) =A+ Bz, E=0, (2.8)
» Fnergia negativa:
¢(x) = Acosh (%) + Bsinh <%> , BE=-— (2%)2‘ (2.9)

En la solucion de los libros de texto para el pozo de potencial la energia es proporcional al
cuadrado de la etiqueta del nivel (E o n?), por ello nos interesa expresar la energia como
el cuadrado de otra cantidad. Como estamos haciendo la distincion de energias positivas
y negativas, utilizaremos dos cantidades adimensionales, s y r, respectivamente.
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Capitulo 2. Clasificacion de las extensiones autoadjuntas del pozo de potencial

Cada tipo de solucién da lugar a un sistema homogéneo ([2.1)), cuyas incégnitas son las
constantes de integracién (A, B):

(2.10)

A(m, 1, s
N(ﬁ’i,@b,s)( (1, ¥ )>:0

B(ni, 1, s)

Al ser un sistema de ecuaciones de dimension dos, la matriz de este tendra dos autovalores.
Para que la solucién no sea trivial (A = 0, B = 0), se requiere que el determinante de la
matriz sea nulo, por lo que, o bien uno de los dos, o los dos autovalores, son nulos, de
ahi extraeremos las ecuaciones trascendentes que proporcionaran los niveles de energia.
Para caracterizar a cada una de las funciones de onda de cada nivel, necesitamos la
expresion de (A, B), que vendra dada por el autovector asociado al autovalor nulo del
sistema homogéneo definido por (2.10f). Realizando los calculos se llega a que, aunque la
matriz del sistema dependa de todos los parametros, su determinante no depende de ms
y ms [1, 2] [76], propiedad que permitird representar gréficamente los tipos de niveles més
adelante. Asi, las ecuaciones trascendentes y autovectores para cada tipo de solucion son
como sigue:

= Energia positiva:

(mo + cos 1)) sin s + 2s(my — cos ssintp) — s%(mg — cos?p) sins = 0, (2.11)

= Energia nula:
E =0,my—2my + cosy — 2siney = 0, (2.12)

= Energia negativa:
(mg + cos ) sinhr + 2r(m; — cosrsin) (2.13)
+72(mg — cosp) sinhr = 0.

Los niveles de energia vendran descritos por la resoluciéon numérica de y (2.13). En
cambio, para las energias nulas, lo que indica es la condicion que se debe cumplir
para que una extension autoadjunta posea niveles de energia nula. Asi, para tratar el
caso de energfas positivas haremos uso de s = 2av/E, y para el caso de energias negativas
r = 2av/—E. Deberfamos dar un significado a los pardmetros que aparecen en estas
ecuaciones antes de resolverlas graficamente. Siguiendo la clasificacion de [76] tendremos
tres tipos de extensiones autoadjuntas a las que se les atribuye significado fisico:

= Extensiones que conservan la simetria temporal: Sea la funcién de onda total
para un estado estacionario ¥(z,t) = ¢(x)e !, se dice que la simetria temporal
se conserva si bajo t — —t es equivalente a V(x, —t) = ¥*(x,t). Esto implica que
la funcién de onda dependiente en las variables espaciales satisface ¢(x) = ¢*(x),
por lo que debe ser real. Para poder relacionar esta propiedad con las extensiones
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2.2. Calculo de las extensiones autoadjuntas

autoadjuntas, consideremos los nucleos de los subespacios de deficiencia, con la
siguiente propiedad: (¢, )* = ¢_. Dichos vectores se relacionan por , por tanto
det(/ — U*U) = 0. De este determinante se obtiene la condicién de invarianza
temporal:

my = 0. (2.14)

Esta tltima propiedad puede parecer confusa en tanto que siempre se puede hacer
una combinacién lineal de la solucién de Schrédinger que cumpla ¢(x) = ¢*(x), v
es cierto, pero no cumpliria las condiciones de contorno (2.10f) caracteristica de la
extension.

Extensiones que conservan la paridad: Cuando el potencial que describe el sistema
es de paridad definida, se suele dar por hecho que las soluciones también lo son, pero
esto depende de las condiciones de contorno escogidas. Puede darse el caso que bajo
el operador paridad estas funciones de onda obtengan una fase general cuando el
sistema es de paridad definida. Se dice que las extensiones autoadjuntas con paridad
definida son aquellas que cumplen |¢(z)| = |¢(—x)|, como las amplitudes (A, B)
son los autovectores de la matriz del sistema , ya tenemos la relacion con los
parametros. Ademads, se dan 3 posibles condiciones de paridad:

ms = 0, (2.15a)
sin(s) = 0, (2.15b)
(mg + cos ) sin s + 2s(mg — cos ssin ) (2.15¢)

—5%(m3 — cos 1) sin s = 0.

Extensiones que conservan la positividad: Esta es la propiedad més abstracta,
y no depende un parametro en concreto. Las energias negativas suelen surgir en
potenciales de intensidad infinita en regiones finitas, como en el potencial delta
[94, T06], o en el potencial coulombiano. Debido a un teorema demostrado por
Naimark [79], de existir energias negativas en un operador autoadjunto, la suma
de las multiplicidades de estas tiene que ser igual a la dimension de los indices de
deficiencia. Por lo que, de existir un nivel de energia negativo, la raiz de su energia es
solucién de la ecuaciéon , y de no haber otra solucion, este nivel es degenerado.

Los tres parametros restantes, mg, m, y ¥ no tienen significado fisico claro, sencillamente
afectan al valor de los niveles de energia e influyen en la existencia de energias negativas.
Una cuestién interesante es que en (2.1142.13)) no aparecen explicitamente los parametros
my y mg, pero si que influyen de manera implicita al tener la restriccién mg +m? + m3 +
m32 = 1. Ahora pasaremos a estudiar las extensiones autoadjuntas que nos permitirdn
sacar resultados explicitos, el caso my = m3z = 0.
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Capitulo 2. Clasificacion de las extensiones autoadjuntas del pozo de potencial

Espectro general: (2.11)
Simetria temporal: (2.11)) y me =0

Mo = 0

(2.11)) y (2.15a)) T#O

Simetria espacial: @11) v (2-150) L:O
mo 7é 0
Mo = 0

(2.11)) y (2.15¢) m

Cuadro 2.1: Lista de los tipos de extensiones autoadjuntas con significado fisico claro a
partir de los parametros que caracterizan a cada extension.

2.2.1. Extensiones autoadjuntas que preservan la paridad y la
invarianza temporal.

Resolveremos de manera gréafica las ecuaciones para hacer una clasificacién
de los tipos de sistemas que surgen de las extensiones autoadjuntas. Nos interesa saber
cudles tienen niveles de energia negativa, la cantidad de nodos del estado fundamental
y existencia de estados de energia nula. Solo se tratard el caso my = m3 = 0 al ser el
de dificultad intermedia y mas tratable. El caso establece el espectro de energias
al del pozo infinito ya conocido, solo variando las amplitudes, y puede ayudar a
calcular (2.11)), pero las expresiones que quedan son intratables [1].

De los cinco parametros que caracterizan a cada extension, cuatro de ellos tienen una
ligadura: m = (mg, my, ma, m3) cumplen la condicién 7 - m = 1, por tanto, es un vector
unitario en R*. Al tomar my = ms = 0, pasa a ser un vector unitario de R?, por lo que
se puede tomar la siguiente parametrizacion:

mgy = cos by, my = sinéb,. (2.16)

De la condicién det(N (s, 6p,1)) = 0, y con esta parametrizacion, (2.11]) puede ser factori-
zada en una ecuacién del tipo (s — f1(6o, v, s))(s — f2(6o, 1, s)) = 0, por lo que obtenemos:

s = — cot (g) cot <90‘2”D), (A, B) = (1,0), (2.17a)

s = tan (g) cot (90 > w) ., (4,B)=(0,1). (2.17b)

Cada dupla de pardametros (6y, 1) € (0,27) x (0, 7) da lugar a una extensién autoadjunta
distinta, cuyas energias positivas son las soluciones de (2.17aH2.17b|), teniendo dos series
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2.2. Calculo de las extensiones autoadjuntas

de funciones de onda, una de paridad par para y otra impar Ademas, dichas

ecuaciones trascendentes dan lugar a infinitos niveles de energia positiva, no asi para

el caso de energias negativas, cuyas ecuaciones son equivalentes a ([2.17aH2.17bf), pero

tomando s — —ir, es decir, pasando al caso hiperbdlico. Las condiciones de contorno que
describen a estas extensiones autoadjuntas son:

sin(z)) sin(6o)
((b,(a/)) _ cos(@g)?écgs(w) - COS(%)—&E())SW)) ( 2@({)’(@) ) (2 ]_8)
sin sin - .
¢ <a> cos(@o)—&-((:)os(d;) " cos(0g)+cos(v) 2@@25 ( a)

Lo que supone una condicién de contorno mixta, ademads, si tomamos (6y, ) = (nw, mn)
la matriz va al cero, recuperando las condiciones de contorno ¢(a) = ¢(—a) = 0. A
diferencia del caso general (2.1112.13)) que dependia de todos los pardmetros, ahora las
ecuaciones que describen la raiz de la energia son del tipo f(6y, %, s) = 0, por lo que pue-
den representarse como superficies en (0, 27) x (0, 7) x R. Para realizar las transformadas
supersimétricas nos interesa saber como seran los estados fundamentales y los primeros
estados excitados, ya que si existen niveles negativos o nulos, estos seran como mucho
dos, siendo el resto de los infinitos niveles de energia positiva, con lo que representar un
intervalo finito de s nos sirve para clasificar las extensiones autoadjuntas. A continuacién
se presenta un grafico tridimensional 2.1} en el cual se han realizado secciones de las
partes que nos interesan para la clasificacion.

La energia deberda de ser calculada de forma numérica en la mayoria de las extensiones,
aun asi, esta crece tan rapido como n?, desviandose del caso de los libros de texto. Debido
a que tiene un crecimiento similar a n?, para la representacién gréfica utilizaremos la raiz
de la energia, equispaciando las distintas hojas de la superficie. Para representar las
distintas hojas de la ecuacion, representaremos s en el eje positivo, y r en el eje negativo

En el siguiente capitulo realizaremos diversas transformadas supersimétricas, y para cons-
truir el operador de intercambio, asi como el nuevo potencial, necesitamos saber cual va
a ser el estado fundamental. Para ello, se han clasificado los primeros niveles positivos,
ya que para energias negativas/nulas como mucho hay dos niveles, podemos clasificar los
tipos de extensién segun las zonas de [2.1) como aparece en la tabla [2.2
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' 5

1

0 00 2m O 00 2

Figura 2.1: Representacién tridimensional de las superficies definidas por (2.1142.13)) para
ms = mg3 = 0. Las proyecciones del cuadrante inferior (eje r) y del cuadrante superior (eje
s) se muestran debajo, donde se han clasificado las regiones del plano (6, 1) en funcién
del sig%a de la energia del estado fundamental y de los primeros estados excitados.



2.2. Calculo de las extensiones autoadjuntas

Etiqueta Estado Fundamental 1° excitado

Signo de F,

a) Negativo y par Positivo
b) Negativo e impar Positivo
c) Negativo y par Negativo y par
d) Negativo e impar Negativo y par
e) Positivo Positivo
b) N d) Negativo e impar Nulo y par
a) Nc) Negativo y par Nulo e impar
e) N'b) Nulo e impar Positivo
e) N a) Nulo y par Positivo
Linea roja  Negativo y degenerado Positivo
Punto rojo Nulo y degenerado Positivo

(-4, .)
(-4, ..)
(-, - )
(-, -)
(+.--)

(-,0,4, ...)
(-,0,4, ...)

(0,4,4+, ...)
(0,4, ...)
(-4, -.)
(0,4+,...)

Cuadro 2.2: Clasificacién de las extensiones autoadjuntas para ms = ms3 = 0 segiin como

es el signo de los dos primeros niveles.
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Capitulo 3

Transformadas supersimétricas de las
extensiones autoadjuntas del pozo de
potencial.

En este capitulo seguimos tratando los resultados de los dos primeros articulos que con-
forman esta tesis doctoral:

Supersymmetric Partners of the One-Dimensional Infinite Square Well
Hamiltonian

M. Gadella!, J. Herndndez-Muiioz?, L.M. Nieto!, C. San Millan®
Symmetry 2021, 13(2), 350
! Departamento de Fisica Teérica, Atémica y Optica, and IMUVA,
Universidad de Valladolid, 47011 Valladolid, Spain
2 Departamento de Fisica Tedrica de la Materia Condensada, IFIMAC Condensed
Matter Physics Center, Universidad Autéonoma de Madrid, 28049 Madrid, Spain;

Supersymmetric Partners of the One-Dimensional Infinite Square Well
Hamiltonian: Special Cases

M. Gadella!, C. San Millan!
Symmetry 2022, 14(7), 1314
! Departamento de Fisica Teérica, Atémica y Optica, and IMUVA,
Universidad de Valladolid, 47011 Valladolid, Spain

Primero analizaremos la transformada de primer orden de un caso genérico en el cual no
se conserva ninguna de las propiedades. Luego las transformadas supersimétricas ordina-
rias sucesivas, donde veremos que debido a la invarianza de forma, no implican mayor
dificultad que la presentada por la ecuacién al tener un total de 4 pardmetros. Lue-
go, para la transformada confluente consideramos las extensiones de que nos permiten
llegar a nuevas soluciones de ecuaciones fuchsianas.
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Capitulo 3. 'Transformadas supersimétricas de las extensiones autoadjuntas del
pozo de potencial.

3.1. Caso particular para un valor concreto de los
parametros.

Consideremos una extensién autoadjunta de Hy que no conmute con el operador paridad
(m3 # 0), sus funciones de onda seran combinacién lineal de las dos soluciones indepen-
dientes. Ademas, consideremos que dicha extension no conserva la reversibilidad temporal
(mg # 0). Esta ultima propiedad implica que entre las dos soluciones linealmente inde-
pendientes aparece una fase imaginaria. Para ilustrar el ejemplo consideremos el siguiente
vector de parametros que caracteriza a una extension autoadjunta, como los m; satisfacen
una ecuacién del tipo > m? = 1, tomar la parametrizacién de una esfera unitaria en R*:

mg = cos 61 cosby, my; = cos by sinfy,
mo = sin 6 cos by, mz = sinf; sin b, .

Tomaremos los siguientes valores para las variables angulares, escogidos para que mgy # 0
yms # 0: -
b=bi=th=y=T (3.1

Estos valores numéricos llevan a una extensién autoadjunta con estado fundamental de
energia negativa y degenerada, y una infinidad de estados de energia positiva. Como
resultado se obtiene un potencial con parte real e imaginaria, como consecuencia de la
no conservacion de la reversibilidad temporal. Una de las caracteristicas de SUSY-QM
consiste en que el espectro del hamiltoniano final es el mismo que el de partida, excepto
por una cantidad finita de niveles que son eliminados (o agregados) en funcién de las
funciones utilizadas como semilla de la transformacion, en este caso obtendremos una
serie de energias reales. Una descomposicion del potencial obtenido se muestra en |3.1

V2 ()
—a a
— ReVU1(z)
_002]
a? Im V32 ()

ol

- —a |

Figura 3.1: Parte real e imaginaria del potencial obtenido a partir del tnico estado de
energia negativa para la extension autoadjunta descrita en (3.1)).
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3.2. Transformadas supersimétricas hasta orden { del pozo de potencial

3.2. Transformadas supersimétricas hasta orden ¢ del
pozo de potencial

Consideremos una extensién autoadjunta de Hy tal que ms # mg # 0, pero que si cumpla
un s, = ns; con s; = y/2a k1, con el objetivo de poder realizar un planteamiento recursivo
de varias transformadas SUSY que utilicen el estado fundamental como funcién semilla.
Asi, las funciones de onda asignadas a los niveles de energia positiva para H, tendran la
siguiente forma:

on(x) = A, cos <S2a ) + B, 5111(82;) (3.2)

Donde el vector de amplitudes (A,, B,,) es el autovector de asignado a la raiz s,
de . Como queremos ver como plantear SUSY para ms 7£ mg # 0 lo que implica
que (A,, B,) # (1,0) # (0,1), no se conservard ni paridad, ni reversibilidad temporal.
Los calculos pueden realizarse mediante dos caminos:

s Planteamiento de SUSY mediante wronskianos.

» Planteamiento diferencial de SUSY a orden 1 y buscar la recurrencia a través de
distintos érdenes.

Aqui optaremos por la segunda opcién, la primera la utilizaremos en la siguiente seccion.
Consideremos el nivel qﬁgl’l)(x) como el estado fundamental y, por tanto, a s; como una
cantidad proporcional a la raiz de la energia mas baja. Para plantear una SUSY, tal que
su sistema matricial conserve la supersimetria, debemos tener que el estado fundamental
tenga energia nula, por lo que plantearemos las siguientes dos parejas:

(

: ~ (1,1) 512
Primer companero: H'“"/ = Hy — (2—> ,
a
2 d?
{ Segundo compaiiero: H1? = H, — <;—1) - 2—1 ((bol D (x)), (3.3)
a
Espectro de energia: Efll) =F,—FEy= (S—n> — (S—l>
\ 2a 2a

El primer companero es el hamiltoniano original con un desplazamiento en el origen de
energias. Planteamos el superpotencial:

W(l)(x) — _dix log ¢ (),

Como todo va a quedar en funcién del logaritmo del nivel considerado para la semilla de
la transformacion, y ya que las funciones consideradas son sencillas en comparacion con
otros sistemas con potenciales mas complicados, un cambio de variable dado por:

d
2=~ logn(a),
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pozo de potencial.

nos permite escribir la ecuacion de Schrodinger: H (1’2)@(11’2) = Eél)gbﬁ}’” como sigue:
2

(-0

L3009 2602 + (2= CL ) 026 —0

dz 1—22

La cual es la ecuacién diferencial de las funciones asociadas de Legendre P}*(z) con £ = 1,
asi, para s,/s; = n. Tendremos que las transformadas SUSY de orden 1 vienen dadas
por las funciones asociadas de Legendre de segunda especie [104]:

02 () = ( A; sin (22) — By cos (Szlw)) . (3.5)

A; cos (%) + Bj sin (%)

Aqui n > 2, ya que el primer nivel n = 1 ha sido eliminado al utilizarlo como fun-
cién semilla. Ademds, las funciones asociadas de Legendre de segunda especie presentan
singularidades logaritmicas cuando el segundo indice es igual o menor que el primero.
Las funciones asociadas de Legendre de primera especie P}*(z) no aparecen debido a que
para n > ¢ valen directamente cero. Para obtener transformadas que las involucren, de-
berfamos haber considerado s,/s; # n € N. Si repetimos el proceso con n = 2 en
obtendriamos otra pareja de hamiltonianos supersimétricos, después de haber realizado
el desplazamiento en la energia:

Primer partner: H®Y = g2 _ Eél),

d?
Segundo partner:  H®® = H®Y — 2 log ¢, (x), (3.6)
2 2
Espectro de energia: E® = E, — E, = <S—"> — (2> :
2a 2a

Tomando el mismo cambio de variable independiente que antes, se llega a un resultado
similar al de (3.4)) pero con ¢ = 2. Asi, la segunda pareja de la segunda transformada
tiene las siguientes funciones de onda:

Aj sin (s”) B cos (slx)
(2,2) n 2
O (2) = @ < Aj cos (31‘”) + Bj sin (S”)) (37)

Por tanto, de manera recursiva, una ¢ transformada tendra las siguientes funciones de
onda y potencial en su segunda pareja, y espectro:

( 1\ 2 d? _
Segundo partner a orden £: H*? = g1 — (ﬂ> - 2@ log ¢y, (x),

2
Espectro de energia: EY) = E, — B, = <8_”> - <ﬂ> 7

n

1 51T 5z
Funcién de onda: ¢$f,2) (ZE) _ ? (Z Al S1n ((ga ) Bl C'OS ( a ))

\
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3.3. 'Transformadas supersimétricas de las extensiones autoadjuntas
Mo = M3z = 0.

Este resultado es la invarianza de forma del potencial Poschl-Teller [12], generalizado al
caso de que la extension autoadjunta no conserve paridad ni reversibilidad temporal. El
esquema seguido es como aparece en la figura 3.2

Figura 3.2: Transformadas sucesivas conservando la SUSY matricial a primer orden de
las extensiones autoadjuntas con s, /s; = n del pozo de potencial.

3.3. Transformadas supersimétricas de las extensio-
nes autoadjuntas msy = mg = 0.

La seccién anterior es la tratada en [I], y aunque extiende los resultados conocidos,
no deja de ser intratable al tener que resolver para sus 4 parametros y tener
que lidiar con la condicién de no existencia de estados de energia negativa y nula. En
cambio, los resultados obtenidos en [2] permiten llegar a sistemas mds concretos al tomar
ms = my = 0. Tomaremos la transformada confluente en casos degenerados y la ordinaria
en el resto, aunque siempre es posible tomar una transformada confluente.

3.3.1. Estado fundamental de energia nula y degenerado.

Esta extension se da, en el plano F = 0, para la interseccion entre las rectas v =
0o + 2 arccot(2) y ©» = —6y + 7 representada en la figura como la interseccion de las
regiones (a), (b), (¢) y (d). Esta extension es unica, al tratarse del tinico punto entre las
dos superficies que definen los valores de la energia y el plano £ = 0.

{on(2)} 2, = {\/%, T, COS (%) ,sin (%) , COS (%) e } : (3.8a)
Ex - oo (2)(52) ] (3.80)
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Si sustituimos los valores de (6p,%) en 2.17b)) obtenemos las ecuaciones trascen-
dentes para calcular los niveles de energia positivos . Mientras que para S, = 2nm
tenemos una forma cerrada, no es asi para el caso de paridad impar, teniendo que calcular
los primeros niveles numéricamente, excepto para altas energias, donde se obtiene para
valores de E suficientemente altos s9,11 =~ (2n + 1)7.

Paridad par: cos (2—"93) ., Sopsin(sg,/2) =0,
a

(3.9)

Son4+1T

n t(S2n 2 :27
2, )7 S2n41 CO (82 +1/)

Paridad impar: sin (

Hay dos opciones para construir la funcién semilla de la transformacién: o con el nivel
constate o con el nivel lineal.

Transformada confluente con el nivel de energia nula y paridad par.

Calculando funcién semilla, funcién de onda generalizada, y el nuevo potencial:

) = wp —/ —dx’ = wg — 2a (3.10a)

vo(x) = up(x) / ()2 )) dr’ = 2awr — 2°/2, (3.10b)

2

Vi3 (2) = —20% log(wo(x)) = (@ — 2awp)?’

(3.10c¢)

Para evitar singularidades en el potencial (3.10) solo tenemos que tomar |wy| > 1/2. El
potencial obtenido lleva a una ecuacién de Bessel con indice 3/2, tomando el cambio de
variable x = (t + 1)2awy:

622 (2) = T, <% — s, wo) + (3.11)

El como afecta la transformada a los niveles se muestra en la subfigura se ha tomado
un wy real fuera del intervalo del pozo para evitar singularidades, pero podriamos haber
tomado un valor complejo perfectamente, llevandonos a un potencial complejo.
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Mo = M3z = 0.

-
.
-
.
.
.
.
N, .
.
P

(a) Extensién autoadjunta con dos niveles de
energia nula.

(2,2)
/ ----- o —
) 2,2 (2,2)
o — ¢F? < — %
2,2 N 22
N« \ >< .
heS (2,.2) I |
. ¢4 a
| ,
\
\
\

2,2
o7?

\)Z — g2
> 1k \

. 0
(b) Transformada SUSY-C a partir de Cbg = (c) Transformada SUSY-C a partir de (;5[()0) =1

Figura 3.3: Extensién autoadjunta de Hj con dos niveles de energia nula, y las dos trans-
formadas confluentes de sus primeros niveles a partir de ellos.

Transformada confluente con el nivel de energia nula y paridad impar.

Repitiendo el proceso, pero ahora con ¢(z) = x, obtenemos (3.12)), con una mayor
complejidad:

T 337/ 2 1’3
wi(x) = wo — / 53 dr’ = wy — el (3.12a)
wy (@) 1 (4a’wo +2°)
— di' = —4/ = 3.12b
'Ul(x) Ul(l’) / U,l(l’l)Q £ a3 2\/6 ) ( )
~ 3
‘/.1(272) (,ﬁlj) 6x 72a WoT (312(3)

T dddwg + 25 (4a3wy + x3)%

Atendiendo al potencial de (3.12)), la ecuacién de Schrédinger asociada es una ecuacion
fuchsiana de 4 puntos con una confluencia en el infinito [2], donde los tres puntos regulares
restantes son las raices cibicas de —4a3wy, pudiendo regular donde apareceran.

Como consecuencia de introducir la transformada confluente, el potencial de H*? ha
perdido la paridad, pudiendo regular la aparicién de la singularidad fuera del interva-
lo (—a,a), o incluso llevdndola al plano complejo, lo que inevitablemente llevard a un
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pozo de potencial.

potencial con parte compleja, pero hara desaparecer la singularidad.

3.3.2. Estado fundamental de energia negativa y degenerado.

La interseccion de las dos superficies en el eje r en esta representada como una curva
roja, en dicha interseccién se da la situacion de que ambos niveles de energia negativa
tienen el mismo valor. Debido a la no linealidad de las ecuaciones trascendentes, no
podemos dar una parametrizacién de la curva, para dar una dependencia explicita del
nivel degenerado con los pardmetros (¢,60y). En este caso, las funciones de onda que
manejaremos, son las soluciones hiperbdlicas de Hy, junto a los niveles positivos, siendo

el conjunto de autofunciones:
(5e) n (%))
os|—),sin(—)... ¢,
2a 2a

(12 = feon () i ()
o= {- () - () () ()}

A diferencia del caso anterior, no podemos dar una estimacién o una ecuacién concreta
para los niveles de energia, debido a la imposibilidad de encontrar una parametrizacion
para las dos superficies (2.17a2.17b|) y asi calcular su interseccion.

Si realizamos una transformada SUSY ordinaria con uno de los dos niveles negativos
obtendremos un potenaal Poschl Teller. Por lo c%ue plantearemos dos transformadas con-
ﬂuentes una con uy = qbo , y otra con u; = Utilizaremos la segunda igualdad de
, en la que como constate de mtegraClon se utiliza la ubicacion de la singularidad
y no el valor de la funcién en ese punto. Asi, los dos potenciales resultantes son:

V(@) =
203 (sinh (“22) (asinh (%20) + 1y (2o — 2)) + 2a (cosh (22) + 1))

= 5 , 3.13
@ (a (st (222) = sinb (225)) + 7o (& — 00)) 2 (3.13a)

V3 () =
(smh (”;””) (a sinh (Towo) +7ro(xz— aco)) —2a (Cosh (TOI) — 1)) .
a (—asinh (%2) + asinh (220) + 7o (z — 2¢)) 2

(3.13b)

A diferencia del articulo [2], aqui se han representado en funcién de g y no de wy. Bajo
el limite 7“0 —) 0, estos potenciales dan como resultado los presentados en la subseccién
anterior (3.10]) y (3.12), ademds no podemos clasificaros dentro de ecuaciones conocidas,
ya que sus puntos Slngulares se calculan a través de las ecuaciones trascendentes que
surgen al calcular los ceros del denominador.
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3.3. 'Transformadas supersimétricas de las extensiones autoadjuntas
Mo = M3z = 0.

3.3.3. Estado fundamental de energia negativa y primer excita-
do nulo.

Este tipo de extensién se da para dos rectas en el plano E = 0: ¢p = 6y + 2arccot(2)
y ¥ = 0y + 2arccot(2) + 27 como la interseccién de (a) y (c), tendremos estados de
energfa nula (paridad par) por encima de estados de energia negativa (paridad impar).
En ¢ = —0y 4+ 27 como la interseccién de (b) y (d), tendremos estados de energia nula
(paridad impar) por encima de estados de energia negativa (paridad par).

Estado fundamental de energia negativa impar, y primer excitado nulo par.

{¢£LO)($)}ZO:0 = {sinh <%) ,\/%_a,cos (%) , sin <%> - } ,

Realizar una transformada de primer orden con gzﬁ(()o) nos lleva al segundo tipo de potencial
Poschl-Teller de solucién conocida [107], y una transformada de primer orden con el nivel
constante ( §°) = cte) lleva a la derivada de los niveles. Una transformada ordinaria
de segundo orden que utilice ambos niveles, nos lleva a usar como funcién semilla el

wronskiano de los dos primeros niveles, que lleva a un potencial Poschl-Teller:

d? rox 1 7o\ 2 rox
VAN Tl | W [ sinh <_> ) = <—> h? (—) 3.14
0 dz? % e ) V2a 2q) " 24 (3:14)
La transformada de segundo orden vendra dada por las soluciones de este potencial con
las energias de las que hayamos partido.

Estado fundamental de energia negativa par, y primero excitado nulo impar
(zona amarilla).

Esta extension aparece para la recta del plano £ = 0 con ¢ = 7 — 6, como la interseccion
de (a) y (c). La distribucién de los niveles y sus funciones de onda es como sigue:

{gb,(f)(x)}zozo = {cosh (%) , T, COS (%) ,sin (%) e } :

Las transformadas de primer orden con uno de los dos niveles llevan a resultados similares
a los anteriores, si se parte del nivel negativo se obtiene un Péschl-Teller convencional y
para el nivel de energia nula se obtiene una ecuaciéon de Bessel similar a la obtenida en el
caso confluente para el nivel constante . En cambio, si consideramos la transformada
de segunda orden:
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Capitulo 3. 'Transformadas supersimétricas de las extensiones autoadjuntas del
pozo de potencial.

ol (0 (2).0)
Vo = deQIOgW cosh 5 ) %) = (3.15)
i ol

207 ((t3er) sinh (37) — cosh (%))

Estamos ante otro caso en el cual no podemos encontrar un sistema equivalente median-
te un cambio de variable independiente debido a la complejidad del denominador del
potencial.

3.4. Conclusiones

A lo largo de los dos tultimos capitulos se ha introducido el sistema a estudiar, el ope-
rador energia cinética restringido a un intervalo. La restriccién al intervalo junto a la
necesidad de que sea autoadjunto lleva a dos caracteristicas: El espectro siempre toma
valores reales, por lo que no hay resonancias, y ademas siempre se presentaran infinitos
niveles de energia. La definicién de la extension es equivalente a la restriccion del opera-
dor diferencial a un conjunto de su dominio que cumplira ciertas caracteristicas. Dichas
caracteristicas definen las propiedades que cumplen las funciones de onda, dicha infor-
macion se encuentra implicitamente en los pardmetros que definen a la extension. Asi,
obtenemos un taller de aplicaciéon de SUSY donde podemos ’jugar’ con las caracteristicas
de la funcion de semilla para iniciar la transformacion, asi como mezclar distintos tipos
de funcién de onda para la obtencién de potenciales exdticos. En este capitulo solo se
han presentado 3 aplicaciones de las transformadas supersimétricas a 3 tipos de exten-
sion, otros casos, como la degeneracién de los niveles positivos, casos numéricos, y otras
caracteristicas, se presentan en los articulos indexados, asi como ciertas demostraciones

sobre la SUSY-Confluente.

Faltaria un estudio de la hermeticidad de lo hamiltonianos obtenidos mediante una trans-
formada SUSY, es decir, si son auto-adjuntos después de la transformada. Este estudio
requeriria estudiar si el dominio de llegada cumple las caracteristicas necesarias: el con-
junto de las funciones de onda es cerrado, etc...

Después de ese estudio, donde se aseguraria que el hamiltoniano resultante de la trans-
formada SUSY es simétrico, habria que comprobar que existe esa matriz de U(2) que da
las condiciones de contorno. Esta parte ya se ha realizado en [I0§], donde se relacionan
los valores del superpotencial en la frontera del dominio, con la matriz de U(2) que debe
darnos la condicién de contorno para que el hamiltoniano sea auto-adjunto.
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Capitulo 4

Transformadas supersimétricas del po-
tencial Rosen-Morse 11.

Este capitulo es una adaptacion del tercer y tultimo articulo que conforma esta tesis
doctoral:

SUSY partners and S-matrix poles of the one-dimensional Rosen—Morse 11
potential

C. San Millan', M. Gadella!, Sengiil Kuru?, J. Negro*
Fur. Phys. J. Plus 138, 857 (2023)
! Departamento de Fisica Teérica, Atémica y Optica, and IMUVA,
Universidad de Valladolid, 47011 Valladolid, Spain
2 Department of Physics, Faculty of Science, Ankara University, 06100 Ankara, Tiirkiye

En los capitulos anteriores hemos estudiado la aplicacién de SUSY a las extensiones
autoadjuntas del hamiltoniano libre en un intervalo finito. La restriccion a una pequena
zona de todo el espacio lleva a unas condiciones de contorno que garantizan un espectro
infinito numerable. En este capitulo estudiaremos las transformadas supersimétricas del
potencial Rosen-Morse II, un potencial unidimensional, el mas complicado dentro de los
potenciales unidimensionales con funciéon de onda y espectro en forma cerrada. Primero
se realizara un estudio de su matriz S, obteniendo bajo que condiciones se tienen distintos
tipos de polos, y, por tanto, que tipos de estados fisicos se pueden obtener. Luego veremos
como los criterios para que un polo de la matriz .S sea ligado coincide con la integral de
normalizacion de las funciones de onda.

Seguidamente, estudiaremos cuando dichas funciones no presentan nodos, condicién ne-
cesaria para ser funcion semilla de una transformada SUSY. Veremos como para los tres
tipos de polo que se obtienen del estudio de la matriz S se pueden definir tres tipos de
transformadas supersimétricas de primer orden. Por tltimo, se demostraran una serie de
propiedades de los operadores de intercambio, que podrian llegar a simplificar el calculo
de los operadores escalera en un futuro.
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Capitulo 4. Transformadas supersimétricas del potencial Rosen-Morse 11.

4.1. Potencial Rosen-Morse 11.

En el estudio de moléculas poliatémicas se toma una serie de aproximaciones para evitar
el problema de muchos cuerpos, la aproximacion mas conocida es la de Born-Oppenheimer
[109]. En la aproximacién de BO se considera que, al ser la masa de los nicleos atémicos
varios 6rdenes de magnitud mayor que la de los electrones, estos se mueven en escalas de
tiempo distintas, lo que permite expresar el hamiltoniano molecular como el hamiltoniano
de atomos y electrones por separado, despreciando la correlacion entre sus funciones de
onda y efectos de estructura fina e hiperfina:

H, molecular = Helectrénico 1 H vibracional + H rotacional T H, espin nuclear

Esto no implica que en Hejectronico S€ desprecie la naturaleza de los niicleos atémicos, sino
que se considera que al moverse los electrones mas rapido que los nticleos, estos sentiran
un potencial electrostatico debido a un esqueleto atémico, percibiendo los nicleos locali-
zados siempre en su posiciéon de equilibrio.

Por otro lado, se consideran tres hamiltonianos distintos para la descripcion de los nticleos
que conforman el esqueleto atémico. Para simplificar el tratamiento de H.ipracional S€ toma
la serie de Taylor del potencial que describe la vibracion, truncando dicha serie a segundo
orden para aproximarlo a un oscilador armonico.

Esa aproximacion no tiene en cuenta efectos anarmoénicos, los cuales pueden ser impor-
tantes en magnitud en comparacién con los primeros términos de la serie, a la hora de
tratar la ecuacion de Schrodinger, si realizamos el desarrollo hasta cuarto orden del po-
tencial, podria tratarse el estudio de las funciones de onda vibracionales con la funcion
triconfluente de Heun [110]. El problema de tratar el potencial mediante una serie de
Taylor, es que un potencial polinémico no es confinante, al no desvanecerse en el infinito,
esto llevara a un espectro de energias vibracionales infinito numerable, cuando la molécu-
la tendra un nimero finito de estados vibracionales.

Por tanto, necesitamos un potencial que se aproxime al potencial real, pero con ecuacién
de Schrodinger que se pueda resolver de manera cerrada, aqui entran distintos tipos de
potencial que se aproximan al potencial de vibraciéon molecular: el potencial de Lennard-
Jones, de Eckart, o el potencial de Rosen-Morse II. El primero mencionado no tiene
solucion por serie de potencias, el resto y sus variaciones, vienen expresados por funcio-
nes exponenciales o hiperbdlicas, no son la forma exacta del potencial vibracional, pero
se ajustan bastante bien a él, ademads, al desvanecerse en el infinito, dan lugar a espectros
finitos.

Para la aplicacion de SUSY en sistemas de espectro finito se ha escogido el potencial
Rosen-Morse 11, ya que al ofrecer mas parametros libres que otros potenciales hiperbdli-
cos, da mas juego en sus propiedades. Ademas, su asimetria nos ofrece otras propiedades
fisicas interesantes.

El potencial Rosen-Morse II [ITI] se introduce para estudiar de manera fenomenolégica
el potencial vibracional de moléculas poliatomicas. En el articulo original se aplica al
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4.1. Potencial Rosen-Morse I1I.

espectro vibracional del NHs. Este potencial pertenece a la clase de potenciales inva-
riantes de escala (shape-invariance) [12], por lo que las transformadas SUSY ordinarias
que utilizan como funcién semilla el estado fundamental, dejan invariante la dependencia
funcional del potencial, solo variando sus parametros, alterando su profundidad, y, por
tanto, su cantidad de estados ligados. El sufijo ‘II’ se utiliza para recalcar que es el caso
hiperbdlico, siendo el Rosen-Morse I el potencial trigonométrico, el cual es periédico, no
desarrollaremos este dltimo, el cual ya ha sido abordado en la bibliografia previa [14].

La expresién del potencial aplicado a una dimension viene dada por:
1
Vi(z) = — ()\2 - Z) sech” x + 23 tanh x (4.1)

El parametro A es el que le da profundidad al pozo de potencial, ademas el potencial es
simétrico bajo la operaciéon A — —\. El parametro [ es el término que da la asimetria
al potencial, ademas, tomar § — —[ es equivalente a aplicar el operador paridad, por lo
que podemos considerar $ > 0 sin ninguna pérdida de generalidad, el tomar 8 = 0 lleva a
un potencial Poschl-Teller, el cual ya ha aparecido en el estudio de las extensiones auto-
adjuntas, solo que alli tenfamos un espectro infinito por estar restringidos a un intervalo
finito de la recta real. Consideraremos A > 1/2 4+ fy § > 0, siendo ambos pardmetros
reales, el caso de parametros complejos lleva a otros casos interesantes, como la aparicion
de estados resonantes o violacién de simetria PT al tener el potencial términos imagina-
rios [52]. Al tratarse de un potencial no confinante, podemos calcular su matriz S para
estudiar los estados de este. La ecuacién de Schrodinger asociada al potencial es:

H\U(z) = EU(z),

—%\P(w) V(@)U () = E ().

Tomando un cambio de constantes para F y [ dado por:

k=+E+26, kK =+E—28. (4.2)

La solucion a la ecuacion de Schrodinger es:

W(z) = A(z) + Bo(x) (4.3)
— A(1 — tanh(2))'% (1 + tanh(z))% o7y (2 A+ig + 212+, 51:— A+ig + i ; 14 ta2nh(a;))

w | L\ LKk 1oy K4k {4 tanh
#B (1 tanb(e) ¥ (L tanb(e) o (AT AT L)

Las dos soluciones linealmente independientes vienen dadas por ¢ (z) y ¢(x). Ahora, para
calcular los polos de la matriz .S, se procede como en el capitulo (1, se calcula la forma
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Capitulo 4. Transformadas supersimétricas del potencial Rosen-Morse 11.

asintética de , de manera que en el limite por la izquierda se obtiene la combinacion
lineal de dos ondas, una que llega al potencial y otra que sale de él, ambas con momento
k, y por la derecha una onda que llega del infinito y otra que sale del potencial, con
momento k’. Entonces calculando la matriz de transferencia se obtiene que esta es:

r) = (g 1) = (W) ) (0

Donde Ty = t(k, k') es la siguiente funcion:

(1 - ik) T (—ik")

G- & - B (G- A= - &)

tk, K =

(4.5)

La matriz S se relaciona con la matriz de transmisiéon 7" mediante la siguiente relacién:

g — L —T21 1
- T22 det(T) T12 '

Por lo que para buscar los polos de la matriz S hay que buscar los ceros de Ty = t(k, k).
Esto lleva a dos condiciones que cuantifican los momentos de entrada/salida y, por tanto,
la energia:

] .
5 A\ — %(k; + k) = —n, (Condicién a.)

1 ,
3 N - %(k‘ + k)= —n. (Condicién b.)

Tomamos n € N para asegurar que las funciones gamma del denominador de T, vayan al
infinito. No es necesario que ambas condiciones se den a la vez, es méas, de darse a la vez,
implicaria que el término que genera el pozo Poschl-Teller vale cero si el niimero natural
es el mismo, recuperando un caso ya estudiado en el cual no habia estados ligados [112].

El valor de los momentos de entrada/salida y de la energia para las dos condiciones
aparecen las ecuaciones de la tabla [L.1}

Para un mismo hamiltoniano H,, tenemos H) = H_) ya que el potencial tiene esa simetria
V) = V_,, esto implica que Hy tendrd dos series de autovalores, una dada por
y otra por Esto no quiere decir que las energfas y momento tengan la
misma simetria, ya que entonces no tendriamos dos series de autovalores para Hy.

Para ver cudl de las dos condiciones producen funciones de onda de cuadrado integrable,
tendremos que calcular la parte imaginaria de los momentos con parte real nula, y deducir
para que n, A y  estos se encuentran en el semieje imaginario positivo, no obstante, en
la siguiente secciéon vamos a derivarlo mediante las propiedades de las funciones que
describiran nuestros estados de cuadrado integrable: los polinomios de Jacobi.
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4.2. Polinomios de Jacobi y condicién de cuadrado integrable para las funciones
del Rosen-Morse I1.

Momento de entrada k ‘

Condicid '
ondicién a ik = (A—1/2—n) — ﬁ, (4.7a)
Condicién b , B
_Zk*A7”:_<)\+1/2+n)+)\+1/2+n’ (4.7b)
Momento de salida k' |
Condicid .
ondici6n a —zk;’HZ(A—1/2—n)+ﬁ7 (4.8a)
Condicion b -, &
Energia £ ‘
Condicién a i
Exn=—-(A—1/2—n)>— Sy (4.9)
Condicion b 9 b5
Eon=—-(A+1/2+n)? - IESTEEEE (4.9b)

Cuadro 4.1: Valores de (k, k', ) para las dos condiciones de polo de la matriz S.

4.2. Polinomios de Jacobi y condicién de cuadrado

integrable para las funciones del Rosen-Morse
I1.

Adelantando resultados, las funciones ¢(x) de van a ser las funciones de cuadrado
integrable, ya que las condiciones de la matriz S hacen que una de las dos primeras
entradas de la funcion hipergeométrica que la describe, sea igual a un entero negativo,
truncando la serie infinita que describe la hipergeométrica [32]. Queremos demostrar que
el criterio de polo para un estado ligado en la matriz S coincide con el método de forzar
el valor de los parametros para que la funciéon de onda sea de cuadrado integrable, para
ello reescribimos ¢(x) como un polinomio de Jacobi [I07] aprovechando la|Condicién a., y
obviando constantes que pueden reabsorberse en las constantes de integracion el resultado
es:

Orn(z) =€ x=1/ sech® /27" (z) PV (tanh z) | (4.10)

donde py, = —ikx, ¥ van = —iky, para la|Condicion a. y como se muestra en la tabla
, los momentos de entrada/salida son imaginarios puros para parametros del potencial
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Capitulo 4. Transformadas supersimétricas del potencial Rosen-Morse 11.

reales, por tanto, la funcién ¢, ,(z) es real al tener en todas sus entradas pardmetros
reales.

Para ver bajo qué criterio py , y v, dan lugar a una funcién de onda, ¢, (), de cuadrado
integrable, haremos la integral del médulo al cuadrado, que bajo un cambio de variable
z = arctanh x queda como:

o) 1 9
| ona@Pin = [ @zt gt (P e @)

1

La integral en es enganosa, ya que recuerda a la condicion de ortogonalidad de
los polinomios cldsicos, pero no es esa, utilizando el mismo método que [I13], podemos
reducirla a un resultado tabulado ([114], ecuacién: ET II 285(6) y propiedad de reflexién
de los polinomios de Jacobi). Asi la integral resulta ser:

oo 1 2
/ | () Pdr = / (1 — 2)Fam N1 )t (PT(LM’"’VA’")(Z)) dz =

1

1 [t y 2
= / (1= 2pr (L 2o (P (2)) det (4.12)
-1
e v Va2
+§/ (1 —2z)»n _1(1 + z)Hrn (Pn Ao BA,m (z)) dz =
-1

QA ntAn—1 " )T n+ 1T nt1
_ (an +van) T (n+ gy, )L (n+ v, + )’ para: fixn, Van >0y n € N,
n!,U,)\’nV)\’nF (n + tan T Van + 1)

Para que la integral sea convergente (la constante de normalizacién elevada a —2), los
indices del polinomio de Jacobi deben ser mayores que cero. Debido a la definicién que
hemos dado de estos, los momentos de entrada y salida deben ser:

Urn = —ik)\7n > 0, Uxn = —ik‘)\m >0= Im(k)\m), Im(k:f\m) >0 (4.13)

De estas desigualdades se obtiene la cantidad maxima de estados ligados del potencial
Rosen-Morse II, de la misma manera, vemos cuando las dos condiciones de polo de la
matriz S son aplicables para obtener estos:

qﬁ,\,nesL2(R):Ogng)\—%—\/ﬁy)\z\/ﬁ—i—l/QZlﬂ (4.14a)

G_xn s L*(R) : ogng—A—%—\/By —A>/B+1/2>1/2 (4.14b)

Por tanto, la da lugar a estados de cuadrado integrable (estados ligados)

cuando A > /B + 1/2, para pardmetros del potencial positivos. La lo hara
cuando A sea negativo y A < —/3 — 1/2. Pero Hy = H_,. Para modelar el potencial

que describe la parte vibracional da igual si escogemos un valor positivo o negativo para
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4.2. Polinomios de Jacobi y condicién de cuadrado integrable para las funciones
del Rosen-Morse I1.

Tm (k)]

A—1/2

A —1/2-+/B) A —1/2+ /8]

Figura 4.1: Representacion de la parte imaginaria de los momentos de entrada y salida
para las dos condiciones de polo de la matriz S para A > /B + 1/2.

A. Entonces escogeremos un valor de A\ positivo, relegando los resultados derivados de la

ondicion b.|a segundo plano.

Si representamos la parte imaginaria de los cuatro momentos para valores de parametros
reales y con A > /B+1/2 (Figura, veremos que los momentos de ¢, ,, son los tnicos
que cumplen el criterio para que existan estados ligados, mientras que para ¢_,, estos
siempre son negativos. Por tanto, tendremos para ¢(x) dos tipos de funcién de onda, y
luego 3 tipos de estado que describen en funcién del signo de los k y k'

» Estados ligados (bound states): Dados por ¢, ,,, aquellos para los cuales Im(ky ,,) > 0
y Im(&)} ) > 0 siendo los momentos puramente imaginarios, teniendo un total de

Nopaz = [N —1/2 — /B + 1 estados ligados.

» Estados anti-ligados (anti-bound states): Para ¢, ,,, aquellos para los cuales Im(ky ,,) <
0y Im(k) ) < 0 siendo los momentos puramente imaginarios, teniendo infinitos es-
tados de este tipo, comenzando para n > |\ — 1/2 + /] estados ligados.

Para ¢_) ,, considerando A > /f + 1/2, para todo n € N tendremos estados anti-
ligados.

» Estados redundantes: Aquellos en los que el signo de los momentos de entrada/salida
no coinciden, cumpliendo el criterio de que a pesar de Im(ky,,) > 0 o Im(} ) >0
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Capitulo 4. Transformadas supersimétricas del potencial Rosen-Morse 11.

son positivos, pero no desembocan en un estado ligado. Por un lado, convergen y
por el otro divergen, no son de cuadrado integrable, solo aparecen para ¢, , con
A>/B+1/2en el intervalo A —1/2 — /B <n < |\—1/2+ /B3], de manera que

la aparicién de este tipo de estados es causa de la asimetria del potencial.

Los polos redundantes surgen en la literatura en [I15], dénde se estudia el scattering de
ondas-s por un potencial central exponencial, obteniendo dos series de polos de la matriz
S, que a pesar de cumplir el criterio de encontrarse en el semieje positivo, no llevan a
funciones de onda de cuadrado integrable [4]. En nuestro caso aparecen por la asimetria
del potencial, teniendo que tratar el problema con dos tipos de momento, a diferencia de
lo que ocurre en [98], dénde su aparicién no depende de los parametros del potencial. Con
esto hemos dejado asentado la clasificacion de los tipos de estado que se pueden dar en
este potencial, asi como sus funciones de onda de cuadrado integrable. Para aplicar SUSY
habra que discernir que funciones de onda no tienen ceros para asi evitar singularidades
en el potencial.

4.2.1. Ceros de las funciones de onda.

Para la clasificacién de las funciones de onda hemos recurrido a los resultados de [116],
completando su clasificacién de las funciones sin nodos (nodeless) con su caracterizacién
a través de la matriz S. Asi, para ¢, y ¢_x., existen 3 tipos de funciones 'nodeless’ o
sin nodos:

Funciones de tipo 'nodeless’ I, ¢f\7m : Funciones de onda ,¢ ,, que se encuentran en una
region n = m tal que |A—1/2] <m < |[A—1/2++/B3], por lo que son funciones de onda
de estados redundantes, las cuales convergen por la izquierda y divergen por la derecha:

meN, A=1/2>m, A—=1/2)A—1/2—m) << (A—1/2). (tipo 1)

Funciones de tipo 'nodeless’ I1, gzﬁf\lm : Funciones ¢, , que se encuentran en una region
n =m tal que |[A—1/2 —+/B] <m < |\ —1/2], por lo que son funciones de onda de
estados redundantes que convergen por la derecha y divergen por la izquierda:

meN, m/2<A—1/2<m, —(A=1/2)(A—1/2—m)< B < (A—1/2)*. (tipo II)

Funciones de tipo 'nodeless’ I11, ¢3!l : Funciones ¢_»,, correspondientes a la solucién

de ¢(x) derivada de ((Condicién b.)), las cuales seran funciones de onda de estados anti-

ligados, y ademas, no tendran ceros para m par.

m/2eN, A>1/2—/B, 0<p<(A—1/2)>. (tipo IIT)
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4.3. Transformadas SUSY de los estados del potencial Rosen-Morse I1.

Por lo general, el estado fundamental suele ser el tinico estado sin nodos, aqui hemos visto
que tenemos funciones sin nodos en los tres tipos de estado de la matriz S. Respecto a
Y n, como la funcién hipergeométrica que describe a esta solucion, no tiene un entero
negativo en una de sus dos primeras entradas, la serie de potencias en su argumento no
se ve truncada a ningun orden, y no es de cuadrado integrable al ser una serie infinita,
aunque mas adelante, tanto 1y, como 9_, ,, tendran su utilidad.

4.3. Transformadas SUSY de los estados del poten-
cial Rosen-Morse I1.

Anteriormente, se ha mencionado que el potencial Rosen-Morse II es invariante de escala,
es decir, las transformadas supersimétricas ordinarias solo modifican los parametros del
potencial, pero no como depende en sus funciones. Si tomamos ¢y con A > /B +1/2
como funcién semilla, y aplicamos , pasaremos de V) a V,_; con una modificacion en
el origen de energias. La modificacion del pardametro A restando o sumando una unidad,
afecta directamente a la cantidad de estados ligados, siendo esta cuantia directamente
proporcional a la parte entera de A—1/2—+/3. En esta seccién estudiaremos otro tipo de
transformadas SUSY con la clasificacién dada por los polos de la matriz S, aprovechando
los resultados de [116]. No trataremos casos confluentes, ya que para calcular la integral
de la funcion semilla, aunque sea del estado mas sencillo, lleva a potenciales con funciones
hipergeométricas [43], lo cual dificulta aproximarlo a algin sistema fisico conocido, asi
como calcular expresiones de manera explicita.

Mientras que en SUSY calculamos los operadores de intercambio B* que permiten rela-
cionar los estados de dos hamiltonianos. Asi mismo existen los operadores escalera, que
permiten relacionar los estados de un mismo hamiltoniano. Estos operadores escalera
suelen calcularse como la factorizacién del hamiltoniano en dos operadores diferencia-
les de primer orden, cuya dependencia funcional estd estrechamente relacionada con las
identidades para las derivadas de las funciones especiales que describen los estados del
hamiltoniano. Una descomposicién en operadores diferenciales de primer orden para re-
lacionar los estados de H) consigo mismo no es posible debido a la dependencia de estos
en (A, n), pero si es posible mediante operadores diferenciales de orden n [56]. No abor-
daremos la relacién entre estados de distinto tipo (ligado, anti-ligado y mixtos) mediante
operadores escalera, como si se hacia en [112], debido a la complejidad de estos operado-
res. Un caso en el cual aparecen polinomio de Jacobi y se pueden obtener ambos tipos
de operadores se da en [117], donde los operadores escalera actiian en los indices del po-
linomio y los operadores de intercambio en el grado de este. También se pueden obtener
en la aproximacioén clasica [I1§].

Ahora se va a estudiar que tipo de SUSY obtenemos a partir de utilizar como funcion
semilla los estados nodeless [tipo I} tipo I| y [tipo 11}
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Capitulo 4. Transformadas supersimétricas del potencial Rosen-Morse 11.

4.3.1. Transformadas supersimétricas con estados redundantes
como funcion semilla.

Consideremos el caso numérico dado por A = 5,9, 5 = 5, solo habra 4 estados ligados,
pero si una buena cantidad de estados redundantes, para 3 < n < 8. Paran =4, ¢545
es un estado redundante, y funcién nodeless de la cual usaremos como semilla de
una transformaciéon SUSY ordinaria de primer orden. Debido a que la funcién diverge,
por un lado, y converge por el otro, la transformada SUSY de 95 4 5, no lleva a un estado
de cuadrado integrable, ya que:

)44 (¢574747 Qb5,4,4)
¢5,4,4

X 1/¢5,4,4

Por lo que si ¢544 se comporta como una exponencial positiva, su inverso lo hace como
una exponencial negativa. La consecuencia es que tendremos un potencial racional que
altera la forma de las funciones de onda, y el potencial, pero no que no agrega ni quita
ningin nivel, estando ante un caso de ruptura espontdnea de la supersimetria (Figura

132).

“/(0)(3;) V(l)(x)
e Bt —
TR T N

Bf

Figura 4.2: Transformada SUSY de primer orden con un estado nodeless .

4.3.2. Transformadas supersimétricas no ordinarias con estados
ligados como funcién semilla.

Por transformada supersimétrica no ordinaria nos referimos a aquella que no sigue estric-
tamente el orden de la etiqueta de la energia, la cual suele estar estrechamente relacionada
con el nimero de nodos de la funciéon de onda. Debido a la propiedad shape-invariance del
potencial, si realizamos una transformada de orden ¢ < |\ — 1/2 — /3| destruyendo los
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4.3. Transformadas SUSY de los estados del potencial Rosen-Morse I1.

niveles en el orden en que aparecen en H,, sobre una funcién ¢, , arbitraria, se obtiene:

W ({ors}imo U {oan})
W ({ons)sh)

De aqui que realizar una transformada ordinaria no tiene demasiada complicacion, pero se
pueden llegar a resultados interesantes si destruimos niveles de manera salteada, evitando
la propiedad shape-invariant. En la figura se muestra el caso numérico A =54y =1
en el que solo se presentan 4 estados ligados, y eliminamos los dos primeros excitados. A

Y4
NS

X ¢,\—z,n—z

Va(z) vV (2)

Figura 4.3: Transformada SUSY no ordinaria donde se han eliminado dos niveles conse-
cutivos sin contar al estado fundamental.

continuacion veremos que el potencial ‘7(2)(33) de la Figura no aparece solamente de
esta operacion.

4.3.3. Transformadas supersimétricas no ordinarias con estados
anti-ligados como funcién semilla.

Utilizando las funciones sin nodos de podemos agregar nuevos niveles al hamil-
toniano, a diferencia de [tipo I| y [tipo Il cuyo tnico efecto es deformar el potencial y las
funciones de onda, pero no afecta a la cantidad de niveles que tenemos. Las funciones
tipo I11| son las ¢_,, con n = 2m, que para A > /B + 1/2 no presentan nodos, por lo
que tenemos bastante libertad a la hora de deformar el potencial. Consideremos el caso
numérico A = 2,4 y =1 en cudl solo se presentara 1 estado ligado, y vamos a agregar

un nivel con una funcién [tipo dada por ¢_349

Si se comparan las figuras y E se podréa apreciar que V®(z) y 17(1)@) son el mismo
potencial y con los mismos estados ligados, por lo que hay una equivalencia entre quitar
y poner niveles en distintos hamiltonianos dados por el potencial Rosen-Morse, como
demostraremos en la siguiente seccion.
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Capitulo 4. Transformadas supersimétricas del potencial Rosen-Morse 11.

Figura 4.4: Transformada SUSY no ordinaria donde se ha agregado un nivel, siendo el
primer excitado lo que fue el estado fundamental.

4.4. Accién de los operadores de intercambio sobre
los niveles del potencial Rosen-Morse I1.

Vamos a aprovechar cierta propiedad del superpotencial dado por el estado fundamental
del sistema, por el cual hay una equivalencia entre los operadores de aniquilacién/destruccién
dada por la simetria A — —\:

1 d d
Bf =— (7 — —1 = 4.16
M JEan — Bxo (]F dr  dz °° @’0) (4.16)

1 d 1
(5t -2 (3§ tena).
VEn —Fro \ dr A1 2

El término de que multiplica al operador diferencial no es realmente necesario,
solo influye si queremos trabajar con las relaciones de conmutacion que definen el algebra
de la supersimetria, ademéds de normalizar la funciéon de onda resultante de aplicar el
operador. Pero para estudiar las relaciones que se dan entre funciones de onda, vamos
a prescindir de esa constante, para no abusar de la notacion, utilizaremos el simbolo
‘proporcional’; entendiéndose que para que se tenga la igualdad, faltarian las constantes
de normalizacién, las cuales se pueden anadir después. Asi, utilizaremos los siguientes
operadores de intercambio:

d d
By = Foo g logdne = (4.17)
i B |
< O
T A—1 ( 2) ane
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4.5. Equivalencia entre poner y quitar niveles en el potencial Rosen-Morse 11

Si construimos los operadores de intercambio (4.17)), primero con las funciones ¢y, y
luego con las ¢y 0, que para A > /B + 1/2 serd siempre un estado anti-ligado, se da la

siguiente relacion:
Bf = -Bf, (4.18)

Antes de llegar a la demostracién para justificar el resultado final de este capitulo, se
muestra en la siguiente tabla un sumario de los resultados de aplicar los operadores
de intercambio sobre las funciones de onda ¢(x) y ¥ (z). En dicha tabla se han omitido
constantes de normalizacién de las funciones, asi como el término que divide entre la
raiz de la energia desplazada por el estado fundamental, las identidades son resultado de
aplicar las derivadas de los polinomios de Jacobi y la funcién hipergeométrica [104].

Accién de BT sobre las funciones de onda dadas por |C0ndicién a.|

Funciones ¢, ,,
B)qu)\,n X ¢A—1,n—17 B;\rqbk—l,n—l X ¢)\,n7 (419&)
Funciones wk,n B)Tw)\,n X w)\fl,nfl ) B;\_w/\fl,nfl (S8 7vb)\,n . (420&)

Accién de los B sobre las funciones de onda dadas por |Condici(')n b.|

Funciones ¢_ ,,
By ¢_xn X —P1-xnt1, B,\+<Z51f,\,n+1, X —P_rn (4.19b)
Funciones ¢y Byt am X =1 ani1s BYtiansn, < =t an (4.20b)

Accién de los BT sobre las funciones del estado fundamental.

Funcion ¢ ,
By ¢x0 =0, (4.19)

Funcién v, , B0 X —¢1-x0- (4.20)

Cuadro 4.2: Accion de los operadores de intercambio construidos con el estado funda-
mental sobre las diferentes funciones de onda que surgen de los polos de la matriz S.

Con todos estos ingredientes podemos demostrar la equivalencia que describimos en la
siguiente seccién.

4.5. Equivalencia entre poner y quitar niveles en el
potencial Rosen-Morse 11

Para demostrar la equivalencia entre los sistemas en las figuras [4.4] y [£.3] lo haremos de
manera general para N+1 niveles. Considérese un H,, donde a € (1/2++/3,3/2-++/f), por
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Capitulo 4. Transformadas supersimétricas del potencial Rosen-Morse 11.

tanto, solo tendra un estado anti-ligado para n = 0. Vamos a realizar una transformada
SUSY con un estado ligado en el nivel N — 1, siendo este N impar. Tendremos

la siguiente pareja de hamiltonianos supersimétricos:

Sistema de partida, ﬁo((o) Sistema de llegada, ﬁ[&l)
Potencial: Potencial:
‘7050) = Va — E—a,N—l ‘7051) = Va — E—a,N—l — 289% IOg ¢—O¢,N—1 (421)

Estado fundamental: Primer estado excitado:

qba’O a{(j)l _ W((b—a,N—l?gba,O) —_ ¢a70¢1——a,]\7 (422)

' ¢*0{,N71 (bfa,Nfl

Funcién semilla (no fisica): Estado fundamental:

W(Qs—a,N—l,l/}—a,N—l) _ 1

¢—a,N—1 B ¢—a,N—1

(b—oc,N—l (/5((1172) =

(4.23)

Cuadro 4.3: Pareja de hamiltonianos supersimétricos dada por la transformaciéon SUSY
generada por la creacién de un nivel utilizando un estado anti-bound ftipo TT1}

Esta es la forma de la pareja en la que tenemos un caso de SUSY de segundo orden
donde el segundo companero tiene un nivel més que el anterior. Ahora considérese el
hamiltoniano H,y, en el cual habra un total de N 4 1 niveles. Vamos a realizar una
transformada en la que destruiremos todos niveles excepto n = 0 y n = N, mostrandose
sus transformadas en la tabla [£.4]

Ahora tenemos que demostrar que (4.21)) es igual a (4.25]), la parte del off-set de la energia

ya coincide Fyqino = E_o n-_1, desarrollemos H ffi; manipulando la expresién dentro
del logaritmo:
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4.5. Equivalencia entre poner y quitar niveles en el potencial Rosen-Morse 11

Sistema de partida, H (Efﬂ N Sistema de llegada, HSX NI)
Potencial:
Potencial:
VO = Vaun — Barno— (4.24)

0
VOE+)N = Vasn — Eatrnp

202108 W ({Bums})')

Unico estado excitado:
Ultimo estado excitado:

N-1
Qba—i-N,N T(N-1) W <{¢Q+N’j}j:1 Y {¢Q+N’N}> ‘ (425)

atN.N = w <{¢a+N’j}jy:_11)

Estado fundamental:
Estado fundamental:

w <{¢a+N,j }j\;l U {¢a+N,o}>
w <{¢a+N,j }jvz_11> '

¢a+N,O TIN-1) _

a+N,0 — (426)

Cuadro 4.4: Pareja de hamiltonianos supersimétricos en la que se destruyen todos los
niveles, excepto el estado fundamental y el iltimo estado excitado.

ALY = Haon = Eaiivo — 202108 W ({00en} )

2 -1
= —07 4 Vs~ — Eapno — 207 logW ({¢O¢+Nj} )

_ 2 N-1 2 -1
= =02+ Vo + 210gW ({6awaby' ) = Barwo — 202108 W ({6asns 1)

W ({fasns)5')

= —az + Va - Ea+N,0 - 283% IOg
<{¢a+N]}

W ({farna}) U {¥aino})
W ({Barnst)

En (4.27) se ha utilizado el hecho de que si realizamos el wronskiano de varias funciones,
y dos de ellas son linealmente independientes, uno puede sacarlas fuera del wronskiano

(4.27)
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Capitulo 4. Transformadas supersimétricas del potencial Rosen-Morse 11.

como una constante, o en este caso, introducir esas dos funciones que faltan para poder
identificar el interior de la ultima linea de como una transformada SUSY ordinaria
de orden N de uno de los estados que nunca son de cuadrado integrable. Si extraemos
el interior del logaritmo, y rescribimos el wronskiano como una serie de operadores de
intercambio:

W ({Sarwablo' U {¥asno} )
W ({0asnstly)
Y aprovechando las identidades de la tabla llegamos al resultado esperado:

= By -+ By, xtasno. (4.28)

B, - By NVayNno X By o By Ny 101-a-No X G_aN-1 (4.29)

Asi queda demostrada la identidad que nos permite identificar que la creacion de 1 nivel
con las funciones es equivalente a quitar una cierta cantidad de niveles en otro
potencial Rosen-Morse de una intensidad distinta.

4.6. Conclusiones

Se ha revisado el problema del potencial Rosen-Morse II, el cual tiene aplicacion como
potencial fenomenolégico para los modos de vibracién de moléculas poliatomicas. A través
del formalismo de la matriz S en una dimensién, hemos clasificado los tres tipos de
polo que surgen en la estructura de esta funciéon, junto a dos series de autovalores del
hamiltoniano. Se ha revisado la clasificacién de las transformadas supersimétricas de este
potencial en el caso de que se utilicen funciones que no tengan nodos, dandolas una
interpretacion a través de la clasificacién de los polos de la matriz S. Por tltimo, se ha
demostrado la equivalencia de ciertas operaciones referentes a agregar y quitar niveles en
los hamiltonianos resultado de las transformaciones supersimétricas.
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Resultados y Conclusiones.

A lo largo de este documento se han presentado los resultados obtenidos en los articulos
publicados en revistas cientificas de impacto, los cuales conforman esta Tesis Doctoral
por compendio [1], [2] y [3].

= En el Capitulo [l se han establecido los fundamentos tedricos necesarios para poder
llegar a los resultados de dichas publicaciones, haciendo un repaso por las distin-
tas transformadas supersimétricas que se pueden realizar en mecanica cuantica no
relativista en una dimension.

= En el Capitulo [2] se hace un repaso al problema de las extensiones del operador
derivada segunda restringido a un intervalo de la recta real. En este capitulo no se
ha querido entrar en las transformadas supersimétricas del sistema, ya que se ha
querido caracterizar antes los tipos de espectro que se pueden obtener a partir de
cada una de las extensiones autoadjuntas del operador. Asi, se ha mostrado que se
obtienen todas las combinaciones posibles de espectros infinitos. De esta manera,
este capitulo es un compendio de los resultados de las primeras paginas de los
dos primeros articulos publicados [I] y [2]. Ademds, completamos las clasificaciones
realizadas por [70], dando més detalles sobre la clasificacién de estas extensiones,
habiendo aprovechado la resolucién grafica de en la figura para guiarnos
en la clasificacién del espectro.

» En el Capitulo 3| se muestran los resultados de [I] y [2] una vez que hemos aplicado
distintas transformadas supersimétricas. El principal resultado de [I] es el definir la
transformada a orden ¢ para el pozo de potencial en el caso de que la extension no
tenga ninguna propiedad definida, calculandola de manera general siempre y cuando
la raiz de la energfa sea proporcional a la etiqueta del nivel. Los resultados de [2]
tenemos resultados mas especificos, ya que nos centramos en los casos particulares
de ms = mg = 0, donde las extensiones autoadjuntas tienen estados de paridad
definida, y con reversibilidad temporal.

Una de las ventajas de trabajar la transformada confluente con las extensiones del
pozo de potencial, es que la funcion semilla de la transformada es facil de calcular,
llegando a potenciales que se pueden clasificar mediante la teoria de ecuaciones
fuchsianas, esto no ocurre cuando se tratan potenciales méas complejos, ya que los
companeros supersimétricos obtenidos suelen ser potenciales que dependen de fun-
ciones hipergeométricas, a las cuales cuesta encontrar una interpretacion fisica.

= En las dos primeras publicaciones se tratan las transformadas SUSY de las exten-
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siones del pozo de potencial, que no deja de ser un sistema restringido a un intervalo
finito de la recta real. En el Capitulo [4] tratamos los resultados de [3], donde el siste-
ma cuantico unidimensional es muy distinto. Se trata el potencial Rosen-Morse 11,
el cual ocupa toda la recta real, ademéas de no ser simétrico respecto a la coordenada
espacial. Debido a su asimetria, permite derivar un tipo de estados no presentes en
potenciales simétricos, los estados redundantes, los cuales surgen del analisis de los
polos de su matriz S. De esta manera se muestra que en funcién del tipo de estado
escogido para ser la semilla de la transformacién supersimétrica, se pueden tener
los tres tipos de supersimetria introducidos en el Capitulo

= Aunque en el Capitulo [4] se muestra que el potencial Rosen-Morse II es un buen
laboratorio para jugar con distintas transformadas SUSY, el principal resultado de
[3] es el uso de las segundas soluciones de la ecuacién diferencial para obtener nuevas
relaciones entre los operadores de emparejamiento y las funciones de onda, lo que
podria permitir obtener operadores escalera mas sencillos en el futuro [56].

Dentro de trabajo que queda planteado para el futuro:

= Dentro del contexto de las extensiones autoadjuntas, estudiar la relacién entre teoria
de distribuciones y andlisis funcional, que a veces permiten hacerlas equivalentes en
el planteamiento de la matriz S [88] 911 [93].

= En las transformadas supersimétricas de las extensiones autoadjuntas del pozo de
potencial, se obtienen potenciales periédicos [25, 92, 119-121], pudiendo generar
nuevos potenciales nunca antes vistos. Mediante el uso de la transformada confluen-
te, potenciales con parte compleja pueden ser obtenidos, a la par que se conserva un
espectro real, esto es de especial interés en el estudio de sistemas PT—simétricos.

= No se ha abordado el estudio de sistemas cuanticos de mas de una dimension. El
formalismo lleva décadas planteado, incluida la transformada confluente para dos
y tres dimensiones [44], 49]. Ciertos sistemas integrables y superintegrables podrian
ser estudiados en un futuro con los resultados de esta tesis, como por ejemplo el
potencial Tremblay-Turbiner-Winternitz [122], el cual es un oscilador en la parte
radial, y un potencial Darboux-Pd&schl-Teller [123] en la parte angular.

= Durante el desarrollo de esta Tesis Doctoral han surgido otra serie de problemas que,
a pesar de haber sido abordados, no han desembocado en publicaciones. Tampoco
han sido incluidos en los apéndices por su breve desarrollo a dia de la entrega de este
documento. Se ha estado estudiando la teoria de ecuaciones fuchsianas, en concreto
las ecuaciones de Heun. En [103] aparecen una serie de resultados que podrian
permitir resolver una serie de problemas de manera exacta, o por lo menos llegar a
nuevas ecuaciones trascendentes que faciliten el cdlculo numérico de los niveles de
energia.
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