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Presentacion

En este volumen se recoge un curso de geometria proyectiva, de unas sesen-
ta horas, impartido en la Universidad de Valladolid durante los anos académicos
2017/18,2018/19 y 2019/20. El curso esta ubicado en el segundo afio de los estudios
de matematicas y utiliza como prerrequisito iinicamente el conocimiento basico del
algebra lineal de espacios vectoriales, formas bilineales y geometria afin elemental.
Hemos querido cenirnos a la duracién y contenidos exactos de esos cursos para
que sirva de orientacion a futuros profesores. El desarrollo se hace en el contexto
de la geometria proyectiva analitica, pero hemos intentado darle un aire clésico
y sintético en algunas partes, como por ejemplo el estudio de perspectividades y
de las cuaternas armonicas. Los profesores de este curso estamos profundamente
agradecidos a todos los estudiantes que lo han seguido en los citados anos, sin cuya
participaciéon nunca lo habriamos podido escribir. En particular, agradecemos las
sugerencias de Jose Antonio Castro Moreno.

Hemos pedido a José Manuel Aroca Herndndez-Ros, maestro comin a todos
nosotros y quien nos ha transmitido a lo largo de muchisimos anos lo que cono-
cemos de geometria proyectiva y matematicas en general, que redacte un prefacio
histérico a este curso breve. Hemos tenido éxito y presentamos en este volumen el
texto titulado Naturaleza y objeto de la geometria. Estamos seguros de que el lector
encontrara en él muchas de las raices del conocimiento geométrico que a veces per-
manecen ocultas. Le agradecemos profundamente haber aceptado esta sugerencia.

Felipe Cano, Beatriz Molina-Samper, Fernando Sanz
Valladolid, Mayo de 2020






Naturaleza y objeto de la geometria

José Manuel Aroca Herndndez-Ros

Alejaos de todas las curiosidades apasionantes.
Sobre todo no os dejéis embrujar por los diabdlicos
atractivos de la geometria: nada hard tanto como
ellos para extinguir en vosotros el espiritu interior
de gracia y recogimiento.

Fenelon. Cartas espirituales

En esta introduccién presentaremos brevemente algunas reflexiones sobre el
objeto y naturaleza de la geometria, que nos conducirdn a la razén de ser de la
geometria proyectiva. No pretendemos escribir ni una historia de la geometria, ni
un tratado filoséfico sobre el concepto de espacio. Intentamos simplemente mostrar
c¢émo la pregunta squé es el espacio?, que se han hecho a lo largo de la historia
numerosos matemadticos, fisicos y filésofos tiene muchas respuestas, a veces enor-
memente complejas, que han conducido a un mejor conocimiento del universo, o al
menos de la forma en que lo percibimos.

La geometria proyectiva es, hoy en dia, una parte de las matematicas casi com-
pletamente desconocida, se ensena en pocas universidades y en las que se ensenia se
presenta como una aplicacién del dlgebra lineal. Sin embargo, la geometria proyec-
tiva no solo ha tenido por si misma un papel central en las matemaéticas, sino que
ha sido también el campo en que se han debatido problemas esenciales: el rigor de
las demostraciones, la axiomatizaciéon, el paso de una matematica de problemas a
una matematica de teorias, la relacion entre geometria y dlgebra y la relacién entre
geometria y andlisis.

La fundamentacion de la geometria proyectiva fue el centro de las mateméticas
durante el siglo XIX y los principios del siglo XX. En los debates sobre los pro-
blemas geométricos participaron los matematicos mas importantes. Por ejemplo,
para algo aparentemente tan simple como probar que una proyectividad de la recta
real con tres puntos invariantes es la identidad intervinieron, entre otros, Moebius,
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2 NATURALEZA Y OBJETO DE LA GEOMETRIA

Chasles, Steiner, von Staudt, Reye, Klein, Zeuthen, Liiroth, Darboux, Pasch, Enri-
ques, Schur, Hilbert, Veblen y Weierstrass, todos ellos sobradamente conocidos en
muchos campos de las matematicas.

. Por qué aprender hoy geometria proyectiva? No solo por ella misma, las ma-
temdticas son un todo entrelazado y se precisan resultados proyectivos en campos
a veces muy alejados de la geometria, por ejemplo en finanzas: las diferentes mone-
das, de las que solo conocemos el valor relativo de unas respecto a otras se pueden
manejar conjuntamente como un punto de un espacio proyectivo. O en teoria de
la visién y en reconocimiento de imagenes, las visuales de una cdmara son puntos
de un espacio proyectivo. La geometria proyectiva es el mejor campo de ejercicios
para aprender algo fundamental en matematicas, como pasar de lo que vemos a lo
que es cierto, del razonamiento geométrico intuitivo, basado siempre en un dibujo,
que no refleja sino un caso particular, a un teorema con validez universal. Y por
una razén mas, la geometria proyectiva es extraordinariamente bonita.

En este prélogo hablaremos primero de geometria en términos generales, para
centrarnos después en algunos aspectos de la geometria proyectiva, sin pretender
presentar una historia, maravillosamente recogida en los Apercu historique de Chas-
les [15] y Schoenflies [60] y su versién moderna de Nabonnand [45].

1. El objeto de la geometria

En un articulo sobre los principios de la geometria publicado en la Enciclopedia
de las Matematicas [21], F. Enriques sefialaba que el objetivo de la geometria es el
estudio del espacio, pero distinguia tres espacios distintos:

1. El espacio intuitivo habitual. Es el constituido por objetos ideales: puntos,
rectas, planos, etc., tal como los concibe nuestra imaginacién. Dichos obje-
tos han de ser definidos y su comportamiento ha de ser regulado por medio
de unas reglas o axiomas. Una vez hecho esto, el método de la geometria es
esencialmente deductivo, limitdndose a aplicar las reglas de la logica para
obtener propiedades de esos objetos, propiedades que son consecuencias,
mas o menos dificiles de obtener, de las definiciones y axiomas, pero que
no corresponden necesariamente a hechos observables.

2. El espacio fisico. Constituido por objetos reales cuyas propiedades nos son
conocidas por experiencia. La geometria obtiene por un proceso deductivo
nuevas propiedades que se pueden comprobar después experimentalmente
y es capaz de justificar hechos observados.

3. Los espacios abstractos. Es decir, espacios mas generales que podemos ob-
tener de los espacios fisicos, por procesos de abstraccién o generalizacion.
Los objetos que conforman estos espacios ni son objetos reales, ni son idea-
lizacién de objetos reales, son objetos inventados y, en principio, su estudio
tiene solo interés por si mismo.

Resulta imposible separar con claridad las tres categorias en las diferentes ma-
neras de ver el espacio a lo largo de la historia, lo mas que podemos hacer es apreciar
si una determinada manera de concebir el espacio tiene més de una que de otra. En
principio, el primer objetivo de las geometrias es dar un modelo més o menos ideal
del mundo fisico y el segundo, que sus resultados sean préximos a lo observable.
La distancia entre el objeto fisico y su modelo marca el grado de generalidad de
la geometria, pero cuanto més general es la geometria y més quiere abarcar menos
puede decir, ya que al aumentar el niimero de objetos a considerar disminuyen sus
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propiedades comunes, asi, tenemos el riesgo de construir una teoria tan general que
no tiene casos particulares (G. Ancoechea).

Desde un punto de vista légico, es razonable pensar que los primeros modelos
de la geometria corresponderian a descripciones del espacio fisico, luego se deberia
pasar por una fase de idealizacién para concluir con un proceso de abstraccién. El
origen de la geometria como ciencia se situarfa después de un proceso sisteméatico
de idealizacion, y asi se hace generalmente situandolo en Los elementos de Euclides.

Detallando un poco més la clasificacién de Enriques, comenzaremos por el
primero de los espacios, es decir, el espacio descrito por una serie de definiciones y
axiomas, irreprochables desde un punto de vista logico, pero que no corresponden
exactamente a objetos reales, aunque permiten crear una ciencia, la geometria, cuya
existencia real nadie puede discutir.

El que los objetos ideales de la geometria sean préximos a la realidad no es
necesariamente una ventaja, por ejemplo para P. Abellanas la semejanza entre los
objetos definidos y los reales solo puede enturbiar el razonamiento al mezclarlo con
la intuicién, asi, refiriéndose a los procesos de fundamentacién de la matemaética
del pasado siglo escribia:

La nueva fundamentacion de la matemdtica se apoya en un prin-
cipio bien simple que se puede enunciar asi: para poder demostrar
con rigor las proposiciones es mecesario vaciar de contenido los
conceptos primitivos, limitdndonos a establecer el mecanismo l6gi-
co permitido y las relaciones fundamentales entre dichos conceptos.
(P. Abellanas [2]).

Esta era también la idea de D. Hilbert que, aunque en sus Grundlagen [35],
se referia a los axiomas como hechos fundamentales de nuestra intuicion, poste-
riormente, en respuesta a una carta de G. Frege [25] en la que este decfa que los
axiomas proceden de una fuente que no es logica y a la que llamaba intuicion del
espacio, Hilbert afirmaba;:

Desde que empecé a pensar, a escribir y a dar cursos sobre es-
tas materias, digo siempre lo contrario: si axiomas arbitrariamente
propuestos no se contradicen ni lo hacen tampoco sus consecuen-
cias, son ciertos, y las cosas definidas por ellos existen. Estos son
para mi los criterios de verdad y existencia.

Por su parte, en [51] H. Poincaré escribfa:

Los axiomas no son ni juicios sintéticos a priori, ni hechos experi-
mentales, son convenios. Nuestra eleccion entre todos los convenios
posibles se hace en base a hechos experimentales; pero es libre y
estd limitada solamente por la necesidad de evitar contradicciones.
De este modo, los postulados pueden resultar rigurosamente cier-
tos aunque las leyes experimentales que hayan sugerido su adop-
cion sean solo aproximadas. En otros términos, los axiomas de la
geometria son solo definiciones enmascaradas. La cuestion de la
veracidad de la geometria no tiene sentido.

También se sittia en esta linea un libro delicioso [28], publicado en 1923. Su
autor, un gedémetra olvidado, el Vizconde de Giiell, se expresaba de modo maés
apasionado:
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El espacio del gedmetra no existe, no tiene realidad fisica, ni nece-
sita para nada someterse a las condiciones que dimanan de los ob-
jetos reales en movimiento o en reposo. FEs un espacio integramente
ideal, espacio pensado, espacio inventado, espacio construido por el
entendimiento abstracto y a cuyas propiedades no atanen nada las
exigencias que puedan derivarse de la realidad. Nadie puede negar-
le al intelecto humano el perfecto derecho a construir esa nocion,
a precisarla y a determinarla idealmente segun las leyes rigurosas
del pensamiento ldgico.

El paradigma de la geometria, como estudio de los espacios ideales, es Euclides,
con sus Elementos de geometria [32]. Para P. Abellanas la geometria, como toda
entidad dotada de vida propia, tiene un cédigo genético y una historia, y su porvenir
es consecuencia de ambos. Los genes de la geometria son Elementos y su historia
es una espiral que retorna periédicamente a ellos.

El primer libro de los Elementos comienza con veintitrés definiciones, cinco
postulados y cinco axiomas. Las definiciones son a veces simples descripciones, no
demasiado precisas desde nuestro punto de vista actual. Hay que hacer notar que
estas descripciones no tienen otra finalidad que la de permitirnos visualizar el objeto
descrito, las propiedades de partida de estos objetos estan fijadas por los postulados.

Veamos, por ejemplo, algunas definiciones:

= Un punto es un objeto indivisible.
= Una linea es una longitud sin anchura.
= Una superficie es un objeto que solo tiene longitud y anchura.

Para Euclides los limites de las lineas son puntos y los de las superficies lineas. De
entre las lineas destaca las lineas rectas y las circunferencias, definiéndolas de un
modo a primera vista impreciso y alejado de nuestra forma actual de expresarnos,
pero dificilmente mejorable:

La recta es la linea que se extiende igualmente respecto a todos
sus puntos (es decir, la linea que es dividida por cualquiera de
sus puntos en dos partes iguales). El circulo es una figura plana
encerrada por una linea tal que todas las rectas que pasan por un
determinado punto (el centro), que se encuentra dentro de la figura,
la cortan en partes iguales entre si. (Véase figura 1).

A A

FIGURA 1. Cualquiera de sus puntos divide a la recta en dos partes iguales

y cualquier didmetro lo hace con la circunferencia.
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No vamos a entrar en todas las definiciones de los Elementos, que no son sino
las de los objetos comunes de la geometria métrica. Senalemos Unicamente que
Euclides no define ni utiliza los grados como medida de dngulos, y define el angulo
recto como el angulo formado por una recta y otra a la que corta de modo que
los dngulos que se forman a ambos lados son iguales. Resulta interesante enunciar
los axiomas (hechos comunes) y postulados tomados de la versién de los Elementos
hecha por Heath [32].

) Si se anaden iguales a iguales, los todos son iguales.

) Si se sustraen iguales a iguales, los restos son iguales.

4) Las cosas que coinciden una con la otra son iguales entre si.
) El todo es mayor que la parte.

(1) Se puede trazar una tinica recta de cualquier punto a cualquier punto.

(2) Se puede prolongar un segmento de recta continuamente en linea recta.
(3) Se puede trazar una circunferencia con cualquier centro y radio.

(4) Todos los dngulos rectos son iguales entre si.

(5) Si una recta corta a otras dos, contenidas en un mismo plano, de modo
que la suma de los dngulos interiores situados a un mismo lado es menor
que dos rectos, las dos rectas, prolongadas suficientemente, se cortan en
ese lado.

Como puede apreciarse, los axiomas no corresponden a propiedades de los ob-
jetos definidos, son reglas de razonamiento a utilizar en las deducciones y corres-
ponden a un dominio més amplio que la geometria, el de la légica.

Los postulados afirman la posibilidad de efectuar determinadas construcciones
primitivas, son de naturaleza puramente geométrica, y anaden algo a los concep-
tos que figuran en su enunciado. De entre los postulados del primer libro de los
Elementos, el que ha tenido mas repercusion es el quinto postulado, que se ha he-
cho célebre con un enunciado ligeramente diferente al inicialmente propuesto por
Euclides, aunque equivalente a él. Si se definen las lineas paralelas como aquellas
que prolongadas indefinidamente no se cortan (definicién 23 de Euclides), el quinto
postulado es equivalente a la afirmacién: por un punto exterior a una recta solo se
puede trazar una paralela a ella. También es equivalente a la afirmacién de que la
suma de los tres dngulos interiores de un tridngulo es la de dos rectos.

Muchos geémetras anteriores a Euclides admitian el quinto postulado, pero
otros, tanto anteriores como posteriores, pensaron que deberia ser un teorema, es
decir, que podia ser demostrado como consecuencia de los restantes axiomas y
postulados. Fueron necesarios dos mil afios para llegar a la conclusién de que el
quinto postulado es realmente independiente de los restantes axiomas y postulados
de la geometria euclidea.

Los libros de Hartshorne [29] o Gray [27] contienen buenos estudios sobre el
origen y desarrollo de las geometrias no euclideas, es decir, de aquellas en las que
no se verifica el quinto postulado, y algunos de los articulos fundacionales de esta
rama de la geometria estdn recogidos en el libro de Stilwell [66]. Como veremos
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més tarde, estas geometrias abren una de las vias para la apariciéon de espacios
abstractos.

La axiomatica de Euclides no es tnica. En vez de intentar que nuestras de-
finiciones describan objetos reales de modo m&ds o menos aproximado, podemos
renunciar a ello y aplicar un proceso de abstraccién en lugar de la idealizacion; en
este proceso los objetos bésicos no se presentan como modelos de objetos fisicos,
sino como conjuntos que verifican unas ciertas propiedades. Asi, podemos describir
algunos espacios de un modo muy simple, prescindiendo de todas las ideas intuitivas
asociadas a los nombres de los objetos definidos:

= El espacio es un conjunto, a cuyos elementos llamamos puntos.

= Una recta es un subconjunto del espacio.

Dos rectas son paralelas si su interseccién es vacia.

Diremos que un subconjunto del espacio estd compuesto por puntos alinea-
dos, si estd contenido en una recta.

Los postulados siguientes (cuyo origen es indudablemente fruto de un proceso de
observacion de rectas y planos como objetos fisicos, pero que son lo bastante poco
exigentes como para que los cumplan objetos muy generales) permiten construir una
geometria que incluye modelos de espacio muy poco intuitivos, pero interesantes:

1. Dos puntos distintos pertenecen a una recta y solo a una.

2. Existen tres puntos no alineados.

3. Un punto no perteneciente a una recta estd contenido en una tnica recta
paralela a ella.

El ejemplo mas simple de un espacio que verifica estos postulados, es un conjunto
de cuatro puntos

E, ={A,B,C,D},
con las rectas

R ={{A,B},{A,C},{A,D},{B,C},{B,D},{C,D}}.

Asi, podemos ver a qué extremos conduce la substituciéon de un objeto por su
modelo ideal; las condiciones que se exigen al modelo (axiomas) no son necesaria-
mente las que describen el objeto modelizado y sélo a este: se exigen solamente
las condiciones minimas que permiten manejar el modelo. De este modo, la teoria
elaborada es aplicable no solo a los objetos de partida, sino a otros que verifiquen
las condiciones iniciales y, como senaldbamos al principio, cuanto menores sean las
exigencias mayor sera el nimero de objetos que las cumplan y més lejos estaran de
lo que nuestra intuicion reconoce como geometria. Este proceso de generalizacion
algunas veces es estéril, pero otras lleva al desarrollo de sistemas formales cuyas
aplicaciones se descubren con posterioridad a su elaboracién, de modo que, como
dice P. Griffiths:

Uno de los misterios profundos de la vida es la forma en la cual
la mejor matemdtica pura, interesante por si misma, inexplicable-
mente e impredeciblemente resulta ser wtil.

Y en el caso de la geometria, esta utilidad no es privativa de la geometria
construida con un sistema de axiomas proveniente de nuestra intuicién del espacio,
también ramas tan alejadas de la intuicién como las geometrias finitas han resultado
tener interesantes aplicaciones a problemas practicos como es el de codificacién.
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Hemos elegido la geometria de Euclides como ejemplo de geometria del espacio
ideal. Para presentar la geometria como ciencia del mundo fisico el mejor ejemplo
es probablemente la geometria de Hemlholtz (1821-1894). Fisico, fisiélogo y espe-
cialista en Optica, Hemlholtz se sitia en una linea de identificacién de la geometria
con la descripcion del mundo fisico que comienza en Galileo y Newton. Helmholtz
considera la geometria como el lenguaje exacto de la naturaleza, como:

Una teoria que, gracias al cardcter abstracto y logico de sus concep-
tos y métodos, proporciona la garantia de una aplicabilidad efectiva
de las matemdticas al estudio del mundo real. (Texto recogido en
[11]).

El trabajo de Hemlholtz es coetaneo e independiente del de B. Riemann, que
afronta el problema de describir el espacio fisico desde una éptica puramente ma-
tematica, es decir, desde el punto de vista que antes hemos llamado ideal, pero
tratando de describir la realidad por una parte de un modo mas preciso que Eu-
clides y por otra de modo que abarque también la posibilidad de un universo no
euclideo. Son muy significativos los titulos de las publicaciones que ambos dedican
al problema del espacio, la de Hemlholtz se titula: Sobre los hechos que estdin en
los fundamentos de la geometria [33], mientras que el titulo de la de Riemann [52]
es: Sobre las hipdtesis que estan en los fundamentos de la geometria.

Segin Hemlholtz, resulta claro que percibimos cosas; ademads, el origen de nues-
tras sensaciones es independiente de nuestra actividad mental y exterior a nosotros.
Nuestras percepciones pueden originarse en algo que simplemente estd, la materia,
o en algo que actuia sobre nosotros o produce cambios, las fuerzas. El espacio no
es mas que una relacion entre los distintos objetos y el movimiento es el cambio
de esta relacién. El espacio comprende todos los cambios que pueden producirse
en la materia, es decir, los movimientos. As{, Hemlholtz introduce en la geometria
las transformaciones, y también introduce las funciones, ligadas a los grados de
libertad (dimensién). Para Hemlholtz:

= El espacio se extiende hasta el infinito y es infinitamente divisible.

= Se admiten infinitas determinaciones del espacio diferenciadas por la di-
mension; en un espacio de dimensiéon n se puede fijar la presencia de un
punto material mediante n cantidades independientes (coordenadas) que
varfan de forma continua (diferenciable) al moverse el punto.

= En el espacio hay subespacios de todas las dimensiones, cada subespacio
de dimensién t estd dado por n — t ecuaciones, la linea es el subespacio de
dimensién uno.

= La longitud de la linea mas corta entre dos puntos se llama distancia; si la
distancia entre dos puntos A y B es a y la distancia entre B 'y C es b, la
distancia entre A y C no puede ser menor que a — b ni mayor que a + b.

= Existen en el espacio sistemas de puntos y sélidos rigidos que se pueden
desplazar libremente por él.

= Si un cuerpo material se desplaza, todas sus partes mantienen inalterada
su posicion relativa. Si dos segmentos tienen la misma longitud, se puede
desplazar uno de ellos hasta hacerlo coincidir con el otro.

= Si un cuerpo se desplaza, las coordenadas de sus puntos varian continua-
mente.

El planteamiento de Hemlholtz presenta algunas lagunas légicas, y fue discutido
por muchos de sus coetaneos, pero desde el punto de vista de hoy presenta claras
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novedades respecto a su época; la primera es la introduccién de los movimientos
como elemento fundamental de la geometria, la segunda la admisién de la existencia
fisica de los espacios de dimension arbitraria y la tercera, aunque no es el primero
que propone la idea, es la consideracién de la métrica como un objeto local, ya que
la distancia se presenta como solucién de un problema variacional (un problema de
minima longitud de las curvas que unen dos puntos).

Esa es precisamente la idea de Riemann, para medir longitudes de curvas basta
con medir vectores en cada espacio tangente y que los coeficientes de la métrica
varien diferenciablemente con el punto. A la métrica de cada espacio tangente se le
exige que verifique el teorema de Pitagoras, es decir, que sea definida positiva. Un
proceso de integracién permite medir curvas y la distancia, como hemos dicho, es
el minimo de las longitudes de las curvas que unen dos puntos. Asi, las rectas son
las lineas de minima distancia, las geodésicas, y no hay problema para definirlas.
En esencia, el método de trabajo con los espacios abstractos es el mismo que usaba
Gauss con las superficies, pero para dar el salto entre la geometria de las superficies
y la geometria de los espacios abstractos, es decir, encontrar la relacion entre métrica
y forma, todavia fue necesario algin tiempo maés.

La relacion de la geometria del mundo fisico con la geometria ideal, o mas preci-
samente, la determinacién de cudles de los resultados de la geometria corresponden
a hechos comprobables experimentalmente y cudles son simplemente definiciones,
es el primer problema a resolver ya que:

Las figuras de la geometria son objetos ideales, a los que las figuras
materiales del mundo real solo pueden aproximarse, sin verificar
nunca plenamente las propiedades que las caracterizan. Ademds,
para comprobar experimentalmente la invariabilidad de la forma
de un cuerpo y la presencia en el mismo de rectas y planos, nos
hace falta utilizar proposiciones relativas a ellas, de modo que se
hace necesario encontrar una suerte de demostracion experimental
de estas proposiciones.(H. Hemlholtz).

El mérito de este planteamiento es que, junto con las geometrias no euclideas de
Lobachevski y Bolyai, abre la puerta a las dos formas actuales de concebir el tercer
objeto de la geometria, los espacios abstractos.

La primera se inicia en Riemann (1826-1866), como hemos dicho de modo
simultaneo e independiente del trabajo de Hemlholtz. Riemann se fija inicamente
en las funciones que definen las coordenadas. Para Riemann el espacio era lo que hoy
en dfa se conoce por una variedad diferenciable riemanniana de curvatura nula [52].
En particular, el espacio es el conjunto de puntos més un conjunto de funciones.

La segunda se fija en los movimientos y alcanza su culminacién en el Programa
de FErlangen de Klein [40]; para este, una geometria es un conjunto junto con
un grupo que actia sobre él de modo transitivo, las propiedades geométricas son
aquellas que son invariantes por la accién del grupo. La geometria de Hemlholtz
encaja en este modelo. S. Lie caracterizé los grupos que corresponden en el contexto
de Klein a los espacios fisicos de Hemlholtz, y para ello desarrollé la teoria de los
llamados hoy en dia grupos de Lie [26].

2. Los espacios abstractos

El modelo de la geometria de Klein es el modelo abstracto méas proximo a
la Fisica, Yaglom [72] recoge un texto de Galileo que pone de manifiesto esta
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proximidad. En ese texto, demasiado largo para ser incluido aqui, Galileo nos situa
en un barco con moscas, mariposas, un pez en una pecera, una botella que gotea
en un plato, etc., y nos hace observar el movimiento de los animales, la caida
de la gota, etc., con el barco quieto y luego con el barco desplazdndose con un
movimiento uniforme. No hay diferencia en la apreciacién de los movimientos en
ambos casos; es decir: los fenémenos observados son independientes de cambios de
una referencia a otra que se desplaza respecto a ella con movimiento uniforme y
rectilineo (transformaciones de Galileo). Asi, la mecanica clésica es una geometria
para el grupo de transformaciones de Galileo.

También estan en la Fisica algunas de las razones por las cuales, a pesar de
su admitida independencia del mundo real, la geometria se interesa en espacios de
dimensién mayor que tres e incluso de dimensién infinita.

Si lanzamos una barra al aire y tratamos de describir su movimiento, bastara
describir el movimiento de sus extremos, llamémosles A y B. Uno, por ejemplo A,
se mueve libremente, es decir, sus posiciones quedan parametrizadas por los puntos
de R? y para cada una de sus posiciones, B est4 situado en una esfera de centro
A y radio la longitud de la barra. Por tanto, las posiciones de la barra estdn en
correspondencia con los puntos de un espacio de dimensién 5. El movimiento de
la barra es una curva continua en ese espacio y las magnitudes fisicas asociadas al
movimiento se pueden definir en términos geométricos sobre él. Si en vez de con
una barra tratamos con un sistema de n particulas, el espacio que parametriza sus
posiciones (espacio de estados) serfa R3", lo que podemos observar (observables)
son las funciones sobre ese espacio, funciones que forman un algebra conmutativa,
de esta forma el par (espacio de estados, observables), es decir, (espacio, anillo de
funciones) describe también el sistema mecanico.

En la mecénica cudntica, los puntos materiales se substituyen por distribucio-
nes de probabilidad, y el espacio de estados es el espacio de rayos de un espacio
de Hilbert, los observables son operadores acotados en el espacio, y la estructura
del conjunto de operadores acotados en un espacio de Hilbert es la de algebra no
conmutativa (dlgebra de Von Neumann), ahora la estructura geométrica es mas
complicada y estd ligada a un tipo de estructuras completamente distintas de las
correspondientes a la mecanica clasica.

Si queremos estudiar nuestro sistema fisico no solo globalmente, sino también
localmente, entramos en otra forma de espacio abstracto. Tenemos que considerar
ahora todos los abiertos del espacio de estados y los anillos de observables en ellos, de
esta forma se obtiene otro concepto de geometria que vuelve al de Riemann. Ahora
una geometria es un espacio topoldgico junto con un haz de funciones. Abstrayendo
su origen y limitdndonos a las geometrias diferencial o analitica real, exigiremos
condiciones més precisas. Una geometria es un par (X, F), donde:

= X es una variedad topolégica de dimension n, o lo que es lo mismo, un

espacio topoldgico separado localmente homeomorfo a R™. Es decir, existe

un recubrimiento abierto {U;};e; de X donde cada U; es homeomorfo a un
abierto V; de R™. Estos homeomorfismos se llaman cartas locales.

= F es un haz de funciones en X, que llamamos el haz de funciones dife-

renciables sobre X. Se trata de una familia {F(U)}yea (donde A es el
conjunto de abiertos de X)) verificando las propiedades siguientes:

1. Cada F(U) es un subanillo del anillo de funciones continuas sobre U

con valores reales.
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2. La familia es cerrada por restricciones, es decir, si U,V € Ay U C V,
entonces F(U) contiene a la restriccién a U de toda funcién de F(V).

3. La familia es cerrada por recoleccidn, es decir, si {U; };cr es un recubri-
miento abierto de U y todas las restricciones de una funcién continua
f:U — R alos abiertos U; estdn en los F(U;), entonces f € F(U).

4. Las cartas locales inducen, por composicién, isomorfismos locales del
haz de funciones diferenciables sobre R™ con F.

En los espacios asi descritos aparecen dos elementos claramente diferenciados, el
espacio base de la geometria y el haz de funciones. El primero no es un espacio
topoldgico arbitrario, ya que entre las condiciones impuestas estd que el espacio
construido es localmente isomorfo a un modelo y que esos isomorfismos locales pe-
gan los modelos de una forma determinada. Esto impone ciertas restricciones a la
estructura global del espacio; en la geometria diferencial real el modelo local es el
que ya hemos indicado, en la geometria analitica compleja es C™ con las funciones
analiticas, y en la algebraica, el espectro de un algebra generada finitamente sobre
un cuerpo (esquema affn). También se pueden elegir espacios convenientes para
admitir la presencia de singularidades, o se pueden anadir méas condiciones, una
métrica, una estructura compleja, etc. Cada uno de los dos elementos que intervie-
nen en la geometria tiene un papel propio, aunque ambos no son completamente
independientes e incluso las condiciones impuestas pueden dar lugar a geometrias
rigidas, esto es, determinadas univocamente por la topologia.

Para entender el papel del espacio base, podemos recurrir a un cuento escrito
por Weeks [71] utilizando ambientes y personajes de Abbot [1]. Sus protagonistas
son animales fabulosos, las planarias. Ellas y su mundo, Planilandia (Flatland), son
descritas asi por Abbot:

Imaginaos una amplia hoja de papel en que lineas, rectas, tridngu-
los, cuadrados, pentdgonos, hexdgonos y otras figuras, en vez de
permanecer fijas en sus lugares, se movieran libremente por todas
partes, sobre la superficie o, mds precisamente, dentro de la su-
perficie, sin la capacidad mi de poder alzarse por encima, ni de
poder hundirse por debajo de ella, muy parecidos a sombras, solo
que consistentes y con los bordes luminosos, y poseeréis una nocion
bastante correcta de mi pais y de mis paisanos.

Weeks introduce la revoluciéon en Planilandia. Uno de sus habitantes, llamado
C.C. (Cristobal Colén, claro estd), intenta convencer a sus paisanos de que habitan
sobre una esfera. La nocién de esfera es tan abstrusa para una planaria, como
la de 3-esfera (que describiremos mé&s adelante) para nosotros, de modo que la
tarea de C.C. es realmente compleja. Afortunadamente, tiene una idea genial; para
demostrar a sus paisanos la veracidad de su teoria saldra de su pueblo caminando
hacia el norte en linea recta y aparecera por el sur tras dar la vuelta a su universo.
Felizmente su mundo es pequeno y completa la expedicién en poco tiempo, pero
a su regreso continua chocando con la incredulidad de sus paisanos que le hacen
ver amablemente que ademas de estar loco, tiene una pierna més corta que otra
y, creyendo andar en linea recta, se ha movido en un circulo por la llanura. C.C.
no se desanima y recurre a un nuevo experimento. Repetira el viaje marcando el
camino con una linea roja, y luego hard un nuevo viaje saliendo por el este para
regresar por el oeste. Asi, midiendo los pasos caminados en este segundo viaje, si
lo que sus paisanos dicen es cierto, la distancia desde el pueblo al punto en que
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encuentre la linea roja serd distinta de la distancia recorrida desde este punto hasta
llegar de nuevo al pueblo. Si por el contrario, son iguales, él es quien tiene razén.
Completa la primera expedicién e inicia la segunda y tras mucho caminar y antes
de encontrar la linea roja, ve ante si otro pueblo. Corre sorprendido a saludar a
sus desconocidos habitantes y al acercarse se da cuenta de que estd de nuevo en su
punto de salida. Esta vez C.C. decide ingresar voluntariamente en el manicomio,
por suerte, ya en la puerta, tuvo la suficiente intuicién del espacio para comprender
que habitaba sobre una rosquilla.

La historia de C.C. habria sido ain mas dificil si Planilandia hubiera sido
una banda de Moebius, en este caso, se habrian intercambiado su izquierda y su
derecha tras su primera vuelta al mundo. Esta perspectiva hace terrorifico un viaje
de circunnavegaciéon en un universo tridimensional, ya que en uno de los tipos
posibles de geometria de un tal universo, se pueden intercambiar el dentro y el
fuera del viajero.

Esta fabula nos hace apreciar el papel de la topologia del espacio base en la
naturaleza global del espacio. El papel del haz de funciones es diferente, permite
describir coordenadas locales, medir cuando es posible hacerlo y, sobre todo, permite
definir las transformaciones propias de la geometria y en consecuencia, determina
las propiedades geométricas.

El espacio topoldgico base no determina el haz de funciones. El ejemplo maés
simple lo proporcionan las curvas elipticas, estructuras analiticas complejas no iso-
morfas montadas sobre el mismo espacio topoldgico base, el toro bidimensional. Un
ejemplo mas sofisticado y puramente real es el que suministré Milnor construyendo
dos estructuras diferenciables no isomorfas sobre la esfera de dimensién 7.

Asi, se puede apreciar que se abren dos problemas generales completamente
distintos: el de clasificar médulo homeomorfismos las variedades topoldgicas y el
de clasificar diferenciable o analiticamente todas las variedades diferenciables o
analiticas con espacio base prefijado. Estos problemas de clasificacién son de enorme
importancia, no cabe entender el interés de los matematicos por ellos como una
aspiracion de semejarse a zodlogos. En su momento, conocer la forma y el tamafio
de la tierra fue un problema central para la humanidad, hoy lo es conocer todas las
formas posibles del universo y saber de entre ellas cudl es la real.

Volviendo a las superficies, hemos visto en nuestra fibula que podemos distin-
guir un toro de una esfera y ello de forma puramente topolégica. Cabe preguntarse
ahora por la cantidad de superficies esencialmente distintas que podemos encontrar;
cuando decimos esencialmente distintas, queremos decir no isomorfas topoldgica-
mente (no homeomorfas).

Normalmente se suelen describir de forma intuitiva los espacios homeomorfos
como aquellos que se pueden transformar uno en otro por una deformacion sin cor-
tar ni agujerear. El inconveniente de esta descripcién es que de forma insensible
imaginamos nuestros espacios como subespacios de R? y asi perdemos precisién;
por ejemplo, un aro de cuerda es homeomorfo al resultado de cortarlo anudarlo
y volverlo a pegar y sin embargo, no es posible en general deshacer el nudo de-
forméndolo en R? sin cortar la cuerda de nuevo. Por tanto, hay que distinguir los
problemas de clasificar espacios mediante las relaciones:

= Dos espacios X e Y son equivalentes si y solo si son homeomorfos.
= Dos espacios X e Y sumergidos en un espacio Z son equivalentes si y solo
si existe un homeomorfismo de Z en Z que transforma X en Y.
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Ambos son problemas muy distintos, que ademds admiten variantes, equivalencia
homotopica, isotopia, etc., extremadamente sutiles. Si nos limitamos a la primera
clasificacién y para superficies compactas y conexas, es bien sabido que el grupo
de Poincaré (grupo fundamental) suministra un sistema completo de invariantes.
Mas precisamente, el abelianizado del grupo fundamental de una superficie coneza
compacta X es:

w 729, si X es orientable.
» 7971 X ZJ27, si X es no orientable.

Dos superficies son homeomorfas si y solo si los abelianizados de sus grupos funda-
mentales son isomorfos. El nimero g se llama el género de la superficie; entonces,
dos superficies orientables son homeomorfas si y solo si tienen el mismo género y lo
mismo sucede con las no orientables. En particular, la tnica superficie compacta,
conexa y simplemente conexa (es decir, con grupo fundamental trivial lo que sig-
nifica que cualquier lazo se puede contraer hasta cerrarlo en un punto) es la esfera
de dimensién 2 (2-esfera). De esta forma hemos encontrado un sistema completo de
invariantes para la clasificacion de las superficies por homeomorfia.

De forma optimista podriamos intentar buscar un resultado similar para di-
mension tres, es decir, buscar un sistema completo de invariantes para variedades
topoldgicas tridimensionales, pero el problema es enormemente mas complicado.
Para entender un poco mas el grado de complejidad del problema, tratemos de
imaginar como es la 3-esfera, es decir, la esfera en el espacio de dimensién cuatro.
Naturalmente, cabe pensar en la 3-esfera como el conjunto de los puntos (z,y, 2, t)
del espacio real de dimensién 4 que verifican la ecuacién

i+ =1.

Ahora bien, esta ecuacién no da idea de la forma de esfera. Para acercarnos més,
podemos recurrir a la proyeccién estereografica, es decir, la proyeccién de la esfera
desde uno de sus puntos (polo de la proyeccién) sobre el hiperplano tangente en
el punto diametralmente opuesto. Como la aplicacién es un homeomorfismo de la
esfera menos el polo sobre el hiperplano, la n-esfera seria el resultado de anadir al
espacio de dimensiéon n un punto en el que se colapsaria todo el infinito, pero asi
solo se ven bien las esferas de dimensiones 1 y 2, para las que esta descripcién no
es tampoco necesaria.

Un método topolégicamente méas adecuado es comenzar por la esfera de dimen-
sién 0, es decir, los puntos +1 y —1 en la recta. Estos puntos limitan la bola de
dimension uno, que es el segmento de extremos +1 y —1. Pegando dos bolas de
dimensiéon uno por su borde, es decir, el +1 de la primera con el de la segunda y
lo mismo con el —1, se obtiene topolégicamente, es decir, tras una pequena defor-
macién, una circunferencia, que limita el circulo o bola de dimensién dos; pegando
dos circulos por su borde se obtiene una esfera, que encierra una bola de dimensién
tres; pegando dos bolas por su borde, es decir, tomando dos esferas terrestres e
identificando cada punto de la primera con el punto de la segunda con su misma
longitud y latitud, se obtiene la esfera tridimensional.

Entonces, la traslacién a la 3-esfera de la caracterizacion topoldgica de la 2-
esfera, que seria el escalén mas sencillo en la clasificacién de variedades tridimen-
sionales, es la llamada conjetura de Poincaré (ver [44]):

La 3-esfera es conexa, compacta y simplemente conexa. Poincaré
conjeturd que estas propiedades son caracteristicas de la 3-esfera,
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es decir, que toda variedad tridimensional conexa, compacta y sim-
plemente conexa es homeomorfa a la 3-esfera.

La conjetura de Poincaré tiene una generalizacion natural: Toda variedad topolégica
con los mismos invariantes (homoldgicos y homotdpicos) de una esfera de dimensidn
n es homeomorfa a ella.

+ = ¢ ?

FIGURA 2. Pegando dos segmentos se construye una circunferencia, pegando
por su borde dos circulos se obtiene una esfera, la 3-esfera resultante de pegar

dos bolas por su borde no se ve tan facilmente.

Hemos visto la respuesta afirmativa a esta conjetura para n = 2, que era ya bien
conocida en el siglo XIX. Para n mayor o igual que 5 la conjetura fue probada en
los afios 60 por Smale. En 1982, M. H. Freedman probé la conjetura para n = 4 (ver
[20]), més atin, proporciond una clasificacién completa de las variedades topoldgicas
de dimensién 4 compactas y simplemente conexas por medio de dos invariantes.
Sin embargo, en su formulacién inicial, es decir, para la 3-esfera, la conjetura de
Poincaré ha permanecido abierta largo tiempo y solo muy recientemente ha sido
probada por Perelman.

En general la geometria en dimension tres es muy complicada, por ejemplo,
entender las variedades diferenciales de dimensién tres fue el trabajo de Thurston
que le vali6 la medalla Fields en 1982 y fue la primera revolucion en la geometria
en baja dimensién. C.T.C. Wall en la descripcion de la obra de Thurston hecha con
motivo de su medalla Fields en el I.C.M. de 1983, observa que:

La topologia en dimension 3 tenia una fuerte tradicion de técnicas
de “manos desnudas” y relativamente poca interaccion con otros te-
mas, tras la obra de Thurston, los argumentos directos continian
jugando un papel esencial, pero la topologia 3-dimensional ha re-
tornado a la corriente principal de las matemdticas.

3. La forma del espacio

Una vez que tenemos un espacio abstracto cabe preguntarse hasta qué punto
su geometria se puede reducir a una geometria ya estudiada, la forma mé&s simple



14 NATURALEZA Y OBJETO DE LA GEOMETRIA

de hacerlo es tratar de sumergir nuestro espacio en otro conocido, por ejemplo R™,
de forma que la inmersion conserve la geometria. El problema de la inmersién esté
ligado entonces a la posibilidad de hablar de forma de una variedad.

En la geometria cldsica, es decir, trabajando con subconjuntos de R3, es razo-
nable decir de una superficie que se curva o hablar de forma de una superficie. Esta
idea intuitiva de forma se puede extender a R™, pero un espacio abstracto no esta
en un espacio ambiente, por tanto no parece tener sentido decir que un tal espacio
se curva. Siempre podemos pensar en sumergirlo en otro para tener asi un ambien-
te, eso es posible con algunas restricciones. Sin embargo, esto no es estrictamente
necesario y para comprobarlo volvamos de nuevo a nuestra fabulosa Planilandia, y
esta vez tomandonos, si cabe, més libertades matematicas que en la visita anterior.

Imaginemos ahora una sola planaria llamada S situada en el centro de un
circulo de cien pasos de didmetro. S avanza un paso hacia el borde, es decir, en
cualquier direccién, y aunque ella no aprecia nada, nosotros observamos que su
tamano disminuye y lo hace en la cantidad precisa para que le sigan quedando 100
pasos hasta el borde, y asi pasa cada vez, cuanto mas se acerca al borde se hace
més y mas pequena, y aunque para nosotros se aproxima a salir del circulo, a ella
le queda siempre la misma cantidad de camino por recorrer para alcanzarlo. Su
universo, acotado desde nuestro punto de vista, es para ella infinito.

FIGURA 3. Todos los dngeles y todos los demonios son iguales para la geo-

metria hiperbdlica.

Esta diferencia entre la visiéon del universo desde dentro y desde fuera, de modo
que para un observador exterior un cambio de posicién lleva aparejado un cambio
de forma o tamano imperceptible para el que lo padece, repugna a nuestra intuicién.
Nuestra percepcién del espacio es inicialmente tactil y por ello nos resulta dificil
dudar de la inmutabilidad de los objetos sélidos. Pero desde el punto de vista ma-
temaético es facil construir este tipo de universos, el mas facil es el plano hiperbdlico.
La figura 3 corresponde al modelo de Poincaré del plano hiperbdlico, las rectas son
los arcos de circunferencia ortogonales al borde del disco unidad, los giros con cen-
tro el centro del circulo no tienen un comportamiento extrano, pero las homotecias
con el mismo centro producen la disminucién de tamano a la que aludiamos antes.
Se puede definir una distancia en el interior del circulo con la cual tiene estructura
de espacio métrico [29, 41, 66], las lineas de minima distancia (rectas) para esa
métrica son, como hemos dicho, los arcos intersecados por el circulo unidad en las
circunferencias ortogonales a su borde, y la geometria del circulo tiene las propie-
dades de la euclidea, salvo las derivadas del célebre quinto postulado (por un punto
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exterior a una recta se puede trazar una tnica paralela a ella), que obviamente no
es valido en este espacio.

. Pero, qué tiene que ver esta métrica con la forma? Imaginemos dos rectas
paralelas en el plano situadas a igual distancia a uno y otro lado de una recta r
y tracemos una curva asintética a ambas rectas y simétrica respecto a r; a conti-
nuacién, giremos la figura en torno a r construyendo asi un cilindro de revoluciéon
con una superficie en su interior asintética al cilindro. Supongamos que la superfi-
cie es transparente e iluminémosla con un foco en el infinito para que se proyecte
en una pantalla ortogonal al eje del cilindro. Coloquemos ahora S en el vértice de
la superficie. En la pantalla veremos un circulo con S en su centro, si ahora S se
mueve en la superficie, su sombra se desplazara por el circulo, pero nunca llegara al
borde, porque ahora S debera recorrer una distancia verdaderamente infinita para
que esto sucediera. El hébitat de S tiene ahora nuestra métrica, pero tiene forma
y el efecto es el mismo. Es decir, la forma no es sino una métrica distinta, y cabe
hablar de curvatura de la métrica en lugar de curvatura del espacio.

De un modo formal, podemos definir una métrica de Riemann en una variedad
diferenciable como una familia de métricas en los espacios tangentes que varian
diferenciablemente con el punto. La longitud de un arco de curva diferenciable se
calcula integrando la medida de su vector tangente y la distancia se obtiene como
soluciéon de un problema variacional de minimo para las longitudes de arcos que
unen dos puntos. En particular, la métrica estdndar de R™ induce una métrica de
Riemann en sus subvariedades.

Schlafi conjeturé que dada una variedad diferenciable de dimensién 2 con una
métrica de Riemann, la variedad se puede sumergir localmente en R3, de modo que
la inmersién sea una isometria, si se dota su imagen de la métrica inducida por
la del espacio ambiente. La superficie imagen estd curvada y la forma de medir en
ella es la usual; asi, se puede considerar que hablar de métrica es una manera de
hablar de forma. La conjetura de Schlafi fue demostrada por Janet y Cartan [13],
pero subsiste el problema de buscar condiciones para la existencia de una inmersién
isométrica global, que salvo en casos muy particulares esté abierto.

Una vez analizada la posibilidad de existencia de inmersiones, podemos volver
a plantear el problema de la clasificacién de variedades sumergidas en un espacio
ambiente y hablaremos de él solo en un caso particular: la teoria de nudos.

Todos tenemos una idea intuitiva de los objetos geométricos llamados formal-
mente nudos [4], basta tomar una cuerda anudarla de la forma que se desee y pegar
después sus extremos, asi, tenemos una figura homeomorfa a una circunferencia pe-
ro que, a menos que hayamos hecho los nudos de una forma muy especial, no puede
transformarse en una circunferencia sin cortarla, desanudarla y volverla a pegar.
Dos nudos que pueden transformarse uno en otro sin cortar la cuerda se llaman
equivalentes. Formalmente, se consideran los nudos sumergidos en la esfera y orien-
tados; se llaman isétopos si existe un homeomorfismo lineal a trozos de la esfera
en si misma que conserva la orientacién y transforma uno en otro. Una propiedad
compartida por un nudo y los equivalentes a €l se llama un invariante.

La primera propuesta de clasificacién sistematica de nudos se debe a un fisico,
P. Tait. Tait se interesé por la clasificacion de los nudos porque en 1867 Lord
Kelvin conjeturé que los dtomos eran tubos anudados de éter. Asi, el intento de
Tait de clasificar los nudos y las coligaciones (una coligacién o link es una coleccién
de nudos entrelazados) por los puntos de cruzamiento de sus proyecciones planas,
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abria aparentemente la puerta a una fundamentacién de la clasificacién (Sistema
Periédico) de los elementos quimicos.

Cuando, una veintena de afios después, el modelo de Kelvin desaparecid, ya
estaba lanzado a los matematicos el desafio de la clasificacién de nudos. El polinomio
invariante de Alexander, descubierto en 1927, resulté ser una herramienta mejor
que las empleadas por Tait. Los resultados de Brauner y Burau, encaminados a
describir localmente y desde el punto de vista real las curvas analiticas irreducibles
complejas, que veremos a continuacion, dieron nuevo interés a la teoria de nudos,
esta vez dentro exclusivamente de las matematicas.

Una curva analitica plana es el conjunto de ceros de una funcién analitica
compleja de dos variables. El plano complejo se puede identificar al espacio real
de dimensién cuatro y, como la anulacién de una funcién compleja equivale a la
anulacion de sus partes real e imaginaria, una curva analitica compleja se puede
visualizar como una superficie real en R* con una singularidad aislada en el origen.
Esta superficie es transversal a una 3-esfera centrada en el origen y de radio sufi-
cientemente pequeno, de modo que la interseccién de ambas es una curva esférica
cerrada y no singular. La proyeccién estereografica de esta curva es un nudo en R?,
nudo que no depende de la esfera (si el radio de esta es lo suficientemente pequeno).

La forma del nudo es muy curiosa. Un toro hueco se obtiene pegando una
superficie cilindrica por sus extremos, cuidando de no anudarla. Tiene por tanto
dos agujeros, el central y el envuelto por la superficie cilindrica. Si consideramos
un toro y arrollamos sobre él una cuerda que antes de cerrarse da m; vueltas en
torno al agujero central y ny en torno al otro, tenemos un nudo térico de género
1. Si ahora inflamos la cuerda para convertirla en un toro anudado y repetimos el
proceso, tenemos un nudo térico de género dos y asi sucesivamente. Brauner y Burau
probaron que las curvas analiticas daban lugar a nudos téricos de género finito y que
los exponentes caracteristicos del nudo (mq,n1),...,(mg,ngy), que son un sistema
completo de invariantes del mismo, se podian calcular directamente a partir de
las series de potencias de exponentes fraccionarios que Puiseux habia demostrado
eran las soluciones de la ecuacién (ecuaciones de las ramas). Este resultado sirvié
a Zariski como base de la llamada teoria de la equisingularidad, una de las ramas
més estudiadas de la geometria algebraica en los anos 70.

A finales de los 80, Cameron, Gordon y Luecke probaron que los complementos
de dos nudos son homeomorfos si y solo si los nudos son isétopos, resultado que no
es valido para las coligaciones. De este modo, el estudio de los nudos es de enorme
interés para la clasificacion topolédgica de las variedades de dimension tres, al menos
de aquellas que son complementos de nudos. Salvo para un tipo muy particular
de nudos, las variedades complementarias de los nudos admiten una estructura
hiperbdlica (son precisamente las variedades estudiadas por Thurston).

Al mismo tiempo V. Jones hizo otro descubrimiento sorprendente, esta vez
relacionado con una estructura muy préxima a los nudos, las trenzas. Una trenza
(braid) no es mds que una coleccién de cuerdas que unen puntos situados en planos
paralelos y se han entrelazado entre si sin anudar unas con otras. Dos trenzas del
mismo numero de cuerdas se pueden componer sin mas que unir los extremos de
las cuerdas de la primera con los origenes de las de la segunda, asi, se puede dotar
el conjunto de clases de trenzas con un numero de cuerdas dado de una estructura
algebraica de grupo. Artin en 1923 dio una descripcion de estos grupos en términos
de generadores y relaciones. Claramente, una trenza da lugar a una coligacion si
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se pegan los extremos de las cuerdas que la forman. Alexander probd en 1928 que
todas las coligaciones se pueden obtener de esta forma.

V. Jones en 1984 descubrié una relacion entre las algebras de Von Neumann de
las que hemos hablado en conexién con la mecdnica cudntica y los grupos de trenzas:
los conjuntos de generadores y relaciones de las dlgebras de Von Neumann coinciden
con los de los grupos de trenzas, asi, los grupos de trenzas y las coligaciones tienen
una via natural de conexioén con la mecanica cudntica.

Usando esta analogia, Jones descubrié en 1987 un nuevo polinomio invariante
de los nudos y abrié un camino para la bisqueda de polinomios invariantes (en poco
tiempo aparecieron media docena mas de ellos, uno de los cuales, el HOMFLY, fue
descubierto simultdneamente por seis mateméaticos cuyas iniciales dan nombre al
polinomio) y también abrié la puerta a los trabajos de E. Witten que extendié estos
invariantes a tres-variedades generales (es decir, no necesariamente complementa-
rias de nudos). Otro de los resultados esenciales de Witten ha sido la interpretacién
de los invariantes de Jones como integrales de Feynman de una teoria gauge tridi-
mensional, esta interpretacién permite extender la teoria de Jones de nudos en la
esfera tridimensional a nudos en variedades arbitrarias de dimensién tres. Clara-
mente, quedan justificadas las palabras de M. Atiyah referidas a Witten:

En este amplio y excitante campo en el que trabajan muchos de los
fisicos y matemdticos mds importantes del mundo, Edward Witten
se presenta como la figura mds influyente e importante. Aunque
es definitivamente un fisico, y asi lo demuestra claramente su lista
de publicaciones, pocos matemdticos rivalizan con €l en el dominio
de las matemdticas, y su habilidad para interpretar ideas fisicas en
forma matemdtica es unica. Una y otra vez ha sorprendido a la
comunidad matemdtica por sus brillantes aplicaciones del punto de
vista fisico para obtener nuevos y profundos teoremas matemdticos.

Se vuelve asi a la idea de Hemlholtz, la geometria estd ligada de modo indisoluble al
mundo fisico, y no solo para interpretarlo, hay un proceso de retroalimentacién que
lleva de nuevo los resultados observables a ideas geométricas a menudo enormemente
abstractas.

Para terminar esta introduccién, debemos decir algo sobre la geometria de nues-
tro universo (ver [38]). Durante mucho tiempo los cosmélogos pensaron que la teorfa
de la relatividad general suministra suficiente informacién para conocer la geometria
del espacio-tiempo, pero las ecuaciones de Einstein que relacionan la curvatura con
la materia son de naturaleza puramente local y para conocer la estructura global
de nuestro espacio necesitamos no solo conocer la curvatura, sino también informa-
ci6n sobre la topologfa del universo. En un articulo reciente, Cornish y Weeks [16]
establecen de modo claro la situacién actual de nuestro conocimiento del problema,
aceptando como es habitual las hipdtesis de homogeneidad e isotropia del universo.

Esta aceptacion no es gratuita. En 1965 Penzias y Wilson descubrieron un
resto de la gran explosion que dio origen a nuestro universo, una radiacién de
microondas a aproximadamente tres grados Kelvin a la que se denomina por sus
siglas CMB. La isotropia de esta radiacién permite suponer, a gran escala, que
el universo admite secciones espaciales tridimensionales de curvatura constante, es
decir, que el continuo espacio-temporal es R x M, donde M es una tres-variedad de
curvatura constante. La métrica en la seccién M; correspondiente a un instante ¢
es producto de un factor de escala por la métrica estandar de curvatura constante.
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Debemos pues describir las variedades de dimensién tres de curvatura constan-
te: 0 (modelo euclideo), 1 (modelo eliptico) y —1 (modelo hiperbdélico). Con estas
hipétesis, en los casos eliptico e hiperbdlico la topologia determina completamente
la geometria, es decir, al suponerse la curvatura constante, dos variedades elipticas
o hiperbélicas homeomorfas son isométricas, lo que no sucede con las euclideas.

Volvamos por ultima vez al mundo plano, pero ahora a uno mas parecido al
nuestro, un universo bidimensional con un mundo circular en cuya superficie, la
circunferencia, vive una planaria. El mundo estd iluminado por un sol y el universo
es un toro.

Podemos representar un toro como cociente del plano euclideo por el grupo
de traslaciones generado por las traslaciones de vectores (1,0) y (0,1), es decir,
en un sistema cartesiano de coordenadas cuadriculamos el plano mediante rectas
paralelas a los ejes para obtener asi cuadriculas de lado uno, luego recortamos las
cuadriculas y las pegamos todas sobre una de ellas y, por tltimo, pegamos unos a
otros los lados del borde de esta, identificando cada punto de un lado con el que
ocupa la misma posicién en el lado opuesto. Como mapa del toro usamos esta tinica
cuadricula, bien entendido que si salimos de ella por un punto del borde volvemos
por el punto del lado opuesto que se identifica con él. En la figura 4 se representa
una recta en el plano sobre las cuadriculas a la izquierda y en una sola de ellas
a la derecha, aparecen solo un numero finito de segmentos porque la recta es de
pendiente racional, si fuera de pendiente irracional no se cerraria nunca y daria
lugar a un conjunto denso en el plano.

C A=F D
A

FIGURA 4. La recta corta los lados de las cuadriculas en puntos A, B, C, ...

que aparecen en el borde de la cuadricula seleccionada cuando todas las demés

se pegan sobre ella

En virtud de la construccién que acabamos de senalar, si el universo es lo
suficientemente pequeno, la planaria veria su cielo tachonado de estrellas, todas
ellas imagenes ilusorias de su sol, resultado de dar la luz vueltas alrededor del
universo.

La diferencia de las distancias aparentes a las estrellas produciria variaciones en
su brillo, que haria creer a la planaria que se trataba realmente de estrellas distintas
como se aprecia en la figura 5. (Claro estd que un espectrémetro la podria sacar de
Su error).

Nuestro universo podria ser similar con una dimensién mas, por ejemplo en el
caso de curvatura cero, podria ser un toro espacial resultado de identificar caras
opuestas en un paralelepipedo. En un caso asi, al igual que le pasaba a la planaria,
cabria la posibilidad de que alguna de las galaxias que observamos fuera la nuestra,
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pero eso es dificil de averiguar. Hay un experimento mas facil y que estd ya en
marcha basado en la CMB.

B G F
E \E
A A
S
c c
D D
P
B G F

FIGURA 5. En un Universo bidimensional toroidal con una sola estrella, el
observador veria estrellas en todas direcciones, méds débiles en brillo cuando

corresponden a dominios més distantes.

En cierto sentido la CMB contiene registros de la gran explosién, los fotones de
la CMB se originan, segiin el modelo cosmolégico que usamos, aproximadamente a
los 300.000 anos de la explosién, en un momento en que el universo completo esta
lleno de plasma que se condensa a gas. Asi, esos fotones se originan en todos los
puntos del universo y viajan isotrépicamente en todas direcciones; de este modo,
los que llegan a nosotros en cada momento se han originado en una esfera que nos
tiene por centro: la esfera de tltima emisién. Y lo mismo sucede para cualquier otro
observador del universo.

A B CcCE
FIGURA 6. En un Universo bidimensional toroidal las circunferencias tltima

emisién se cortan en puntos, si anadimos una dimensién més se cortarian
en circulos. Actualmente se intenta detectar esos circulos, que de encontrarse

determinarian la topologia del universo

Desde nuestro punto de vista, el mapa de la CMB presenta ligeras variaciones
de temperatura de microondas; el mapa de la CMB correspondiente a otro punto
del Universo serfa diferente, pero a lo largo de la circunferencia interseccién de las
esferas de tdltima emision, ambos mapas serian iguales. Ahora bien, si el universo es
finito, nosotros lo vemos como si ocupdsemos distintas posiciones a la vez, solo que
los fotones que nos alcanzan corresponden a esferas de emisién de distintas épocas,
eso motivaria la aparicién de circunferencias en la CMB que serian identificables y
nos darian una idea de la forma real de nuestro universo.
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4. La geometria proyectiva

El objetivo de este texto es el estudio de los principios de una geometria no
euclidea, ya que no verifica el quinto postulado, de naturaleza local (como veremos
mas adelante al hablar de la topologia del espacio proyectivo real), pero que permite
trabajar en el infinito y contiene a una geometria no local como es la euclidea. Esta
geometria, paraddjica, es la geometria proyectiva.

La geometria proyectiva se ocupa de resultados geométricos que
se pueden enunciar y demostrar sin utilizar dngulos ni distancias.
(Poncelet [50]).

Es decir, partimos de unas figuras elementales: puntos, rectas, planos, etc., a las
que llamamos subespacios y una relacién entre ellas, la relaciéon de incidencia, que
es el nombre geométrico que designa indistintamente a las expresiones conjuntistas
contenido y contiene. Asociadas a la relacién de incidencia hay dos operaciones
bésicas entre subespacios, seccion de S1 por Sz, que es simplemente la interseccién
conjuntista, es decir S1NSs y proyeccion de Sy desde Sa, que es el minimo subespacio
S1 + S5 incidente con ambos.

Dadas dos planos o y 8 y un punto P no contenido en ninguno de ellos, podemos
definir una transformacién llamada perspectividad de centro P:

Ap:a— B, Ap(A)=(P+ A)Ng, para todo A € a.

La perspectividad es la composicion de la proyeccion de « desde P con la seccién por
B. La composiciéon de una cadena de perspectividades se llama una proyectividad.
Del mismo modo que entre planos, se puede definir una perspectividad con centro
un punto entre rectas coplanarias. Y estas definiciones se pueden extender a espacios
de dimensién arbitraria.

Para Poncelet, las propiedades geométricas son aquellas que son invariantes
por proyeccioén y seccion, es decir, por proyectividades. Es facil comprobar que las
proyectividades entre dos subespacios forman un grupo, de modo que la geometria
de Poncelet encaja en el modelo de geometria de Klein. Pero las propiedades inva-
riantes por proyectividades no coinciden exactamente con propiedades enunciables
independientemente de angulos y distancias: la razén doble, por ejemplo.

Dados cuatro puntos A, B,C, D de la recta real, se llama razén doble de estos
cuatro puntos a

|AD| - |BC|
AB:C/ D= 1+—————

donde para cada par de puntos X, Y de la recta, tenemos que |XY'| representa
la distancia de X a Y. La razén doble, que se construye en términos métricos, es
invariante por proyectividades como veremos a continuacién.

Dado un tridngulo cualquiera PQR de altura correspondiente al lado PR igual
a h (figura 7), el drea del tridngulo es:

1 1
S =3IPR|-h=Z|PQ|-|PR| sinp,
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donde 8 = Q/PT% se toma como angulo no orientado. Entonces, se tiene:
|AD|-|BC| _|AD|-h-|BC|-h

A B:C,D| = =
4, D] |AC|-|BD| ~ |AC|-h-|BD|-h
_ |0A]-|0D|-sin 40D - |OB| - |0C| - sin BOC
|OA| - |0C| - sin AOC - |OB| - |OD| - sin AOD
_ sinA/O\D-singé\C
sin@~sin§-O\D.
QO
Q
h
h
A B P R
0
=
5
i

FIGURA 7. La razén doble se puede calcular en términos trigonométricos.
A la vista de la figura 7, la igualdad anterior prueba que la razén doble es invariante
por proyeccién y seccion ya que:
. TN . —= . TN . —
sin AOD - sin BOC'  sin A’OD’ - sin B'OC"

[A,B:C,D] = — — = — — =[A",B":C'",D.
sin AOC -sin BOD  sin A/OC" - sin B'OD’
0,
Ol
D
A
[

FIGURA 8. Tiene sentido hablar de razén doble de cuatro puntos de una
circunferencia, definiéndola como la razén doble de sus proyecciones desde un

quinto punto.

El resultado anterior prueba también que dados cuatro puntos distintos A, B,
C'y D en una circunferencia (figura 8), tomando un quinto punto O, la razén doble

[OA, OB : OC,0D] es independiente del punto O, ya que, al ser los dngulos A/O\C,
AOD, etc. inscritos, su medida en radianes es la mitad del cociente por el radio

de la circunferencia de los arcos AC, AD, etc., por tanto es independiente de O y
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se puede hablar de razén doble de cuatro puntos de una circunferencia. Mas atn,
como una conica no degenerada es siempre imagen de una circunferencia por una
perspectividad, se puede hablar también de razén doble de cuatro puntos de una
conica como un concepto proyectivo.

La nocién afin o euclidea de cénica esta ligada a ecuaciones de segundo grado,
sin embargo las cénicas son objetos proyectivos, ya que se pueden construir sin usar
coordenadas.

= Un haz plano de rectas es el conjunto de rectas contenidas en un plano 7w
y que pasan por un punto P € 7 llamado vértice del haz.

= Una perspectividad con eje en una recta r entre dos haces planos de rectas
de vértices P y (), ambos coplanarios con r y tales que sus vértices no estan
en 7, es una correspondencia entre los haces que asocia a cada recta x del
primero la recta del segundo que pasa por x Nr. Es decir, es composicién
de la seccion por r y la proyecciéon desde Q.

= La composicion de perspectividades se llama una proyectividad, ampliando
el concepto introducido anteriormente.

Entonces una conica es el lugar geométrico de los puntos de corte de rectas homélo-
gas en una proyectividad entre dos haces planos de rectas (figura 9).

FIGURA 9. La proyeccién paralela define una proyectividad que lleva
A,B,C,... a A/,B’,C’,.... Tenemos asi una proyectividad entre los haces

de rectas, las rectas homélogas se cortan en una cénica.

Podemos precisar la geometria de Poncelet, que se sitta sobre el espacio real y
esta atada, sin reconocerlo, a la estructura del cuerpo de los reales, substituyendo el
concepto, algo impreciso, de propiedades invariantes por proyeccién y seccién, por
el de propiedades derivadas por razonamiento légico de una serie de axiomas, con
enunciados independientes de la métrica e invariantes por proyeccion y seccion. Asi
se obtienen geometrias en principio mas generales que la de Poncelet, dependiendo
de los axiomas que se introduzcan, para concluir con una axiomatica que describa
exactamente la geometria del espacio proyectivo real propuesta por él.
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Como consecuencia de un conjunto suficiente de axiomas, se puede asociar a
cada espacio proyectivo un cuerpo, atribuir coordenadas a sus puntos y definir
ecuaciones para las figuras geométricas. De este modo, no solo se establece un
método algebraico de resolver mediante ecuaciones los problemas geométricos, sino
que se puede construir toda la geometria a partir del dlgebra lineal.

Surgen asi dos formas distintas y tradicionalmente antagénicas de entender la
geometria proyectiva:

= Utilizar tinicamente los objetos geométricos elementales y la relaciéon de
incidencia para probar los resultados, lo cual constituye lo que se entiende
por geometria sintética.

= Utilizar coordenadas, ecuaciones y la maquinaria del algebra para resolver
los problemas geométricos, tenemos asi la geometria analitica.

La geometria proyectiva, como la entendemos hoy, es el resultado de un largo
proceso de evolucién que comienza con la geometria métrica griega y culmina en la
obra de los gedmetras franceses y alemanes de la segunda mitad del siglo XIX y el
primer tercio del XX. La trayectoria histérica de la geometria transcurre entre las
dos lineas que acabamos de senalar, la geometria analitica y la geometria sintética,
de ellas hablaremos mas adelante, pero antes y para mostrar con mas precisién
la diferencia entre estas dos lineas de pensamiento, vamos a exponer dos ejemplos
paradigmaticos, los llamados teorema de Desargues y teorema de Pappus.

5. Los teoremas de Desargues y Pappus

Hay una clase de objetos geométricos proyectivos que se definen sin usar la
métrica y son especialmente interesantes, las llamadas configuraciones.

F1aURrRA 10. La configuracion de Fano corresponde al plano proyectivo sobre Z/2Z.

Una configuracion plana de tipo (po,7p) * es un sistema de p puntos y r rectas
del plano, tales que cada punto incide con un numero fijo a de rectas y cada recta
con un numero fijo 8 de puntos. Por ejemplo, un tridngulo es una configuracién
(32, 32). Es claro que dados cuatro nimeros al azar p, a, 7, 8, no existe una configu-
racién (pa,73), v que puede plantearse la existencia de configuraciones que no se
puedan dibujar, es decir, no existan en la geometria real, pero sean viables en una
geometria con una cierta axiomatica, de modo que admitir la existencia de ciertas
configuraciones determina la geometria e induce propiedades del cuerpo base, por

1E] estudio de las configuraciones tiene numerosas aplicaciones en geometria y durante el
primer cuarto del siglo XX fue una de las ramas importantes de la geometria proyectiva. El libro
de Hilbert y Cohn - Vossen Geometry and Imagination [36] contiene un capitulo dedicado a este
tema.
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ejemplo la existencia de la configuracién de Fano (73,73) (figura 10), equivale a que
el cuerpo base tenga caracteristica 2. La configuracién de Fano corresponde a un
plano con 7 puntos y 7 rectas, cada recta contiene tres puntos y por cada punto
pasan tres rectas, es claro que no se puede dibujar en el plano real con las rectas
habituales.

La existencia de otras dos configuraciones interesantes corresponde a los teo-
remas de Desargues y Pappus, que establecen respectivamente la existencia de las
configuraciones planas (103, 103) y (93,93) en el plano real, aunque su significado
geométrico es mas profundo. El teorema de Desargues es un resultado muy clésico,
probablemente conocido por Euclides al menos en alguna de sus formas reducidas,
y que no fue publicado por Desargues sino por uno de sus discipulos A. Bosse [12],
que lo atribuy6 a su maestro. El teorema en si es muy importante y extremada-
mente Util para la geometria, pero es la demostracién de Desargues [19], por medio
de proyeccion y seccién, la que hace que sea de interés excepcional desde el punto
de vista metodolégico, ya que marca claramente la distincién entre propiedades
métricas y propiedades proyectivas en el espacio.

Dos tridangulos, ABC, DEF' del plano o el espacio reales, se dice que estén en
posicion homoldgica si las rectas A+ D, B+ E y C + F son distintas dos a dos
y concurrentes en un punto O. Los pares de vértices (4, D), (B, E) y (C,F) y los
pares de lados (A+ B, D+ FE), (B4+C,E+F)y (A4+C, D+ F) se llaman homdlogos.
Entonces, se verifica que:

TEOREMA 1. Si dos tridngulos ABC y DEF del plano o el espacio reales estdn
en posicion homoldgica y se tiene que:

(A+B)n(D+E)=R, (A+C)Nn(D+F)=S8, (B+C)Nn(E+F)=T,
entonces R, S y T estdn alineados (figura 11).

R
T S
FIGURA 11. El teorema de Desargues en el plano real establece la existencia

de una configuracién (103, 103).

Demostracion analitica: Para probar el teorema fijaremos una referencia ade-
cuada y asignaremos coordenadas a los puntos que intervienen en el enunciado.
En principio habria que hacer dos demostraciones distintas, una para el plano y
otra para el espacio; ademas, dentro del contexto en que nos movemos, habria que
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elegir referencias cartesianas. Como solo tratamos de dar un ejemplo, elegiremos
una referencia afin y nos limitaremos al caso plano. La referencia mas razonable es
la dada por

R={0: a-ﬁ, B-(ﬁ}, cona-(f‘l—&—,b“(%:(ﬁ.
En esta referencia los puntos del enunciado tendran coordenadas
cona#0,c#0,d¢{0,a},e¢ {0,1} y f ¢ {0,c}. Un célculo elemental y tedioso
muestra entonces que
a(d—e)+ (1 —a)de e(d—a)
R ) )
d—ae d—ae
o, (edle=f) eftd—a)
' cd—af  cd—af )’
r . (desd) dlemleteoh)

ec— f’ ec— f
y como
d—ae a(ld—e)+(1—a)de e(d—a)
cd—af ad(c — f) cf(d—a) =0,
ec— f e(c—f) ef(c=1)+cle—f)
los tres puntos estéan alineados. CcQD.

Demostracion sintética: La demostracién geométrica comienza por el caso de
espacio ambiente tridimensional (ver figura 12).

O
D
A C s

B

R

FIGURA 12. Teorema de Desargues en el espacio de dimensién 3.

Suponemos que « = A+ B+ C y =D + E + F son planos distintos, porque en
otro caso, estariamos en el plano. Como

(A+B)N(D+E)=R, (A+C)N(D+F)=8, (B+C)N(E+F)=T,

y sabemos que A+ B, A+ C, B+ C estédn contenidasen ay D+ FE, D+ F, E+F
estan contenidas en (3, entonces R, S, T' € a N S y por tanto estdn alineados.
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El caso plano se reduce al caso de dimensién tres por proyeccién y seccion.
Llamamos « al plano de los dos tridngulos, tomamos un punto P ¢ « y un segundo
punto @ € (O+ P)\{O, P} y tal que ninguno de los pares de rectas (P+ A, Q+ D),
(P+ B,Q+ E), (P+C,Q+ F) sean paralelas. Como las rectas de esos pares son
coplanarias y no paralelas, son concurrentes y definen puntos

M=(P+A)N(Q+D), N=(P+B)N(Q+E), L=(P+C)n(Q+F),

que determinan un plano §. P

FIGURA 13. Prueba del Teorema de Desargues plano por reduccién al caso tridimensional.

Asi, los tridngulos ABC' 'y M N L estéan en posicién homoldgica y también lo estan
los triangulos DEF y M N L. En consecuencia, y por el teorema de Desargues del
caso tridimensional, llamando r = o N 3, se verifica que

(A+B)Nn(M+N)er, (M+N)N(D+E)er,

y por tanto (A + B)N (D + E) € r y lo mismo sucede con los otros pares de lados
homdlogos (ver figura 13). CQD.

Las hipotesis del teorema de Desargues son genéricas, y se pueden dar versiones
degeneradas o reducidas del mismo, algunas de las cuales aparecen recogidas en la
figura 14.

F1GURA 14. Algunos casos degenerados del Teorema de Desargues en el plano.
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En la primera de ellas se amplia la condiciéon de posicion homoldgica a tridngulos
tales que las rectas que unen pares de vértices homdlogos sean paralelas, y lo mismo
se hace en la tercera. Respecto a la condicién de que los puntos de corte de lados
homélogos estén alineados que aparece en la tesis del teorema, en las figuras primera
y segunda se transforma en: si dos pares de lados homdlogos son paralelos, el tercero
también, y en la tercera figura se transforma en que: la recta determinada por
los puntos de corte de dos pares de lados homdlogos es paralela al par de lados
homdlogos restantes.

Mediante proyeccién y seccion se puede transformar el caso genérico en los casos
reducidos, de modo que una vez probado el primero, los segundos quedan probados
automaticamente. Vemos en primer lugar, en la figura 15, cémo proyectar sobre un
plano (3, desde un punto P, una recta r situada en un plano «. Para construir la
recta proyeccion, basta observar que dicha recta es la interseccién de 3 con el plano
P +r que pasa por Py r. Tomando el plano « paralelo a 8 por P y escribiendo

(P+r)Nny=s=P+0, O=rn(yNna),

la recta s es paralela a la recta proyeccién t = SN(P+r), ya que ambas son secciones
de un plano P + r por dos planos paralelos v y 5. Entonces, la construccién de la
recta t se hace como sigue: dados «, 8, Py r C «, se construye el plano 7 paralelo
a @ por P, se dibujan los puntos de corte de » con a Ny y con aNB, Oy R
respectivamente, se traza la recta s que pasa por Py O y la recta t buscada es la
paralela a s por R.

Wy
B Uy )/

FIGURA 15. Construccién de la proyeccién de rectas y puntos del plano «

sobre el plano 8 desde el punto P

En la parte inferior de la figura 15, se hace ver cémo las proyecciones de dos
rectas, v,w que se cortan en « N -y son rectas paralelas v1,w; y cémo se puede
construir la proyeccién de un punto @, tomando dos rectas v, u que se cortan en él
y proyectando ambas rectas, el punto de corte v; Nwu; de las rectas proyecciéon da
la proyeccién T de @ desde P.



28 NATURALEZA Y OBJETO DE LA GEOMETRIA

En la figura 16 se aprecia cémo una de las formas reducidas del teorema de
Desargues se obtiene por proyeccion y secciéon de la forma genérica del teorema.
Por tanto, una vez probada ésta, quedan también probadas las formas reducidas.

b

FIGURA 16. Por proyeccién y seccién pueden obtenerse las formas degene-

radas del teorema de Desargues a partir de la forma genérica

Estas versiones degeneradas del teorema de Desargues y otras que se pueden
describir facilmente, se reducen también a la versién genérica si consideramos del
mismo modo las rectas paralelas y las secantes, esto puede hacerse anadiendo al
plano un punto por cada direccion, de este modo anadimos al plano una recta del
infinito y establecemos que dos rectas son paralelas si y solo si tienen la misma
direccién, esto es, pasan por el mismo punto de la recta del infinito.

FIGURA 17. Los puntos ordinarios, vistos desde O son rectas que pasan por
O y cortan al plano 7, cuando el observador de O mira al infinito, es decir,

paralelamente a 7, aparecen los puntos del infinito

Asi alcanzamos uno de los principios basicos que sustentan la Geometria Pro-
yectiva, que es el de mirar el espacio desde fuera. Por ejemplo, si un plano 7 es
visto por el observador O (ver figura 17), los puntos son las rectas que pasan por
O. De este modo, junto a puntos ordinarios P,Q, R, representados por las rectas
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p, q, T, aparecen puntos del infinito representados por las rectas que pasan por O
y son paralelas al plano .

Una recta 7 es el conjunto de sus puntos, es decir, el conjunto de rectas que
unen O con todos sus puntos, o lo que es lo mismo rectas por O contenidas en el
plano definido por O y r. Ahora aparece un nuevo punto en cada recta, el punto
del infinito, que es la recta r,, por O paralela a r. Dos rectas s,t paralelas en
corresponden a dos planos por O que se cortan en una recta paralela a m, que sera
el punto del infinito comin a ambas (ver figura 18). La presencia de los puntos
del infinito, que como hemos visto son aquellos puntos donde se cortan las rectas
paralelas, introduce simetria en los axiomas de la geometria plana (por dos puntos
distintos pasa una tnica recta, dos rectas distintas se cortan en un solo punto)
y permite, entre otros muchos resultados, establecer un principio de dualidad (si
una proposicién relativa a puntos y rectas es valida, automdaticamente es cierto el
enunciado dual que se obtiene intercambiando punto y recta, contenido y contiene)
ampliamente explotado por los gedmetras franceses.

|

S

FIGURA 18. Dos rectas son paralelas si se cortan en el infinito

El teorema de Pappus es una versién degenerada de un teorema probado por
Blaise Pascal (1623-1662) cuando solo tenfa dieciséis anos. Pascal fue alumno de
Desargues y abandoné las matematicas para dedicarse a la teologia.

FIGURA 19. El teorema de Pascal es vélido en condiciones genéricas, o

admitiendo que las rectas paralelas se cortan en el infinito.
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El teorema, llamado por su autor mysterium hexagrammicum [58], establece que:

TEOREMA 2 (Pascal). Si ABCDEF es un hexdgono inscrito en una cdnica
real no degenerada, los puntos de corte de pares de lados opuestos

(A+B)N(D+E), (B+C)N(E+F), (C+D)n(F+ A),
estdn alineados (ver figura 19).

Cuando la cénica degenera en un par de rectas, la condicién hexdgono inscrito
se traduce en que hay tres vértices no contiguos del hexagono en cada una de ellas,
de modo que ninguno de los vértices coincide con el punto de interseccién de ambas.
Asi se obtiene el teorema de Pappus:

TEOREMA 3 (Pappus). Dadas dos rectas coplanarias r y s, tres puntos A,C, E
sobre r y otros tres B, D, F' sobre s, tales que ninguno de ellos es r N s, los puntos

(A+B)N(D+E), (B+C)N(E+F), (C+D)Nn(F+A)
estdan alineados (ver figura 20).
Este teorema es equivalente, por dualidad, al siguiente:

TEOREMA 4. Dados dos puntos del plano R y S, tres rectas a, c, e por R y otras
tres b, d, f por S, tales que ninguna de ellas es R+ S, las rectas

(anbd)+(dne), (bNnec)+(enf), (eNnd)+ (fNa)

son concurrentes (ver figura 20).

FIGURA 20. Las dos figuras prueban la equivalencia entre los enunciados 3, 4.

Lo mismo que el teorema de Desargues, el de Pappus se puede probar en el
plano real por métodos analiticos, es decir, eligiendo una referencia afin adecuada
y trabajando en coordenadas. También puede probarse de modo sintético, a partir
de un teorema del espacio por posterior proyeccién y seccién. Pero esta vez la
existencia de una proyeccién conveniente, que lleva una proposicién evidente del
espacio al teorema de Pappus, deriva de un resultado de naturaleza no lineal, que
es el recogido en el siguiente teorema.

TEOREMA 5. Dados seis puntos distintos dos a dos del espacio real tridimen-
sional A, B, C, D, E, F, tales que las rectas A+ B, C+D, E+F y las rectas B+C,
D+ FE, F+ A se cruzan dos a dos, y cada una de las tres primeras rectas corta a
las tres sequndas, se tiene que las rectas A+ D, B+ E, C' + F son concurrentes.
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Demostracion: Como A+ By D + E son concurrentes (ver figura 21), son
coplanarias y las rectas A+D y B+ FE se cortan en un punto. El mismo razonamiento
prueba que también lo hacen A+ D, C+ Fy B+ E, C + F. Si los tres puntos de
corte no coincidiesen estas tres rectas serian coplanarias y también lo serian los seis
puntos, en contradiccién con las hipétesis. En consecuencia, el teorema se verifica.

CQD.

FIGURA 21. Los lados del hexdgono ABCDEF se apoyan en las rectas r y
s que se cortan en O. Los pares de lados opuestos son coplanarios al pertenecer

a dos familias distintas de generatrices del hiperboloide.

Demostracion: (Pappus en el plano real). Un cdlculo analitico elemental prueba
que el lugar geométrico de las rectas del espacio real tridimensional que se apoyan
en tres rectas que se cruzan dos a dos, es una cuadrica hiperbdlica. En consecuencia,
las seis rectas de la hipétesis del teorema anterior estédn contenidas en una cuddrica
hiperbdlica (ver figura 21), de modo que las tres primeras pertenecen a una de las
familias de generatrices y las tres segundas a la otra. Tomando dos rectas r y s,
una en cada una de las familias de generatrices de la cuddrica y distintas ambas
de la anteriores, r y s se cortan en un punto O de la cuddrica. Por proyeccién
desde O sobre un plano que no contenga a ninguna de las rectas usadas, se tiene
un hexédgono plano que cumple las hipétesis del teorema 4 y también la tesis.

El tnico problema es construir para un hexdgono plano que verifique las hipote-
sis del teorema 4 otro espacial que verifique las del teorema 5 junto con las rectas
ry s del parrafo anterior y que se proyecte sobre el primero desde el punto O. Esa
construccién es un ejercicio que dejamos al lector. CQD.
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Hemos visto que hay un cierto paralelismo entre los dos teoremas presenta-
dos en esta seccion, ambos prueban la existencia de configuraciones planas muy
semejantes y en sus demostraciones geométricas se usan teoremas analogos en di-
mensién tres. No obstante, hay entre ellos una diferencia fundamental, el teorema
de Desargues tridimensional depende solo de resultados formulables en términos de
incidencia, pero no sucede lo mismo con el de Pappus. En la prueba de este tultimo
interviene una cuddrica, pero esto no es el problema, ya que como hemos senalado al
principio de este capitulo, las cénicas y las cuddricas se pueden definir en términos
de propiedades de incidencia; el problema estd en la existencia de las dos familias
generatrices lo cual requiere no solo la construccion de una proyectividad, sino el
hecho de que una proyectividad entre rectas reales queda determinada univoca-
mente por las imagenes de tres puntos distintos, y aqui juega un papel esencial la
propiedad conmutativa de la multiplicacién en el cuerpo base.

Ambos enunciados son independientes de los axiomas de incidencia de la geo-
metria plana, por lo cual pueden anadirse como axiomas. Ahora bien, admitiendo
Desargues plano como axioma, el enunciado de Pappus no es demostrable, debido a
que para un plano sobre un cuerpo este teorema equivale a la conmutatividad de la
multiplicacién y jexisten cuerpos no conmutativos! Por la misma razén, es decir la
existencia de cuerpos no conmutativos, aunque en un plano contenido en un espacio
tridimensional se verifica automéaticamente Desargues, no necesariamente lo hace
Pappus.

Sin embargo, si se toma como axioma el enunciado de Pappus, el de Desargues
es un teorema, es decir puede deducirse de los axiomas usuales de incidencia y del
axioma de Pappus (Teorema de Hessenberg [18]).

6. Introduccién histérica

Generalmente se afirma que la geometria proyectiva tiene su origen en el desa-
rrollo tedrico de la perspectiva; pero es muy discutible, como veremos maés adelante
el trabajo del sistematizador de la perspectiva, Desargues, era completamente des-
conocido a principios del XIX, cuando Poncelet inicia el desarrollo de la geometria
proyectiva. El descubrimiento de la obra de Desargues se produce medio siglo des-
pués durante las discusiones entre alemanes y franceses sobre la paternidad de esta
geometria. Sin embargo, el uso de las proyecciones y secciones en geometria es mu-
cho més antiguo. Segin Chasles, Pappus usa la proyeccion para probar propiedades
del Helicoide, y hemos podido comprobar que Ptolomeo en el Almagesto hace un
uso sistematico de la proyeccién central para su estudio de la geometria esférica. El
trabajo de Apolonio que considera las cénicas como secciones de un cono de base
circular, o sea, proyecciones de un circulo desde un punto exterior a su plano, es
un ejemplo més del uso temprano de las proyecciones. Desde los gedmetras grie-
gos hasta el siglo XVII, las proyecciones siguen usandose, aunque no de un modo
sistemdtico, como elemento de prueba en geometria.

Sin embargo, y desde un punto de vista formal, el creador de la geometria pro-
yectiva fue Girard Desargues (1591-1661), ingeniero y arquitecto francés que en su
obra Brouillon-projet d’une atteinte aux événements des rencontres du cone avec
un plane [19] utiliza sistemdticamente la proyeccién central, es decir, la proyeccién
desde un punto, para probar resultados geométricos y especialmente para obtener
propiedades de las cénicas. Es claro que la proyeccién central no conserva ni dis-
tancias ni angulos, por tanto Desargues desvincula la geometria de la métrica y
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en consecuencia, cambia sustancialmente la primera. La geometria ya no es solo el
estudio de las propiedades de las figuras derivadas de la medida de sus angulos y
distancias, incluye también propiedades proyectivas, es decir, propiedades estables
por proyeccion.

Como ya hemos senalado, situamos el origen de la geometria proyectiva en Des-
argues solo desde un punto de vista formal, porque su obra, pese a los comentarios
elogiosos de su amigo Descartes, no tuvo resonancia en su época ni reconocimiento
posterior hasta mediados del siglo XIX, cuando la mayor parte de su obra habia
sido descubierta de nuevo por personas que no conocian su existencia. La idea de
usar la proyeccién central para probar resultados geométricos, sobre todo relativos
a las cénicas, aparece fugazmente en varios autores, por ejemplo, Pascal en 1640
demuestra su teorema sobre el hexdgono por proyecciéon de un circulo sobre una
comnica, y La Hire, Mac Laurin y Lambert, entre otros, también obtienen resultados
sobre cénicas por proyeccién.

Por lo que respecta a los puntos del infinito, segiin afirma Enriques [21], Guido-
baldo del Monte hacia 1600 prueba que en la proyeccién central las rectas paralelas
se pueden representar por rectas concurrentes en un punto de fuga. Es Desargues el
que considera que todas las rectas paralelas a una dada pasan por un mismo punto
del infinito; sin embargo, la recta de fuga o recta del infinito, no aparece hasta
principios del XVIII en la obra de Taylor [68]. Pero el momento en que esta idea
adquiere un papel estelar no llega hasta el primer cuarto del siglo XIX con la obra
de Victor Poncelet (1788 -1867).

Poncelet, oficial de artilleria del ejército de Napoleén y antiguo alumno de
Monge en la Escuela Politécnica, decide reescribir la geometria en la prisién rusa
donde estuvo confinado tras el desastre de la gran armada. El resultado de su
trabajo ve la luz en 1822 con el titulo: Traité des propriétés projectives des figures
[50] y su forma completamente nueva de entender las propiedades geométricas es
la siguiente:

... Una figura cuyas partes no guardan entre ellas mds relaciones
que las indestructibles por efecto de la proyeccion, se llamard figura
proyectiva. Estas relaciones, y en general todas las propiedades que
subsisten a la vez en la figura dada y en todas sus proyecciones, se
llamardn propiedades proyectivas....

Al adoptar esta postura, Poncelet ademéas de olvidar la métrica hace aparecer
de modo fisico el infinito. La introduccién del infinito para resolver problemas de
perspectiva arquitecténica se debe también a Desargues, como hemos indicado, pero
no se usa sistematicamente hasta Poncelet.

La obra fundamental de Poncelet hace explotar una polémica que venia gestando-
se entre los geémetras desde hacia mas de un siglo. La introduccién de los métodos
cartesianos en geometria habia transformado a esta en subsidiaria del analisis al-
gebraico, todos los problemas geométricos se resolvian mediante coordenadas y los
métodos y razonamientos de los Elementos de Euclides parecian condenados a des-
aparecer. La nueva geometria proyectiva no se podia reducir a coordenadas y, en
palabras de Carnot, iba a librar a la geometria de los jeroglificos del andlisis. Como
hemos visto, Poncelet no es el creador de la polémica analitico versus sintético, pe-
ro su geometria da un arma, en ese momento definitiva, a los gedmetras sintéticos,
cuya situacién a principios del XIX era bastante precaria.



34 NATURALEZA Y OBJETO DE LA GEOMETRIA

FIGURA 22. La proyeccién de un cuadrildtero puede ser un rectdngulo, es
decir, ni dngulos ni razones de distancias son invariantes por proyeccién, en

cambio cuadrildtero si es una nocién proyectiva.

Monge habia impulsado grandemente la geometria descriptiva, geometria cuyo
objeto es la representacion plana de figuras espaciales. Esta geometria cubria y cu-
bre hoy casi todas las necesidades de la ingenieria, pero desde el punto de vista del
matematico deja mucho que desear y Poncelet conocia los resultados de Dupin que
probaban que resulta imposible reflejar mediante dibujos planos todas las propie-
dades geométricas de una figura tridimensional. Por ello, Poncelet busca un camino
completamente nuevo y su situacion de aislamiento le ayuda a hacerlo, aunque sus
condiciones de trabajo no fueran las ideales:

Esta obra es el resultado de las investigaciones que realicé, desde
la primavera de 1813, en la prision de Rusia. Privado de todo tipo
de libros y de ayuda y, sobre todo, distraido por las desventuras de
mi patria y las mias propias, no he podido darle toda la perfeccion
deseable.

Poncelet no olvida en absoluto la métrica y sus enunciados tienen muchas veces
contenido analitico. La misma ténica se mantiene en los continuadores de su traba-
jo, y es Von Staudt (1798 - 1867) quien en su Geometrie der Lage (1847)[63] desliga
totalmente ambas geometrias, limitando las operaciones de la geometria proyectiva
a conceptos proyectivos. Asi, libera también la geometria proyectiva de su vincula-
cién al cuerpo real, y con ello desaparece otro de los conceptos poco comprendidos
hasta el momento, el de punto imaginario introducido también por Poncelet [50].

Es un hecho curioso que la aparicion en geometria de los puntos imaginarios se
produce sin ninguna vinculacion con los niimeros complejos, que ya empezaban a
utilizar los analistas. Queda fuera de los limites de esta introduccién explicar deta-
lladamente el manejo geométrico de los puntos imaginarios, pero vamos a exponer
sin mucho detalle un ejemplo significativo.

Consideremos en el plano real una coénica ¢ y una recta r, definidas en una
referencia cartesiana por las ecuaciones ¢(z,y) = 0 y r(z,y) = 0, respectivamente.
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Las ecuaciones
Q- Q(xay) +b'7"($,y)2 =0

definen, al variar los nimeros a y b, una familia de cénicas {cqp}, que es lo que se
llama un haz de conicas. Si la recta y la cénica se cortan en dos puntos, todas las
conicas del haz pasan por ellos, ya que sus coordenadas anulan simultaneamente
las ecuaciones de ambas. La cuestion es averiguar si todas las cénicas del haz tienen
algo en comun cuando la recta y la cénica no se cortan. Si extendemos el cuerpo
para trabajar con los complejos, ese algo que tienen en comun es precisamente un
par de puntos imaginarios conjugados, pero nuestro objetivo es buscar un objeto
real.

L

FIGURA 23. La polaridad permite utilizar los puntos imaginarios. Las dos
cénicas y la recta de la figura se cortan en la involucién de la recta inducida

por una de ellas, ya que ambas definen la misma involucién.

Para ello, debemos dar una nocién distinta de interseccién de una recta con
una cénica. La cénica ¢ induce una transformacién en la recta r, que se describe
como sigue:

Si P € r es un punto arbitrario (ver figura 23) se pueden tomar las
rectas tangentes por P a ¢, estas rectas cortan a la conica en puntos
By J;larecta B+ J asu vez, corta a r en el punto f.(P) = L al
que tomamos como imagen de P en la transformacién.

La transformacién asi definida es una proyectividad involutiva (si r no es tangente
a ),y sir corta a ¢, tiene dos puntos invariantes reales que son precisamente los
puntos de corte de r y ¢. Por tanto, el dato de esta transformacién equivale al de
los puntos de corte, si estos existen. Ademds, como una proyectividad involutiva
de la recta real queda univocamente determinada por sus puntos invariantes, todas
las coénicas ¢4p, que cortan r en los mismos puntos que ¢, inducen en r la misma
transformacién. Parece entonces razonable decir que la interseccién de ¢ y r es la
transformacion f..

La transformacion f se puede definir aunque ¢ y 7 no se corten, y en este caso
también todas las conicas c¢,p inducen en r la misma transformacién, que ahora no
tiene puntos invariantes reales, pero es el elemento comtin a todas las cénicas del
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haz y la recta r, asi que tiene sentido decir que es la intersecciéon de la recta y la
cénica.

Si vamos un poco mas lejos, pasamos al cuerpo complejo y calculamos los puntos
invariantes de la involucién f., encontramos dos puntos imaginarios conjugados, que
son precisamente los puntos complejos de corte de r y ¢. Es decir, el objeto real f.
permite manejar puntos de coordenadas imaginarias.

Los métodos analiticos vuelven a entrar en la geometria proyectiva de la mano
de Pliicker (1801-1868), quien redescubre en su obra Analytisch-geometrische Ent-
wicklungen [48] (1828), ahora de modo definitivo, las coordenadas homogéneas, que
con anterioridad habian sido descritas con poco éxito por Feuerbach y Moebius.
Al mismo tiempo observa que el intercambio de coeficientes y variables en las ecua-
ciones permite hablar de coordenadas de rectas en el plano y demuestra, de modo
indudable, el principio de dualidad de Poncelet. Todavia se escapan a la coordi-
natizacién de la geometria muchos objetos, y los méds importantes son las rectas
del espacio tridimensional. Pasan més de veinte afios hasta que, esencialmente por
medio del dlgebra lineal, se resuelve este problema a la vez que se transforma la
geometria proyectiva en el lenguaje geométrico del algebra.

La introduccién sistematica de los espacios vectoriales de dimension arbitraria
sigue dos caminos distintos, por una parte Arthur Cayley (1821-1895) desarrolla
la geometria analitica de R™ usando sisteméticamente la teoria de determinantes
(1846), por otra parte Grassmann (1809-1877), en un trabajo no comprendido hasta
casi veinte anos después, sienta las bases del algebra lineal moderna con la intro-
duccién de las “magnitudes con extension”, que corresponden a nuestros vectores y
formas, y son la contrapartida puramente geométrica de la teoria de determinantes
(Incidentalmente, Grassmann abandoné las mateméticas para dedicarse al estudio
del sdnscrito y es el creador de la dltima gran ley de la lingiiistica). Pliicker [49], en
1868, describe con ayuda de las técnicas desarrolladas por Grassmann un espacio de
dimensién 4 (una cuéddrica de un espacio de dimensién 5) cuyos elementos son las
rectas del espacio tridimensional y da la victoria definitiva a la geometria analitica.

Una tercera forma de extender la geometria es por medio de los grupos de trans-
formaciones, y fue expuesta por un alumno de Pliicker, F. Klein, en su Programa de
Erlangen [40] (1872). Para Klein una geometria es un grupo de transformaciones
que actlia en un conjunto, las propiedades geométricas son aquellas invariantes por
estas transformaciones.

Desde este punto de vista, podemos considerar en R? dos operaciones: proyectar
desde un punto O (proyeccién) que consiste en unir cualquier punto del espacio con
O mediante una recta, y cortar por un plano m (seccién). Asi, dado un plano T,
una familia de puntos, O1, 0o, ..., O, y otra de planos, 71,7, ..., T.—1 (situados
razonablemente), podemos proyectar 7 desde O; y cortar por 71, proyectar 7
desde Oy y cortar por mo, etc., hasta proyectar m._; desde O, y cortar de nuevo
por 7. Tenemos asi una transformacién de 7 en m que se llama una proyectividad.
Las proyectividades forman un grupo y la geometria proyectiva es el estudio de
propiedades de 7 invariantes por dicho grupo.

A finales del primer tercio del pasado siglo, el papel de las estructuras combina-
torias en Matematicas se hace de enorme importancia, y hay un grupo de gedmetras
y 16gicos que se interesan por los fundamentos combinatorios de la geometria sintéti-
ca, asi Birkhoff y Menger publican axiomaticas de la geometria proyectiva, libres
de la nocién de cuerpo base, cubriendo incluso modelos no desarguesianos. Ambos
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utilizan los reticulos como elementos basicos de la geometria y, de hecho, hacen
volver a la vida a la geometria sintética.

Un ejemplo de la evolucién de los métodos de la geometria proyectiva es la
prueba del llamado teorema fundamental de la geometria proyectiva, que abordamos
en la siguiente seccion.

7. El teorema fundamental de la geometria proyectiva

La historia de este teorema estd ligada a la observacién que hemos hecho ante-
riormente del cardcter métrico de la razén doble, que sin embargo es un invariante
proyectivo. Hay un caso particular en el que desaparece el papel de la métrica, el
de las cuaternas armonicas.

Decimos que cuatro puntos alineados A, B, C, D forman una cuaterna armoénica
si su razén doble es igual a —1, esto es [4, B : C, D] = —1. En este caso, la posicién
de los cuatro puntos sobre la recta se puede fijar usando solamente la relacién de
incidencia (ver figura 24).

A C B D

FIGURA 24. Cuaterna arménica y cuadrivértice completo.

Llamando E al punto de corte de las diagonales E = (S + Q) N (P + R), por
proyeccion desde Sy seccién por R + P, se tiene que:
[A,B:C,D]=I[R,P:C,E]
y por proyeccién desde Q y seccién por A+ B
[R,P:C,E]|=[B,A:C,D].
Sabemos que
__|AC|-|BD| |BC| - |AD|
~ |AD|-|BCY’ |AC| - |BD|’
por tanto [A, B : C,D]? = 1y como [A, B : C, D] # 1, pues son puntos distintos,
debe ser [A,B: C,D] = -1
Por tanto, dados tres puntos alineados A, B, C' para construir su cuarto armoni-
co, es decir, un punto D tal que [A, B : C, D] = —1, basta tomar dos rectas 1 y
ro por A (figura 24) y una recta s por C. Si llamamos R = r; Ns, P = ryN's

y construimos rectas s; = R+ B, s = P + B, tenemos los puntos ) = s1 N ra,
S = soNry1, que con Py R definen un cuadrivértice PQRS que tiene como puntos

[A,B: C, D] [B,A:C,D] =
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diagonales a A y B y verifica que la diagonal P+ R corta a A+ B en C'; luego si D
es el punto de corte de A+ B con la diagonal Q + 5, se tiene que [A, B,C, D] = —

Este hecho era conocido por Poncelet, pero es Staudt el que, usando el teorema
de Desargues, prueba la unicidad de la construccién y la extiende a otras figuras
proyectivas unidimensionales (formas de primera especie), como el haz plano de
rectas o el haz de planos con arista en una recta. El trabajo de Moebius [43], que
prueba que una proyectividad del plano estd univocamente determinada por las
imagenes de cuatro puntos tales que tres cualesquiera de ellos no estan alineados y
el de Steiner [64], que prueba que una proyectividad de la recta estd determinada
por las imagenes de tres puntos distintos utilizando como herramienta la invariancia
de la razén doble (y con el fallo de suponer implicitamente que las proyectividades
son continuas), llevan a Staudt a definir una proyectividad de la recta como una
correspondencia biunivoca que conserva las cuaternas arménicas. El problema es
demostrar que esa definicién coincide con la de Poncelet y, para ello, lo nico que
necesita probar es que una transformacién biunivoca de la recta que conserva las
cuaternas armodnicas y tiene tres puntos invariantes es la identidad. Este resultado
es el que llama teorema fundamental de la geometria proyectiva.

La base de la prueba de Staudt consiste en, dada una de sus proyectividades,
establecer una alternativa:

1. Existe un segmento [A, B] compuesto por puntos invariantes.
2. No existe ningiin segmento compuesto por puntos invariantes.

En el primer caso, dado un punto C' de fuera del segmento, su cuarto armoénico
respecto a A y B debe pertenecer al segmento [A, B], luego es invariante, y al
conservar la transformacién las cuaternas arménicas C' es también invariante.

En el segundo caso, y aqui esta el fallo de la demostracién, hay dos puntos
invariantes A y B tales que el segmento [A, B] no contiene puntos invariantes,
entonces, puesto que hay tres puntos invariantes, hay uno fuera del segmento [A, B]
y su cuarto arménico, interior al segmento, debe ser invariante en contradiccién con
la hipétesis.

Reye [55] intenta corregir la demostracién de Staudt, inspirdndose en la cons-
truccion de Moebius de una red de puntos invariantes de una proyectividad del
plano con cuatro puntos invariantes. Para ello, usando la construccién de la cua-
terna armonica, construye una familia infinita y densa de puntos invariantes en la
recta, y de nuevo suponiendo implicitamente la continuidad, obtiene la prueba del
teorema.

De hecho, construye, dada una referencia, los puntos de coordenadas racionales.
Usando coordenadas homogéneas en la recta, si ag, @1 € Q y si ag = ag/bo, a1 =
al/bl, con ao,al,bo,bl S Z, es [O&o,aﬂ = [aobl,albo} y aob1 € Z, a1b0 € Z. Como
ademas [a, b] = [—a, —b], para construir todos los puntos de coordenadas racionales,
basta construir los puntos [, 8], con a € Z, § € N; para hacer esta construccidn,
es suficiente utilizar series de cuaternas arménicas, como la siguiente:

La serie que permite construir [—n, 1], para todo n € N (figura 25 (I)) es

[[1,0],[0, 1] [171]7[ 1 1” = -1
HLO]’[ 1, ] [0’1} [ ]] = -1
[1,0],[=2,1] : [-1

[7 ,][3,1]] = -1

[0, =, 1) : [-n+1,1],[-n—1,1]] = -1
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y las series similares, que aparecen en la misma figura 25, construyen la red de
racionalidad {[m, n]}m nez.

Q,
Q
PN Ps
P
r s
t u, u.
VAV, T\ Vs v,
[1,0] [1,1][0,2] [1,-1] [1-2] [1-3] [1-4]
[1,0] [4,1] [3,1] [2,2] [1,1] [0,1] [-1,1]
[1,0] =[-1,0] [-2,1] [-2,2] =[-1,1] [-2,3] [-2,4] [0,1]

FIGURA 25. Redes de racionalidad

Reye no utiliza coordenadas y afirma, sin demostracion, que cualquier punto de
la recta se puede aproximar indefinidamente por puntos de una red de racionalidad,
y de aqui concluye el resultado.

En una serie de seis articulos publicados entre 1871 y 1873, Klein [42] analiza,
entre otras cosas, las pruebas del teorema fundamental y precisa las dos cosas que
hay que probar, que no esta probadas ni en Staudt ni en Reye, primero, que la red
de racionalidad es densa en la recta real y en segundo lugar, que la correspondencia
definida sobre los puntos de la red se extiende a toda la recta. Para asegurar la
veracidad de estas dos afirmaciones Klein anade primero un axioma y luego dos,
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pero sus axiomas no garantizan la continuidad de la proyectividad. Lo que si hace
Klein es situar el teorema fundamental en su verdadero marco, el de la continuidad
en la recta real, enlazando sus resultados con los de Dedekind y Weierstrass, ya que
esencialmente trata de construir todos los ntimeros irracionales, tal como habian
sido definidos por Dedekind.

Al margen del trabajo de Klein, Pasch [47] admite un nuevo axioma de conti-
nuidad, la propiedad arquimediana que habia sido admitida de forma implicita por
muchos geémetras anteriores:

Si el punto Cy estd en el interior del segmento [A, B] y se prolonga
el segmento con el segmento [Cy,Cs3] congruente con él, y él y de
nuevo con el [Cy, C3] también congruente con él, etc. se llega a un
segmento [Cy, Cpy1] que contiene al punto B.

Este axioma fue objeto de discusién durante los veinte anos siguientes, Stolz
obtuvo el primer ejemplo de magnitud no arquimediana y Hilbert desarrolld el
primer modelo de geometria no arquimediana. Usdndolo, Pasch prueba que toda
proyectividad en el sentido de Staudt con tres puntos invariantes tiene un punto
invariante en el interior de cualquier segmento, un elemento esencial de la prueba
de Pasch es que las proyectividades son correspondencias ordenadas.

Schur en 1891 [61] da una nueva prueba del teorema fundamental, pero en for-
ma restringida, prueba que, con independencia de la propiedad arquimediana, una
proyectividad en el sentido de Poncelet, es decir, composicién de perspectividades,
con tres puntos invariantes es la identidad. La prueba de Schur se basa en los teo-
remas de Desargues y Pappus. La obra de Schur tiene influencia en los Grundlagen
de Hilbert [35], que contienen la axiomética definitiva de la geometria.

Hay numerosos intentos de prueba del teorema de matematicos tan conocidos
como Balser, Chasles, Cremona, Darboux, Enriques, Peano, Pieri, Stolz, Veronese,
etc, e incluso Weierstrass tiene una prueba alternativa del teorema restringido
de Schur. Una excelente referencia sobre el tema es el articulo de Voelke [70].
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Capitulo 1

Espacio proyectivo. Aspectos lineales

El espacio proyectivo responde a la idea de completar el espacio afin con un
hiperplano en el infinito de modo que las propiedades de intersecciéon de subva-
riedades afines eviten la excepcién del paralelismo. Asi, dos rectas de un plano
proyectivo se cortaran siempre, mientras que en el plano afin podrian ser paralelas.

En este curso suponemos conocidos los rudimentos de la geometria afin, aun
cuando repasaremos un poco el tema al presentar el espacio proyectivo como el
completado de un espacio afin con un hiperplano en el infinito.

Abordaremos la presentacion “més cémoda” del espacio proyectivo a partir de
los espacios vectoriales. Una incursién al punto de vista sintético del plano y espacio
proyectivos seria deseable, pero no disponemos en este curso de tiempo suficiente
para ello.

1. El espacio proyectivo de un espacio vectorial
Consideremos un espacio vectorial V' de dimensién finita sobre un cuerpo k.

DEFINICION 1. El espacio proyectivo P(V) asociado al espacio vectorial V es
el conjunto de rectas vectoriales de V. La dimension dimP(V) de P(V) se define
por dimP(V) = dim V — 1.

Es decir, un punto de P(V) es, por definicién, un subespacio vectorial de V'
de dimensién exactamente igual a uno. Si dimg V' = 0, tenemos que P(V) = 0 y
dimP(V) = —1.

Existe una aplicacién suprayectiva natural

m:V\{0} = P(V); v+~ L(v),

donde L(v) C V es la recta vectorial generada por v # 0. En ese sentido, el espacio
proyectivo P(V) es el cociente de V'\ {0} por la relacién de equivalencia que identifica
vectores proporcionales entre si, la clase de un vector v € V' \ {0} se denotard por
[v]. Nétese que [v] y L(v) denotan el mismo punto del espacio proyectivo.

Dado un subespacio vectorial W de V se tiene una inclusién natural

P(W) Cc P(V).
Los subconjuntos de P(V') de la forma K = P(W), donde W es un subespacio
vectorial de V' se llamardn subespacios proyectivos de P(V'). Un punto de P(V') se
corresponde con un subespacio proyectivo de dimension cero. Una recta proyectiva
de P(V') es todo subespacio proyectivo de dimensién uno. Un hiperplano proyectivo
es todo subespacio proyectivo de P(V') de dimensién dimP(V') — 1.
Existe una biyeccién que conserva la relacién de inclusién

(1) { subespacios } o { subespacios }

vectoriales de V' proyectivos de P(V)

43
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que a cada subespacio vectorial W C V le hace corresponder P(WW). La tnica
observacion pertinente es que esta aplicacion es inyectiva, es decir, que

P(W) =P(W') =W =W

Vedmoslo. Si W # W/, existe w € V con w € W\ W/, o bien w € W'\ W.
Supongamos w € W \ W', entonces la recta vectorial L(w) C V generada por w
cumple que L(w) C Wy que L(w) ¢ W', es decir L(w) € P(W) y L(w) ¢ P(W").
Por tanto P(W) # P(W').

La interseccién de subespacios proyectivos es también un subespacio proyectivo.
Mas precisamente, tenemos la siguiente igualdad

(P(W;) =P (ﬂ Wi> .
il icl
Por consiguiente, podemos definir el concepto de subespacio proyectivo LProj(S)

generado por un subconjunto S C P(V) como el minimo subespacio proyectivo que
contiene S. Tenemos que

LProj(S) = P(L(71(S))),

donde L(771(S)) C V es el subespacio vectorial de V' generado por 7~ 1(S).
En el caso particular del subespacio proyectivo generado por la unién de dos
subespacios K7 = P(W1) y Ky = P(W3), tenemos que

LPI‘Oj(Kl U KQ) = ]P)(Wl + WQ)

Utilizaremos la notacién: Ky + Ky = LProj(K; U K3). Atencién, los elementos de
un espacio proyectivo no se suman (no hay una estructura de grupo abeliano), se
trata de una notacién referida a subespacios.

PROPOSICION 1 (Férmula de las dimensiones). Supongamos que dimP(V) =n
y que tenemos dos subespacios proyectivos K1 y Ko de dimensiones respectivas dy
y do. Se tiene
dy +dy = d1m(K1 + KQ) + d1m(K1 N KQ).

Demostracion: Supongamos que K1 = P(W7) y Ky = P(W5). Para subespacios
del espacio vectorial V', se tiene que

dim W7 + dim Wy = dim(W1 + Wg) + dim(W1 n Wg),

de donde se concluye el enunciado. CcQD.

Tenemos las siguientes consecuencias notables de las anteriores definiciones y
propiedades, para subespacios de un espacio proyectivo P(V') con n = dimP(V):

e Dos subespacios proyectivos con relacién de inclusion K; C Ko satisfacen
que dimK; < dim K5 y que si dim Ky = dim Ky entonces K; = Ks. Esto es
consecuencia de que la biyeccion en la féormula 1 respeta las inclusiones y de que
dos subespacios vectoriales con relacién de inclusiéon son iguales si y sélo si tienen
la misma dimensién.

e Por dos puntos distintos Py, P» de P(V') pasa una tnica recta £. Veamos que
= {P1}+{P2} es latinica recta que pasa por P; y P,. Para ver que /£ es una recta,
tenemos que ver que dim £ = 1. Esto se sigue de la férmula de las dimensiones, dado
que dim{P;} =0, parai =1,2 y dim @ = —1, as{ tenemos

0+0=dim/¢—1.
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Supongamos ahora que ¢ es otra recta con P, P, € {'. Esto implica que £ =
{P1} +{P2} C ' y como dim¢ = dim ¢ = 1, se tiene que ¢’ = £.

e Sea K un subespacio proyectivo de dimensién d. Dado cualquier punto P
del espacio proyectivo que no esté en K, el subespacio proyectivo K + {P} tiene
dimension exactamente igual a d+ 1. Esto se sigue de la formula de las dimensiones.

e Dado un hiperplano proyectivo H y un subespacio proyectivo K de dimensién
d, tal que K ¢ H, se tiene que dim(H N K) = d — 1. En efecto, como K ¢ H
existe un punto P € K \ H. Por consiguiente H # H + K y por dimensionalidad
H + K =P(V). La férmula de las dimensiones dice que

n—14+d=n+dim(HNK),

por tanto, tenemos que dim(H N K) =d — 1.

e Dos hiperplanos proyectivos distintos H; y Hs se cortan en el subespacio
H, N Hsy, que tiene dimension n — 2. Es un caso especial de la observacion anterior.
En particular, dos rectas distintas de un plano proyectivo se cortan siempre en un
punto. Asi pues, no existe el paralelismo entre rectas del plano proyectivo.

e Si n = 3, existen rectas proyectivas que se cruzan, es decir, que no tienen
ningin punto en comun. Basta tomar una descomposiciéon del espacio vectorial V'
como suma directa de dos subespacios vectoriales bidimensionales

V=W, & W,

Entonces ¢1 = P(W7) y ¢2 = P(W3) son dos rectas que se cruzan. Recordemos que
un subespacio proyectivo P(W') de P(V') tiene interseccién vacia con otro subespacio
P(W’) si y solamente si W NW' = {0}.

e M4s generalmente y en cualquier dimensién ambiente n = dimP(V'), dos
subespacios proyectivos L1 = P(W;) y Ly = P(Ws) son complementarios si se
tiene que V = Wy @ Ws. Esto equivale a decir que L1 N Ly = () y la suma de las
dimensiones de Ly y Lo es n—1. Razonando via espacios vectoriales, todo subespacio
proyectivo admite complementario.

e Una recta proyectiva tiene al menos tres puntos, ya que todo plano vectorial
tiene tres vectores linealmente independientes dos a dos: los de coordenadas (1, 0),
(0,1), (1,1) en una base dada.

e Como consecuencia de la afirmacién anterior, si tenemos dos subespacios
proyectivos K7 y K distintos de P(V'), existe al menos un punto P ¢ K; U K».
En efecto, podemos suponer que no hay relacién de inclusion entre ellos y tomar
P e K1\ Ky y P, € Ky \ Ky; considerando ahora un tercer punto P en la recta
£ = {P} + {P}, se tiene que P ¢ K; U K», ya que si, por ejemplo P € Ko,
tendriamos que ¢ = {P} + { P} C K5 y entonces P; € K.
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EJERCICIO 1. Sea k un cuerpo finito con 7 elementos. Calciilese en funcién de n
y 7 el numero de elementos del espacio proyectivo Pj. Mdas generalmente, si 0 < d < n,
calcilese el nimero de subespacios de dimensién d de Py.

EJERCICIO 2. Describanse las rectas de P2, donde k = Z/(2).

EJERCICIO 3. Sea P(V) un espacio proyectivo de dimensién 3. Consideremos dos
rectas distintas r y s que se cortan en un punto P. Sean t y u otras dos rectas que se
cruzan entre si y también con r y s. Denotemos por 1"y U los puntos respectivos de corte
de t y u con r+ s. Supongamos que P, U y T no estén alineados. Demuéstrese que existen
exactamente dos rectas que cortan simultdneamente 7, s,t y u.

EJERCICIO 4. (Dificil) Sea k un cuerpo de caracteristica cero. Dadas cuatro rectas
distintas de P} que se cruzan dos a dos, pruébese que existen exactamente dos rectas que
cortan simultdneamente las cuatro anteriores.

EJERCICIO 5. Sea P un conjunto no vacio cuyos elementos llamaremos “puntos” y
sea £ un conjunto cuyos elementos son subconjuntos de P, que llamaremos “rectas”, de
forma que se cumplan los siguientes axiomas:

A1l. Dados dos puntos distintos, existe una tunica recta que los contiene.

A2. Cada recta contiene al menos tres puntos.

A3. Existen al menos tres puntos no alineados.

A4. Dos rectas tienen siempre un punto comun.
Demuéstrese que se cumplen las siguientes propiedades:

1. Existen tres rectas cuya interseccién es vacia.
Dado un punto, existe una recta que no lo contiene.
Dada una recta, existe un punto que no estd en ella.
Por cada punto pasan al menos tres rectas.
Dadas dos rectas cualesquiera, existe una biyeccién entre ellas.
Dados dos puntos, existe una biyeccion entre el conjunto de rectas que pasan por
uno y el conjunto de rectas que pasan por el otro.
7. Si una recta tiene exactamente d + 1 puntos, entonces P tiene d* + d + 1 puntos
y hay d? + d + 1 rectas.

8. Hay al menos siete puntos y, si hay mas, son al menos trece.

S otk W

Demuséstrese que todo plano proyectivo P(V') cumple los cuatro axiomas anteriores.

2. Proyectividades y perspectividades

Las proyectividades son las transformaciones naturales entre espacios proyec-
tivos, que vienen asociadas a isomorfismos de espacios vectoriales. Por otro lado,
las perspectividades hacen referencia a las operaciones geométricas de proyeccién y
seccién.

2.1. Proyectividades. Consideremos dos espacios proyectivos P(V) y P(V").
Una proyectividad ® : P(V) — P(V') de P(V) en P(V’) es una aplicacién para la
cual existe un isomorfismo vectorial ¢ : V' — V' con la propiedad de que

O(P(L(v))) = P(¢(L(v))), para todo v € V'\ {0}.
Escribiremos & = ®,. Nétese que ¢(L(v)) = L(¢p(v)).

PROPOSICION 2. Se tiene que @4 = @y si y solamente si existe un escalar
A€k, con X\ #£0, tal que ¢ = \o.
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Demostracion: Es evidente que si ¢’ = A¢ entonces @4 = @, . Reciprocamente,
supongamos que $4 = P4 . Para cada v € V, con v # 0, tenemos que

L(¢(v)) = L(¢' (v)),
por tanto existe A\, # 0 tal que ¢'(v) = A\, ¢(v). Basta ver que A, no depende de v.
Sean v,v’ € V no nulos, queremos ver que A, = \,. Si v/ = pv, tenemos

(V') = A p(v') = N pp(v)
@' (V) = ¢'(u) = pd' (v) = pAud(v).

Se concluye que A, = \,,. Supongamos ahora que v y v’ son linealmente indepen-
dientes y por tanto, lo son también ¢(v) y ¢(v’); tenemos

¢/(U + 'Ul) = )‘v+v’¢(v + 'U/) = )‘v+v/(¢(v) + ¢(U/)) = >‘v+v’¢(v) + )‘v+v’¢(v/)'
Pu+v) = 0+ V) = Md(®) + Ao(v)).
Se concluye que Ay = Ay = Ay CcQD.

Dos proyectividades ® : P(V) — P(V') y & : P(V') — P(V") se pueden
componer para obtener la proyectividad

' o0d:P(V) = P(V").

Mas aun, son invertibles y se tiene que @;1 = ®4-1. En particular, el conjunto de

las proyectividades de P(V') en si{ mismo es un subgrupo (no abeliano en general)
del grupo de las biyecciones de P(V') en si mismo.

Toda proyectividad @ : P(V) — P(V') define un isomorfismo entre los reticulos
de subespacios proyectivos, dado por K — ®(K). Es decir, es una biyeccién entre los
conjuntos de subespacios que conserva la relacién de inclusién. Como consecuencia,
se conserva la dimensién, la imagen de la intersecciéon de subespacios proyectivos es
la interseccién de las imagenes y la imagen de la suma es la suma de las imédgenes.
Ademds dado S C P(V), se tiene que

®(LProj(S)) = LProj(®(S)).

Las proyectividades se restringen a subespacios de manera evidente, a partir de la
restriccién a subespacios vectoriales (sobre la imagen) de los isomorfismos vectoria-
les.

2.2. Perspectividades por un punto. Consideremos un espacio proyecti-
vo P(V) de dimensién n > 1. Fijemos un punto P € P(V) y un hiperplano H tal
que P ¢ H. Denotemos por Rad(P;P(V)) el conjunto de las rectas £ de P(V) tales
que P € ¢ (“Rad” por “radiacién”). Tenemos biyecciones inversas una de otra

pryp : H— Rad(P;P(V)),

secgp : Rad(P;P(V)) — H,
definidas por Q — £ = {P} + {Q} y por £ — £ N H; estas biyecciones se llamaran
proyeccion 'y seccton respectivamente.

Dado otro hiperplano H' con P ¢ H’, definiremos la perspectividad H Ap H'
de centro P entre H y H' por la composicién

HAp H' =secy popryp: H— H'.

Es una biyeccién entre H y H' que, como veremos, de hecho es también una pro-
yectividad entre H y H'.
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Demos una interpretacién algebraica de las construcciones anteriores.
Recordemos que, por definicién, el punto P es una recta vectorial de V. Para
facilitar la comprensién, usaremos una notacién doble; asi, escribiremos

LpCV

para denotar la recta vectorial y simplemente P € P(V) para denotar el punto.
Asimismo, si L C V es una recta vectorial de V', interpretaremos indistintamente
P(L) como el punto correspondiente a L en P(V) y también como el subespacio 0-
dimensional de P(V') formado por dicho punto (el contexto indicard la interpretacién
acertada). Recordemos asimismo que toda recta proyectiva £ de P(V') es de la forma
¢ = P(U), donde U C V es un subespacio vectorial de dimensién dos. Adem4s,
tenemos que
Pels LpCU.

Supongamos ahora que H y H' son hiperplanos de P(V') tales que
P¢ HUH'.

Esto equivale a decir que H = P(W) y que H = P(W’), donde W y W’ son
hiperplanos vectoriales de V tales que

{0} =WnLp=W nNLp.
En particular, tenemos sendas expresiones de V' como suma directa interna
V=LpdW=LpdW'.

Consideremos el espacio vectorial cociente V/Lp. Recuérdese que los elementos de
V/Lp son los subconjuntos de V' de la forma

v+Lp={v+w; weLp}; veEYV,

que definen una particion de V' y que se suman y multiplican de acuerdo con las
reglas

(vi + Lp) 4+ (va+ Lp) = (v1 +v2) + Lp; ANv+Lp)= v+ Lp.
Tenemos la aplicacién lineal suprayectiva y candnica entre espacios vectoriales

c:V—=V/Lp; c¢(v)=v+ Lp.
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Nétese que ¢! (v + Lp) = v + Lp (atencién a la notacién). Dado un subespacio
vectorial U C V de dimensién dos con Lp C U, la imagen ¢(U) C V/Lp es un
subespacio vectorial de dimensién uno y ademds ¢~ 1(¢(U)) = U. Reciprocamente,

dada una recta vectorial U de V/Lp, se tiene que U = ¢~ 1(U) es un subespacio
vectorial de V' de dimensién dos tal que Lp C U. De este modo, tenemos identifi-
caciones naturales

Rad(P; P(V)) ¢
> { subespacios vectoriales U C V' de dimensién dos con Lp C U} +»
+» { subespacios vectoriales U C V/Lp de dimensién uno} = P(V/Lp).
Asf pues, podemos decir que Rad(P;P(V)) = P(V/Lp).
Por otro lado, dado que V.= W @& Lp, vemos que la aplicacién candnica c
induce isomorfismos de espacios vectoriales

Yw W = V/Lp, ' :V/Lp =W,
que representan las proyecciones y secciones respectivamente en el sentido de que

pry p(Q) = Pw(Lg)) € P(V/Lp), para todo Q € H,
Secy p(P(U)) = P(y'(U)) € H, para todo P(U) € P(V/Lp).
Nétese que dado un subespacio vectorial T C V/Lp tenemos que
Yy (T) =W ne N(D).
En particular, si U D Lp y U = ¢(U), se tiene ¢y (U) = U N W. De lo dicho
anteriormente, se sigue que el isomorfismo
Ywwr =gk ohw W — W/
estd dado por w — w’, donde {w'} = W/N(w+Lp). En particular, la perspectividad
HApH :H— H'
coincide con la proyectividad Py

Mas adelante veremos que toda proyectividad entre dos hiperplanos proyectivos
es composicion de perspectividades.

2.3. Perspectividades. Lo desarrollado en el apartado anterior se extiende
sin problemas a la definicién de perspectividad

KAacK K — K’
entre dos subespacios proyectivos K, K’ de la misma dimensién, con centro en
un subespacio proyectivo C' de dimensién dimC' = dimV — dim K — 1 tal que
CNK=CnK' =40.

Miés concretamente, definimos en primer lugar la radiacién Rad(C;P(V)) de
centro C' como el conjunto de los subespacios proyectivos de dimension dim C' + 1
que contienen C. Esto permite definir las correspondientes proyeccion y seccion

Prgc K — Rad(C;P(V)),
seckr.c : Rad(C;P(V)) — K’
exactamente como para el caso de que C sea un punto. La perspectividad se define
por
K Ac K' =seckr ¢ o Py c-

Es una proyectividad entre K y K’, como en el caso anterior.



50 1. ESPACIO PROYECTIVO. ASPECTOS LINEALES

Consideremos el espacio proyectivo K + K’ C P(V) como un nuevo “espacio
ambiente”, en el que tenemos el subespacio C' N (K + K'). En este contexto, la
perspectividad K Ac K’ en el espacio ambiente P(V') coincide con la perspectividad

K Non+rny K’
considerada en K + K.

< \g -~ L4+

2.4. Abundancia de subespacios. Ya sabemos que una recta proyectiva
tiene al menos tres puntos. El siguiente enunciado, ttil para muchos argumentos,
generaliza la observacion anterior:

PROPOSICION 3. Sea K un subespacio de P(V) y supongamos que se tienen dos
puntos P, P’ € P(V)\ K. Existe un hiperplano H C P(V') tal que K C H y que no
contiene ninguno de los puntos P, P’.

Demostracion: Si K es un hiperplano, se toma H = K. Supongamos que
dimK < n — 2, donde n = dimP(V). Veamos que existe un subespacio K; de
dimension

dimK; =dimK +1
tal que K C Ky y con P ¢ Ky, P' ¢ K;. Comenzando de nuevo con Kj, en un
numero finito de pasos alcanzamos el hiperplano H buscado. Si K = P(W), basta

tomar
K; € Rad(K;P(V)) = P(V/W),
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de modo que K; # K+ Py Ky # K + P’, lo cual es posible pues todo espacio
proyectivo de dimensién positiva tiene al menos tres puntos. CcQD.

K

EJERCICIO 6. Consideremos un espacio proyectivo P(V) de dimensién tres sobre
un cuerpo infinito. Sean r y s dos rectas que se cruzany o : r — r, 8 : s — s sendas
proyectividades. Probar que existen infinitas proyectividades ¥ : P(V) — P(V) tales que
Yl =y Pls =B

EJERCICIO 7. Sea ® : P(V) — P(V) una proyectividad, con ® = ®,. Pruébese que
un punto P = L(v) es invariante para ® si y solamente si v es un vector propio de ¢. Mds
generalmente, un subespacio proyectivo P(W) C P(V) es invariante para ® si y solamente
si (W) = W. Calciilense los puntos y rectas invariantes de la proyectividad

® =D, : PZ — P2,
donde ¢(1707 0) = (2’07 _2)7 ¢(Oa 1a0) = (17 13 _1) y ¢(030a 1) = (0703 1)

EJERCICIO 8. Probar que si una proyectividad en un espacio proyectivo tiene un
hiperplano invariante y dos puntos fijos fuera de dicho hiperplano entonces tiene una
recta de puntos fijos.

EJERCICIO 9. Dar un ejemplo de una proyectividad de P2 en sf mismo que no tenga
ningin punto fijo. Demuéstrese que esto no ocurre para PZ (todo polinomio de grado impar
tiene una raiz en R).

EJERCICIO 10. Se dice que una proyectividad ® : P(V) — P(V') es una homologia si
existe un hiperplano H C P(V') de puntos invariantes, que se llama eje de la homologia.
Consideremos una homologia ® distinta de la identidad y supongamos que dimP(V') > 2.
Se pide probar que:

1. El eje de ® es tnico.

2. Existe un tnico punto O, que se llama centro de la homologia, definido por la
propiedad de que O € P + ®(P), para cualquier punto P no invariante.

3. Si S es un subespacio que pasa por el centro, entonces S es invariante y ® induce
una homologia de S.

4. Los Unicos puntos invariantes de ® son el centro y los del eje.

EJERCICIO 11. Sean P(V) un espacio proyectivo y L1, L2 subespacios proyectivos
disjuntos de la misma dimensiéon. Pruébese que toda proyectividad ® : L1 — L2 es una
perspectividad.
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3. Referencias proyectivas y coordenadas homogéneas

Consideramos un espacio proyectivo P(V') de dimensién n > 0.
Dada una familia finita F = { Py, P1,..., Py} de P(V) de d+ 1 puntos, sabemos
que la dimensién del subespacio que generan es menor o igual que d. Esto es

dim LProj(F) < d.

En el caso de que dim LProj(F) = d diremos que F es una familia de d + 1 puntos
proyectivamente independientes. Decimos que una familia

R:{Po,Ph...,Pn;U}

de n + 2 puntos es una referencia proyectiva si y solamente si cualquier subfamilia
de n+ 1 puntos es una subfamilia de n+ 1 puntos proyectivamente independientes.
En este caso, el tltimo punto U de la familia se llamara punto unidad de la referen-
cia. La importancia de las referencias proyectivas queda reflejada en los siguientes
resultados.

OBSERVACION 1. En las definiciones anteriores se ha cometido cierto “abuso de
lenguaje” en aras de la praxis habitual. Si deseamos expresarnos con total precisién,
hay que distinguir entre “familia” y “conjunto”. Una familia de d elementos de
un conjunto A es una aplicacion f : I — A, donde el conjunto de indices I tiene
exactamente d elementos; una subfamilia es la restriccién f|; de f a un subconjunto
J C I. La aplicaciéon f no necesariamente tiene que ser inyectiva, asi podemos tener
una familia de d elementos donde la imagen f(I) tiene menos de d elementos. Una
familia de d+1 puntos independientes es siempre inyectiva, pero se pueden imaginar
familias de d 4+ 1 puntos dos de los cuales sean iguales. Esta misma observacién es
valida respecto a familias libres o ligadas de vectores en un espacio vectorial.

DEFINICION 2. Decimos que una base vectorial B = {eg,e1,...,e,} de V estd
asociada a una referencia proyectiva R = {Py, P1,...,P,;U} de P(V) si y sdlo si
se cumple la propiedad

P,=L(e;),i=0,1,2,....,n; U=1L(eg+er+- - +e,).

Dada una base 8 = {eg, e1,...,e,} del espacio vectorial V' y un escalar u # 0,
denotamos por uf3 la base pufS = {ueo, pe, . . ., pey }. El siguiente resultado justifica
esta notacion y la definicién anterior:

LEMA 1. Dada una referencia proyectiva R de P(V') existe al menos una base
B de V asociada a R. Si = {eg,e1,...,en} es una base de V asociada a R y
B ={el,el,...,e,} es otra base de V, entonces B’ estd asociada a R si y sdlo si
existe un escalar p € k\ {0} tal que B’ = pps.

Demostracion: Elijamos una familia {fo, f1,..., fn} de V tal que L(f;) = P;
parai=0,1,...,n. Como {Py, Pi,..., P,} es una familia de n + 1 puntos proyec-
tivamente independientes, necesariamente {fo, f1,..., fn} genera todo el espacio
vectorial V' y dado que dimg V' = n + 1, se trata de una base. Ahora seleccionemos
coeficientes Ag, A1, ..., A\, tales que

U= L(/\ofo + )\1f1 +-- Anfn)

Como la familia {Py, Pi,...,Pi—1,Pit1,...,Pn; U} es proyectivamente indepen-
diente, se concluye que \; # 0, para cada i = 0,1,...,n. Hagamos e¢; = \;f;,
para i =0,1,...,n; la base 8 = {ep, e1,...,e,} asi obtenida estd asociada a R.
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Sea [’ otra base asociada a R , como L(e;) = P; = L(e;), existen u; # 0 tales
que e; = p;e;, para i =0,1,...,n. Como ademds
Lieg+ei+---+e)=U=L(eg+er++en),
existe otro escalar p # 0 de modo que
egt+ey+- el =pler+eat - +ey).
De modo equivalente, se tiene que

(1o — peo + (p1 — pher + -+ + (pn — p)en =0

y por lo tanto pu; = p para cada ¢ =0,1,...,n, dado que 5 es una base.
Reciprocamente, si e} = pe;, para i = 0,1,...,n, vemos directamente que [’
estd asociada a R. CcQD.

ey + ¢}

Consideremos una proyectividad ® : P(V) — P(V'). Dada una referencia pro-
yectiva R = {Py, P1,..., Pp; U} de P(V), su imagen ®(R), definida por

O(R) ={2(F), ®(Pr), ..., ©(P); ®(U)},

es una referencia proyectiva de P(V'). Més atin, si & = ®4, donde ¢ : V' — V' es un
isomorfismo vectorial y § es una base de V asociada a R, entonces la imagen ¢(f)
de B por ¢ es una base de V' asociada a ®(R) (estas comprobaciones se dejan al
lector). Ahora podemos enunciar el siguiente resultado:

PROPOSICION 4. Sean P(V) y P(V') dos espacios proyectivos de la misma di-
mension y dos referencias proyectivas R y R’ de P(V') y P(V'), respectivamente.
Eziste una inica proyectividad @ : P(V) — P(V') tal que ®(R) =R/.

Demostracion: Escribamos
R={Py,P,....,P;U} yR ={Py,P|,...,P.;U'}

y seleccionemos bases 8 = {eg,e1,...,en} y B = {ef,€},...,e,,} de V y V', asocia-

das respectivamente a R y R’. Existe un isomorfismo vectorial ¢ : V' — V' tal que

¢(e;) = e} para i =0,1,...,n. La proyectividad & = ®, cumple que &(R) =R/.
Probemos la unicidad. Supongamos que tenemos otra proyectividad

' P(V) — P(V),

tal que ®'(R) = R'. Sea ¢’ : V' — V' un isomorfismo vectorial tal que &’ = &4 .
La base o/ = ¢/(B) esté asociada a R’. Por el lema 1, existe un escalar u # 0 tal
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que o = uf’. Por consiguiente ¢’ = p¢. En virtud de la proposicién 2, se concluye
que &' =&, =0, = 0. CQD.

3.1. Coordenadas homogéneas. La asignaciéon de coordenadas, una vez
fijada una base de un espacio vectorial V' de dimension n + 1, identifica V' con el
producto cartesiano k™! del cuerpo de escalares k. Se trata de un espacio vectorial
“modelo” muy particular, cuyos elementos son n+ 1-uplas de escalares. La existen-
cia de proyecciones lineales k"*! — k sobre cada factor, nos permite “aislar” una
coordenada particular de un vector dado. En el caso de los espacios proyectivos n-
dimensionales, las referencias proyectivas también nos permitiran identificarlos con
el espacio P(k"*1), que llamaremos espacio proyectivo n-dimensional de coordena-
das homogéneas; no obstante, no existen proyecciones similares al caso vectorial
y por consiguiente, no tiene sentido aislar una sola coordenada homogénea de un
punto.

En diferentes contextos se usan las notaciones P} y kP(n), esta dltima sobre
todo para los casos real y complejo. Asi tenemos

P(k" ) =Pp; P(C"M') = CP(n) =P%; P(R"™) = RP(n) = PL.
Un punto de P} es la recta vectorial de k"' generada por una (n + 1)-upla
(z0,T1,...,2,) € K"

que no tenga todos sus coeficientes cero. Tal punto serd denotado indistintamente
como L((xzo,21,...,2n)), 0 bien [xg,z1,...,2,], 0 bien (zg:x1:...: xz,), es decir,
tenemos las notaciones equivalentes

L((zo,x1,...,xn)) = [T0, 1, Zpn) = (To 1 @1 1 ...t Ty).
Tomando la notacién central, observemos que [xg, Z1, ..., 2] = [2), 2], ..., 2] sy
s6lo si existe p € k\ {0} con (z(,2),...,2),) = p(zo,x1,...,Tn).

La referencia proyectiva estaindar S™ de P} se define por

8" = {L(eo), L(ex), ..., L(e™); L(u)},

donde
€p = (1,0,...,0,0)
€1 = (071,...,0,0)
e, = (0,0,...,0,1)
u = (1,1,...,1,1).

Sea R = {Py, P1, ..., Py,; U} una referencia proyectiva del espacio proyectivo P(V).
Sabemos que existe una unica proyectividad

Ur :P(V) — P}

tal que ¥(R) = S™. La proyectividad ¥ se llama aplicacidn de coordenadas
homogéneas en la referencia R, o simplemente aplicacion de coordenadas. Para
cada P € P(V), el punto Ur(P) € P} recibe el nombre de punto de coordenadas
homogéneas de P en la referencia R.



3. REFERENCIAS PROYECTIVAS Y COORDENADAS HOMOGENEAS 55

Supongamos que P = L(v) y que el vector v se escribe v = Y. a;e;, donde

B ={eo,e1,...,e,} es una base de V asociada a la referencia R. Entonces, tenemos
que
Ur(P) =[ao,a1,-..,an].
Diremos que la (n + 1)-upla (ag,a1,...,a,) € k™! es un wvector de coordena-
das homogéneas para P en la referencia R. Asi, tenemos que una (n + 1)-upla
(ag,al,...,al) es un vector de coordenadas homogéneas para P en la referencia R
si y sélo si existe un escalar p # 0 tal que
(ag,ay, ... al,) = (pag, pa, ..., pay).

Mucha atencién: la coordenada homogénea de P que ocupa el lugar ¢ no estd
definida. En efecto, lo inico que tiene sentido es decir si es cero o distinta de cero,
ya que si a; es el coeficiente del lugar ¢ para un vector de coordenadas homogéneas
de P, tenemos que pa; también serd el coeficiente del lugar ¢ para otro vector de
coordenadas homogéneas de P, para cada escalar u € k '\ {0}.

OBSERVACION 2. (Compatibilidad de la aplicacién de coordenadas con las pro-
yectividades). Supongamos que ® : P(V) — P(V’) es una proyectividad y sea R
una referencia proyectiva de P(V'). Denotemos por R’ la imagen. Las aplicaciones
de coordenadas

Up :P(V)—=PE, Ur :P(V') — P}
cumplen que U = Ugs o @ (la imagen de la referencia R es la misma).

Consideremos dos referencias proyectivas R y R’ en P(V). La aplicacidn de
cambio de coordenadas homogéneas de R a R’ es la proyectividad ¥z g/ definida
por

\IJ'R"R/ = \IJR/ o \117721 : ]P)Z — PZ
Cumple, por definicién, la propiedad siguiente. Si [ag,aq,...,a,] es el punto de
coordenadas homogéneas de P € P(V) en la referencia R, entonces

[bOabla .- 7bn] = WR,R’([CLO7CL17 .- -aan])

es el punto de coordenadas homogéneas de P en la referencia R'.

Recordemos que, en virtud de la proposicién 2, toda proyectividad ® : P} — P}
tiene asociada una “recta de isomorfismos” vectoriales ¢ : k*T1 — k"*t1. Més atin
todo isomorfismo vectorial ¢ : k"T1 — k"1 estd representado por una matriz no
singular (n+1) x (n+1), cuyas filas son las imagenes de los elementos e; € k"1 de
la base estandar de k"T!. Asi, todo cambio de coordenadas homogéneas se asocia
a una recta de matrices no singulares.

EJERCICIO 12. Sea a : k — k un automorfismo del cuerpo k, distinto de la identidad.
Consideremos la aplicaciéon ® : Py — P} definida por
CI)([ACH ALy ,)\n]) = [a’(AO)a a(Al)a ) a(/\n)]

Demuéstrese que @ es una biyecciéon bien definida, diferente de la identidad, que deja fija
la referencia proyectiva estdndar S;; y tal que para todo subespacio proyectivo K C Py,
la imagen ®(K) es un subespacio proyectivo de la misma dimensién que K.

EJERCICIO 13. Compruébese que R = {Ao, A1, A2; U} es una referencia proyectiva
de P2 y encuéntrese una base asociada, donde

Ao = L((1,-1,2)), Ay = L((2,1,3)), A2 = L((2,2,6)), U = L((1,0,2)).
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EJERCICIO 14. Sea @ : P(V) — P(V) una proyectividad donde dimP(V) = 2 tal
que existen tres puntos A, B y C no alineados de modo que ®(A) = B, &(B) = C'y
®(C) = A. Priebese que ®* = Id.

4. Proyectividades entre hiperplanos

En esta seccién demostraremos que toda proyectividad entre dos hiperplanos
H y H’ de un espacio proyectivo P(V) de dimensién n > 2 es composicién de
perspectividades.

Dado que una proyectividad estd determinada por la imagen de una referencia
proyectiva y que toda composicion de perspectividades es una proyectividad, es
suficiente probar el siguiente resultado:

PROPOSICION 5. Sean H y H' dos hiperplanos de P(V) y consideremos refe-
rencias proyectivas R y R’ de H y H' respectivamente. Eziste una composicién de
perspectividades ® : H — H' tal que ®(R) = R’.

Fijamos pues dos referencias
R=A{Py,P,...,P,_1;U}, R ={P),P,...,P.,_;U'},

y Lt n—1

de H y H' respectivamente. Antes de probar la proposicién, veremos dos lemas.

LEMA 2. Supongamos que H = H' y que hay un indice 0 < m < n —1 tal
que P = P, para 0 <i <m y P, # P,,. Entonces existe una composicién de dos
perspectividades ® : H — H tal que ®(P;) = P; para todo i = 0,1,...,m — 1y
ademds ®(P,,) = P/..

Demostracion: Sea K el subespacio de P(V') generado por Py, Pi,..., Pp_1.
Sabemos que K C H ydimK =m —1<n—1. Por otro lado P, ¢ Ky P, ¢ K,
dado que R y R’ son referencias proyectivas. En virtud de la proposicién 3, existe
un hiperplano J de H (esto es, tenemos que J C H y dimJ =n—2) tal que K C J
y ninguno de los puntos P,,, P/, estdn en J. Ahora seleccionemos un hiperplano
H de P(V) tal que J = H N H. Sea C' un punto cualquiera con C' ¢ H U H y sea
Q = Hn (P, + C). Elijamos ahora C’ € (Q + P’,)\ H U H. La composicién ® de
perspectividades dada por

® = (HnNe H)o (H A H)

cumple con las propiedades requeridas. CcQD.
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LEMA 3. Supongamos que H = H', que P! = P; para todo i = 0,1,...,n—1
y que existe un indice ig € {0,1,...,n — 1} tal que P;,, U y U’ estdin alineados.
Entonces, existe una composicion ® : H — H de dos perspectividades que cumple

B(R) =R/

Demostracion: Detallamos la prueba del caso ig = 0, los demaés se tratan de la
misma manera. Denotemos por K el subespacio

K =LProj({Py, Ps,...,Pa_1}) C H=H CP(V).

Sabemos que K tiene dimensién n —2. Ademéds Py ¢ K, U ¢ K, U’ ¢ K. Sea H un
hiperplano de P(V') tal que H N H = K. Consideremos la recta ¢ que contiene Py,
U y U’, recordemos que £ C H. Sea A un plano (dimensién dos) que contiene £ y no
estd contenido en H (por ejemplo, el plano generado por £ y un punto en H \ K).
La interseccién A N H es una recta ¢ que corta £ en exactamente un punto, pues
son dos rectas coplanarias y distintas. Tomemos un punto cualquiera C' € A\ £ U l
(véase final de la Seccién 1)

Ahora, sean Q el punto (C 4+ U)NZy C" el punto (Q + U') N (Py 4+ C). La
composicion de perspectividades

® = (HAe H)o (HAc H)
cumple con las propiedades pedidas. CQD.

Completaremos ahora la prueba de la proposicién 5.

En primer lugar, observemos que basta considerar el caso en el cual H = H'.
En efecto, si H # H', podemos elegir una perspectividad cualquiera = : H — H'.
Tenemos que R = m(R) es una referencia en H’. Ahora, bastarfa encontrar una
composicién de perspectividades ® : H' — H' tal que ®(R) = R’ ya que ® = dorx
cumplirfa con lo deseado. De esta manera, el problema se reduce al caso H = H’,
propiedad que suponemos a partir de ahora.

Después de una aplicacion reiterada del lema 2, podemos suponer que los pri-
meros puntos de ambas referencias proyectivas son iguales, esto es, que se tiene

R:{Po,Pl,...7Pn_1;U}, R/:{Po,Pl,...,Pn_l;U/}.
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Si U’ = U entonces R = R’ y hemos terminado. Si existe un indice 0 < i < n—1 tal
que P;, U y U’ estén alineados, podemos aplicar el lema 3 y concluimos la prueba.

Dado un subconjunto I € {0,1,...,n—1} con I # {0,1,...,n—1}, denotemos
por K el subespacio

Kr=U'+Y_ P =LProj({U'} U{P;i € I}).
iel

Decir que P;, U y U’ estdn alineados es lo mismo que decir que U € Ky;;. Sabemos
que dim K; = #I, donde #I denota el ntimero de elementos de I. En particular,
si #1 = n — 1 se tiene que K; = H. Por otro lado si I C I’ tenemos K; C K.

Sea m(R) el minimo de los enteros m < n—1 para los cuales podemos encontrar
un subconjunto I C {0,1,...,n — 1} con #I = m tal que U € K.

Si m(R) < 1 ya sabemos terminar. Trabajando por induccién sobre m(R) > 2,
es suficiente demostrar que existe una composicion de perspectividades que deja
fijos los P;, i =0,1,...,n— 1y transforma R en Ry con m(R1) < m(R).

Supongamos pues que m(R) > 2. Elijamos Ir tal que #Ix = m(R) y un indice
q € I, que existe pues #Ix > 2. Denotemos J = I'r \ {¢}. Consideremos la recta
P, + U y el punto U; dado por

U1:(Pq+U)ﬁKJ.

H=K;
m(R)=2, I={1,2}
q:1> J:{Q}

Debemos comprobar dos cosas: en primer lugar que el punto U; esta bien defi-
nido y en segundo lugar que se tiene una referencia proyectiva R, dada por

Rlz{Po,Pl,...7Pn_1;U1}.

Una vez comprobadas estas dos propiedades, dado que Py, U y U; estén alineados,
podemos aplicar el lema 3, y “mover” U hasta U;. Como U; € K, se tiene que
m(R1) < m(R), como queriamos ver.

Veamos que existe un unico punto U; tal que U; = (P, + U) N K ;. Dado que
U ¢ K, tenemos asegurada la unicidad de Uy, ya que no puede ocurrir que la recta
P, + U esté integramente contenida en K ;. Por otro lado (P, + U) es una recta de
K, y por tanto interseca K; que es un hiperplano de Ky, .

Nos falta ver que R; es una referencia proyectiva de H. Dado que ya sabemos
que R lo es, lo tinico que hay que comprobar es que para todo indice 0 < j <n—1
tenemos que L; = H, donde

Li=RP+Pi+-+Pi1+Ui+ P+ + Ppa.

Si j # q, tenemos que Uy + P, = U + P, C L; y entonces
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Ly = (Py+U)+ > P;= (P +U) + > P, =
ie{0,1,...n—1}\{q,j} i€{0,1,....n—11\{q,j}
= U+ > P, =H.

i€{0,1,...n—11\{j}
Supongamos ahora que j = g. Veamos en primer lugar que se tiene
K;=U+) P
ieJ
Sabemos que Uy + ), ;
ciente probar que Uy ¢ >

P; C K;. Por un argumento de dimensionalidad, es sufi-
P;. Ahora bien, si Uy € Y. ; P; tendriamos que

e ieJ
Ue(U+P)+Y Pi=(U1+P)+> P=P+> P=>Y P
ieJ ieJ ieJ i€lRr

Esto implica que R no es una referencia, absurdo. Escribamos
Ly=Ui+) P+ Y, R=Ks+ > A
ieJ i€{0,1,....n—1}\Ix i€{0,1,....n—1}\Ir
Recordando que Ky = U’ + ), ; P;, tenemos
L=UsYRe Y R=vs Y R-n
icJ i€{0,1,....n—1}\I» i€{0,1,....n—1}\{q}

Esto concluye la prueba de la proposicion 5.

EJERCICIO 15. Bisquese un nimero N < 4n — 2 de modo que toda proyectividad
®: H — H, donde H es un hiperplano de P}, se pueda poner como composicién de no
méas de N perspectividades. Demuéstrese que si k = C y n = 3, se puede tomar N = 8.

EJERCICIO 16. Sean L y L’ subespacios propios de P(V') de la misma dimensién r
y ® : L — L' una proyectividad. Pruébese que ® es una composicién finita de perspecti-
vidades entre subespacios de P(V') de dimensién 7.

5. Dualidad

Antes de entrar en los conceptos proyectivos de dualidad, efectuaremos un breve
repaso de la dualidad en espacios vectoriales.

5.1. El espacio vectorial dual. Dado un k-espacio vectorial V', definimos
el espacio vectorial dual V* de V por

V= Homk(V, k)

Es decir, los elementos de V* son aplicaciones lineales ¢ : V. — k, donde en k
tenemos la estructura natural de k-espacio vectorial inducida por su estructura de
cuerpo. Estas aplicaciones lineales, con llegada en el cuerpo k, reciben el nombre
de formas lineales. Asi pues, los elementos de V* son las formas lineales ¢ : V' — k.

Las operaciones de suma y producto por un escalar en V* son las corres-
pondientes al “espacio de funciones” de V en k. Es decir,

(@ +9)(v) = d(v) +P(v), (AP)(v) = A(d(v)), veV.
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OBSERVACION 3. El lector se podria preguntar qué diferencia hay entre V*
y Homy(V, L), donde L es un k-espacio vectorial de dimensién 1. Son espacios
vectoriales isomorfos; en efecto, una vez se ha fijado una base {e} en L tenemos un
isomorfismo dado por
peV = (v d(v)e).
La principal diferencia es que las formas lineales se pueden multiplicar, aunque el
resultado no es una forma lineal, sino cuadratica, como veremos més adelante.

5.2. Bases duales. Supongamos que V tiene dimension finita n 4+ 1 y con-
sideremos una base = {eg, e1,...,e,} de V. Dado que toda aplicacién lineal estd
definida por la imagen de los elementos de una base, podemos considerar formas
lineales ef € V* definidas por la propiedad

e; (e;) = 6;5 € k (simbolo de Kronecker),
recordamos que 6;; = 1 y que d;; = 0 si 4 # j. Veamos que la familia
8" ={es,el,....en}t
es una base de V*. Es un sistema de generadores, pues para cada ¢ € V* se tiene
¢ = ¢(er)e] + dlea)es + -+ plen)ey,.

Por otro lado, son linealmente independientes, ya que si 0 = Z?:o Aiel, tenemos
n
O:(Zx\ie;‘)(ej):/\j, j=0,1,...,n.
i=0

Decimos que 5* es la base dual de f3.
Una consecuencia muy notable de la construccién de la base dual es que si V'
tiene dimensién finita, entonces V* tiene la misma dimensién que V.

OBSERVACION 4. En el caso de que V tenga dimensién infinita, la dimensién
de V* es estrictamente mayor que la dimensién de V', por consiguiente, son espacios
vectoriales no isomorfos. Este es un hecho muy relevante, por ejemplo en teoria de
funciones. Para convencerse de ello, veamos una descripcién precisa de V* a partir
de una base a = {a;};c; de V. El conjunto de indices I marca el “tamano de la
base”, esto es, la base o como conjunto es equipotente a I (recuérdese que a; # a;
si i # j). Denotemos por k! el conjunto de las aplicaciones I — k y sea k1 el
subconjunto de k! definido por

K1 = {0 € k!, Sop(o) es finito},

donde Sop(c) = {i € I; o(i) # 0}. El conjunto k! tiene estructura de espacio
vectorial (las operaciones suma y producto por un escalar son las de las funciones)
y k!l es un subespacio vectorial de k. Tenemos el isomorfismo de coordenadas

Yo : V — KNI

definido por la propiedad (1 (> _;c; Aiai))(i) = A; (la suma es finita, dicho de otro
modo, todos los A; son nulos, excepto un ndmero finito de ellos). La imagen por
1o de la base a es la base estandar § = {e;}icr de kMl donde e;(j) = ;5. Asi,
identificamos V con k!l y por tanto, el dual V* de V es asimismo isomorfo al dual
de k!!. Consideremos la aplicacién

¢ k"= (K f e a(f),
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donde ¢(f)(e;) = f(i), para cada i € I. Estd bien definida, es lineal, inyectiva y
sobre (dejamos la comprobacién al lector). Por tanto, tenemos que ¢ es un iso-
morfismo que identifica k? con el dual de k!l y también con el dual de V, via el
isomorfismo .

No es tan facil dar explicitamente una base de k!, pero podemos ver que k! y
kMl no son isomorfos como espacios vectoriales cuando I es infinito y k = Z/(2).
En este caso k! es el conjunto de funciones caracteristicas de I, también denotado
27 el cual, como sabemos, es equipotente con el conjunto de las partes de I; por
otro lado k! representa el conjunto de las partes finitas de I. Sabemos por teoria
de conjuntos que 27 no es equipotente con I (procedimiento diagonal de Cantor) y
que, sin embargo, el conjunto de las partes finitas de I si lo es. En consecuencia, los
dos espacios vectoriales k7 y k!l no tienen la misma dimensién, pues dos espacios
vectoriales de la misma dimension son equipotentes.

5.3. Traspuesta de una aplicacidn lineal. Sea f : V — W una aplicacion
lineal entre k-espacios vectoriales. La aplicacion traspuesta ft: W* — V* de f estd
definida por

frw)(v) =w*(fv), w" €W, veV.

Obsérvese que esta definicién es intrinseca y no depende de ninguna seleccion previa
de bases en V,W. La aplicacién traspuesta también es una aplicacién lineal. Se
cumple ademds que

(fog)f=yg'offy (idv) =idy-.

OBSERVACION 5. En el lenguaje de teoria de categorias, diremos que el paso
de dualidad V' — V* define un funtor contravariante, dado que cumple con las
propiedades anteriores. No desarrollaremos esta teoria aqui.

Si By y Bw son bases de V' y W respectivamente, en la cuales la aplicacion
lineal f se expresa mediante la matriz M, entonces la aplicacién traspuesta f! se
expresa mediante la matriz traspuesta M* en las bases duales 3y v 5.

5.4. La aplicaciéon natural al bidual. Dado un espacio vectorial V existe
una aplicaciéon natural

V-V v,
definiendo v** : V* — k por v**(u*) = u*(v), para cada u* € V*.

PROPOSICION 6. La aplicacion natural V. — V** es inyectiva. En particular,
es un isomorfismo cuando V tiene dimension finita.

Demostracion: Supongamos que v** = 0. Esto quiere decir que u*(v) = 0,
para todo u* € V*; lo cual implica que v = 0. En efecto, si v # 0 forma parte
de una base y podemos construir una forma lineal v* € V* tal que u*(v) = 1. La
segunda parte se sigue por razones dimensionales, ya que si dimg V' < oo tenemos
dimy V = dimg V* = dimy V**. CQD.

La identificaciéon natural, en dimensién finita, entre V' y V** tiene una inter-
pretacién proyectiva que veremos enseguida.
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5.5. Dualidad en espacios proyectivos. El espacio proyectivo dual P(V)*
de P(V) es el espacio de hiperplanos de P(V'). Se identifica naturalmente con el es-
pacio proyectivo P(V*) construido sobre el espacio vectorial dual V* de V. La
dualidad entre subespacios invierte la relaciéon de inclusiéon y enriquece la vision
geométrica del espacio proyectivo. Por ejemplo, un punto se verd de manera na-
tural como la interseccién de todos los hiperplanos que lo contienen, asi como un
hiperplano se ve como el conjunto de todos sus puntos. Detallemos estas ideas.

Sabemos que hay una identificacién

P(V)* = { hiperplanos de P(V)} <> { hiperplanos vectoriales de V'}.

Deseamos identificar, si ello es posible, el conjunto de los hiperplanos vectoriales
de V con un cierto espacio proyectivo. Dada una forma lineal no nula ¢ : V — k,
sabemos que dimy Im(¢) = 1. Por la férmula de las dimensiones

dimy Ker(¢) = dimV — 1.

Dicho de otro modo, el niicleo de una forma lineal no nula es un hiperplano vectorial
de V. Por otro lado, si W es un hiperplano vectorial de V', podemos completar una
base fw de W hasta una base § = {e} U S de V' y definir una forma lineal

bV =k
tal que ¢(e) = 1y ¢(w) = 0 para cada w € Py ; obtenemos que W = Ker(¢).
Tenemos asi una aplicacién suprayectiva
V{0 = P(V)™5 ¢ = P(Ker(¢)).
LEMA 4. Dadas dos formas lineales no nulas ¢1, po € V*\{0}, son equivalentes

1. Ker(¢o) = Ker(¢1).
2. Existe un escalar X € k\ {0} tal que g2 = A¢1.

Demostracion: Sea W = Ker(¢1) = Ker(¢2). Ampliemos una base Sy de W
hasta una base 8 = {e} U Sy de V. Tenemos que ¢1(e) # 0 # ¢a(e) y que

$1(w) = ¢2(w) =0, w € Pw.

Se concluye que ¢o = Ag1, donde A = ¢a(e)/¢1(e). Reciprocamente, vemos que
para todo v € V 'y A # 0 con ¢ = A1, se tiene

$2(v) = Ad1(v) = 0 & ¢1(v) =0
y por tanto Ker(¢s) = Ker(¢q). cQD.

Como consecuencia del lema y la discusién anterior, tenemos una identificacién
* *
P(V)* =P(V"),

pues sabemos que P(V*) se ve como el cociente de V* \ {0} por la relacién de
equivalencia de proporcionalidad.

Veamos a continuacion cémo afecta la dualidad a los subespacios. Dado un
subconjunto S C V, consideremos el subconjunto S+ de V* dado por

St ={pecV*;S cKer(p)}
Es un subespacio vectorial de V*, que llamaremos ortogonal a S.

OBSERVACION 6. No se confunda este concepto con la ortogonalidad respecto
de una forma cuadratica, que ocurre dentro del mismo espacio vectorial ambiente.
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Es interesante analizar cémo se aplica la ortogonalidad al dual V* de un espacio
vectorial V' de dimensién finita. Por una vez, demos nombre a la identificacién
natural v : V. — V**. Consideremos un subespacio L C V*, le podemos asociar
el ortogonal L+ C V** que se identifica con v~!(L+) C V. Una verificacién que
dejamos al lector, muestra que

v (L) = ﬂ Ker(¢).

PEL

Més atin, si W C V es un subespacio de V, se tiene que v(W) = W+,
Resumiendo, se tienen las siguientes propiedades:

1. Para todo S C V, el ortogonal S+ es un subespacio vectorial de V*.

2. Si 81 C S,, entonces Sll D Szl.

3. Si § C V genera el subespacio vectorial W, entonces S+ = W+.

4. Si S C V, el subespacio vectorial W generado por S cumple W = S+
bajo la identificacién natural V' = V** (estamos en dimensién finita). En
particular W = W=+,

5. Tenemos una biyeccién de ortogonalidad

{ subespacios vectoriales de V'} — { subespacios vectoriales de V*},

dada por W — W=, que invierte la relacién de inclusién. En particular, se
tiene que dimy W+t = dim, V — dimy, W.

En términos de subespacios proyectivos, se tienen biyecciones

{ subesp. de P(V)} — { subesp. de P(V*)} — { subesp. de P(V**)}
P(W) — P(W) = P(W) =PW)

Recuérdese que tenemos una identificacion natural V' = V** y, por tanto, una
identificacién P(V) = P(V**) por una proyectividad natural. Dado un subespacio
K = P(W), escribiremos K+ = P(W=), con las consiguientes propiedades derivadas
de las relativas a subespacios vectoriales. Es interesante interpretar geométricamen-
te alguno de los hechos anteriores:

= Dado un punto P € P(V), consideremos el subespacio unipuntual {P}.
Entonces {P}+ es un hiperplano de P(V*). Los elementos de {P}* son
precisamente los hiperplanos H de P(V) tales que P € H.

» Dado un subespacio proyectivo K C P(V), su ortogonal K+ estd dado por
la interseccion

K+ = ﬂpeK{P}J‘.

Es decir, vemos el ortogonal K+ como interseccién de hiperplanos de P(V*).

= En el caso particular de que tengamos un hiperplano H de P(V'), sabemos
que H es un elemento de P(V)* = P(V*) y por otro lado su ortogonal H=
es la interseccién de los hiperplanos {P}+ donde P € H. Esta interseccién
es unipuntual y tenemos que

H* = Npep{P}* = {H} C P(V*).

= La doble ortogonalidad presenta, de manera natural, un punto como la
interseccién de los hiperplanos que lo contienen. Vedmos cémo:

Dado un punto P € P(V), ya sabemos que {P}* es un hiperplano

de P(V*). Por tanto {P}+ es un punto de P(V*)* = P(V**). Dada la
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identificacién natural V = V** el punto {P}+ € P(V**) se identifica con
P, es decir, podemos escribir P = {P}*. Si hacemos el ortogonal, tenemos

{PYH)" = Nuegpy {(HY = {{P}}.

De nuevo, dentro de la identificacién natural V = V**, el ortogonal {H }*
del subespacio unipuntual de P(V*), cuyo tnico elemento es el hiperplano
H C P(V), es un hiperplano de P(V**) que se identifica con el hiperplano
H C P(V). Leyendo la férmula anterior dentro exclusivamente de P(V') se
traduce en que {P} es la interseccién de los hiperplanos que lo contienen.

NoTA 1. (Isomorfismos y anti-isomorfismos de reticulos) En diversas ocasiones apare-
ceran estos conceptos, por lo que dedicamos unas lineas a explicarlos, sin detalles técnicos.
Un reticulo, para nosotros, es un par (A, <) formado por un conjunto A junto con una
relacién de orden parcial < en A, de modo que para cualquier subconjunto no vacio B de
A existen dos elementos inf(B),sup(B) € A tales que

» inf(B) < b para todo b € B y si a < b para todo b € B, entonces a < inf(B).
» sup(B) > b para todo b € B y si a > b para todo b € B, entonces a > sup(B).

Un ejemplo tipico de reticulo es el de las partes A = P(E) de un conjunto E, donde la
relacién de orden es la relacién de contenencia. Otro ejemplo es el conjunto de subespacios
de un espacio vectorial V', con la relaciéon de contenencia también; por cierto, es el mismo
que el de los subespacios proyectivos de un espacio proyectivo P(V'). En el primer ejemplo
inf(B) y sup(B) estdn dados respetivamente por la interseccién y por la unién de los
elementos de B. En el segundo ejemplo inf(B) es la interseccién y sup(B) la interseccién
de todos los subespacios que contienen a los de la familia B. Una caracteristica importante
del reticulo de subespacios de un espacio vectorial V' (no de todo tipo de reticulos), es
que la dimensién de un subespacio W de V es la maxima longitud d de cadenas estrictas
(banderas) de subespacios

W =WgqDWgq_1D--- D> Wi D{0}.

Dados dos reticulos (A,<) y (A’,<’), diremos que una biyeccién ¢ : A — A’ es un
isomorfismo de reticulos si a1 < as implica que ¢(a1) <’ #(az), para todos ai,az €
A; diremos que es un antiisomorfismo de reticulos, si a1 < as implica que ¢(a1) >’
¢(a2), para todos a1,az € A. La composicién de dos isomorfismos de reticulos también es
isomorfismo de reticulos, la composicién de un isomorfismo con un antiisomorfismo es un
antiisomorfismo y la composicién de dos antiisomorfismos es un isomorfismo. Por ejemplo,
una aplicacién lineal biyectiva f : V — V' de espacios vectoriales de dimensién finita
induce un isomorfismo de los reticulos de subespacios dado por

WCVe f(W)ycV'.

La aplicacién de dualidad W C V — W' C V* es un antiisomorfismo entre el reticulos
de subespacios de V' y el de subespacios de V*. Como sabemos, si la componemos con la
dualidad de V* en V**, obtemos el isomorfismo de reticulos asociado a la identificacién
natural V' — V**.

Finalmente, muchas de las propiedades que hemos detallado antes son consecuencia
inmediata de que se tienen los isomorfismos de reticulos antedichos (se sugiere que el lector
lo compruebe).

Las propiedades de la ortogonalidad, anti-isomorfismo de reticulos de subespa-
cios, permiten establecer enunciados en P(V') que tienen sus equivalentes en P(V*)
y reciprocamente, sin mas que substituir subespacios por sus ortogonales e invertir
las relaciones de inclusién.
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Un primer ejemplo es la caracterizacién de referencia proyectiva de hiperpla-
nos. Diremos que una lista de hiperplanos {Hy, H1, ..., H,; Hy} es una referencia
proyectiva de hiperplanos si es una referencia proyectiva de P(V*). Son equivalentes:

1. Lalista {Ho, Hy, ..., Hy; Hy} es una referencia proyectiva de hiperplanos.
2. Tenemos que Hy N Hy N ---N H, = 0 y para cada {ndice j € {0,1,...,n}
se tiene HoﬂHlﬁ-~~ﬂHj,1OHUﬂHj+1ﬂ~~ﬂHn:Q).
Otro ejemplo, cldsicamente muy importante, es el de la configuracion de Des-
argues y su enunciado dual.

Desargues: Consideremos un plano proyectivo P(V') y tres rectas
distintas 01,02, L3, concurrentes en un punto S. Elijamos dos pun-
tos A;, B;, sobre la recta £;, para i = 1,2,3, distintos entre si y
diferentes de S. Entonces los puntos

Py = (As+ A3)N (B2 + Bs),
P, = (A;+ As)N(B; + Bs),
P3 = (A1 —+ AQ) M (Bl + BQ)

estan alineados.

Dejamos al lector la tarea de verificar que este resultado es verdad en todo plano
proyectivo.

El enunciado dual asimismo debe cumplirse en todo plano proyectivo:

Desargues dual: Consideremos un plano proyectivo P(V') y tres
puntos distintos L1, Lo, L3, alineados segin una recta s. Elijamos
dos rectas a;, b;, concurrentes en L;, parai = 1,2,3, distintas entre
sty diferentes de s. Las rectas

p1 = (azNag)+ (b2 Nbs3),
P2 = (CLl n a3) + (bl n bg),
P3 (alﬂa2)+(blﬂb2)

son concurrentes.

\l/

P,
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El enunciado de Pappus y su dual son también cldsicos (aunque no podemos
detenernos en ello, son esenciales para la estructura vectorial conmutativa de los
espacios proyectivos que consideramos).

Pappus: Consideremos un plano proyectivo P(V') y dos rectas dis-
tintas r, s concurrentes en el punto S. Elijamos tres puntos distintos
A,., B,.,C,, sobre la recta r y distintos de S, asi como tres puntos
distintos A, B, Cs, sobre s, también distintos de .S. Los puntos P,
@ y R dados por

(B, + Cy) N (By + Cy),
(Ar +Cs) N (A + Cr),
(Ar + Bs) N (As + By)

P
Q
R
estan alineados.

Se deja al lector el cuidado de establecer el enunciado dual del de Pappus, asi como
la comprobacién de la veracidad de ambos (con uno es suficiente).

Cy

5.6. Referencia dual. Supongamos que tenemos una referencia proyectiva
R:{Po,Ph...,Pn;U}

de P(V). Sabemos que existe una “recta” de bases 8 = {eg,€1,...,e,} de V aso-
ciadas a R. La base dual g* = {ef,ei,... e} de B da una base de V* y por
consiguiente una referencia proyectiva R* = {Hy, H1,...,H,;H,} de P(V*). En
las coordenadas homogéneas asociadas a la referencia R, tenemos ecuaciones

Vemos que (X; = 0) es el hiperplano generado por los puntos P; con j # i, esto es
(Xi:O):P0+P1+"'+PZ‘_1+Pi+1+"'+Pn.

Sin embargo, es més delicado elegir un sistema de puntos generadores para H,,.

Estos podrian ser los puntos @1, Qs, ..., Q, de coordenadas
Ql = [1a71707"'7070}
QQ = [0,1,71,...,0,0}
Q. = 10,0,0,...,1,—1]

La “construccion” geométrica de este hiperplano tiene cierta relaciéon con las cua-
ternas arménicas, que veremos a continuacién.
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EJERCICIO 17. Sea ® : P(V) — P(V') una proyectividad y @' : P(V')* — P(V)*
la proyectividad traspuesta. Dados K y K’ subespacios proyectivos de P(V) y P(V')
respectivamente, demuéstrese que ®(K) = K’ si y sélo si ®*(K'*) = K+.

EJERCICIO 18. Se considera en Pg el plano 7 que en la referencia estdndar tiene la
ecuacion Xo — X1 4+ 2X2 — X3 = 0 y en dicho plano se consideran los puntos

AO = [17 17 27 4]7 Al = [2’ 17 37 7]7 A2 = [17 2’ 07 _1]’ U = []‘7 37 17 0]'
Se pide:
1. Probar que R = {Ag, A1, A2; U} es una referencia de 7 y dar una base asociada
a la misma.
2. Hallar el punto de coordenadas homogéneas de P =[1,1,1,2] € P en R.

3. Dar una ecuacién, en la referencia R, de la recta interseccién de m con el plano
Xo— X1 +2X2=0.

EJERCICIO 19. Sea R = {Py, P1P2; U} una referencia de un plano proyectivo P(V)
sobre el cuerpo complejo. Consideremos la proyectividad @ : P(V) — P(V) que satisface
las propiedades siguientes

O(Po+P)=Po+ P, &Pi+U)=PFP+UT,
S(Py+P)=P+U, (P+U)=DP+ Ps.

Se piden las coordenadas homogéneas de ®(R) en la referencia R. Demuéstrese que esta
proyectividad tiene exactamente tres puntos fijos.

EJERCICIO 20. Consideremos tres puntos no alineados A, B y C en un plano pro-
yectivo P(V) y las rectas c = A+ B, b= A+ C y a = B+ C. Sea £ una recta que no pasa
por ninguno de los puntos A, B, C'y denotemos P =/ Ne¢, Q@ = ¢ Na, R =/{Nb. Sean
S=(P+C)N(A+Q),Ro=bN(B+S5), T=(B+R)N(P+C),Qo=an(A+T). Se
pide probar que los puntos P, Ro y Qo estan alineados. Establézcase el enunciado dual.

EJERCICIO 21. Sea @ : P(V) — P(V) una proyectividad, donde P(V') es un plano
proyectivo. Pruébese que si ¢ deja invariantes tres rectas distintas que pasan por un punto
P, entonces deja invariante cada recta que pasa por P.

EJERCICIO 22. Sea P(V) un plano proyectivo sobre un cuerpo k. Llamamos configu-
racion de tipo (ra, sg) a toda familia finita de r puntos y s rectas proyectivas tales que cada
punto pertenece a exactamente « rectas de la familia y cada recta contiene exactamente
[ puntos de la familia. Se pide probar que:



68 1. ESPACIO PROYECTIVO. ASPECTOS LINEALES

Si existe una configuracién (rq, sg), entonces ar = fs.

Si existe una configuracién (r«, sg), existe también una de tipo (sg,r«) (dual).

Si existe una configuracién (r3,rs), entonces r > 7.

Si k es infinito, para cada r € N existe una configuracién (rq, sg) que no tiene

tres puntos alineados y que contiene las rectas que unen cada pareja de puntos

de la configuracién (configuraciones completas).

5. Existe la configuracién (73,73) si y sblo si la caracteristica de k es igual a 2
(configuracion de Fano).

6. Sik # Z/(2), existen configuraciones (103, 103) (Desargues) y (93,93) (Pappus).

= LN

EJERCICIO 23. Sean A;, A2, A3 y A4 puntos tres a tres no alineados de un plano
proyectivo. Para cada ¢ € {1,2,3,4}, tomamos un punto P; € (A; + A1) \ {4, Aiy1},
donde ponemos As = A;. Demuéstrese que las rectas Py + P2, Ps + Py y A1 + Ag son
concurrentes si y sélo si lo son P1 + Py, Ps+ P> y A2+ A4. Establézcase el enunciado dual.

EJERCICIO 24. Sean A;, i =1,2,3,4, cuatro planos distintos de un espacio proyecti-
vo de dimensién tres, tales que su interseccién es un unico punto. Para cada 1 <i < j <4,
elijamos un punto P;; de A; NAj, de modo que Ay, = P + Pir + Pji sea un plano para
cada 1 < i < j < k < 4. Pruébese que Assq, A134, A124 y Ai123 son concurrentes y
establézcase el enunciado dual.

6. Cuaternas armodnicas. Razon doble

Las cuaternas armoénicas responden a una configuracién clasica de rectas y
puntos en un plano proyectivo. El hecho de que cuatro puntos estén en cuaterna
armonica se puede interpretar como la versiéon proyectiva del “punto medio” de un
segmento o también, en otro orden, del punto opuesto a uno dado. En realidad las
implicaciones de esta configuracién son mucho mas potentes y permiten recuperar
todos los escalares racionales del cuerpo base. En esta breve secciéon daremos una
somera introduccién a este tipo de resultados.

6.1. El cuadrivértice completo y las cuaternas arménicas. Situémo-
nos en un plano proyectivo P(V'), es decir dimP(V) = 2 y fijemos cuatro puntos

Q1,Q2,Q3,Q4

tres a tres no alineados. Forman una referencia proyectiva, pero no tenemos interés
en insistir en ello por el momento. Consideremos las seis rectas

U2, 434, L3, Loy, L4, Log

que unen dos a dos los puntos ;, donde denotamos ¢;; = Q; + ;. Consideremos
asimismo los puntos

Ry =lioNlsy, Rg=/Lliz3Nlay, Ry="LlgNAlos.

Nétese que los puntos donde se cortan pares de rectas £;; son precisamente los Qs
s=1,2,3,4ylos Ry, t =2,3,4. La familia C dada por

(2) C={{Qs}izis {lishzicjzas {R}io})
recibe el nombre de cuadrivértice completo de base los puntos Q1,Q2, Q3, Q4.

DEFINICION 3. Dada una recta £ del plano P(V') y una lista de cuatro puntos
A,B,C,D en £, diremos que A, B,C, D forman una cuaterna arménica si existe un
cuadrivértice completo C como en la ecuacion 2 tal que

A=Ry, B=Ry, C=/0N{l3, D=4NLloy.
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Consideremos una proyectividad ® : P(V') — P(V’) y un cuadrivértice completo
C como en la ecuacién 2. La imagen C’ de C por ® dada por

C' = {{®(Qs)}emrs {2(lj) h1<icizas {P(R)}iza}}

es un cuadrivértice completo de base ®(Q1), P(Q2), P(Q3), P(Q4) en P(V’). Como
consecuencia, si A, B,C, D forman una cuaterna arménica en P(V), las imégenes
®(A), ®(B),®(C),®(D) también forman cuaterna arménica en P(V').

Dados tres puntos alineados y distintos dos a dos A, B,C de P(V), llamamos
cuarto armdnico de A, B,C a todo punto D € P(V) tal que A, B,C, D formen una
cuaterna armonica.

PROPOSICION 7. Dados tres puntos alineados y distintos dos a dos A, B,C de
P(V), el cuarto armdnico D de A, B,C existe y es inico.

Demostracion: Sea £ la recta que une A, B y C. Existen dos rectas {13, /34
distintas que pasan por A y distintas de £ (recuérdese que por cada punto pasan
al menos tres rectas distintas). Asimismo, existe una recta f13 que pasa por C y
es diferente de . En particular ¢13 es distinta de cualquiera de las rectas f12, f34.
Denotemos Q1 = £13Nf12 y Q3 = £13N¥34. Los puntos Q1 y Q3 son distintos entre si
y ninguno de ellos estd situado en ¢. Ahora, consideremos las rectas {14 = Q1 + B,
l23 = Q3 + B. De nuevo estas son dos rectas distintas entre si y distintas de /.
Escribamos Qg = 512 n 623 y Q4 = 614 n 534. Finalmente sea 624 = Q2 + Q4. Hemos
construido un cuadrivértice completo y basta tomar D = /54 N {. Esto prueba la
existencia del cuarto armonico.

Para probar la unicidad, supongamos que existen dos cuartos arménicos D,
D’ para A, B,C asociados a sendos cuadrivérticas completos C y C’. Existe una
unica proyectividad ® : P(V) — P(V) que envia la referencia Q1,Q2,Q3, Q4 en

1, Qh, Q%, Q). Esta envia C en C'. En particular ®(4) = A, ®(B) = B, ®(C) =C
y ®(D) = D’. Como la recta £ es invariante induce una proyectividad £ — £ que
debe ser la identidad, ya que fija la referencia A, B, C. Por tanto ®(D) = D' = D.

CQD.
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6.2. Cuaternas armonicas y perspectividades. Continuamos conside-
rando un plano proyectivo P(V) como espacio ambiente. En esta seccién haremos
algunas consideraciones geométricas con un estilo “sintético”, a modo de ejem-
plo. Hemos querido mantenerla para presentar argumentos en la linea del proceso
histérico de la geometria proyectiva, a pesar de que el tratamiento con coordenadas
de los enunciados conduce mas rapidamente a los resultados.

Comencemos probando que las perspectividades entre rectas conservan las cua-
ternas armonicas.

PROPOSICION 8. Consideremos dos rectas £, £ en un plano proyectivo P(V) y
una perspectividad £ Ap, ¢’ entre ellas. Entonces
1. Eziste una proyectividad @ : P(V) — P(V) tal que ®(£) = {' y cuya restric-
cién £ — 0" coincide con la perspectividad £ Ay, £/
2. Si A, B,C, D forman una cuaterna armdnica en £, entonces sus imdgenes
A’ B',C", D’ por la perspectividad forman una cuaterna armdnica en {'.

Demostracion: La afirmacion (2) es consecuencia de (1), ya que entonces tene-
mos que A" = ®(A), B’ = ®(B), C' = &(C) y D' = (D) y sabemos que toda
proyectividad del plano conserva las cuaternas armoénicas.

Probemos la afirmacién (1). Elijamos dos puntos distintos P, @ € ¢ y distintos

de E, donde E = ¢ N {. Tenemos que {E, P;Q} forman una referencia proyectiva
de £. Sean P’ y Q' dados por

P =P+L)nl'=0Ur ) P); Q=@Q+L)Nt =LA )Q).
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También tenemos que {F, P'; Q'} forman un referencia proyectiva de ¢'. Entonces,
la perspectividad ¢ Ap, ' es la Unica proyectividad ¢ — ¢’ que envia la referencia
{E,P;Q} en {E, P’;Q'}. Consideremos las referencias proyectivas del plano pro-
yectivo dadas por

Ri={E,P,Q";L}, Ro={E, P, Q;L}.
La proyectividad ® que envia Rq en Ro cumple con los requerimientos deseados.
Es decir ®(¢) = ¢ y la restricciéon £ — ¢/ de ® envia {E,P;Q} en {E,P;Q'} y
por consiguiente coincide con la perspectividad ¢ Ay, £'. En efecto, para ver que
P(Q) = Q’, observamos que

*Q+L)=Q+L=Q+1L,
por consiguiente ®(Q) =P¢N(Q+L))=¢N(Q+L)=@Q". CcQD.

L+@Q

COROLARIO 1. Consideremos dos rectas £, del plano proyectivo P(V) y una
proyectividad £ — ¢’ entre ellas. St A, B,C, D forman una cuaterna armdnica en
£, entonces sus imdgenes A', B',C’, D' por la proyectividad forman una cuaterna
armdnica en {'.

Demostracion: Toda proyectividad entre hiperplanos (por ejemplo entre rectas
de un plano proyectivo) es composicién de perspectividades. CcQD.

Veamos ahora de qué modo se puede alterar el orden de los puntos A, B, C, D en
una cuaterna armonica de forma que se continte teniendo una cuaterna armonica.

Dada la definicion, alterando el orden en los puntos de un cuadrivétrice com-
pleto del plano proyectivo P(V'), obtenemos

1. Si A, B,C, D forman una cuaterna armonica, entonces B, A, C, D también
forman una cuaterna armonica.

2. Si A, B,C, D forman una cuaterna armoénica, entonces A, B, D, C también
forman una cuaterna arménica.

Asi pues, si A, B,C, D forman una cuaterna arménica, tenemos al menos cuatro
cuaternas arménicas

A7 B7 C7 D; B7A’ C7 D?; A’B7D’O; B7 A7D7C

de entre las posibles permutaciones de A, B, C, D, que son un total de 24.

Todavia podemos obtener otro conjunto de cuatro permutaciones si probamos
que C, D, A, B también forman una cuaterna arménica. En la prueba de este resul-
tado utilizaremos la configuracién dual de la configuracién de Desargues.
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PROPOSICION 9. Si A, B,C, D forman una cuaterna armdnica del plano pro-
yectivo P(V), entonces C, D, A, B también forman una cuaterna armdnica.

Demostracion: Sea C un cuadrivértice completo que soporte la cuaterna arméni-
ca A, B,C,D. Esto es

C={{Qs}is; {lijh<icij<as {Ri}io})

dondeA:Rg, B:R4, C:€ﬁ€13 yD:£ﬂ€24.

Queremos encontrar un cuadrivértice completo C' que sirva para construir la
cuaterna arménica C, D, A, B. Denotemos Q) = @1, Q% = Q2, entonces {15 = {15
es una recta que pasa por A. Sean ¢}, = C + Q) = b3y ¢5, = C + Q%. Sean

he = D+ Q% = loy y ¥}y = D+ Q). Ahora denotamos Q) = {5 Nty = Rg y
Q) = 01, N L5, Si podemos ver que ¢4, = Q4 + Q) pasa por B hemos terminado.

Aplicamos el enunciado dual de Desargues a los tres puntos alineados A, C, D
por los que pasan los pares de rectas (¢}5, €34), ({54, 015) v (€14, th3) respectivamente.
Se concluye que las rectas £14, £23 y €5, son concurrentes, necesariamente en el punto
B. Esto concluye la prueba. CcQD.

log = Uy

A .
01 =0, Desargues dual auxiliar

R3 = @5
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Asi pues, si A, B, C, D forman una cuaterna arménica, tenemos la ocho cuater-
nas armonicas siguientes:

A,B,C,D B,A,C,D A,B,D,C B,AD,C
C,D,A,B C,D,B,A D,C,A,B D,C,B,A.

6.3. Razoén doble de cuatro puntos en una recta proyectiva. Con-
sideremos una recta proyectiva P(V) y cuatro puntos en ella A, B, C' y D tales
que los tres primeros sean distintos entre si. Esta ultima condicién equivale a que
{A, B;C} sea una referencia proyectiva en P(V'). Asi pues, tenemos la aplicacién
de coordenadas homogéneas

Q4 cy  P(V) — P(k?),

donde (I){A,B;C} (D) = [Ao, )\1] € P(k2)
Por definicién, la razon doble [A,B : C,D] € kU {oo} de los cuatro puntos
A, B,C, D es el cociente
[A,B : C,D] = )\1//\0
obtenido a partir del punto de coordenadas homogéneas de D en la referencia
{A, B; C'} (por convencién [A, B : C, D] = co en el caso A\g = 0, es decir si D = B).

OBSERVACION 7. Larazén doble es invariante por cualquier proyectividad. Con-
cretamente, si @ : P(V') — P(V’) es una proyectividad entre dos rectas proyectivas,
entonces

[A,B:C,D] =[®(A),®(B): ®(B), (D).
Esto es consecuencia de la compatibilidad de la aplicacién de coordenadas con la
proyectividad ®.

Las cuaternas arménicas estan determinadas por la razén doble como sigue:
PROPOSICION 10. Consideremos un plano proyectivo P(V'), una recta £ en él y
cuatro puntos A, B,C, D en £ donde A, B,C son distintos entre si. Son equivalentes
1. Los puntos A, B,C, D forman una cuaterna armonica.

2. [A,B:C,D]=—1.

Demostracion: Veamos que (1) implica (2). Consideremos un cuadrivértice com-
pleto C que soporte la cuaterna armoénica A, B, C, D. Esto es

C={{Qs}ist; {ishcicicas {Ri}io}),
donde A = Ry, B = Ry, C =/¢N¥13y D = ¥fNlyy. Ahora consideremos la referencia
proyectiva dada por

R = {AvaQl; Qd}
Las coordenadas homogéneas de A, B, C, D en esta referencia son:
Pr(B) = [0,1,0]
(I)R(D) = [1’7170}'

De aqui se concluye que el punto de coordenadas homogéneas de D en la referencia
{A,B;C} es [1,—1] y por consiguiente [A, B : C,D] = —1.

Reciprocamente, dado que el cuarto armonico es tinico y que también lo es el
punto D tal que @4 p,cy (D) = [1, —1], se concluye que coinciden. CQD.
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[1,0,0]

De esta manera, podemos ampliar el concepto de cuaterna arménica a cualquier
espacio proyectivo ambiente que no sea necesariamente un plano. Asi, diremos que
cuatro puntos alineados A, B,C, D en un espacio proyectivo forman una cuaterna
armoénica si y sélo si su razén doble es igual a —1, esto es [A, B : C, D] = —1.

La razén doble de cuatro puntos alineados es invariante por cualquier proyec-
tividad, sin méas que acudir al isomorfismo vectorial correspondiente. Dejamos al
lector la comprobacion de este hecho. En particular, las cuaternas armoénicas se
aplican en cuaternas armoénicas por la accién de una proyectividad.

OBSERVACION 8. La denominacién “razén doble” adquirird pleno significado
cuando analicemos la relacién entre el espacio afin y el espacio proyectivo.

6.4. Calculo de la razén doble. Vamos a dar una férmula explicita para
la razén doble A = [A, B : C, D] de cuatro puntos A, B,C, D de P(k?) tales que
A, B, C son distintos entre si. Supongamos que

A= o, Bi]; B =g, Ba]; C = s, B5]; D = [au, Bal.
Si encontramos g, p1, Ao, A1 tales que

(as,83) = po(ar, Bi) + pi (o, B2)
(o, B1) = Aopol(ar, B1) + Aipa(ag, B2)

entonces A = A\1/Ag. Sea = o182 — f1as # 0. Resolviendo el sistema, tenemos

(Mo M1>:<Oé3 53)(52 —51)
a /\O,UO /\1u1 oy Ba — Q2 o '

Ahora se tiene

N M pPhpapo (01 fs — Braa)/(asfs — Bacrs)

Ao p2hopopmr (a1fs — Bras)/(asBe — Bazao)

Esta férmula es la razén (o cociente) de razones de determinantes. Mas adelante
daremos una interpretacién en términos afines.
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6.5. Valores de la razén doble al permutar los puntos. Tomemos cua-
tro puntos distintos A;, As, A3, A4 de una recta proyectiva P(V'). Sea A la razén
doble A\ = [Ay, As : A3, A4]. Nétese que A ¢ {0,1,00}, dado que suponemos que
A4 no coincide con A;, para i = 1,2, 3. Deseamos expresar la razoén doble de las 24
permutaciones de Aq, As, A3, A4 en términos de A.

Recordemos que el grupo Sy de permutaciones de {1,2,3,4} es el conjunto de
las biyecciones o : {1,2,3,4} — {1,2,3,4}. Por otro lado, este grupo esté generado
por las transposiciones 72, o3, 734. Asi pues, es suficiente calcular

[A27A1 : A3aA4]7 [AlaA-?) : A27A4]5 [A17A2 : A43A3]7

yva que los demds valores se deducen de estos. Tomando coordenadas homogéneas
en la referencia Aq, As, A3, tenemos que

Ay =[1,0], A2 =[0,1], A3 = [1,1], A4 = [1, A].
Dada la formula que expresa la razén doble, se tiene que:
[AQ,Al N Ag,A;d = 1/)\, [Al,Ag . AQ,A4] = )\/()\ — 1), [Al,AQ : A4,A3] = 1/)\

Consideramos el subgrupo G del grupo de biyecciones k\{0, 1} — k\{0, 1} generado
por las biyecciones fio : t — 1/t, fog: t+—t/(t — 1), fsa = f12. Tenemos que:

[Ao(1)s Ao(2) * Ao(3)s Ao()] = fis foz 31 - fis fa5° F31 (M),

cuando la permutacién o se exprese o = T{5 Tog' Thy -+ T15 Tos° Th4 . Obtenemos seis

valores posibles para la razén doble, que son los siguientes

A - [AlaAQ : A37A4]
1/)\ = [AQ,Al N Ag,A4]
)\/()\—1) = [Al,Ag 2A2,A4]
1-—A = [Ag,AQ 2A1,A4]
1/(1—)\) = [AQ,Ag ZAl,A4]
1—1/>\ = [Ag,A11A27A4]

Por otro lado, se tiene el mismo valor de la razén doble cuando se aplica una
permutacién del tipo 77,5 con {i,7,r, s} = {1,2,3,4}. Es decir

[Al,AQ . Ag,A4] = [A27A1 N A47A3} = [Ad,A4 . Al,AQ} = [A4,A3 . A27A1}
[AQ,A:[ : A3,A4] = [Al,AQ N A4,A3} = [Ag,A4 N AQ,Al} = [A4,A3 N Al,AQ}
[Al,Ag N AQ,A4] = [A3,A1 N A4,A2] = [AQ,A4 N Al,A3] = [A4,A2 . A3,A1}
[A37A2 N Al,A4] = [AQ,Ag N A4,A1} = [Al,A4 N Ag,AQ} = [A4,A1 N AQ,AB}
[AQ,Ag N Al,A4] = [AS,AQ N A4,A1} = [Al,A4 N A2,A3} = [A4,A1 N A3,A2}
[A3,A1 . AQ,A4] = [Al,Ag N A4,A2} = [AQ,A4 . Ag,Aﬂ = [A4,A2 . Al,Ag}

En el caso particular de que se tenga una cuaterna arménica y entonces A = —1

(suponemos que la caracteristica del cuerpo no es igual a dos) obtenemos sélo tres
valores diferentes
~1,2,1/2.

Esto justifica las ocho permutaciones (8 = 24/3) que dan cuaterna arménica.

EJERCICIO 25. Sean H; hiperplanos de un espacio proyectivo concurrentes en un
subespacio K de codimensién dos, con i = 1,2, 3,4. Consideremos dos rectas r y r’ que
no cortan K y los puntos A; = H; Nry A, = H;Nr', para i = 1,2,3,4. Consideremos
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asimismo los puntos A} del plano proyectivo dual tales que Hi" = {Aj}, parai=1,2,3,4.
Demuéstrese que

[A17A2 : A37A4] = [A/17A/2 : Ai”nAil] = [A;(>A§ A§7AZ]

En particular, cuatro rectas concurrentes en un punto P de un plano proyectivo P(V)
forman cuaterna armonica (como elementos de P(V)*) si y solo si los puntos de corte de
ellas con una recta que no pasa por P forman cuaterna arménica.

EJERCICIO 26. Consideremos una proyectividad ® : PL — PL. Demuéstrese que
existen a,b,c,d € C, con ad — bc # 0, tales que ® estd definida en P&\ {[0,1]} por la
férmula

w(l =) = |1, 2

donde se entiende que si ¢z + d = 0, entonces ®([1, 2]) = [0, 1].

EJERCICIO 27. Sea P(V') una recta proyectiva sobre un cuerpo base k de caracteristi-
ca p # 2. Pruébese que la condicién necesaria y suficiente para que una cuaterna armoénica
lo siga siendo, al permutar entre si los puntos de cualquier forma, es que p = 3.

EJERCICIO 28. Sea P(V) una recta proyectivay ® : P(V) — P(V) una proyectividad.
Se dice que ® es una involucidn si su cuadrado ®? es la identidad.
1. Pruébese que si ® # id, entonces ® es una involucién si y sélo si existe un punto
A tal que ®(A) # Ay d*(A) = A.
2. Pruébese que si ® es una involucién distinta de la identidad y con dos puntos
fijos A y B, entonces para todo punto P ¢ {A, B} se tiene que

[A,B: P,&(P)] = —1.

EJERCICIO 29. Consideremos una recta L de un plano proyectivo P(V) sobre un
cuerpo k de caracteristica cero, asi como una referencia proyectiva R = {FPo, P1; U} de L.
Dados m,n € Z no simultdneamente nulos, se pide construir el punto de coordenadas ho-
mogéneas [m, n] en la referencia R, mediante una sucesién finita de construcciones clésicas
de cuartos arménicos, partiendo de los puntos Py, Pi y U. Como ayuda, se recomienda
observar que:

1. Para todo n € N, se tiene que [[1,0], [-n, 1] : [-n+1,1],[-n—1,1]] = —1. Esto es
util para construir inductivamente los puntos de coordenadas homogéneas [—n, 1],
conn € N.

2. Para todo n € N, se tiene que [[1,0],[n,1] : [n—1,1],[n+1,1]] = —1. Esto es 1til
para construir inductivamente los puntos de coordenadas homogéneas [n, 1], con
n € N.

3. Dado a € k no nulo, se tiene que [[0,1],[a,n] : [a,n — 1],[a,n + 1]] = —1, para

todo n € N. Esto es 1til para construir inductivamente los punto de coordenadas
homoggéneas [a, n], si conocemos el punto [a, 1].

EJERCICIO 30. Sea @ : P(V) — P(V) una biyeccién de un plano proyectivo sobre el
cuerpo k = QQ en si mismo tal que ® envia rectas en rectas y ® deja fijos los puntos de
una referencia. Demostrar que ® es la identidad.

EJERCICIO 31. Sean r y s dos rectas distintas de un plano proyectivo P(V'), que se
cortan en el punto Q. Consideremos tres puntos A, B y C' distintos entre si y distintos de
Q, situados todos ellos sobre la recta r. Dado otro punto P, que no esté ni en r ni en s,
denotamos Ap, Bp y Cp las imégenes respectivas de A, B y C por la perspectividad de
r en s con centro P. Consideremos los puntos Rp y Tp, dados por:

Rp=(A+Bp)N(B+ Ap), Tp = (B+Cp)N(C+ Bp).

Se pide probar que los puntos @, Rp y Tp estan alineados y que las rectas r, s, Rp +Tp
y @ + P forman una cuaterna armonica. Demuéstrese asimismo que dados dos puntos
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P, P>, ¢ rUs, los puntos Q, P1 y P» estdn alineados si y sélo si las rectas Rp, + Tp, y
Rp, 4+ Tp, coinciden. Establézcanse enunciados duales de los anteriores.

EJERCICIO 32. Considérense en el plano proyectivo real un punto P y tres rectas
no concurrentes a, b y ¢ que no pasen por el punto P. Calctlese el nimero de rectas que
pasan por P y cortan a, b y ¢ en puntos que, salvo reordenacién, formen junto con P una
cuaterna arménica.

7. El espacio afin y el espacio proyectivo

En esta seccién veremos cémo el espacio afin puede ser completado con un
“hiperplano del infinito” que recoge las direcciones de las rectas afines. Recipro-
camente, veremos que el complementario de cualquier hiperplano de un espacio
proyectivo puede ser dotado de estructuras de espacio afin, de modo que los subes-
pacios afines sean la interseccién con la parte afin de los subespacios proyectivos.

7.1. Espacio afin. Repaso. Dado un espacio vectorial W y un conjunto no
vacio A, una estructura de espacio afin sobre A con W como espacio de vectores es
una aplicacion

a:AxA—=W; (PQ)—a(P,Q)eW
que cumple las siguientes propiedades:
1. Dado Pe Ay w € W, existe Q € A tal que a(P,Q) = w.
2. Dados P,Q € A se tiene que a(P,Q) = 0siy sélo si P = Q.
3. Dados P,Q, R € A, se tiene a(P, R) = a(P,Q) + a(Q, R).
Hay algunas consecuencias notables de esta definicién:

a) Para todos P, () € A se tiene que a(Q, P) = —a(P, Q). En efecto, sabemos
que 0 = a(P,P) = a(P,Q) + a(Q, P).
b) Sia(P,Q) = a(P, R), entonces @) = R. En efecto, tenemos
a(Q,R) =a(Q,P)+a(P,R) = —a(P,Q) +a(P,R) =0
y por tanto @ = R.
Asociada a una estructura de espacio afin tenemos una accion W x A — A de W
sobre A dada por
(w, P) - P+ w,
donde P + w € A es el tinico punto de A tal que a(P, P + w) = w. Se trata de una
accion libre y transitiva, es decir, se cumplen las propiedades siguientes:
1. Accién: P+ (wy +we) = (P4+wy) +wyy P+0=P.
2. Accién libre: P+ w = P si y s6lo si w = 0.
3. Accidn transitiva: Dados P,Q € A existe w € W con P+ w = Q. (Por ser
la accién libre, el vector w es necesariamente tinico).
Inversamente, toda accién libre y transitiva W x A — A induce una estructura
Unica de espacio afin de la cual procede.
El espacio de direcciones del espacio afin A es el conjunto de rectas vectoriales
de W, es decir, el espacio proyectivo P(W).
Decimos que un subconjunto no vacio S de A es un subespacio afin si existe un
subespacio vectorial ' C W y un punto P € A tal que

S=P+T={P+w;, weT}

Notemos que T es tinico. Ademds S tiene estructura heredada de espacio afin con
espacio de vectores T'. Dos subespacios afines con el mismo espacio de direcciones
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son paralelos (interseccién vacia) o coincidentes. La interseccién de subespacios
afines es el vacio o un subespacio afin.

Dos estructuras aq, as : Ax A — W de espacio afin sobre A se dicen compatibles
si existe un automorfismo de espacios vectoriales ¢ : W — W tal que para todo
P, Q € A se tenga

a2 (P, Q) = ¢p(a1 (P, Q)).
Dos estructuras compatibles de espacio afin tienen exactamente los mismos sub-
espacios afines.

7.2. El complementario de un hiperplano proyectivo. Sea P(V') un es-
pacio proyectivo y consideremos un hiperplano H = P(W) de P(V'), donde sabemos
que W es un subespacio vectorial de V' de codimensién uno.

Fijemos un elemento no nulo b del espacio vectorial cociente V/W. Como
dimy (V/W) = 1, sabemos que {b} es una base de V/W. Recordemos la aplica-
cién canénica V' — V/W, que envia cada elemento v € V en su clase v + W.

LEMA 5. Dado un punto P € P(V) \ H, existe un tnico v € V\ W tal que
P =[v] y tal que v+ W =b.

Demostracion: Tomemos v/ € V tal que P = [v']. Sabemos que v' ¢ W dado
que P ¢ H. Por consiguiente v' + W # 0. Como {b} es una base de V/W, existe
un escalar A # 0 tal que (v/ + W) = Ab. Si tomamos v = (1/\)v’, tenemos que
P = [v] y ademds v+ W = b. Para ver la unicidad, consideremos dos v1,v2 € V con

P = [v1] = [ve] tales que vy + W = vy + W = b. Como P = [v1] = [v2], existe un
escalar ¢ # 0 con vy = pwy. Ahora bien b = vy + W = pvy + W = p(vy + W) = ub,
por tanto u =17y vy = v5. CcQD.

Para cada P € P(V)\ H, denotaremos v% al vector v% € V\W tal que P = [v%)]
y v% + W =b. Sea A =P(V)\ H. Consideremos la aplicacién

ap: AXA—W; ozb(P,Q):vgg—vll’g.

TEOREMA 6. La aplicacion ap da una estructura de espacio afin sobre el con-
junto A=P(V)\ H con espacio de vectores W. Ademds hay una biyeccion

subespacios proyectivos L C P(V) o subespacios afines
tales que L ¢ H L, CA

dada por L — L, = LN A.

Demostracion: Comprobemos en primer lugar la estructura de espacio afin. Es
decir, tenemos que probar que

1. Dado P € Ay w € W, existe Q € A tal que ap(P, Q) = w.

2. Dados P,Q € A se tiene que a(P, Q) = 0 si y sélo si P = Q.

3. Dados P,Q, R € A, se tiene (P, R) = ap(P, Q) + o (Q, R).
Probemos cada afirmacion:

1. Supongamos que P = [v%] € A y sea w € W. Basta tomar Q = [v5 + w)].
Obsérvese que v} = vph + w, ya que v + W = (v} +w) + W =b.
2. Tenemos que a;(P, Q) = 0 si y sélo si v% = v%, lo que equivale a decir que

P=qQ.
3. Se tiene v} — v} = (v§) — v}) + (v — v)).
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Esto completa la primera parte del enunciado.
Consideremos ahora un subespacio proyectivo L = P(T') tal que L ¢ H, esto
quiere decir que T ¢ W. Sea P = [vé’;] un punto de L\ H. Vemos que

L,=LNA=P+TnW.
Por otro lado, si P +T" es un subespacio afin de A, tenemos que
P+ T =P(T' + L(v%)) N A.
Estas dos transformaciones son inversas una de otra. CcQD.

Si L, C A es un subespacio affn, al subespacio proyectivo L C P(V) tal que
LNA=L, selellama cierre proyectivo de L,

e0+W

Si consideramos otro elemento b’ € V/W, la estructura afin ay es equivalente
a ap. Mds precisamente, si b’ = \b, tenemos que ap (P, Q) = Aoy (P, Q).

7.3. Subespacios paralelos en el complementario de un hiperplano.
Consideremos un hiperplano proyectivo H = P(W) de P(V) y sea b € V/W un
vector no nulo. Sabemos que tenemos la estructura o de espacio afin sobre el-
complementario A = P(V) \ H del hiperplano H. Recordemos que dos subespacios
afines P+ T y Q + T, con espacio vectorial de direccién T C W, son paralelos si
(P+T)N(Q+T) = (. Vamos a ver en qué se traduce esta propiedad considerando
los correspondientes subespacios proyectivos. Escribamos

P=[pl; Q=[p)
donde sabemos que b = vj‘p +W = vgg + W. El espacio proyectivo asociado a P+ T
es P(T + L(v%)) y sabemos que
ANP(T + L(v%) =P +T.

Ocurre lo mismo con @ + T. La interseccién de los subespacios proyectivos estd
dada por

P(T + L(v})) NB(T + L(v)) = B(T + L(vh)) N (T + Lvy)).
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En términos de espacios vectoriales, tenemos dos alternativas:
L vheT+ L(vg) y entonces T+ L(vh) = T + L(vbQ). En este caso se tiene
que P(T + L(vp)) = P(T + L(v})) y entonces P+T = Q +T.
2. v ¢ (T + L(’UbQ) y entonces T' = (T + L(vg)) N(T+ L(v%)). En este caso
se tiene que P(T + L(v})) NP(T + L(vg)) = P(T) C H y por lo tanto
(P+T)N(Q+T)=ANnP(T)=0.

7.4. El hiperplano del infinito para un espacio afin. Vamos a proceder
ahora a la inversa. Supongamos que tenemos un espacio afin

a: AxA—W.

Consideremos el espacio vectorial V- = W x k, que contiene W x {0} como subespacio
y éste a su vez es isomorfo a W, identificando los elementos w € W con los de la
forma (w,0) € W x k. Consideremos el hiperplano proyectivo H = P(W x {0})
y denotemos por b la clase de vector (0,1) € W x k en el cociente V/(W x {0}).
Fijemos un punto ag € A. Tenemos una biyeccién

oy : A—>P(V)\H

dada por ¢q,(a) = [(0,1) + (a — ap,0)] = [(a — ap,1)].

Recuérdese que a — ap € W estd definido por la férmula ag + (a — ap) = a.
Vamos a ver que ¢,, es efectivamente una biyeccién y que bajo esta identificacién la
estructura ay, de espacio afin para P(V') \ H coincide con la estructura « de espacio
afin para A de la cual hemos partido.

La suprayectividad de ¢,, se sigue de que cualquier punto P de P(V)\ H es de
la forma [w’, A], con A # 0 y por consiguiente es de la forma [w, 1], donde w = w’ /.
Sabemos que existe ap € A tal que ap — ap = w y por tanto ¢, (ap) = P. Por
otro lado, si ¢g,(a) = ¢a,(a’) esto significa que [a — ag, 1] = [a@’ — ag, 1], por tanto
a—ag=a —agy entonces a = a’, de acuerdo con los axiomas de espacio afin. As{
pues, la aplicacién ¢,, es una biyeccién.

Para ver que ¢,, induce en P(V)\ H la estructura afin oy, (bajo la identificacién
de W con W x {0} C V) lo tnico que hay que comprobar es que para todo a1, as € A
tenemos

0 (Pag (a1), dag (a2)) = (a1, az2),0) € W x {0}
Recordando que (a(aq,as2),0) = (ag — a1,0) concluimos la prueba como sigue:
p(@ao(a1), Gap(az)) = ap(lar — ao, 1], [az — ag, 1]) =
= ((a2 —ao),1) = ((a1 — ao), 1) = (az — a1,0).

7.5. Cartas afines del espacio proyectivo. Consideremos una referencia
proyectiva R = {Py, Py, ..., Py; U} del espacio proyectivo P(V'). Denotemos por H;
el hiperplano generado por

PO?-PI;'~-7Pi717Pi+17'-'7Pn'

En las coordenadas homogéneas asociadas a R se tiene que H; tiene la ecuacién
X; =0.Sea A; =P(V)\ H; el complementario del hiperplano H;, para cada indice
i=0,1,...,n. El espacio proyectivo P(V') es unién de estos subconjuntos:

P(V)=AgUA;U---UA,.

Seleccionemos ahora un vector s € V' tal que U = [s]. Esto es lo mismo que fijar
la dnica base 8 = {eg, €1, ..., e, } de V asociada a R que cumple s = eg+e1+- - -+e,.
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Nétese que H; = P(W;), donde W; C V es el hiperplano vectorial generado por
€0,€1,---,€i—1,€i+1,---,€n, Para todo 2 = 0,1,...,n; estos vectores forman una
base de W;. Sea b; = s + W; € V/W; la clase del vector s. Tenemos que b; # 0
y por consiguiente existe una estructura afin a;, sobre cada A;. Dado que los A;
recubren P(V'), todo subespacio proyectivo no vacio L de P(V) tiene interseccién
no vacia L; = L N A; con algin A;. Como sabemos, podemos recuperar L a partir
de cada una de las partes afines L;, con L; # ().

Por otro lado, en cada A; tenemos senalado el punto P;; recuérdese que P; ¢ A;
si j # 4. La teoria de espacios afines nos da biyecciones

&; Ay — KON =01,
definidas por ¢;(Q) = (Ao, A1y -y Xim1, Ait1,- -, An), donde

Qp, (Pi, Q) = Z )\jej.
7€{0,1,...,n\{i}
Estas biyecciones ¢; identifican la estructura «;, de espacio afin de A; con la es-
tructura estdndar del espacio afin de k{017 {i} Reciben el nombre de cartas
afines de P(V') en la base (5.

OBSERVACION 9. Las aplicaciones ¢; aparentemente dependen de la eleccién
inicial del vector s que representa el punto unidad (y por tanto de los b;). Si ha-
cemos una seleccién diferente s’ = As, observamos que las aplicaciones ¢; y ¢} son
exactamente iguales. No obstante, dan una identificacién de estructuras afines di-
ferentes de A; (las estructuras ap, y ay, respectivamente) con la estructura afin

estandar de k{01 h\{i},

En términos menos tedricos y usando coordenadas homogéneas, la carta afin
¢o estd definida por

do:  {Xo#0} = &
[)\Q,Al,...,/\n]}—)(/\1/)\0,)\2/)\0,...,)\71//\0).

En casos particulares, como el de los cuerpos K = R o k = C, se pueden usar
estas cartas afines para dotar de diferentes estructuras al espacio proyectivo, por
ejemplo la topologia usual, estructuras de variedades diferenciables y/o analiticas.
En el caso general, siguiendo las mismas ideas, se dota de estructura de variedad
algebraica, lo que hace del espacio proyectivo el espacio ambiente “completo” méas
habitual en la geometria algebraica.

7.6. Estratificacion en espacios afines del espacio proyectivo. No da-
remos mas que la idea de base:

El complemento de un hiperplano es un espacio afin. Un hiperplano es un espa-
cio proyectivo de dimensién una unidad menos, el complemento de un hiperplano
de un hiperplano es un espacio afin. Asi hasta alcanzar el espacio proyectivo de
dimension cero, el tinico que a su vez es un espacio afin.

Esta construccion se puede hacer respetando una referencia dada y una base
como en el apartado anterior. Dejamos los detalles y las consiguientes reflexiones
al lector.

EJERCICIO 33. Sea H = P(W) un hiperplano del espacio proyectivo P(V), fijemos
un elemento no nulo b € V/W y consideremos la estructura «; de espacio afin sobre
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A =P(V)\ H definida por la seleccién de b. Pruébese que, dada una afinidad f : A — A,
existe una tunica proyectividad @ 5 : P(V) — P(V) que extiende f, para la cual H es
invariante. Averigliese si @ s es igual o distinta de @, ; cuando b # V'. Reciprocamente,
priebese que toda proyectividad ® : P(V) — P(V), que deja invariante H, se restringe a
una afinidad de A en A.

EJERCICIO 34. (Razén simple y razén doble). Consideremos un espacio proyectivo
P(V), un hiperplano H = P(W) y un elemento no nulo b € V/W. Sea A =P(V)\ H y
ap : A X A — W la estructura de espacio afin sobre A asociada a b. Tomemos una recta
afin £, de A, tres puntos P, Q, R € {, tales que P # @ y denotemos por T la interseccién
de ¢ con H, donde /¢ es el cierre proyectivo de ¢,. Se llama razon simple de los puntos
P,Q, R al escalar A € k tal que ap(P, R) = Aap(P, Q); denotemos por [P, Q, R| la razén
simple. Se pide probar que

[P,Q R =[P, Tw : Q, K]
y que si S es otro punto de ¢, distinto de P, Q, R, la razén doble [P, Q : R, S] es el cociente
de razones simples dado por la férmula

[P, R, S]
PQ:R,S=+—"F"—.
[ = QRS
Indiquese por qué la razén simple no depende del elemento b € V/W, que determina la
estructura ay.

EJERCICIO 35. Sean ABC un tridngulo en un plano afin y A’ € BC, B’ € AC,
C' € AB puntos que no coinciden con ninguno de los vértices. Consideremos el siguiente
producto de razones simples:

a=[A"B,C]-[B',C,A]-[C', A, B].
Pruébese que:

1. Los puntos A’, B’,C’ estan alineados si y sélo si a = 1 (teorema de Menelaus).
2. Las rectas AA’, BB’,C'C’ son concurrentes o paralelas si y solamente si o = —1
(teorema de Ceva).

EJERCICIO 36. Sean ABC, A’ B’C’ dos tridngulos en un plano afin tal que (AB, A’'B’),
(AC, A’C"), (BC, B'C") son parejas de lados paralelos. Pruébese que las rectas AA", BB', CC’
son concurrentes o paralelas. En el caso de que sean paralelas, pruébese que existe una
traslacion afin que lleva un tridngulo en el otro.

EJERCICIO 37. Sea r una recta de un plano afin A y consideremos el completado
proyectivo 7 de r respecto de una inmersién de A en un plano proyectivo. Denotemos por
Ro € 7 el punto de corte de 7 con la recta del infinito. Pruébese que, dados dos puntos
distintos P, @ € r, se tiene que R es el cuarto arménico de P, Q y M, donde M es el
punto medio entre Py Q.

EJERCICIO 38. Consideremos un tridngulo A del plano afin y una recta r que no
pase por ninguno de sus vértices, ni sea paralela a alguno de los lados. Asociemos a cada
vértice V de A la recta sy que une V con el punto medio del segmento en r determinado
por los lados adyacentes a V' y sea Py el punto de corte de sy con el lado opuesto a V.
Pruébese que los tres puntos Py estdn alineados.

EJERCICIO 39. (Teorema de Thales). Sean H1, Ha, Hs planos parelelos y distintos
en el espacio afin tridimensional R y r, 7' C R® dos rectas distintas no paralelas a ellos.
Denotemos A; =r N H; y A; =’ N H;, para i = 1,2, 3. Pruébese que:

— —
[ A14s || _ || A14; ||

— - — .
[ AA2 || || A A4S ]
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EJERCICIO 40. Sean 7 y 7’ dos planos distintos en el espacio afin R®. Consideremos
una inmersién R® C P§ y sea Q un complementario comin de los cierres proyectivos 7 y
7' de m y 7’ respectivamente. Denotemos por ¢ la perspectividad de 7 en 7’ desde Q. Sea
P C 7 un paralelogramo. ;Qué condiciones deben satisfacer w, 7’ y Q para que la imagen
de P por ¢ sea también un paralelogramo?

EJERCICIO 41. Consideremos el espacio proyectivo P§ y el hiperplano H de ecuacién
Xo—X1+2X5+ X3 = 0. Héllese una refencia afin de IP’%\H y exprésese en dicha referencia
la recta affn £N (PE \ H), donde £ es la recta proyectiva que pasa por los puntos [1,2, 1, 0]
v [0,1,1,3].






Capitulo 2

Conicas y cuadricas.

En este capitulo siempre trabajaremos con un cuerpo base k de caracteristica
distinta de dos. Comenzaremos recordando algunos conceptos relativos a formas
bilineales y cuadraticas.

1. Formas bilineales simétricas y cuadraticas. Repaso

Sea V un k-espacio vectorial de dimension finita n + 1. Una funcién
Y: VXV =k

es una forma bilineal si se cumple que las aplicaciones
B, ) s w e blo,w), B w) v Yo, w)
son formas lineales para cada v, w € V. Esto es equivalente a decir que
B+ o, N0+ ') = AN (0,0') + Mo, w) + X (w, ) + g (o, ),

para todos A\, N, u, 1 € ky v,v',w,w’ € V. Una forma bilineal 1 es simétrica si
Y(v,w) = Y(w,v), para todo v,w € V.
Por otro lado, una funcién ¢ : V' — k es una forma cuadrdtica si existe una
forma bilineal 1 tal que ¢(v) = ¥ (v,v), para todo v € V. Escribiremos ¢ = ¢y.
Recordemos la relacién entre formas bilineales simétricas y formas cuadraticas.
Toda forma cuadratica ¢ tiene una forma bilineal simétrica asociada o. dada por

0o, w) = 5 (v -+ w) — s(v) — s(w)).

Si ¢ = gy, diremos que o, es el simetrizado de ; de hecho, si ¥ ya es simétrica, se
tiene que o, = 9. Nétese que toda forma cuadratica ¢ cumple la propiedad

S + pw) = N (v) + p*s(w) + 2o (v, w).

en particular ¢(Av) = A\2¢(v).

Denotemos por Q(V) el conjunto de formas cuadréticas sobre V' y por Sim(V)
el de las formas bilineales simétricas. Tenemos una biyeccién entre ambos conjuntos
que asocia a cada forma cuadratica ¢ la forma bilineal simétrica o, y reciprocamente,
a cada forma bilineal simétrica o la forma cuadratica ¢,. Tanto los elementos de
Q(V') como los de Sim(V') son funciones con llegada en el cuerpo de escalares k, asi
la suma y el producto por escalares como funciones tiene sentido. De este modo,
como se comprueba directamente, ambos conjuntos adquieren estructura de espacio
vectorial, para la cual la biyeccién anterior es un isomorfismo vectorial.

OBSERVACION 10. Nétese que (Xs)(uv) = Au?s(v).

OBSERVACION 11. La restriccién ¢|y de una forma cuadrética ¢ sobre V a un
subespacio vectorial W de V es, de nuevo, una forma cuadratica sobre W.

85
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Determinemos una base de Sim(V') a partir de una base dada

B ={eo,e1,...,en}

del espacio vectorial V. Sabemos que toda forma bilineal simétrica estd determinada
por las imégenes de las parejas (e;, e;), donde i < j. Mds precisamente, para cada
par (i,7) con 0 < i < j < n, podemos definir la forma bilineal simétrica o;; dada
por las propiedades:

Uij(6i76j) = 17 Uij(esaeu) = Oa si0 S S S (% S n, (Zv.]) 7& (S,U)-

Asi, se tiene que
= A - B Aiftj + Xjpg, st < g
i (S vees 3 e ) = { Rt dans i<
£=0 r=0

La familia de formas bilineales simétricas {o;;}o<i<j<n €s una base del espacio
vectorial Sim(V'). En efecto, dada una forma bilineal simétrica o, tenemos una
expresién tnica
o = E Aija-ija )\ij = a(ei,ej).
0<i<j<n

Por tanto, la dimensién de Sim(V') es
14243+--+(n+1)=n+1(n+2)/2

La base {0}, }o<i<j<n define la base {g;; }o<i<j<n del espacio vectorial de las formas
cuadraticas dada por ¢;;(v) = 0y;(v,v), para cada v € V. En particular, tenemos

que
n
_ 2>‘i>‘j7 sie < g.
Sij (Z sz) = { A2, sii=j.
£=0
OBSERVACION 12. La imagen de los elementos de una base de V no determina
una forma cuadratica. Por ejemplo, si n+1 = 2 y tenemos la forma bilineal simétrica
o que cumple
0(60,60) = 0, 0(60,61) = 1/2, 0'(61,61) = 0,
entonces la forma cuadrética ¢ = ¢, satisface que ¢(eg) = ¢(e1) = 0, al igual que la
forma cuadratica idénticamente nula, pero sin embargo ¢(eg + e1) = 1.

Terminamos esta seccién de repaso con la definicién de cuddrica de P(V)

DEFINICION 4. Los elementos del espacio proyectivo P(Q(V)) se llaman cuddri-
cas de P(V) En el caso de que AimP(V) = 2, las cuddricas también reciben el
nombre de cénicas.

Una cuddrica ¢ de P(V) es la clase proyectiva ¢ = [¢] de una forma cuadrética
no nula ¢ sobre V. Teniendo en cuenta el isomorfismo natural entre Q(V) y Sim(V),
tenemos fijada una identificacién

P(Q(V)) = P(Sim(V)).

De este modo, las cuddricas se definen de manera equivalente como las clases pro-
yectivas ¢ = [o], donde o es una forma bilineal simétrica no nula sobre V. La iden-
tificacién anterior se interpreta diciendo que [¢] = [o¢]. Usaremos indistintamente
las dos acepciones del concepto de cuadrica.
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2. Efecto de las proyectividades. Cuadricas en subespacios

Sea @ : P(V) — P(V’) una proyectividad. Tenemos una proyectividad inducida
entre los espacios de cuadricas

(3) v : P(Q(V)) = P(Q(V"))

dada por [¢] = [0 ¢~ !], donde ¢ : V — V' es uno cualquiera de los isomorfismos
de espacios vectoriales que definen ®.

DEFINICION 5. Sean ¢ y ¢/ cuddricas sobre P(V) y P(V') respectivamente. Di-
remos que ¢ y ¢ son proyectivamente equivalentes cuando erxista una proyectividad

O :P(V) — P(V’) tal que ¢ = 9g(c).

Por otro lado, dados una cuddrica ¢ = [¢] de P(V) y un subespacio proyectivo
K =P(W) de P(V), tenemos dos posibilidades:

1. La restriccién <l de la forma cuadratica ¢ a W es idénticamente nula.
En este caso, decimos que K “estd contenido en el soporte de ¢” (esta
afirmacién serd precisada més adelante). No se induce ninguna cuddrica
sobre K.

2. La restriccién ¢l de ¢ a W no es idénticamente nula. Se obtiene una
cuadrica ¢|x = [¢|w] de K que llamaremos restriccion de ¢ a K.

Ko Ky

Posibilidad (1): K;. Posibilidad (2): Ky, K3, K4.

3. Descripcién matricial de las cuadricas. Polinomios homogéneos

Consideremos una referencia proyectiva R = {Py, Py, ..., P,; U} de P(V). Co-
mo hemos visto, tenemos una proyectividad

Or i P(Q(V)) = P(Q(K™)), g =duy

inducida por la proyectividad de coordenadas homogéneas U : P(V) — Pk,

Dada una cuddrica ¢ de P(V), diremos que la cuddrica 9% (¢) de P} es la descrip-
cion en coordenadas homogéneas de ¢ en la referencia R. Diremos asimismo que 9
es la proyectividad de descripcion en coordenadas homogéneas para las cuddricas

de P(V') en la referencia R.
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Tenemos una compatibilidad “funtorial” de las proyectividades de descripcién
en coordenadas homogéneas para las cuddricas. Concretamente, supongamos que
tenemos dos proyectividades

O:P(V) =PV, & :PV')—PV").
Del mismo modo que antes, obtenemos proyectividades
do : P(Q(V)) = P(Q(V")), Yo : P(Q(V')) = P(Q(V")).

La propiedad “funtorial” dice que se tiene Y¢/0p = Yo © Vop.

Como consecuencia de lo anterior, dada una referencia proyectiva R en P(V)
y su imagen R’ = ®(R) por una proyectividad ® : P(V) — P(V’), tenemos la
propiedad de compatibilidad de las descripciones en coordenadas homogéneas para
las cuddricas, descrita por la siguiente igualdad

1973/ o ’l9q> = "973-

La descripcion en coordenadas homogéneas de las cuddricas permite estudiar
los elementos de P(Q(k"1)) y considerar acto seguido la identificacién ¥ una vez
se ha fijado una referencia proyectiva R de P(V'), con el fin de obtener propiedades
de las cuddricas de P(V), a partir de propiedades en P}, siempre que estas se
trasmitan por las proyectividades de tipo Jx.

Procedemos pues a describir los elementos de P(Q(k™"1)), que podemos llamar
cuddricas en coordenadas homogéneas.

3.1. Matrices. Para cada 0 < i < j < n, denotemos &;; la forma bilineal
simétrica &;; : k"1 x k"1 — k dada por

_ Aitti + g, 514 < g
Tij (Aos A1y oy An), (05 15 - - -5 fin) { Hj + Ajl sii<j

Ai,u‘h sii :j7

cuya forma cuadratica asociada G; : k"t — k estd dada por

220 sii=j

i (Mo AL, ) An)) = { 2Xidj,  sHi <

2
Sabemos que {5;;}o<i<j<n €s una base de Sim(k"*') y que {Gj}o<i<j<n 10 e€s
de Q(k™*1). Consideremos ahora una forma bilineal simétrica & € Sim(k"*1) y
escribamos

o= Z Q;j055, Qij € k.
0<i<j<n

Definimos la matriz simétrica Az = (a;;) de dimensién (n+1) x (n+1) por a;; = «j,
si0<i<j<nyay = aj;,sit> j. Las férmulas anteriores nos dicen que

6-(()\07)‘17 .. '7)‘n)7 (IU/OHU/17 e a/j/n)) = ()\07)\1a .. -7)\n)A5'(,U/07/J/17 e a,un)ta

donde (g, ft1,-- -, ptn)? es la matriz (columna) traspuesta de la matriz (fila) dada
por (fo, fi1y .- -5 ). Del mismo modo, si ¢ es la forma cuadritica asociada a &,
tenemos que

S((Mos Ay An) = Aoy ALy s M) Ag Moy ALy oo, At

Asi, diremos que Az es la matriz de la forma bilineal simétrica &. Escribiremos
también Az = As y diremos que es la matriz de la forma cuadrdtica <.

Sea My, (n+1) el espacio vectorial de las matrices (n+1) x (n+1) con coeficientes
en el cuerpo k, que tiene dimensién (n + 1)2. El subconjunto SimMy,(n + 1) de las



3. DESCRIPCION MATRICIAL DE LAS CUADRICAS. POLINOMIOS HOMOGENEOQOS 89

matrices simétricas forma un subespacio vectorial de dimensién (n + 1)(n + 2)/2.
De este modo, tenemos un isomorfismo vectorial

Q(E™) & SimMy,(n+1); ¢+ Ac
que induce una proyectividad
P(Q(A")) & P(SimMy(n +1));  [d] = [Ad].

Diremos que A(c) = [A¢] es la recta de matrices de la cuddrica ¢ = []. Finalmente,
dadas una cuddrica ¢ y una referencia proyectiva R de P(V'), diremos que A(¢c) es
la recta de matrices de ¢ en la referencia R, donde ¢ = ¥ (c).

3.2. Polinomios cuadraticos. Consideremos el anillo de polinomios
k[ Xo, X1,...,Xn]

con coeficientes en k y en las n + 1 indeterminadas que denotamos Xg, X1, ..., X,.
Recordamos que un polinomio F € k[Xy, X1, ..., X,] es homogénemo de grado d
si y sélo si se escribe de la forma

F= > i, XPX{ - X
do+i1 - tin=d
Dado un entero d > 0, denotamos por k[Xo, X1,...,X,]q el conjunto de polino-
mios homogéneos de grado d. Sabemos que cada k[Xo, X1,..., X,]q es un espacio

vectorial de dimensién finita. Mas precisamente

dimy k[Xo, X1, ..., Xpla = ( ”z;d )

En el caso particular de que d = 2, la dimensién es (n + 1)(n + 2)/2 que, como
hemos visto, es también la dimensién del espacio de formas cuadraticas sobre un
espacio vectorial de dimension n+ 1. Esto nos permite dar isomorfismos de espacios
vectoriales

Sim(k" ) < Q") «» SimMy,(n + 1) © k[Xo, X1, ..., Xnla,
definidos por
TS Ac = As & Fp,
de modo que si A¢ = (a;j), el polinomio F¢ asociado a < estéd dado por
Fr= iaiin + > 205XX;
i=0 0<i<j<n
Obsérvese la propiedad fundamental:
S0y Aty oo An)) = Fe(Xo, My - o, An)-
La recta de polinomios P(t) de una cuddrica ¢ = [5] de P} es el punto proyectivo
P() = [Fe] € P(k[Xo, X1, .., Xu]2).

Finalmente, la recta de polinomios asociada a una cuddrica ¢ de P(V') en una refe-
rencia dada R estd dada por P(c), donde © = Jx(c).
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4. El soporte de una cuadrica

Sea ¢ = [¢] una cuddrica sobre P(V). El soporte Sop(c) es el subconjunto de

P(V) dado por

Sop(c) = {[v] € P(V);<(v) = 0}
Esta bien definido, en efecto si [¢'] = [¢] y [v'] = [v], existen escalares no nulos \ y
w tales que ¢’ = X¢ y v’ = pw; por consiguiente ¢’ (v') = Au?s(v) y entonces se tiene
que ¢'(v') = 0 si y sélo si ¢(v) = 0.

Consideremos una referencia R de P(V'), una cuddrica ¢ y un punto P = [v].
Sean Ui (P) = [Ao, AMy---5An] ¥ Ur(c) = [S]; obsérvese que las siguientes afirma-
ciones son equivalentes:

= P € Sop(c).

= S((Moy A1s-5 M) = 0.

= (Ao, ALy M) Ac(Doy AL, -, An)E =0,

L Fé()‘07)‘17 PN ,)\n) = 0
El soporte puede ser vacio, asi por ejemplo, sobre el cuerpo real k = R, la cuddrica
de P?, cuya recta de polinomios estd generada por

X2+ X4+, + X2,

tiene soporte vacio. Por otro lado, el soporte no necesariamente coincide con un
subespacio proyectivo. Por ejemplo, en P2 la cuddrica con recta de polinomios
generada por

‘Xrl2 + ‘)(22 - X027
tiene soporte no vacfo que no contiene ninguna recta (es una “circunferencia” en
una carta afin adecuada).

Xo/Xo

X1/Xo

El soporte se comporta bien por proyectividades, es decir, si @ : P(V) — P(V)
es una proyectividad, entonces
®(Sop(c)) = Sop(Va(c)).
Asimismo, se comporta bien por restriccién a un subespacio. Mas precisamente, si
K = P(W) es un subespacio de P(V) y ¢ = [] es una cuddrica de P(V'), tenemos
dos posibilidades:
1. K C Sop(c). En este caso la restriccion ¢|y de ¢ a W es idénticamente nula

y no determina ninguna cuddrica sobre K.
2. K ¢ Sop(c). En este caso la restriccién ¢|x existe y cumple que

Sop(¢|x) = K N Sop(c).



5. RANGO DE LAS CUADRICAS PROYECTIVAS. EL VERTICE DE UNA CUADRICA 91

Se deja al lector la comprobacién detallada de estas propiedades.

Sop(¢| )

Sop(c)

5. Rango de las cuadricas proyectivas. El vértice de una cuadrica

Seleccionemos una forma cuadrética ¢ : V' — k y su forma bilineal simétrica
asociada o : V x V — k. La aplicacion de adjuncion ad. de ¢ es la aplicacion lineal

ad¢ : V= V*
definida por v € V — adc(v) : w — o(v, w) = o(w, v). Denotaremos también
ady(v) = o(v, ) = o(_,v).

Sea 8 = {eqg,€1,...,e,} una base del espacio vectorial V' y denotemos por &
y ¢ las correspondientes formas bilineal simétrica y cuadratica en k"*'. Es decir,
ponemos ¢ = gowﬁ_l, donde g : V — k"1 es la aplicacién de coordenadas asociada
a (. Consideremos la matriz Az = Ac de . El lector puede comprobar que As es
la matriz de la aplicacién de adjuncién ad¢ en las bases 8y 5%, donde 5* es la base
dual de S.

Diremos que el rango rg(s) de ¢, respectivamente el rango rg(o) de o, es el
rango de la aplicacién de adjuncién ad.. Es decir, el rango es la dimensién de la
imagen de ad., que coincide con el rango de la matriz simétrica Ac.

Dada una cuddrica ¢ = [¢] de P(V'), definimos el rango rg(c) por rg(c) = rg(s).
Nétese que si la dimensién de P(V) es n, el rango mdximo que puede tener una
cuédrica es igual a n 4+ 1 y el minimo es igual a 1 (si fuera cero, tendriamos que
¢ = 0 y no definirfa una cuddrica). Las cuddricas de rango méximo se llamardn
cuddricas no degeneradas.

Dada una cuddrica ¢ = [¢] de P(V), se define el vértice Vert(c) por

Vert(c) =P (ker(ad,)) .
Se trata de un subespacio proyectivo de P(V'), cuya dimension es
dim Vert(c) = dimy, (ker(ad)) — 1 =n — rg(c).
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En particular, tenemos que —1 < dim Vert(c¢) < n—1 y la cuddrica es no degenerada
si y solamente si el vértice es el conjunto vacio.

Existen cuadricas de la recta proyectiva sobre un cuerpo k con soporte vacio,
por ejemplo la cuddrica de polinomio X2 + X%, con k = R; obviamente, esto no
ocurre para cuerpos algebraicamente cerrados. En el siguiente resultado, se describe
el soporte de las cuadricas de la recta proyectiva:

PROPOSICION 11. Toda cuddrica degenerada de la recta proyectiva tiene soporte
unipuntual. Una cuddrica no degenerada de la recta proyectiva tiene o bien un
soporte vacio o bien un soporte con eractamente dos puntos.

Demostracion: Tomando coordenadas homogéneas, una cuadrica de la recta
proyectiva estd dada por un polinomio no idénticamente nulo

aoo X3 + a1 X7 + 2a9; Xo X.

La cuédrica es degenerada si y sélo si la matriz simétrica (a;;) tiene determinante
cero, es decir agpai1 — a%l =0.

Supongamos primero que la cuddrica es degenerada. Si agg = a11 = 0, tendriamos
también ag; = 0 y el polinomio seria idénticamente nulo. Por tanto, salvo cambio
de orden y eligiendo un polinomio proporcional, podemos suponer que agy = 1.
Entonces, el polinomio se escribe

X02 + (1,(2)1X12 + 2@01XOX1 = (XO + 0,01X1)2.

El soporte tiene entonces el uinico punto [—ag1, 1].

Si la cuddrica es no degenerada y tiene soporte no vacio, podemos suponer,
salvo cambio de coordenadas homogéneas, que el punto [1,0] estd en el soporte.
Esto implica que agg = 0 y ademds tenemos ag; # 0, por ser no degenerada. El
polinomio queda

(@11 X1 + 2a01 X0)X;1.

El soporte estd formado por los dos puntos distintos [1,0] y [—a11, 2a01]- CQD.

Cénicas no degeneradas: (1) y (3). Conicas degeneradas: (2).

OBSERVACION 13. El vértice de una cuddrica siempre estd contenido en su
soporte. Esto no significa que sea el dnico subespacio proyectivo contenido en el
soporte. Piénsese, por ejemplo, en la cuadrica de IP’% dada por el polinomio

(X1 + Xo)(X1 — Xo)
cuyo soporte es la unién de las dos rectas X; = Xgy X1 = — X y cuyo vértice es el

punto [0,0,1]. Lo que si ocurre, es que el soporte es un “cono” sobre el vértice, de
ahi la denominacion de “vértice”, como mostramos en las siguientes proposiciones.



5. RANGO DE LAS CUADRICAS PROYECTIVAS. EL VERTICE DE UNA CUADRICA 93

PROPOSICION 12. Consideremos una cuddrica ¢ = [s] de P(V) y un subespacio
proyectivo K = P(W) tal que K ¢ Sop(c). Se tiene que

4) Vert(c) N K C Vert(c|x).

Demostracion: La aplicacion traspuesta V* — W* de la inclusion W C V es
suprayectiva y estd dada por

(a:V =k (alw: W = k).
En términos de aplicaciones adjuntas, obtenemos un diagrama conmutativo

adc: V. oo Vv
T !

ad w = W

slw +

Si ahora tomamos P = [w] € Vert(c)NK sabemos que ad¢(w) = 0, por consiguiente
adg),, (w) = 0 y entonces P € Vert(c|x). CQD.

La igualdad en la ecuacién 4 no siempre se cumple. Es precisamente la propie-
dad que nos servira para identificar espacios tangentes méas adelante. Por ejemplo,
consideremos la cénica no degenerada de P2 dada por el polinomio

X2+ X2 - X2

y la recta X5 = Xy. Tomando coordenadas homogéneas en esa recta de modo que
U([Yo, Y1,Y]) = [Yo, Y1], la restriccién de la cuddrica estd dada por el polinomio
Y2 y es, por tanto, degenerada: su vértice es el punto de coordenadas homogéneas
[1,0].
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K [1,0,1]

Sop(c)

Vert(c) N K =0;  Vert(c|x) = {[1,0,1]}

PRrROPOSICION 13. Consideremos una cuddrica ¢ de P(V), un subespacio pro-
yectivo L contenido en el vértice Vert(c) y un subespacio K complementario de L.
Se tienen las siguientes propiedades:

1. K ¢ Vert(c) y por tanto la restriccion c|x existe.

2. Vert(c|g) = K N Vert(c).

3. Si Sop(c|k) # 0, el soporte Sop(c) es la unidn de los subespacios L + P,
donde P recorre los puntos de Sop(c|k).

4. Si Sop(c|k) =0, entonces L = Vert(c) = Sop(c).

Demostracion: Escribamos L = P(S) y K = P(W). Como L y K son comple-
mentarios, tenemos que LNK =@y L+ K = P(V); esto es equivalente a decir que
se tiene una suma directa interna V = W @ S. Elijamos ¢ y o, formas cuadrética
y bilineal simétrica respectivamente, asociadas a la cuddrica c¢. Las observaciones
clave son que siv =w+s,v' =w' + s €V, con w,w’ € Wy s,s €S, tenemos

(5) ov,v) = o(w,w)+o(w,s)+ao(s,w)+o(s,s)=alww),
(6) s(v) = <s(w)+<(s) +20(w,s) =s(w).

Probemos la afirmacién (1). Sabemos que existe v = w + s con ¢(v) # 0,
dado que ¢ no es idénticamente nula; entonces ¢(w) # 0 y como consecuencia, la
restriccion ¢y : W — k no es idénticamente nula.

Para probar (2), basta ver que Vert(c|x) C K N Vert(c), en vista de la proposi-
ci6n anterior. Esto es lo mismo que probar que si w € W cumple que o(w,w’) =0
para todo w’ € W, entonces o(w,v’) = 0 para todo v' € V; escribamos v/ = w’ + ¢/,
tenemos que o(w,v’) = o(w,w’) y se concluye.

Probemos (3). Tomemos un punto @) = [v] € Sop(c) y escribamos v = w + s,
conweWyseS. Sean P=[w]€ Ky R=][s] € L. Como @ esta en la recta que
une P con R, tenemos que ) € P + L. Ahora, es suficiente ver que P € Sop(¢|x),
lo cual es cierto, dado que ¢(v) = 0 y entonces también ¢(w) = 0. Reciprocamente,
si@Q =[v] € P+ L, con P = [w] € Sop(c|k), podemos escribir v = w + s, donde
¢(w) = 0. Tenemos que ¢(v) = ¢(w) =0y asi P € Sop(c).

Finalmente, probemos (4). Si L # Vert(c), entonces tenemos que

Vert(¢|r) = K N Vert(c) # 0

y por consiguiente Sop(c|x) # (. Se sigue que L = Vert(c). Si existe un punto
P € Sop(c) \ L, podemos elegir un complementario K’ de L que lo contenga. Apli-
cando (3) a K, el subespacio P + L estd contenido en Sop(c). Por dimensionalidad,
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sabemos que K N (P + L) # 0. Dado que KN (P + L) C K NSop(c) = Sop(¢|k), se
sigue que Sop(c|x) es distinto del vacio. CQD.

SOp (C) = H1 UHQ

Si ahora hacemos L = Vert(c), obtenemos el siguiente corolario, que expresa la
estructura cénica de una cuadrica sobre su vértice:

COROLARIO 2. Consideremos una cuddrica ¢ y un subespacio proyectivo K de
P(V) que sea complementario del vértice Vert(c). La restriccidn ¢|x es una cuddrica
no degenerada de K y el soporte Sop(c) es la unidn de los subespacios P + Vert(c),
donde P € Sop(¢|k), entendiendo que Sop(c) = Vert(c) en el caso de que Sop(c|x)
sea vacto.

EJERCICIO 42. Dada una cuddrica ¢ de P(V'), demuéstrese que Sop(c) # Vert(c) si
y solo si existe un subespacio K C P(V') complementario de Vert(c) tal que Sop(c|x) # 0.
Pruébese que en este caso, para todo subespacio K C P(V) complementario de Vert(c) se
tiene que Sop(c|x) # 0.

6. Aplicacién de polaridad e hiperplanos polares

En esta seccién introduciremos la aplicacion de polaridad
me : P(V) \ Vert(c) — P(V*),

relativa a una cuddrica ¢ de P(V).

Seleccionemos una forma cuadréatica ¢ : V' — k (y su forma bilineal simétrica
asociada o : V x V — k) que represente la cuddrica ¢. Consideremos un punto P de
P(V) que no esté en el vértice Vert(c) y seleccionemos un representante vectorial
v de P, esto es P = [v]. Recordemos que la condicién necesaria y suficiente para
que P no esté en el vértice es que ad.(v) # 0, donde ad. : V' — V* es la aplica-
cién de adjuncién de ¢. Se define asi la aplicacion 7. de polaridad respecto de ¢, o
simplemente polaridad respecto de ¢, por

me(P) = [ads(v)] € P(V7), ¢ =[], P =[v],

para todo P € P(V) \ Vert(c). La definicién es consistente y no depende de la
seleccién de ¢, ni de la de v.
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En la interpretacion del espacio dual P(V*) como el espacio de hiperplanos de
P(V), tenemos que 7 (P) = P(W) C P(V), donde W = Ker(ad(v)). Asi, diremos
que 7 (P) es el hiperplano polar de P respecto de ¢, para cada punto P fuera del
vértice de c. Si el punto P estd en el soporte de la cuddrica (siempre fuera del
vértice), diremos que 7 (P) es el hiperplano tangente a ¢ en P. En el caso de que
¢ sea no degenerada, la aplicaciéon de adjuncién ad. es un isomorfismo, su nucleo es
el cero y por dimensionalidad es sobre. En esta situacion, la polaridad

me : P(V) = P(V™)
es la proyectividad inducida por ad..
OBSERVACION 14. Para todo P € P\ Vert(c), se tiene que Vert(¢) C 7 (P).

La observacion anterior queda precisada por la siguiente proposicion, en la que
se reduce el estudio de la polaridad al caso de cuddricas no degeneradas.

PROPOSICION 14. Sea ¢ una cuddrica de P(V) y K C P(V) un subespacio
complementario del vértice Vert(c). Dado un punto @Q € P(V)\ Vert(c), denotemos
por P el dnico punto de interseccion entre K y @Q + Vert(c). Se tiene que

Te(Q) = T (P) = 7|, (P) 4 Vert(c).

Demostracion: Supongamos que Vert(c) = P(S) y K = P(W). Seleccionemos
una forma cuadratica ¢ que represente ¢ y su forma bilineal simétrica asociada o.
Tenemos una descomposicién en suma directa V' = S+ W. Escribamos Q = [s +w],
la relacién indicada entre P y @, permite ver que P = [w]. Asimismo, en virtud de
las propiedades establecidas en las ecuaciones 5 y 6, tenemos que

adc(s + w) = ad (w),

lo cual ya prueba que 7. (Q) = 7.(P).
Consideremos ahora un punto Q' = [’ +w'] y sea P/ = [w'] € K. Si Q' estd en
7 (P) se tiene que o(w, s’ +w’) = 0; dado que o(w, s’ + w') = o(w,w’), vemos que
P’ estd en 7|k (P) y por tanto tenemos
Q' € P'+ Vert(c) C m|, (P) + Vert(c).

Reciprocamente, si Q" € 7|, (P) + Vert(c), se tiene que Q" = [s' + w'], donde
o(w',w) =0. Como o(s" +w',w) = o(w',w), concluimos que Q' € m.(P). CQD.

Te|k (P)
/
K
P
Q
Sop(c) m(P)

Vert(c) Vert(c)
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Como consecuencia, para averiguar quién es el hiperplano polar de un punto @
fuera del vértice Vert(c), es suficiente seleccionar un espacio complementario K de
Vert(c) y calcular el hiperplano polar en K del punto (Q + Vert(c)) N K respecto
de la cuddrica restriccién c|x, que es no degenerada.

OBSERVACION 15. (Ecuaciones del hiperplano polar). Consideremos una cuddri-
ca ¢ y una referencia R en un espacio proyectivo P(V') de dimensién n. Recordemos
que U : P(V) — P} es la proyectividad de coordenadas homogéneas y que 9z es
la descripcién en coordenadas homogéneas de las cuadricas dada por la referencia
R, véase la ecuacién 3. Escribamos ¢ = Yz (c). Sabemos que

Vert(c) = W' (Vert(c))

y que las aplicaciones de polaridad satisfacen que Hp = \117_%1 (Hp), para todo punto
P e P(V)\ Vert(c), con P = U (P)y donde Hp, Hp son el hiperplano polar de P

relativo a ¢, respectivamente de P relativo a ¢.

Asi pues, para expresar el hiperplano polar Hp de P en coordenadas ho-
mogéneas, tenemos que describir el hiperplano polar Hp de P respecto de ¢. Su-
pongamos que ¢ estd representada por la matriz simétrica A = (ay;) y que

P=[\= Mo, A1, Al
Tenemos que Hp = P(W), donde W C k"1 es el nticleo de la aplicacién lineal
(1‘0, T1y.-- ,l‘n) — ()\0, /\1, ey /\n)A(xo, Tlyen- ,Jtn)t.

Escribiendo el producto matricial (A, A1, - .., An) A = (o, f11, - - -, o), Una ecuacién
de el hiperplano polar Hp esta dada por

poXo + 1 Xy + -+ pp X, =0.

EJERCICIO 43. Consideremos una cuddrica ¢ de P(V). Demuéstrese que la imagen
de la aplicacién de polaridad m. : P(V') \ Vert(c) — P(V™*) consiste en los hiperplanos de
P(V) que contienen el vértice Vert(c).

EJERCICIO 44. Consideremos una cuddrica ¢ de P(V), y dos puntos P,Q que no
estén en el vértice Vert(c). Demuéstrese que

Qe n(P)< Pen(Q).

7. Hiperplanos tangentes de cuadricas no degeneradas

La proposicién 14 permite reducir el estudio de la aplicacion de polaridad al
caso de cuddricas no degeneradas. Aqui nos restringiremos a lo concerniente a los
hiperplanos tangentes.

PROPOSICION 15. Sea ¢ una cuddrica no degenerada de P(V)). Dados un punto
P y su hiperplano polar H = w(P), son equivalentes:
1. P € Sop(c). Es decir, tenemos que H es el hiperplano tangente a ¢ en P.
2. PeH.
3. La restriccion ¢|g de ¢ a H es una cuddrica degenerada de H.
4.

Vert(c|g) = {P}.
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Demostracion: Seleccionemos una forma cuadratica ¢ que represente ¢ y su
forma bilineal simétrica asociada o. Escribamos P = [v] y H = P(W). Sabemos
que W es el nicleo de ad¢(v), esto es W = {w € V; o(v,w) = 0}.

Veamos que (1) es equivalente a (2). Tenemos que P € Sop(c) si y solo si
o(v,v) =0, lo que es equivalente a decir que v € W, esto es P € H.

Veamos que (2) implica (3). Como H ¢ Sop(c), la restriccién ¢|y existe; com-
probemos ahora que Vert(c|p) # 0. Como P € H, tenemos que v € W y dado que
o(v,w) =0 para todo w € W, se tiene que P € Vert(c|z) y concluimos.

Veamos que (3) implica (2). Sabemos que existe un vector no nulo wy € W tal
que Q = [wo] € H estd en el vértice de c|g. Es decir, se tiene que

o(wp,w) =0,

para todo w € W. Esto implica que 7.(Q) = H. Como 7. es una biyeccién, tenemos
que Q = P y por tanto P € H. De este modo, se ve también que (3) implica (4).
Finalmente (4) implica (3), ya que Vert(c|g) = {P} # 0. CQD.

Considerando las afirmaciones opuestas, tenemos el corolario siguiente:

COROLARIO 3. Sea ¢ una cuddrica no degenerada de P(V'). Dados un punto
P e P(V) y su hiperplano polar H = 7 .(P), son equivalentes:
1. P ¢ Sop(c).
2. P¢ H.
3. La restriccion c|g de ¢ a H es una cuddrica no degenerada de H.

Sop(c)

{P} = Vert(c|g) = Sop(c|n) {P}= Vert(c|g) C Sop(c|x)

OBSERVACION 16. Cuando tratamos con cuddricas degeneradas, podemos pen-
sar en ellas geométricamente como un cono construido sobre una cuadrica no dege-
nerada en dimensién menor. Esto es asi al tratar con el soporte, también se puede
hacer un estudio mdas abstracto, que omitiremos por falta material de tiempo en
este curso.
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EJERCICIO 45. Sea F(Xo, X1,...,,Xn) € k[Xo, X1,..., X,] un polinomio homogéneo
de grado dos asociado a una cuddrica ¢ de Pj;. Demuéstrese que un punto P = [a] estd en
el vértice Vert(c) si y solo si

oF
0X

Pruébese asimismo que si P no esta en el vértice, una ecuacién del hiperplano polar de P
respecto de ¢ estd dada por

(a)=0, i=0,1,...,n.

", OF
X,

=0

EJERCICIO 46. Consideremos un espacio proyectivo complejo P(V) y una cuddrica
no degenerada ¢ sobre él. Tomemos un punto P que no esté en el soporte de ¢. Pruébese que
el hiperplano polar 7.(P) es el lugar geométrico de los cuartos arménicos de P respecto
de la interseccion con el soporte de las rectas que pasan por P.

8. Polaridad respecto de una cuadrica no degenerada

Consideremos una cuddrica no degenerada ¢ del espacio proyectivo P(V'). En
esta secciéon ampliaremos la definicién de polaridad, de modo que podamos asociar
a cada subespacio K de P(V') su subespacio polar K¢ respecto de la cuadrica, donde
K¢ estd dentro del mismo espacio ambiente P(V).

Fijemos una forma cuadratica ¢ que represente ¢ y su correspondiente forma
bilineal simétrica asociada o. Dado un subespacio proyectivo K = P(W) de P(V)
definimos el subespacio polar K¢ de K respecto de ¢ como K¢ =P(W*¢), donde

W< ={veV; adc(w)(v) =0, para todow € W} = ﬂ Ker(ad (w)).
weW

Dicho de otro modo, tenemos que
W ={veV; o(w,v) =0, para todo w € W}.

El subespacio W* C V, que también denotaremos W? = W*, se denomina usual-
mente subespacio ortogonal de W respecto de la forma cuadrdtica ¢, o también
respecto de la forma bilineal simétrica o. En términos proyectivos K¢ esta dado por
la férmula:
K= [ me(P).
PeK

Por construccién, para todo P € P(V) tenemos que { P} coincide con el hiperplano
polar 7.(P). De este modo, estamos ampliando el concepto de hiperplano polar de
un punto a cualquier subespacio.

OBSERVACION 17. 1 Nétese que K¢ C P(V), mientras que K+ C P(V*), donde
K+ denota el subespacio dual-ortogonal de K.

LEMA 6. Dado cualquier subespacio K = P(W) del espacio proyectivo P(V),
se tiene que dimy W*° = dimy V' — dimy, W, y por consiguiente

dim K¢ = dimP(V) — dim K — 1.

Demostracion: Basta hacer la demostracion para el espacio ambiente P}, Sean
A = (ajj) lamatrizdesy f7 = (f3, fi,..., f1) € k"1, =0,1,...,d, los elementos



100 2. CONICAS Y CUADRICAS.

de una base de W C k™*1. Entonces W* estd dado por las soluciones de

| X
g’ =0,

donde g7 = f/A. Como A es una matriz inversible, se trata de un sistema lineal de
ecuaciones homogéneas de rango d + 1 y por consiguiente el espacio de soluciones
tiene dimensién n — d. CcQD.

Vamos a interpretar la polaridad relativa a ¢ en términos de la dualidad y
del isomorfismo de adjuncién adc : V' — V*. Denotemos por A la aplicacién de
polaridad, esto es

A* : {subespacios de P(V)} — {subespacios de P(V)}

estd dada por K — K¢ = A°(K). Pretendemos comprobar que A€ es un antiiso-
morfismo de reticulos al mismo tiempo que lo relacionamos con la dualidad.

Recordemos que el isomorfismo de adjuncién ad. : V' — V*, asi como el iso-
morfismo natural v : V — V** inducen sendos isomorfismos de reticulos

Rad, : {subespacios de P(V)} — {subespacios de P(V*)}
R, : {subespacios de P(V)} — {subespacios de P(V**)}.
Por otro lado tenemos los antiisomorfismos de reticulos de dual-ortogonalidad
Ay : {subespacios de P(V)} — {subespacios de P(V*)}
Ay~ : {subespacios de P(V*)} — {subespacios de P(V**)}.
La siguiente proposicion relaciona polaridad y dual-ortogonalidad:

PROPOSICION 16. Se tiene que A = R, o Ay~ o Raqc. En particular A es
un antiisomorfismo de reticulos.

Demostracion: Basta probar que R, o A® = Ay« o Raq., componiendo por la
izquierda con R,. Sea K = P(WW) un subespacio de P(V'). Tenemos que

AYK) =P(W*);  R,(P(W*)) =P(v(W*)).
Raa. (K) =Pladc(W)); A+ (P(ade(W))) =P (ad(W)™*) .
Asi pues, basta ver que v(W¢) = ad (W)=, como subespacios de V**. Sabemos
que tienen la misma dimensién, igual a dimy V' — dimy W y por tanto, es suficiente
probar que v(W¢) C ad.(W)*. Tomemos un elemento s € v(W<) C V**, queremos
ver que s € ad (W)L. Sabemos que s = v(v) con v € W* y, en particular, se tiene

que o(v,w) = 0 para todo w € W. Como todo elemento de ad (W) es de la forma
o(_,w), con w € W, es suficiente probar que

s(o(-,w)) =0, paratodow € W.
Concluimos, dado que s (o(-,w)) = v(v) (¢(-,w)) = o(v,w) = 0. CQD.

COROLARIO 4. Consideremos una cuddrica no degenerada ¢ del espacio pro-
yectivo P(V'). Dados subespacios K1 y Ko de P(V), se tiene:

Ky CKy & KIDKS, (Ki+ K =K{nKS, (KiNKy) =K+ KS.
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Ademds, la aplicacion de polaridad es autoinversa, es decir, (K¢)¢ = K, para todo
subespacio K de P(V).

Demostracion: La primera parte es consecuencia directa de la proposicién pre-
cedente. Para demostrar la segunda parte, y recordando que

dim K¢ = dimP(V) — dim K — 1,

basta probar que K C (K¢)¢. Esto es lo mismo que ver que W C (W¢)°, donde
K =P(W) y ¢ = [¢]. Tomemos w € W, sabemos que w € (W*)* si y solamente si
se cumple que

o(w,v) =0, para todov € W*,

pero esta ultima propiedad se cumple por definicién de los elementos de We. CQD.

EJERCICIO 47. Consideremos un espacio proyectivo complejo P(V), una cuéddrica
no degenerada ¢ sobre él y una recta ¢ tal que la restriccién de ¢ a £ es no degenerada.
Pruébese que para cualquier punto P € ¢, el hiperplano polar 7.(P) no contiene £ y por
tanto define un punto ®(P) = £Nw(P). Muéstrese ademds que ® define una proyectividad
de £ en £, con exactamente dos puntos fijos y que es una involucién (®? = ®).

9. Coébnicas no degeneradas. Polaridad y racionalidad

En esta secciéon recogemos resultados relativos a cénicas no degeneradas, su
soporte, la polaridad y la racionalidad.

Consideremos un plano proyectivo P(V') y una cénica no degenerada ¢ sobre
él. Las siguientes observaciones son consecuencia directa del antiisomorfismo de
reticulos dado por la polaridad:

1. Las rectas polares de una familia de puntos alineados son concurrentes.
Reciprocamente, los polos de las rectas de una familia de rectas concurren-
tes estan alineados.

2. Si un punto P estd en la polar de otro punto @, entonces la polar de @
pasa por P.

3. Consideremos una recta r y cuatro puntos A, B,C, D de r que forman una
cuaterna arménica. Las rectas polares a, b, c,d de A, B, C, D son concurren-
tes en el polo R de r y forman cuaterna arménica. Recordemos que esto
ultimo significa que si tomamos otra recta t que no pase por R, los puntos
de corte A’, B’,C", D’ de a, b, c,d con t forman una cuaterna armonica.

P

O\

Sop(c)
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PROPOSICION 17. Consideremos una cénica no degenerada ¢ del plano proyec-
tivo P(V) y dos puntos distintos P,Q € P(V). Las rectas polares m.(P) y m(Q)
son distintas y ademds la recta P + Q es la recta polar del punto de interseccion
R= 7Tc(P) N WC(Q)'

Demostracion: Caso particular de las propiedades generales de la polaridad
asociada a una cuadrica no degenerada. CcQD.

La interseccién de dos tangentes a una cénica da el polo de la recta que une los
puntos de tangencia y reciprocamente:

COROLARIO 5. Consideremos una conica no degenerada ¢ del plano proyectivo
P(V) y dos puntos distintos P,Q € Sop(c). Las rectas tangentes w.(P) y 7(Q)
son distintas y ademds la recta P + Q) es la recta polar del punto de interseccion

R=n(P)N7.(Q).
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En los siguientes resultados, el segundo de los cuales corresponde a la “pro-
yeccion estereogréafica”’, mostramos que las cénicas no vacias tienen “suficientes”
puntos, identificando su soporte con una recta proyectiva: se alude a este hecho
diciendo que las conicas no degeneradas y no vacias son “racionales”.

PROPOSICION 18. Sea ¢ una cdnica no degenerada del plano proyectivo P(V).
Supongamos que el soporte Sop(c) es no vacio, seleccionemos un punto P € Sop(c)
y consideremos su recta tangente £ = w (P). Existe una biyeccion

Sop(¢c) \ {P} <+ £\ {P}
dada por @Q — w (Q) N L.

Demostracion: Dado que 7. es una biyeccién, para todo @ € Sop(c) \ {P} se
tiene 7 (Q) # £ y por tanto Rg = 7(Q) N ¢ es un punto de .

Veamos ahora que Rg # P. Si no fuera asi, tendriamos que 7.(Q) = P+ Q y
entonces la restriccién de ¢ a 7. (Q) no serfa degenerada. Asf pues, la aplicacién

Sop(c) \ {P} = £\ {P}
dada por @ — Rg = 7 (Q) N £ estd bien definida. Construyamos su inversa para
probar que es una biyeccién. Consideremos un punto R € ¢\ {P}, la recta polar
m.(R) de R pasa por P. Como { tiene P como tinico punto del soporte de ¢, entonces
R no estd en el soporte de la cénica, por consiguiente la restriccién de ¢ a w (R)
es no degenerada; asi, debe existir un punto Qg € m.(R) N Sop(c) con Qr # P. La
recta tangente a Qr pasa por R; se sigue que la aplicacién inversa estd dada por
R— Qg. CcQD.
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PROPOSICION 19 (Proyeccién estereogréfica). Sea ¢ una cénica no degenerada
del plano proyectivo P(V'). Supongamos que el soporte Sop(c) es no vacio y seleccio-
nemos un punto P € Sop(c). Consideremos una recta £ que no pasa por P. Existe
una biyeccion

Sop(c) \ {P} = ¢\ { N7 (P)
dada por Q — Rg = (P + Q) N4, que se amplia hasta una biyeccion
Stc(P; ) : Sop(c) — ¢,
asociando LN (P) al punto P.

Demostracion: Sea (Q un punto del soporte distinto de P, la recta r = P+ Q es
distinta de la recta tangente 7.(P), ya que contiene dos puntos del soporte de ¢ y,
en particular, la restriccién c|, es no degenerada. Por tanto, la aplicacién @ — Rq
del enunciado estd bien definida. Es una aplicacion inyectiva, pues una cuddrica
no degenerada y no vacia de una recta tiene exactamente dos puntos; en efecto, si
hubiera una pareja de puntos distintos Q1 y @2 con la misma imagen, tendriamos
que P,Q1 y Q- estarian alineados segun la recta

r=P+Q =P+Q,=P+R, R=Rq, =Rq,,

asi, los tres serfan puntos del soporte de la ciadrica no degenerada c|,., absurdo.
Finalmente, la aplicacion es sobre, pues toda recta que pase por P distinta de la
recta tangente 7 (P) corta el soporte de ¢ en otro punto més; asi, dado un punto
R de £\ £N7(P), larecta P+ R es igual a una recta P + @, donde @Q estd en el
soporte, y tenemos que

R=(P+R)N{=(P+Q)N{=Rg.

Si ahora asignamos a P el punto 7 (P) N ¢, obtenemos la biyeccién deseada. CQD.

La aplicacién St (P;¢) se llama proyeccion estereogrifica de ¢ sobre ¢ desde P.
Es util para dotar de “estructura de recta proyectiva” al soporte, cuando este sea
no vacio, de una cénica no degenerada, de acuerdo con la siguiente proposicién:

PROPOSICION 20. Sea ¢ una cénica no degenerada del plano proyectivo P(V),
consideremos dos puntos P,Q del soporte y una recta £ que no pasa por P ni por
Q. La biyeccion

Ste(Q;€) oSt (P; )™t il — ¢
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es una proyectividad.

Demostracion: Recuérdese que Rad(P;P(V)) es la recta del espacio dual P(V*)
cuyos elementos son las rectas de P(V') que pasan por P. Ademds sabemos que la
aplicacion

¢ — Rad(P;P(V)), Q@+~ P+Q,
es una proyectividad. Asf pues, es suficiente probar que la biyeccién

& : Rad(P; P(V)) — Rad(Q; P(V))

dada por ®(r) = Q + P,, donde {P,, P} = r N Sop(c) es una proyectividad.
Podemos suponer que P = [0,0,1] y @ = [0,1,0] en una referencia adecuada,

siendo A = (@;;)o<i,j<2 una matriz que representa la cénica. Como Py () estan en

el soporte, tenemos que ags = ;1 = 0 y asi la cénica estd dada por el polinomio

00 Xg 4 2(01 X0 X1 + apeXo X2 + a1 X1 Xo).

La condicién de que la cuddrica sea no degenerada es que aggaie — 2a91092 # 0.
Escribamos las rectas que pasan por P en coordenadas homogéneas [A, u| de la
forma

Tapu = (AXo — puX; =0),
y las que pasan por @, con coordenadas homogéneas [y, ], de la forma

Sy6 = (7Xo+0X2 =0).
Necesitamos ver que la biyeccién [\, p] — [, 6] definida por ®(ry ) = s,,5 €s una
proyectividad. Tenemos que describir [v,d] en términos de [A, p]. Calculemos en

primer lugar P, donde r = ry , cuando p # 0 y por consiguiente P, ¢ (X, = 0).
Se trata de un punto P, = [1,\/u, b] tal que

ago + 2(0&01/\//1 + agob + algb)\/,u) =0.

Es decir, tenemos que
Qpoft + 2001 A
2(0(02/J + Oéu)\) '
Calculemos ahora la recta Q + P, = (vXo + 0 X2 = 0), tiene que cumplirse

b=—

v _apop + 20012

1) - 2(0&02#+0[12A).
Noétese que [A, u] — [agop + 2001 A, 2(apape + a12A)] define una proyectividad, pues
sabemos que agga2 —2ap1 g2 # 0. Esta proyectividad cumple los requisitos, incluso
para el caso u = 0. CQD.
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Gracias a la proposicién anterior adquieren sentido expresiones como “cuatro
puntos del soporte de una cuddrica que estén en cuaterna arménica” y todas las
que sean trasladables a una recta proyectiva ¢ mediante proyeccion estereogréfica e
invariantes por proyectividades.

EJERCICIO 48. Sea ¢ una cénica no degenerada sobre un plano proyectivo P(V) y
R un punto que no esté en el soporte de ¢. Consideremos la aplicacién del haz de rectas
Rad(R) que pasan por R en s{ mismo, dada como sigue. A cada recta ¢ que pasa por
R, le hacemos corresponder la recta que une R con el polo de £. Demuéstrese que esta
aplicacién estd bien definida, es una proyectividad involutiva y determinense sus puntos
fijos, si existen.

EJERCICIO 49. Consideremos cuatro puntos Py, Pi, P2, P3 de un plano proyectivo,
que forman una referencia, y los tres vértices formados por las intersecciones de los pares
de rectas que unen puntos P;, i = 0,1, 2, 3. Demuéstrese que la recta que une dos de estos
vértices es la polar del tercer vértice con respecto de cualquier cénica no degenerada que
pase por Po, P1, Ps, Ps.

EJERCICIO 50. (Teorema de Pascal) Las parejas de lados opuestos de un hexdgono
inscrito en una cénica no degenerada se cortan en puntos alineados.

EJERCICIO 51. (Teorema de Brianchon) Las tres diagonales de un hexdgono circuns-
crito a una cénica no degenerada son concurrentes.

10. Clasificacion proyectiva de las cuadricas

La clasificacién proyectiva de las cuddricas consiste en determinar en qué con-
diciones dos cuddricas proyectivas son proyectivamente equivalentes, es decir, se
pueden llevar una en otra por una proyectividad.

Esto se hara de dos modos posibles. En primer lugar la descripciéon de invarian-
tes, es decir, caracteristicas comunes a cuadricas proyectivamente equivalentes. En
esta direccién, lo 6ptimo es encontrar un sistema completo de invariantes, es decir
una coleccién de caracteristicas de modo que dos cuddricas con los mismos inva-
riantes sean proyectivamente equivalentes y reciprocamente. Una segunda manera
es dar una lista de formas normales, esto es cuddricas especificas, no equivalentes
entre si y tales que toda cuadrica sea equivalente a una de ellas.

No daremos una clasificaciéon completa sobre cualquier cuerpo base, aunque si
lo haremos para el caso de un cuerpo base algebraicamente cerrado y del cuerpo de
los ntimeros reales.

El invariante obvio es la dimension del espacio proyectivo ambiente. Un segundo
invariante es el rango de una cuddrica: vedmoslo. Tomemos una cuddrica ¢ de P(V)
y consideremos una proyectividad ® : P(V) — P(V’). Queremos ver que el rango
de P¢(c) es el mismo que el de ¢. Tomemos un isomorfismo vectorial ¢ : V. — V’
asociado a ® y una forma cuadratica ¢ : V' — k que represente ¢, entonces

cogp LV >k
es una forma cuadratica que representa ¥ (c). La aplicacién de adjuncién ad o1
relativa a ¢ o &1 estd dada por
adeog-1 = (61t oad, op™t,

que tiene el mismo rango que ad..
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El resultado méas notable de cara a clasificar las cuddricas proyectivas es el
Teorema de Gram:

TEOREMA 7 (Gram). Consideremos una forma cuadrdtica ¢ sobre V y su forma
bilineal simétrica asociada o. Eziste una base § = {eg,e1,...,e,} de V ortogonal
para o, es decir tal que o(e;,e;) =0, para todo i # j.

Demostracién: (Repaso de dlgebra bilineal) Si ¢ es idénticamente nula, también lo es o y el resul-
tado es evidente. Supongamos que ¢ no es idénticamente nula y por tanto existe un vector v € V con
s(v) # 0. Elijamos una base {fo, f1,..., fn} de V tal que fo = v. Consideremos eg = fo y sea

ol€o, Ji .
e;:fi—i( 0 fl)eo, i =1,2,...,n.
<(eo)

Entonces o’(eo,e;) = 0, para ¢ = 1,2,...,n. Se concluye que ep es ortogonal a todos los vectores
del subespacio vectorial W C V generado por e}, es,. .., e’n. Ahora consideramos la restriccién ¢|w
de la forma cuadréatica ¢ a W. Trabajando por induccién sobre la dimensién del espacio ambiente V,
podemos suponer que existe una base ej,ea,...,e, de W formada por vectores ortogonales dos a dos

para o|w xw. La base eg, e1,...,e, de V cumple con la propiedad requerida. CcQD.

Como corolario, concluimos que dada una cuddrica ¢ de P(V') existe una refe-
rencia proyectiva R de P(V') tal que 9% (c) es una cuddrica de P} representada por
una recta [A] de matrices diagonales, es decir, con

a 0 - 0 0
0 a1 -- 0 0
A=
0 0 - ap-1 O
0 o - 0 Qn
El rango de c es el cardinal del conjunto de indices i € {0,1,...,n} tales que a; # 0.

El siguiente teorema tiene como consecuencia inmediata que el rango describe
completamente las clases de equivalencia proyectiva de las cuddricas, en espacios
de dimensioén fija, sobre un cuerpo algebaicamente cerrado, por ejemplo el cuerpo
de los niimeros complejos:

TEOREMA 8. Consideremos una cuddrica ¢ de P(V') de rango r y supongamos
que el cuerpo base k es algebraicamente cerrado. Existe una referencia proyectiva
R de P(V) tal que la cuddrica Or(c) estd representada por una matriz diagonal de

la forma
L. |0
A= ()

donde I, es la matriz identidad r X r.

Demostracion: En términos vectoriales, elijamos una forma cuadratica ¢ que
represente ¢ y su forma bilineal simétrica asociada o. Consideremos una base

{eh, €1, €}
de V en la que o tenga matriz diagonal, con ¢(e}) = a;. Cambiando eventualmente
el orden de los elementos de la base, supondremos ademas que

Qr =Qpya =" =05, =0
y que «; # 0, parai=0,1,...,7 — 1. Como k es algebraicamente cerrado, existen
escalares y; # 0 tales que pu? = «;, para i = 0,1,...,7 — 1. Definamos e; = e./u;
parai=0,1,...,r—1ye; =€, parai=r,r+1,...,n. La base {eg,e1,...,e,} da

una matriz diagonal para ¢ de unos y ceros, como se desea. CQD.
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La clasificaciéon completa en el caso de k = R se basa en el teorema de inercia
de Steiner:

TEOREMA 9 (Teorema de inercia de Steiner). Consideremos una forma cuadrd-
tica real ¢ : V — R y su forma bilineal simétrica asociada o : V x V — R. Existe
una base = {eg,e1,...,e,} de V de vectores ortogonales dos a dos para o y una
descomposicion de n+1 como suma de tres nimeros enteros no negativos pg,ng, cg
tal que

s(e;)=1, paratodoi=0,1,...,ps— 1,
§(€i)=—1, para todoizp@,p5+1,...,p5+n5—17
¢(e;) =0,  paratodoi=pg+ngpsg+ng+1,...,n

Ademds, si 3 es otra base con las propiedades anteriores, se tiene

Ps =pp, Mg =ng, Cg = Cpr

Demostracidn: (Repaso de &dlgebra bilineal) La existencia de una base 8 con las propiedades re-
queridas, se comprueba como en el teorema anterior, observando que la raiz cuadrada de un ndmero
real existe si es positivo, de modo que si ¢(e}) < 0, substituyendo e} por e; = €} /u, donde u? = —(e})
se tiene ¢(e;) = —1. La unicidad es un poco més complicada y es el contenido cldsico del teorema de
inercia de Steiner. Nétese que para cualquier base 8 con las propiedades del enunciado, se tiene que
cg =n+1—1r =, donde r es el rango de ¢; en particular, dado que pg + ng = r, basta probar que
ps = pg/ para dos bases cualesquiera con las propiedades requeridas. Elijamos ahora una de estas bases
B para la cual el niimero pg sea maximo y denotemos p = pg. Obsérvese que esto implica en particular
que la restriccién ¢|w de ¢ al subespacio W de V generado por eg, e1,...,e,_1 es definida positiva. Es
decir, para cualquier vector no nulo v € W tenemos que s(v) > 0. Tomemos otra de estas bases 8’ y
escribamos p’ = pgr- Sabemos que p’ < p, se trata pues de probar que p’ > p. Supongamos por reduccién
al absurdo que p’ < p y denotemos por W' el subespacio generado por ey, e, .. ., e;,_l. Consideremos
su ortogonal W' respecto de la forma bilineal . Esto es

W' ={veV; o(v,w)=0, para todo w’ € W'}.
’
Un vector v = Zf=51 Aieli + P Aie) estd en W’ siy sélo si tenemos que
olef,v) =X =0, i=0,1,...,p —1.

Es decir W’7 es el subespacio generado por los vectores e’ ,,e’, e/, cuya dimensién es igual a
»’? "p n

FEEERER)
n 4+ 1 — p’. Por otro lado, para cada vector v = Z?:p, Meg € W’'7, tenemos que

s0) =<(3 el = —(3° A% <o,

i=p’
Dado que la dimensién de W es igual a p, necesariamente se tiene que
dmWnNnWw'? >p+(n+1—-p)—n+1)=p—p >1
y por consiguiente, existe un vector no nulo v € W N W’?. Ahora bien, debe ocurrir que
c(v) >0y <(v) <0,

lo cual evidentemente es una contradiccién. CQD.

Definimos la signatura proyectiva de una forma cuadratica real ¢ : V' — R por
Psig(s) = [pg — ngl € Z>o,

donde 3 es una base de V' cumpliendo las condiciones del teorema de inercia. Dada
una cuddrica real ¢ € P(Q(V)) y dos representantes ¢, <’ de ¢, se tiene

Psig(c) = Psig(<’),

lo que nos permite definir de manera evidente la signatura proyectiva Psig(c) de una
cuadrica proyectiva real ¢ como la de cualquiera de las formas cuadraticas que la
representan.
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La clasificacién completa de cuadricas reales proyectivas queda enunciada en el
siguiente teorema, que es un corolario de los resultados anteriores:

TEOREMA 10. Sean ¢ € P(Q(V)) y ¢/ € P(Q(V")) cuddricas sobre espacios
proyectivos reales P(V) y P(V') de la misma dimensién. Son equivalentes:
1. Existe una proyectividad ® : P(V) = P(V’) tal que ¢’ = 94 (c).
2. Las cuddricas ¢ y ¢’ tienen el mismo rango y la misma signatura proyectiva.

11. Cudadricas y cénicas reales

En esta seccién aplicaremos los resultados anteriores para dar una descripcion
répida de las cuddricas sobre P4 (cénicas reales) y sobre P3.

11.1. Conicas reales proyectivas. Las cdnicas reales tienen los posibles
rangos 1,2, 3 y, como sabemos, el vértice tiene dimensién igual a 2 —r, donde r es el
rango. En particular, las de rango 3 son las no degeneradas, cuyo vértice es vacio.

Las de rango 1 son las mas degeneradas, su signatura proyectiva es igual a 1
y son todas proyectivamente equivalentes a la cénica de polinomio XZ. El vértice
coincide con el soporte y es una recta. Se dice que esta conica es una “recta doble”.

El vértice de las cénicas de rango 2 es un punto. Hay dos tipos, las de signatura
proyectiva igual a 2 y las de signatura proyectiva igual a 0:

= Las de signatura proyectiva igual a 2 son proyectivamente equivalentes a
la cénica de polinomio X2 + X?Z. El soporte coincide con el vértice. En el
caso de la cénica dada por Xg + X%, el vértice es el punto [0,0, 1].

= Las de signatura proyectiva igual a 0 son proyectivamente equivalentes a la
cénica de polinomio X2 — X?Z. El soporte es la unién de dos rectas distintas
que se cortan en el vértice. En el caso de la cénica de polinomio X2 — X2,
el soporte es la unién de las rectas Xg — X7 = 0y Xo + X; = 0, que se
cortan en el punto [0, 0, 1].

En la siguiente figura representamos las cénicas reales degeneradas:

14
¢ . - 1
s S
P 0
Rango(c) = 1 Rango(c) = 2 Rar}go(c) =2
Psig(c) = 2 Psig(c) =0

Las cénicas no degeneradas, de rango maximo igual a 3, tienen vértice vacio y
las posibles signaturas proyectivas 3 y 1:

= Las de signatura proyectiva 3 son proyectivamente equivalentes a la cénica
de polinomio X2 + X? + X2. Tienen soporte vacio y se suele hablar de la

“cénica vacia”.
= Las de signatura proyectiva 1 son proyectivamente equivalentes a la cénica
de polinomio X2 — X7 — X2. Tienen soporte no vacio y se les llama “elipses
proyectivas”. Obsérvese que la cénica dada por XZ — X7 — X2 no corta la
recta Xy = 0y en el espacio afin complementario de Xy = 0, de coordenadas
r = X1/Xo,y = X2/ X, el soporte tiene la conocida ecuacién x? +y2 = 1.
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————

2 RN Sop(c)
| )
. U7
Rango(c) =3 Rango(c) =3
Psig(c) =3 Psig(c) =1

11.2. Cuddricas reales. Las cuadricas de P3 tienen los posibles rangos 1,
2, 3 6 4 y, como sabemos, el vértice tiene dimensién igual a 3 — r, donde r es el
rango. En particular las de rango 4 son las no degeneradas, cuyo vértice es vacio.

Las de rango 1 son las mas degeneradas, son proyectivamente equivalentes a la
cuédrica de polinomio Xg&. Su soporte coincide con el vértice y es un plano. Se dice
que estas cuddricas son “planos dobles”.

Las cuadricas de rango 2 tienen dos posibles signaturas proyectivas: 2 y 0. Las de
signatura proyectiva 2 son proyectivamente equivalentes a la de polinomio X@ + X?%;
el soporte coincide con el vértice, que es una recta. Las de signatura proyectiva 0
son proyectivamente equivalentes a la de polinomio X2 — X?%; el soporte es la unién
de dos planos distintos, cuya interseccién es la recta que define el vértice.

Las cuadricas de rango 3 tienen las mismas posibles signaturas proyectivas que
las cénicas no degeneradas, esto es 3 y 1 y su vértice es un punto. Son proyectiva-
mente equivalentes a las de polinomios

Xg+X12+X22a X37X127X227

respectivamente. En ambas el vértice es el punto [0, 0, 0, 1]. El soporte de la primera
coincide con el vértice, mientras que el soporte de la segunda es un cono desde el
vértice con directriz el soporte (no vacio) de la cénica no degenerada inducida por
restriccién a un plano que no contenga el vértice.

En la siguiente figura representamos las cuddricas degeneradas de P3:

)=2
0

i)

Rango(c) =1 Rango(c) = 2 Rango(
Psig(c) = 2 Psig(c

s
Il

Rango(c) = 3 Rango(
Psig(c) = 3 Psig(c

o

)=3

Nas
I
—_
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Las cuadricas de rango 4, o no degeneradas, tienen tres posibles signaturas
proyectivas: 4, 2 y O:

= Las de signatura proyectiva 4 son “cuddricas vacias”, proyectivamente equi-
valentes a la de polinomio X¢ + X{ + X3 + X3. No tienen soporte.

= Las de signatura proyectiva 2 son proyectivamente equivalentes a la de
polinomio

X2 - X} - X3 - X3

La restriccion a un plano de esta cuadrica es o bien no degenerada, o bien
la coénica formada por un tnico punto. En particular, esta cuddrica no
contiene rectas en su soporte. Se llama “elipsoide proyectivo”. Nétese que
el soporte no corta el plano Xy = 0 y en el espacio afin complementario de
este plano, tiene la conocida ecuacién z2 + y? + 22 = 1.

= Las de signatura proyectiva 0 son proyectivamente equivalentes a la de
polinomio

X2+ X? - X3 - X3

La restriccién a un plano no tangente de esta cuddrica, siempre es una
elipse proyectiva; en particular, el soporte corta cualquier plano. Cuando
el plano es tangente, es la unién de dos rectas. De este modo, vemos que el
soporte de la cuddrica es unién de rectas, de hecho por cada punto pasan
dos rectas contenidas en el soporte, correspondientes a su intersecciéon con
el plano tangente en el punto. Se llama “hiperboloide proyectivo”.

Sop(c)

Rango(c) =4
Psig(c) = 2

12. Cudadricas afines. Principios generales de clasificacién

Desde el punto de vista proyectivo, una cuddrica afin de P(V') se define como
una pareja (¢, H), donde ¢ es una cuddrica de P(V) y H un hiperplano de P(V),
que suele denominarse hiperplano del infinito para la cuddrica afin. Diremos que dos
cuddricas afines (¢, H) y (¢/, H') de P(V') y P(V'), respectivamente, son equivalentes
si y sélo si existe una proyectividad

®:P(V) = P(V)
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tal que ¥o(c) = ¢ y ®(H) = H'. El rango de una cuddrica afin (¢, H) es, por
definicién, el rango de ¢; diremos que la cuadrica afin es no degenerada si y sélo si
la correspondiente cuddrica proyectiva lo es.

Por falta de tiempo en este breve curso, no entraremos completamente en esta
clasificacién. El resultado general, que enunciamos sin demostracion, es el siguiente:

TEOREMA 11 (Clasificacién de las cuddricas afines). Dos cuddricas afines (¢, H)
y (¢, H') sobre P(V) son equivalentes si y sdlo si se tiene:

1. Las cuddricas ¢ y ¢’ son proyectivamente equivalentes.
2. Las cuddricas restriccion ¢|g y ¢ |g+ son proyectivamente equivalentes.

Ciertamente (1) y (2) se cumplen si las cuddricas afines son equivalentes. El
reciproco se obtiene como consecuencia de un teorema de Witt, véase [2, pp. 316-
322] o también [54].

A titulo de ejemplo, desarrollaremos la clasificacién afin para las cuddricas
no degeneradas sobre un cuerpo base algebraicamente cerrado, asi como para las
elipses reales. Para ello, seguiremos un procedimiento especifico no directamente
relacionado con la prueba del teorema general anterior.

12.1. Cuadricas afines no degeneradas sobre un cuerpo algebraica-
mente cerrado. El siguiente resultado da la clasificacién de este tipo de cuadricas
afines:

PROPOSICION 21. Consideremos una cuddrica afin no degenerada (¢, H) sobre
P(V), donde el cuerpo base k es algebraicamente cerrado. La cuddrica afin (¢, H)
es equivalente a la cuddrica afin (co, (Xo = 0)) de P}, donde ¢y estd dada por el
polinomio Py, siendo

P = X3+ X+ X2, st H no es tangente a c;
07 XoXi+ X3+ X2, si H es tangente a c.

Demostracion: Consideremos el hiperplano vectorial W C V' que determina H
y seleccionemos una forma cuadratica ¢ que represente ¢, asi como su forma bilineal
simétrica asociada o. Sea W el ortogonal de W con respecto de o. Recuérdese que
W? es una recta vectorial, que representa el polo de H. Dicho de otro modo, si
elegimos un generador v de W7, el punto P = [v] es el polo de H. En particular,
se tiene

oclv,w) =0 weW.

Supongamos en primer lugar que H no es tangente a ¢. Entonces P no estd en
H, pues en caso contrario tendriamos que H es el hiperplano tangente a ¢ en P,
véase la proposicién 15. Asi, tenemos que { P} y H son subespacios complementarios
y podemos expresar V' como suma directa

V=w7eW.

Observemos que ¢(v) = o(v,v) # 0, ya que v ¢ W. Consideremos ey = Av € W
tal que ¢(eg) = 1, para lo cual basta que elegir A cumpliendo que A\? = 1/¢(v). Apli-
cando el teorema de Gram, en su versién para cuerpos algebraicamente cerrados,

a la restriccién o|w xw, podemos encontrar una base ortonormal eq,ea, ..., e, de
W es decir, es una base ortogonal y tal que ¢(e;) = 1, parai = 1,2,...,n. La base
ampliada

€0,€1,€2,...,€n
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es una base de V ortonormal para ¢. Tomando coordenadas homogéneas asociadas
a esta base, la cuddrica tiene polinomio X2 + X? +-- -+ X2y H = (X, = 0).

Supongamos ahora que H es tangente a la cuddrica; necesariamente lo es en el
punto P = [v]. Por tanto P € H y P € Sop(c).

Veamos en primer lugar que existe una recta £ con P € ¢ que corta al soporte
de la cuddrica exactamente en dos puntos distintos P y P’, lo que equivale a decir
que la restriccion |y es no degenerada. En efecto, sabemos que existe un hiperplano
H que pasa por P y no es tangente a la cuadrica, asi que la restriccién de la cuadri-
ca a H es no degenerada; razonando por induccién sobre la dimensién ambiente,
podemos encontrar ¢ C H. Nétese que ¢ ¢ H, ya que, como P es el vértice de
¢|m, la restriccién de la cuddrica a toda recta contenida en H y pasando por P es
degenerada. Sea T = £°. Como P € ¢, entonces T C H, ademds P ¢ T ya que si
P € T tendriamos H D ¢, que sabemos no ocurre. Como P ¢ T, la restriccién

c|r = (c|m)lr

de la cuddrica a T es no degenerada, ya que P es el vértice de ¢|g y T y P son
complementarios en H.

Por otro lado ¢ y T son complementarios en P(V'), pues su interseccion es vacia
ya que P ¢ T y P es el inico punto de interseccién de H con . Escribamos

T=PU), (=T =PU"),

donde U C W. Sabemos que V = U ®U?. Como la restriccion de la cuddrica a T es
no degenerada, podemos elegir una base e, €3, . .., e, de U ortonormal para o|yxu.
Elijamos v, f base de U? tal que P = [v] y P’ = [f], sabemos que ¢(v + f) # 0, ya
que sélo hay dos puntos en el soporte sobre la recta £. Asi que, usando argumentos
conocidos, podemos elegir 1 # 0 tal que ¢(eg +e1) = 1, donde eg = pv y e3 = uf.

De este modo, hemos obtenido una base eg,eq,ea,...,e,, del espacio vectorial V,
tal que en el correspondiente espacio de coordenadas homogéneas, la cuddrica tiene
polinomio XoX; + X2+ + X2y H = (X = 0). CcQD.
l
Sop(c)
H
T

12.2. Conicas afines reales. Daremos sélo la descripcién como consecuen-
cia del teorema general. El lector puede adaptar las demostraciones a partir de lo
sugerido en la proposicién precedente. Las clases de equivalencia de cénicas afines
no degeneradas estan representadas exactamente por los tipos siguientes, donde
representamos la cénica por un polinomio y la recta del infinito siempre es Xy = 0:
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= La cénica vacia. La recta del infinito no puede ser tangente. Se tiene el
polinomio X2 + X? + X3.

» La elipse de polinomio X2 — X? — X3. La recta del infinito no corta el
soporte.

= La hipérbola de polinomio X2 — X; X5. La recta del infinito corta el soporte
en dos puntos.

» La pardbola de polinomio XqXs — X?. La recta del infinito es tangente.

Dejamos al lector la descripcién de las conicas afines degeneradas.

Xo=0 [0,1,0] [0,0,1]  Xo =0
[0,0,1] ) Q )
|
22 +y? =1 xy =1 22 —y=0

13. Determinacion de conicas

A continuacién, probamos la determinacién de una cénica por cinco puntos:

PROPOSICION 22. Consideremos un plano proyectivo P(V) sobre un cuerpo k
de caracteristica distinta de dos. Sean Q1, Q2, Q3, Q4 y Q5 cinco puntos distintos
de P(V) tales que no hay cuatro alineados entre ellos. Existe una unica cénica ¢
sobre P(V') que tiene los cinco puntos en su soporte.

Demostracion: Supongamos primero que hay tres de ellos alineados, ya sabemos
que no hay cuatro; digamos que son @1, Q2 y Q3 y sea { la recta que los une. Como
una conica sobre una recta tiene a lo mas dos puntos en su soporte, necesariamente
deberia estar ¢ integramente contenida en el soporte de ¢, asi pues ¢ deberia ser
una conica degenerada cuyo soporte fuera una recta doble o la unién de dos rectas.
Necesariamente es la unién de dos rectas, siendo la otra recta la que une Q4 y Qs.
Para ver la unicidad, observamos que dos cénicas cuyo soporte es la unién de las
dos mismas rectas son iguales (se deja la comprobacién al cuidado del lector). Esto
prueba la existencia y la unicidad.

Supongamos ahora que no hay tres alineados entre los cinco puntos. Podemos
tomar una referencia R = {Q1, @2, @3; Q4} formada por los cuatro primeros. Su-
pongamos que [1, A, u| son las coordenadas homogéneas de @5 en esta referencia,
donde sabemos que Ay # 0, A # py que A # 1 # p. Queremos probar que existe
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una matriz simétrica A = («a;;) que cumple las siguientes condiciones:
(17 0, O)A(la 0, O)t =0, (07 1, 0)A<Oa L, O)t =0,
(0,0,1)4(0,0,1)" =0, (1,1,1)A(1,1,1)" =0,
(LA, )AL )t =0
y que esta matriz es Unica salvo multiplicaciéon por un escalar. Las condiciones

anteriores se expresan dicendo que agg = a17 = ags = 0 y ademds los coeficientes
ag1, 2, 12 cumplen que:

Qo1 + o2 + Q12 = 0,
Aaor + pogg + Aparz = 0.

El sistema es de rango dos, lo que prueba la existencia y unicidad deseadas. CQD.

Recordemos que el espacio de cénicas P(Q(V)) de un plano proyectivo ambiente
P(V) es asimismo un espacio proyectivo, de dimensién cinco. Tenemos el siguiente
corolario geométrico:

COROLARIO 6. Sea R = {Py, P1, Py;U} una referencia del plano proyectivo
P(V). Denotemos Hr C P(Q(V)) el conjunto de cénicas que tienen todos los puntos
de la referencia R en su soporte. Entonces Hg es una recta proyectiva de P(Q(V)).

Demostracion: Trabajemos en coordenadas homogéneas asociadas a R. De
acuerdo con la prueba de la proposicién anterior, el conjunto Hr C P(Q(V)) es el
subespacio de ecuaciones

Qoo = a1 = Qo2 = a1 + a2 + g = 0.

Son ecuaciones homogéneas independientes y por tanto se trata de una recta del
espacio de cénicas, ya que este tiene dimension cinco. CcQD.

P

Py P,
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EJERCICIO 52. (Transformaciones de Cremona). Consideremos el haz no degenerado
de cénicas Hr, donde R = {Po, P1, P2, P3} es una referencia de un plano proyectivo
complejo P(V). Sean R1, Rz, R3 los vértices de esta referencia (intersecciones de parejas
de rectas que unen los puntos P;, i = 0, 1,2,3). Pruébese que para todo punto

P eP(V)\ {R1,Rs, Rs},

las polares de P con respecto de las cénicas de Hr se cortan en un unico punto &(P).
Pruébese asimismo que £(Q) = Rs, para todo Q € (Ri + Rz) \ {R1, R2}. Finalmente
demuéstrese que la aplicacién £ induce una biyeccién de P(V) \ T' en si mismo, donde T'
es el tridngulo determinado por Ri1, Re, Rs.

14. Haces no degenerados de cénicas complejas

Los haces de conicas son, por definicién, las rectas del espacio de conicas
P(Q(V)) de un plano proyectivo P(V). En esta seccién describiremos los haces
de cénicas complejas que contienen al menos una no degenerada (haces no degene-
rados) y daremos la clasificacién proyectiva de los mismos.

14.1. Equivalencia de haces de cénicas. Recordemos que una proyecti-
vidad @ : P(V) — P(V’) induce una proyectividad dg : P(Q(V)) — P(Q(V)) entre
los espacios de cénicas. Diremos que dos haces de cénicas H y H' sobre P(V) y P(V)
respectivamente, son proyectivamente equivalentes si existe una proyectividad & tal
que ¥¢(H) =H'.

Diremos que un haz de cénicas H C P(Q(V)) es no degenerado si contiene al
menos una conica no degenerada. Se cumple que ¢ envia cénicas no degeneradas
en conicas no degeneradas y por consiguiente, haces no degenerados de conicas en
haces no degenerados.

PROPOSICION 23. Sea H un haz no degenerado de cénicas de un espacio pro-
yectivo P(V') sobre un cuerpo base k infinito. Hay un mdzimo de tres conicas dege-
neradas en el haz H. En particular, hay por lo menos dos cdnicas no degeneradas
distintas en H.

Demostracion: Podemos trabajar en P%. Sean ¢ y ¢ dos cénicas del haz H,
representadas respectivamente por matrices simétricas Ay y A; linealmente inde-
pendientes, es decir, si Ay + pA; = 0 se tiene que A = p = 0. Tenemos una
proyectividad

P} < H

que a cada [\, u] € ]P’,l€ le hace corresponder la cénica determinada por la matriz
simétrica AAg + puA;. Consideremos ahora la aplicacién

D:k* = k; D(\p) = Det(\Ag + puA,).

Se tiene que D(A, 1) es un polinomio homogéneo en las variables A, pu de grado tres.
No es idénticamente nulo, ya que como el haz H es no degenerado, existe un par
(Mo, o) con D(Ag, po) # 0. Asi, hay un méximo de tres puntos proyectivos [\, u]
que anulen D y, por ende, un méximo de tres cénicas degeneradas en H. Como k es
infinito, una recta proyectiva tiene por lo menos cinco elementos y asi encontramos
al menos dos conicas no degeneradas en el haz. CcQD.
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14.2. Familias de haces no degenerados de cénicas complejas. A con-
tinuacion describiremos cinco familias de haces no degenerados de cénicas comple-
jas. Probaremos que dos haces de la misma familia son proyectivamente equivalentes
y que, si estan en familias distintas, no lo son. Daremos ademaés representantes ele-
gidos para cada una de ellas (formas normales).

Las familias estardn etiquetadas por las distintas maneras de poner el niimero
4 como suma de enteros positivos ordenados; asi, las denotaremos:

Fiiie, Fuiz, Fis, Faz, Fa.

El conjunto de estas cinco familias se denotaréd por Fc.

La razon de este etiquetado es el teorema de Bézout, que dice que dos conicas
no degeneradas se cortan en cuatro puntos, contados con multiplicidad. Dado que
no estamos desarrollando la teoria de multiplicidad de interseccién, presentaremos
las las familias en términos geométricos.

En primer lugar, diremos cudndo un haz no degenerado de cénicas H sobre un
plano proyectivo complejo P(V') pertenece a una de las familias F1111 0 Fy.

Diremos que H pertenece a la familia Fi117 si y solo si existen cuatro puntos
Py Py, P> y P; que forman una referencia proyectiva de P(V), tales que H es el
haz de las cénicas que pasan por estos cuatro puntos. Evidentemente, dos haces
de esta familia son proyectivamente equivalentes, a través de la proyectividad que
envia una referencia en la otra.

Diremos que H pertenece a la familia Fy si y solo si existen tres rectas ¢, 7, s
distintas y concurrentes en un punto P y otros dos puntos R, S € ¢, distintos entre
si y distintos de P de modo que se cumpla la propiedad siguiente: una cénica no
degenerada estd en H si y solo si es tangente a £ en P, la recta r es la polar de R
y la recta s es la polar de S.

Fa

PROPOSICION 24. Sea P(V) un plano proyectivo complejo, consideremos tres
rectas £,r,s distintas y concurrentes en un punto P y otros dos puntos R,S € ¢,
distintos entre st y distintos de P. Fxiste un unico haz no degenerado H de conicas
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sobre P(V') de modo que se cumple que una cénica no degenerada estd en H siy
solo si es tangente a ¢ en P, la recta r es la polar de R y la recta s es la polar de
S. Ademds, dadas dos cdnicas distintas ¢1 y ¢o de H, el punto P es el inico punto
de interseccion de sus soportes.

DEMOSTRACION. Seleccionemos coordenadas homogéneas de modo que £ sea
la recta Xog = 0y P el punto [0,0,1]. Ademds, podemos suponer que 7 es X; = 0,
que R es el punto [0,1,0], que s es la recta Xg+ X1 = 0 y que S es el punto
[0,1,1] (el lector puede mostrar como ejercicio que existe una referencia proyectiva
que cumple con estas propiedades). Las condiciones sobre una matriz A = (a;;)
genérica de las cénicas que cumplan estas propiedades son:

1. Que { sea tangente en P: age = a2 = 0.

2. Que ademas r sea la polar de R: ag; = 0.

3. Que ademas s sea la polar de S: a31 — ape = 0.
Son cuatro ecuaciones lineales independientes en un espacio proyectivo de dimension
cinco, por consiguiente tenemos una recta. El haz H estd dado por las cénicas de
polinomio

AXG + u(XT +2X0Xs), [N u] € P,

cuyo elemento genérico es no degenerado. El hecho de que el soporte de dos cénicas
distintas del haz se cortan tinicamente en el punto P es inmediato. ([l

OBSERVACION 18. Dos haces H y H’ de la familia F; son proyectivamente
equivalentes. En efecto, el haz H estd asociado a un dato £,r,s, P, R,S y el haz H’
aotro dato £/,r',s', P', R',S’. Si vemos que hay una proyectividad que envia un dato
en el otro, automdticamente H se envia en H’. Observemos que podemos construir
una referencia proyectiva Py, P1, P>, P; de modo que Py+ Py =7r, Pob+ P3=sy

(Po+P)N(PL+P)=S, (PA+P;)N(P+S)=R.
Haciendo lo mismo con el dato asociado a H', la proyectividad que envia una refe-

rencia en la otra, envia el dato £,r,s, P, R,Sen ¢',r' s, P', R, S" y por consiguiente

H en H'.

Para presentar las familias Fi12, F13 y JFao primero consideramos planos de
cénicas que describimos a continuacién. Dado un plano proyectivo complejo P(V'),
una recta ¢, un punto P € £y otro punto Q ¢ ¢, denotaremos por Ay p g el conjunto
de cénicas ¢ que son tangentes a £ en P y pasan por .

PROPOSICION 25. El conjunto Ay pg es un plano en P(Q(V)). Mds ain, si H
es un haz no degenerado de este plano, se tiene una de las siguientes propiedades:
Pi15 : Existe un tercer punto R, que no estd en £ y ni en P+ @, de modo que
todas las conicas en H pasan por R. Ademds, H es el unico haz en Ay pg

cuyas conicas pasan por R.
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Pi3 : Existen dos conicas no degeneradas ¢1 y ¢o en H con tangentes distintas
en QQ y de modo que P y Q son los unicos puntos comunes a los soportes
de ¢1 y co. Adémas, se tiene que las tangentes en @ de dos cdnicas no
degeneradas de H son siempre distintas.

Pys 1 Existe una recta v que pasa por Q tal que todas las conicas no degeneradas
en H tienen r como tangente en Q). Ademds, H es el unico haz en Ay pg
cuyas conicas tienen la tangente comiun r en el punto Q.

DEMOSTRACION. Seleccionemos coordenadas homogéneas de modo que £ sea
la recta Xo = 0 y los puntos P y @ sean respectivamente [0,0,1] y [1,0,0]. Las
condiciones sobre una matriz A = (a;) genérica de las cénicas que estdn en Ay p g
son:

a1 = agy = ago = 0.
Son tres ecuaciones independientes y por tanto Ay p ¢ es un plano.
Todo haz de este plano es de la forma H[j, dado por la ecuacién adicional

Ao1ao1 + A2z + At =0, [A] = [Ao1, Aoz, A1) € PE.
Dada una cénica en Ay p o de matriz A, la recta tangente en () estd dada por:
a1 X1 + ageXs = 0.

En particular, si A\1; # 0 tenemos tangentes distintas en las conicas de H(y;.

Si A1; = 0, esta tangente es fija y estd dada por r = (Ag2X1 — Ag1 X2 = 0).
Dicho de otro modo, se cumple la propiedad Pss si y solamente si \;; = 0. Nétese
que la condicién adicional de ser tangente a r en @ fija el punto proyectivo [Ag1, Aoz]
y por tanto Hx,, xe,,0 € el inico haz de Ay p o tangente a r en Q.

Supongamos ahora que Aj; # 0. Veamos que un haz no degenerado del tipo
Hiap,) cumple Piip o Pis. Si (a,b) = (0,0), el haz es degenerado, ya que toda
co6nica del mismo debe tener a;; = 0 y sabemos que det A = a11a32.

Supongamos primero que a # 0. Consideremos dos cénicas ¢1 y c2 en Hgp 1
dadas respectivamente por los polinomios

F1 :X()(le —CLXQ), F2:X1(X0—aX1).
La interseccién de los soportes esta formada por los puntos no alineados
P=10,0,1, Q=11,0,0], Rap,=[a* a,b].

El haz cumple la propiedad P;i2, pues todas sus cénicas pasan por estos puntos.
Nétese que Hiqp, 1) €s el inico haz, con a # 0, en Ay p g cuyas cénicas pasan por el
punto R, p; en efecto, si Ry, = Ry 1, tenemos que (a,b) = (a/,’). Veremos que si
a = 0, la interseccion de lo soportes tiene solo dos puntos; de modo que H, p,1) €s
el tinico haz no degenerado de Ay p g cuyas cénicas pasan por R .

Supongamos ahora que a = 0 y por tanto b # 0. Consideremos las cénicas del
haz dadas por los polinomios

Fi = XoX1, F»=XoX,—bX?.
La interseccién de sus soportes es el conjunto de los puntos P y Q). Recordando que

tenemos tangentes distintas en (), estamos en la propiedad P3. ([l

Sea H un haz no degenerado de cénicas en un plano proyectivo complejo P(V).
Diremos que H pertenece a una de las familias Fi12, F13 0 Fag si y solo si H estéd
contenido en uno de los planos Ay p . En este caso, diremos que H estd en la familia
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Fi12, respectivamente Fi3 y Fao, si se cumple la propiedad Pp12, respectivamente
P35 y Ps3, de la proposicién 25.

r Q
L
(@)

L 2 @

P [ P

F112 Fao
r
Q
/
P 4

LEMA 7. Dos haces de conicas cualesquiera de la familia Fis son proyectiva-
mente equivalentes.

DEMOSTRACION. Sean H y H' haces de cénicas pertenecientes a la familia
Fi3, respectivamente contenidos en Ay pg C P(Q(V)) y en Ay pr g C P(Q(V')).
Después de considerar una proyectividad de P(V') en P(V'), podemos suponer sin
pérdida de generalidad que V' =V yque ' =¢, PP =Py Q = Q.

Tomando las notaciones de la demostracion anterior, sabemos que

7‘[ = H[07b71], H/ = H[O7b/71], bb/ 74— 0.
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Buscamos una proyectividad @ : P(V) — P(V), de matriz M = (u;5)o0<i,j<2 que
envie Hop,1) en Hgp,1)- Veamos que podemos tomar M de la forma

1 0 0
0 0 1

Observemos que el dato ¢, P, (Q queda fijo. Basta con que la proyectividad envie dos
conicas de Hjg 1] en dos conicas de H(g v ,1). Dos generadores de H son las conicas
¢1 ¥ ¢2 de polinomios respectivos

Py =XoX1; Fy=XoXs>— (b/2)X7,
asimismo, el haz H' estd generado por ¢; y por la cénica ¢’s de polinomio
Fy = XXy — (V/2)X3.

Vamos a intentar encontrar ® de modo que ®.(c;) = ¢; y que P, (c3) = /5. El
transformado ®.(c;) estd dado por la matriz

010 0 u 0
M| 100 |M=|pu00
000 0 0 0

y tenemos garantizado que ¢.(c1) = ¢}. El transformado ¢.(c2) estd dado por la
matriz

0 0 1 0 0 1
M| O —b 0 |M=|0 —bu? 0],
1 0 0 1 0 0
tomando y tal que p? = b’ /b, tenemos garantizado que ¢, (ca) = cb. O

PROPOSICION 26. Sean H y H' dos haces no degenerados de cénicas con H € F
y H € F', donde F y F' pertenecen al conjunto Fc. Se tiene que H y H' son
proyectivamente equivalentes si y solo si F = F'.

DEMOSTRACION. Supongamos primero que H y H' son proyectivamente equi-
valentes. El nimero de puntos comunes n a los soportes de las cénicas de cada haz
es el mismo para H y H’. Asi, tenemos:

1. Sin =4, entonces F = F' = Fi111.

2. Sin = 3, entonces F = F' = Fiia.

3. Sin =2, entonces F, F' € {Fi3, Faz}

4. Sin =1, entonces F = F' = F,.
En el caso de que n = 2, la propiedad de tener tangentes comunes o no en los dos
puntos de interseccién de los soportes es también un invariante por equivalencia
proyectiva. Esto distingue las familias Fi3 y Foo.

Reciprocamente, supongamos que F = F’, que H es un haz de cénicas de P(V)
yH deP(V'). Si F € {Fi111, F13, Fa}, yasabemos que H y H' son proyectivamente
equivalentes, en efecto, el caso de la familia Fj111 es evidente, si es la familia F, se
sigue de la observacién 18 y si se trata de la familia Fi3, del lema 7.

Estudiemos la situacién suponiendo que F € {Fj12, Faz}. Después de una pro-
yectividad adecuada, podemos suponer que H y H’ son haces sobre el mismo plano
proyectivo P(V') y asimismo pertenecen al mismo plano Ay p o de P(Q(V)).

Si F = Fii2, tenemos puntos R, R’ € P(V) de modo que las cénicas de H
pasan por Ry las de H' por R’. Podemos encontrar una proyectividad de P(V') en
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si mismo que envia el dato ¢, P,Q, R en (, P, Q, R'. Esta proyectividad envia H en
un haz H C Ay pg cuyas cénicas pasan todas por R’; por la unicidad probada en
la proposicién 25, tenemos que H=2.

Si F = Fag, tenemos rectas r,r’ € P(V) de modo que las cénicas de H son
tangentes a r en @ y las de H' lo son a 7’ en (. Sabemos que existe al menos
una proyectividad de P(V') en si mismo, que deja fijos ¢, P y Q y envia r en 1.
Razonando como antes, la proyectividad envia H en H'. O

Como consecuencia de los argumentos en las proposiciones anteriores, podemos
dar formas normales para las familias descritas, en términos de polinomios, como
sigue:

Fiinn o AXo(Xy — Xo) + puX1(Xo — Xa), [A ] € P,

Fiio: /\(X12 — X()XQ) + HXO(XI — XQ), [/\,,u] S ]P)(lc,

(7) Fiz: AXo X1 + pu(XoXy — X7, [\, u] € PE,
Foo )\)(12 + ,LLXOXQ, [)\,M] S ]P’%:,

Fyu: )\Xg + ,U(X12 +2X0X2), [\, 1] € P(%:

El lector podra probar que un haz no degenerado estd en una de las familias si
y solamente si es proyectivamente equivalente a la forma normal correspondiente.
Se concluye que las familias son algunas de las clases de conjugacién, por equiva-
lencia proyectiva, de la clase de haces no degenerados de cénicas. En la préxima
seccién, veremos que son de hecho todas las posibles, es decir, que cualquier haz no
degenerado de cénicas es proyectivamente equivalente a una de las formas normales
anteriores.

14.3. Clasificacion de haces de cénicas. El objetivo de esta seccién es la
clasificacién proyectiva de haces no degenerados de cénicas proyectivas complejas.
Veremos que dos haces no degenerados de conicas sobre planos proyectivos comple-
jos son proyectivamente equivalentes si y solo si pertenecen a la misma familia de
Fc. A la vista de la subseccién anterior, es suficiente probar el resultado siguiente:

PROPOSICION 27. Todo haz no degenerado de conicas pertenece a una de las
familias en F¢.

Sea H un haz no degenerado de cénicas en un plano proyectivo complejo P(V).
Queremos probar que existe una familia F € F¢ tal que H € F.

Tomemos dos conicas distintas cualesquiera ¢y y ¢; en H, que por tanto generan
H como recta proyectiva de P(Q(V)). El conjunto

B = Sop(co) N Sop(c1)

es el conjunto de puntos comunes a los soportes de todas las cénicas de H. En
efecto, toda cénica ¢ de H estd definida por una forma cuadradica combinacién
lineal de las que definen ¢ y ¢1, y por tanto un punto de B esté en el soporte de c¢.
Por conveniencia, elegimos ¢y y ¢; no degeneradas. Podemos hacer esto en virtud
de la proposicién 23.

El conjunto B tiene un maximo de cuatro puntos, y no hay tres alineados entre
ellos, ya que estan en el soporte de conicas no degeneradas. En efecto, si tuviera
cinco puntos o més, deberian coincidir ¢g y ¢1, por la proposicion 22.

LEMA 8. El conjunto B es no vacio.
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Demostracion: Elijamos coordenadas de manera que la coénica ¢ esté dada por
el polinomio X? — X X5. El tinico punto de corte del soporte de c¢g con la recta
Xo = 0 es el punto [0, 0, 1]. Podemos suponer que este punto no estd en el soporte
de ¢; y buscar si existe algiin punto de la forma [1, a, b] en la interseccién de los dos
soportes. La cénica ¢; estard dada por un polinomio

Oéong + 0411X12 + 0122X22 + 2(01 X0 X1 + apeXoXs + 012X Xo).

Como el punto [0,0,1] no estd en el soporte de ¢j, tenemos que ass # 0, asf,
podemos tomar age = 1. Si [1, a, b] esté en el soporte de ¢g, debe ocurrir que b = a?.

Ahora, la condicién sobre a para que esté en el soporte de ¢; es que se cumpla
Qoo + 20[01& + (all + 20[02)(12 + 20[120,3 + a4 =0.

Se trata de un polinomio ménico de grado 4, que tendré cuatro raices contadas con
multiplicidad, en particular tiene por lo menos una y por tanto B # (). CcQD.

Dejamos al lector la comprobacién de las siguientes propiedades:

1. Si ¢ es la recta polar de un punto P respecto de ¢y y de ¢1, entonces también
{ es la recta polar de P respecto de cualquier conica no degenerada ¢ de H.

2. Si ¢ es una recta tangente a ¢y y ¢; en el mismo punto P, entonces ¢ es
tangente a cualquier cénica no degenerada ¢ de H en ese punto P.

Si B tiene cuatro puntos, es una referencia proyectiva, ya que no hay tres de ellos
alineados. Asi pues, en este caso el haz H pertenece a la familia Fi111.

LEMA 9. Si B tiene tres puntos o menos, existe un punto P € B y una recta
que es tangente a ¢y y ¢1 en P.

Demostracion: Elijamos un punto ) € B y denotemos por r la recta tangente
a ¢g en Q. Tal como hicimos en la clasificacién afin de las cuddricas, podemos elegir
coordenadas para que @ sea [0,0, 1], la recta r sea Xo = 0 y la cénica ¢y esté dada
por el polinomio X7 — X(X5. La matriz A = (ay;) asociada a ¢, debe cumplir la
condicién de que [0,0, 1] esté en el soporte de ¢, esto es ase = 0. Sabemos que no
hay mas puntos de ¢y en Xy = 0. Buscamos los deméas puntos de B en la forma
[1,a,b]. Deben cumplir con las ecuaciones b = a? y F(a) = 0, donde

(8) F(a) = o —+ 20[01(1 —+ (0611 —+ 20[02)0,2 + 20&12&3.

Se tiene un polinomio de grado como mucho tres, que tendra en general tres raices
que dan lugar a los puntos adicionales de B. Si hay menos de cuatro puntos en B,
el polinomio F' tiene dos raices o menos. Queremos ver que en esta situacién hay
una tangente comun a ¢y y ¢; en uno de los puntos de B.

El primer caso se da cuando aj2 = 0, ya que entonces F' tiene grado menor o
igual a 2. Entonces, la matriz A tiene la forma

Qoo Qo1 (o2
2
A= ap1 (11 0 s Qo117 7é 0.
a2 0 0

Se tiene que ¢; es tangente a Xo = 0 en [0, 0, 1], al igual que cq.
Supongamos ahora que aj2 # 0. Salvo multiplicar A por un escalar, podemos
suponer que ajz = 1/2, de manera que F es ménico y lo escribiremos

(9) F(a) = a+ Ba +~ya* + d>.
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Dado que F(a) tiene una raiz doble o triple, tenemos que F(a) = (a — \)?(a — p).
En particular, se cumple que

(10) = a, MA+2u) = B, —u— 23 = 7.

Consideremos el punto P = [1,\,A\?] € B correspondiente a la rafz miltiple \ de
F. La recta tangente £y a ¢y en P es A2Xy — 20X, + X, = 0, dado que

0 0 1
(LA 0 =2 0 | =(\% =2),1).
1 0 0

Teniendo en cuentas las ecuaciones 8, 9 y 10, la matriz A = (ay;) de ¢; tiene la
forma

—Nu N/24 M =X = (p+an)/2
A: )\2/2+)\IM 11 1/2
“A—(p+a1)/2 1/2 0
La recta tangente £ a ¢; en P es coXo+c1 X1 +c2Xo, donde (1, A\, A\2)A = (co, ¢1, ¢2).
Para ver que £y = /1, es suficiente comprobar que [cg,c1,ca] = [A2,—2A,1]. En
efecto, tenemos que
co = —(1/2) A+ pu+ ain)\?,
a = —(1/2)(A+ p+ a11)(=24),
Cy = —(1/2)()\+,U+O£11),
lo que termina la demostracién. CcQD.

Continuemos con la prueba de la proposicién 27. Suponemos que B tiene tres
puntos o menos. Asf pues, en virtud del lema 9, existe un punto P € B y una recta
¢ que es tangente a ¢y y ¢; en P. Tomemos coordenadas homogéneas de modo que
¢ esté dada por el polinomio X7 — XXz, la recta £ sea la recta Xy = 0 y el punto
P el punto P = [0,0,1]. Sea A = (y;;) una matriz que define ¢;. Como £ es tangente
a ¢; en P, tenemos que ajs = age = 0y agoyy # 0.

Podemos suponer ags = 1. A la vista de la prueba del lema 9, los otros puntos
de B, si existen, estdan dados por Q, = [1, a,a?], donde a es una raiz del polinomio

(11) F(a) = ago + 2ap01a + (a11 + 2)&2.

Podemos tener ninguno de ellos, uno o dos. Estudiemos los posibles casos.
Supongamos primero que B = {P}. En este caso F(a) no tiene raices. Esto

ocurre si y solamente si agg # 0, agy = 0, ay; = —2. La matriz A tiene la forma
w0 1
A= 0 -2 0 |, wp#0.
1 0 0
La polar respecto de ¢; de un punto Ry = [0,1, A] es la recta r) de ecuacién
AXo—2X; =0.
Por otro lado, la polar respecto de ¢y de R) es la recta
0 0 1 Xo
o, 0 -2 0 X; | =0

1 0 O X5
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es decir, es también la recta r). Tomando R = Ry, S = Ry, 7 =19y s = rq,
en virtud de la proposicién 24, vemos que H es el tnico haz no degenerado cuyas
cénicas son tangentes a £ en P, la recta r es la polar de R y la recta s es la polar
de S. Se concluye que H € Fy.

Supongamos ahora que {P,Q} C B C {P,Q, R}. Tenemos que ¢y y ¢; son dos
conicas del plano Ay p g y por lo tanto #H es una recta de dicho plano. En vista de
la proposicion 25, sabemos que H cumple una de las tres propiedades P12, P13 0
P55 y por lo tanto, pertenece a una de las tres familias Fi12, F13 0 Fao.

EJjERCICIO 53. Consideremos un haz H no degenerado de cénicas en un plano pro-
yectivo complejo P(V'). Pruébese que si hay una recta tangente a todas las cénicas del
haz, lo es necesariamente en el mismo punto.

EJERCICIO 54. Consideremos un haz H no degenerado de cénicas en un plano pro-
yectivo complejo P(V) perteneciente a la familia Fu, cuyas cénicas son tangentes a una
recta £ en un punto fijo P. Demuéstrese que la recta polar de cualquier punto @ € ¢ con
respecto a una cénica no degenerada de H es independiente de la cénica elegida.

EJERCICIO 55. Dada un cénica no degenerada ¢ de P2, muéstrese que existen al
menos cinco haces de cénicas que pasan por ¢ y pertenecen respectivamente a las cinco
familias anteriormente descritas.

EJERCICIO 56. (Haces de cénicas degeneradas) Describanse los tipos posibles de
haces de cénicas degeneradas.






Capitulo 3

Aspectos multilineales. Cuadrica de Klein

1. Producto tensorial

Consideremos una familia finita V1, Va,...,V, de k-espacios vectoriales de di-
mension finita. Sea W otro k-espacio vectorial. Diremos que una aplicacién

P VixVox - xV, =W

es p-multilineal si para cada indice j € {1,2,...,p} y para cada coleccién de vectores
vi€Viconie{1,2,...,5—1,7+1,...,p}, la aplicacién

ve V= o(v1,v2,...,0j-1,0,0j41,...,0p) EW
es lineal. Denotaremos por Multy(Vi, Vs, ..., V,; W) el conjunto de aplicaciones

p-multilineales como la susodicha. Se trata de un k-espacio vectorial.
El producto tensorial representa las aplicaciones multilineales, de acuerdo con
la siguiente definicién:

DEFINICION 6. Diremos que un par (t,T) formado por un k-espacio vectorial
T y una aplicacion p-multilineal

t:VixVox.---xV, =T

es un producto tensorial de la familia Vi, V5,...,V, de k-espacios vectoriales si y
solo si se cumple la siguiente propiedad (propiedad universal del producto tensorial):

“Para cada ¢ € Multy,(V1,Va, ..., V,; W) existe una unica aplica-
cion lineal f: T — W tal que p = fot.”

Si(¢,T)y (t',T") son dos productos tensoriales de la familia V3, Vs, . .., V,, como
consecuencia de la definicién, existe un unico isomorfismo de espacios vectoriales
g: T — T tal que t' = g ot. Esta propiedad suele expresarse diciendo que el
producto tensorial es “tinico salvo isomorfismo 1inico”.

Una observacién importante es que si (¢,7') es un producto tensorial de la
familia Vi, Va,..., V], se tiene un isomorfismo natural de espacios vectoriales

T — Multy(Vy, Va, ..., Vyi k),

dado por o — g ot.

Veamos la existencia de productos tensoriales de la familia Vi, Va,..., V. Fi-
jemos una base 3; = {eg}ielj en cada Vj, para j = 1,2,...,p. Consideremos el
producto de conjuntos finitos

I=5LxIhx--x1I,

y sea T el espacio vectorial T' = k! formado por las funciones & : I — k. Dado un
elemento i = (i1, i2,...,ip) de I, definamos el elemento €' : I — k por €(i) = 1

127
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y €(j) = 0, si j # i. Sabemos que la familia {ei}jc; es una base de k. Ahora
definimos la aplicacién multilineal

t:VixVox - xV, =T

por la férmula

ELD o Nen Y Al Y A | =) (LA A el

i€l i€ly il iel

Veamos ahora que hemos construido un producto tensorial (¢,7"). Consideremos una
aplicacién ¢ € Multy(V1, Va, ..., V,; W). La propiedad de ser p-multilineal dice que

G| D o Mel, > ATeR D Al | =Y (LA A )led s en o el).

i€l i€ls icly, iel
Si una aplicacion lineal f : T'— W cumple que fot = ¢, forzosamente debe ocurrir
que
iy _ 12 P
f(e ) - (b(eil?eiga"-aeip)

y si definimos f por esta propiedad, se cumple efectivamente que f ot = ¢. Asi
pues, hemos construido un producto tensorial. Recordemos que cualquier otro es
isomorfo salvo isomorfismo unico. Nétese que

P
dim;, T = H dimy, Vj.
j=1
Es importante senalar que la aplicacién p-multilineal
t:VixVox.---xV, =T

asociada a un producto tensorial no necesariamente es suprayectiva. Los elementos
de la imagen se llaman descomponibles.
Finalmente, a veces se adoptan la notaciones

T=Vi@Vhe @V, tuv,v. .., v)=0Qu08: v,

cuando no hay confusién respecto del producto tensorial particular elegido.

EJERCICIO 57. Demostrar con detalle que el producto tensorial es tnico salvo iso-
morfismo tnico.

EJERCICIO 58. Exhibir elementos no descomponibles del producto tensorial.

2. Producto exterior

Consideremos un espacio vectorial V' de dimensién finita y un entero 1 < p < n,
donde n = dim V. Diremos que una aplicacién p-multilineal

¢:V xVx . xV - W

es alternada si para toda permutacién o € S, y toda lista de vectores vy, v, ..., v, €
V se tiene la propiedad

(;5(’1)0.(1)7 Vs (2)5 -+ - 7”0(1))) = E(O’)Qf)(’l)l, V2,..., ’Up),

donde €(0) € {1, —1} es la signatura de la permutacién o.
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OBSERVACION 19. Hemos denotado por S, el grupo de permutaciones de p
elementos, es decir, el grupo cuyos elementos son las biyecciones

o:{L,2,....,p} = {1,2,...,p}.
La signatura e(o) representa la paridad de una cadena de trasposiciones que defina
o. Dicho de otro modo, se tiene un homomorfismo de grupos € : S, — {1, —1} tal
que €(7) = —1, cuando 7 es una trasposicion.

Denotaremos por Altf (V; W) el espacio vectorial de la aplicaciones p-multilineales
alternadas con llegada en W.

DEFINICION 7. Diremos que un par (ex, E) formado por un k-espacio vectorial
FE y una aplicacion p-multilineal alternada

ex:VxVx P xV o E

es un p-producto exterior de V' si y sdlo si se cumple la siguiente propiedad (pro-
piedad universal del producto exterior):

“Para cada ¢ € Alt}(V; W), existe una tnica aplicacion f : E —

W lineal y tal que ¢ = foex.”

Exactamente como en el caso del producto tensorial, dos productos exteriores,
si existen, son isomorfos por medio de un isomorfismo natural tinico. Veamos la
existencia de productos exteriores. Fijemos una base 5 = {e;}_; de V' y considere-
mos el conjunto A? cuyos elementos son las p-uplas i = (i1, 2, ...,4,) de nimeros
enteros tales que

1<y <o < <ip <.

. . . p H .
Consideremos el espacio vectorial k*n dotado de la base {€'}iear definida como
en el caso del producto tensorial. Ahora podemos definir una aplicaciéon multilineal
alternada

ex:VxVx P xV S E
por la férmula

1 2 P _
ex g i€y g AL Cigs v g )\ipeip =
i1 in ip
1 2 2 i
= EeE\o A )\ e A e .
Z Z ( ) Yo(1)" to(2) Yo (p)

ieAl \o€S,
El lector comprobaré que efectivamente se obtiene una aplicacién p-multilineal al-
ternada y que hemos construido un p-producto exterior de V', siguiendo las mismas
pautas que en el caso del producto tensorial.
Noétese que la dimensién de todo p-producto exterior (ex, F) de V estd dada
por el niimero de elementos de AP, es decir

n
dim; E = .
1M < D )

En particular, si p = n se trata de espacios de dimensién uno.
Lo mismo que en el caso del producto tensorial, hay notaciones habituales que se
usan para denotar un producto exterior. Asi, es habitual hacer uso de las siguientes

E=APV, ex(vi,v2,...,0p) =01 Av2 A+ Ay,
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Los casos extremos se tratan como sigue. Por convenio si p = 0 se asume que
AV = k. Si p > n se asume que APV = {0}. Si p = 1, vemos que cualquier par
(f,V) donde f:V — V es un automorfismo, da un producto exterior, lo mismo en
el caso del producto tensorial.

EJERCICIO 59. Sea V un k-espacio vectorial de dimensién n y consideremos una
lista de p vectores vi,v2,...,v, de V. Demuéstrese que dichos vectores son linealmente
independientes si y solo si v1 Ava A+ Avp # 0.

3. El determinante de un endomorfismo

Consideremos un endomorfismo f : V. — V, donde dimy V = n y fijemos un
n-producto exterior (ex, E) de V. Recordamos que dimy £ =1y que

ex: VxVx " xV 5 E

es una aplicacién n-multilineal alternada de modo que (ex, E) satisface la pro-
piedad universal del producto exterior. Ahora podemos obtener una aplicacién n-
multilineal alternada

Pex,5) (f) 1 V x Vx ™ XV = E,

dada por
(I)(ex,E)(f) : (UlvUQ7 . avn) — eX(f(U1)7 f(UQ)? R f(Un))

A la vista de la propiedad universal del producto exterior, existe un tnico endo-
morfismo lineal Det ey gy (f) : E — E tal que

Det(ex,E)(f) oex = (I)(ex,E)(f)'

Dado que F es un espacio vectorial de dimensién uno, existe un escalar bien definido
det(ex,z)(f) € k tal que para todo e € I se tiene

Det(ex, i) (f)(€) = det(ex, 5 (f)e-
LEMA 10. El escalar det (e g)(f) no depende del producto exterior elegido.

DEMOSTRACION. Supongamos que (ex’, E’) es otro producto exterior. Sabemos
que hay un isomorfismo tinico £ : E — E’ tal que ex’ = £ oex. Si comprobamos que

(12) Det(ex',5/)(f) = & 0 Det(ex, ) (f) 0 £
habremos terminado, dado que para todo € € E’ se tiene
det(ex’,E’)(f)e/ = Det(ex’,E’)(f)(e/) = g(det(ex,E) (f)g_l(el)) = det(ex,E) (f)el

y por consiguiente det(cx ) (f) = det(ex, z)(f)-
Probemos la identidad en la ecuacién 12 o, lo que es lo mismo, que se tiene
Detexs, 1) (f) 0 & = § 0 Det(ex, gy (f). Para esto, es suficiente probar que

(13) é- © (I)(cx,E) (f) = (P(Cx’,E’)(f)'

En efecto, en ese caso se tiene que

(é- © Det(cx,E)(f)) oex = Det(cx’,E/)(f) oex' = (Det(cx’,E’)(f) © f) O €x;
por la propiedad universal de (ex, E) vemos que oDet ox, gy (f) = Det(exr, 5y (f) 0&.
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Falta probar la ecuacion 13. Dados vy, vs,...,v, € V, tenemos

€0 By (F) (01,02, r0n) = Eex(Fon), F(u2), - Fl0n))) =
= ex'(f(v1), f(va),..., f(vn))) =
B ()01 010,

con lo que se concluye la demostracién. O

Este escalar detcx, z)(f) se denomina el determinante del endomorfismo f y lo
denotaremos det(f).

EJERCICIO 60. Sean f,g:V — V dos endomorfismos. Demuéstrese que
Det(ex,E)(f o g) = Det(ex,E) (f) ° Det(ex,E) (g)

Concluyase que el determinante de f o g es el producto de los determinantes de f y de g

EJERCICIO 61. Pruébese que el determinante de un endomorfismo coincide con el
de cualquier matriz que lo representa.

4. La cuddrica de Klein

Consideremos un espacio vectorial V' de dimensién cuatro sobre un cuerpo
de caracteristica distinta de dos y el espacio proyectivo P(V) de dimensién tres
asociado. El objetivo de esta seccién es dar una parametrizacion geométrica del
espacio de rectas de P(V).

Consideremos un 2-producto exterior de V, que denotaremos (ex, A’V y em-
plearemos la notacién ex(vi,v2) = v1 A vy. Sabemos que A%V tiene dimensién seis.
Msés atin, si 8 = {eg, e1,e2,e3} es una base de V, podemos encontrar una base de
A2V dada por los elementos

e; N\ ej, 0<i<y <3

LEMA 11. Sea W C V un subespacio vectorial de dimension dos. El conjunto
Py = ex(WxW) C A2V cuyos elementos son de la forma wi Aws, con wy,ws € W,
es una recta vectorial de A*V . Ademds, si W # W' tenemos que Py # Pyr.

Demostracion: Elijamos una base [ tal que W esté generado por los dos prime-
ros elementos ey y e de la base. Podemos escribir w; = a;eq + b;e1, para i = 1,2.
Entonces se tiene que

w1 N\ wg = (a1b2 - azbl)eo Neq.
Concluimos que Py es la recta vectorial de A2V generada por eg Aey. Si W/ # W,
podemos elegir la base de forma que se cumpla una de las afirmaciones siguientes:
a) W estd generado por ep,e; y W’ por eg, €.
b) W estd generado por eg,e; y W’ por es, e3.
En ambos casos Py es la recta generada por eg A e;. En el primer caso Py esta
generado por ey A e y el el segundo por es A eg. En ambos casos Py # Py. CQD.

Los elementos descomponibles de A2V son precisamente aquellos que estan en
alguna de las rectas Py . Son los que nos permiten parametrizar las rectas de P(V).

DEFINICION 8. Llamamos cuddrica de Klein al subconjunto de P(A?V') formado
por los elementos Py, donde W C V' es un subespacio vectorial de dimension dos.
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Asi pues, la cuddrica de Klein parametriza el conjunto de rectas ¢ de P(V).
Veamos por qué se llama “cuddrica”. Consideremos la referencia proyectiva de
P(A%V) asociada a la base A% y sea

Pp2p 1 P(A?B) — P(K®) =P},

la proyectividad de coordenadas homogéneas correspondiente. A cada punto [v] de
P(A%V) le asociamos las coordenadas homogéneas

Dp25([v]) = [No1, Aoz, Aos, A2, A1s, A2s),
donde v = 3., ;<3Aije; A ej. Consideremos dos puntos distintos P,Q € P(V)
de coordenadas homogéneas [ag, a1, as, as] y [bo, b1, ba, bs] respectivamente. La recta
¢ = P+Q esté representada en la cuddrica de Klein por el punto [A;;] de P% donde
)\ij:aibj—ajbi; 0<i<y<3.
Este punto [\;;] representa las coordenadas de Pliicker de la recta ¢. Adoptaremos
la notacién Ps(¢) = [A;;]. Las coordenadas de Pliicker de ¢ cumplen la siguiente
relacion:
Ao1A23 — Ao2A13 + Aoz A1z = 0.
Esta relacién define una cuddrica no degenerada en 3, que coincide con la cuddrica
de Klein de acuerdo con la siguiente proposicién:
PROPOSICION 28. Dado un punto [\;;] de P} que cumpla la relacion
Ao1A23 — Ao2A13 + Aoz A1z = 0,
existe una recta £ de P(V') tal que Pg(€) = [Ni;].
Demostracion: Supongamos, para simplificar que Ag; # 0, en otro caso se aplica
el mismo argumento con otros indices. Asi pues, podemos suponer que Ag; = 1.
Buscamos dos vectores independientes
a = (ag,a1,a2,a3), b= (bo,b1,b2,b3) € k*
de manera que se tenga \;; = a;b; — ajb;, con 0 < ¢ < j < 3. Decidamos que
ag = 0,bp = 1. Esto nos da
a; = 7)\0]' ] = 1,2,3.
Tenemos entonces que a = (0,—1, —Xo2, —Ao3) ¥ b = (1,b1,bs,b3). Debe ocurrir
también que
)\U = 7bj + /\Ojbly Jj=2,3.
Decidamos que b; = 0, entonces se tiene que
b= (]—7 07 7A12a 7>\13)~
Falta comprobar que A23 = asbs — agbs. Tenemos que
A2z = Ao1A23 = Ao2A13 — AozAiz = —ag(—b3) — (—az)(—b2) = asbs — asba,

lo que termina la demostracién. CcQD.

Del mismo modo, pero con mayor complicacién, se puede describir la grassma-
nianna de subespacios de dimension p de un espacio proyectivo ambiente P(V') de
dimensién n como un determinado subconjunto de P(APTV). Para este y otros
temas relacionados, recomendamos al lector hacer un recorrido por la bibliografia,
con la esperanza de que estas notas hayan servido para facilitar el mismo.
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EJERCICIO 62. (Planos en la Cuddrica de Klein) Consideremos el espacio proyectivo
P2 y la cuddrica de Klein K C P2 asociada. Dado punto P € P2 consideremos el subcon-
junto Ap de K cuyos elementos son la coordenadas de Pliicker de las rectas r C P2 que
pasan por P. Demuéstrese que Ap es un 2-plano de P2 contenido en K. Por otro lado,
consideremos un hiperplano H de P2 y definamos el subconjunto A de K formado por
las coordenadas de Pliicker de las rectas r C P2 contenidas en H. Demuéstrese que AT es
un 2-plano de P2 contenido en K. Pruébese que todo 2-plano A de P2 contenido en K es
de la forma Ap o A,

Por otro lado, sea £ una recta de P2 contenida en K. Demuéstrese que existe un plano
H de P2 y un punto P € H de modo que £ = Ap N AF,
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