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CHAPTER 1

Clasificaciéon de endomorfismos de espacios
vectoriales

En este capitulo abordaremos el teorema de Jordan de clasificacién de endo-
morfismos de espacios vectoriales de dimensidn finita, desde la éptica de los médulos
de tipo finito sobre dominios de ideales principales.

1. Dominios de ideales principales. Repaso

Recordamos que un anillo conmutativo con unidad A es una terna A = (A, s,p)
donde A es un conjunto, que denominaremos el conjunto soporte o conjunto sub-
yacente de A; los simbolos s y p denotan las operaciones suma y producto respec-
tivamente

s:AXA— A p:AxA— A
para las cuales utilizaremos la notaciéon habitual: s(a,b) = a + b y p(a,b) = ab.
Ademas, deben cumplirse las siguientes propiedades:
(1) (A4, s) es un grupo abeliano. Es decir, la suma es conmutativa, asociativa,
existe elemento neutro, que denotamos 0 y todo elemento tiene su opuesto.
(2) El producto p : (a,b) — ab es conmutativo, asociativo, existe unidad, que
denotamos 1, con 1 # 0 y, finalmente, hay distributividad respecto de la
suma:
a(b+ c¢) = ab+ ac.
En particular, se tiene que a0 = 0 y que (—1)a = —a para todo a € A.
Diremos que un anillo A es un dominio de integridad, o simplemente un do-
manto, si se tiene:
“Para todos a,b € A; si ab=0y a # 0, entonces b =0".
Si A es un dominio entonces se tiene la ley de cancelacién:
“Para todos a,b,c € A;sia# 0y ab= ac, entonces b = ¢”.

Diremos que un subconjunto I C A es un ideal de A, si se cumplen las siguientes

propiedades:
(1) s({ x I) ¢ I yla aplicacién s : I x I — I, obtenida por restriccién de s,
hace de (I, 5) un grupo abeliano.
(2) p(AxI)Cl.
Dos ejemplos de ideales (llamados ideales triviales) son el ideal cero {0} y el ideal
unidad o total A.

La interseccién de cualquier familia de ideales es un ideal. Dado un subconjunto
S C A, el ideal generado por S, que denotaremos habitualmente por (.5), es por
definicién la interseccién de todos los ideales que contienen S. Cuando el conjunto
S es unipuntual, S = {s}, denotaremos para simplificar (s) = ({s}); en particular,
el ideal cero serd denotado por (0).
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PROPOSICION 1. Dado S C A, el ideal (S) generado por S es el conjunto de
las combinaciones lineales finitas con coeficientes en A de elementos de S, es decir,
los elementos b € A de la forma:

b=ais; +azso+ -+ ansy,
donde n € Z>g, a; € A, s, € S, parai =1,2,...,n.

Demostracion: Las combinaciones lineales finitas consideradas estdn necesaria-
mente en cualquier ideal que contenga S, por tanto en la interseccién de todos ellos.
Por otro lado, el conjunto de todas las combinaciones lineales finitas de elementos
de S, constituye un ideal (dejamos la comprobacién al lector). CQD.

Decimos que un ideal I de A es principal, si existe un elemento s € A tal que
I = (s); es decir, si estd generado por uno de sus elementos. Nétese que:

(s) = As = {as;a € A}.

Diremos que un anillo A es un dominio de ideales principales, si es un dominio y
todos sus ideales son principales. Frecuentemente nos referiremos a ellos con las
siglas DIP.

Dos ejemplos importantes de DIP son el anillo Z de los ntimeros enteros y el
anillo £[X] de polinomios en una variable X con coeficientes en un cuerpo k dado.

2. Divisibilidad en dominios de ideales principales

Sea A = (A, s, p) un anillo conmutativo con unidad y p C A un ideal, con p # A.
Decimos que p es un ideal primo si y solo si se cumple la siguiente propiedad:

“Dados f,g€ Acon fgepy f¢p,se tiene que g € p.”
Noétese que A es un dominio si y sélo si el ideal (0) es un ideal primo.
Dados dos elementos f,g € A, decimos que f divide g si y sélo si existe h € A
tal que g = hf. Esto equivale a decir que g € (f).

PROPOSICION 2. Sip = (p) es un ideal principal de A, con p # A, son equiva-
lentes:

(1) Elideal p es primo.
(2) Dados dos elementos f,g € A; si p divide fg y no f, entonces divide g.

Demostracion: Basta observar que, dado h € A, se tiene que h € (p) si y sdlo
si p divide h. CQD.

Se dice que p € A es un elemento primo siy sélo si p # 0y el ideal (p) es primo.

Se dice que u € A es una unidad de A siy sélo si (u) = A. Esto es equivalente
a decir que 1 € (u), o equivalentemente que existe u’ € A tal que u'u = 1. Nétese
que las unidades no son elementos primos.

Dos elementos f,g € A estin asociados si y s6lo si existe una unidad u con
g=uf.

Dados dos elementos f,g € A, un mdximo comun divisor de f,g es cualquier
elemento d € A que divide f y g y tal que si d € A divide f y g, entonces d’
divide d. Si A es un dominio, dos maximos comunes divisores de f, g estan siempre
asociados.
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SiAesun DIP y f,g € A, cualquier generador del ideal ({f, g}) es un méximo
comun divisor de f,g. En particular, tenemos la identidad de Bézout: si d es un
maximo comun divisor de f, g, existen a,b € A tales que

d = af + bg.

La identidad de Bézout no es necesariamente cierta para un dominio que no sea un
DIP.

Dos elementos f,g € A son primos entre si si no existe ningin divisor comun
d € Ade fy g que no sea una unidad. Equivalentemente, si 1 es un méximo comin
divisor de f,g.

Se dice que f € A es irreducible si y s6lo si f no es una unidad y para toda
descomposicién f = gh donde g no es una unidad, se tiene que h es una unidad.

PROPOSICION 3. Todo elemento primo de un dominio es irreducible.

Demostracion: Sea p € A un elemento primo y supongamos que p = gh. Hay
que probar que o bien g es una unidad, o bien A es una unidad. Nétese que p divide
gh; por tanto, como p es primo, tenemos que p divide g o p divide h. Si p divide g,
existe u € A tal que g = up y por consiguiente p = uhp, en particular (1 —uh)p = 0.
Como A es un dominio y p # 0, se tiene que 1 = uh y por tanto h es una unidad.
Del mismo modo, si p divide h se concluye que g es una unidad.

CQD.

Se dice que el anillo A es un dominio de factorizacion dnica, para lo que uti-
lizaremos las siglas DFU, si y s6lo si es un dominio y para cada elemento f € A,
con f # 0, se tienen las siguientes dos propiedades:

e Existe una descomposicion de f en factores irreducibles de la forma

f=uofife-- fn,

donde n € Zxq, el elemento up € A es una unidad y los elementos
f1, f2,- .., fn € A son irreducibles.
e Dadas dos descomposiciones en factores irreducibles

f=uofife fn, f=uofifa- fir,

se tiene que n = n’ y existe una permutaciéon o € S, tal que fo;) v f/
estan asociados, para todo i =1,2,...,n.

Si A es un DFU todo elemento f # 0 se puede descomponer de la forma
f=up"p3? - pp,

donde v € A es una unidad, cada p; es irreducible y p; no esta asociado con p; si

1 # j. Basta agrupar los elementos asociados en la descomposicién de f en factores

irreducibles.

PROPOSICION 4. En un DFU todo elemento irreducible es primo.

Demostracion: Sea A un DFU y consideremos un elemento irreducible p € A.
Queremos probar que el ideal (p) es primo. Como p no es una unidad, tenemos
que (p) # A. Supongamos que p divide fg y no divide g. Esto quiere decir que p
aparece en la descomposicién en factores irreducibles de fg, pero no en la de g, por
consiguiente aparece en la de f y asi divide f. CcQD.
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EJEMPLO 1. Un DFU no necesariamente es DIP. Por ejemplo, el anillo de
polinomios en dos variables k[X,Y] con coeficientes en un cuerpo k es un DFU,
que no es un DIP. De hecho, se sabe que todo anillo de polinomios en una variable

con coeficientes en un DFU, es un DFU. A continuacién veremos que, sin embargo,
todo DIP es un DFU.

PROPOSICION 5. Sea A un DIP y f € A\ {0}. Eziste una descomposicion de
f en factores irreducibles del tipo

f:u0f1f2"'fn7 neZZOv

donde ug es una unidad y cada f; es irreducible para 1 <1i < n.

Demostracion: Razonemos por reduccién al absurdo, suponiendo que existe
f # 0 que no admite una descomposicién en factores irreducibles. Entonces f no
es irreducible, pues si lo fuera tendriamos f = 1- f y serfa una descomposicién en
factores irreducibles. Se concluye que hay una descomposicién f = g1hy, donde ni g1
ni hq son unidades. Tampoco puede ocurrir que ¢g; y h1 admitan una descomposiciéon
en factores irreducibles ambos, pues generariamos una de f. Uno de ellos, digamos
g1, no admite una descomposicién en factores irreducibles. Repitiendo el razo-
namiento, encontramos que g1 = gaho donde ho no es una unidad y g no admite
una descomposicién en factores irreducibles.

De este modo tenemos una sucesién de parejas {(gn,hn)}n>1, con g, # 0,
hy, # 0, de modo que cada h, no es una unidad y se tiene

In = Gni1hni1, paratodon > 1.

En particular, tenemos inclusiones estrictas de ideales

(9n) & (gn+1)

para cada n > 1. En efecto, la inclusién (g,,) C (gn+1) estd dada por el hecho de
que gn = gn+1hnt+1 y por consiguiente g, € (gn+1). Por otro lado, (g,) # (gn+1),
en efecto, si g,+1 € (gn) tendriamos que g,+1 = ag, y por tanto g,+1 = ahpt19n+1,
es decir (1 —ahp41)gn+1 = 0, como A es un dominio, se tendria que 1 — ah, 11 =0
dado que g,11 # 0, es decir que 1 = ah, 1 y por tanto h, 41 serfa una unidad, que
suponemos no ocurre. Asf pues g,+1 ¢ (gn), lo que prueba que (g,) # (gn+1)-

Consideremos ahora el ideal I C A generado por el conjunto de los elementos
dn, con n > 1. Como cada g, # 0 se tiene que I # (0). La hipdtesis de que A es
un DIP, nos dice que I = (s), con s # 0. Por un lado s € I, esto quiere decir que
existe una combinacién lineal finita

§=aigr +azg2 + -+ angn-
Por otro lado gyy1 € (s) y entonces gyi+1 = bs. Recordemos que para cada
1 <n < N se tiene g, € (gn), esto es, g, = b,gn para algin b,, € A. Finalmente
obtenemos que
gN4+1 =bs = b(a1b1 + agby + -+ + CLan)gN.
Esta igualdad implica que gy41 € (gn). Es la contradiccién buscada. CcQD.

PROPOSICION 6. Sean A un DIP y dos elementos no nulos f,g € A. Son
equivalentes:

(1) Los elementos [ y g son primos entre si.
(2) No eziste ningin divisor comin irreducible de f y g.
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(3) El ideal generado por {f,g} es el total.
(4) Ewxisten a,b € A tales que af + bg = 1. (Identidad de Bézout).

Demostracion: Los enunciados (3) y (4) son equivalentes por definicién. Veamos
la equivalencia de los demdas mediante una lista circular de implicaciones:

(1) = (2) Evidente, ya que un irreducible no es una unidad por definicién.

(2) = (3) Escribamos ({f,g}) = (a), si a es una unidad entonces (a) = (1). Si a
no es una unidad, cualquier irreducible de una descomposicién en factores
irreducibles de a es un divisor comun irreducible de f y de g.

(3) = (1) Si f y g no son primos entre si, existe una no unidad h tal que f, g € (h).
Entonces ({f,9}) C (h) € (1) ¥ por tanto ({/,g}) # (1).

CcQD.

COROLARIO 1. En un DIP todo elemento irreducible es primo.

Demostracion: Sea A un DIP y consideremos un elemento irreducible p € A.
Queremos probar que el ideal (p) es primo. Supongamos que p divide fg y no divide
g. Como p no divide g y los tnicos divisores de p son los irreducibles asociados
con p, se sigue que p y g son primos entre si. Asi pues existen a,b € A tales que
1 =ap + bg. Escribamos fg = hp, tenemos

f=(ap+bg)f =apf+bfg=afp+bhp= (af +bh)p.
Se sigue que p divide f. CcQD.

COROLARIO 2. Todo DIP es un DFU.

Demostracion: Solo falta comprobar la unicidad de las descomposiciones en
factores irreducibles de elementos no nulos. Sea A un DIP y consideremos dos
descomposiciones de un elemento f # 0 en factores irreducibles

f:uOflfQ"'fn:ui)f{fé"'f;ﬂ’ n<n'.
Si n = 0 entonces f = wg es una unidad y por tanto n’ = 0. Supongamos que
n > 1. Como f; es irreducible, es primo y entonces divide alguno de los fJ’ Salvo
reordenacién, podemos suponer que f; divide f] y por consiguiente estén asociados,
ya que fi es irreducible. Salvo multiplicar por una unidad, podemos suponer que
f1 = f1. Escribiendo f = fig, tenemos que

g=uofofs- fn="1pfof3 fr

y procedemos por induccién finita sobre n. CcQD.

3. Modulos sobre un anillo

Sea A = (A, s,p) un anillo conmutativo con unidad. Un mddulo M sobre A es
una terna M = (M, o, ) donde M es un conjunto no vacio y o, 7 son aplicaciones

o:MxM-—->M, w:AxM—M

que denotaremos o(m,n) = m + n y w(a,m) = am si no hay confusién. Pedimos
que (M, o) sea un grupo abeliano, que el producto (a,m) — am sea distributivo
respecto de la suma en A y en M, es decir:

(a) para todos a,b € A, m € M, se tiene (a + b)m = am + bm,
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(b) para todos a € A, m,n € M, se tiene a(m +n) = am + an;
que sea asociativo respecto del producto en A:
(¢) para todos a,b € A, m € M, se tiene (ab)m = a(bm)
y ademas se tenga:
(d) para todo m € M, se tiene lm =m y Om = 0,
(e) para todo a € A, se tiene a0 = 0.
El conjunto M se llama conjunto soporte o conjunto subyacente al médulo M.
También se dice que M es una estructura de A-mddulo sobre M.
Tenemos los siguientes ejemplos basicos:
e Todo grupo abeliano es un Z-médulo de forma natural.
e Todo ideal I de A admite una estructura natural de 4-mddulo.
e En el caso de que A sea un cuerpo k, un k-médulo es lo mismo que un
k-espacio vectorial.

Dado un A-médulo M = (M,o0,n), decimos que un subconjunto N C M
soporta un submddulo de M si soporta un subgrupo abeliano y es invariante para el
producto, es decir 1(AX N) C N. En este caso tenemos un A-médulo N' = (N, 7, 7)
dado por:

g(m,n) = o(m,n), 7(a,m) = n(a,m),
que llamaremos el submddulo de M soportado por N. En adelante, si no hay
confusion, identificaremos cada submoédulo de M con su conjunto soporte, dado
que la estructura inducida de A-mdédulo sobre un subconjunto de M que soporte
un submodulo es tnica.

La interseccién de cualquier familia de submddulos es también un submdédulo.
Asi, dado un subconjunto cualquiera B de M definiremos el submddulo < B >
generado por B como la interseccién de todos los submédulos que contienen B.

PROPOSICION 7. Dado B C M, el submddulo < B > de M generado por B es
el conjunto de combinaciones lineales finitas

aymsi + aamso + -+ + apMy,

donde n € Z>q los a; € A ylosm; € B, parai=1,2,...,n.

Demostracion: Es la misma “mutatis mutandis” que la del caso de ideales en
la proposicién 1. CcQD.

Sean N7 y Ny dos subconjuntos de M. Definimos el conjunto Ny + Ny como

Ny + Ny ={n € M; n=ny +ng, ny € N1, ny € Na}.
PROPOSICION 8. Si Ny y Ny son submddulos de M, se tiene
< N1 UN3 >= N; + Ns.

Demostracion: Basta observar que N1 + Ny es un submédulo que contiene Ny
y Ny y ademads esta contenido en cualquier submoédulo que contenga Ny y Ns.
CcQD.

PROPOSICION 9. Dados Ny y Ny submddulos de M, se tiene que NyN Ny = {0}
sty sdlo si, dados ny,n} € N1, ng,nb € Na con

li /
n1 + ng = ny + No,

entonces n1 = nj y ng = nh.
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Demostracion: Basta observar que n; —nj = nh —ny € Ny N Na. CQD.

Se dice que N1 + Ny es suma directa interna de los sumddulos Ny y No siy
sélo si N1 N Ny = {0}. Lo escribimos Ny + Ny = N1 & Ns.

De manera mas general, si tenemos una lista finita Ny, No, ..., N,, de submédulos
de M, vemos que

<NyUNsU---UN, >= Ny +No+ -+ N,.
Por induccién diremos que N1 + Ny + - - - + N, es suma directa interna de la lista
anterior y lo escribiremos:
Ni+No++++ Ny =N O No@:-- D Ny,
sisetiene N+ No+---+ N, 1 =N ®ONaD--- D N,,_1 y ademas:
(Ni+No+--+Np 1)+ Ny =(N1®No® - B Np—1) ® N,
Un caso particularmente interesante se da cuando tenemos
M=N{®Ny® D N,
en este caso todo m € M admite una expresién tnica
m=mi+mo+---+my; m; €N;yi=1,2,...,n.

3.1. Homomorfismos de médulos sobre un anillo. Dados dos médulos
My = (My,01,m1)y Ma = (Ms, 09, T2) sobre un anillo A4, llamamos homomorfismo
de A-mddulos de My en My a toda aplicacién de conjuntos ¢ : M7 — Ms que es
un homomorfismo de grupos abelianos y ademés cumple

¢(am) = agp(m), m € My, a € A.
Noétese que am denota el producto m; en M; y ap(m) se refiere al producto mo en
M.

Denotaremos por Hom 4(M;7, Ms) el conjunto de los homomorfismos de A-
moédulos de M; en M. El primer ejemplo es la identidad idy; € Hom 4 (M, M).
Dados tres A-médulos M, My v M3 la composicién de aplicaciones permite
construir una aplicacién bien definida

Hom 4 (M1, M3) x Hom 4 (Mg, M3) — Hom 4 (M7, M3)

dada por (¢, %) — 1 o ¢.

Diremos que ¢ € Hom (M1, Ms) es un isomorfismo de A-mddulos si existe
¥ € Homa(Ma, M7) tal que v o ¢ = idy, v ¢ 0t = idps,. Denotaremos por
Isom 4 (M1, M3) el conjunto de isomorfismos de M; en M.

EJercicio 1. Todo homomorfismo biyectivo entre A-mddulos es un isomor-
fismo y reciprocamente, todo isomorfismo de A-médulos es biyectivo.

Ejercicio 2. Dados dos A-médulos M; y My con el mismo conjunto suby-
acente M, la aplicacion identidad idys : M — M no necesariamente es un homo-
morfismo de My en Ms. Por ejemplo, consideremos M = {mq,mz, m3, my} un
conjunto de cuatro elementos y dos biyecciones

01 M—=7/12)xZ/(2), @2:M—=7Z/4).

Dotamos ahora M de dos estructuras distintas M; y My de grupo abeliano (o
Z-médulo) a través de las biyecciones @1 y @2, es decir

oi(my,mp) = @7 (i(my) + i(mk)), i=1,2.
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En este ejemplo, la identidad idy; ¢ Homgz (M7, Mos).

El nicleo Ker¢ de un homomorfismo ¢ : M — M’ entre dos A-médulos M y

M’ se define por
Kerg = {m € M; ¢(m) = 0}.

Es un submédulo de M y se cumple que Ker ¢ = {0} si y sélo si ¢ es inyectivo.

M4s generalmente, si N’ C M’ es un submédulo de M, entonces ¢~ (N’) es
un submédulo de M.

Asimismo, la imagen Im¢ de ¢ se define por

Im¢ = {m' € M'; existe m € M tal que ¢(m) =m'}.

Es un submédulo de M’ y se cumple que Im ¢ = M’ si y s6lo si ¢ es suprayectivo.
Los elementos de Hom 4 (M, M) reciben el nombre de endomorfismos de M.
Denotaremos por End 4(M) el conjunto de endomorfismos de M, esto es

End 4 (M) = Hom 4 (M, M).

Aquellos que son isomorfismos se llaman automorfismos de M. Asimismo deno-
taremos por Aut4(M) los automorfismos de M.

La composicién de aplicaciones es una operacién interna en End4(M) y con
esta operacién Aut 4(M) es un grupo.

Esercicio 3. El grupo Aut 4(M) no es necesariamente abeliano.

Un ejemplo interesante de endomorfismo de un médulo M es el endomorfismo
¢M . M — M obtenido de la multiplicacién por un elemento fijo a € A del anillo:

oM (m) = am.

Observemos que ¢ = idys, oM o ¢£” = ¢£g‘ = (bév‘ o M. En particular, si a es
una unidad entonces ¢! es un automorfismo. Nos resultard interesante considerar
los submédulos de la forma

Ker(¢pM) = {m € M; am = 0}.

4. Moébdulos de torsion sobre un DIP

Sea M = (M, o, ) un médulo sobre un anillo A conmutativo con unidad. Dado
un elemento m € M, definimos el anulador Annpg(m) por

Annp(m) = {a € A; am = 0}.

El anulador Annag(m) es un ideal de A. Diremos que el elemento m € M es de
torsidn en M si Annpq(m) # (0), es decir, si existe un elemento a # 0 del anillo .4
tal que am = 0. Si no hay lugar a confusién, omitiremos el subindice, denotando
simplemente Ann(m) = Ann(m).

EJEMPLOS 1. Si el anillo A es un cuerpo, y por consiguiente M es un espacio
vectorial, el unico elemento de torsién es el cero.
Si por ejemplo consideramos el Z-mdédulo M dado por

M = (2/2Z) x (Z/3T)

con la suma definida por (m,n) + (m/,n’) = (m + m’,n + n’), entonces todos sus
elementos son de torsién y més concretamente tenemos

Ann(1,0) = (2); Ann(0,1) = (3); Ann(1,1) = (6).
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PRrOPOSICION 10. Sea A un dominio de integridad y M un A-mddulo. El
congunto 7(M) C M de los elementos de torsidn de M es un submddulo de M.

Demostracion: Tenemos que ver que dados dos elementos my,ms € 7(M), se
tiene que my — mg € 7(M) y también que dados m € 7(M) y b € A se tiene que
bm € 7(M). Sabemos que existen a1, as € A no nulos tales que aym; = agmgy = 0,
como A es un dominio tenemos que ajas # 0y entonces la ecuacién

araz(my —ma) = ag(a1mi) — a1 (aeme) =0,

nos dice que m; — mg € 7(M). Por otro lado, si tomamos a # 0 con am = 0
tenemos que a(bm) = b(am) =0y asi bm € 7(M). CQD.

Diremos que M es un mddulo de torsion si (M) = M. El anulador Ann(M)
del médulo M se define por

Ann(M) = {a € A; am = 0, para todo m € M}.

Se trata también de un ideal de A.
Diremos que un A-médulo M es de tipo finito, o también finitamente generado,
si existe un subconjunto finito B del soporte M tal que < B >= M.

PROPOSICION 11. Supongamos que A es un dominio y que M es un A-mddulo
de tipo finito. Son equivalentes
(1) El mddulo M es de torsidn, esto es 7(M) = M.
(2) Anmn(M) # (0).

Demostracion: Supongamos que M es de torsién y seleccionemos una lista
finita mq,mo, ..., m, de generadores de M. Para cada i = 1,2,...,n tomemos
a; # 0 con a;m; = 0. Sea a = ajas---a,. Como A es un dominio, tenemos
que a # 0. Ademds am = 0 para todo m € M, entonces 0 # a € Ann(M).
Reciprocamente, con caracter general se tiene que Ann(M) C Ann(m) para todo
m € M y por tanto todo elemento de M es de torsién cuando Ann(M) # (0).

cQD.

Consideremos ahora el caso de DIP. El siguiente resultado se conoce como
“segundo teorema de estructura para moédulos de tipo finito sobre DIP”.

TEOREMA 1. Sea A un dominio de ideales principales y M un A-mddulo de
tipo finito y de torsion. Supongamos que
Ann (M) = (£9)

donde f y g son primos entre si y no son unidades. Entonces existen dos submddulos
unicos Ny y Ny de M con las siguientes propiedades

(1) El mddulo M es suma directa interna de Ny y N¢, esto es M = Ny & Ny.

(2) Ann (Ng) = (g) y Ann (Ny) = (f).
Ademds, se tiene que Ny = Kerd)?/l y Ny = Kergbg\/l,

Demostracion: Nétese que fg # 0 dado que ni f ni g son unidades y son primos
entre si. Definamos

N, = Im((b?A):{nGM? existe m € M conn = fm},
Ny = Im(qﬁéw):{nGM; existe m € M con n = gm}.
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Como f y g son primos entre si y A es un DIP, se cumple la identidad de Bézout y
se tienen a,b € A con af + bg = 1. En particular todo elemento m € M se escribe

m = 1m = (af +bg) = a(fm) + b(gm).

Esto prueba que M = N, + Ny.
Veamos ahora que Ny N N, = {0} y por consiguiente se tiene la suma directa
interna M = Ny @ Ny. Sin € NyN Ny tenemos

n= fm; = gma.

Por tanto n = In = (af + bg)n = afgma + bgfmi = fglama + bmq1) = 0, ya que
Ann (M) = (fg).

De la definicién de Ny y N, y dado que (fg) = Ann (M) se concluye que
f € Ann (Ny) y g € Ann (V). Sean f',¢’ € A tales que Ann (Ny) = (f') y
Ann (N,) = (¢'); obsérvese que f'g’ # 0. Queremos ver que ' € (f) y ¢’ € (g) con
lo cual se tendrd que (f) = (f) y (9) = (¢).

Escribamos f = hy1f’ y g = hag’. Por otro lado f'¢’ € Ann (M), dado que
M = N, + Ny. Se sigue que f'¢’ = hfg = hhihof'g’ y por tanto hy y hs son
unidades. Es decir (f") = (f) v (¢') = (9).

Comprobemos la unicidad de Ny y N,. Supongamos que se tienen N} y N;
con las propiedades requeridas. Dado m € N J’M tenemos que fm = 0 y entonces

m=1m = (af + bg)m = bgm € Im(%\/’) = Ny.
Por consiguiente NV }‘ C Ny y también N; C Ny. Reciprocamente, todo elemento
m € Ny, se expresa en M = N, & Ny = N, © N} de forma tinica como
— _ / !
m=0+m=mg+mj.
Se concluye que my =m —m; € N¢, como mg € Ny C N, se tiene que
m’g ENfﬂNg = {O}
y por consiguiente my = 0. Es decir m = m/; y por tanto Ny = N}. Del mismo
modo N = N,.
Finalmente, probemos que N; = Ker(cﬁ?"). Recordemos que

Ker(gb?/l) ={m e M; fm = 0}.

Sabemos que Ann(Ny) = (f) y por tanto Ny C Ker((b?/‘). Reciprocamente,
tomemos m € M tal que fm = 0. Escribamos m = fmj + gmso segin la des-
composicion M = N, + Ny obtenida. Queremos probar que fm; = 0 y entonces
m = gmy € Ny. Como fm = 0, se tiene f(fmy + gmso) = 0y por tanto fZm; = 0.
Si fmy # 0, tenemos que Ann(fmy) = (h) con h no unidad y ademds f = h'h,
g = h”h, se concluye que h divide f y g, absurdo. Del mismo modo se tiene que
Ny = Ker(d)ﬁ"). CQD.

COROLARIO 3. Sea A un dominio de ideales principales y M un A-mddulo de
tipo finito y de torsion. Supongamos que

Ann (M) = (fifa... ft),

donde los f; son dos a dos primos entre si y no son unidades. Entonces existen
submddulos 1inicos Ny, de M con las siguientes propiedades
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(1) El médulo M es suma directa interna de los Ny,, esto es
M = Ny & Ng, @ --- @ Ny,.
(2) Ann (Ny,) = (fi), parai=1,2,...,t.
Ademds, se tiene que Ny, = Kercz)?i’l, para i =1,2,...,t.

Demostracion: Sit = 2 es el teorema anterior. Hagamos induccién sobre t.
Sabemos que
M = Nfl D Nf2f3"‘ft'
concluimos aplicando induccién a Ny, f....r,. Se dejan los detalles como ejercicio
para el lector, la observacién clave es que la restriccién de d);}:‘ a Ny es inyectiva,
para i =2,3,...,t. CcQD.

5. Forma normal de Smith de una matriz en un DIP

En esta seccién daremos un resultado clasico que serd clave para determinar la
estructura de los médulos de tipo finito sobre un DIP.

Partimos de un dominio de ideales principales .A. Recordemos que sobre el
producto cartesiano

A" = Ax Ax " xA
hay una estructura estdndar de A-mdédulo. Todo homomorfismo de A-mddulos

¢ : A" — A™ determina una matriz Ty = (¢;;) con n filas y m columnas y cuyos
coeficientes ¢;; estan en A, donde

p(ef') = (tir, tiz, - - - s tim),
siendo e} = (0,0,...,0,1,0,...,0) € A", con el coeficiente 1 en el lugar i. Reciprocamente,
toda matriz T de dimension n x m con coeficientes en A determina un homomor-
fismo de A-médulos ¢r : A™ — A™ cuya matriz es T'.

Exactamente como ya sabemos hacer para espacios vectoriales, si tenemos dos
homomorfismos de A-mddulos

A Goam B g
se cumple que Tiyop = TyT,. En particular, si o : A™ — A™ es un isomorfismo, la
matriz T, es invertible, mas concretamente

ToTy-1 =1y To-1To =1y,
PROPOSICION 12. Si A™ y A™ son isomorfos, se tiene que n = m .

Demostracion: Basta ver que si tenemos dos matrices Py () con coeficientes en
A, de dimensiones n X m y m X n respectivamente y tales que PQ =1, vy QP = I,
entonces n = m. Como A es un dominio, existe un cuerpo K con A C K y el
problema se plantea para matrices con coeficientes en un cuerpo, por tanto n = m.
(La existencia de K se deriva de la construccién usual del cuerpo de fracciones de un
dominio, que no difiere esencialmente de la construccién de los niimeros racionales

a partir de Z.) CQD.

Cualquier matriz cuadrada invertible da lugar a un isomorfismo. Notese que,
aunque se trate de un DIP y no un cuerpo las formulas para obtener la inversa
de una matriz cuadrada son las mismas, en particular una matriz cuadrada 7' con
coeficientes en A es invertible si y s6lo si su determinante es una unidad.
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Diremos que dos homomorfismos ¢, : A™ — A™ son homomorfismos equiva-
lentes de A-mddulos si y sélo si existen isomorfismos o : A" — A"y f: A™ — A™
tales que

p=pBogoal.
Esto es equivalente a decir que existen matrices invertibles P y ) con coeficientes
en A, tales que
Ty = PT,Q.

TEOREMA 2 (Teorema de Smith). Dada una matriz T de dimensidn n xm con
coeficientes en un dominio de ideales principales A, existen dos matrices invertibles
P y Q tales que el producto PTQ tiene una de las siguientes formas diagonales

dy 0 0
B0 000 CoE 0
0 dy - 0O 0---0 , 0 0 d, ’
0 0 -+ ds 0---0 0 O 0

0 0 0

donde (d1) D (d2) D --- D (ds), siendo r = min(n,m).
El teorema de Smith se sigue de los siguientes lemas:

LEMA 1. Dada una matriz T = (t;;) de dimensidon n X m con coeficientes en
un dominio de ideales principales A y matrices invertibles P y @ de dimensiones
respectivas n x n y m x m. Consideremos la matriz T' = PTQ = (t;]) El mdximo
coman diwvisor (d) de los coeficientes t;; es igual al mdzimo comin diwvisor (d') de
los coeficientes t;;.

Demostracion: Veamos primero el caso en el que @ = I,,,. Los coeficientes ¢/ ; se
obtienen como combinaciones lineales de coeficientes ¢;;, se sigue que d divide todos
los tj; y en particular (d) D (d'). Argumentando que T = P~'(PT) concluimos
asimismo que (d’) D (d). Por consiguiente (d) = (d'). Argumento similar para el
caso P = I,,. Finalizamos observando que podemos obtener T’ a partir de T en dos
pasos del tipo anterior: T ~ PT ~ (PT)Q =T". CQD.

LEMA 2. Dada una matriz T = (t;;) de dimensidn n X m con coeficientes en
un dominio de ideales principales A, existen dos matrices invertibles P y Q tales
que el producto PTQ tiene la forma

Pra=(-4—t5)

donde H es una matriz (n — 1) x (m — 1) y d divide todos los coeficientes de H.

Demostracion: Dado un elemento a € A, consideremos la descomposicién en
producto de elementos irreducibles primos entre si dos a dos a = up}*py? - - - p;*.
Llamemos longitud ¢(a) a la suma £(a) = ny + ng + -+ + ng. Por convencidn,
escribimos £(0) = oo.

Sea d un maximo comun divisor de los coeficientes de T. Haremos induccién
sobre el valor ¢(T") definido por £(T) = ¢(t11) — I(d). Obsérvese que £(T") > 0.
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Si ¢(T) = 0, como d divide t11, tenemos que t1; = ud, donde u es una unidad.
En particular ¢1; divide todos los coeficientes de T'. En este caso podemos conseguir
una matriz de la forma deseada, substituyendo la columna ¢; por v~ '¢; y para cada
j 2 2, la columna c¢; por ¢; — Ajci, donde t1; = Ajti1. Asi obtenemos una matriz

de la forma
d 0
PTQ(* H>

Ahora realizamos una operacién similar con las filas: Dejamos fija la primera y para
cada i > 2 substituimos la fila f; por f; — u; f1 donde t;; = p;t11. Las operaciones
realizadas corresponden al producto a la izquierda, caso de las filas, y a la derecha,
caso de las columnas, por matrices invertibles sencillas, cuya descripcién dejamos
al lector.

Supongamos que £(T) > 0 y que el resultado es cierto para todas las matrices
T con £(T") < ¢(T). Distinguimos varios casos:

A1) En la primera fila existe un coeficiente no divisible por ¢11. Después de un
cambio de orden en las columnas, podemos suponer que este coeficiente es t12. Sea
d’ el mdximo comtn divisor de ¢17 y de t12, ndtese que £(d’) < £(t11). Sabemos que
existen «, 3,7, € A tales que

aty) + Btio =d', ya+ 63 =1.

Consideramos ahora la matriz T’ obtenida multiplicando T a la derecha por la
siguiente matriz invertible:

o =y 0

0 | Lno

En la nueva matriz T” el coeficiente t{; es igual a d’. Teniendo en cuenta el lema
anterior,
UT") = Ud) — £(d) < £(tin) —£(d) = ((T)

y aplicamos la hipétesis de induccién a T”.

As) En la primera columna existe un coeficiente no divisible por ¢1; actuamos
como en el caso Ap).

B) Supongamos que todos los coeficientes de la primera fila y la primera
columna son divisibles por t1;. Podemos poner ceros en la primera fila y la primera
columna, para reducirnos al caso en el que T tiene la forma

- t11 0
r= ()

donde hay un coeficiente ¢;; con %,j > 2 no divisible por ¢1;. Sumamos la fila 7 a la
primera fila, este coeficiente pasa a la primera fila y recaemos necesariamente en el

caso Aj). CQD.

NOTA 1. Los ideales de la descomposicién de Smith son tinicos, aunque no deta-
llaremos esta prueba. No obstante, podemos dar una idea de cémo hacerla. El ideal (d1)
es el mdximo comun divisor de los menores de tamafio uno (los coeficientes) de la matriz
PTQ, que sabemos coincide con el maximo comun divisor de los coeficientes de la matriz
T. Para un indice 1 < k < r, el ideal (didz---dk) es el mdximo comin divisor de los
menores de tamafio k de la matriz PT'Q. Se puede demostrar que coincide con el maximo
comun divisor de los menores de tamano k de la matriz T, aunque es un poco tedioso.
Para verlo, si denotamos por Ak(T) la matriz formada por los menores de orden k de T,
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adecuadamente colocados, se puede demostrar que A*(PTQ) = A¥(P)A*(T)A*(Q), y asf
reducimos el problema al caso inicial de los coeficientes.

Sea [ el entero tal que (1) = (d;) 2 (dj41). Se tiene que:
(1) = (d1) = (d2) = -+ = (di) 2 (di41) > (dig2) D -+ D (dy).
Escribamos s =r —1ly e; = djy; para j = 1,2,...,s. La lista de ideales

(e1) D (e2) D - (es),

recibe el nombre de lista de factores invariantes de la matriz T.

6. Submoédulos de un médulo finitamente generado

Sea A un dominio de ideales principales. Decimos que un médulo M es libre
de rango n sobre A si 'y sélo si M es isomorfo a un médulo de tipo A™. Obsérvese
que los médulos libres no tienen elementos de torsién, esto es 7(M) = {0}.

PROPOSICION 13. Todo submddulo N C A™ de un mddulo libre de rango m es
libre de rango n con n < m.

Demostracion: Trabajamos por induccién sobre m. Si m = 1, un submdédulo
N de A es exactamente un ideal de A y como se trata de un DIP, tenemos que
N =aA. Sia=0, tenemos que N = (0) es libre de rango 0. Si a # 0, es libre de
rango 1, ya que la aplicacién

A—aA; br>ab

da un isomorfismo de A-médulos entre A y aA.
Supongamos ahora que m > 1 y consideremos la aplicacion de proyeccién sobre
la dltima coordenada

7 A" = A; (a1,a2,. ., Qm) > Q.

La imagen 7(NN) C A es un médulo libre de rango uno, o bien es w(N) = {0}. Si
m(N) = {0}, entonces

N cC A" x {0} &A™
y podemos aplicar la induccién. En caso contrario, tenemos 7(NN) = aA, con a # 0.
Nétese que Ker (1) = A™~! x {0} es libre de rango m — 1. Seleccionemos un
elemento sgp € N tal que m(sg) = a. Tenemos que < sp >C N es isomorfo a a4 y
por tanto a A. Por otro lado veamos que

N =(NnKer (m)® < so > .
En efecto, dado s € N, sabemos que 7(s) = ba y tenemos una expresién
s=(s—bsg) +bsp € (NNKer (m))+ < s¢ > .

Se sigue que N = (N NKer (7))+ < sg >. Veamos que la suma es directa: si
m(bsg) = 0, entonces ba = 0 y b = 0. Con esto terminamos, ya que, por induccién,
sabemos que N NKer (7) C Ker (7) es libre de rango menor o igual que m — 1.

CQD.

COROLARIO 4. Supongamos que M es un A-mddulo generado por m elementos
y que N C M es un submddulo, entonces N puede generarse por n elementos con
n<m.
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Demostracion: Consideremos un sistema de generadores vy, vs, ..., vy, de M.
Existe un homomorfismo suprayectivo de A-mdédulos

¢: A" - M
tal que ¢(el") = v;; donde recordamos que e]” € A™ es el elemento cuyos coe-
ficientes son 0 excepto el que ocupa el lugar i, que es igual a 1. Sabemos que
»~1(N) es libre de rango n < m por la proposicién anterior. Como ¢ induce un
homomorfismo suprayectivo

¢~ (N) = N,
concluimos que N puede generarse por n elementos. CcQD.

7. Decomposicion en mdédulos ciclicos

Consideremos un dominio de ideales principales A y un A-mdédulo M. Diremos
que M es ciclico si esta generado por un sélo elemento, es decir, existe m € M tal
que

M =<m >={am; a € A}.
Notese que si M es ciclico, su anulador coincide con el del generador m, es decir,

Ann (M) = Ann (m).

Sabemos que M es de torsidn si y solamente si Ann (M) = Ann (m) # (0). Cuando
M no es de torsién, la aplicacion A — M dada por a +— am define un isomorfismo
de A-médulos.

Dado un A-médulo M de tipo finito, denotaremos por p(M) el minimo nimero
de generadores de M. Es decir, este niimero esta determinado por el hecho de que
existe un sistema finito de generadores de M con u(M) elementos y no existe
ninguno con menos elementos. Por convencién diremos que (M) = 0 es equiva-
lente a decir que M = {0}.

Deseamos probar el siguiente resultado:

TEOREMA 3. Sea A un dominio de ideales principales y M # 0 un A-mddulo
de tipo finito. Escribamos m = u(M). Existe una descomposicidn de M en suma
directa interna de submddulos ciclicos

M=<v1>®<v2>® B <vy, > Am(<v;>)=(¢), i=12,...,m,

tal que (1) # (e1) D (e2) D -+ D (ew). En particular Ann(M) = (e,).
Demostracion: Si m = 0, entonces M = {0} y no hay nada que demostrar. Si
m = 1, entonces M ya es un médulo ciclico M =< v > con v # 0, en este caso
Ann(v) = Ann(M) = (e),
donde (e) # (1), ya que v # 0. Veamos ahora el caso general m > 1. Como M
puede generarse por m elementos, existe un morfismo suprayectivo
¢: A™ — M.

El nicleo Ker¢ es un submédulo de A™ y por tanto es un médulo libre de A™
de rango r < m. Asi, existe un homomorfismo inyectivo ¢’ : A" — A™ tal que
Im(¢)") = Ker¢. Consideremos la primera proyeccién 7 : A™ x A™™" — A" y sea
¥ = ¢/ om. Como 7 es suprayectivo, tenemos que Im(v) = Im(¢)"). Asi pues,
tenemos un morfismo

P AT — AT
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tal que Im(y)) = Kere.
Apliquemos el teorema de Smith al morfismo 1. Entonces existen dos isomor-
fismos av: A™ — A™y B : A™ — A™ tales que el homomorfismo v dado por

p=Bopoa "t A™ 5 A™
cumple que v(el) = d;e" para i = 1,2,...,m, donde cada d; divide el siguiente.
Definamos ¢ por:
p=¢of LA™ - M.
Como ¢ es suprayectivo y ( es una biyeccién, tenemos que ¢ es suprayectivo.
Ademds ¥(A") = Kery, en efecto

B(A™) = Botoa™ (A") = Bo (A7) = B(Kerg) = Ker(go 1) = Kerg.
Observemos que
Kerg = (A") = {(a1dy, azds, . . ., amdy) € A™; a; € A1 <1i < m}.
Denotemos v; = p(el"), para i =1,2,...,m. Sabemos que
M =< 1,09, ...,0, > .

Veamos que,
Amn(w;) = (d;), i=1,2,...,m.

Se tiene que d;w; = ¢(d;el"). Dada la descripcién de Kerp = 9(A™), vemos
que d;e" € Kerp y por tanto, d;w; = 0, luego d; € Ann(w;); reciprocamente, si
¢ € Ann(w;), entonces ge]” € Kerp. Esto implica que

gej’ = ardiel" + azdsey’ + - - -+ apdpe;’
y por consiguiente q = a;d; € (d;).
Falta ver que la suma

M=<vi>+<vy>+4+ -+ < v, >

es directa. Para ello, es suficiente probar que si
0= Mg + Aavg + -+ + AUy,

entonces \;v; = 0 para todo ¢ = 1,2,...,m. Tenemos que

0=pAel" + el + -+ Aper).
Dada la descripcion de Ker(yp), existen a; € A tales que

Aelt + eyt + -+ Apen = arerel’ + agesel + -+ amemenn,

por tanto \;v; = a;e;p(el”) = ae;v; = 0, pues e;v; = 0, para todo i = 1,2,...,m.

CQD.

OBSERVACION 1. La descomposicién de M que acabamos de ver, nos permite
observar que el anulador de M es el ideal (0) si y s6lo si e; = 0. Mds generalmente,
supongamos que €xy1 = €pt2 = - = es = 0y que e # 0, entonces podemos
descomponer M como suma directa interna

M=ToL T=<v1>®<vy>F B <vp >,

donde L = Avg41 ® Avgya @ -+ - ® Avg es un A-médulo libre de rango s —k y T' es
un A-médulo de torsién cuyo anulador es el ideal (er). Ademds, podemos ver que
T = 7(M). En efecto, si t + 1 es un elemento de torsién con t € T y [ € L, existe
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un elemento del anillo a # 0 tal que 0 = a(t + 1) = at + al; en particular, se tiene
que al =0y por tanto, l =0, de donde t +1 € T

NOTA 2. La observacién anterior permitiria demostrar que el rango de la parte libre
L de M esta intrinsicamente definido, pues L se obtiene como el cociente de M por T'. No
insistiremos en esta construccion, que corresponde al “primer teorema de descomposicion”
de médulos de tipo finito sobre DIP.

NoTA 3. La cadena de ideales (e1) D (e2) D -+ D (es) es unica. No haremos la
demostraciéon completa de esta propiedad para el caso de mdédulos de tipo finito sobre
DIP, sin embargo si la probaremos para un tipo especial de médulos de tipo finito sobre
el anillo de polinomios con coeficientes en un cuerpo: los asociados a endomorfismos de
espacios vectoriales.

La lista de ideales (e1) D (e2) D -+ D (es) recibe el nombre de lista de factores
invariantes del mddulo M.

8. Homotecias y submaodulos ciclicos

Sea M un médulo de tipo finito sobre un dominio de ideales principales A.
Dado a € A, hemos visto que

M,
¢ M — M, m—am,

es un endomorfismo de M, que llamaremos homotecia de razén a. El nicleo de ¢\
es el submdédulo de M definido por

Ker(¢pM) = {m € M; am = 0}.

Nos va a interesar describir la intersecciéon de submddulos ciclicos de M con los del
tipo Ker(¢M).

LEMA 3. Sea M un A-mddulo finitamente generado, donde A es un dominio de
ideales principales. Tomemos v € M con Ann(v) = (b). Consideremos un elemento
a € A del anillo y d el mdzimo comin divisor (d) = (a,b). Escribamos b=1V'd. La
interseccion

N =< v > NKer(¢)
es el submddulo ciclico < b'v >. Ademds Ann(V'v) = (d).

Demostracion: Escribamos a = a/d. Observemos que (a’,b") = (1). Queremos
probar que N =< Vv >. Sea w = cv € N. Esto implica que acv = 0, en
particular ac € (b), esto es ac = be y por tanto a'dc = V'de, lo que implica que
a'c ="be. Como (a',b') = (1), se sigue que ¢ € (b'), por lo tanto ¢ = fb’ y entonces
w €< b'v >. Reciprocamente, consideremos un elemento de la forma fb'v, entonces
a(fb'v) = d'dfb’'v = d f(bv) = 0.

Veamos que Ann(b'v) = (d). Ciertamente Ann(b'v) D (d) pues db'v = bv = 0.
Reciprocamente, si f(b'v) = 0, entonces fb' € (b), es decir fb' = gb = gb'd, por
tanto f = gd € (d). CQD.

COROLARIO 5. Sea M un A-mddulo finitamente generado y consideremos una
descomposicion de M como suma directa interna de submddulos ciclicos

M=<v1>®3<v>® - ®<vs> Anmn(<v; >) = (d;),
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donde d; divide d;y1 para i = 1,2,...,5 —1. Dado N = Ker(¢pM), donde a € A,
tenemos que N es suma directa interna de mddulos ciclicos

N=<djv1 >® <dhvg > & & < dovs >, Ann(< djv; >) = (e;),
donde e; dwvide e;11, parai=1,2,...,s—1, con (e;) = (a,d;) y d; = dje;.

Demostracion: Escribamos N; = NN < v; >. Por el lema anterior, sabemos
que N; =< div; >. Ademds, la suma Ny + Na + --- + N; es directa. Falta ver que

N=N, +Ny+--+N,.

Tomemos v € N. Lo podemos escribir v = a1v1 + asve + - - - + asvs y sabemos que
av = 0. Asi pues

0 = av = aa1v1 + aasvs + - - - + aasvs.
Como la suma es directa, se concluye que aa;v; = 0 y por consiguiente a;v; € IV,
para todo j =1,2,...,s. CcQD.

OBSERVACION 2. La descomposicién en suma directa de médulos ciclicos de M
que aparece en el enunciado anterior, coincide con la descomposicién en médulos
ciclicos cuyos anuladores son los factores invariantes en el caso de que (dy) # (1) o,
de manera equivalente, cuando vy # 0.

9. Médulos sobre k[X] y endomorfismos de un espacio vectorial

Sea k un cuerpo, ya tenemos varios ejemplos de cuerpos, lo que hagamos en esta
seccién sera valido para cualquiera de ellos. Recordemos que un espacio vectorial
FE sobre k es exactamente un k-médulo, es decir, es una terna

E=V,o,7); o:(v,w)—=v+w;, m:(\v)—= v,
que cumple los axiomas de k-médulo. Tenemos interés en dotar el conjunto subya-
cente V' de varias estructuras diferentes.

Denotamos por k[X] el anillo de polinomios en una variable X con coeficientes
en k. Sabemos que es un DIP. En este caso, identificamos el anillo y su conjunto
subyacente, ya que no habréa confusion posible, pues siempre utilizaremos la suma
y producto habituales de polinomios.

Sea E = (V,o,m) un k-espacio vectorial. Consideremos un endomorfismo

f:v-=v
de E, esto es f € Endg(FE) o, lo que es lo mismo, la aplicacién f es lineal. Dado un
polinomio P € k[X], con
P=Xo+MX +0X?+ -+, X" € k[X],
definimos el endomorfismo de k-espacios vectoriales P(f) : V — V por
P(f) = Xoidy + A f + Aaf? + - 4 A f™
dgnde f* denota la composicién k veces de f consigo mismo, y por convencién
! Pljdve'mos obtener un k[X]-médulo M¢(E) = (V,0,7), con el mismo conjunto
subyacente V' y la misma suma o que E, definiendo el producto 7y(P,v) = P e; v
- Pe;v=P(f)(v), PeklX],veV
La comprobacién de que M;(E) es un k[X]-médulo es inmediata. Nétese que:
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(1) SiA€k,veV, entonces A oy v = Av.
(2) Dado v € V, se tiene X oy v = f(v).
(3) Dados v € V, P € k[X], se tiene P ey v = X ep(r)yv = P(f)(v).

Dado un k[X]-médulo M = (M, o, 7), se tiene un k-espacio vectorial
Epm = (M,o0,m)

inducido, sin méas que asimilar el producto por elementos de k al producto por
polinomios constantes, a la vista de que k C k[X]. Es decir, para cada A € k y
v € M, tenemos que (A, v) = 7T(A,v).

Fijado un espacio vectorial E = (V, o, ), denotemos por 9M(E) el conjunto de
k[X]-mdédulos que inducen E como k-espacio vectorial. Es decir

M(E) = {M; M es un k[X]-médulo y Exq = E}.
PROPOSICION 14. Se tiene una biyeccion
&5 : Endy(E) — M(E),
dada por ®(f) = M;(E).

Demostracion: Si f # g son dos endomorfismos vectoriales diferentes, existe
v € V tal que f(v) # g(v). Esto implica que

mp(X,0) = f(v) # g(v) = 7y (X, v),

asi, los productos 7y y 7, son diferentes y por tanto M;(E) # M,(E). Esto pruecba
la inyectividad de ®g. Reciprocamente, consideremos un k[X]-mdédulo

M = (V,0,7%) € M(E).

Definamos f : V' — V por f(v) = (X, v). Tenemos que M = My (FE) (ejercicio) y
entonces la aplicacion ® g es suprayectiva. CcQD.

Dado f € Endg(F) y un subespacio vectorial W C V de E, decimos que W es
invariante por f si se tiene que f(W) C W. Un ejemplo interesante de subespacio

invariante es el conjunto Prop(E, f; A) de los vectores propios de f con valor propio
A€ k.

PROPOSICION 15. Dados f € End(E) y un subconjunto W C V, las siguientes
propiedades son equivalentes:

(1) W es un subespacio vectorial de E, invariante por f.
(2) W es un k[X]-submddulo de M¢(E).

Demostracion: Supongamos que se cumple (1). Sabemos que la suma en W es
interna y se tiene un grupo abeliano. Para probar (2), falta ver que el producto
en M;(E) por un polinomio es interno, para ello es suficiente ver que X oy w € W
para cada w € W, lo que es cierto ya que X of w = f(w) € W.

Reciprocamente, supongamos que se cumple (2). Por constucciéon W es un
subespacio vectorial de E. Ademds, como el producto por X es interno en W, para
cada w € W tenemos que f(w) = X ey w € W, por tanto W es invariante por f.

CcQD.
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10. Conjugacion de endomorfismos vectoriales

Sean k un cuerpo y E un k-espacio vectorial de conjunto subyacente V. Decimos
que dos endomorfismos f,g € Endg(E) estdn conjugados si y sélo si existe un
automorfismo ¢ € Aut,(F) de manera que

pof=goo
Esto es equivalente a decir que g = ¢po fo¢~! (recuérdese que ¢ es invertible, pues

es un automorfismo).

OBSERVACION 3. En el caso de dimensién finita, sabemos que esto es equiva-
lente a decir que f y g tienen la misma matriz si seleccionamos una base adecuada
para f y otra para g; asimismo, si fijamos una base comun, la matriz de g es
equivalente a la matriz de f. Recordemos que dos matrices cuadradas A y B con
coeficientes en un cuerpo k son equivalentes si existe una matriz invertible U tal
que B=UAU..

De una manera més general, dados f, g € Endy(F), denotemos por Conj(F; f, g)
el conjunto de endomorfismos h € Endy(FE) que cumplen la relacién
hof=goh.

Denotemos asimismo por Conj*(E; f, g) el conjunto de elementos de Conj(FE; f, g)
que son automorfismos, esto es

Conj™(E; f,g) = Conj(E; f,g) N Auty(E).
Los elementos de Conj*(F; f, g) se llaman conjugantes para fy g.
PROPOSICION 16. Dados f,g € Endy(E), se tienen las igualdades
Conj(E; f,g) = Homyx)(Ms(E), My(E)),
Conj™(E; f,g9) = Isomyx)(My(E), My(E)).
Demostracion: Tomemos h € Conj(FE; f,g). Para ver que h define un homo-
morfismo de k[X]-mddulos de M;(E) en My(E), falta solamente comprobar que
h(Pesv)=Pe,h(v),
para cada v € V 'y P € k[X]. Por compatibilidad con la suma y producto por
escalares, es suficiente comprobar el caso P = X"™. Veamos por induccién que
h(X"e;v)=X"e,h(v), n>0.
Para n = 0 el resultado es inmmediato, pues X° = 1. Para n = 1, tenemos que
h(X epv) =h(f(v)) = (ho f)(v) = (g0 h)(v) =g(h(v)) = X e4 h(v).
Usando la induccién, para cada n > 1 tenemos
h(X"epv) = h(Xep (X" "epv)=Xegh((X" " epv)=
= X (X" ey h(v)) = X" e h(v).

Reciprocamente, si tomamos h € Homy,x|(My(E), My(E)) sabemos que b : V — V/
es un endomorfismo del espacio vectorial E y que ademads, para todo v € V se tiene
(hof)(v) =hX esuv) =X o5 h(v) =(goh)(v),

por tanto ho f = goh.

Finalmente sabemos que la condicién necesaria y suficiente para que un endo-
morfismo de espacios vectoriales sea automorfismo es que sea biyectivo y lo mismo
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ocurre para un homomorfismo de k[X]-mdédulos. Se concluye la segunda igualdad.
CQD.

Un corolario muy importante es que dos endomorfismos f, g del k-espacio vecto-
rial E estan conjugados si y sélo si los k[X]-mdédulos My (E) y M,(E) son isomorfos.

11. Primera descomposicion de Jordan

Sean E un k-espacio vectorial de dimensién finita y f € Endg(E) un endomor-
fismo de F.

PROPOSICION 17. El k[X]-mdédulo My(E) estd finitamente generado y es un
mdodulo de torsion.

Demostracion: Consideremos una base e, es,...,e, € V del espacio vectorial
FE. Dado v € V, sabemos que v es una combinacion lineal con coeficientes en k de
los elementos de la base

V= [1€1 + poeg + -+ Unen.

Se trata, en particular, de una combinacién lineal con coeficientes en k[X] y por
tanto M;(E) estd finitamente generado. Para probar que M;(E) es de torsién,
tenemos que ver que cada v € V es de torsién. Elijamos v € V' y consideremos las
sucesivas imagenes de v por f hasta, como méaximo, la dimensiéon de V'

0, f(0), f2 V), [ ().
Se trata de n+ 1 vectores en V que no pueden ser linealmente independientes, pues
n = dimyg V. Asi pues existe una lista no nula Ag, A1, Ao, ..., A\, de elementos de k
tal que
Mov + M f (V) + Ao f2(v) + ...+ A f(v) = 0.
Si consideramos el polinomio no nulo P = Ag+ M X + X X2+ ...+ X, X", tenemos
que P ey v = P(f)(v) =0y por consiguiente v es un elemento de torsién. CQD.

Obsérvese que, como M(E) esta finitamente generado y es de torsién, su anu-
lador Ann(M(FE)) es un ideal principal no nulo. Sabemos que dado un polinomio
P € k[X] existe un tinico polinomio ménico asociado a P, que estd dado por A\™1 P,
donde A es el coeficiente del término de mayor grado de P. Esto da pie a la siguiente
definicion:

DEFINICION 1. El polinomio minimo Py € k[X] es el inico generador mdnico
del anulador Aun(My(E)). Es decir Py es mdnico y se tiene

Ann(M;(E)) = (Py) € k[X].

Si dimg V' > 1, tenemos que Py no es una unidad de k[X], lo que equivale a
decir que tiene grado mayor o igual que 1.

EJERCICIO 4. Si P; tiene grado 1, es decir Py = X — p, todos los vectores no
nulos son vectores propios asociados al mismo valor propio.

Dado que k[X] es un dominio de ideales principales y que dos polinomios
monicos estdn asociados si y sélo si son iguales, sabemos que existe una descom-
posicién tnica salvo cambio de orden

Pp=F™FM . F™  m;>1,i=1,2,...,t
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donde cada F; es un polinomio monico e irreducible, para i = 1,2,...,¢t y ademas
F"i # Fj, si i # j. Nétese que si ¢ # j los polinomios F;™"* y F;"j son primos entre
si.

PROPOSICION 18. Dos endomorfismos conjugados f y g de E tienen el mismo
polinomio minimo.

Demostracion: Sabemos que M;(E)y My(E) son isomorfos como k[X]-mddulos
y por consiguiente tienen el mismo anulador. CQD.

PROPOSICION 19. Consideremos un endomorfismo f € Endy(E) y sea
Pf = F1m1 27”2 .. .tht

la descomposicion del polinomio minimo como producto de potencias de polinomios
ménicos irreducibles F; diferentes. Existe una descomposicion inica de M;(E) en
suma directa interna de k[ X]-submddulos

V:W1@W2®@Wt

de manera que Ann(W;) = (F/™), para cada i = 1,2,...,t. Ademds, se tiene que
W; = KerF[™ (f), para cada it = 1,2,.. ., t.

Demostracion: Es consecuencia directa del teorema de descomposicion de médulos
de torsion finitamente generados sobre un DIP. Véase el corolario 3. CQD.

La suma directa que aparece en el enunciado, también lo es como suma directa
de subespacios vectoriales de V invariantes para f. Si elegimos una base 3; de cada
Wi, la unién 8 = Ul_,3; da una base de V. La expresién matricial de f en 3 es
diagonal por bloques, formados por las matrices correspondientes, en cada f3;, a los
endomorfismos f; : W; — W, obtenidos por restriccién de f.

Recordemos que un endomorfismo f € Endy(F) es diagonalizable si existe una
base del espacio vectorial formada por vectores propios o, lo que es equivalente, una
base en la cual la expresién matricial de f sea diagonal.

PROPOSICION 20. Consideremos un endomorfismo f € Endy(E) y sea
Py = FP"Ef™ o F

la descomposicion del polinomio minimo como producto de potencias de polinomios
monicos irreducibles F; diferentes. Son equivalentes

(1) El endomorfismo f es diagonalizable.
(2) El grado de cada F™ es igual a 1, para i =1,2,... t.
(3) El grado de F; esigual a1 ym; =1, parai=1,2,...,t.

Ademds, en este caso el nimero de valores propios diferentes es igual a t.

Demostracion: Nétese que (2) y (3) son visiblemente equivalentes.

Supongamos que se cumple (1), es decir, existe una base {e;}?_; de E formada
por vectores propios, esto es f(e;) = \;e;, para cada ¢ = 1,2,...,n. Agrupemos los
valores propios A; en un conjunto de valores propios distintos. Esto es, consideremos
una aplicacién suprayectiva p: {1,2,...,n} = {1,2,...,t} con la propiedad de que
Xi = Aj siy sélo sip(i) = p(j). Escribamos p, = A; si p(i) = u, para cada
u=1,2,...,t. Veamos que el polinomio minimo P es igual a @}, donde

Q= (X —p1)(X —p2) - (X — ).
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En efecto, para cada e; tenemos Q(f)(e;) =0y por tanto Q € Ann(M(E)). Esto
prueba que Py divide (). En particular P; es producto de todos o algunos de los
factores X — p,. Reciprocamente, si uno de los factores X — i, no esté presente
en la descomposicién de Py, podemos tomar un vector propio e; con \; = fiy y
tenemos que Py oy e; = Pr(f)(e;) # 0, absurdo. Se sigue que Py = @Q y por tanto
se cumple (2) y que el nimero ¢ de valores propios diferentes es igual al nimero de
factores irreducibles distintos de P;.
Supongamos que se cumple (2), por tanto Py es de la forma

Q= (X —p)(X = pa) -+ (X — pe),
con f; # uj, para ¢ # j. Aplicando la proposicién 19, tenemos una descomposicién
de V en suma directa de subespacios invariantes

V=WeoW,®. - & W,

de modo que, si denotamos por f, el endomorfismo de W, inducido por f, se tiene
que Ann(My, (W,)) = (X — pu), para todo u = 1,2,...,t. Cada vector de W, es
un vector propio con valor propio . Asi construimos una base de V' formada por
vectores propios, obtenida como unién de bases de los W; y entonces se tiene (1).
CQD.

12. Endomorfismos de tipo ciclico

Diremos que f € Endg(F) es un endomorfismo de tipo ciclico si el k[X]-médulo
M/ (E) es ciclico, esto es, estd generado por un tnico elemento v € V.

PROPOSICION 21. Sea f € Endy(E) y sea d el grado del polinomio minimo Py.
Son equivalentes:
(1) El endomorfismo f es de tipo ciclico.
(2) Eziste v € V tal que los vectores

v, f(0), (V). f4 7 (v)

forman una base del k-espacio vectorial E.

Demostracion: Supongamos que tiene (1) y por consiguiente, el k[X]-mdédulo
My (E) esta generado por un solo elemento v € V', es decir M¢(E) =< v >. Como
M (E) es ciclico, para cada elemento w € V existe H € k[X] tal que w = H o5 v.
Podemos hacer la divisién H = QPy + R, con el grado de R menor estrictamente
que d; es decir R = g + 1 X + - + prg_1 X971, Asf tenemos:
w:HOfU:(QPf+R)OfU:R.fU:
= R(f)(v) = pov + p1 f () + -+ + pa—1 [ (v)
Asf pues, los vectores v, f(v), ..., f47!(v), generan el espacio vectorial. Sino fueran
independientes, argumentando como en la prueba de la proposicion 17, existiria un
polinomio S no nulo de grado estrictamente menor que d, tal que Se;v =0y
entonces S deberia ser divisible por el polinomio minimo Py, absurdo.

Reciprocamente, la hipétesis dice que todo elemento w € V es de la forma
w =S e; vy por tanto v genera el k[X]-médulo My (E). CQD.

COROLARIO 6. Dos endomorfismos f,g € Endg(E) de tipo ciclico con el mismo
polinomio minimo son conjugados.
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Demostracion: Sea P = Py = P, el polinomio minimo comtn, dado por
P=X+MX+ XX+ 4N X4+ X2
Elijamos v, w € V tales que tenemos dos bases 3¢, 8, de I/ dadas por
Br = Ao, f(v), f2(v),. -, [T (0)} = {vr,02, - va}
By {w, g(w), g*(w),..., ¢ H(w)} = {wi, wa, ..., wa}.

La matriz de f en la base 3y es igual a la matriz de g en la base 3,4, dado que

f(U1) =v2 g(wl) = W2
flva) =v3 5 g(wz) = ws

)
d d
f(va) = *Z)\z‘—wi i og(wa) = *Z)\i—fwi-
i=1 i=1
En virtud de la observacién 3, los endomorfismos f y g estdn conjugados. CQD.

OBSERVACION 4. Sea f endomorfismo de tipo ciclico con polinomio minimo
de grado d y v € V un generador del k[X]-médulo M¢(F). Elijamos una sucesion
cualquiera P; € k[X] de polinomios tales que el grado de P; sea exactamente i.
Entonces los vectores

Po(f)(v), PL(f)(v), ..., Pa—1(f)(v)

forman una base del espacio vectorial E.

13. Polinomio minimo con un sélo factor irreducible

En esta seccién consideramos endomorfismos cuyo polinomio minimo es poten-
cia de un polinomio irreducible. A continuacién describimos lo que es una descom-
posicién de Jordan para este tipo de endomorfismos.

DEFINICION 2. Sea f € Endy(E) un endomorfismo tal que Py = F™, donde F
es un polinomio mdnico e irreducible de k[X]. Una descomposiciéon de Jordan de
My (E) es una expresion D de V' como suma directa interna de k[X]-submddulos
ciclicos

(1) D: V=VoWhhe &V,

que cumple que V; =< v; > con v; # 0 y Ann(V;) = (e;), de manera que e; divide
€i+1 para cada 1 =1,2,..., s — 1.

Por el teorema 3, sabemos que existe al menos una descomposicién de Jordan
de M;(E). En esta seccién veremos resultados de unicidad para las descomposi-
ciones de Jordan, en particular, veremos que los ideales (e;) estdn univocamente
determinados. La lista de ideales (e;) se llama lista de divisores elementales del
endomorfismo f.

Nétese que se tiene Ann(My(E)) = (es) = (F™). Mas atin, tomando cada e;
moénico, existe un entero n; tal que e; = F™ y la sucesién n(D) = (n;)_, de los n;
es creciente con ngy = m, es decir

ny <ng <nzg<---<ng=m.
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LEMA 4. Sea f € Endy(E) un endomorfismo de E con Py = F™ donde F' es
irreducible de grado a. Consideremos una descomposicion de Jordan D de My (E)
y escribamos

n(D) = (n1,n2,...,ns), n1<ng<---<ng=m.

Existe una base B del espacio vectorial V' tal que la matriz T de f en [ es una
matriz diagonal por s bloques T; de la forma:

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
T = 0 0 0 . 1 0
0 0 0 0 1
I
donde
o= )\(()nz) + )\YM)X + A(znz)X2 NI )\52:'1)72)(71,511—2 + )\S:Z)ilxnia—l + Xn,-a’
para i =1,2,...,s.

Demostracion: Elijamos para cada V; un vector v; tal que V; =< v; >. Sea
fi : Vi = V; el endomorfismo de V; obtenido por restriccién de f. Sabemos que
fi es de tipo ciclico y en virtud de la proposicién 21 los vectores X™ e; v; con
n=20,1,2,... an; — 1 son una base 3; de V; en la que la matriz de f; tiene la forma
deseada. CcQD.

Sea f € Endi(E) un endomorfismo de E con Py = F™ donde F es irreducible
de grado a. Consideremos las dimensiones
¢y, = dimy Ker(F(f)"); n=0,1,2,....
Obsérvese que las dimensiones £,, solamente dependen del endomorfismo f y ademas
forman una sucesién creciente £(f) = (¢,)n>0
0="0g <l <ty <3<+ <dimg V.
Ademas la sucesién es estricta hasta el momento anterior a estabilizarse definitiva-
mente, dicho de otro modo, si ¢; = £;1, entonces {; 11 = ¢;1o (ejercicio).
PROPOSICION 22. Sea D una descomposion de Jordan de f. La sucesion

n(D) = (ny,na,...,ns) estd determinada por la sucesion £(f).

Demostracion: En virtud del corolario 5, observamos que para cada entero n
se tiene

Ker(F(f)") =< F(f)"v1 > & < F(f)"v2 > @+ @ < F(f)" v, >,
donde n} = max{0,n; — n} y, por otro lado Ann(< F(f)%v; >) = (F*(™), donde

ei(n) = min{n;, n}. Recuérdese que la dimensién de cada < F(f)"v; > es el grado
de su polinomio minimo, es decir, es igual a ae;(n). As{ pues tenemos que:
(2) L, =aler(n)+ez(n)+---+es(n)), n>0.

Veamos que estas férmulas determinan la sucesion de enteros n; a partir de la
sucesion £,,. Denotemos por ; el nimero de submdédulos ciclicos < v; > tales que
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n; = j. Nétese que k; = 0, para j > m + 1. El conocimiento de los nimeros &;
permite recuperar la sucesién de enteros n;. En efecto

(n1,na,...,ne) = (1,1,7%1),1,2,2,%2),2.3,3,...).

Por consiguiente, es suficiente determinar los nimeros k; a partir de la sucesién
£(f). La férmula en la ecuacién (2) puede escribirse

6 = a(ki+Ke+R3+ -+ Km),
by = a(ki+2(ke+ K3+ -+ Em)),
ls = a(k1+2k2+3(ks+ -+ Km)),
by = a(k1+2ke +3k3+ -+ MmKy).
con £; = £y, si j > m. Observemos que
lija = Ki+Ke+ -+ Em,
(le—t1)/a = FKo+hrz+ -+ Em,
(lz—4ty)Ja = Kz+ka+-+En
Uy —lm—1)/a = Em,

Ahora, las férmulas
1 .
ki =~ (26; —li1 —Liyr), i>1, (b =0)
permiten determinar los niimeros k1, ka, . . ., Ky, & partir de la sucesién £(f). CQD.

Como corolario de los resultados anteriores, tenemos el siguiente teorema de
unicidad

TEOREMA 4. Sean f,g € Endi(E) con el mismo polinomio minimo
Py =P, =F™,
donde F € k[X] es irreducible. Consideremos dos descomposiciones de Jordan D y
D' de M;(E) y My(E) respectivamente. Son equivalentes
(1) n(D) = n(D").
(2) Los endomorfismos f y g son conjugados (es decir, los médulos M¢(E) y

My(E) son isomorfos).

Demostracion: Supongamos que n(D) = n(D’). Sabemos por el lema 4 que se
puede dar una base para f, respectivamente para g, cuya matriz solo depende del
conocimiento de F' y la sucesién n(D), respectivamente n(D’). Dado que n(D) =
n(D'), las matrices obtenidas para f y para g son las mismas y, por tanto f y g
son conjugados, véase la observacion 3.

Supongamos que M;(E) y My(E) son k[X]-médulos isomorfos mediante un
isomorfismo ¢ : V' — V. El isomorfismo ¢ produce una descomposicién

D(¢): V =0(V1)® (V) - & ¢(Vs)
que es una descomposiciéon de Jordan de M, (F), potencialmente distinta de D,
pero tal que n(D(¢)) = n(D). Por otro lado, tenemos que n(D(¢p)) = n(D’),

aplicando la proposicién 22, pues ambas sucesiones estan determinadas del mismo
modo por la lista £(g). CQD.
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14. Teorema de Jordan

Consideremos un endomorfismo f € Endi(FE) y sea
Ann(My(E)) = (F{" By - ™),

donde cada F; es ménico e irreducible, con F; # F; si i # j y cada m; > 1
para ¢ = 1,2,...,t. Por la proposicién 19, tenemos una descomposicién unica en
subespacios vectoriales invariantes

V=W, eWyd---dW,;

tal que si f; € Endg(W;) estd inducido por f, se tiene que Ann(My, (W;)) = (F;™).
Ahora sabemos que para cada i = 1,2,...,t, existe una descomposicién de Jordan
de Wz

Wi=Vi@Via® - @& Vi,
donde cada V;; =< v;; > y se tiene que

Ann(vyy) = (F'7), 1<ng <ngp <+ <ngs, = my.

K3
La familias de ideales {(F;")};;, para i = 1,2,...,t, j = 1,2,...,s;, recibe el
nombre de familia de divisores elementales del endomorfismo f; es decir, los di-
visores elementales de f se obtienen como reunién de los divisores elementales de
cada restriccion f; de f a W,;. Asi, el espacio vectorial E es suma directa interna
de subespacios invariantes ciclicos.

V=@ <wvy; >, Ann(v;) = (F"9).

K2

De los resultados anteriores, se sigue el teorema de clasificacién de Jordan

TEOREMA 5 (Jordan). Dos endomorfismos f,g € Endg(E) son conjugados si
y solamente si tienen el mismo polinomio minimo y la misma familia de divisores
elementales.

Demostracion: Si fy g estdn conjugados los k[X]-médulos My (E) y My(E)
son isomorfos y por consiguiente tienen el mismo polinomio minimo y los mismos
divisores elementales.

Para probar el reciproco, basta recordar que el conocimiento de Py y de los
divisores elementales permite dar univocamente una matriz que representa f en
alguna base. Esta construccién es comiin para g, lo que termina la demostracion.

CQD.

15. Factores invariantes de un endomorfismo

Sea f € Endg(F) un endomorfismo. Por el teorema 3, existe una descom-
posicién de My (E) en suma directa interna de submédulos ciclicos

D: V=<uyy>®<v>& -d<vs> Am(<v; >)=(e), j=1,2,...,5,
tal que (1) # (e1) D (e2) D -+ D (es). Diremos que D es una descomposicién

de Smith para f y que la familia de ideales {(e;)};_; es la familia de factores
invariantes de D.

Supongamos que Py = F|"' F;"? - .- F{"* donde cada F; es ménico e irreducible y
que D es una descomposicién de Smith para f. Como los anuladores (e;) contienen

cada uno al siguiente, podemos tomar cada e; moénico de la forma:

Mg a2 Mg
ej = I E, F,
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donde 0 < my;; < myjs < -+ <myg =my, parai=1,2,...,t.
Tenemos el siguiente resultado de unicidad:

TEOREMA 6. Sean f,f’ € Endi(F) dos endomorfismos de E y sean D, D’
descomposiciones de Smith respectivas para f y f'. Son equivalentes:

(1) f y f' son endomorfismos conjugados.
(2) Las familias de factores invariantes de D y D' son iguales.

Demostracion: Si se cumple la propiedad (2), tenemos que s = s’ y que cada
< v; > asociado a D es isomorfo al correspondiente < v; > asociado a D’. Por
consiguiente, los k[X]-médulos M;(E) y My (E) son isomorfos y por tanto f y f’
son conjugados.

Reciprocamente, supongamos que se cumple la propiedad (1). Argumentando
como en la prueba del Teorema 4, podemos reducirnos al caso en el que f = f'.
Supongamos que Py = F{"* F;"? - .- F{"™* donde cada F; es ménico e irreducible. Por

la proposicién 19, sabemos que existe una descomposicién
V=wWwieW,d- & W,

donde cada W; es el ntcleo de la homotecia ¢; : V — V de razén Fim".
Aplicando el Corolario 5, obtenemos a partir de D una descomposicion:

Wi:WiﬁV:(Wiﬂ<v1 >)@(Wim<02 >)@"'@(Wim<’05 >),
para cada 1 < i < t, de modo que para cada 1 < j < s se tiene que
WinN < >=< w;; >,

donde el anulador de w;; es el maximo comun divisor de F/™ y el anulador e; de
v;. Como tenemos que

= ™2 iy )
e; =IF F, E7 my; <my,

M4 .z
se concluye que Ann(w;;) = (F; ). En conclusién, tenemos que

Wi=<wi > <wsg>® & < w >,

donde los anuladores contienen cada uno al siguiente y el anulador de W; es F™,
con lo que podemos utilizar los resultados de la seccién 13. Entonces una descom-
posicién de Jordan de W; esta dada por

Wi =< Wi 56,41 > D < Wis—5,42 > DD < Wi s>, Wis = Wi s—s;4s,
donde el indice s; esta definido por la propiedad
O=m;1=mjo="" =M 5, <My s—g,41-

Ahora podemos repetir el mismo procedimiento a partir de D’. Los resultados de
unicidad de la seccién 13 nos dicen que s; = s; y que para cada 1 < k < s; tenemos
que m; . ., =Mis_s k- En consecuencia m;; = m;;, para todo i, j. CQD.

La lista de factores invariantes del endomorfismo f es, por definicién, la lista
de factores invariantes de cualquier descomposicién de Smith para f.
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16. El teorema de Cayley-Hamilton

Dada una matriz cuadrada T' de dimensién m X m con coeficientes en un cuerpo
k, el polinomio caracteristico P} de la matriz T se define como el determinante
P =det(XI,, —T) € k[X].
Es un polinomio moénico de grado m. Si () es una matriz invertible, tenemos que
PSrg-1 = det(Q(X T, — T)Q™") = det(X I, — T) = Pf.

Por consiguiente, el polinomio caracteristico es el mismo para dos matrices cuadradas
conjugadas, es decir que representan el mismo endomorfismo en distintas bases. Asi
pues, podemos hablar del polinomio caracteristico P; de un endomorfismo dado
f € Endg(E), que serd P§ = Pp, donde T' es una matriz que representa f en
alguna base.

TEOREMA 7 (Cayley-Hamilton). Dado f € Endg(FE) se tiene que
Pj € Ann(My(E)).

Es decir, el polinomio minimo Py divide el polinomio caracteristico Pf. Ademds
todo factor irreducible del polinomio caracteristico lo es también del polinomio
minimo.

Para probar este resultado usaremos las descomposiciones que ya conocemos.

LEMA 5. Consideremos un endomorfismo f € Endg(E). Supongamos que se
tiene una suma directa interna V.= Vi @& Va donde Vi y Vo son subespacios vec-
toriales invariantes. Denotemos f; : V; — V; los endomorfismos correspondientes
obtenidos de f por restriccion, para i = 1,2. Entonces tenemos que

Pfc = P;l Plsz
Demostracion: Consideremos una base § de V' formada por la unién g = 51U/3s
de una base 81 de V; y una base 82 de V5. La matriz T de f en la base [ esta

formada por bloques T; y T5, donde T; es la matriz de f; en la base ;, para: =1, 2.
Se tiene

(T 0 o XDy, =T | 0
T‘(o T2>’ Xl T‘( 0 | X1, -T2 )

En consecuencia det(X I, — T) = det(X I,,, — T1) det(X I, — T3). CQD.

Supongamos ahora que la descomposicién del polinomio minimo como producto
de potencias de polinomios ménicos irreducibles y distintos dos a dos se escribe

Pp= M Fy - E
Sabemos que se tiene una suma directa interna en subespacios invariantes
V=WieWyd---aoW; fi:W;,—= W,

de manera que Py, = F/™, parai =1,2,...,t. Como consecuencia del lema anterior
y a la vista de esta observacion, es suficiente hacer la prueba del teorema en el caso
en el que el polinomio minimo tenga la forma F, donde F' es un polinomio moénico
irreducible.

Supongamos pues que el polinomio minimo es una potencia de un polinomio
moénico irreducible Py = F™. Tenemos una descomposicién en submddulos ciclicos

V=VieWe --aVy fi:V,=V,
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donde el polinomio minimo de f; es F™/, conn; < ng < --- < ng y ademds ng = m.

Si vemos que el polinomio caracteristico de cada f; es PJS_ = F™i, hemos terminado,
J

pues en ese caso se tiene

Pi=][Fv; Pr=F"=F".
j=1

Asi pues, para terminar es suficiente probar el siguiente resultado
PROPOSICION 23. Si f € Endg(E) es de tipo ciclico, entonces Py = Py

Demostracion: Supongamos que P = X\g 4+ M X 4+ -+ X1 X" P4+ X" es el
polinomio minimo. Existe un vector no nulo v € V' de modo que se tiene una base
de V dada por

v, f(), (), 77 ().

En esta base, el endomorfismo f tiene una matriz 7' de la forma

0 1 o - 0 0
0 0 1 e 0 0
0 0 0o - 0 1
Ao —A A2 o A —Aa
Se concluye que det(XI,, —T) = P. CQD.

OBSERVACION 5. De la construccién anterior se deduce que todo divisor irre-
ducible del polinomio caracteristico también es un divisor del polinomio minimo.
Se deja como ejercicio al lector.

17. Formas candnicas de Jordan

Ahora podemos interesarnos en un método practico para obtener los invariantes
completos anteriores de la clase de conjugacién de un endomorfismo f € Endy(FE)
y, eventualmente, una matriz “candnica”’ para f, en la que se evidencien dichos
invariantes. Esta matriz puede obtenerse a partir de la descomposicion del espacio
vectorial F como suma directa de subespacios invariantes de tipo ciclico

V= Bi; < vy >, Ann(vij) = (Fln“)

En efecto, podemos elegir bases de cada < v;; > que producirdn matrices 755, cuyos
coeficientes estan determinados por los divisores elementales Finij . La matriz T de
f en la union de dichas bases, tiene las T;; como bloques. Esto se puede hacer
de muchas formas, siguiendo la observaciéon 4. Comentaremos dos de ellas, en las
cuales queda evidenciado el divisor elemental F;*’:

Primera forma. Escribimos

Finm' =X+ X+-+ )\nijaiilX’nijai*]. 4 X il
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y tomamos la base de < v;; > dada por v;j, f(vij), ..., ["7% 1 (v;;). Se obtiene la
matriz
0 1 o .- 0 0
0 0 1 e 0 0
Ti=l o 0o o .. 0 1
0 0 0 e 0 0
_)\O _)\1 _/\2 e _)\nijai—Q _Anijai—l

Segunda forma. Escribimos
Fyi=po+mX + -4 g, 1 X574 X

Ahora consideramos la k-base de < v;; > dada por

Vij, f(vij), ce fuvg),
Fi(f)(viz), FE(f) (wig)s -y fE N EF(f) (vig))
() (vig), FE()? (i) ooy YN E() P (vig))

E(f)" i i), FOE)™ M i), oy FUHE)™ 9 (vig))-

Ejercicio: Escribir la matriz Ti’j correspondiente.

Un caso interesante es cuando F; = X — A, ndtese que éste es el caso siem-
pre que se tiene un cuerpo algebraicamente cerrado. En este caso, la matriz T&-
correspondiente es un bloque n;; x n;; de la forma

A1 0 - 00
o x1 -+ 00
Tilj:
000 -+ X1
000 -~ 0 A

Asi pues, si conocemos el polinomio minimo y la familia de divisores elemen-
tales, podemos escribir “formas canénicas para la matriz”.

Veamos como conocer el polinomio minimo y la familia de divisores elementales
a partir de una matriz T' que represente el endomorfismo f. El primer dato al que
tenemos acceso es el polinomio caracteristico

P§ =det(X1,, —T).
Se trata de un polinomio ménico divisible por el polinomio minimo Py y que ademas
tiene la propiedad de que todo factor irreducible de P} es asimismo un factor
irreducible de Py. Es decir, tenemos

Pf = F‘lmlFQm2 ...tht7

donde cada F; es ménico e irreducible, de grado a; > 1 y cada m; > 1, para
1 =1,2,...,t. Por otro lado, el polinomio caracteristico se escribe

P; = F{'F3? - Ff,

donde ¢; > m; paracadai=1,2,...,t y ademas
t
grado(Pj) = Zaici = dimy, E.

i=1
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Ahora nos gustaria determinar los exponentes m;. Sabemos que 1 < m; < ¢; para
todoi=1,2,...,t. Tenemos la sucesién creciente de nicleos

{0} C KerFi(f) C KerFi(f)* C KerFy(f)* C -+,

noétese que todos ellos son subespacios vectoriales invariantes por f, o lo que es lo
mismo, submddulos de My (E).

LEMA 6. El exponente m; estd determinado por las siguientes propiedades

(1) Para cada 0 < € < m; — 1, se tiene KerF;(f)! # KerF;(f)+1.
(2) Para cada m; < ¢, se tiene KerF;(f)* = KerF;( ).

Demostracion: En virtud de la proposicién 19, tenemos una descomposicién en
subespacios invariantes
V=W oWy --oW,
tales que W; = Ker(F;(f)™) y Ann(W;) = (F]""") para cadai=1,2,...,t.
Dado j # i, consideremos el endomorfismo F;(f)w, : W; — Wj. Se tiene que:

Ker (Fi(f)w,) = KerF;(f) N W; € W; N W; = {0}.
Esto significa que F;(f )le es un endomorfismo inyectivo de W; y por dimensiona-

lidad, es un isomorfismo vectorial. Por ende F;(f )ij también es isomorfismo para
todo £ > 0. Veamos ahora que

KerFy(f)¢ = W;, para todo £ > m;.

Ya sabemos que W; C KerF;(f)* = Ker (F;(f)""™ o F;(f)™). Dado v € V,
escribamos v = Zj wj, con w; € Wj. Se tiene

Fi(f)(v) =Y Fi()) (wy), Fi(f) (w;) € Wj.
i

Si F;(f)*(v) = 0, entonces Fi(f)*(w;) = 0 para cada j # i y asi w; = 0, para
cada j # i, dado que F;(f )ij es un isomorfismo. Esto implica que v € W;. La
afirmacién (2) queda probada.

Si KerF(f)* = KerF;(f)*!, también tenemos que KerF;(f)‘T! = KerF;(f)*+2
y finalmente KerF;(f)¢ = KerF;(f)™ = W;. En particular F;(f) anula todos los
elementos de W;, lo que implica que el polinomio minimo F;™ divide Ff y por
consiguiente £ > m,. Por tanto, si £ < m; se tiene KerF;(f)’ # KerF;(f)*. CQD.

Gracias al lema anterior, quedan determinados los exponentes m; sin mas que
calcular la dimensiones de los nucleos sucesivos y observar en qué momento se
estabilizan. De este modo podemos calcular el polinomio minimo, asi como la
descomposicién

V=WegWed- - - W,
puesto que W; = KerF;(f)™ = KerF;(f).

Ahora podemos trabajar en cada W;, que estd dotado del endomorfismo f;
obtenido por restriccién de f y asi reducirnos al caso de que el polinomio minimo, o
el caracteristico, sean potencia de un polinomio ménico irreducible. Concretamente,
sabemos que Py, = F;™. Para calcular la familia {(F,")} de divisores elementales,
procedemos de acuerdo con la prueba de la proposicién 22. Mas precisamente,
calculamos las dimensiones

lin, = dimy, Ker(F;(f)"); n=0,1,2,....
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Para calcular los exponentes n;;, primero calculamos los ntimeros x;; definidos por
las férmulas:

1 .
Iiij = — (262] — Zi’j,1 — fi’j+1), Vi Z 1, (&0 = 0), a; = grado(Fi).

a;

Teniendo en cuenta que:
(ni1,nao, .. .) = (1,1,%1),1,2,2,%2) 2.3 3 ...
se tiene que n;; = d si y sélo si ki1 4+ Kig + - Kia—1 < J < Kig + Kig + -+ - Kid-

OBSERVACION 6. Basta calcular las dimensiones #;, hasta n = m;, ya que
lin = lim,, para todo n > m;. Del mismo modo, los nimeros x;; sélo necesitan
ser calculados hasta j = m;, pues k;; = 0, para todo j > m;. Recuérdese asimismo
que n;; < m; para todo j.

18. Bases de Jordan

Sabemos obtener el polinomio minimo y la familia de divisores elementales a
partir de una matriz T" que represente el endomorfismo f, y dar matrices canénicas
que lo representen en una base adecuada. No obstante, todavia no hemos dado
un método sistematico para obtener dichas bases. Mas precisamente, no hemos
indicado cémo obtener los vectores v;; generadores de los correspondientes médulos
ciclicos.

Dado que los espacios invariantes W; son faciles de calcular como

W; = KerFy(f)™ = KerF;(f)“,

nos restringiremos al caso en el que el polinomio minimo sea potencia de un poli-
nomio irreducible Py = F™. En este caso, la descomposicién en suma directa
de ciclicos surge de la forma normal de Smith de una matriz, como ya sabemos.
Recordemos cémo se puede proceder.

Consideramos el k[X]-médulo M (E). Seleccionamos una k-base 8 = {w, }¢_,
de E en la cual f tiene la matriz T = (¢,5). Esta base da un sistema de generadores
del k[X]-médulo M(E) y asi tenemos un morfismo suprayectivo de k[X]-médulos

¢ k(X =V
tal que ¢(ed) = w,, para r = 1,2,...,d. Ahora necesitamos encontrar el nicleo
Ker¢. Los elementos o, definidos por

d
d d
ch:Xer—E trs€g, T=12,...,d,
s=1

estan manifiestamente en el nicleo de ¢. Mas ain, tenemos el siguiente lema
LEMA 7. Kerp =< o,; r=1,2,...,d>.

Demostracion:
Todo o € k[X]? no nulo, se puede escribir

6 d
— E j E d
g = X7 )\ijei,
7=0 i=1

donde \;; € k y existe un 4 tal que A;s # 0. Diremos que ¢ es el grado de 0. Por
convencion, diremos que el grado de 0 =0 es —1.
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Denotemos K =< o,; 7 = 1,2,...,d >. Dado o € Ker¢, probaremos que
o € K por induccién sobre el grado d de . Si § = —1, el resultado es evidente.
Suponemos por induccién que el resultado es cierto para ¢’ con grado &' < 4.
Consideremos

d
o =0 — X1 Z XisTi.
i=1

Tenemos que ¢’ € Ker¢ y ademds su grado ¢’ < §. Aplicando induccién, ¢’ € K y
por consiguiente
d
o=0'+ XY Nsoi € K.
i=1

Esto termina la prueba CcQD.

Ahora podemos considerar el morfismo ¢ de k[X]-mddulos definido por

Y k(X = k[X]Y yed) =0, r=1,2,....d.

-
Tenemos que Imvy = Kerg, asi pues

kX5 k(X4 S v
es una “presentacion” del k[X]-mddulo My(E). Ahora aplicamos el teorema de
Smith y tenemos isomorfismos de k[X]-médulos a, 3 : k[X |4 — K[X]? tales que si
= pooa ! setiene
v(ef) = Flref,

donde 0 < 1y < ng < --- < ng =m. Escribamos n; = N;44—s, donde 11445 es el
primer exponente no nulo. El teorema de descomposicién en mddulos ciclicos, nos
permite concluir que

V=<v >®<v>d B <vs >, Ann(v;) = F™,

donde v; = ¢ o B~ (e, ,_,). Esto nos permite encontrar la base deseada.

Una observacién muy importante es que la matriz de v es precisamente la
matriz caracteristica XI; — T. Los divisores elementales podrian, de este modo,
obtenerse a partir de los maximos comunes divisores de los menores de la matriz
caracteristica de acuerdo con la nota 1.

19. Apéndice

Presentamos aqui otro método para encontrar los generadores de los submédulos
ciclicos correspondientes a los divisores elementales, para el caso de un endomor-
fismo f € Endi(FE) cuyo polinomio minimo se escribe

Pr(X) = (X =)™

OBSERVACION 7. Después de aplicar el corolario 3 a My(E), sabemos cémo
reducirnos al caso de un polinomio minimo que es potencia de un irreducible. Asi
pues, el caso que vamos a tratar cubre completamente la situacién para un cuerpo
algebraicamente cerrado, en el que todos los polinomios irreducibles tienen grado
uno. Por ejemplo, cuando el cuerpo es el de los niimeros complejos.
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Consideremos el endomorfismo h = f — AId : V — V. Es decir
h(v) =(X —X) ey v = f(v) — Av.
Denotemos K; = Kerh?, para i = 0,1,...,m. Tenemos una sucesién encajada de
nucleos
{0}=KycKiCKyC...CK, =V

Nétese que h(K;+1) C K; y por tanto tenemos una aplicacién lineal por restriccién,
que denotaremos del mismo modo h : K;1 — K;. Es decir, la aplicacién lineal h
induce una serie de aplicaciones lineales

{0y & K Ky Ky K, =V

Sabemos que existe un vector v}nm € K, \ Ky—1. Denotemos

o™ ="M e Ky, i=1,2,...,m.
Nétese que v}™ # 0, para i = 1,2,...,m. En efecto, sabemos que
ol = Bl (k) £ 0.
Entonces 0 # v{™ = hi=(v!™), luego vi™ # 0, para i = 1,2,...,m.

Consideremos ahora un subespacio vectorial Ki™ C K; complementario de
L(vi™) en K7, es decir, tenemos la suma directa interna

Ky, = L(vi™) @ K{™.
Ahora consideramos los subespacios vectoriales K!™ C K; definidos por
K™ = (YN K™nK; i=1,2,...,m.
LEMA 8. Se tienen las siguientes propiedades
(1) K; = L(v}™) & K}™, parai=1,2,...,m.
(2) WI(K[™) C K}™, para 1 <j <i<m.
(3) K;m C K™, paral<j<i<m.
Demostracién: Para probar (1), consideremos Av;™ € L(v;™). Si tenemos que
Avi™ € K™ esto implica que h*~t(Av}™) € K{™, es decir
hi—l()\vil’m) _ )\hi—l(vilm) _ /\,U}WL c thn.

Se sigue que A = 0, ya que K; = L(vi™) ® K{™. Tomemos ahora un elemento
cualquiera v € K;. Escribamos

R (v) = ™ 4w, we K{™.

Entonces v — Av}™ € K™ ya que h*~!(v — Mv}™) = w € K{™. As{ pues, podemos
escribir

v =A™+ (v — ™) € L(v™) + K™,
Esto completa la prueba de (1). La afirmacién (2) se sigue de la definicién de los
subespacios K;™. La afirmacién (3) es consecuencia de que

R~ (v) = 0, para cada v € Kj,conl<j<i<m,
dado que j < i — 1, recordando que K; = Ker h. CQD.

Ahora tenemos una sucesion encajada

{0}cKI"CcKy"C...CK™"CK,=V,
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para la cual la aplicacién lineal h induce una serie de aplicaciones lineales

{0y L& KIm Lo gdm o gdm I gIm c g =V

Podemos buscar un elemento v2™ € K™\ K™ si existe. En este caso definimos

como antes v2™ = h'~1(v2™) parai = 1,2, ..., m y planteamos una descomposicién
im __ 2m 2m
K™ =L(vi™) ® Ki™.

Definimos K2™ = h*~1(K?™) C K}™. Tenemos una situacién similar a la vista
en el lema anterior. Contimuamos de esta manera y asi obtenemos elementos y
subespacios

vgm c Klj—lm; Kgm C }(Zj—l'm7
paral=1,2,...,m; j =1,2,...,t,. Ademds, en algin momento, digamos para
j = t;,, no podemos continuar, por razones dimensionales, es decir, que se tiene
K!m™ = K!m™. En este momento trabajamos con la sucesién més corta

{0} cK{™™ Cc Ki»™ C...C KIm™ = Klmm,
Repetimos el proceso y entonces tenemos
jt j—1L, 7-5¢ j—14
v; € K K" C K; ,

paral=1,2,... . m,i=1,2,.... ¢, j=1,2,... t,. De todo este proceso se puede
comprobar que se ha obtenido una decomposicién del espacio V' en suma directa

V=<olm">ap<v™>a .. <olt!>

donde
gt o _ gt gt Jeyy Je jt -1 40
< Ve >= L({Ué yVp—1y--+5 11 ) - L({”Ue 7h(vé )7 ce 7h (vé >})7
que es la descomposicién buscada.
Este método de encontrar la base que evidencia los divisores elementales es una

alternativa al calculo de la matriz de Smith. Aunque su desarrollo tedrico parezca
largo, en muchos casos practicos de pequena dimensién resulta conveniente.



