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Resumen

Este Trabajo de Fin de Grado se centra en estudiar y analizar los patrones
que surgen como consecuencia de la dinámica de dos variables. Estas variables
están modeladas como sistemas de reacción-difusión y en el caso de este
trabajo describen el funcionamiento de un reactor en el primer problema y
el comportamiento de dos especies depredadora y presa en el segundo.
Para llevar a cabo estos estudios primero se ha realizado una evaluación de
las condiciones necesarias para que se den las bifurcaciones de Hopf, Turing
y Onda. Después, se ha escogido el mejor método para la discretización del
sistema y se ha elaborado el programa para la simulación en MATLAB. Por
último, se han simulado, dibujado y analizado los patrones obtenidos.

Palabras clave

Sistemas de reacción-difusión, patrones de Turing, bifurcación de Hopf,
bifurcación de onda, bifurcación de Turing, reactor sin agitación de flujo
continuo, sistemas depredador-presa.

Abstract

This Bachelor’s Thesis aims to study and analyse the different patterns
that appear as a consequence to the dynamic of two variables. This variables
are modelled as reaction-diffusion systems and in this work they describe
how a reactor works in the first problem and how two species, predator and
prey, behave in the second one.
To accomplish this studies, in the first place an evaluation of the required
conditions for Hopf, Turing and Wave bifurcations to happen has been done.
Then, the best discretization method has been selected and used to elaborate
the simulation program in MATLAB. Lastly, simulations have been perfor-
med and consequently patterns have been drawn and analysed.

Key Words

Reaction-diffusion systems, Turing patterns, Hopf bifurcation, wave bifur-
cation, Turing bifurcation, continuous-flow unstirred reactor, predator-prey
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tros: D1 = D2 = 1, ϕ = 16, µ = 2. . . . . . . . . . . . . . . . . 56

4.18. Patrón en el instante t = 0,5 para el reactivo v con los paráme-
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D1 = D2 = 1, ϕ = 2, µ = 16). . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

4.26. Mapa de fases para un sistema con µ > µH . (Parámetros:
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Caṕıtulo 1

Introducción y objetivos

1.1. Introducción

La formación espontánea de estructuras es más habitual de lo que cabŕıa
esperar. Basta con observar el entorno para descubrir la infinidad de ellas que
nos rodean y a pesar de ser fenómenos distintos a nivel microscópico como
consecuencia de su naturaleza, sus principios son compartidos. Todos ellos
se dan en sistemas no lineales que reciben un aporte continuo de enerǵıa y/o
materia, es decir, se encuentran fuera del equilibrio [1].
Un ejemplo de la aparición de patrones en la naturaleza son los patrones en
el pelaje de los felinos (Figura 1.1).
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Figura 1.1: Distintos patrones de pelaje que presentan los felinos: a) roseta,
b) rayas, c)manchas, d)liso [6]

Este trabajo se va a centrar en aquellos sistemas que se pueden modelar
como sistemas de reacción-difusión. En estos la parte difusiva representa la
dispersión y la parte reactiva la interacción de las especies involucradas. Es-
tos sistemas se pueden estudiar mediante la observación de la distribución
espacial de las especies que interactúan en un espacio definido, lo que es
sinónimo de estudiar los patrones espacio-temporales que se forman. Estos
patrones pueden comportarse de manera estable o inestable tanto en el es-
pacio como en el tiempo, dependiendo del sistema que se esté estudiando [2].
Un patrón es la formulación generalizada de sistemas basada en una serie de
procesos o eventos observables que suceden de manera recurrente bajo unas
ciertas condiciones, es decir, una tendencia ampliamente observable. Algunos
de los procesos que los provocan son: la primera y segunda ley de la termo-
dinámica, los principios f́ısicos de difusión y transporte de ĺıquidos y gases o
la selección natural de Darwin [3]. En cuanto a los modelos de simulación, los
patrones son caracteŕısticas definitorias de un sistema y habitualmente por
ello, indicadores de procesos y estructuras internas esenciales. Los patrones
contienen información de la organización subyacente del sistema pero de una
manera codificada [4].
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Un tipo particular de estos patrones son los conocidos como patrones de
Turing. Alan Turing, en 1952, propuso un mecanismo para la generación,
a partir de sistemas homogéneos de heterogeneridad, a través de sistemas
de reacción difusión. Estos sistemas, a los que él denominó morfogenéticos,
estaban formados por sustancias qúımicas reaccionando entre ellas y difun-
diéndose [5]. Gracias a sus conclusiones es posible estudiar los sistemas con
inestabilidades por difusión asociándolos a los procesos f́ısicos y qúımicos que
los provocan.
Los sistemas que se pueden estudiar son muy diversos y abarcan multitud de
campos como son la bioloǵıa, la f́ısica o la qúımica. Algunas de las aplicacio-
nes biológicas más importantes son aquellas que estudian el crecimiento de
órganos y tejidos o las dinámicas poblacionales. En cuanto a la f́ısica se usan
para modelar el comportamiento de semiconductores, láseres y cosmoloǵıa.
Y por último en la rama qúımica estudian la formación de estructuras espa-
ciales y la corrosión.
Para el estudio de estos sistemas se va a realizar tanto un análisis numérico
como gráfico. En primer lugar, se estudiarán las posibles bifurcaciones que
se pueden obtener y las condiciones para que cada una de ellas tenga lugar.
Estas pueden ser bifurcaciones de Hopf, de onda o de Turing.
Las bifurcaciones de Hopf son aquellas independientes del espacio. Estas rom-
pen la simetŕıa temporal del sistema y la altura de las oscilaciones es uniforme
en el espacio y periódica en el tiempo [7].
Las bifurcaciones de Turing son aquellas independientes del tiempo, es decir,
estacionarias. Estas rompen la simetŕıa espacial, llevando a la formación de
patrones que son estacionarios en tiempo y oscilatorios en espacio [7].
Por último, cuando se rompen tanto la simetŕıa espacial como la temporal se
producen bifurcaciones de onda. Estas forman patrones que son oscilatorios
en espacio y en tiempo [7].
En segundo lugar, se realizarán diversas simulaciones para obtener la solu-
ción numérica de los sistemas para distintas condiciones iniciales y valores
de los parámetros y por último se representarán gráficamente estas solucio-
nes para el estudio de los patrones obtenidos. Las simulaciones se llevarán
a cabo utilizando el programa de cálculo MATLAB con el que se realizará
la discretización del sistema primero espacial y después temporal. Por últi-
mo con los resultados obtenidos se dibujarán distintas gráficas entre las que
se encuentran los denominados patrones de Turing que se utilizarán para el
estudio y análisis de los sistemas.
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1.2. Antecedentes y motivación

Alan Turing en 1952 publicó ‘Bases qúımicas de la morfogénesis’ sobre
la formación espontánea de patrones en sistemas modelados con ecuaciones
de reacción-difusión y a pesar de no ser ni biólogo ni qúımico ha tenido un
gran impacto en ambas áreas de conocimiento. Estudiando cómo un embrión
esférico puede convertirse en un organismo no esférico como es el ser humano,
elaboró un modelo matemático que explicaba cómo fluctuaciones aleatorias
pueden llevar a la aparición de patrones y estructuras a partir de una uni-
formidad inicial. La relevancia de estos patrones reside en el hecho de que
tienen lugar en multitud de procesos naturales y el modelo que diseñó Turing
es uno de los que ofrece una de las respuestas más versátiles [8].
En su publicación sugeŕıa que los sistemas de sustancias qúımicas, denomina-
das morfogenéticas, reaccionando juntas y difundiéndose a través de un tejido
son adecuados para tener en cuenta el fenómeno principal de la morfogénesis.
Estos sistemas, a pesar de ser inicialmente homogéneos, desarrollan patrones
o estructuras a lo largo del tiempo debido a las inestabilidades que existen
en el equilibrio homogéneo y que alteran el sistema induciendo alteraciones
aleatorias [9].
La intención de esta publicación y su investigación era presentar un mecanis-
mo capaz de producir patrones utilizando únicamente procesos bioqúımicos,
sin ninguna necesidad de usar otras influencias mecánicas o externas. En de-
finitiva, intentaba demostrar cómo los patrones biológicos pod́ıan aparecer
gracias a la auto-organización. A pesar de ser un intento ingenioso fue des-
estimado en favor de un mecanismo denominado Modelo Bandera Francesa
propuesto por el biólogo Lewis Wolpert. Este defend́ıa que la formación de
patrones moleculares se debe principalmente a un mecanismo universal de
traducción de la información genética en patrones espaciales. Para ello, las
células de un sistema que se está desarrollando tienen su posición definida
con respecto a uno o varios puntos del sistema. Y esta información posi-
cional es independiente de la difusión [10]. Con el tiempo, ambos modelos
son aceptados como válidos y ambos permiten considerar y explorar cómo el
fenómeno de la embriogénesis ocurre.
A pesar de esto, desde el planteamiento de la teoŕıa de Turing hasta que se
tomó en cuenta tuvieron que pasar 20 años ya que hasta ese momento no fue
posible simular computacionalmente los sistemas y demostrar la aparición
de dichos patrones. Aun aśı, los biólogos más experimentalistas no aceptaron
la idea al principio debido a que no consideraban que existiesen suficientes
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pruebas experimentales como śı lo haćıan otros modelos como el modelo de
información posicional (Modelo Bandera Francesa) o el modelo de gradien-
te morfogenético. Este último, explicaba de manera muy eficiente un gran
número de fenómenos, pero no era universal. Es el caso de la regeneración
de algunas partes del cuerpo que sufren algunas especies como la hidra o la
planaria. Este hecho sugiere que debe intervenir un sistema autónomo como
sugeŕıa Turing. La forma más rápida de provar la existencia de estos patro-
nes era observar la piel de los peces o los anfibios. El pez más utilizado para
observar estos patrones es el pez cebra, el cual muestra franjas de distinto
color a lo largo de todo su cuerpo [11].

Figura 1.2: Pez cebra [12]

Los patrones espacio temporales en los sistemas poblacionales son siem-
pre un fenómeno interesante y valioso para la futura investigación debido
a su extendida existencia en el mundo real. Puede ser usado para describir
cambios en la estructura poblacional de especies que interactúan o reactan-
tes de la ecoloǵıa en la naturaleza [13]. En el campo de la ecoloǵıa, conocer
su funcionamiento resulta muy importante para conocer la distribución po-
blacional de las especies pudiendo evitar o prevenir la extinción de algunas
de ellas o tratar invasiones ecológicas. En particular, son de gran interés los
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modelos ratio-dependientes que respetan la conservación de la masa (o la
enerǵıa) para el modelado biológico [7].
En el campo de la medicina también es de gran utilidad ya que permite
estudiar la propagación de epidemias o adaptar el tratamiento a distintas
enfermedades en base al desarrollo histológico, pudiendo aśı centrar el uso de
la medicina en frenar el crecimiento de las células dañinas en lugar de com-
batirlas cuando estas ya están extendidas. Algún ejemplo de estos estudios
se puede encontrar en [14], [15], [16].
Por último, también tiene aplicaciónes f́ısicas ya que si las ondas de transimión
se autoestabilizan permiten que las ondas de fisión se autopropaguen. Mien-
tras algunos sistemas de reacción-difusión son conocidos por sus inestabilida-
des, se asume de manera frecuente que las ondas de fisión son asintóticamente
estables. Esto podŕıa resultar en la creación de reactores de autorregulado
rápido diseñados en base a este fenómeno [17].
En cuanto a los sistemas de reacción-difusión su estudio también resulta muy
interesante ya que, aunque son ecuaciones en derivadas parciales no lineales,
a menudo hay posibilidades de un tratamiento anaĺıtico.

1.3. Objetivos

El objetivo principal de este trabajo es estudiar el comportamiento y la
formación de patrones en sistemas de reacción difusión de dos variables, es
decir, sistemas que involucran dos especies (depredador y presa) en compe-
tencia en un espacio definido y en un tiempo finito.
A través de la revisión de distintos art́ıculos, se pretende elaborar unas con-
diciones generales que poder aplicar a cualquier problema para conocer los
puntos de bifurcación de estos. Para ello se realiza un estudio de los requisitos
que deben cumplir los autovalores de la matriz Jacobiana del sistema para
que el sistema sufra las consecuencias de una u otra bifurcación.
Este estudio, no solo se realizará de manera anaĺıtica por lo que para poder
examinar la formación de patrones se va a realizar un análisis de los distintos
métodos de discretización escogiendo el más adecuado para esta tarea. Una
vez escogido, se llevará a cabo la discretización tanto espacial como temporal
del sistema.
Este proceso se realizará a través del código que se diseñará en MATLAB.
Este deberá no solo discretizar el sistema, sino también realizar las iteracio-
nes necesarias para alcanzar la solución numérica del sistema y representarlas
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de tal forma que los patrones sean apreciables.
Los patrones, a continuación, serán estudiados para el caso concreto de cada
problema. Es decir, se observará el significado y la relevancia de conocer el
funcionamiento de cada uno de ellos en su contexto.
Por último, se concluirá con una enumeración de las ventajas de conocer los
patrones y por consigiente el funcionamiento de multitud de sistemas. Esto
dará una visión de la importancia de su estudio y ayudará a conocer otros
posibles problemas y campos de aplicación.
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Caṕıtulo 2

Problema general

2.1. Introducción

Las ecuaciones y sistemas de reacción-difusión son modelos matemáticos
que describen el comportamiento de una o varias poblaciones en el espacio.
Esta distribución se puede ver afectada tanto por reacción qúımica como por
difusión, por ello reciben este nombre.

El objetivo final del trabajo es el estudio de distintos casos modelados
con sistemas de reacción-difusión en los que se forman distintos patrones
en el dominio espacial, derivados de bifurcaciones de Hopf, Turing y onda,
dependiendo de las condiciones de partida, los parámetros y las ecuaciones.
Por ello, antes de analizar cada caso se va a realizar el estudio de un problema
general con el objetivo de establecer las condiciones necesarias y suficientes
de cada uno de los distintos casos que pueden tener lugar.

En los siguientes apartados se va a realizar el estudio del problema general
modelizado por el siguiente sistema de ecuaciones:{

ut = f(u, v, µ⃗) +D1∇2u
vt = g(u, v, µ⃗) +D2∇2v

(2.1)

donde u y v representan las densidades de población de un activador (pre-
sa) y un inhibidor (depredador) respectivamente, µ⃗ representa los distintos
parámetros del problema, D1 y D2 son los coeficientes de difusión de cada
población y por último ∇2u y ∇2v representan el laplaciano de u y v.

Para el estudio se va a realizar el cálculo de los puntos cŕıticos, se va a
evaluar el jacobiano en dichos puntos y por último se va a estudiar la traza
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y el determinante de dicha matriz con el objetivo de ver qué caracteŕısticas
corresponden a cada tipo de bifurcación.

2.2. Cálculo de los puntos cŕıticos

En primer lugar, para estudiar un sistema de ecuaciones de reacción-
difusión se deben calcular los puntos cŕıticos de la reacción. Este caso se da
cuando ambos coeficientes de difusión son nulos, es decir, se estudia la parte
dependiente únicamente del tiempo, sin incluir la variable del espacio. El
sistema de estudio es el siguiente:{

ut = f(u, v, µ⃗)
vt = g(u, v, µ⃗)

Y los puntos cŕıticos del mismo son los valores que se obtienen de resolver
las siguientes ecuaciones:

f(u, v, µ⃗) = 0,

g(u, v, µ⃗) = 0.

A estos puntos cŕıticos se los denominará: u∗ y v∗ y sobre ellos se evaluará
el determinante Jacobiano del sistema problema.

2.3. Evaluación del Jacobiano

Tras calcular los puntos cŕıticos, se debe evaluar la matriz Jacobiana en
ellos para estudiar la estabilidad del sistema que depende de los valores de
la traza y el determinante.

Para estudiar la estabilidad lineal, se linealiza (2.1) en torno al punto
fijo (u∗, v∗) para pequeñas variaciones en espacio y tiempo y se expanden al
espacio de Fourier:

u(x⃗, t) ≈ u∗eλteikx⃗,

v(x⃗, t) ≈ v∗eλteikx⃗,

con ello se obtiene la ecuación caracteŕıstica:

|A− k2D− λI| = 0.
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A continuación, se aplica lo desarrollado al problema general que se está
estudiando en el que la matriz de estudio, no es una matriz diagonalizada,
sino que depende de las derivadas parciales de la reacción cinética evaluadas
en el punto cŕıtico.

J(k) =

(
fu −D1k

2 fv
gu gv −D2k

2

)
.

Como para el estudio primero se va a analizar el caso sin difusión, k = 0,
la matriz Jacobiana es la siguiente:

J(0) =

(
fu fv
gu gv

)
. (2.2)

En el análisis de la estabilidad se van a utilizar como elementos de estudio
la traza y el determinante. Estos se obtienen tras el siguiente desarrollo.

En una matriz diagonalizada como la siguiente:(
λ1 0
0 λ2

)
,

los autovalores son las ráıces del siguiente polinomio caracteŕıstico:

λ2 − (λ1 + λ2)λ+ λ1λ2,

donde (λ1 + λ2) representa la traza y λ1λ2 el determinante.
Sabiendo esto, la ecuación queda de la siguiente forma:

λ2 − tr(k)λ+ det(k),

y los autovalores calculados tras igualar esta ecuación a cero son los si-
guientes:

λ1,2(k) =
1

2

(
tr(k)±

√
tr2(k)− 4det(k)

)
. (2.3)

Tras realizar el cálculo de los puntos cŕıticos y evaluar la matriz Jacobiana
en dichos puntos, el siguiente paso en el análisis del problema consiste en
calcular la traza y el determinante cuando no existe difusión, es decir, para
el caso k = 0:

tr(0) = fu + gv, (2.4)

det(0) = fugv − fvgu.
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Para el caso general en el que existe difusión, su traza y su determinante
son los siguientes:

tr(k) = fu −D1k
2 + gv −D2k

2 = tr(0)− (D1 +D2)k
2,

det(k) = (fu −D1k
2)(gv −D2k

2)− gufv = det(0)− (D1gv +D2fu)k
2 +D1D2k

4.

Por último, una vez calculadas la traza y el determinante del problema
que se está estudiando se pueden calcular los autovalores con (2.3).

2.4. Estudio de los tipos de bifurcación

Los sistemas de reacción-difusión se pueden clasificar en base al tipo de
bifurcación que se produce. Estas bifurcaciones son rupturas de la simetŕıa
del sistema que conllevan la aparición de patrones espacio-temporales. En los
siguientes apartados se van a estudiar tres tipos de ellas: de Hopf, de Turing
y de onda.

2.4.1. Bifurcación de Hopf

El primer caso de estudio es el del problema sin difusión, en caso de
que tr(0) < 0 y det(0) > 0 el sistema es estable y no se produce ninguna
bifurcación, ya que los dos autovalores tienen su parte real negativa.

Para que se produzca una bifurcación, debe romperse la simetŕıa del sis-
tema. Por ello, la bifurcación de Hopf ocurrirá a partir del punto donde
tr(0) = 0, ya que es el punto donde se rompe la simetŕıa temporal.

Por todo ello, las condiciones para que una bifurcación de Hopf tenga
lugar son las siguientes:

Im(λ(0)) ̸= 0; Re(λ(0)) = 0.

Estas bifurcaciones son independientes del espacio, cuando se producen
se rompe la simetŕıa temporal del sistema. Esta ruptura da lugar a las os-
cilaciones que se producen. Estas son, por tanto, uniformes en el espacio y
periódicas en el tiempo.
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2.4.2. Bifurcación de Turing

A continuación se estudian aquellos casos donde k ̸= 0, es decir, se intro-
duce la dependencia espacial en el problema. Estos casos se producen cuando
partiendo de un problema estable sin difusión, cuando esta aparece se rom-
pe la simetŕıa espacial y/o temporal del sistema provocando por tanto una
bifurcación en el sistema [1].

Antes de analizar los resultados es necesario enunciar el siguiente teorema.
Teorema de Routh-Hurwitz

El número de ráıces de un polinomio real f(x) = xN + b0x
N−1 + a0x

N−2 +
b1x

N−3 + ... que tienen su parte real positiva se calcula como:

m = V (1,△1,
△2

△1

, ...,
△N

△N−1

) = V (1,△1,△3, ...) + V (1,△2,△4, ...),

△i: b0 b1 b2 ... 0
1 a0 a1 ... 0
0 1 a0 ... 0

 . (2.5)

Criterio de Routh-Hurwitz
Para que todas las ráıces tengan su parte real negativa es necesario y sufi-
ciente que se cumpla: △i > 0, i = 1, N

Aplicando lo anterior al problema general y teniendo en cuenta el polino-
mio caracteŕıstico que se obtiene de la matriz Jacobiana (2.2) del sistema, se
obtiene la siguiente ecuación:

xN + b0x
N−1 + a0x

N−2 donde N = 2, b0 = −tr(k) y a0 = det(k).

Para poder aplicar el criterio de Routh-Hurwitz al problema que se está
estudiando hay que trabajar con la matriz de Hurwitz [1]:

H =

(
−tr(k) 0

1 det(k)

)
.

En ella los menores principales y sobre los que se va a trabajar son los
siguientes:

△1 = −tr(k),△2 = det(H) = −tr(k)det(k).

Si estos menores principales son mayores que cero, entonces el punto fijo
es estable. Por tanto del primero se deduce: tr(0) < 0 y por tanto:

fu + gv < 0. (2.6)
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Sabiendo esto, del segundo se deduce:

det(0) > 0 ⇒ fugv − fvgu > 0. (2.7)

Estos resultados se deben dar para el problema sin difusión. En el pro-
blema con difusión, para que se dé una inestabilidad de Turing se debe des-
estabilizar el sistema sin difusión mediante el cambio de un autovalor de
negativo a positivo. Esto se deduce del teorema de Routh-Hurwitz donde si
se sustituyen los datos del problema se obtiene lo siguiente:

m = V (1,−tr(J)) + V (1, det(J)) = 1 + 0 = 1. (2.8)

V representa el número de cambios de signo de los miembros adyacentes
de una secuencia finita, por tanto para que se produzca una bifurcación de
Turing se debe producir un cambio de signo.

Al añadir la difusión, esta disminuye la traza ya que esta sigue la siguiente
fórmula:

tr(k) = tr(0)− (D1 +D2)k
2.

Por lo que como se parte de un caso estable (tr(0) < 0) al añadir la
difusión la traza se hace aún más negativa y no existe la posibilidad de
que en ella se produzca el cambio de signo. Este deberá tener lugar en el
determinante.

det(k) = det(0)− (D1gv +D2fu)k
2 +D1D2k

4.

De esta ecuación se deduce la primera condición que debe cumplirse:

D1gv +D2fu > 0.

De la condición de partir de un punto estable se deduce que solo se cum-
plen si fu o gv tienen signos distintos, solo una de las especies (el activador)
es autocataĺıtica.

Suponiendo que u es el activador (fu > 0) y v el inhibidor(gv < 0) de
(2.4) se puede deducir lo siguiente:

fu < −gv ⇒ −fu
gv

< 1. (2.9)
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Sabiendo esto se puede deducir lo siguiente:

D1gv +D2fu > 0,

D2fu > −D1gv,

−fu
gv

>
D1

D2

,

Aplicando (2.8):

1 >
D1

D2

,

D2 > D1. (2.10)

Por último, para que se produzca una bifurcación de Turing, al resolver
la ecuación:

det(0)− (D1gv +D2fu)k
2 +D1D2k

4 = 0,

el valor de k debe ser un número entero positivo para que se cumpla
det(k) < 0.

De esta ecuación se deduce la última condición que se debe cumplir:

(D1gv +D2fu)
2 − 4D1D2(fugv − gufv) > 0. (2.11)

Como conclusión, las condiciones que se deben cumplir para una bifurca-
ción de Turing se pueden resumir de la siguiente manera:

Im(λ(k)) = 0 y Re(λ(k)) = 0 en k ̸= 0.

Estas bifurcaciones son estacionarias, por lo que cuando se producen se
rompe la simetŕıa espacial llevando a la formación de patrones que son es-
tacionarios en tiempo y oscilatorios en espacio. Y para concluir, destacar
que para que se produzca una bifurcación de Turing deben cumplirse las
condiciones (2.6), (2.7), (2.9), (2.10) y (2.11).

2.4.3. Bifurcación de Onda

La bifurcación de onda depende del espacio y el tiempo y, por tanto,
rompe ambas simetŕıas, y sus patrones son oscilatorios en tiempo y espacio.
Por ello, recibe también el nombre de bifurcación de Turing oscilatoria o
bifurcación de longitud de onda finita de Hopf.
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Las condiciones para que se dé una bifurcación de onda son las siguientes:
tr(k) = 0 y det(k) > 0. Esto se debe a que para que se produzca en este caso
m = 2, tanto la traza como el determinante en k ̸= 0 deben cambiar de signo.
Esto dará como resultado dos autovalores complejos conjugados cuya parte
real sea igual a cero, es decir, autovalores imaginarios puros.

De la condición tr(k) = 0 se deduce el valor de k cŕıtico:

tr(k) = 0 ⇒ tr(0)− (D1 +D2)k
2 = 0 ⇒ k2 =

tr(0)

D1 +D2

. (2.12)

Sabiendo que tr(0) = fu + gv > 0
Por tanto, las condiciones para que se produzca una bifurcación de onda

son las siguientes:

Im(λ(k)) ̸= 0; Re(λ(k)) = 0 en k ̸= 0.
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Caṕıtulo 3

Discretización espacial y
temporal para la simulación de
los problemas

3.1. Introducción

La discretización es un proceso que consiste en convertir datos continuos
en datos discretos, es decir datos nominales o categóricos. Para ello se asignan
rangos de valores reales a un valor nominal o lo que es lo mismo, se realizan
particiones de los valores continuos que se asocian a una categoŕıa o intervalo.
Por tanto, la discretización de datos continuos produce una generalización
inherente debido a la agrupación de los datos, los cuales se pueden representar
de distinas maneras. Esta tarea es muy necesaria por ejemplo cuando se
realiza un análisis numérico como es el caso del problema, ya que facilita
y permite el análisis computacional del mismo, habilitando la posibilidad
de estudio por ejemplo gracias a la representación gráfica de las soluciones.
Pero este mecanismo es mucho más habitual de lo que puede parecer ya
que en muchos casos los humanos realizamos este preprocesamiento de los
datos de manera natural como por ejemplo con la temperatura o la velocidad
[18],[19],[20].

Existen infinidad de métodos de discretización que han sido desarrollados
en función de las distintas necesidades de los problemas a solucionar. La prin-
cipal clasificación es la siguiente: supervisados y no supervisados, dinámicos
y estáticos, globales y locales, directos e incrementales.
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Los métodos supervisados y no supervisados se diferencian en el uso de la
información de la clase del conjunto de datos. Mientras que la discretización
supervisada se caracteriza por ser basada en el error o las estad́ısticas, la no
supervisada se basa en la equidad de la longitud de los intervalos o la fre-
cuencia. Es decir, el usuario realizando el estudio es quien decide la longitud
de los intervalos apoyandose en la clase de información que está estudiando
[21].

En el caso de los dos problemas que se van a estudiar se ha utilizado un
modelo no supervisado, es decir, el espaciado de los intervalos es regular. El
método de discretización utilizado en concreto es el método de ĺıneas. Este
un método se utiliza para la resolución de ecuaciones en derivadas parciales,
las cuales son esenciales para el estudio del comportamiento del sistema ya
que aportan información tanto de la evolución espacial del sistema como la
temporal [22]. Estas ecuaciones en derivadas parciales se utilizan en multi-
tud de modelos f́ısicos, biológicos e ingenieriles y para resolverlas es necesario
conocer las condiciones de frontera y/o las iniciales [25]. Consiste en la discre-
tización de una ecuación en derivadas parciales en una o varias dimensiones
a la vez que conduce a un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias en
la dirección restante [23].

Estas ecuaciones diferenciales ordinarias son ecuaciones que contienen
derivadas en función de una incógnita. Estas ecuaciones aparecen siempre
que un modelo matemático implique la razón de cambio de una variable
con respecto de otra [24]. Por tanto el proceso consiste en discretizar todos
los términos diferenciales correspondientes a ciertas variables independientes
de la ecuación, dejando continuos los términos que corresponden a una sola
variable. En nuestro caso se discretiza primero el problema respecto de las
variables espaciales, usando diferencias finitas para aproximar las derivadas
respecto de estas variables. Aśı se obtiene un sistema de ecuaciones diferen-
ciales ordinarias en la variable tiempo. A continuación se discretiza el sistema
respecto del tiempo por medio de un integrador temporal, por ejemplo un
método de Runge-Kutta.

Además, el método de ĺıneas tiene las siguientes propiedades que justifican
su uso[23]:

Estabilidad numérica: gracias a la separación de la discretización del
espacio y del tiempo es más fácil establecer estabilidad y convergencia
para un mayor rango de problemas.
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Menor esfuerzo de programación: permite utilizar métodos diferentes
en las variables espaciales y temporal.

Por último, se programará el método de ĺıneas para que pueda introdu-
cirse en MATLAB como un algoritmo con el que se realizarán las distintas
simulaciones con el objetivo de representar el resultado de manera gráfica.

3.2. Discretización espacial

La discretización espacial consiste en un proceso en el que se transforma
un sistema de ecuaciones en derivadas parciales en un sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias. Los problemas continuos que se van a estudiar están
definidos por sistemas de una o dos dimensiones espaciales y se van a resolver
en el dominio discreto utilizando una rejilla de nodos equiespaciados.

En una dimensión espacial, x ∈ [a, b], el espaciado de los nodos de la
rejilla, es decir, la distancia que existe entre los distintos puntos de esta se
define por el tamaño de paso, h = (b−a)/n [7]. Con él se calculan la posición
de los nodos siguiendo la fórmula: xi = a + ih, i = 0, · · · , n. En el sistema
discreto, el operador Laplaciano que describe la difusión se calcula usando
diferencias finitas centradas de orden 2. Para h suficientemente pequeño, las
derivadas se aproximan por las diferencias finitas de la siguiente manera:
uxx(xi, t) ≈ ui−1(t)−2ui(t)+ui+1(t)

h2 , siendo ui(t) = u(xi, t) [28]. Además, como se
imponen condiciones frontera Neumann homogéneas, los nodos ĺımites no se
incluyen en la discretización sino que se aproximan usando diferencias finitas
de la derivada primera en función de los nodos adyacentes.

ux(0, t) = 0, → u0(t) ≃
4

3
u1(t)−

1

3
u2(t),

ux(L, t) = 0, → un(t) ≃
4

3
un−1(t)−

1

3
un−2(t).

Sabiendo todo esto la matriz de la discretización se calcula de la siguiente
manera:

uxx,1

uxx,2
...

uxx,n−2

uxx,n−1

 ≃ 1

h2


−2 1 0 0 ... 0
1 −2 1 0 ... 0
... ... ... ... ... ...
0 0 ... 1 −2 1
0 0 0 ... 1 −2




u1

u2
...

un−2

un−1

+
1

h2


4
3
u1 − 1

3
u2

0
...
0

4
3
un−1 − 1

3
un−2
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Haciendo la suma se obtiene la matriz de la discretización Ah:

Ah =
1

h2


−2

3
2
3

0 0 · · · 0
1 −2 1 0 · · · 0

0 0
. . . . . . . . . 0

0 0 · · · 1 −2 1
0 0 0 · · · 2

3
−2

3

 .

Esta matriz es válida para sistemas de una dimension espacial. Cuando se
está tratando con un sistema de dos dimensiones espaciales entonces la ma-
triz para la discretización es distinta. Si y ∈ [c, d] y consideramos el mismo
tamaño de paso que antes también en la dirección y, el número de nodos en
esa dirección será m = (d− c)/h.

Teniendo en cuenta las condiciones frontera Neumann homogéneas y usan-
do diferencias finitas similares a las del caso unidimensional la plantilla de la
discretización seŕıa:
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(a) Nodo interior (b) Nodo borde

(c) Nodo esquina

Figura 3.1: Rejilla para la aplicación del método de diferencias finitas en
distintos nodos.

Colocando, de izquierda a derecha y de abajo a arriba, las variables de la
malla en un vector la matriz de la discretización del laplaciano, quedaŕıa

Bh =
1

h2


B1

2
3
I 0 0 0

I B2 I 0 0

0
. . . . . . . . . 0

0 0 I B2 I
0 0 0 2

3
I B1

 ,

donde I representa la matriz identidad, la matriz para la discretización de
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los nodos adyacentes a la frontera

B1 =


−4

3
2
3

0 0 0

1 −8
3

1 0 0

0
. . . . . . . . . 0

0 0 1 −8
3

1

0 0 0 2
3

−4
3

 ,

la matriz para la discretización de los nodos interiores

B2 =


−8

3
2
3

0 0 0
1 −4 1 0 0

0
. . . . . . . . . 0

0 0 1 −4 1
0 0 0 2

3
−8

3

 .

3.3. Discretización temporal

El siguiente paso del método de ĺıneas consiste en la discretización tem-
poral. Como en la discretización espacial usamos un tamaño de paso fijo,
k, y elegimos un integrador temporal. Los problemas que vamos a resolver
son problemas ŕıgidos y la discretización espacial va a llevar a sistemas de
dimensión bastante alta. Si queremos resolverlos con un método expĺıcito
tendremos que tener en cuenta que su región de estabilidad es acotada y
que nos obligará a tomar tamaños de paso en tiempo pequeños. Comparando
las regiones de estabilidad de los métodos de Runge-Kutta expĺıcitos y de
los métodos lineales multipaso expĺıcitos (ver Figura 3.2 y Figura 3.3) nos
quedamos con los métodos de Runge-Kutta.
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(a) Expĺıcitos de orden 1
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(b) Expĺıcitos de orden 2
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(c) Expĺıcitos de orden 3
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(d) Expĺıcitos de orden 4

Figura 3.2: Regiones de estabilidad de métodos RK.

Figura 3.3: Región de estabilidad para los métodos de Adams-Bashforth de k pasos.
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Dentro de los métodos de Runge-Kutta las regiones de estabilidad no
crecen significativamente con el orden del método, pero śı aumenta el número
de etapas. Como solución de compromiso elegimos el método de Euler que
aunque tiene orden uno solo necesita una evaluación funcional por paso. Dado
un problema de valor inicial {

u′ = f(t, u),
u(t0) = u0.

el método de Euler proporciona una aproximación (t1, u1) a la solución a
partir de la condición inicial, (t0, u0), mediante la fórmula

u1 = u0 + hf(t0, u0),

t1 = t0 + h,

y aśı sucesivamente. La expresión de la aproximación del n-ésimo valor a
partir del anterior es

un = un−1 + hf(tn−1, un−1),

tn = tn−1 + h.

Este método calcula una aproximación de un problema bien planteado de
valor inicial. Es decir, se obtienen en primer lugar los llamados puntos de red,
que son aquellos puntos que se aproximan a la solución. Con estos puntos se
puede obtener por interpolación la solución aproximada en otros puntos del
intervalo [30].

3.4. Simulación en MATLAB

Para la simulación de los sistemas se ha utilizado MATLAB que es un
programa interactivo de ordenador que sirve de manera conveniente como un
“Laboratorio”para la experimentación que involucra matrices[31], como es el
caso de los problemas que se van a estudiar.

En cuanto al estudio de estos, en primer lugar se han programado las
funciones introduciendo los parámetros como variables globales ya que de
esta manera se puede acceder a ellas y cambiarlas en cualquier función, per-
mitiendo aśı unificar la nomenclatura. En segundo lugar se ha dado valor
a los distintos parámetros en función de la simulación que se estuviese lle-
vando a cabo. A continuación se han introducido las matrices utilizando el
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comando sparce para transformarlas de manera que solo se almacenasen los
datos distintos de cero con el objetivo de ahorrar espacio de almacenamiento
aumentando la velocidad computacional. Por último, se introduce un bucle
iterativo que lleva a cabo el método de Euler guardando los resultados obte-
nidos para poder posteriormente representarlos graficamente obteniendo aśı
los patrones de comportamiento que se quieren analizar.

. Proceedings of the ACM on Programming Languages, 4 (HOPL), 1-67.
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Caṕıtulo 4

Caso I: Caos inducido por onda
en un reactor sin agitación de
flujo continuo

4.1. Introducción

En los últimos años, se han hecho grandes esfuerzos por relacionar reac-
ciones qúımicas complejas con procesos de transporte molecular. Esto se debe
a que los sistemas qúımicos agitados han mostrado algunos de los ejemplos
más bonitos y precisos del fenómeno que se da cuando los sistemas en reac-
ción forman estructuras temporales lejos del equlibrio [32]. Prueba de ello, los
distintos sistemas de reacción difusión que se van a estudiar. En este primer
problema, el sistema modelizado corresponde con un reactor sin agitación de
flujo continuo.

A pesar de la amplia variedad de patrones de Turing que se pueden en-
contrar en la naturaleza, los estudios experimentales de dichos sucesos son
complicados debido a la dificultad impĺıcita de los procesos biológicos. Sin
embargo, estos reactores son muy adecuados para el estudio de la aparición
de patrones en sistemas qúımicos ya que sus dinámicas y funcionamiento son
sencillos de comprender [33]. En estos reactores se aporta una corriente con-
tinua de reactivos frescos que no interfiere con los procesos de transporte por
difusión molecular. Se crea una zona de reacción, que habitualmente impli-
ca un medio gelificado que está contenido entre parades impermeables. Esta
zona de reacción está en contacto con una reserva de reactivos frescos, los
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cuales pueden ser atráıdos por difusión a través de las membranas permea-
bles. Gracias a estas también se pueden eliminar los productos de la zona
de reacción. La composición qúımica de la reserva se mantiene constante lo
que permite que estados estables y otras estructuras puedan ser mantenidos
a lo largo del tiempo para ser observados [34]. Además, presentan grandes
ventajas como su fácil construcción o la gran conversión que ofrecen, motivo
por el cual, estos reactores han sido utilizados para estos estudios desde la
década de 1980.

El modelo de estudio es un sistema qúımico de retroalimentación en el que
los coeficientes de difusión son iguales para las dos especies que participan.
La respuesta depende tanto del espacio como del tiempo y el sistema se inicia
mediante una onda viajera que se sostiene indefinidamente.

El modelo de ecuaciones consiste en una ecuación qúımica que representa
la retroalimentación (autocatálisis cúbica) y un segundo paso de descompo-
sición:

A+ 2B → 3B, v = k1ab
2,

B → C, v = k2b,

donde a y b son las concentraciones del reactivo A y del autocatalizador B.
Si se considera que ambas reacciones están teniendo lugar en el tanque de un
reactor que está siendo continuamente alimentado con corrientes entrantes
tanto de A como de B, los balances de masa que gobiernan los ratios de
cambio de las dos concentraciones se pueden escribir como [35]

∂a

∂t
=

(a0 − a)

tres
− k1ab

2,

∂b

∂t
=

(b0 − b)

tres
+ k1ab

2 − k2b.

Conocido el modelo y el funcionamiento del reactor se obtienen las si-
guientes ecuaciones de reacción difusión para la evolución de las concentra-
ciones en el reactor:

aτ (X, τ) = D1△a+ kf (a0 − a)− k1ab
2, 0 < X < L, τ ≥ τ0

bτ (X, τ) = D2△b+ kf (b0 − b) + k1ab
2 − k2b, 0 < X < L, τ ≥ τ0

En estas ecuaciones, el primer término se corresponde con la ley de difusión
de Fick, el segundo término se corresponde con el intercambio donde kf es el
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tiempo de residencia inverso. El término final corresponde con la cinética de
la reacción.

Además del modelo de ecuaciones se establecen las siguientes condiciones
de flujo cero en la frontera:

∂a

∂X
(0, τ) =

∂a

∂X
(L, τ) = 0,

∂b

∂X
(0, τ) =

∂b

∂X
(L, τ) = 0.

Es necesario también establecer condiciones iniciales. En este caso se va a
considerar que no se proporcionan autocatalizadores a la reserva por lo que
b0 = 0 , tampoco se tiene en la zona de reacción en el instante inicial, por lo
que las condiciones iniciales son las siguientes:

a(X, 0) = a0, 0 < X < L,

b(X, 0) = 0, S < X < L,

b(X, 0) = g0(X), 0 < X < S,

donde g0 es una pequeña constante de iniciación.
Para facilitar el uso de las ecuaciones se van a adimensionalizar como se

muestra en el siguiente apartado.

4.2. Adimensionalización de ecuaciones

Adimensionalizar las ecuaciones es un paso fundamental para resolver el
problema ya que reduce el número de variables de trabajo por lo que facilita
el estudio del problema. En este caso se escogen las concentraciones iniciales,
ya que son conocidas, para dividir por las variables de estudio obteniendo aśı
los parámetros adimensionales.

u =
a

a0
,

v =
b

b0
,

t =
τ

τ0
,

x =
X

L
.

para que al final queden ecuaciones en u(x, t) y v(x, t).
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Para el caso de la primera ecuación tras introducir los parámetros adi-
mensionales se obtiene:

ua0
tτ0

= D1
a0
L2

△u+ kf (a0 − ua0)− k1ua0v
2a20.

Aislando los parámetros dimensionales de los no dimensionales la ecuación
se reorganiza de la siguiente manera:

(
a0
τ0
)
∂u

∂t
= (D1

a0
L
)△u+ (kfa0)(1− u)− (k1a0)

3v2u.

Para que esta ecuación dependa tan solo de parámetros adimensionales
se dividen todos los términos entre paréntesis por: a0

τ0
= kfa0, de donde se

obtiene la primera ecuación adimensional:

ut = δ△u+ 1− u− µuv2.

cuyos parámetros adimensionales son:

δ =
D1

D2

,

µ =
k1(a0)

2

kf
.

Para la segunda ecuación el proceso es el mismo:

(
a0
τ0
)vt = (

a0
τ0
)△v + kfv0a0 − va0(kf + k2) + (k1a0)

3uv2.

Dividiendo todo por a0
τ0

= kfa0 se obtiene la segunda ecuación adimensiona-
lizada:

vt = △v + v0 − vϕ+ µuv2,

cuyo parámetro adimensional es:

ϕ =
kf + k2

kf
.
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4.3. Análisis bifurcaciones

4.3.1. Cálculo de puntos cŕıticos

En primer lugar, para comenzar con el análisis de las bifurcaciones se
calculan los puntos cŕıticos del sistema sin difusión. Para ello, se considera
que β0 = 0, es decir; que la concentración inicial del autocatalizador es cero,
y se igualan f(u, v) y g(u, v) a cero:

f(u, v) = 1− u− µuv2 = 0, (4.1)

g(u, v) = −vϕ+ µuv2 = 0. (4.2)

Despejando u en (4.1) se obtiene:

u =
1

1 + µv2
. (4.3)

De la ec. (4.2) se deducen dos posibles situaciones:
1) v = 0 ⇒ u = 1
2) v ̸= 0
Sustituyendo v = ϕ

µu
en (4.3) se obtiene el valor de u cŕıtico para este caso:

u =
µ±

√
µ2 − 4ϕ2µ

2µ
,

v =
µ∓

√
µ2 − 4ϕ2µ

2µϕ
.

4.3.2. Evaluación del Jacobiano, traza y determinante

En primer lugar se evalúa el Jacobiano para el caso sin difusión (k=0)
donde fu, fv, gu, gv representan las derivadas de las funciones f(u, v) y g(u, v)
respecto de la correspondiente variable en cada caso.

J(0) =

(
fu fv
gu gv

)
=

(
−1− µv2 −2uµv

µv2 2uµv − ϕ

)
. (4.4)

A continuación se estudia el caso con difusión (k ̸= 0):

J(k) =

(
fu −D1k

2 fv
gu gv −D2k

2

)
=

(
−1− µv2 −D1k

2 −2uµv
µv2 2uµv − ϕ−D2k

2

)
.

(4.5)
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Caso I: (u, v) = (1, 0)
Sustituyendo el punto cŕıtico en (4.4) se obtiene:

J(0) =

(
−1 0
0 −ϕ

)
.

Como los autovalores son negativos se deduce que este caso es estable
y se descarta, por tanto, que tenga lugar una bifurcación de Hopf ni una
bifurcación de Onda. Sustituyendo el punto cŕıtico en (4.5) se obtiene:

J(k) =

(
−1−D1k

2 0
0 −ϕ−D2k

2

)
.

Igual que en el caso sin difusión este caso es estable y no se produce bi-
furcación de Turing.

Casos II y III: (u,v) = (
µ±
√

µ2−4ϕ2µ

2µ
,
µ∓
√

µ2−4ϕ2µ

2µϕ
)

En este caso en primer lugar se deben estudiar los distintos valores que
pueden adoptar los parámetros de los que dependen u y v, ya que estas va-
riables representan concentraciones y los valores negativos o imaginarios no
tienen sentido. La naturaleza de esta solución depende de

√
µ2 − 4ϕ2µ y las

tres posibilidades que existen son:
a) µ2 − 4ϕ2µ = 0 : ráız doble real.
b) µ2 − 4ϕ2µ > 0 : dos ráıces reales positivas.
c) µ2 − 4ϕ2µ < 0: dos ráıces imaginarias conjudadas (solución no válida).

Para el caso a) el punto cŕıtico adopta el siguiente valor: (1
2
, 1
2ϕ
) y por

tanto el Jacobiano (4.4) tiene la siguiente expresión:

J(0) =

(
−1− µ

4ϕ2 − µ
2ϕ

µ
4ϕ2

µ
2ϕ

− ϕ

)
.

Además en este caso se puede sustituir µ = 4ϕ2:

J(0) =

(
−2 −2ϕ
1 ϕ

)
.

cuyos autovalores son 0 y ϕ − 2. Con ello se deducen tres posibilidades,
en caso de ϕ < 2 el sistema es estable, en el caso contrario, es decir; ϕ > 2
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el sistema es inestable. Por último, puede darse que ϕ = 2 ⇒ µ = 16. En
este punto es donde se produce el paso de sistema estable a inestable y se
produce la bifurcación de Hopf.

Para el caso b) :

J(0) =

 −µ+
√

µ2−4µϕ2

2ϕ
2ϕ

µ−2ϕ2+
√

µ2−4µϕ2

2ϕ2 −3ϕ

 .

Si en esta matriz se sustituye la condición: ϕ = µuv se obtiene la siguiente
matriz con la que se va a trabajar:

J(0) =

(
−1− µv2 −2ϕ

µv2 ϕ

)
.

Se calculan la traza y el determinante:

tr(0) = −1− µv2 + ϕ,

det(0) = ϕ(1− 1µ2) + 2ϕµv2 = ϕ(µv2 − 1).

En primer lugar se estudia el determinante para el caso de v =
µ−
√

µ2−4ϕ2µ

2µϕ
.

En el det(0), ϕ siempre será positivo, por lo que el signo de este dependerá
del valor de µv2 − 1. Sustituyendo el valor de v se obtiene lo siguiente:

µv2 − 1 =
µ− 4ϕ2 −

√
µ2 − 4µϕ2

2ϕ2
.

El denominador siempre será posititivo por lo que el resultado positivo o
negativo depende del numerador. Para estudiar su signo se supondrá que es
negativo:

µ− 4ϕ2 −
√
µ2 − 4µϕ2 < 0,

(µ− 4ϕ2)2 < (
√
µ2 − 4µϕ2)2,

µ2 − 8µϕ2 + 16ϕ4 < µ2 − 4µϕ2,

µ > 4ϕ2.

Como se llega al supuesto inicial, se verifica la hipótesis inicial y por
tanto det(0)<0 y el caso es inestable. Por este motivo, para este caso no se
estudiará la aparición de bifurcaciones.
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En segundo lugar se estudiará el caso de v =
µ+
√

µ2−4ϕ2µ

2µϕ
, por lo que sus-

tituyendo en la expresión antes mencionada se obtiene la siguiente expresión:

µv2 − 1 =
µ− 4ϕ2 +

√
µ2 − 4µϕ2

2ϕ2
.

Igual que en el caso anterior se supone que el denominador es negativo:

µ− 4ϕ2 +
√

µ2 − 4µϕ2 < 0,

(
√

µ2 − 4µϕ2)2 < (4ϕ2 − µ)2,

µ2 − 4µϕ2 < µ2 − 8µϕ2 + 16ϕ4,

µ < 4ϕ2.

Con esto se llega a un absurdo ya que la desigualdad final es opuesta a la
hipótesis inicial. Esto indica que el supuesto de que el numerador es negativo
es incorrecto y por tanto det(0)>0. Para este caso es posible la aparición de
bifurcaciones y por ello a continuación se va a estudiar el valor de la traza
en 0.

tr(0) = −1− µv2 + ϕ =
−µ+ 2ϕ3 −

√
µ2 − 4ϕ2µ

2ϕ2
.

Para que se de una bifurcación de Hopf se debe cumplir tr(0)=0 por lo
que se debe cumplir la siguiente condición:

−µ+ 2ϕ3 −
√

µ2 − 4ϕ2µ = 0 ⇒ µH =
ϕ4

ϕ− 1
.

4.4. Simulación del problema con MATLAB

Con el objetivo de comprobar gráficamenete las deducciones hechas anaĺıti-
camente en el apartado anterior, además de proporcionar una solución numéri-
ca al problema se han llevado a cabo una serie de simulaciones siguiendo el
procedimiento indicado en el Caṕıtulo Método de Ĺıneas. En este caso se han
realizado simulaciones tanto en una como en dos dimensiones espaciales.

4.4.1. Simulaciones en 1D

Para estudiar el sistema en primer lugar se han realizado simulaciones en
una dimensión espacial. Para ello se ha programado el correspondiente código
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en MATLAB con el objetivo de finalizar representando la solución numérica
obtenida tras multiplpes iteraciones.
En primer lugar se va a analizar el comportamiento espacio-temporal de los
sistemas de reactores sin agitación de flujo continuo. Para ello se van a com-
parar sistemas con µ mayor, menor e igual que µH .
Los sistemas con µ < µH que parten de un sistema inestable pueden com-
portarse de dos maneras, ambas comenzando con la vuelta a la estabilidad
tras la perturbación. En esta vuelta al punto estable pueden darse dos situa-
ciones: que se estabilice el sistema o bien que se sostenga el comportamiento
espacio temporal gracias a la autocatálisis. Esto quiere decir que los estados
inestables adyacentes a estados estables los reactivan propagando las ondas
de reacción difusión como se puede ver en las siguientes figuras.

Figura 4.1: Respuesta caótica con parámetros ϕ=2.8 y µ=33.3

En este caso el valor de µ es ligeramente menor que el de µH mientras que
en el siguiente existe una mayor diferencia, por ello, como se puede observar el
comportamiento es ligeramente distinto ya que en el segundo caso el sistema
presenta una mayor simetŕıa en las oscilaciones mientras que en el primero
el comportamiento es más caótico. Esto se debe a que al estar más cerca del
punto de bifurcación de Hopf el sistema se aleja más de la simetŕıa temporal.
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Figura 4.2: Respuesta caótica con parámetros ϕ=3 y µ=38

Para los casos en los que µ = µH se produce una bifurcación de Hopf
pura y también se han observado dos tipos de respuestas distintas. La pri-
mera en la que se alcanza el punto estable y no se sufren más perturbaciones
por lo que el sistema se mantiene estabilizado, y la segunda en la que se dan
oscilaciones con saltos menos bruscos que los estudiados en el caso anterior.

42



Figura 4.3: Respuesta caótica con parámetros ϕ=3 y µ=40.5

Figura 4.4: Respuesta de frente de onda con parámetros ϕ=2 y µ=16
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Por otro lado, se ha estudiado la evolución espacio temporal del sistema
representando la interacción entre sus variables, es decir, entre las dos especies
en competencia. La zona azul se corresponde con aquellas áreas donde la
concentración del reactivo u es menor y por tanto mayor es la de v quien
provoca la autocatálisis. Mientras que las zonas amarillas se corresponden
con la casi extinción del reactivo v y por tanto son más cercanas al punto de
equilibrio. En este caso se han estudiado también sistemas con µ cercano a
la bifurcación de Hopf, alejado del µH e igual a este.
En aquellos sistemas donde µ está muy alejado de la bifurcación de Hopf, el
comportamiento es más inestable, como se puede ver en las siguientes figuras:

Figura 4.5: Patrones espacio temporales para la evolución de la concentración
de las especies en la región caótica ϕ=3 y µ=40
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Figura 4.6: Patrones espacio temporales para la evolución de la concentración
de las especies en la región caótica ϕ=2.8 y µ=33.3
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Figura 4.7: Patrones espacio temporales para la evolución de la concentración
de las especies en la región caótica ϕ=3 y µ=38

Para aquellos casos donde se está más cerca del punto de bifurcación de
Hopf el sistema rápidamente se vuelve estable, obteniendose un patrón plano
que representa la extinción de la especie v para los casos cercanos a µH y la
extinción de u para los casos µ = µH .
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Figura 4.8: Patrones espacio temporales para la evolución de la concentración
de las especies en la región caótica ϕ=3.4 y µ=53
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Figura 4.9: Patrones espacio temporales para la evolución de la concentración
de las especies en la región caótica ϕ=3 y µ=40.5

Con el objetivo de comprobar que los resultados no son consecuencia de
las restricciones asociadas a la simulación en una dimensión espacial se han
realizado simulaciones en dos dimensiones.

4.4.2. Simulaciones en 2D

Para trabajar en dos dimensiones espaciales ha sido necesario fijar una
rejilla de dimensiones 100 × 100. Para la simulación de los casos de estudio el
código de MATLAB utilizado ha sido similar al usado en una dimensión, con
las adaptaciones necesarias para poder simular con las nuevas condiciones.
Estas incluyen la matriz de discretización en 2D explicada en el Caṕıtulo
Método de Ĺıneas y los distintos comandos para dibujar las gráficas.
En primer lugar se ha representado la situación inicial tanto para el reactivo
u como el v, obteniendose las siguientes gráficas:

48



Figura 4.10: Patrón en el instante inicial para el reactivo u con los parámetros:
D1 = D2 = 1, ϕ = 16, µ = 2.
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Figura 4.11: Patrón en el instante inicial para el reactivo v con los parámetros:
D1 = D2 = 1, ϕ = 16, µ = 2.

Como se puede observar la concentración inicial del reactivo u es 1 por lo
que el patrón es plano o liso, mientras que para el reactivo v se ha introdu-
cido una concentración inicial de cero a la que se le ha sumado una pequeña
perturbación aleatoria por lo que el patrón inicial que se muestra es caótico.

A partir de este punto inicial se van a estudiar distintos casos variando
los distintos parámetros. Estos se han escogido de manera que se estudien
aquellos puntos por encima, por debajo y en el punto de bifurcación de Hopf.
Para el caso en el que µ = µH se han obtenido las siguientes gráficas:
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Figura 4.12: Patrón en el instante t = 2 para el reactivo u con los parámetros:
D1 = D2 = 1, ϕ = 16, µ = 2.
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Figura 4.13: Patrón en el instante t = 2 para el reactivo v con los parámetros:
D1 = D2 = 1, ϕ = 16, µ = 2.

En este primer instante de simulación se puede observar como empiezan
a distribuirse las concentraciones de los distintos reactivos. Mientras que el
reactivo u muestra grandes zonas amarillas que representan la inestabilidad,
el reactivo v tiene grandes zonas coloreadas de azul, lo que representa los
lugares donde la reacción se ha extinguido y por tanto se aproxima al punto
estable (1,0). Si se continúa simulando aumentando el tiempo se ve cómo esto
cambia y el reactivo u es quien cada vez se aproxima más al punto estable
y el reactivo v cada vez se aleja más. Esto se debe a que las pequeñas zonas
amarillas que se ven en esta primera gráfica son puntos inestables que están
generando nuevas reacciones trasladando su efecto a las part́ıculas próximas
de manera que el efecto acaba extendiendose reinyectándose la inestabilidad.
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Figura 4.14: Patrón en el instante t = 5 para el reactivo u con los parámetros:
D1 = D2 = 1, ϕ = 16, µ = 2.
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Figura 4.15: Patrón en el instante t = 5 para el reactivo v con los parámetros:
D1 = D2 = 1, ϕ = 16, µ = 2.
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Figura 4.16: Patrón en el instante t = 8 para el reactivo u con los parámetros:
D1 = D2 = 1, ϕ = 16, µ = 2.
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Figura 4.17: Patrón en el instante t = 8 para el reactivo v con los parámetros:
D1 = D2 = 1, ϕ = 16, µ = 2.

Es importante subrayar que, como cabe esperar las zonas sin reacción en
el reactivo u coinciden con aquellas donde śı se está produciendo la reacción
para v.
A continuación, se ha reducido el valor de la variable temporal para observar
qué sucede en los primeros instantes de la reacción. Además se ha simulado
un punto próximo a la bufurcación de Hopf. En este caso solo se mostrarán
las gráficas del reactivo u ya que como se ha demostrado para el caso anterior,
los patrones que aparecen son paralelos.
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Figura 4.18: Patrón en el instante t = 0,5 para el reactivo v con los paráme-
tros: D1 = D2 = 1, ϕ = 3, µ = 38.

En los primeros instantes se observa que la reacción comienza a suceder
en diferentes puntos expandiendose de manera circular en la mayoŕıa de los
casos. Pero como se ha indicado anteriormente el sistema busca volver al
punto estable representado por el color azul como se muestra en las siguientes
figuras.
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Figura 4.19: Patrón en el instante t = 2 para el reactivo v con los parámetros:
D1 = D2 = 1, ϕ = 3, µ = 38.
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Figura 4.20: Patrón en el instante t = 5 para el reactivo v con los parámetros:
D1 = D2 = 1, ϕ = 3, µ = 38.

Debido a que en ningún momento se alcanza la estabilidad completa del
sistema, las zonas de reacción siempre reinyectan el sistema obteniendose fi-
guras como las ya mencionadas anteriormente en figuras como (4.16), (4.17).

Para puntos por encima de la bifurcación de Hopf, es decir µ > µH se
observa que el aumento de las zonas de reacción se realiza de manera menos
uniforme y más concentrada en un punto que se va expandiendo aumentando
su radio.
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Figura 4.21: Patrón en el instante t = 2 para el reactivo v con los parámetros:
D1 = D2 = 1, ϕ = 3, µ = 44.
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Figura 4.22: Patrón en el instante t = 5 para el reactivo v con los parámetros:
D1 = D2 = 1, ϕ = 3, µ = 44.
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Figura 4.23: Patrón en el instante t = 8 para el reactivo v con los parámetros:
D1 = D2 = 1, ϕ = 3, µ = 44.

Para entender estas diferencias de comportamiento se han dibujado los
mapas de fase de todos ellos. Estos mapas de fases representan la evolución
temporal de la concentración de reactivos u y v en un punto fijo en el espacio.
El punto rojo representa la posición inicial y el azul la final.
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Figura 4.24: Mapa de fases para un sistema con µ < µH . (Parámetros: D1 =
D2 = 1, ϕ = 3, µ = 38).
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Figura 4.25: Mapa de fases para un sistema con µ = µH . (Parámetros: D1 =
D2 = 1, ϕ = 2, µ = 16).
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Figura 4.26: Mapa de fases para un sistema con µ > µH . (Parámetros: D1 =
D2 = 1, ϕ = 3, µ = 44).

Como se puede ver, el comportamiento del sistema en puntos cercanos
pero menores a la bifurcación de Hopf y aquellos donde se da esta es similar.
Sin embargo, para puntos con µ superior a µH el comportamiento es bastante
diferente ya que antes de volver al punto estable donde ha desaparecido todo
el reactivo v presenta un comportamiento más oscilatorio en cuanto a las
concentraciones. Es por esto que las figuras (4.21),(4.22) y (4.23) son distintas
a las anteriores y su evolución temporal también lo es. Además esto explica
por qué en este caso la distribución espacial es más equitativa ya que como
se ve en la figura (4.26) la concentración de ambos reactivos es similar. A
pesar de las diferencias nombradas, para todos los casos se demuestra que la
bifurcación de Hopf produce un comportamiento asimétrico temporalmente.
Por último, se ha representado la evolución temporal que sufren un punto
fijado de u y de v:
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Figura 4.27: Evolución temporal de un punto fijo de u. (Parámetros: D1 =
D2 = 1, ϕ = 3, µ = 38).
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Figura 4.28: Evolución temporal de un punto fijo de v. (Parámetros: D1 =
D2 = 1, ϕ = 3, µ = 38).

En ellas se puede ver como los reactivos u y v sufren comportamientos
opuestos y que el aumento de la concentración de uno de ellos supone la
reducción del contrario.

4.5. Conclusiones

En vistas de todo lo anterior se puede concluir en primer lugar que el
comportamiento de los reactivos en el reactor será caótico para puntos tanto
por encima como por debajo de la bifurcación de Hopf. Otro de los aspectos
más importantes a considerar es la gran sensibilidad demostrada por el sis-
tema ante las condiciones iniciales, ya que estas condicionan la mayor parte
de la respuesta. Y en cuanto a la respuesta, es importante destacar el hecho
de que esta pierde la correlación espacio temporal como se ha demostrado en
las distintas simulaciones. Por último, el aspecto más revelador de las simu-
laciones es el modo de realimentación del sistema, es decir, la forma en la que
la evolución del sistema se mantiene gracias a frentes de onda que inducen
la dependencia espacial a una fase inestable u osculatoria. Gracias a estos
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frentes de onda el sistema se desestabiliza de manera local, trasladando la
perturbación a las zonas contiguas.
En cuanto a las consecuencias impĺıcitas de este funcionamiento en el sistema
de estudio destaca la última mencionada ya que gracias a la capacidad del
propio sistema de prolongar su actividad en el tiempo de manera indefini-
da sin necesidad de cambiar las condiciones de la reacción o la cantidad de
reactivo. Esto tiene como consecuencia un gran abaratamiento del proceso
ya que reduce la cantidad de reactivos necesitada por ejemplo. Además, ac-
tualmente la búsqueda de formas de enerǵıa más verdes y más respetuosas
con el medio ambiente es prioritaria. Por ello, comprender de manera precisa
la forma de trabajo de estos reactores es fundamental ya que al contrario
que los reactores de tanque agitado, los de flujo continuo presentan ventajas
significativas en cuanto el proceso. Algunas de estas incluyen un mejor ma-
nejo térmico, un mayor control de las mezclas y la aplicación de condiciones
extremas. Gracias a todas ellas, los procesos sintéticos se pueden intensifi-
car reduciendo el volumen de disolvente empleado mientras se mantiene el
control sobre la temperatura de la reacción. Esto no es solo beneficioso en
el plano productivo sino que contribuye en el avance hacia una qúımica más
verde ya que reduce la creación de residuos y economiza el uso de materiales
ya que gracias al estudio de la interacción entre reactivos se puede pontenciar
la máxima incorporación de los reactivos en el producto final [36].
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Caṕıtulo 5

Caso II: Complejidad
espacio-temporal de sistemas
radio-dependientes
depredador-presa

5.1. Introducción

La ecoloǵıa es la rama de la bioloǵıa que estudia las relaciones de los
organismos entre ellos y con el entorno. Un caso particular de esta interac-
ción, en el que se basa este estudio, es la relación entre depredadores y presas
en competencia de recursos. Esta interacción se puede ver influida por di-
versos factores tales como las variaciones medioambientales o la localización
demográfica del entorno donde se relacionan [37]. Estas interacciones tienen
lugar en un amplio rango de valores espacio-temporales, y la dinámica de
predación afecta enormemente a las poblaciones. Es por ello que el estudio
de estos sistemas ha estado en el foco de las investigaciones ecológicas desde
los comienzos en el aprendizaje de esta disciplina. Con los años y tras nume-
rosos estudios se puede concluir que los sistemas depredador-presa pueden
mostrar comportamientos estacionarios, oscilatorios o caóticos dependiendo
de los valores de los parámetros del modelo [38].

Las ecuaciones que modelan estos sucesos deben su nombre a dos cient́ıfi-
cos: Lotka y Volterra. A pesar de haber vivido en páıses distintos y haber
tenido distintas trayectorias tanto vitales como laborales, sus vidas se han
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visto altamente entrelazadas debido a su interés y resultados en el modelado
matemático. En concreto su trabajo se solapó gracias a la discusión de las
interacciones depredador-presa. Ambos llegaron a la misma conclusión y es
que la interacción entre las dos especies daŕıa lugar a oscilaciones periódicas
en sus poblaciones. Es por ello que las ecuaciones que modelan los sistemas
de solución periódica se denominan ecuaciones de Lotka-Volterra [39].

Para comprender las ecuaciones del modelo Lotka-Volterra en primer lu-
gar hay que estudiar el modelado del crecimiento de una sola población. Para
ello, la mayoŕıa de los modelos descienden directamente del modelo de creci-
miento maltusiano. Este propone que el ratio de crecimiento de la población
es directamente propocional al tamaño de la población.

du

dt
= ru, (5.1)

donde u representa el número de miembros en la población y r es una constan-
te que indica el ratio de crecimiento. Usando esta ecuación se está asumiendo
que el ratio de crecimiento es independiente del tamaño de la población. Pa-
ra corregir este hecho, se descomponer de manera que cumpla r = (b − d)
donde b es el ratio de nacimiento y d el de fallecimiento. De esta manera, la
constante r se convierte en el ratio intŕınseco del crecimiento natural, el cual
es una propiedad de las especies. Debido a que el crecimiento de la población
depende tanto de la genética de la especie como de la calidad ambiental, no
se puede asumir que este ratio sea espećıfico de una especie o población, sino
que es único para cada experimento [40].

Asumiendo que el ratio de nacimiento por individuo se mantiene constan-
te, mientras que el ratio de muerte por individuo es directamente proporcional
a la población existente entonces se obtiene la siguiente ecuación [39]

du

dt
= (b− du)u,

donde b y d son constantes y positivas. Para escribir la ecuación de manera
más sencilla, se saca factor común a b

du

dt
= (1− d

b
u)ub,

e introduciendo el parámetro k = b
d
se reescribe como

du

dt
= (1− u

k
)ub. (5.2)
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La ecuación (5.2) es una ecuación de Bernouilli y suponiendo que u(0) = u0

su solución es

u(t) =
ku0

u0 + (k − u0)e−bt
.

Para el caso del modelo Lotka-Volterra, en lugar de una sola especie se
tienen dos especies interactuando entre śı. Una de las cuales, el depredador,
se alimenta de la otra, la presa, quien se alimenta de otra comida disponible
alrededor. Las asunciones que se hacen sobre el entorno y la evolución de las
poblaciones son las siguientes [39]:

La población presa tiene abastecimiento de alimento ilimitado.

En ausencia de depredadores, la población de las presas crece de manera
proporcional a su tamaño, igual que se ha explicado en la ecuación (5.1).
Al coeficiente de crecimiento en este caso se le denomina coeficiente de
autocrecimiento.

En ausencia de presas, la población depredadora disminuirá propor-
cionalmente su tamaño siguiendo una ecuación similar a la del caso
anterior

dv

dt
= −sv,

solo que en este caso, al ser un crecimiento negativo, termina con la
extinción de la especie.

Cuando están depredadores y presas ambos presentes, tendrá lugar
un decrecimiento en la población de presas y un crecimiento en el de
depredadores que será proporcional a la frecuencia de encuentros entre
ambas especies.

Además de esto, se considera que los modelos depredador-presa siguen dos
principios generales: la dinámica poblacional se puede descomponer en pro-
cesos de nacimiento y muerte, y el principio de conservación de la masa, por
el que se sabe que los depredadores pueden crecer solamente en base a lo que
han comido, se puede modelar el sistema de la siguiente manera [7]

u̇(t) = ug(u)− f(u, v)v − µu(u)u,

v̇(t) = γf(u, v)v − µv(v)v,

donde t representa el tiempo, u y v la densidad de población de presas y
depredadores respectivamente, g(u) es el crecimiento per capita de las presas
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en ausencia de depredadores, µu y µv la mortalidad natural de presas y
depredadores respectivamente, f(u, v) es la respuesta funcional y γf(u, v) es
la producción de depredadores como consecuencia de la depredación. A este
último parámetro habitualmente se le conoce como respuesta numérica. En
este caso, se va a considerar la depredación el motivo mayoritario para la
muerte de las presas por lo que, mientras exista población depredadora se
puede asumir µu = 0. En las dinámicas poblacionales, la respuesta funcional
de la densidad de depredadores hacia la de presas se refiere al cambio en la
densidad de la presa por unidad de tiempo y de depredadores relacionado
con los cambios de densidad de la población depredadora [41].

La respuesta funcional, f(u, v), se puede clasificar en tres categoŕıas. La
primera de ellas es la dependiente de la presa, la cual se da cuando solamente
la densidad de presas determina la respuesta. La segunda es la que depende
de los depredadores, por lo que ambas poblaciones, depredadora y presa,
influyen en la respuesta. De manera particular, cuando f(u, v) = p(u

v
) el

modelo se denomina estrictamente ratio-dependiente. Estos modelos sugieren
que el ratio de presas por depredador disminuye impulsado por el aumento de
la población de depredadores [42]. Y por último, la dependiente multiespecie
que tiene lugar cuando una especie, distinta del depredador y la presa en
estudio, influye en la respuesta [43].

Particularizando en los sistemas depredador-presa ratio dependientes, los
distintos sistemas se pueden clasificar en dos predicciones principales: (a) la
abundancia de equilibrio está correlacionada positivamente con el gradiente
de enriquecimiento y (b) la “paradoja del enriquecimiento”la cual consiste
o en la completa desaparición o en la asociación del enriquecimiento con la
estabilidad de una manera más compleja. Estas diferencias se deben a que
se dice que no se puede explicar la existencia de sistemas estables con bajas
densidades de población de presas o el fracaso del enriquecimiento como el
único motivo para desestabilizar los sitemas depredador-presa [42].

Por último, destacar la importancia del estudio de patrones en la ecoloǵıa.
Estos ayudan a comprender la evolución de la distribución espacial de las
poblaciones, tal y como se ve en [44], donde se estudia la dinámica entre el
placton y los peces. También resulta muy interesante en el estudio de las
plantas ya que la distribución espacial de estas juega un papel esencial en
sus dinámicas [45].

72



5.2. Adimensionalización de ecuaciones

En este problema, el estudio se va a centrar en un sistema ratio-dependiente
depredador-presa con una respuesta funcional del tipo Michaelis-Menten (o
Michaelis-Menten-Holling). En general, los organismos muestran una de las
siguientes respuestas funcionales [46]:

Tipo I, caracteŕıstica de aquellos animales que consumen la comida en
un ratio proporcional al ratio de encuentro de comida, hasta un nivel de
saturación a partir del cual no hay cambios en el ratio de alimentación
a pesar de un aumento en la densidad de comida.

Tipo II: aquellos organismos que toman cierto tiempo para la ingesta
y captura de su comida.

Tipo III: aquellas especies que muestran algún tipo de aprendizaje con-
ductual, gracias al cual bajo un cierto nivel de umbral de densidad, las
especies no utilizarán la presa como alimento con una gran intensidad.

Holling razonó que la tendencia animal es tanto aprender despacio como
olvidar el valor de la comida, a no ser que se la encuentren lo suficientemente
a menudo. Por consiguiente, cuando un alimento habitual escasea, este será
comido proporcionalmente de manera menos frecuente y una disminución
aparecerá en la respuesta funcional. Esta la modeló de la siguiente manera

uA =
αTtu0

1 + αThu0

,

donde uA es la cantidad de comida consumida, u0 la cantidad de comida
ofrecida, Tt el tiempo total que el animal requiere para comer y Th el tiempo
requerido para sostener un elemento de comida y α es una constante propor-
cional relacionada con el ratio de ataque [46].

Por tanto, el sistema de ecuaciones de estudio es el siguiente:

∂û

∂τ
= r(1− û

K
)û− αû

v̂ + αhû
v̂ + D̂1△û,

∂v̂

∂τ
= γ

αû

v̂ + αhû
P − µv̂ + D̂2△v̂,

donde û y v̂ representan la densidad de población de presa y depredador
respectivamente, por lo que son parámetros positivos siempre. D̂1 y D̂2 son
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los coeficientes de difusión y △ es el operador laplaciano en dos dimensiones
espaciales. El resto de parámetros son constantes positivas, r representa el
ratio máximo de crecimiento de la presa, γ la eficiencia de la conversión, µ
el ratio de muerte de los depredadores, K la capacidad de carga, α el ratio
de captura y h el tiempo de proceso.

Igual que en el problema anterior, el primer paso para estudiar el siste-
ma será adimensionalizar las ecuaciones. Para ello se escogen los siguientes
parámetros adimensionales

u =
αhû

γK
,

v =
αhv̂

γ2K
,

t =
γτ

h
.

Para la primera ecuación, tras introducir los parámetros adimensionales
y separarlos de aquellos dimensionales reorganizando la ecuación se obtiene:

(
γ2K

αh2
)
∂u

∂t
= (

rγK

αh
)u− (

rγ2K

(αh)2
)u2 − γ2K

h
(

1

γv + αhu
)uv.

Para que esta ecuación dependa tan solo de los parámetros adimensio-
nales se dividen todos los términos entre paréntesis por γ2K

αh2 ya que aśı la
variación poblacional en el tiempo queda multiplicada por uno. Se obtiene
aśı la primera ecuación adimensional

∂u

∂t
= R(1− u

S
)u− Su

v + Su
v +D1△u, (5.3)

cuyos parámetros adimensionales son:

R =
rh

γ
,

S =
αh

γ
,

y representan el ratio de crecimiento de la presa y el ratio de captura.

Para la segunda ecuación el proceso es el mismo:

(
γ3K

αh2
)
∂v

∂t
= (

γ3αK

αh
)(

1

γv + αhu
)uv − (

µγ2K

αh
)v +D2△v.
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Dividiendo todos los términos entre γ3K
αk2

:

∂v

∂t
=

Su

v + Su
v −Qv +D2△v, (5.4)

donde el parámetro adimensional además de los anteriores es:

Q =
µh

γ
,

el cual representa el ratio de muerte del depredador.

5.3. Análisis bifurcaciones

5.3.1. Cálculo de puntos cŕıticos

Para el cálculo de los puntos cŕıticos sin difusión, igual que en el problema
anterior, se igualan a cero las funciones correspondientes a la reacción f(u, v)
de la ecuación (5.3) y g(u, v) de la ecuación (5.4).

f(u, v) = R(1− u

S
)u− Su

v + Su
v = 0, (5.5)

g(u, v) =
Su

v + Su
v −Qv = 0. (5.6)

Despejando de (5.6) se obtienen dos casos a estudiar:

v = 0 (5.7)

Su

v + Su
−Q = 0 (5.8)

Para el caso (5.7) cuando v = 0 existen dos puntos cŕıticos. El primero
de ellos, (0, 0), en el que se produce la extinción total. El segundo, u = S, y
por tanto (S, 0), extinción del depredador.

Para el caso (5.8) se obtiene el punto cŕıtico (S(R+(Q−1)S)
R

, S
2(1−Q)(R−S+QS)

RQ
),

el cual representa la coexistencia de la población depredadora y la presa.
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5.3.2. Evaluación del Jacobiano, traza y determinante

En primer lugar se calcula el Jacobiano para el problema sin sustituir los
puntos cŕıticos y después se estudian los tres casos distintos. Por tanto, los
elementos de la matriz toman los siguientes valores

J(k = 0) =

(
fu fv
gu gv

)
,

fu = R− 2R

S
u− Sv2

(v + Su)2
,

fv = − S2u2

(v + Su)2
,

gu =
Sv2

(v + Su)2
,

gv =
S2u2

(v + Su)2
−Q.

Caso I: (u, v) = (0, 0).
Sustituyendo el punto cŕıtico, el Jacobiano de estudio es el siguiente:

J(0) =

(
R 0
0 −Q

)
.

Los autovalores son R y −Q. Como R y Q son valores positivos, la matriz
tiene un autovalor positivo y otro negativo. Se puede concluir que este punto
es inestable y por tanto no se estudiará el caso k ̸= 0.

Caso II: (u, v) = (S, 0).
El Jacobiano de estudio para este punto cŕıtico es:

J(0) =

(
−R −1
0 1−Q

)
.

Los autovalores son −R y 1 − Q. Como Q < 1 hay un autovalor positivo y
por tanto el punto es inestable.

Caso III: (u, v) = (S(R+(Q−1)S)
R

, S
2(1−Q)(R−S+QS)

RQ
).

Sustituyento este punto cŕıtico en la matriz Jacobiana y operando se obtiene
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el siguiente resultado:

J(0) =

(
−R + 2(1−Q)S − S(1−Q)2 −Q2

S(1−Q)2 Q(Q− 1)

)
. (5.9)

A continuación, se calcula la traza y el determinante

tr(0) = −R + S(1−Q2) +Q2 −Q,

det(0) = Q(1−Q)(R− S(1−Q)).

Para el caso tr(0) = 0, se obtiene S = R+Q−Q2

1−Q2 . Si det(0) > 0 y se obtiene
una bifurcación de Hopf.
Para aquellos puntos que son estables en k=0, es decir, aquellos con traza
negativa y determinante positivo se estudiará el caso con difusión (k ̸= 0).
En primer lugar, se calcula el Jacobiano:

J(k) =

(
−R + 2(1−Q)S − S(1−Q2)−D1k

2 −Q2

S(1−Q)2 Q(Q− 1)−D2k
2

)
.

(5.10)
Para esta matriz la traza y el determinante son los siguientes:

tr(k) = −R + S(1−Q2) +Q2 −Q− (D1 +D2)k
2,

det(k) = det(0)− k2(D1(Q
2 −Q) +D2(−R + S(1−Q)2)) + k4D1D2

= (−2S)Q3 + (3S −R−D1k
2 −D2k

2S)Q2 + (R− S +D1k
2)Q

+(D2k
2R−D2k

2S +D1D2k
4).

Analizando la traza, para que se produzca una bifurcación de onda se debe
satisfacer la condición tr(k) = 0, por lo que se deduce la siguiente condición:

Sw =
R +Q−Q2 + (D1 +D2)k

2
w

1−Q2
,

donde

k2
w =

Q

2D2
2(Q+ 1)

((D1 −D2)
2Q4 − 2(D2

1 +D2
2)Q

3 + (D2
1 +D2

2 + 6D1D2 − 4D2
2R)Q2

−4D1D2Q+ 4D2
2R)1/2.

Por otro lado, para que tenga lugar una bifurcación de Turing la condición
para la traza es la siguiente: tr(0) < 0 y tr(k) < 0. En cuanto al determinante
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det(0) > 0 y det(k) < 0. Observando la expresión de det(k) la bifurcación
de Turing se produce cuando D1(Q

2 − Q) + D2(−R + S(1 − Q)2) = 0, y
det(k) = 0 en cuyo caso

k2
T =

√
det(0)

D1D2

,

y el valor cŕıtico de la bifurcación es

ST =
D1D2k

4
T + (D2R +D1Q(1−Q)k2

T +RQ(1−Q)

Q3 − (k2
TD2 + 2)Q2 +Q+ k2

TD2

.

Para conocer los valores más adecuados para simular, se fijan los paráme-
tros R=0.5, Q=0.6 y D2=0.2 y se calcula la ecuación de la curva que limita
las distintas bifurcaciones. Para la bifurcación de Hopf se obtiene SH = 37

32
.

Para la de onda SW = (25
16
D1 +

5
16
)k2

W + 37
32

con kW = 0,334. Y por últi-

mo para la bifurcación de Turing, ST = −15
32
D1 +

375
64

√
− 12

125
D2

1 +
8

125
D1 +

25
32

con k2
T =1.29615. Conocidas estas escuaciones se puede dibujar la siguiente

gráfica:

Figura 5.1: Diagrama de bifurcación para el sistema de estudio [7]
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Basandose en esta gráfica se han decido los distintos valores para las
simulaciones que a continuación se exponen.

5.4. Simulaciones.

Tras todo lo calculado en el apartado anterior y con el propósito de estu-
diar los distintos patrones de manera gráfica se han llevado a cabo distintas
simulaciones fijando el valor de D1 a 0.02 y escogiendo valores de S distin-
tos acorde con la bifurcación estudiada en cada momento. Además, se han
aplicado condiciones de flujo nulo en la frontera. El estado inicial de partida
para todas las simulaciones es aquel en el que la distribución de depredador
y presa es aleatorio en el espacio.

Figura 5.2: Patrón espacio temporal para la variable u en el instante t=0
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Figura 5.3: Patrón espacio temporal para la variable v en el instante t=0

En primer lugar, se ha estudiado la bifurcación de Turing, la cual, obser-
vando la gráfica (5.1) se da para valores de S menores que 0.95, por ello la
simulación se ha realizado para ST =0.6.
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Figura 5.4: Patrón espacio temporal para la variable u en el instante t=50

Figura 5.5: Patrón espacio temporal para la variable v en el instante t=50
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A pesar de que en el instante T=50 se puede apreciar el comienzo de la
aparición de patrones, cuando la simulación continúa la distribución espacial
se vuelve plana consumiendose por completo la población de las presas.

Figura 5.6: Patrón espacio temporal para la variable u en el instante t=450

En segundo lugar, se ha simulado para ST=0.9, demostrandose que si el
valor de S es más próximo al de la bifurcación de Turing śı aparecen patrones.
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Figura 5.7: Patrón espacio temporal para la variable u en el instante t=450

Figura 5.8: Patrón espacio temporal para la variable v en el instante t=450
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A continuación se ha simulado con S=1.1 que representa un punto entre
la bifurcación de Turing y la de Hopf. Después, S=1.16 que es un punto entre
SH y SW y por último S = 1,2 > SW .

Figura 5.9: Patrón espacio temporal para la variable u en el instante t=450
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Figura 5.10: Patrón espacio temporal para la variable u en el instante t=450

Figura 5.11: Patrón espacio temporal para la variable u en el instante t=450
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Estos patrones son desde punteados hasta a rayas, existiendo patrones
que son combinación de ambos. De hecho, cuanto mayor es el valor de S
menos estructuras rayadas aparecen y más punteados son los patrones. Esto
se debe a que la bifurcación de onda rompe tanto la simetŕıa temporal como
la espacial y esto hace que sea más dif́ıcil la aparición de patrones más com-
plejos.
Este hecho plantea que cuanto mayor es el ratio de captura, más separadas
están las presas lo que realimenta este funcionamiento facilitando la depre-
dación y reduciendo la densidad de población presa. Mientras que cuando el
ratio de captura es menor, las presas se organizan en grupos más compactos
y más grandes lo que dificulta la actividad de las presas.

5.5. Conclusiones

Después de realizar las simulaciones, la conclusión más interesante que se
obtiene es la relacionada con el comportamiento de las presas. En todos los
patrones se ve como se disponen de forma organizada conformando grupos
cada vez más pequeños a medida que aumenta el ratio de captura. Por tanto,
en relación con las bifurcaciones, antes de llegar a la ĺınea de Turing en la
gráfica, las presas se organizan formando franjas más alargadas de las que
forman en la zona entre Turing y Hopf. En la zona entre las bifurcaciones de
Hopf y Onda los patrones empiezan a ser mixtos mezclando zonas rayadas con
zonas punteadas, hasta que finalmente cuando el valor del ratio de captura
es mayor al asociado con la bifurcación de onda los patrones son punteados.
En cuanto a la dependencia del sistema frente a las condiciones iniciales se
observa que tras unas pocas iteraciones el comportamiento es distinto pero
a largo plazo, los patrones que aparecen son los mismos.
Estas deducciones tienen importantes aplicaciones en el mundo de la bioloǵıa
ya que conociendo la distribución de las distintas especies se puede intervenir
en su actividad protegiendo, por ejemplo, especies en peligro de extinción o
controlando el crecimiento de plagas. La importancia de estos estudios se
puede ver en [47], [48], [49].
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Caṕıtulo 6

Conclusiones y ĺıneas futuras

6.1. Conclusiones

Teniendo en cuenta todo lo expuesto a lo largo de este trabajo, se pue-
de concluir que la relevancia del estudio de patrones en sistemas de reac-
ción-difusión es fundamental no solo para comprender el funcionamiento de
infinidad de procesos naturales sino para que gracias a los conocimientos
adquiridos se pueda alcanzar un gran desarrollo en el futuro en una gran
diversidad de áreas como pueden ser la ingenieŕıa, la medicina, la ecoloǵıa,
la f́ısica o la qúımica.
A lo largo de este estudio y gracias a la revisión de diversos art́ıculos sobre el
tema se ha elaborado una lista de condiciones necesarias en relación con los
autovalores (traza y determinante) de la matriz Jacobiana del sistema que
se deben cumplir para que se den los distintos t́ıpos de bifurcaciones. Este
análisis general es de gran utilidad ya que permite conocer el valor necesario
de los distintos parámetros del sistema para que se den un tipo de bifurcación
u otra. Esto permite poder intervenir en los sistemas, modificando su com-
portamiento según las distintas necesidades o los objetivos que se busquen.
En segundo lugar, como se puede ver en el Caṕıtulo 3 se ha realizado una
valoración sobre los distintos métodos de discretización escogiendo el más
adecuado para este tipo de problemas. Para ello se han comparado las carac-
teŕısticas de cada uno de los métodos decidiendo por motivos como el coste
computacional o la estabilidad numérica.
Siendo el método de ĺıneas el seleccionado para llevar a cabo la discretización
espacial y temporal se ha programado en MATLAB el código necesario tanto
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para discretizar los sistemas de estudio como para dibujar los patrones. Estos
programas se han elaborado de manera individualizada para cada uno de los
problemas que se han estudiado. Además, en primer lugar se ha escrito el
código para una variable espacial y tras comprobar el correcto funcionamien-
to del mismo, se ha adpatado el código para dos variables espaciales.
Por último, se han ejecutado varias simulaciones variando las condiciones
iniciales y/o el valor de los parámetros del sistema con la finalidad de obte-
ner la solución numérica y poder dibujarla para estudiar los patrones. Estos
han sido finalmente evaluados en el contexto correspondiente a su proble-
ma obteniendose como conclusiones para el primer problema estudiado en el
Caṕıtulo 4 el comportamiento de los reactivos en el reactor de flujo continuo
sin ajitación. De ellas destaca la capacidad autocataĺıtica que muestran los
sistemas cuando se encuentran en puntos cercanos a la bifurcaión de Hopf.
En cuanto al segundo problema, estudiado en el Caṕıtulo 5 la conclusión más
relevante es la del comportamiento de las presas ante el aumento del valor del
parámetro S, ratio de captura, las cuales muestran cada vez formaciones más
reducidas espacialmente, mientras que cuando el ratio de captura es bajo,
las presas muestran una organización espacial en la que los grupos son más
numerosos y en forma de ĺıneas.
En vistas de todo ello, se puede concluir que los patrones dan una gran can-
tidad de información con respecto al comportamiento de las dos especies que
estan interactuando, y que este comportamiento se puede modificar variando
los parámetros del sistema. Es por esto que realizar este estudio en otros
sistemas de reacción-difusión puede aportar nueva información con respecto
al comportamiento de las especies involucradas.

6.2. Ĺıneas futuras

Una de las limitaciones de este trabajo es el hecho de que solo se ha
aplicado el análisis general a dos problemas concretos. Es por ello, que una
de las actividades que es posible llevar a cabo en el futuro es estudiar otros
problemas cuyo modelo matemático se corresponda con el de los sistemas de
reacción difusión. Solamente haciendo eso será posible alcanzar nuevas for-
mas de desarrollo en los campos ya mencionados anteriormente.
Otra de las posibles mejoras que se podŕıan llevar a cabo es la programación
de un método de resolución espećıfico para el problema que se esté estudiando
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en lugar de utilizar el método de Euler. Esto reduciŕıa el tiempo de cálculo,
permitiendo que fuera posible llevar a cabo un mayor número de simulaciones
lo que ampliaŕıa el conocimiento sobre los sistemas.
En último lugar, este estudio no es posible sin el modelado matemático de
comportamientos naturales, por lo que a medida que avance el conocimiento
en cuando al modelado de estos sistemas se alcanzarán también mayores po-
sibilidades de estudio de los patrones asociados a estos sistemas, pudiendose
aśı estudiar un mayor número de fenómenos de la naturaleza.
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