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Resumen

Este Trabajo de Fin de Grado se centra en estudiar y analizar los patrones

que surgen como consecuencia de la dinamica de dos variables. Estas variables
estan modeladas como sistemas de reaccién-difusion y en el caso de este
trabajo describen el funcionamiento de un reactor en el primer problema y
el comportamiento de dos especies depredadora y presa en el segundo.
Para llevar a cabo estos estudios primero se ha realizado una evaluaciéon de
las condiciones necesarias para que se den las bifurcaciones de Hopf, Turing
y Onda. Después, se ha escogido el mejor método para la discretizacién del
sistema y se ha elaborado el programa para la simulacién en MATLAB. Por
ultimo, se han simulado, dibujado y analizado los patrones obtenidos.

Palabras clave

Sistemas de reaccion-difusion, patrones de Turing, bifurcacion de Hopf,
bifurcacién de onda, bifurcacion de Turing, reactor sin agitacion de flujo
continuo, sistemas depredador-presa.

Abstract

This Bachelor’s Thesis aims to study and analyse the different patterns

that appear as a consequence to the dynamic of two variables. This variables
are modelled as reaction-diffusion systems and in this work they describe
how a reactor works in the first problem and how two species, predator and
prey, behave in the second one.
To accomplish this studies, in the first place an evaluation of the required
conditions for Hopf, Turing and Wave bifurcations to happen has been done.
Then, the best discretization method has been selected and used to elaborate
the simulation program in MATLAB. Lastly, simulations have been perfor-
med and consequently patterns have been drawn and analysed.
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Reaction-diffusion systems, Turing patterns, Hopf bifurcation, wave bifur-
cation, Turing bifurcation, continuous-flow unstirred reactor, predator-prey
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Capitulo 1

Introducciéon y objetivos

1.1. Introduccion

La formacién espontdnea de estructuras es mas habitual de lo que cabria
esperar. Basta con observar el entorno para descubrir la infinidad de ellas que
nos rodean y a pesar de ser fenémenos distintos a nivel microscépico como
consecuencia de su naturaleza, sus principios son compartidos. Todos ellos
se dan en sistemas no lineales que reciben un aporte continuo de energia y/o
materia, es decir, se encuentran fuera del equilibrio [1].

Un ejemplo de la aparicion de patrones en la naturaleza son los patrones en
el pelaje de los felinos (Figura 1.1).



Figura 1.1: Distintos patrones de pelaje que presentan los felinos: a) roseta,
b) rayas, ¢)manchas, d)liso [6]

Este trabajo se va a centrar en aquellos sistemas que se pueden modelar
como sistemas de reaccion-difusién. En estos la parte difusiva representa la
dispersion y la parte reactiva la interaccion de las especies involucradas. Es-
tos sistemas se pueden estudiar mediante la observacién de la distribucion
espacial de las especies que interactian en un espacio definido, lo que es
sinénimo de estudiar los patrones espacio-temporales que se forman. Estos
patrones pueden comportarse de manera estable o inestable tanto en el es-
pacio como en el tiempo, dependiendo del sistema que se esté estudiando [2].
Un patron es la formulacion generalizada de sistemas basada en una serie de
procesos o eventos observables que suceden de manera recurrente bajo unas
ciertas condiciones, es decir, una tendencia ampliamente observable. Algunos
de los procesos que los provocan son: la primera y segunda ley de la termo-
dinamica, los principios fisicos de difusion y transporte de liquidos y gases o
la seleccién natural de Darwin [3]. En cuanto a los modelos de simulacién, los
patrones son caracteristicas definitorias de un sistema y habitualmente por
ello, indicadores de procesos y estructuras internas esenciales. Los patrones
contienen informacion de la organizacion subyacente del sistema pero de una
manera codificada [4].
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Un tipo particular de estos patrones son los conocidos como patrones de
Turing. Alan Turing, en 1952, propuso un mecanismo para la generacién,
a partir de sistemas homogéneos de heterogeneridad, a través de sistemas
de reaccién difusion. Estos sistemas, a los que él denominé morfogenéticos,
estaban formados por sustancias quimicas reaccionando entre ellas y difun-
diéndose [5]. Gracias a sus conclusiones es posible estudiar los sistemas con
inestabilidades por difusion asociandolos a los procesos fisicos y quimicos que
los provocan.

Los sistemas que se pueden estudiar son muy diversos y abarcan multitud de
campos como son la biologia, la fisica o la quimica. Algunas de las aplicacio-
nes biolégicas mas importantes son aquellas que estudian el crecimiento de
organos y tejidos o las dinamicas poblacionales. En cuanto a la fisica se usan
para modelar el comportamiento de semiconductores, laseres y cosmologia.
Y por tltimo en la rama quimica estudian la formacién de estructuras espa-
ciales y la corrosion.

Para el estudio de estos sistemas se va a realizar tanto un anélisis numérico
como grafico. En primer lugar, se estudiaran las posibles bifurcaciones que
se pueden obtener y las condiciones para que cada una de ellas tenga lugar.
Estas pueden ser bifurcaciones de Hopf, de onda o de Turing.

Las bifurcaciones de Hopf son aquellas independientes del espacio. Estas rom-
pen la simetria temporal del sistema y la altura de las oscilaciones es uniforme
en el espacio y periddica en el tiempo [7].

Las bifurcaciones de Turing son aquellas independientes del tiempo, es decir,
estacionarias. Estas rompen la simetria espacial, llevando a la formacién de
patrones que son estacionarios en tiempo y oscilatorios en espacio [7].

Por ultimo, cuando se rompen tanto la simetria espacial como la temporal se
producen bifurcaciones de onda. Estas forman patrones que son oscilatorios
en espacio y en tiempo [7].

En segundo lugar, se realizaran diversas simulaciones para obtener la solu-
ciéon numérica de los sistemas para distintas condiciones iniciales y valores
de los parametros y por ultimo se representaran graficamente estas solucio-
nes para el estudio de los patrones obtenidos. Las simulaciones se llevaran
a cabo utilizando el programa de calculo MATLAB con el que se realizara
la discretizacion del sistema primero espacial y después temporal. Por ulti-
mo con los resultados obtenidos se dibujaran distintas graficas entre las que
se encuentran los denominados patrones de Turing que se utilizaran para el
estudio y analisis de los sistemas.
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1.2. Antecedentes y motivacién

Alan Turing en 1952 publicé ‘Bases quimicas de la morfogénesis’ sobre
la formacién espontanea de patrones en sistemas modelados con ecuaciones
de reaccién-difusion y a pesar de no ser ni biélogo ni quimico ha tenido un
gran impacto en ambas dreas de conocimiento. Estudiando como un embrion
esférico puede convertirse en un organismo no esférico como es el ser humano,
elaboré un modelo matematico que explicaba como fluctuaciones aleatorias
pueden llevar a la aparicion de patrones y estructuras a partir de una uni-
formidad inicial. La relevancia de estos patrones reside en el hecho de que
tienen lugar en multitud de procesos naturales y el modelo que disené Turing
es uno de los que ofrece una de las respuestas mas versatiles [8].

En su publicacién sugeria que los sistemas de sustancias quimicas, denomina-
das morfogenéticas, reaccionando juntas y difundiéndose a través de un tejido
son adecuados para tener en cuenta el fendmeno principal de la morfogénesis.
Estos sistemas, a pesar de ser inicialmente homogéneos, desarrollan patrones
o estructuras a lo largo del tiempo debido a las inestabilidades que existen
en el equilibrio homogéneo y que alteran el sistema induciendo alteraciones
aleatorias [9)].

La intencién de esta publicacién y su investigacion era presentar un mecanis-
mo capaz de producir patrones utilizando inicamente procesos bioquimicos,
sin ninguna necesidad de usar otras influencias mecanicas o externas. En de-
finitiva, intentaba demostrar como los patrones bioldgicos podian aparecer
gracias a la auto-organizacién. A pesar de ser un intento ingenioso fue des-
estimado en favor de un mecanismo denominado Modelo Bandera Francesa
propuesto por el bidlogo Lewis Wolpert. Este defendia que la formacién de
patrones moleculares se debe principalmente a un mecanismo universal de
traduccién de la informacion genética en patrones espaciales. Para ello, las
células de un sistema que se estd desarrollando tienen su posicion definida
con respecto a uno o varios puntos del sistema. Y esta informacion posi-
cional es independiente de la difusién [10]. Con el tiempo, ambos modelos
son aceptados como validos y ambos permiten considerar y explorar como el
fenémeno de la embriogénesis ocurre.

A pesar de esto, desde el planteamiento de la teoria de Turing hasta que se
tomo en cuenta tuvieron que pasar 20 anos ya que hasta ese momento no fue
posible simular computacionalmente los sistemas y demostrar la aparicion
de dichos patrones. Aun asi, los biélogos mds experimentalistas no aceptaron
la idea al principio debido a que no consideraban que existiesen suficientes
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pruebas experimentales como si lo hacian otros modelos como el modelo de
informacién posicional (Modelo Bandera Francesa) o el modelo de gradien-
te morfogenético. Este tltimo, explicaba de manera muy eficiente un gran
niumero de fenémenos, pero no era universal. Es el caso de la regeneracion
de algunas partes del cuerpo que sufren algunas especies como la hidra o la
planaria. Este hecho sugiere que debe intervenir un sistema auténomo como
sugeria Turing. La forma maés rapida de provar la existencia de estos patro-
nes era observar la piel de los peces o los anfibios. El pez més utilizado para
observar estos patrones es el pez cebra, el cual muestra franjas de distinto
color a lo largo de todo su cuerpo [11].

Figura 1.2: Pez cebra [12]

Los patrones espacio temporales en los sistemas poblacionales son siem-
pre un fenémeno interesante y valioso para la futura investigacion debido
a su extendida existencia en el mundo real. Puede ser usado para describir
cambios en la estructura poblacional de especies que interactiian o reactan-
tes de la ecologfa en la naturaleza [13]. En el campo de la ecologia, conocer
su funcionamiento resulta muy importante para conocer la distribuciéon po-
blacional de las especies pudiendo evitar o prevenir la extincién de algunas
de ellas o tratar invasiones ecoldgicas. En particular, son de gran interés los
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modelos ratio-dependientes que respetan la conservacién de la masa (o la
energia) para el modelado biolégico [7].

En el campo de la medicina también es de gran utilidad ya que permite
estudiar la propagacién de epidemias o adaptar el tratamiento a distintas
enfermedades en base al desarrollo histologico, pudiendo asi centrar el uso de
la medicina en frenar el crecimiento de las células daninas en lugar de com-
batirlas cuando estas ya estan extendidas. Algin ejemplo de estos estudios
se puede encontrar en [14], [15], [16].

Por ultimo, también tiene aplicacidnes fisicas ya que si las ondas de transimion
se autoestabilizan permiten que las ondas de fision se autopropaguen. Mien-
tras algunos sistemas de reaccién-difusion son conocidos por sus inestabilida-
des, se asume de manera frecuente que las ondas de fisién son asintéticamente
estables. Esto podria resultar en la creacion de reactores de autorregulado
rapido disenados en base a este fenémeno [17].

En cuanto a los sistemas de reaccion-difusion su estudio también resulta muy
interesante ya que, aunque son ecuaciones en derivadas parciales no lineales,
a menudo hay posibilidades de un tratamiento analitico.

1.3. Objetivos

El objetivo principal de este trabajo es estudiar el comportamiento y la
formacion de patrones en sistemas de reaccién difusion de dos variables, es
decir, sistemas que involucran dos especies (depredador y presa) en compe-
tencia en un espacio definido y en un tiempo finito.

A través de la revisién de distintos articulos, se pretende elaborar unas con-
diciones generales que poder aplicar a cualquier problema para conocer los
puntos de bifurcacién de estos. Para ello se realiza un estudio de los requisitos
que deben cumplir los autovalores de la matriz Jacobiana del sistema para
que el sistema sufra las consecuencias de una u otra bifurcacién.

Este estudio, no solo se realizara de manera analitica por lo que para poder
examinar la formacion de patrones se va a realizar un analisis de los distintos
métodos de discretizacién escogiendo el méas adecuado para esta tarea. Una
vez escogido, se llevard a cabo la discretizacion tanto espacial como temporal
del sistema.

Este proceso se realizara a través del codigo que se disenard en MATLAB.
Este debera no solo discretizar el sistema, sino también realizar las iteracio-
nes necesarias para alcanzar la solucion numérica del sistema y representarlas
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de tal forma que los patrones sean apreciables.

Los patrones, a continuacién, seran estudiados para el caso concreto de cada
problema. Es decir, se observara el significado y la relevancia de conocer el
funcionamiento de cada uno de ellos en su contexto.

Por tltimo, se concluira con una enumeracién de las ventajas de conocer los
patrones y por consigiente el funcionamiento de multitud de sistemas. Esto
dard una visiéon de la importancia de su estudio y ayudara a conocer otros
posibles problemas y campos de aplicacion.
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Capitulo 2

Problema general

2.1. Introduccion

Las ecuaciones y sistemas de reaccién-difusion son modelos mateméticos
que describen el comportamiento de una o varias poblaciones en el espacio.
Esta distribucion se puede ver afectada tanto por reacciéon quimica como por
difusion, por ello reciben este nombre.

El objetivo final del trabajo es el estudio de distintos casos modelados
con sistemas de reaccidén-difusion en los que se forman distintos patrones
en el dominio espacial, derivados de bifurcaciones de Hopf, Turing y onda,
dependiendo de las condiciones de partida, los pardametros y las ecuaciones.
Por ello, antes de analizar cada caso se va a realizar el estudio de un problema
general con el objetivo de establecer las condiciones necesarias y suficientes
de cada uno de los distintos casos que pueden tener lugar.

En los siguientes apartados se va a realizar el estudio del problema general
modelizado por el siguiente sistema de ecuaciones:

{ up = f(u,v, i) + D1Vu

v = g(u,v, i) + DaV?v (2.1)

donde u y v representan las densidades de poblacién de un activador (pre-
sa) y un inhibidor (depredador) respectivamente, [i representa los distintos
pardmetros del problema, D; y D, son los coeficientes de difusion de cada
poblacién y por tdltimo V2u y V2v representan el laplaciano de u y v.

Para el estudio se va a realizar el calculo de los puntos criticos, se va a
evaluar el jacobiano en dichos puntos y por ultimo se va a estudiar la traza
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y el determinante de dicha matriz con el objetivo de ver qué caracteristicas
corresponden a cada tipo de bifurcacion.

2.2. Calculo de los puntos criticos

En primer lugar, para estudiar un sistema de ecuaciones de reaccién-
difusion se deben calcular los puntos criticos de la reaccion. Este caso se da
cuando ambos coeficientes de difusién son nulos, es decir, se estudia la parte
dependiente unicamente del tiempo, sin incluir la variable del espacio. El
sistema de estudio es el siguiente:

{ U = f(uavnl_j)
Uy = g(”? v, ﬁ)

Y los puntos criticos del mismo son los valores que se obtienen de resolver
las siguientes ecuaciones:

f(u,v, [i) =0,
g(u,v, i) = 0.

A estos puntos criticos se los denominara: u* y v* y sobre ellos se evaluara
el determinante Jacobiano del sistema problema.

2.3. Evaluacion del Jacobiano

Tras calcular los puntos criticos, se debe evaluar la matriz Jacobiana en
ellos para estudiar la estabilidad del sistema que depende de los valores de
la traza y el determinante.

Para estudiar la estabilidad lineal, se linealiza (2.1) en torno al punto
fijo (u*,v*) para pequenas variaciones en espacio y tiempo y se expanden al
espacio de Fourier:

u(Z, t) ~ ureMe*

v(Z,t) = v*eMe™,

con ello se obtiene la ecuacidén caracteristicas:

|A — k*D — | = 0.
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A continuacién, se aplica lo desarrollado al problema general que se esta
estudiando en el que la matriz de estudio, no es una matriz diagonalizada,
sino que depende de las derivadas parciales de la reacciéon cinética evaluadas
en el punto critico.

_ 2
J(k) — (fu gflk 0 _f32k2) )

Como para el estudio primero se va a analizar el caso sin difusion, k = 0,
la matriz Jacobiana es la siguiente:

J(0) = (gz ;:) | (2.2)

En el andlisis de la estabilidad se van a utilizar como elementos de estudio
la traza y el determinante. Estos se obtienen tras el siguiente desarrollo.
En una matriz diagonalizada como la siguiente:

A0
0 X))’
los autovalores son las raices del siguiente polinomio caracteristico:

A — (AL + )X+ A,
donde (A1 + A2) representa la traza y A\j Ay el determinante.
Sabiendo esto, la ecuacién queda de la siguiente forma:
N —tr(k)\ + det(k),

y los autovalores calculados tras igualar esta ecuacion a cero son los si-
guientes:

Ma(k) = % <tr(k:) + /12 (k) — 4det(k:)) . (2.3)

Tras realizar el calculo de los puntos criticos y evaluar la matriz Jacobiana
en dichos puntos, el siguiente paso en el analisis del problema consiste en
calcular la traza y el determinante cuando no existe difusiéon, es decir, para
el caso k = 0:

tr(0) = fu + o, (2.4)
det(O) = fugv - fvgu-
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Para el caso general en el que existe difusién, su traza y su determinante
son los siguientes:

t’l"(k') = fu — D1k2 —|— g'u — D2k2 = tT(O) — (Dl —|— DQ)k'27
det(k) = (fu — D1k*)(gy — D2k?) — guf, = det(0) — (D1gy + Do f.,)k* + Dy Dok*.

Por 1ltimo, una vez calculadas la traza y el determinante del problema
que se esta estudiando se pueden calcular los autovalores con (2.3).

2.4. Estudio de los tipos de bifurcacion

Los sistemas de reaccién-difusion se pueden clasificar en base al tipo de
bifurcacién que se produce. Estas bifurcaciones son rupturas de la simetria
del sistema que conllevan la aparicién de patrones espacio-temporales. En los
siguientes apartados se van a estudiar tres tipos de ellas: de Hopf, de Turing
y de onda.

2.4.1. Bifurcacion de Hopf

El primer caso de estudio es el del problema sin difusion, en caso de
que tr(0) < 0y det(0) > 0 el sistema es estable y no se produce ninguna
bifurcacién, ya que los dos autovalores tienen su parte real negativa.

Para que se produzca una bifurcacién, debe romperse la simetria del sis-
tema. Por ello, la bifurcacion de Hopf ocurrird a partir del punto donde
tr(0) = 0, ya que es el punto donde se rompe la simetria temporal.

Por todo ello, las condiciones para que una bifurcacién de Hopf tenga
lugar son las siguientes:

Im(A(0)) # 0; Re(A(0)) = 0.

Estas bifurcaciones son independientes del espacio, cuando se producen
se rompe la simetria temporal del sistema. Esta ruptura da lugar a las os-
cilaciones que se producen. Estas son, por tanto, uniformes en el espacio y
periodicas en el tiempo.
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2.4.2. Bifurcacion de Turing

A continuacién se estudian aquellos casos donde k # 0, es decir, se intro-
duce la dependencia espacial en el problema. Estos casos se producen cuando
partiendo de un problema estable sin difusién, cuando esta aparece se rom-
pe la simetria espacial y/o temporal del sistema provocando por tanto una
bifurcacién en el sistema [1].

Antes de analizar los resultados es necesario enunciar el siguiente teorema.

Teorema de Routh-Hurwitz
El ntimero de raices de un polinomio real f(x) = zV + by~ + agz™ 2 +
b1z 73 + ... que tienen su parte real positiva se calcula como:

Ag AN
AN EVA N

m:V(l,Al, ) :V(l,Al,Ag,...>+V(1,A2,A47...),

Aii
bp by by ... O
1 ap ap ... 0]. (25)
0 1 a .. O

Criterio de Routh-Hurwitz
Para que todas las raices tengan su parte real negativa es necesario y sufi-
ciente que se cumpla: A; > 0,71 =1, N

Aplicando lo anterior al problema general y teniendo en cuenta el polino-
mio caracteristico que se obtiene de la matriz Jacobiana (2.2) del sistema, se
obtiene la siguiente ecuacion:

o 4+ bozrV Tt +aprV? donde N =2, by=—tr(k) y ag=det(k).

Para poder aplicar el criterio de Routh-Hurwitz al problema que se esta
estudiando hay que trabajar con la matriz de Hurwitz [1]:

H= (_ti(k) de‘?(k:)) '

En ella los menores principales y sobre los que se va a trabajar son los

siguientes:
Ay = —tr(k), Ny = det(H) = —tr(k)det(k).

Si estos menores principales son mayores que cero, entonces el punto fijo
es estable. Por tanto del primero se deduce: tr(0) < 0 y por tanto:

fu+ 90 <0. (2.6)
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Sabiendo esto, del segundo se deduce:
det(0) > 0 = fugv — fogu > 0. (2.7)

Estos resultados se deben dar para el problema sin difusién. En el pro-
blema con difusion, para que se dé una inestabilidad de Turing se debe des-
estabilizar el sistema sin difusién mediante el cambio de un autovalor de
negativo a positivo. Esto se deduce del teorema de Routh-Hurwitz donde si
se sustituyen los datos del problema se obtiene lo siguiente:

m=V(1,—tr(J)) + V(1,det(J)) =1+ 0 = 1. (2.8)

V' representa el nimero de cambios de signo de los miembros adyacentes
de una secuencia finita, por tanto para que se produzca una bifurcacién de
Turing se debe producir un cambio de signo.

Al anadir la difusion, esta disminuye la traza ya que esta sigue la siguiente
formula:

tr(k) = tr(0) — (D1 + Dy)k>.

Por lo que como se parte de un caso estable (tr(0) < 0) al anadir la
difusion la traza se hace ain més negativa y no existe la posibilidad de
que en ella se produzca el cambio de signo. Este debera tener lugar en el
determinante.

det(k) = det(0) — (D1 g, + Daf.)k* + Dy Dok™.

De esta ecuacién se deduce la primera condicién que debe cumplirse:
Dlgv + Dqu > 0.

De la condicién de partir de un punto estable se deduce que solo se cum-
plen si f, o g, tienen signos distintos, solo una de las especies (el activador)
es autocatalitica.

Suponiendo que u es el activador (f, > 0) y v el inhibidor(g, < 0) de
(2.4) se puede deducir lo siguiente:

fu < =Gy = _& < 1. (29)

(2
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Sabiendo esto se puede deducir lo siguiente:

Dlg'u + D2fu > 07
D2fu > _Dlgw
D
Su Do
9o D2
Aplicando (2.8):
- D
Dg’
Dy > Dy. (2.10)

Por 1ltimo, para que se produzca una bifurcacion de Turing, al resolver
la ecuacion:

det(0) — (D1gy + Do f,)k* + D1 Dok* = 0,

el valor de k debe ser un nimero entero positivo para que se cumpla
det(k) < 0.
De esta ecuacién se deduce la ultima condiciéon que se debe cumplir:

(Dlgv + D2fu)2 - 4D1D2(fugv - gufv) > 0. (2'11>

Como conclusion, las condiciones que se deben cumplir para una bifurca-
cién de Turing se pueden resumir de la siguiente manera:

Im(A(k)) =0 y Re(Mk))=0 en k#DO.

Estas bifurcaciones son estacionarias, por lo que cuando se producen se
rompe la simetria espacial llevando a la formacién de patrones que son es-
tacionarios en tiempo y oscilatorios en espacio. Y para concluir, destacar
que para que se produzca una bifurcacion de Turing deben cumplirse las
condiciones (2.6), (2.7), (2.9), (2.10) y (2.11).

2.4.3. Bifurcacion de Onda

La bifurcacién de onda depende del espacio y el tiempo y, por tanto,
rompe ambas simetrias, y sus patrones son oscilatorios en tiempo y espacio.
Por ello, recibe también el nombre de bifurcacion de Turing oscilatoria o
bifurcacién de longitud de onda finita de Hopf.
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Las condiciones para que se dé una bifurcacion de onda son las siguientes:
tr(k) = 0y det(k) > 0. Esto se debe a que para que se produzca en este caso
m = 2, tanto la traza como el determinante en k # 0 deben cambiar de signo.
Esto dara como resultado dos autovalores complejos conjugados cuya parte
real sea igual a cero, es decir, autovalores imaginarios puros.

De la condicion tr(k) = 0 se deduce el valor de k critico:

tr(0)

tr(k) =0=tr(0) — (D; + D)k> =0= k> = ———
1"() f() (D1 2) Dy + Dy

(2.12)
Sabiendo que tr(0) = f, + g, >0

Por tanto, las condiciones para que se produzca una bifurcacién de onda
son las siguientes:

Im(A(k)) #0; Re(Ak))=0 en k#0.
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Capitulo 3

Discretizacion espacial y
temporal para la simulacién de
los problemas

3.1. Introduccion

La discretizacién es un proceso que consiste en convertir datos continuos
en datos discretos, es decir datos nominales o categéricos. Para ello se asignan
rangos de valores reales a un valor nominal o lo que es lo mismo, se realizan
particiones de los valores continuos que se asocian a una categoria o intervalo.
Por tanto, la discretizacion de datos continuos produce una generalizacién
inherente debido a la agrupacién de los datos, los cuales se pueden representar
de distinas maneras. Esta tarea es muy necesaria por ejemplo cuando se
realiza un andalisis numérico como es el caso del problema, ya que facilita
y permite el andlisis computacional del mismo, habilitando la posibilidad
de estudio por ejemplo gracias a la representacion grafica de las soluciones.
Pero este mecanismo es mucho més habitual de lo que puede parecer ya
que en muchos casos los humanos realizamos este preprocesamiento de los
datos de manera natural como por ejemplo con la temperatura o la velocidad
18],[19].[20].

Existen infinidad de métodos de discretizacién que han sido desarrollados
en funcién de las distintas necesidades de los problemas a solucionar. La prin-
cipal clasificacién es la siguiente: supervisados y no supervisados, dinamicos
y estaticos, globales y locales, directos e incrementales.
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Los métodos supervisados y no supervisados se diferencian en el uso de la
informacion de la clase del conjunto de datos. Mientras que la discretizacion
supervisada se caracteriza por ser basada en el error o las estadisticas, la no
supervisada se basa en la equidad de la longitud de los intervalos o la fre-
cuencia. Es decir, el usuario realizando el estudio es quien decide la longitud
de los intervalos apoyandose en la clase de informacién que esté estudiando
21].

En el caso de los dos problemas que se van a estudiar se ha utilizado un
modelo no supervisado, es decir, el espaciado de los intervalos es regular. El
método de discretizaciéon utilizado en concreto es el método de lineas. Este
un método se utiliza para la resolucion de ecuaciones en derivadas parciales,
las cuales son esenciales para el estudio del comportamiento del sistema ya
que aportan informacién tanto de la evolucién espacial del sistema como la
temporal [22]. Estas ecuaciones en derivadas parciales se utilizan en multi-
tud de modelos fisicos, bioldgicos e ingenieriles y para resolverlas es necesario
conocer las condiciones de frontera y/o las iniciales [25]. Consiste en la discre-
tizacién de una ecuacion en derivadas parciales en una o varias dimensiones
a la vez que conduce a un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias en
la direccién restante [23].

Estas ecuaciones diferenciales ordinarias son ecuaciones que contienen
derivadas en funcién de una incégnita. Estas ecuaciones aparecen siempre
que un modelo matematico implique la razén de cambio de una variable
con respecto de otra [24]. Por tanto el proceso consiste en discretizar todos
los términos diferenciales correspondientes a ciertas variables independientes
de la ecuacién, dejando continuos los términos que corresponden a una sola
variable. En nuestro caso se discretiza primero el problema respecto de las
variables espaciales, usando diferencias finitas para aproximar las derivadas
respecto de estas variables. Asi se obtiene un sistema de ecuaciones diferen-
ciales ordinarias en la variable tiempo. A continuacion se discretiza el sistema
respecto del tiempo por medio de un integrador temporal, por ejemplo un
método de Runge-Kutta.

Ademas, el método de lineas tiene las siguientes propiedades que justifican
su uso[23]:

» Estabilidad numérica: gracias a la separacién de la discretizacion del
espacio y del tiempo es mas facil establecer estabilidad y convergencia
para un mayor rango de problemas.
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= Menor esfuerzo de programacién: permite utilizar métodos diferentes
en las variables espaciales y temporal.

Por ultimo, se programaré el método de lineas para que pueda introdu-
cirse en MATLAB como un algoritmo con el que se realizaran las distintas
simulaciones con el objetivo de representar el resultado de manera grafica.

3.2. Discretizacién espacial

La discretizacion espacial consiste en un proceso en el que se transforma
un sistema de ecuaciones en derivadas parciales en un sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias. Los problemas continuos que se van a estudiar estan
definidos por sistemas de una o dos dimensiones espaciales y se van a resolver
en el dominio discreto utilizando una rejilla de nodos equiespaciados.

En una dimensién espacial, x € [a,b], el espaciado de los nodos de la
rejilla, es decir, la distancia que existe entre los distintos puntos de esta se
define por el tamano de paso, h = (b—a)/n [7]. Con él se calculan la posicién
de los nodos siguiendo la féormula: x; = a + ih, i = 0,--- ,n. En el sistema
discreto, el operador Laplaciano que describe la difusiéon se calcula usando
diferencias finitas centradas de orden 2. Para h suficientemente pequeno, las
derivadas se aproximan por las diferencias finitas de la siguiente manera:
Ugz (T4, 1) & “"‘l(t)_QT’;;Q(tH“"*l(t), siendo w;(t) = u(x;,t) [28]. Ademds, como se
imponen condiciones frontera Neumann homogéneas, los nodos limites no se
incluyen en la discretizacion sino que se aproximan usando diferencias finitas
de la derivada primera en funcién de los nodos adyacentes.

w(0,) = 0, — up(t) ~ %ul(t) - éug(t),
WL ) =0, — up(t) ~ %un_l(t) _ %un_g(t).

Sabiendo todo esto la matriz de la discretizacién se calcula de la siguiente
manera:

Usg,1 —2 1 0 0 0 w Suy — Uy
Uz — u 0
‘,2 1 1 21 0 ... O .2 N 1 .
—_ ﬁ cen DY ﬁ
uxw,an 0 0 1 —2 1 Up—2 0
- 000 0 .. 1 -2/ \y Sy — dup s



Haciendo la suma se obtiene la matriz de la discretizacién Ay:

2 2
-3 3 0 0
] 1 -2 1 0 0
AhZﬁ 0 0 IR 0
o 0 --- 1 -2 1
2 2
0 0 0 2 2

Esta matriz es véalida para sistemas de una dimension espacial. Cuando se
esta tratando con un sistema de dos dimensiones espaciales entonces la ma-
triz para la discretizacién es distinta. Si y € [c,d] y consideramos el mismo
tamano de paso que antes también en la direccion y, el nimero de nodos en
esa direccién serd m = (d — ¢)/h.

Teniendo en cuenta las condiciones frontera Neumann homogéneas y usan-
do diferencias finitas similares a las del caso unidimensional la plantilla de la
discretizacion serfa:
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2/3
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—t
273 2(2r3)

(c) Nodo esquina

Figura 3.1: Rejilla para la aplicacién del método de diferencias finitas en
distintos nodos.

Colocando, de izquierda a derecha y de abajo a arriba, las variables de la
malla en un vector la matriz de la discretizacién del laplaciano, quedaria

B 21 0 0 0
I B, I 0 O
1 . .
B, = ﬁ 0 . . .0 )
0 0 I By 1
0 0 0 2 B

donde I representa la matriz identidad, la matriz para la discretizacion de
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los nodos adyacentes a la frontera

4 2
-z 2.0 0 0
1 -2 1 0 0
By = 0 . . .0 |
0o 0 1 -% 1
0o 0 0 2 —3

la matriz para la discretizacion de los nodos interiores

8 2
-2 2 0 0 0
1 -4 1 0 0
32: 0 . .. el 0
0 0 1 -4 1
o 0 o0 2 =%

3.3. Discretizacién temporal

El siguiente paso del método de lineas consiste en la discretizacion tem-
poral. Como en la discretizacion espacial usamos un tamano de paso fijo,
k, v elegimos un integrador temporal. Los problemas que vamos a resolver
son problemas rigidos y la discretizacién espacial va a llevar a sistemas de
dimension bastante alta. Si queremos resolverlos con un método explicito
tendremos que tener en cuenta que su region de estabilidad es acotada y
que nos obligara a tomar tamanos de paso en tiempo pequenos. Comparando
las regiones de estabilidad de los métodos de Runge-Kutta explicitos y de
los métodos lineales multipaso explicitos (ver Figura 3.2 y Figura 3.3) nos
quedamos con los métodos de Runge-Kutta.
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Figura 3.2: Regiones de estabilidad de métodos RK.

7/ re e
7 y
27 7 ) _1%0
%4A/T :

k=1 k=2

k=3

Figura 3.3: Regién de estabilidad para los métodos de Adams-Bashforth de k pasos.
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Dentro de los métodos de Runge-Kutta las regiones de estabilidad no
crecen significativamente con el orden del método, pero si aumenta el nimero
de etapas. Como solucién de compromiso elegimos el método de Euler que
aunque tiene orden uno solo necesita una evaluacién funcional por paso. Dado
un problema de valor inicial

{ u' = f(t,u),

u(ty) = up.

el método de Euler proporciona una aproximacién (t1,u;) a la solucién a
partir de la condicién inicial, (¢g, ug), mediante la férmula

Uy = UO+hf(t0,U0),
ty, = to+h,

y asi sucesivamente. La expresion de la aproximacién del n-ésimo valor a
partir del anterior es

Uy = Up_1+ hf<tn—1a U’n—l)a
t, = t,_1+h.

Este método calcula una aproximacién de un problema bien planteado de
valor inicial. Es decir, se obtienen en primer lugar los llamados puntos de red,
que son aquellos puntos que se aproximan a la soluciéon. Con estos puntos se
puede obtener por interpolacion la soluciéon aproximada en otros puntos del
intervalo [30].

3.4. Simulacion en MATLAB

Para la simulacién de los sistemas se ha utilizado MATLAB que es un
programa interactivo de ordenador que sirve de manera conveniente como un
“Laboratorio” para la experimentacién que involucra matrices[31], como es el
caso de los problemas que se van a estudiar.

En cuanto al estudio de estos, en primer lugar se han programado las
funciones introduciendo los pardmetros como variables globales ya que de
esta manera se puede acceder a ellas y cambiarlas en cualquier funcién, per-
mitiendo asi unificar la nomenclatura. En segundo lugar se ha dado valor
a los distintos parametros en funcion de la simulacién que se estuviese lle-
vando a cabo. A continuaciéon se han introducido las matrices utilizando el
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comando sparce para transformarlas de manera que solo se almacenasen los
datos distintos de cero con el objetivo de ahorrar espacio de almacenamiento
aumentando la velocidad computacional. Por ltimo, se introduce un bucle
iterativo que lleva a cabo el método de Euler guardando los resultados obte-
nidos para poder posteriormente representarlos graficamente obteniendo asi
los patrones de comportamiento que se quieren analizar.

. Proceedings of the ACM on Programming Languages, 4 (HOPL), 1-67.
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Capitulo 4

Caso I: Caos inducido por onda
en un reactor sin agitacién de
flujo continuo

4.1. Introduccion

En los dltimos anos, se han hecho grandes esfuerzos por relacionar reac-
ciones quimicas complejas con procesos de transporte molecular. Esto se debe
a que los sistemas quimicos agitados han mostrado algunos de los ejemplos
mas bonitos y precisos del fenémeno que se da cuando los sistemas en reac-
cién forman estructuras temporales lejos del equlibrio [32]. Prueba de ello, los
distintos sistemas de reaccion difusién que se van a estudiar. En este primer
problema, el sistema modelizado corresponde con un reactor sin agitacién de
flujo continuo.

A pesar de la amplia variedad de patrones de Turing que se pueden en-
contrar en la naturaleza, los estudios experimentales de dichos sucesos son
complicados debido a la dificultad implicita de los procesos biolégicos. Sin
embargo, estos reactores son muy adecuados para el estudio de la aparicion
de patrones en sistemas quimicos ya que sus dinamicas y funcionamiento son
sencillos de comprender [33]. En estos reactores se aporta una corriente con-
tinua de reactivos frescos que no interfiere con los procesos de transporte por
difusién molecular. Se crea una zona de reaccion, que habitualmente impli-
ca un medio gelificado que esta contenido entre parades impermeables. Esta
zona de reaccion esta en contacto con una reserva de reactivos frescos, los
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cuales pueden ser atraidos por difusion a través de las membranas permea-
bles. Gracias a estas también se pueden eliminar los productos de la zona
de reaccién. La composicién quimica de la reserva se mantiene constante lo
que permite que estados estables y otras estructuras puedan ser mantenidos
a lo largo del tiempo para ser observados [34]. Ademads, presentan grandes
ventajas como su facil construccion o la gran conversion que ofrecen, motivo
por el cual, estos reactores han sido utilizados para estos estudios desde la
década de 1980.

El modelo de estudio es un sistema quimico de retroalimentaciéon en el que
los coeficientes de difusiéon son iguales para las dos especies que participan.
La respuesta depende tanto del espacio como del tiempo y el sistema se inicia
mediante una onda viajera que se sostiene indefinidamente.

El modelo de ecuaciones consiste en una ecuaciéon quimica que representa
la retroalimentacién (autocatdlisis ctibica) y un segundo paso de descompo-
sicion:

A+2B =3B, v =kab?
B—)C, ’U:kgb,

donde a y b son las concentraciones del reactivo A y del autocatalizador B.
Si se considera que ambas reacciones estan teniendo lugar en el tanque de un
reactor que estd siendo continuamente alimentado con corrientes entrantes
tanto de A como de B, los balances de masa que gobiernan los ratios de
cambio de las dos concentraciones se pueden escribir como [35]

da  (ag — a) 5
— =——% —kiab
o~ e
ob B (bo — b) 9
E = T + kiab” — kob.

Conocido el modelo y el funcionamiento del reactor se obtienen las si-
guientes ecuaciones de reacciéon difusién para la evolucién de las concentra-
ciones en el reactor:

a.(X,7) = DiAa+kf(ag —a) — kab®, 0< X <L, 7>
by (X, 7) = DalNb+ ky(bg — b) + knab® — keb,  0< X <L, 7>

En estas ecuaciones, el primer término se corresponde con la ley de difusién
de Fick, el segundo término se corresponde con el intercambio donde £y es el
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tiempo de residencia inverso. El término final corresponde con la cinética de
la reaccién.

Ademas del modelo de ecuaciones se establecen las siguientes condiciones
de flujo cero en la frontera:

oa oa b 0b
—(0,7) = =—=(L,7) =0, =——=(0,7) = —(L,7) = 0.
e (0.7) = S (L) =0, 22(0,7) = £ (L 7)

Es necesario también establecer condiciones iniciales. En este caso se va a
considerar que no se proporcionan autocatalizadores a la reserva por lo que
bp = 0, tampoco se tiene en la zona de reaccion en el instante inicial, por lo
que las condiciones iniciales son las siguientes:

a(X,0) =ay, 0<X <L,
b(X,0)=0, S<X<L,
b(X,0) = go(X), 0<X <S8,

donde gy es una pequena constante de iniciacion.
Para facilitar el uso de las ecuaciones se van a adimensionalizar como se
muestra en el siguiente apartado.

4.2. Adimensionalizacion de ecuaciones

Adimensionalizar las ecuaciones es un paso fundamental para resolver el
problema ya que reduce el nimero de variables de trabajo por lo que facilita
el estudio del problema. En este caso se escogen las concentraciones iniciales,

ya que son conocidas, para dividir por las variables de estudio obteniendo asi
los parametros adimensionales.

a
U= —,
Qo
b
V= —,
bo
-
t = —,
To
X
= —.
L

para que al final queden ecuaciones en u(z,t) y v(z,t).
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Para el caso de la primera ecuacion tras introducir los parametros adi-
mensionales se obtiene:

uagy 2 9
—D—Au ke(ag — ua kiuagv©a
o 172 + ks (ag 0) — k1uagvag.

Aislando los pardmetros dimensionales de los no dimensionales la ecuacion
se reorganiza de la siguiente manera:

(ao)?;; (D1 )Au + (krag)(1 — u) — (kiag)*vu.

Para que esta ecuacién dependa tan solo de pardametros adimensionales
se dividen todos los términos entre paréntesis por: i—g = kyap, de donde se
obtiene la primera ecuacién adimensional:

up = 6Au+ 1 —u — pun?,

cuyos parametros adimensionales son:

Para la segunda ecuacion el proceso es el mismo:

(

?)Ut = (%)Afu + kyvoag — vag(ky + ko) + (krag)*uv®.
0 0

Dividiendo todo por ‘T‘—g = kyap se obtiene la segunda ecuacién adimensiona-
lizada:

= Av + vy — vd + pun?,

cuyo parametro adimensional es:

kf—l-kg

o=
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4.3. Analisis bifurcaciones

4.3.1. Calculo de puntos criticos

En primer lugar, para comenzar con el analisis de las bifurcaciones se
calculan los puntos criticos del sistema sin difusion. Para ello, se considera
que By = 0, es decir; que la concentracién inicial del autocatalizador es cero,
y se igualan f(u,v) y g(u,v) a cero:

flu,v) =1 —u — puv* =0, (4.1)
g(u,v) = —v¢ + puv® = 0. (4.2)
Despejando u en (4.1) se obtiene:
1
T 4.3
YTIT pv? (43)
De la ec. (4.2) se deducen dos posibles situaciones:
Hv=0=u=1
2)v#£0

Sustituyendo v = -2 en (4.3) se obtiene el valor de u critico para este caso:

o
pE A — 4%

U = o ,
BF N1 —40%u

200

v =

4.3.2. Evaluacion del Jacobiano, traza y determinante

En primer lugar se evalia el Jacobiano para el caso sin difusién (k=0)
donde f,, fu, gu, g» representan las derivadas de las funciones f(u,v)y g(u,v)
respecto de la correspondiente variable en cada caso.

fu fv) (_]— - sz _QUIU’U )
J(0) = = . 4.4

© (gu 9o po? 2up — ¢ 44)
A continuacion se estudia el caso con difusion (k # 0):

J(k’) _ fu - ljlk2 fv . -1 - ,UU2 - D1k2 —QU/MJ
N Gu v — DQkQ - ,LL'U2 QU,LL'U — ¢ — D2]{72 )

(4.5)
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Caso I: (u,v) = (1,0)
Sustituyendo el punto critico en (4.4) se obtiene:

-1 0
J(0) = ( 0 — ¢) :
Como los autovalores son negativos se deduce que este caso es estable

y se descarta, por tanto, que tenga lugar una bifurcacion de Hopf ni una
bifurcacién de Onda. Sustituyendo el punto critico en (4.5) se obtiene:

1 _ 2
/ (’“):( 1 ole —¢—0D2k2)'

Igual que en el caso sin difusién este caso es estable y no se produce bi-
furcacion de Turing.

Casos 1T y III: (u,v) = (uiW u¢\/m)

! 2pd

En este caso en primer lugar se deben estudiar los distintos valores que
pueden adoptar los parametros de los que dependen u y v, ya que estas va-
riables representan concentraciones y los valores negativos o imaginarios no
tienen sentido. La naturaleza de esta solucién depende de /pu? — 4¢?u y las
tres posibilidades que existen son:

a) u? — 4¢?pu = 0 : raiz doble real.
b) p? — 4¢*u > 0 : dos raices reales positivas.
c) u? — 4¢*p < 0: dos raices imaginarias conjudadas (solucién no vélida).

Para el caso a) el punto critico adopta el siguiente valor: (3, ﬁ) y por
tanto el Jacobiano (4.4) tiene la siguiente expresion:

S (TS
o= ("L ).
i 250
Ademsds en este caso se puede sustituir u = 4¢*:
_ (-2 2
J(0) = ( 1 # ) :

cuyos autovalores son 0 y ¢ — 2. Con ello se deducen tres posibilidades,
en caso de ¢ < 2 el sistema es estable, en el caso contrario, es decir; ¢ > 2
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el sistema es inestable. Por tltimo, puede darse que ¢ = 2 = p = 16. En
este punto es donde se produce el paso de sistema estable a inestable y se
produce la bifurcaciéon de Hopf.

Para el caso b) :

— 2¢
TO= e,

242

Si en esta matriz se sustituye la condicién: ¢ = puwv se obtiene la siguiente
matriz con la que se va a trabajar:

(1= mw? —2¢
o= (74 ).
Se calculan la traza y el determinante:

tr(0) = —1 — u* + ¢,
det(0) = ¢(1 — 1p%) + 20p0* = ¢(pv* — 1).

p—=y/ 12 —4¢%p
2péd ’
En el det(0), ¢ siempre serd positivo, por lo que el signo de este dependerd

del valor de pv? — 1. Sustituyendo el valor de v se obtiene lo siguiente:

2 _ P4 — Vit — dApd?
202 '
El denominador siempre sera posititivo por lo que el resultado positivo o

negativo depende del numerador. Para estudiar su signo se supondra que es
negativo:

En primer lugar se estudia el determinante para el caso de v =

Qv

p—4¢% — \/p? — 4pg? <0,
(n—46°)" < (Vi — 4pd?)?,
i’ — 8¢’ + 169" < p? — dpg?,
p> 4,
Como se llega al supuesto inicial, se verifica la hipdtesis inicial y por

tanto det(0)<0 y el caso es inestable. Por este motivo, para este caso no se
estudiara la aparicién de bifurcaciones.
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phy/ p2—44%p

En segundo lugar se estudiara el caso de v = —5——— por lo que sus-
: . ) . 2w T -
tituyendo en la expresion antes mencionada se obtiene la siguiente expresion:

_ p— A+ i — Apg?
= 20 .
Igual que en el caso anterior se supone que el denominador es negativo:
p— 49" +\/p? — dpg? <0,
(V2 = 4pg?)? < (4¢* — p)?,
pr —4pd® < p® — 8ug® + 16¢°,
< 4¢°.

Con esto se llega a un absurdo ya que la desigualdad final es opuesta a la
hipétesis inicial. Esto indica que el supuesto de que el numerador es negativo
es incorrecto y por tanto det(0)>0. Para este caso es posible la aparicién de
bifurcaciones y por ello a continuacién se va a estudiar el valor de la traza
en 0.

/wQ—l

—p 26" — /12 — AP
202 '
Para que se de una bifurcacién de Hopf se debe cumplir tr(0)=0 por lo
que se debe cumplir la siguiente condicién:

—p+2¢° — /2 — 4P =0 = py =

tr(0) = =1 — * + ¢ =

p—1
4.4. Simulacién del problema con MATLAB

Con el objetivo de comprobar graficamenete las deducciones hechas analiti-
camente en el apartado anterior, ademas de proporcionar una solucién numeéri-
ca al problema se han llevado a cabo una serie de simulaciones siguiendo el
procedimiento indicado en el Capitulo Método de Lineas. En este caso se han
realizado simulaciones tanto en una como en dos dimensiones espaciales.

4.4.1. Simulaciones en 1D

Para estudiar el sistema en primer lugar se han realizado simulaciones en
una dimensién espacial. Para ello se ha programado el correspondiente cddigo
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en MATLAB con el objetivo de finalizar representando la soluciéon numérica
obtenida tras multiplpes iteraciones.

En primer lugar se va a analizar el comportamiento espacio-temporal de los
sistemas de reactores sin agitacién de flujo continuo. Para ello se van a com-
parar sistemas con g mayor, menor e igual que fig.

Los sistemas con p < py que parten de un sistema inestable pueden com-
portarse de dos maneras, ambas comenzando con la vuelta a la estabilidad
tras la perturbacién. En esta vuelta al punto estable pueden darse dos situa-
ciones: que se estabilice el sistema o bien que se sostenga el comportamiento
espacio temporal gracias a la autocatalisis. Esto quiere decir que los estados
inestables adyacentes a estados estables los reactivan propagando las ondas
de reaccion difusion como se puede ver en las siguientes figuras.

II.| q||.

w |||\
| }l‘\' [‘l‘\" HJW ml'

0 50 100 150 200 250 300

Figura 4.1: Respuesta cadtica con parametros ¢p=2.8 y u=33.3

En este caso el valor de i es ligeramente menor que el de py mientras que
en el siguiente existe una mayor diferencia, por ello, como se puede observar el
comportamiento es ligeramente distinto ya que en el segundo caso el sistema
presenta una mayor simetria en las oscilaciones mientras que en el primero
el comportamiento es mas cadtico. Esto se debe a que al estar més cerca del
punto de bifurcacion de Hopf el sistema se aleja méas de la simetria temporal.

41



T AANANN f\f AN ‘.lﬁ.'ﬂﬂﬂ
|||‘|\||||||||‘||‘||‘\|\H\“ IR
A
A

o ol
| ]
i
| NEREN

-
A

B 050
5|

0 50 100 150 200 250 300
t

Figura 4.2: Respuesta cadtica con parametros ¢=3 y u=38

Para los casos en los que u = pupg se produce una bifurcacién de Hopf
pura y también se han observado dos tipos de respuestas distintas. La pri-
mera en la que se alcanza el punto estable y no se sufren mas perturbaciones
por lo que el sistema se mantiene estabilizado, y la segunda en la que se dan
oscilaciones con saltos menos bruscos que los estudiados en el caso anterior.
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Figura 4.3: Respuesta cadtica con parametros ¢p=3 y p=40.5
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Figura 4.4: Respuesta de frente de onda con parametros ¢=2 y u=16
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Por otro lado, se ha estudiado la evolucién espacio temporal del sistema
representando la interaccién entre sus variables, es decir, entre las dos especies
en competencia. La zona azul se corresponde con aquellas areas donde la
concentracion del reactivo u es menor y por tanto mayor es la de v quien
provoca la autocatalisis. Mientras que las zonas amarillas se corresponden
con la casi extincién del reactivo v y por tanto son més cercanas al punto de
equilibrio. En este caso se han estudiado también sistemas con p cercano a
la bifurcacién de Hopf, alejado del ppy e igual a este.

En aquellos sistemas donde p estd muy alejado de la bifurcacion de Hopf, el
comportamiento es mas inestable, como se puede ver en las siguientes figuras:

u
300 -
N~
250 - -5 -
- oo
- 5 -
200 - a S
- e ™ o
- a ™
150 . - - -
- aoa
100 e - -
- e L -
a S o 8
50 a o

10 20 30 40 50 60 70 80 90

Figura 4.5: Patrones espacio temporales para la evolucién de la concentracion
de las especies en la regiéon cadtica ¢=3 y u=40
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Figura 4.6: Patrones espacio temporales para la evolucion de la concentracion
de las especies en la regién cadtica ¢=2.8 y 4=33.3
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Figura 4.7: Patrones espacio temporales para la evolucion de la concentracion
de las especies en la regién cadtica ¢=3 y u=38

Para aquellos casos donde se estda mas cerca del punto de bifurcacion de
Hopf el sistema rapidamente se vuelve estable, obteniendose un patréon plano
que representa la extincion de la especie v para los casos cercanos a uy y la
extincion de u para los casos pu = py.
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Figura 4.8: Patrones espacio temporales para la evolucion de la concentracion
de las especies en la region cadtica ¢p=3.4 y u=>53
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Figura 4.9: Patrones espacio temporales para la evolucion de la concentracion
de las especies en la regién cadtica ¢=3 y u=40.5

Con el objetivo de comprobar que los resultados no son consecuencia de
las restricciones asociadas a la simulaciéon en una dimensién espacial se han
realizado simulaciones en dos dimensiones.

4.4.2. Simulaciones en 2D

Para trabajar en dos dimensiones espaciales ha sido necesario fijar una
rejilla de dimensiones 100 x 100. Para la simulacién de los casos de estudio el
c6digo de MATLAB utilizado ha sido similar al usado en una dimensién, con
las adaptaciones necesarias para poder simular con las nuevas condiciones.
Estas incluyen la matriz de discretizacién en 2D explicada en el Capitulo
Método de Lineas y los distintos comandos para dibujar las graficas.

En primer lugar se ha representado la situacién inicial tanto para el reactivo
u como el v, obteniendose las siguientes graficas:
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Figura 4.10: Patron en el instante inicial para el reactivo u con los pardmetros:
D1:D2:1,¢:16,,U/:2.
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Figura 4.11: Patrén en el instante inicial para el reactivo v con los parametros:
D1:D2:1,¢:16,M:2.

Como se puede observar la concentracién inicial del reactivo u es 1 por lo
que el patrén es plano o liso, mientras que para el reactivo v se ha introdu-
cido una concentracién inicial de cero a la que se le ha sumado una pequena
perturbacion aleatoria por lo que el patron inicial que se muestra es cadtico.

A partir de este punto inicial se van a estudiar distintos casos variando
los distintos parametros. Estos se han escogido de manera que se estudien
aquellos puntos por encima, por debajo y en el punto de bifurcacién de Hopf.
Para el caso en el que © = ug se han obtenido las siguientes graficas:
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Figura 4.12: Patrén en el instante ¢ = 2 para el reactivo u con los pardmetros:
D1:D2:1,¢:16,,LL:2.
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0.3195

Figura 4.13: Patrén en el instante ¢ = 2 para el reactivo v con los pardmetros:
D1:D2:1,q§:16,,u:2.

En este primer instante de simulacién se puede observar como empiezan
a distribuirse las concentraciones de los distintos reactivos. Mientras que el
reactivo u muestra grandes zonas amarillas que representan la inestabilidad,
el reactivo v tiene grandes zonas coloreadas de azul, lo que representa los
lugares donde la reaccién se ha extinguido y por tanto se aproxima al punto
estable (1,0). Si se continia simulando aumentando el tiempo se ve cémo esto
cambia y el reactivo u es quien cada vez se aproxima mas al punto estable
y el reactivo v cada vez se aleja més. Esto se debe a que las pequenas zonas
amarillas que se ven en esta primera grafica son puntos inestables que estan
generando nuevas reacciones trasladando su efecto a las particulas proximas
de manera que el efecto acaba extendiendose reinyectandose la inestabilidad.
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Figura 4.14: Patrén en el instante ¢ = 5 para el reactivo u con los pardmetros:
D1:D2:1,¢:16,,U/:2.
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Figura 4.15: Patrén en el instante ¢ = 5 para el reactivo v con los pardmetros:
D1:D2:1,¢:16,,U/:2.
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Figura 4.16: Patrén en el instante ¢ = 8 para el reactivo u con los pardmetros:
D1:D2:1,¢:16,,U/:2.
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Figura 4.17: Patrén en el instante ¢ = 8 para el reactivo v con los pardmetros:
D1:D2:1,¢:16,,U/:2.

Es importante subrayar que, como cabe esperar las zonas sin reaccién en

el reactivo u coinciden con aquellas donde si se esta produciendo la reaccion
para v.
A continuacién, se ha reducido el valor de la variable temporal para observar
qué sucede en los primeros instantes de la reaccion. Ademas se ha simulado
un punto proximo a la bufurcacién de Hopf. En este caso solo se mostraran
las gréficas del reactivo u ya que como se ha demostrado para el caso anterior,
los patrones que aparecen son paralelos.
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Figura 4.18: Patron en el instante ¢ = 0,5 para el reactivo v con los parame-
tros: D1 =Dy =1, ¢ =3, up= 38.

En los primeros instantes se observa que la reaccién comienza a suceder
en diferentes puntos expandiendose de manera circular en la mayoria de los
casos. Pero como se ha indicado anteriormente el sistema busca volver al
punto estable representado por el color azul como se muestra en las siguientes
figuras.
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Figura 4.19: Patrén en el instante ¢ = 2 para el reactivo v con los pardmetros:
D1:D2:1,¢:3,/,L:38.
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Figura 4.20: Patrén en el instante ¢ = 5 para el reactivo v con los pardmetros:
D1:D2:1,¢:3,/,L:38.

Debido a que en ningtin momento se alcanza la estabilidad completa del
sistema, las zonas de reaccion siempre reinyectan el sistema obteniendose fi-
guras como las ya mencionadas anteriormente en figuras como (4.16), (4.17).

Para puntos por encima de la bifurcacién de Hopf, es decir u > pg se
observa que el aumento de las zonas de reacciéon se realiza de manera menos
uniforme y mas concentrada en un punto que se va expandiendo aumentando
su radio.
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Figura 4.21: Patrén en el instante ¢ = 2 para el reactivo v con los pardmetros:
D1:D2:1,¢:3,/,L:44.
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Figura 4.22: Patrén en el instante ¢ = 5 para el reactivo v con los pardmetros:
D1:D2:1,¢:3,/,L:44.
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Figura 4.23: Patrén en el instante ¢ = 8 para el reactivo v con los pardmetros:
D1:D2:1,¢:3,/,L:44.

Para entender estas diferencias de comportamiento se han dibujado los
mapas de fase de todos ellos. Estos mapas de fases representan la evolucion
temporal de la concentracién de reactivos v y v en un punto fijo en el espacio.
El punto rojo representa la posicion inicial y el azul la final.
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Figura 4.24: Mapa de fases para un sistema con p < pg. (Pardmetros: Dy =
Dy=1,¢=3, u=38).
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Figura 4.25: Mapa de fases para un sistema con y = py. (Pardmetros: Dy =
Dy=1,¢=2, u=16).
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Figura 4.26: Mapa de fases para un sistema con p > pg. (Pardmetros: Dy =
Dy=1,¢=3, u=44).

Como se puede ver, el comportamiento del sistema en puntos cercanos
pero menores a la bifurcacion de Hopf y aquellos donde se da esta es similar.
Sin embargo, para puntos con y superior a g el comportamiento es bastante
diferente ya que antes de volver al punto estable donde ha desaparecido todo
el reactivo v presenta un comportamiento mas oscilatorio en cuanto a las
concentraciones. Es por esto que las figuras (4.21),(4.22) y (4.23) son distintas
a las anteriores y su evolucion temporal también lo es. Ademas esto explica
por qué en este caso la distribucién espacial es més equitativa ya que como
se ve en la figura (4.26) la concentracién de ambos reactivos es similar. A
pesar de las diferencias nombradas, para todos los casos se demuestra que la
bifurcacién de Hopf produce un comportamiento asimétrico temporalmente.
Por 1ltimo, se ha representado la evolucién temporal que sufren un punto
fijado de u y de v:
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Figura 4.27: Evolucién temporal de un punto fijo de u. (Parametros: Dy =
Dy=1,¢=3, u=38).
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Figura 4.28: Evolucién temporal de un punto fijo de v. (Pardmetros: D =
Dy=1,¢=3, u=238).

En ellas se puede ver como los reactivos u y v sufren comportamientos
opuestos y que el aumento de la concentracion de uno de ellos supone la
reduccién del contrario.

4.5. Conclusiones

En vistas de todo lo anterior se puede concluir en primer lugar que el
comportamiento de los reactivos en el reactor sera cadtico para puntos tanto
por encima como por debajo de la bifurcacién de Hopf. Otro de los aspectos
mas importantes a considerar es la gran sensibilidad demostrada por el sis-
tema ante las condiciones iniciales, ya que estas condicionan la mayor parte
de la respuesta. Y en cuanto a la respuesta, es importante destacar el hecho
de que esta pierde la correlacién espacio temporal como se ha demostrado en
las distintas simulaciones. Por 1ltimo, el aspecto mas revelador de las simu-
laciones es el modo de realimentacion del sistema, es decir, la forma en la que
la evolucion del sistema se mantiene gracias a frentes de onda que inducen
la dependencia espacial a una fase inestable u osculatoria. Gracias a estos
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frentes de onda el sistema se desestabiliza de manera local, trasladando la
perturbacion a las zonas contiguas.

En cuanto a las consecuencias implicitas de este funcionamiento en el sistema
de estudio destaca la ultima mencionada ya que gracias a la capacidad del
propio sistema de prolongar su actividad en el tiempo de manera indefini-
da sin necesidad de cambiar las condiciones de la reaccién o la cantidad de
reactivo. Esto tiene como consecuencia un gran abaratamiento del proceso
ya que reduce la cantidad de reactivos necesitada por ejemplo. Ademas, ac-
tualmente la bisqueda de formas de energia mas verdes y mas respetuosas
con el medio ambiente es prioritaria. Por ello, comprender de manera precisa
la forma de trabajo de estos reactores es fundamental ya que al contrario
que los reactores de tanque agitado, los de flujo continuo presentan ventajas
significativas en cuanto el proceso. Algunas de estas incluyen un mejor ma-
nejo térmico, un mayor control de las mezclas y la aplicaciéon de condiciones
extremas. Gracias a todas ellas, los procesos sintéticos se pueden intensifi-
car reduciendo el volumen de disolvente empleado mientras se mantiene el
control sobre la temperatura de la reaccién. Esto no es solo beneficioso en
el plano productivo sino que contribuye en el avance hacia una quimica mas
verde ya que reduce la creacion de residuos y economiza el uso de materiales
ya que gracias al estudio de la interaccion entre reactivos se puede pontenciar
la méxima incorporacién de los reactivos en el producto final [36].
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Capitulo 5

Caso II: Complejidad
espacio-temporal de sistemas
radio-dependientes
depredador-presa

5.1. Introduccion

La ecologia es la rama de la biologia que estudia las relaciones de los
organismos entre ellos y con el entorno. Un caso particular de esta interac-
cion, en el que se basa este estudio, es la relacién entre depredadores y presas
en competencia de recursos. Esta interaccién se puede ver influida por di-
versos factores tales como las variaciones medioambientales o la localizacion
demogréfica del entorno donde se relacionan [37]. Estas interacciones tienen
lugar en un amplio rango de valores espacio-temporales, y la dinamica de
predacion afecta enormemente a las poblaciones. Es por ello que el estudio
de estos sistemas ha estado en el foco de las investigaciones ecoldgicas desde
los comienzos en el aprendizaje de esta disciplina. Con los anos y tras nume-
rosos estudios se puede concluir que los sistemas depredador-presa pueden
mostrar comportamientos estacionarios, oscilatorios o cadticos dependiendo
de los valores de los pardmetros del modelo [38].

Las ecuaciones que modelan estos sucesos deben su nombre a dos cientifi-
cos: Lotka y Volterra. A pesar de haber vivido en paises distintos y haber
tenido distintas trayectorias tanto vitales como laborales, sus vidas se han
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visto altamente entrelazadas debido a su interés y resultados en el modelado
matematico. En concreto su trabajo se solapd gracias a la discusion de las
interacciones depredador-presa. Ambos llegaron a la misma conclusién y es
que la interaccion entre las dos especies daria lugar a oscilaciones peridédicas
en sus poblaciones. Es por ello que las ecuaciones que modelan los sistemas
de solucién periédica se denominan ecuaciones de Lotka-Volterra [39].

Para comprender las ecuaciones del modelo Lotka-Volterra en primer lu-
gar hay que estudiar el modelado del crecimiento de una sola poblacion. Para
ello, la mayoria de los modelos descienden directamente del modelo de creci-
miento maltusiano. Este propone que el ratio de crecimiento de la poblacién
es directamente propocional al tamano de la poblacién.

du_ ru, (5.1)
dt

donde u representa el niimero de miembros en la poblacién y r es una constan-
te que indica el ratio de crecimiento. Usando esta ecuacién se esta asumiendo
que el ratio de crecimiento es independiente del tamano de la poblacion. Pa-
ra corregir este hecho, se descomponer de manera que cumpla r = (b — d)
donde b es el ratio de nacimiento y d el de fallecimiento. De esta manera, la
constante r se convierte en el ratio intrinseco del crecimiento natural, el cual
es una propiedad de las especies. Debido a que el crecimiento de la poblacion
depende tanto de la genética de la especie como de la calidad ambiental, no
se puede asumir que este ratio sea especifico de una especie o poblacién, sino
que es tnico para cada experimento [40].

Asumiendo que el ratio de nacimiento por individuo se mantiene constan-
te, mientras que el ratio de muerte por individuo es directamente proporcional
a la poblacién existente entonces se obtiene la siguiente ecuacién [39]
du _ (b — du)u,
dt
donde b y d son constantes y positivas. Para escribir la ecuacién de manera
mas sencilla, se saca factor comun a b

du d
e introduciendo el pardmetro k = g se reescribe como
du u



La ecuacion (5.2) es una ecuacién de Bernouilli y suponiendo que u(0) = ug

su solucion es
]’CUO

u(t) = uo + (k — ug)e 0t
Para el caso del modelo Lotka-Volterra, en lugar de una sola especie se
tienen dos especies interactuando entre si. Una de las cuales, el depredador,
se alimenta de la otra, la presa, quien se alimenta de otra comida disponible
alrededor. Las asunciones que se hacen sobre el entorno y la evoluciéon de las
poblaciones son las siguientes [39]:

= La poblacién presa tiene abastecimiento de alimento ilimitado.

= En ausencia de depredadores, la poblacion de las presas crece de manera
proporcional a su tamano, igual que se ha explicado en la ecuacién (5.1).
Al coeficiente de crecimiento en este caso se le denomina coeficiente de
autocrecimiento.

= En ausencia de presas, la poblacion depredadora disminuira propor-
cionalmente su tamafio siguiendo una ecuacién similar a la del caso
anterior

dv
% = —80,
solo que en este caso, al ser un crecimiento negativo, termina con la
extincion de la especie.

= Cuando estdan depredadores y presas ambos presentes, tendra lugar
un decrecimiento en la poblacién de presas y un crecimiento en el de
depredadores que sera proporcional a la frecuencia de encuentros entre
ambas especies.

Ademas de esto, se considera que los modelos depredador-presa siguen dos
principios generales: la dindmica poblacional se puede descomponer en pro-
cesos de nacimiento y muerte, y el principio de conservacion de la masa, por
el que se sabe que los depredadores pueden crecer solamente en base a lo que
han comido, se puede modelar el sistema de la siguiente manera [7]

wt) = ug(u) — flu,v)v — pu(u)u,
B(t) = 2 w)o — o),
donde t representa el tiempo, u y v la densidad de poblacién de presas y

depredadores respectivamente, g(u) es el crecimiento per capita de las presas
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en ausencia de depredadores, u, y p, la mortalidad natural de presas y
depredadores respectivamente, f(u,v) es la respuesta funcional y 7 f(u,v) es
la produccién de depredadores como consecuencia de la depredacién. A este
ultimo parametro habitualmente se le conoce como respuesta numérica. En
este caso, se va a considerar la depredacién el motivo mayoritario para la
muerte de las presas por lo que, mientras exista poblacion depredadora se
puede asumir p, = 0. En las dindmicas poblacionales, la respuesta funcional
de la densidad de depredadores hacia la de presas se refiere al cambio en la
densidad de la presa por unidad de tiempo y de depredadores relacionado
con los cambios de densidad de la poblacién depredadora [41].

La respuesta funcional, f(u,v), se puede clasificar en tres categorias. La
primera de ellas es la dependiente de la presa, la cual se da cuando solamente
la densidad de presas determina la respuesta. La segunda es la que depende
de los depredadores, por lo que ambas poblaciones, depredadora y presa,
influyen en la respuesta. De manera particular, cuando f(u,v) = p(%) el
modelo se denomina estrictamente ratio-dependiente. Estos modelos sugieren
que el ratio de presas por depredador disminuye impulsado por el aumento de
la poblacién de depredadores [42]. Y por ultimo, la dependiente multiespecie
que tiene lugar cuando una especie, distinta del depredador y la presa en
estudio, influye en la respuesta [43].

Particularizando en los sistemas depredador-presa ratio dependientes, los
distintos sistemas se pueden clasificar en dos predicciones principales: (a) la
abundancia de equilibrio esta correlacionada positivamente con el gradiente
de enriquecimiento y (b) la “paradoja del enriquecimiento”la cual consiste
o en la completa desaparicién o en la asociacién del enriquecimiento con la
estabilidad de una manera mas compleja. Estas diferencias se deben a que
se dice que no se puede explicar la existencia de sistemas estables con bajas
densidades de poblacién de presas o el fracaso del enriquecimiento como el
tnico motivo para desestabilizar los sitemas depredador-presa [42].

Por ultimo, destacar la importancia del estudio de patrones en la ecologia.
Estos ayudan a comprender la evolucion de la distribucion espacial de las
poblaciones, tal y como se ve en [44], donde se estudia la dindmica entre el
placton y los peces. También resulta muy interesante en el estudio de las
plantas ya que la distribucion espacial de estas juega un papel esencial en
sus dindmicas [45].
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5.2. Adimensionalizaciéon de ecuaciones

En este problema, el estudio se va a centrar en un sistema ratio-dependiente
depredador-presa con una respuesta funcional del tipo Michaelis-Menten (o
Michaelis-Menten-Holling). En general, los organismos muestran una de las
siguientes respuestas funcionales [46]:

» Tipo I, caracteristica de aquellos animales que consumen la comida en
un ratio proporcional al ratio de encuentro de comida, hasta un nivel de
saturacion a partir del cual no hay cambios en el ratio de alimentacion
a pesar de un aumento en la densidad de comida.

= Tipo II: aquellos organismos que toman cierto tiempo para la ingesta
y captura de su comida.

= Tipo III: aquellas especies que muestran algin tipo de aprendizaje con-
ductual, gracias al cual bajo un cierto nivel de umbral de densidad, las
especies no utilizaran la presa como alimento con una gran intensidad.

Holling razoné que la tendencia animal es tanto aprender despacio como
olvidar el valor de la comida, a no ser que se la encuentren lo suficientemente
a menudo. Por consiguiente, cuando un alimento habitual escasea, este sera
comido proporcionalmente de manera menos frecuente y una disminucién
aparecera en la respuesta funcional. Esta la modelé de la siguiente manera

aTiug

Uy = ————,
A 1+ aThug

donde uy es la cantidad de comida consumida, uq la cantidad de comida
ofrecida, T; el tiempo total que el animal requiere para comer y T}, el tiempo
requerido para sostener un elemento de comida y « es una constante propor-
cional relacionada con el ratio de ataque [46].

Por tanto, el sistema de ecuaciones de estudio es el siguiente:

o a ol .
o - Dy — 5+ DA
or rl - )= s anal T Do
0v adl A

— = — P — u0 Do /A\D

or L

donde @ y v representan la densidad de poblacién de presa y depredador
respectivamente, por lo que son parametros positivos siempre. Dy y Dy son
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los coeficientes de difusién y A es el operador laplaciano en dos dimensiones
espaciales. El resto de parametros son constantes positivas, r representa el
ratio maximo de crecimiento de la presa, v la eficiencia de la conversiéon, u
el ratio de muerte de los depredadores, K la capacidad de carga, « el ratio
de captura y h el tiempo de proceso.

Igual que en el problema anterior, el primer paso para estudiar el siste-
ma sera adimensionalizar las ecuaciones. Para ello se escogen los siguientes
parametros adimensionales

aht
u = —
VK’
ahv
Vo= ——
VK’
’)/7'
t =
h

Para la primera ecuacion, tras introducir los parametros adimensionales
y separarlos de aquellos dimensionales reorganizando la ecuaciéon se obtiene:
(sz)au (T’)/K> (T’Y2K) , 7K 1 )
— = u— u — uv.
ah?’ Ot ah (ah)? h “~yv+ ahu

Para que esta ecuacién dependa tan solo de los parametros adimensio-

.. , . , . 2K ;
nales se dividen todos los términos entre paréntesis por -3 ya que asf la
variacién poblacional en el tiempo queda multiplicada por uno. Se obtiene

asi la primera ecuaciéon adimensional

ou u Su
— =Rl —<)u-— DA 5.3
g~ =gl oot Db (5:3)
cuyos parametros adimensionales son:
r=""
Y
s_oh
8

y representan el ratio de crecimiento de la presa y el ratio de captura.

Para la segunda ecuacion el proceso es el mismo:

K @ Vak 1 . (M'yQK

pummg DA .
(ah2)0t ( ah )(’yv—l—oahuu ah Ju+ Dafsv
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YK

Dividiendo todos los términos entre -7

ov Su
%ot sat Qu + Dy Av, (5.4)

donde el parametro adimensional ademas de los anteriores es:

h
Q="
g

el cual representa el ratio de muerte del depredador.

5.3. Analisis bifurcaciones

5.3.1. Calculo de puntos criticos

Para el célculo de los puntos criticos sin difusién, igual que en el problema
anterior, se igualan a cero las funciones correspondientes a la reaccién f(u,v)
de la ecuacion (5.3) y g(u,v) de la ecuacién (5.4).

S
flu,v) = R(1— %)u - _:;uv =0, (5.5)
S
g(u,v) » _{ffguv —Qu=0. (5.6)

Despejando de (5.6) se obtienen dos casos a estudiar:
v=20 (5.7)

U g— (5.8)

v+ Su

Para el caso (5.7) cuando v = 0 existen dos puntos criticos. El primero
de ellos, (0,0), en el que se produce la extincién total. El segundo, u =S, y
por tanto (.5, 0), extincién del depredador.

Para el caso (5.8) se obtiene el punto critico (SEHE=DS). SQ(I_Q)J%_SJFQS) ),

el cual representa la coexistencia de la poblacién depredadora y la presa.
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5.3.2. Evaluacién del Jacobiano, traza y determinante

En primer lugar se calcula el Jacobiano para el problema sin sustituir los
puntos criticos y después se estudian los tres casos distintos. Por tanto, los
elementos de la matriz toman los siguientes valores

0= (B 5,

gu g’U
2R Sv?
(- P ED
L s
Y (v 4 Su)?’
Sv?
Gu = — a3
(v + Su)
S22
# T wrsap @

Caso I: (u,v) = (0,0).

Sustituyendo el punto critico, el Jacobiano de estudio es el siguiente:

J(0) = (g _OQ) .

Los autovalores son Ry —Q. Como R y () son valores positivos, la matriz
tiene un autovalor positivo y otro negativo. Se puede concluir que este punto
es inestable y por tanto no se estudiara el caso k # 0.

Caso II: (u,v) = (5,0).
El Jacobiano de estudio para este punto critico es:

-R -1
J(O)_<O 1—@)‘
Los autovalores son —R y 1 — ). Como () < 1 hay un autovalor positivo y
por tanto el punto es inestable.

. _ (S(RH(Q-1)S) S%2(1-Q)(R—S+QS
Caso III: (u,v) = (SUHEDS) SU-QUH-5195))
Sustituyento este punto critico en la matriz Jacobiana y operando se obtiene
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el siguiente resultado:

(~R+21-Q)S-51-QF @
0= S1- Q) oly) 69

A continuacion, se calcula la traza y el determinante

tr(0) = —R+S(1-Q%)+Q"-@Q,
det(0) = Q(1—Q)(R—-5(1-0Q)).

Para el caso tr(0) = 0, se obtiene S = RJ{?&Q? Si det(0) > 0 y se obtiene
una bifurcacién de Hopf.

Para aquellos puntos que son estables en k=0, es decir, aquellos con traza
negativa y determinante positivo se estudiard el caso con difusion (k # 0).
En primer lugar, se calcula el Jacobiano:

C[CR21-QS—S1—QY-Dk -
““‘( 51— Q) @QU%HZ )
5.10

Para esta matriz la traza y el determinante son los siguientes:

tr(k) = —R+S(1-Q%)+Q°—Q—(Di+ Do)k’
det(k) = det(0) — k*(D1(Q* — Q) + Dy(—R + S(1 — Q)?)) + k*Dy D,
= (=29)Q*+ (3S — R — D1k* — D1k*S)Q* + (R — S + D1k*)Q
+(Dok*R — Dok*S + Dy Dok?).

Analizando la traza, para que se produzca una bifurcacion de onda se debe
satisfacer la condicién tr(k) = 0, por lo que se deduce la siguiente condicién:

_ R+Q—Q*+ (D1 + Do)k,

Sw ,
1—Q
donde
ki = %((Q — Do)*Q* — 2(D7 + D3)Q* + (D} + D3 + 6D, Dy — 4D3R)Q?
2
—4D1DyQ + 4D3R)Y2.

Por otro lado, para que tenga lugar una bifurcacion de Turing la condiciéon
para la traza es la siguiente: tr(0) < 0y tr(k) < 0. En cuanto al determinante

77



det(0) > 0 y det(k) < 0. Observando la expresién de det(k) la bifurcacién
de Turing se produce cuando Di(Q? — Q) + Da(—R+ S(1 —Q)?) = 0, y

det(k) = 0 en cuyo caso
5 det(0)
ki =] —=——==,
DD,

y el valor critico de la bifurcacién es

_ DiDskt + (D2R + D1Q(1 — Q)k7 + RQ(L — Q)

S
g Q3 — (k2Dy +2)Q% + Q + k2D,

Para conocer los valores més adecuados para simular, se fijan los parame-

tros R=0.5, Q=0.6 y D>=0.2 y se calcula la ecuacion de la curva que limita
las distintas bifurcaciones. Para la bifurcacion de Hopf se obtiene Sy = %

Para la de onda Sy = (32D + $5)kiy + 3% con ky = 0,334. Y por lti-

32
i i4 i — _15 35 /12 p2 4 8 25
mo para la bifurcacién de Turing, Sy = —33 D1 + %} e D7 + 155 D1+ 55

con k% =1.29615. Conocidas estas escuaciones se puede dibujar la siguiente
grafica:

I
5 ™ Turing
1

Hopf

04—

Figura 5.1: Diagrama de bifurcacién para el sistema de estudio [7]
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Basandose en esta grafica se han decido los distintos valores para las
simulaciones que a continuacién se exponen.

5.4. Simulaciones.

Tras todo lo calculado en el apartado anterior y con el propdsito de estu-
diar los distintos patrones de manera grafica se han llevado a cabo distintas
simulaciones fijando el valor de D; a 0.02 y escogiendo valores de S distin-
tos acorde con la bifurcacién estudiada en cada momento. Ademads, se han
aplicado condiciones de flujo nulo en la frontera. El estado inicial de partida
para todas las simulaciones es aquel en el que la distribucién de depredador
y presa es aleatorio en el espacio.

u(0)

160 L
140

120

100

0.32

50 100 150

Figura 5.2: Patron espacio temporal para la variable u en el instante t=0
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)

180
160
140
200

100

B &8 8 8

50 100 150

Figura 5.3: Patron espacio temporal para la variable v en el instante t=0

En primer lugar, se ha estudiado la bifurcacién de Turing, la cual, obser-
vando la gréfica (5.1) se da para valores de S menores que 0.95, por ello la
simulacion se ha realizado para S =0.6.
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B & 8 8

u

0.3119896
180

0.3119895
160

0.3119894
140

0.3119893
120

0.3119892
100

0.3119891

0.311989

0.3119889

0.3119888

0.3119887

50 100 150

Figura 5.4: Patron espacio temporal para la variable u en el instante t=>50

v
0.1247964
180
160 0.1247963
140
0.1247962
120
100 0.1247961
0.124796
0.1247959
0.1247958
50 100 150

Figura 5.5: Patron espacio temporal para la variable v en el instante t=50

B & 8 8
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A pesar de que en el instante T=>50 se puede apreciar el comienzo de la
aparicion de patrones, cuando la simulacion continia la distribucion espacial
se vuelve plana consumiendose por completo la poblacion de las presas.

u
180 0.312000000000(
160 0.312000000000(
140
0.312000000000(
120
100 0.312
80
0.311999999999¢
60
40 0.311999999999¢
20
0.311999999999¢
50 100 150

Figura 5.6: Patron espacio temporal para la variable u en el instante t=450

En segundo lugar, se ha simulado para Sr=0.9, demostrandose que si el
valor de S es més préximo al de la bifurcacién de Turing si aparecen patrones.
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S e ST B

; 0.252000000002!
180 0.252000000002
160 0.252000000001!
140 0.252000000001
120 0.252000000000!

100 0.252
0.251999999999!
0.251999999999
0.251999999508!
0.251999999908
0.251999999997!

50 100 150

Figura 5.7: Patron espacio temporal para la variable u en el instante t=450

v
0.151200000000!
b’ 0.151200000000«
160 0.151200000000!
140 0.151200000000;
120 0.151200000000°
100 0.1512
0.151199999999¢
0.151199999999
0.151199999999
0.151199999999¢
0.151199999999!
50 100 150

Figura 5.8: Patron espacio temporal para la variable v en el instante t=450

B & 8 8
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A continuacion se ha simulado con S=1.1 que representa un punto entre
la bifurcaciéon de Turing y la de Hopf. Después, S=1.16 que es un punto entre
Sy v Sw y por ultimo S = 1,2 > Sy

Figura 5.9: Patron espacio temporal para la variable u en el instante t=450
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0.3

0.25

0.2

0.05

50 100 150

0.25

0.15
0.1

0.05

Figura 5.11: Patron espacio temporal para la variable u en el instante t=450
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Estos patrones son desde punteados hasta a rayas, existiendo patrones

que son combinaciéon de ambos. De hecho, cuanto mayor es el valor de S
menos estructuras rayadas aparecen y méas punteados son los patrones. Esto
se debe a que la bifurcacién de onda rompe tanto la simetria temporal como
la espacial y esto hace que sea mas dificil la aparicion de patrones mas com-
plejos.
Este hecho plantea que cuanto mayor es el ratio de captura, mas separadas
estan las presas lo que realimenta este funcionamiento facilitando la depre-
dacién y reduciendo la densidad de poblacion presa. Mientras que cuando el
ratio de captura es menor, las presas se organizan en grupos mas compactos
y mas grandes lo que dificulta la actividad de las presas.

5.5. Conclusiones

Después de realizar las simulaciones, la conclusién més interesante que se

obtiene es la relacionada con el comportamiento de las presas. En todos los
patrones se ve como se disponen de forma organizada conformando grupos
cada vez mas pequenos a medida que aumenta el ratio de captura. Por tanto,
en relacion con las bifurcaciones, antes de llegar a la linea de Turing en la
grafica, las presas se organizan formando franjas mas alargadas de las que
forman en la zona entre Turing y Hopf. En la zona entre las bifurcaciones de
Hopf y Onda los patrones empiezan a ser mixtos mezclando zonas rayadas con
zonas punteadas, hasta que finalmente cuando el valor del ratio de captura
es mayor al asociado con la bifurcacién de onda los patrones son punteados.
En cuanto a la dependencia del sistema frente a las condiciones iniciales se
observa que tras unas pocas iteraciones el comportamiento es distinto pero
a largo plazo, los patrones que aparecen son los mismos.
Estas deducciones tienen importantes aplicaciones en el mundo de la biologia
ya que conociendo la distribucion de las distintas especies se puede intervenir
en su actividad protegiendo, por ejemplo, especies en peligro de extincién o
controlando el crecimiento de plagas. La importancia de estos estudios se
puede ver en [47], [48], [49].
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Capitulo 6

Conclusiones y lineas futuras

6.1. Conclusiones

Teniendo en cuenta todo lo expuesto a lo largo de este trabajo, se pue-
de concluir que la relevancia del estudio de patrones en sistemas de reac-
cién-difusion es fundamental no solo para comprender el funcionamiento de
infinidad de procesos naturales sino para que gracias a los conocimientos
adquiridos se pueda alcanzar un gran desarrollo en el futuro en una gran
diversidad de areas como pueden ser la ingenieria, la medicina, la ecologia,
la fisica o la quimica.

A lo largo de este estudio y gracias a la revision de diversos articulos sobre el
tema se ha elaborado una lista de condiciones necesarias en relaciéon con los
autovalores (traza y determinante) de la matriz Jacobiana del sistema que
se deben cumplir para que se den los distintos tipos de bifurcaciones. Este
analisis general es de gran utilidad ya que permite conocer el valor necesario
de los distintos pardametros del sistema para que se den un tipo de bifurcacién
u otra. Esto permite poder intervenir en los sistemas, modificando su com-
portamiento segun las distintas necesidades o los objetivos que se busquen.
En segundo lugar, como se puede ver en el Capitulo 3 se ha realizado una
valoracion sobre los distintos métodos de discretizacion escogiendo el mas
adecuado para este tipo de problemas. Para ello se han comparado las carac-
teristicas de cada uno de los métodos decidiendo por motivos como el coste
computacional o la estabilidad numérica.

Siendo el método de lineas el seleccionado para llevar a cabo la discretizacion
espacial y temporal se ha programado en MATLAB el cédigo necesario tanto
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para discretizar los sistemas de estudio como para dibujar los patrones. Estos
programas se han elaborado de manera individualizada para cada uno de los
problemas que se han estudiado. Ademads, en primer lugar se ha escrito el
cédigo para una variable espacial y tras comprobar el correcto funcionamien-
to del mismo, se ha adpatado el cédigo para dos variables espaciales.

Por ltimo, se han ejecutado varias simulaciones variando las condiciones
iniciales y/o el valor de los pardmetros del sistema con la finalidad de obte-
ner la solucion numérica y poder dibujarla para estudiar los patrones. Estos
han sido finalmente evaluados en el contexto correspondiente a su proble-
ma obteniendose como conclusiones para el primer problema estudiado en el
Capitulo 4 el comportamiento de los reactivos en el reactor de flujo continuo
sin ajitacion. De ellas destaca la capacidad autocatalitica que muestran los
sistemas cuando se encuentran en puntos cercanos a la bifurcaién de Hopf.
En cuanto al segundo problema, estudiado en el Capitulo 5 la conclusién mas
relevante es la del comportamiento de las presas ante el aumento del valor del
parametro S, ratio de captura, las cuales muestran cada vez formaciones més
reducidas espacialmente, mientras que cuando el ratio de captura es bajo,
las presas muestran una organizacion espacial en la que los grupos son mas
numerosos y en forma de lineas.

En vistas de todo ello, se puede concluir que los patrones dan una gran can-
tidad de informacién con respecto al comportamiento de las dos especies que
estan interactuando, y que este comportamiento se puede modificar variando
los parametros del sistema. Es por esto que realizar este estudio en otros
sistemas de reaccion-difusién puede aportar nueva informacion con respecto
al comportamiento de las especies involucradas.

6.2. Lineas futuras

Una de las limitaciones de este trabajo es el hecho de que solo se ha
aplicado el analisis general a dos problemas concretos. Es por ello, que una
de las actividades que es posible llevar a cabo en el futuro es estudiar otros
problemas cuyo modelo mateméatico se corresponda con el de los sistemas de
reaccién difusién. Solamente haciendo eso serd posible alcanzar nuevas for-
mas de desarrollo en los campos ya mencionados anteriormente.

Otra de las posibles mejoras que se podrian llevar a cabo es la programacion
de un método de resolucion especifico para el problema que se esté estudiando
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en lugar de utilizar el método de Euler. Esto reduciria el tiempo de célculo,
permitiendo que fuera posible llevar a cabo un mayor nimero de simulaciones
lo que ampliaria el conocimiento sobre los sistemas.

En dltimo lugar, este estudio no es posible sin el modelado matematico de
comportamientos naturales, por lo que a medida que avance el conocimiento
en cuando al modelado de estos sistemas se alcanzaran también mayores po-
sibilidades de estudio de los patrones asociados a estos sistemas, pudiendose
asi estudiar un mayor ntimero de fenémenos de la naturaleza.
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