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1. Problemas de Termodinamica

1.1- La ecuacién fundamental de un gas ideal monoatémico semiclasico es:

1 (VY (4zmuY""?| SNk

donde kg es la constante de Boltzmann, h es la constante de Planck y m es la masa de cada atomo.
a) Calcule las ecuaciones de estado del gas y la capacidad calorifica a volumen constante.
Solucién:

Esta ecuacion se obtiene a partir del formalismo de la Fisica Estadistica en la seccién 5.2 del curso de
teoria, realizando las cuentas en el conjunto canénico, bajo las suposiciones de campo externo nulo,
energia potencial intermolecular nula (gas ideal) y energia potencial intramolecular nula (monoatémico).
Las paredes del recipiente se limitan a mantener el gas encerrado en un reciento de volumen V. Se
denomina ecuacién fundamental porque es la expresion de un potencial termodindamico, en este caso la
entropia, S, en términos de sus variables naturales: la energia interna, U, el volumen, V, y el nimero de
entidades elementales independientes (d&tomos) del gas, N.

Primero, hagamos adimensional la entropia del gas dividiéndola entre kg y expandamos la ecuacién
fundamental para realizar los calculos de forma més comoda usando las propiedades de los logaritmos:

SWYN) SN ayin ()4 Nin(v)-Nin (V) + 3N (azm)+ Vi (0) -V may) @2)
k, 2 2 2 2
Entonces, la Ecuacion Energética de Estado (EEE) es:

o|S/k
lz(a_sj — iz M :3_Nl=3_N = U=3—NkBT:3—nRT (1.3)
T \oUu), k,T ou 2U0 20 2 2

donde se ha usado que la cantidad de sustancia, n, se define como el cociente entre N y el nimero de
Avogadro, Na, y que kg se relaciona con N, a través de la constante molar de los gases, R, como:

R
Ky =— 1.4
=N (14)

Por su parte, la Ecuacion Térmica de Estado (ETE) es:

o[s/k
3=(a—sj S Y | RV S pV =Nk,T =nRT (1.5)
T oV )y, kT v ) TV

conocida como la ecuacién de Clapeyron de los gases ideales!.

De la EEE y la ETE se obtiene la llamada ecuacién de Bernoulli:

1 No confundir con la formula de Clapeyron, que representa la pendiente de la curva de coexistencia entre fases para

d L
un cambio de fase entre un estado 1y un estado 2 con un calor latente molar Lm: @b _ —_—.
dT T(Vm,z - Vm,l )

m
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2
Nk,T==U
53 = szgU (1.6)

Nk, T =pV

Finalmente, la Ecuacion Material de Estado (EME) es:

o|S/k
a(osy e [ASD)5 gy () n(w) e L] B n(an)
T \oN),, k,T oN 2 N| 2
. uyv (1.7)
+§1n(mU)— 51n(3N)+ﬂ3i
2 2 2 3N
1V (4zmu )"
=—k,Tln| —— 1.8
H B l:h3 N( 3N j :| (1.8)
Sustituyendo la EEE en la EME, se obtiene que:
,uz—kBTln{%K(ZﬂkaT)w} (1.9)
h’ N
y, a su vez, sustituyendo la ETE en la ecuacidn (1.9), se tiene que:
27m)”"* (k,T )"
/u:—kBTln[%( 7m) " (ksT) (1.10)
h p
La capacidad calorifica a volumen constante, Cy, se define como:
c, z(ﬁj :(5_[]} (1.11)
or ),y \oT ), ,
Para ver la relaciéon de esta funcion respuesta con la segunda derivada de la entropia, notemos que:
0°[S/k
{Mj ZE(L] HA)E) - H (1.12)
ou . U\ k,T ), ky\ T°)\oU ),  k,T°\C,
y, usando la ecuacién (1.3):
*[S/k
[8/k ] /ZB] _ O (3N _3NF 1 (1.13)
ou ou\2u ),, 2\ U
V,N ’
Agrupando las ecuaciones (1.12) y (1.13), y usando la EEE, se obtiene que:
2
)= 2 _1 ~U* = 2 _1 - (ENkBT :ENkB 3R (1.14)
3N k,T 3N k,T"\ 2 2 2

resultado que coincide con el que se obtiene si directamente aplicamos el resultado de (1.3) ala definicién
de Cy, ecuacion (1.11):
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a[”m}

5 B

CV:@_LT,J :Za—T :%kg (1.15)
V.N

V,N

b) Encuentre la funcién de Massieu, calculando a partir de ella las ecuaciones de estado y
comprobando que coinciden con las obtenidas a partir de la entropia.

Solucién:

La funcion de Massieu, 1, se puede obtener a partir de S como la transformada de Legendre de S respecto

de U:
N 3N/2
W:S—%Uszlnlii(Vj [4’"’”]] }rNkB (1.16)

B\ N 3N

que, reescrita en funcién de las variables naturales de 1, es decir, en términos de (—,V,N es:

N
w=k, 1{%(%} (2zmk,T)""* ] + Nk, (1.17)
donde hemos hecho uso de la EEE. La ecuacion (1.17) coincide con la expresion (5.9) que se obtiene en
la secciéon 5.2 del curso de teoria, donde también se obtienen las tres ecuaciones de estado a partir de
ella. Se deja para el lector comprobar que las expresiones (1.3), (1.5) y (1.9) coinciden respectivamente
con las expresiones (5.10), (5.11) y (5.12) del curso de teoria.
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1.2- Un modelo semiclasico sencillo de un sélido cristalino aislante ideal monoatémico, en el que se
supone que los N atomos efectian oscilaciones armoénicas en torno a su posicion de equilibrio en la red,
tiene por ecuaciéon fundamental:

el
S(U,N)=3Nk, ln[3Nth (1.18)

donde h es la constante de Planck, f, es una frecuencia caracteristica de vibracion de los &tomos en la red
y no se tiene en cuenta el volumen del sistema (este modelo no puede dar cuenta de la dilatacién del
sistema). Repita los apartados del ejercicio anterior para este modelo.

Solucién:

Esta ecuacion se obtiene a partir del formalismo de la Fisica Estadistica en la dltima seccion de este texto,
llamada Mds problemas para entrenarse, realizando las cuentas en el conjunto canénico, bajo la suposicion
de no considerar el volumen del sistema en el modelo de realidad, por lo que no aparece como variable.

Primero, hagamos adimensional la entropia del cristal dividiéndola entre kg y expandamos la ecuacion

fundamental para realizar los calculos de forma mas comoda usando las propiedades de los logaritmos:

ki=3N+3Nln(U)—3n1n(31v)—3N1n(hf0) (1.19)
B

De aqui, se obtiene la Ecuacién Energética de Estado (EEE) como:

o[S/k
1 _[als/k] 3N L y—ankT (1.20)
kT | ou U

Al no haber volumen del sistema, no se puede obtener la Ecuaciéon Térmica de Estado (ETE) a partir de
este modelo de realidad. Si que se puede calcular la Ecuacién Material de Estado (EME) como:

_@%Z(—a[;\fd]u =3+31n(U)—[31n(3N)+3N31N}—31n(hf0)=lnH3NL;U%} ] (1.21)

de donde haciendo uso de la EEE se obtiene que:

kT |
ﬂ:—kBTlnH hfj J (1.22)

Por su parte, la capacidad calorifica a volumen constante, Cy, vendra dada por:

C =(6—Uj =3Nk, =3nR = CVm=C—"=3R (1.23)
oT ),

14
n
conocida como la ley de Dulong-Petit.

Esto también se puede ver en la expresion (1.19), donde al hacer tender la temperatura al cero absoluto,
la entropia no tiende a cero como indica el Tercer Principio de la Termodinamica, sino que diverge:

ki=3N+3N1n(3NkBT)—3N1n(31v)—31v1n(hf0) = lim S=—» (1.24)

T—0K
B

10
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hfy

B

Por ello, existe una cierta temperatura caracteristica T = por debajo de la cual el modelo semiclasico

ek

de cristal no es valido ya que da lugar a entropias negativas:

S _anin| BT | sy 3Nln( j (1.25)
k, 3Nhf, [hf/ ]
>0si T>T
§$={=0si T=T" (1.26)

<0 si T<T" — Elmodelonoescorrecto

Anélogamente, la expresion (1.22) quedaria en funcién de T :

T 3
,u:—kBTln(LT*} ] (1.27)

La funcion de Massieu, 1, se puede obtener a partir de S como la transformada de Legendre de S respecto
de U:

1 el
=S-=U=3Nk,In
YT g {31\1}1

_ 3Nk, =3Nk, In| —2 (1.28)
3Nhf,

0

que, reescrita en funcién de las variables naturales de 1), es decir, en términos de (?,V,N es

k,T
w =3Nk, ln[ % } (1.29)

0

El calculo de la ecuacion (1.29), junto con las dos ecuaciones de estado que se obtienen a partir de ella,
en el conjunto candnico pueden verse en la Gltima seccidn de este texto: Mds problemas para entrenarse.

11
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2. Problemas de Teoria Cinética de
los gases ideales

2.1- La densidad del amoniaco a 1.04 atm y 20 °C es 0.736 kg-m3. Sabiendo que estd compuesto de
nitrégeno e hidrégeno, cuyas masas atdmicas relativas son 14 y 1, respectivamente, deducir su férmula
molecular.

Solucidn:
A partir de la definicién de masa molar (masa m= pV dividida entre cantidad de sustancia n) y de la ETE

del gas ideal (pV =nRT ), se obtiene que:

v =PV _pRT/p) _ pRT 2.1
n n p

y sustituyendo los valores para el caso de este problema, se tiene que:

5 (8.3145]-K"-mol™)(293.15K)
105378Pa

M =0.736kg'm =0.017kg-mol* =17 g-mol* (2.2)

La masa molecular relativa de un compuesto, A, coincide con el valor numérico (sin unidades) de la masa
molar, M, cuando ésta es expresada en g-mol-l. Entonces, si la formula de la molécula de amoniaco es
N, H,, se puede escribir que:

A =yA (N)+zA (H)=14y+z=17 (2.3)

Como y y z han de ser ndmeros naturales, la Unica posibilidad es que y = 1 y que z = 3, lo que conduce a
que la formula quimica del amoniaco sea NH,.

2.2- Se sabe que en un cristal de cloruro sédico la malla elemental es un cubo cuya arista mide 5.63 A
(1A =109 m) a la temperatura de 20 °C, y que contiene cuatro atomos de cloro y cuatro de sodio. La
densidad del cloruro sédico a esa temperatura es 2.1632 g-cm-3. Las masas atémicas relativas del
cloro y del sodio son, respectivamente, 35.457 y 22.997. Calcular la constante de Avogadro.

Solucién:

El volumen de una celda (ctbica) de la malla elemental es a®, mientras que el volumen de 1 mol de celdas,
es decir, de 1 mol de cristales de cloruro sédico sera:

V=N,d’ (2.4)
La masa por mol de celdas es:

M=NM.,+N, M, (2.5)

13
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donde N,=N,, =4 es el nimero de idtomos de cada elemento por celda y M, =35.457g-mol'y
M, =22.997g-mol" son las masas molares del cloro y del sodio, respectivamente. Esta masa debe
coincidir con:

M=pV =pN,da’ (2.6)
de donde se obtiene que:

N.M.,+N, M ) . -mol™
N - M _NgMg+Ny My, _ 435457 +22.997)g -mol —6.06.10% mol” @27

A od’ pa’ (2.1632g.cm'3)(5.63-10_8 )3 cm’

2.3- La densidad del helio a 0 °C y 760 mmHg es de 0.1785 g-L-1. Estimar la distancia media que separa
los centros de las moléculas.

Solucién:

En primer lugar, calculamos el volumen molar, V_, a partir de la ETE del gas ideal para la situacion del

problema:

V _RT _(8.3145] mol” -K™")(273.15K)
n p 101325Pa

pV=nRT =V = =22.4-10"m’ -mol™ (2.8)

Suponiendo las moléculas puntuales, la distancia media de separacién entre ellas, d, sera del orden de:

v " (224107 m® -mol? )’ :
d~[_m] :[ : ] =3.34-10"m=33.4A (2.9)

N 6.022:10% mol™

A

2.4- Calcular el nimero de moléculas que hay en un cubo de 1 mm de lado en un gas a 300 K cuando la
presion es de 10-3 mmHg.

Solucién:
De la ETE del gas ideal se obtiene directamente que:

pV _ (0.133Pa)(10°m’)
k,T (1.381-10%J-K)(300K)

pV =nRT =Nk,T = N = 21-10" (2.10)

2.5- Las bombas de vacio modernas permiten alcanzar una rarificaciéon de hasta 4-10-15 atm a 300 K. Hallar
el nimero de moléculas de un gas en 1 cm3 y estimar la distancia media entre ellas a esa presion.

Solucién:

De la ETE del gas ideal se obtiene directamente que:

pV _ (4.053107'°Pa)(10°m*)

pV =nRT =Nk,T = N = ——
k,T (1381107 ]-K')(300K)

9.783-10* (2.11)

14
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Suponiendo las moléculas puntuales, la distancia media de separacién entre ellas, d, sera del orden de:

1/3 6 3 \/3
d-[ V) o[22 ™ 1 517010 m (2.12)
9.783-10

2.6- Sean las coordenadas esféricas cuya relacion con las cartesianas viene dada por las ecuaciones:
x = r-sen@-cos@; y = r-senf-seng; z = r-cos6. La diferencial del angulo sélido del eje definido por (6, ¢)
es: d2=sen6-d6-de.

a) ;Qué fraccion de las moléculas de un gas tienen velocidades cuya direccién corta el drea limitada por
el cono de dngulo sélido 8 = 45°, AG = 0.05 rad, ¢ = 30°, Ag= 0.05 rad?

Solucién:

Si A@ y Ag son pequeiios y teniendo en cuenta la isotropia del gas, se puede aproximar la fracciéon de

moléculas del gas cuya direccién corta el area limitada por el cono de angulo s6lido como el cociente de
dicha area entre el area que abarcaria el &ngulo s6lido para toda la esfera:

%z i AQ _ :sen(elAe-Agp (243)
["sen(6)d6][ " do %
Por lo tanto:
sen(”/, 1-0.05-0.05
AN (A) ~1.41.10" (2.14)

N Y4

b) Calcular el nimero de moléculas en 1 mol de gas cuyas velocidades estan en un angulo sélido definido
por 6=30°% A0=Ap=1".

Solucion:
Como antes, la fracciéon de moléculas seria:

AN _ Se“(%)'(%48000)'(%48000) _9.35.10-2 (2.15)
N 4r

y como en 1 mol el nimero de moléculas es igual al nimero de Avogadro:

AN =(9.35-107")(6.022-10*)=5.63-10" (2.16)

15
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2.7- Se tiene una burbuja de aire esférica, de radio 0.1 mm, a 1 atm y 300 K. Sabiendo que la masa molar
media del aire es de 28.97 g-mol-! y que la celeridad media de las moléculas de un gas de masa molar M a
temperatura T es <v> = (8RT/mM)1/2;

a) ;Cudl es la frecuencia promedio de choque con las paredes por molécula de aire?

Solucién:

En primer lugar, calculamos cuanto es el valor medio del médulo de la velocidad de las moléculas, <v>,
para la situacién del problema:

-1 -1
voe |8RT _ [8(8:3145]-K _3mol )(3100}()=468.25m's‘1 (217)
M 7(28.97-10” kg-mol ™)

Usando la definicién de la densidad de flujo molecular, 17, como nimero de moléculas que colisionan por
unidad de superficie y por unidad de tiempo, la frecuencia promedio de colisién por molécula se calcula
como:

AS 1N AS 1 AS 1 4zr* 3 <v>
N—=——<V>—=—<V>—=—<V> =— (2.18)
N 4V N 4 V 4 4 5 4 r

gﬂ'r

y sustituyendo valores:

n%—%“ﬁ:%%?gii’s_l ~3.5.10%"! (2.19)
b) ;Cuantas moléculas de aire hay en ella?

Solucién:

Porla ETE del gas ideal, se obtiene que:

v p (101325Pa)£7z(10'4m)3
-3 - 3 -1.02-10" (2.20)

pV =nRT =Nk,T=N=L"— - 3
kT kT  (1.381.107J.K)(300K)

2.8- A 273.15Ky 1 atm, la densidad del aire es 1.293 kg-m-3. Calcular, en esas condiciones, el nimero de
choques de las moléculas de aire durante 1 s sobre 1 mm2 de pared, si la celeridad media de las moléculas
de un gas de masa molar M a temperatura T es <v> = (8RT/mM)1/2.

Solucién:

A partir de la definiciéon de masa molar (masa m = pV dividida entre cantidad de sustancia n) y de la ETE
del gas ideal (pV =nRT ), se obtiene que:
T

R
= (2.21)

yo PV _pRT/p) pRT ~_ p
n n p P

y calculamos cuanto es <v > para la situacion del problema:

<vs= 3P 8(101325Pa_)3 -446.71m-s" (2.22)
zp  \ 7(1.293kg-m™)

16
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Entonces, por la definicién de 7, el numero de colisiones es:

-1 -6 2
nASAt=%%<V>A5At=li<v>A5At=(101325Pa)(446'71m s7)(10° m*)(1s)

4 k,T 4(1.381-10%]-K*)(273.15K)

=3.00-10"" (2.23)

2.9- En un recipiente de capacidad V = 3.6 L se hace el vacio hasta p = 0.001 mmHg. Este recipiente queda
en un ambiente a T=300 Ky po =1 atm, y por tener un pequeiio orificio la presién aumenta en 10 horas
hastaserde p’=1 mmHg. Sabiendo que la masa molar media del aire es de 28.97 g-mol-1, y que la celeridad
media de las moléculas de un gas de masa molar M a temperatura T es <v> = (8RT/mM)'/2, calcular el area
del orificio.

Solucién:

Asumamos que el orificio es suficientemente pequefio como para que solo entren moléculas desde fuera
hacia dentro del recipiente, de forma que ninguna molécula sale hacia fuera. La diferencia entre las
moléculas que hay dentro del recipiente después de At = 10 horas, N, y las que habia en el instante inicial,
N, serd igual al nimero de moléculas que han chocado con la superficie del orificio, AS, en dicho intervalo
de tiempo, At. Luego, usando la ETE del gas ideal:

p'V_pV

- kT kT "
N'—NZUASAt:ASZN N: B B :ﬂp p | tM
it 1y JSRTM At p, \2RT

4 k,T\ =M

(2.24)

y se obtiene que:

=1.12-10"%m?>  (2.25)

2(8.1345]-K™* -mol™)(300K)

~2(3.6-10°m?*) (133-0.133)Pa 7(0.02897kg-mol ™)
10-3600s 101325Pa

2.10- Un haz paralelo de moléculas de nitrégeno (de masa molar 28.01 g-mol-),
que se desplaza a una celeridad v = 400 m-s-, incide sobre una pared formando un
dngulo 6 = 30° con su normal. La concentracion de las moléculas en el haz es N/V =
0.90-101 cm-3. Hallar la presién que el haz ejerce sobre la pared, suponiendo que
las moléculas chocan eldsticamente con la pared y que el angulo de incidencia y el
de reflexion son iguales.

Solucién:

El haz esta formado por moléculas que tienen el mismo vector velocidad, por lo que se trata del problema
mecanico asociado a la presion del gas. Como la masa de una moléculaes M /N, :

-1
p=2%ﬂv2 C()52(0)=20.02801kg mol

N 077107 o (09107 m?)-(400m-s” )'-cos?(30°)=100468Pa  (2.26)
A . : mo

17
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2.11- Calcular la presidn de vapor para el sodio (de masa molar 22.997 g-mol-1) a 261 °C, sabiendo que a
través de un pequeinio orificio de 0.25 mmz2 de area, practicado en la pared de un balén conteniendo sodio
liquido en equilibrio con su vapor, pasan 6.2:10* g de sodio en 2 horas. La celeridad media de las
moléculas de un gas de masa molar M a temperatura T es <v> = (8RT/mM)1/2.

Solucién:

La presion de vapor es la debida a las moléculas que “colisionan” contra la superficie del orificio (en
realidad la estan atravesando) en el intervalo de tiempo mencionado. Por ello, la masa que pasa por el
orificio sera el producto del nimero de moléculas que colisiona contra él, JASAT , por la masa de cada

molécula M /N, :

-4
aSAT M _62.10% g = 50210 8N, (2.27)
N, MASAT
7 23 -1
. (6.2-107 kg)(6.022-10% mol ™) —0.02.10% mte-t (2.26)

" (22.997-10 7 kg-mol )(2.5-10” m 2)(7200s)

Sabiendo que <v > para la situacién del problema es:

-1 1
e [8RT _ [8:(8.3145] K rr_1301 )(53.4_;1.1510:701_27m.s_1 (2.29)
™ 7-(22.997-10° kg -mol™)

se puede despejar de la definicion de 5 la presion de vapor:

n=1—<v>=%—<v> = p=2TN (2.30)

Sustituyendo:

pe 4-(1.381-10%J-K")(534.15K)(9.02-10" m?*s™)

= =0.38Pa (2.31)
701.27m-s

2.12- Se estima que la presién de vapor de la plata (de masa molar 107.87 g-mol-1) a 2000 Kes 170 mmHg.
Calcular la masa total de las moléculas de plata que chocan durante 1 s contra una porciéon de 1 cm? de
las paredes de un recipiente conteniendo plata en equilibrio con su vapor a dicha temperatura. La
celeridad media de las moléculas de un gas de masa molar M a temperatura T es <v> = (8RT/mM)1/2.

Solucién:

De nuevo, la masa total de las moléculas que colisionan contra la pared de un recipiente en un tiempo
dado debido a la presion de vapor de dicha sustancia viene dada por:

oASAT M AN asar ML _IPM o AsAT (2.32)
N, 4 4 RT

A A

Sabiendo que <v > para la situacién del problema es:

. . _1. -1-
v |8RT _ [8:8.3145]K r_?ol 20(?101{ 626.55m-s" (2.33)
™M 7:107.87-10” kg-mol
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se tiene que:

-3 -1
pasaT M _122665Pa 1071'87 101 kg'mol” ¢ 6.55m-s7-10“m21s=2.30g (2.34)
N, 4 83145)-K -mol’-2000K

2.13- Para un gas en determinadas condiciones, el recorrido libre medio es A = 0.01 mm. En un mol de
este gas, ;jcuantas moléculas existen que posean un recorrido libre superior a 0.02 mm?

Solucién:

El nimero de moléculas con un recorrido libre medio superior a una cierta distancia x viene dado por la
ecuacion de supervivencia:

N(x>/1)=N0ei%1 =nNAei% (2.35)

En un mol de gas, n = 1 mol, por lo que:

—0.02mm

N(x=0.02mm>1=0.01mm)=6.022-10% ¢ oot —6,022-10% - =8.15-10%  (2.36)

2.14- El recorrido libre medio de las moléculas de un cierto gas es: A =3-10-2 cm. En un mol de este gas:
a) ;Cuantas moléculas hay cuyos recorridos libres sean mayores que x1 = 4:10-2 cm?

Solucién:

De nuevo, se tiene que, seglin la ecuacion de supervivencia, el ndmero de moléculas pedido para un mol
de gas es:

N(x=4-10"cm>1=3-10"cm)=6.022-10" €5 =159.10% (2.37)
b) ;Cuantas moléculas hay cuyos recorridos libres estén comprendidos entre x1 y x, = 8:10-2 cm?
Solucidn:

En este caso, el valor pedido es la diferencia entre el nimero de moléculas cuyo recorrido libre es mayor
que x1 menos el numero de moléculas cuyo recorrido libre es mayor que x2:

N(x,<x<x,)=N(x,)-N(x,)=6.022-10" -(e% —e’%)=1.17.1023 (2.38)

2.15- Un recipiente contiene nitrégeno (de masa molar 28.01 g-mol-!) a la temperatura de 27 °C y
10-6 mmHg de presién. El radio medio de la molécula de nitrégeno es 1.88 A. Partiendo del niimero de
recorridos libres que realiza una molécula en un minuto (60 s), calcular:

a) Cuantos de estos recorridos libres son mayores que el recorrido libre medio.

Solucién:

En primer lugar, calculamos el recorrido libre medio A para la situacion del problema:
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1 kT (1.381-10%]-K")(300.15K)
V2(NV)o 2:p-4xr’ V2:(1.33:107 Pa)-47-(1.88-10 ™" m)

~=49.618m (2.39)

donde se ha hecho uso de la ETE del gas ideal y de que la seccion efectiva de colisién es o= 7[(27‘)2. La

velocidad cuadratica media de las moléculas en el gas es:

-1
v = /3RT _ 3 (8.3145] Ii )(300.%151() 517,00 m.s" (2.40)
M 28.01-10" kg-mol

La frecuencia de colision es:

v 517.00m-s™

f_ rms __
c

=10.420s" (2.41)
A 49.618m

El niimero de recorridos libres coincide con el niimero de colisiones, que en un minuto es:

N_ ¢ = f.(60s)=625 (2.42)
La probabilidad de no haber colisionado en una distancia x'<x:

Pr(no haber colisionado enx'<x)=P, (x)= e (2.43)

sup

El namero de recorridos libres mayores que A serd el producto del nimero de colisiones por la
probabilidad de supervivencia en una distancia menor o igual que A, es decir,

N (x2A)=N_g, P, (x=2)=N_g,-e" =230 (2.44)

b) Cuantos son menores que el recorrido libre medio.
Solucién:
La probabilidad de si haber colisionado en una distancia x’'<x sera:

Pr(si haber colisionado en x’ <x)=1-Pr(no haber colisionado enx'<x)=1-P, | (x) (2.45)

El nimero de recorridos libres menores que A serd el producto del nimero de colisiones por la
probabilidad de si haber colisionado en una distancia menor o igual que A:

sup

N (X <A)=Ngos [ 1=Poy (A) | =N, g, -(1-€7) =395 (2.46)

¢) Cuantos estan comprendidos entre el recorrido libre medio +1 m.
Solucién:

La probabilidad de colisionar en una distancia x’ tal que x, <x'<x, esla diferencia entre la probabilidad

de haber colisionado en x'<x, yla de haber colisionado en x'<x:
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Pr(haber colisionado enx'<x,)=1-P, (x,)

sup

Pr(haber colisionado enx'<x,)=1-P,_ (x,) (2.47)

sup
Pr(habercolisionadoentrexlyxz)z[l—P (Xz):|—|:1—P (xl)JzP (x,)—P,,(x,)

sup sup sup sup

El ndmero de recorridos libres contenidos entre (A - 1 m) y (A + 1 m) sera el producto del nimero de
colisiones por la probabilidad de haber colisionado en una distancia entre (A-1m)y (A + 1 m):

A-1 A+1
N (A=1m<x<A+1m)=N, g [ Py (%)= Pay (%,) ] =N, g0, -Eei —e*) =9 (2.48)

d) Cuantos son exactamente iguales al recorrido libre medio.
Solucién:

El niimero de recorridos libres iguales al recorrido libre medio es 0, porque estamos considerando una
funcion densidad de probabilidad continua para las velocidades de las moléculas, luego solo tiene sentido
hablar de la probabilidad entre dos valores y nunca en un valor perfectamente definido.
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3. Problemas de Principio de Maxima
Entropia (PME)

3.1- Se lanza muchas veces un dado “honesto”. De acuerdo con el PME, ;cuales son las probabilidades
mas adecuadas que debemos asignar a cada uno de los posibles resultados de lanzar el dado {1,2,3,4,5,6}
en esta situacion? ;Cual es el valor medio de la puntuacién del dado? ;Cual es la ignorancia asociada a
este experimento? ;Cual es la incertidumbre que debemos asignar al resultado del experimento, es decir,
cuanto valen las fluctuaciones absolutas y relativas en torno a su valor medio?

Solucién:

Esta situacion se corresponde a la de un dado “no trucado” u “honesto” del cual no se sabe nada mas. Por
ello, para inferir las probabilidades de cada resultado de lanzar el dado aplicando el PME se debe

6
maximizar la funcién entropia de informacion, I = —kz p; ln( p; ) sujeta a la ligadura de normalizacién de
i=1

las probabilidades (tnica ligadura en este caso):
>p =1 (3.1)

mediante el método de los multiplicadores (A1) de Lagrange:

L=—kz6:pl. ln(pl.)+/11(26:pi—1J (3.2)

i=1

oL A a1
0= — =—k|In(p,)+1|+4, = In(p,)=-L-1| = p=er == 3.3
(apl JP/‘¢P,‘ A [ (pl) :| ﬂul (pl) [ k j pl A ( )
E®
siendo A™" =e'* /. Entonces, sustituyendo en la ligadura (3.1):
& &1 18 1 1
=1 = —==>1==6=1 = A=6 = p == 3.4
2P 24 axt P (3:4)
obteniendo que la probabilidad de que el resultado de lanzar el dado sea uno de los posibles valores de
sus caras es la misma para cualquiera de ellas e igual a ! =1. Esto era de

numero de caras del dado (©2) 6

esperar, ya que, en ausencia de informacidn, por el Principio de Indiferencia los sucesos elementales del
experimento (lanzar el dado) deben ser equiprobables.

El valor medio es:

&1 6(6+1) 21

<1>—Zp 1=—(1+2+3+4+5+6)_ Z " =3.5 (3.5)
i=1 =1
donde se ha hecho uso de la férmula de la suma de los primeros términos de una progresion aritmética
Z":i _n(n+1)
=R
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El valor de la entropia de informacién (o ignorancia) asociado a este experimento sera el mayor posible:
6
I=-k) p,In(p,)=kIn(Q)=kIn(6)=k1.79175947... (3.6)

i=1

En Fisica Estadistica, se suele tomar la desviacién estandar (o tipica) de una variable aleatoria como
medida de sus fluctuaciones. Dicha desviacion estandar es la raiz cuadrada de la varianza de la variable,
la cual se define como:

(a1) ={(i=@)") = ()=o) (37)

y es una medida de la anchura de la distribucién de probabilidad (o incertidumbre) de dicha variable.
Calculando <i2>:

6 6
<i2>:Zpi-i2:%(1+4+9+16+25+36)— Z =%@ 961—1516 (3.8)
i=1 =1

donde se ha hecho uso de la férmula de la suma de los cuadrados de los primeros niimeros naturales

iznlliz =w. Entonces:
<i2>—<i>2:2—(£)2=2—(ZJZ—35—2 916 (3.9)
6 6 6 \2 12
de donde se obtiene que las fluctuaciones absolutas son:

A= /%:1.707825127... (3.10)

.. [gs
AT 21%2 =0.487950036... (3.11)
W 2

es decir, de casi el 50% del valor medio.

Las fluctuaciones relativas valen:

3.2- Resuelva el “problema del dado de Brandeis” utilizando el PME. El experimento consiste en lanzar
muchas veces un dadoy, si el valor medio obtenido de la puntuacién del dado es 4.5, la pregunta es ;cudles
son las probabilidades més adecuadas que debemos asignar a cada uno de los posibles resultados de
lanzar el dado {1,2,3,4,5,6}? Calcule también la ignorancia asociada a este problema y las fluctuaciones
absolutas y relativas de la puntuacién del dado.

Solucién:

Esta situacion corresponde a un dado “trucado”. Haciendo uso de las expresiones del PME para ligaduras

del tipo valor medio como la de este problema, <i>= Zpi i=45=9 5 5€ tiene que (ver la seccion 3.4 del

curso de teoria):
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1, 1,
piZEe :EX
s s (3.12)
Z=Ye=)x
i=1 i=1
siendo x=e"”. Entonces:
. o 1 i : 9 9 9 2 3 4 5 6 2 3 4 5 6
<l>=ZEX -I:E = EZ:E(HX +X +X +X+Xx)=x+2x"+3x" +4x" +5x° +6X (3.13)
i=1
Agrupando:
—7x—-5x*-3x" —x*+x° +3x° =0 (3.14)

Esta ecuacion tiene 6 soluciones: una trivial e igual a 0, 4 soluciones complejas y una tinica solucién real
positiva y, por tanto, valida, que es x =1.44925... Calculamos Z:

6
Z=>) x'=26.663322.. (3.15)
i=1

donde hemos hecho uso de que la suma de los primeros términos de una progresién geométrica viene
dada por:

Lo 1-r™! & i & 1-x’ x—-x  x —x
ar'=a = X=)x-1= -1= = 3.16
,-Z;‘ { 1-r J ; ,Z;‘ 1-x 1-x x-1 ( )
Por su parte, (5 es:
B=-In(x)=-0.37105.. (3.17)

Entonces, las probabilidades son:
1
p, =—x=0.054354...
Z
1,
p, :EX =0.078772...

p; = %x3 =0.114160..

1 (3.18)
p, =—x"=0.165447...
Z
15
ps =—x =0.239774...
Z
15
ps =—x =0.347493...
Z
El valor de la entropia de informacidn (o ignorancia) asociado a este experimento sera:
I=kp<i>+kIn(Z)=k1.61358110..<kIn(6)=k"1.79175947.. (3.19)

menor que la del problema 3.1, problema del dado “honesto”, como corresponde.
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Calculando <i2> 2;

6 6
(i7)=3"poi*= Z%x"-iz =%(x-1 +x*4+x°9+x*16+x*25+x°-36)=22.548126..  (3.20)
1 i=1

i=

se tiene que las fluctuaciones absolutas son:
(i7)- (i) =2.298126.. = Ai=/(i")-(i)" =1515957.. (3.21)

y las fluctuaciones relativas son:

Al_1515957.. 336079 (3.22)

(i) 4.5

es decir, en torno al 30%, y por debajo de las del problema 3.1, como corresponde, ya que se ha afadido
mas informacién al proceso de inferencia estadistica a partir del PME.

3.3- Utilizando el PME, infiera las probabilidades asociadas a cada uno de los posibles resultados
{1,2,3,4,5,6} del lanzamiento de un dado trucado, sabiendo que, tras lanzarlo muchas veces, el “6” ha
salido el doble de veces que el “1”. Calcule también la ignorancia asociada a esta situacion, el valor medio
de la puntuacion del dado, asi como las fluctuaciones absolutas y relativas.

Solucién:

Esta situacion también es la de un dado “trucado”, pero en este caso la ligadura (también lineal en las
probabilidades) no es de tipo valor medio, sino que es:

D = 2P, (3.23)

a la que siempre hay que afiadir la ligadura de normalizacion de las probabilidades:

Z p,=1 (3.24)

Aplicando el principio de maxima de entropia, PME, maximizamos la funcién entropia de informacion,

6
I= —kz p; ln(pi ) , sujeta a las 2 ligaduras anteriores mediante el método de los multiplicadores (A1 y A2)
i=1

de Lagrange:
6 6
L:_kzpi ln(pi)+/11(zpi_1J+//12(p6_2p1) (3.25)
i=1 i=1
oz[g—LJ =—k[In(p,)+1]+ 4 +4,(5,-25,) = 1@;;):(%-1}%(516 -26,) (3.26)
PiJ, =P

no )([14—)(—(h+1)2 x”+(2n2+2n—1)x””—nzx"*zJ
2 Se puede hacer uso para este calculo de que Zx’ Jqt = ( )3
i=1 1-x
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A
pl :e(? 1Je?(‘5i6’2‘511) :>pi _ 1 B(’Sis’z’jzl)
) pct
siendoA™ =e'“ 'y B=e* y &, ladelta de Kronecker:
_JOsii#j
P 1sii=j
Entonces, sustituyendo en la ligadura (3.23):
p, =2p, :%BzZ%%:W =2=B=2"°=1.25992105..

mientras que, sustituyendo en la ligadura (3.24):

6

Zpi=1:%(%+1+1+1+1+BJ:1:A:

— 22/3
Finalmente, las probabilidades son:
11
=——=0.10695819...
b, A B
1
p, =—=0.16978270...
A
1
p, =—=0.16978270...
A
1
p, =—=0.16978270...
A
1
Ds =Z=0.16978270...

Ps :%B =0.21391279...

El valor de la entropia de informacién (o ignorancia) asociado a este experimento sera:

I= —ki p,In(p,)=k-1.77307524..<kIn(6)=k-1.79175947...

i=1

de nuevo, menor que la del problema 3.1, problema del dado “honesto”, como corresponde.

El valor medio es:

6
(iy=>"pyi :%(%-1 +2+3+ 4+5+B-6j =3.767391..

Calculando <i2> :

6
(i*)=>"p,i" :%(%-1 +4+9+16+25+ B-36j =16.976083...
i=1

se tiene que las fluctuaciones absolutas son:

1 +4+2'3=5.889881575...

(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)

(3.31)

(3.32)

(3.33)

(3.34)
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(") = (i)’ =2.782848..= A'i =,|(i* )~ (i)’ =1.668187.. (3.35)

y las fluctuaciones relativas son:

Al_LO68I8T.. . 449796.. (3.36)
(i) 3.767391..

es decir, en torno al 45%, y por debajo de las del problema 3.1 (ya que se ha afiadido mas informacién al
experimento), pero por encima de las del problema 3.2, como corresponde pues la entropia de
informacién (ignorancia) también es mayor.

3.4- Utilizando el PME, infiera las probabilidades asociadas a cada uno de los posibles resultados
{1,2,3,4,5,6} del lanzamiento de un dado trucado, sabiendo que, tras lanzarlo muchas veces, el valor
medio obtenido de la puntuacion del dado es 3.5. Calcule también la ignorancia asociada a esta situacién,
asi como las fluctuaciones absolutas y relativas.

Solucién:

Sabemos que las expresiones del PME para ligaduras del tipo valor medio como la de este problema,
<i>= Zpi-i, son (ver la seccion 3.4 del curso de teoria):

1

(3.37)

siendo x=e”.

Para este problema, se tiene que:

6
<i>=zlx"-i=3.5=Z = ZZ=Z(X+X2+X3+X4+X5+X6)=X+2X2+3X3+4X4+5X5+6X6 (3.38)
pr) 2 2 2

Agrupando:
—5x—3x" —x* +x* +3x° +5x° =0 (3.39)

ecuacion cuya Unica solucioén real es x=1. En este caso:

Z =Z6:x’ =6 (3.40)
i-1
y [ es:
lgz_ln(1):0 (3.41)
Las probabilidades son:
1
P1=P2=P3=P4=P5=P6=g (3.42)
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Analogamente a como se obtuvo en el problema 3.1, es decir, nos encontramos en la situacién de que
todos los sucesos elementales (resultados del lanzamiento del dado) son equiprobables. De la misma

manera, la entropia de la informacion es:

6
I=-kY p,In(p,)=kIn(6)=k-1.79175947..

i=1

las fluctuaciones absolutas son:

2
Ni=\(i*)- (i) = Zpi-iz—(%j ~1.707825127..

y las fluctuaciones relativas son:
A'i

(i)

=0.487950036...

valores que coinciden con los obtenidos en el proceso de inferencia del problema 3.1.

(3.43)

(3.44)

(3.45)
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4. Problemas de Formalismo de la
Fisica Estadistica

4.1- En la seccidn 4.6 del curso de teoria Fundamentos de Fisica Estadistica se ha introducido el siguiente
modelo (y se han calculado las funciones estructura en el conjunto microcanénico y en el canénico): un
sistema de N entidades elementales idénticas, independientes y distinguibles que pueden distribuirse en
dos monoestados cuanticos con energias respectivas +ey —¢. No se tiene en cuenta el volumen del sistema.

a) Calcule la ecuaciéon energética de estado asociada a dicho modelo en el conjunto microcanénico, y
demuestre la existencia de macroestados con temperaturas termodinamicas negativas, representando
Pe=¢/k,T enfuncionde U /Ne.

Solucién:

Repasemos los calculos del nimero de microestados para este problema y veamos algunos detalles
adicionales antes de calcular la ecuacidn energética de estado, EEE. En este problema se supone un
sistema en el que N entidades elementales independientes, EEI, idénticas y distinguibles, se pueden
distribuir entre dos niveles cuanticos no degenerados con energias +¢ y —¢. El macroestado viene dado
por la energia total, U, y el numero total de EEI, N. El modelo de realidad nos dice que si N. es el nimero
de EEl en el estado +e y N- es el nimero de EEI en el estado —¢, entonces:

N.+N =N
N, +N =N } +N*_N’=%
N.e+N_(-¢)=U N+=%(N+%) = N7=N—N+=%(N—%)

El nimero de microestados, (), se calcula como las permutaciones con repeticiéon de las N EEI en donde
hay N. y N_ elementos iguales respectivamente:

(4.1)

N!
Q=" (4.2)

+

Supongamos ahora que el nimero de EEI es muy alto (situacién de limite termodinamico) vy,
consecuentemente, usemos la aproximacion de Stirling para los factoriales:

InQ=InN!~InN, !-InN !*NInN- )X —-N_InN_+ X —N InN + X

=N _InN+N InN-N_InN,—-N InN_ =—N+ln11\<,+

N
—N In— 4.3
I (4.3)

En dicha situacién de limite termodindmico, los cocientes que aparecen en la expresién final de la
ecuacion (4.3) se pueden identificar con las probabilidades p, y p de los dos monoestados

(microestados de una sola EEI):

N

+

N

N
_ ; _N 4.4
p, p=—y (4.4)
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Lo que permite escribir que:
InQ=-N(p,Inp, +p_Inp_) (4.5)
Por lo tanto, la entropia del sistema S es:

S=kyInQ=-Nk,(p,Inp, +p_Inp_) (4.6)

Para esta situacion de limite termodinamico, es coherente definir la entropia de una de las EE], S, , como:
2

S =—szpi Inp, =k (p+ Inp, +p_ 11’1p7) (4.7)

i=1

N
Porlo que S= ZSl =N-S, , es decir, la entropia del sistema total es extensiva.
i=1

De la expresion (4.6) se puede ver facilmente que la declaraciéon de que todos los microestados del
sistema sean igualmente probables (con probabilidad 1/Q, lo que conduce a la primera igualdad de la

ecuacion (4.6)) no implica que los monoestados de una sola EEI lo sean. El nimero de monoestados es
Q, =2; silos monoestados fueran igualmente probables S; seria:

S, =kyInQ, =k;In2 = S=N-S,=N-k;In2=—-N-k;(p,Inp, +p_Inp_) (4.8)

Escribiendo la expresién final de la ecuacién (4.3) en funcién de las variables naturales de S, tenemos:

%};N):—%(Nntg}n{%(l+Nl‘9ﬂ—%(N—%jln[%(l—ngﬂ (4.9)

la cual tiene la forma siguiente:

N'kBlnz

-N¢g U +N¢e

La entropia del sistema es maxima cuando las particulas estan repartidas en igual nimero entre los dos
monoestados (situacién equiprobable), mientras que es nula cuando todas ellas estan en el monoestado
de energia —¢ o cuando todas estan en el monoestado de energia +¢ (situaciones con solo 1 microestado
asociado).
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La EEE es:
1
L: aS—/kB :[aanJ :_lln l[1+lj _1(N+2JL
kT \ ou ), \ou ), 2¢ |2\ Ne)| 2 31(1+U
2 Neg (4.10)
1 1+ v |
Al YU v Y ) 2Ne 1T Ne
26 |2 Ne¢ 2 g)1 1_i 2¢ 1_l
2 Ne Ne
1 1+x <
Como argtgh(x):Eln(1 j podemos poner la ecuacién (4.10) como:
—X
1 1 U £ U
——=——argtgh| — | = ——=argtgh| — 4.11
k,T ¢ 88 (Ngj k,T 88 (NgJ (+11)

de forma que podemos demostrar la existencia de temperaturas termodindmicas negativas del
macroestado de acuerdo con el modelo de este problema recordando el comportamiento de la funcién

argtgh(x), ya que:

l>0 = U>0 = argtgh v >0 = ——250 = T<0
N k,T

N¢ 2 B
(4.12)
U U £
—=<0 = U<0 = argtgh)—|<0 = ——<0 = T>0
Neg Ne 8

Ademas, cuando tenemos tantas EEI en el monoestado de energia - como en el monoestado de energia
+¢ de las ecuaciones (4.11) y (4.9) se puede ver que:

argtgh(Nijzo = —ﬁzo = T —>+w (4.13)
£ , :

S(U,N)=N-kyIn2

U=0=

Si todas las EEI se encuentran en el monoestado de energia -¢ se obtiene que:

U & N
argtgh| — |[>-0 = —-———>-o = T-50
U=N(-¢)= Ne k,T (4.14)

S(U,N)—>0

Mientras que si todas las EEI se encuentran en el monoestado de energia +¢ se cumple que:

U £ _
argtgh(—}eoo =5 ——>o>wn = T-50
U=N(+¢)—> Ne k,T (4.15)

S(U,N)—>0

donde se ha hecho uso de que: limx:Inx=0.

x—0

Nota: las temperaturas negativas aparecen en ciertos sistemas cuya energia interna estd acotada
superiormente, como ocurre en este caso. Esto solo es posible en modelos en los que no se considere la energia
cinética de las particulas del sistema.
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b) Calcule la ecuacion energética de estado asociada a dicho modelo en el conjunto canénico, y compruebe
que tanto la ecuacion energética de estado como la entropia coinciden con las calculadas en el conjunto
microcanénico.

Solucién:

En este caso el macroestado viene dado por f=1/k,T y N, siendo el modelo de realidad el mismo. Como

se ha demostrado en el curso de teoria, se puede calcular la funcién de particion, Z, bien a partir de la
funcién de particién de una sola EEI:

2
Z, =) e’ =e” +e =2cosh(pe) (4.16)
i=1

Z=2" =[2cosh(pe)]" (4.17)

bien directamente a partir de la transformada de Laplace del nimero de microestados, :

— 2 -BU; _ N N! pe(N-N) N N! . T o
Z_;Q’e _,VZ::ONJJ\U‘3 _EONJNJ(”) (") " =(e”+e™) (4.18)

zZ=[2cosh(ps)]" (4.19)
donde se ha hecho uso de la férmula del binomio de Newton. Entonces:
ln(Z)len[Zcosh(ﬂg)}=Nln(e'3‘9 +e"g“") (4.20)

Y la EEE es:

P k Pe -pe
‘”Z(a[w—/B]J _(aﬂj _NE N g (pe)

(/G ), L0 )y e (+21)
= —ngz tgh(Be) = -pe =—kBiT=argtgh[Ni£j
que coincide con la ecuacion (4.11).
La expresion de la entropia en el conjunto candnico es:
S=kyU+kyIn(Z) (4.22)

Para demostrar que (4.22) coincide con la expresiéon (4.9), es mas comodo hacer en (4.9) el siguiente
cambio de variable:

U s 1 1+y) 1 1-y
. 2 1+ y)n| =L |- Z(1-y)1 4.23
Y Ne T Nk, 2( +y)n[2}z( y)n(zj (423)

y partir de la expresion final de la EEE obtenida en el conjunto microcandnico, ecuacién (4.11), de forma
que:

—pe Pe

& e’ —e
e g =)= (424)
-pe pe -pe pe —-pe
e +e” +e " —e 2e
1+y= e Py el TP i e (4.25)

34



Soluciones a los Problemas de Fundamentos de Fisica Estadistica

1—ve e 1eff —ef et 3 2e” 496
-y= he o pe =k e (4-26)
e +e e +e

Sustituyendo (4.25) y (4.26) en (4.23), se tiene que:

s e In e’ e’ In e’
Nk, e +e” |e™+e” ) e +e (e +e”

e’ e e’ . e e e e
~ e ) e (e ) (427)
B e’ e\ In(Z) In(z) v In(Z) 1
e e e e S I

donde se ha hecho uso de las ecuaciones (4.20) y (4.21). Como puede verse, coincide con la expresion del
conjunto candnico.
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4.2-Vamos a estudiar las vibraciones de los &tomos de la red cristalina de un sélido aislante monoatémico
cudntico segiin un modelo desarrollado por Einstein (1907), en el conjunto candnico (macroestado
(B, V, N)). Trabajaremos con la aproximaciéon armonica, es decir, supondremos que las vibraciones
pueden describirse como un conjunto de N atomos efectuando oscilaciones armoénicas en las tres
direcciones del espacio, por supuesto, acopladas entre si: las oscilaciones de un atomo en una direccién
dependen de sus oscilaciones en las otras dos direcciones y también de las oscilaciones de los atomos
vecinos. Es posible demostrar (cosa que se vera en la asignatura “Mecanica y Ondas” de 2° curso) que se
puede hacer un cambio de coordenadas para encontrar un conjunto equivalente de 3N osciladores
armonicos unidimensionales desacoplados, denominados modos normales de vibracién.

De acuerdo con el modelo de Einstein, se supone que los modos normales vibran con una tnica frecuencia
foy sus energias pueden tomar los valores:

sn:(nJr%jhfo , paran=0,1,2,.. (4.28)

siendo h la constante de Planck. Esta aproximacién no da cuenta del volumen del sistema (Ecuacién
Térmica de Estado, ETE), por lo que no aparece como variable en el macroestado. En consecuencia, el
macroestado se simplifica en la forma (S, N).

a) Calcule la funcion de particion. Para ello:

e Encuentre la entidad elemental independiente (EEI) del sistema, justificando la respuesta a partir
de la definicién de EEI, e indique claramente: su energia, el ndmero de ellas que hay en el sistema
(Neg1) y si son distinguibles o indistinguibles.

Solucién:

La EEI debe ser cada uno de los osciladores armonicos desacoplados, es decir, cada uno de los modos
normales de vibracién, pues son los entes independientes entre si. Por tanto, el nimero de EEI coincide
con el numero de modos normales, Neer = 3N, todos con la misma frecuencia f;, segin el modelo de
Einstein, y con la energia dada por la expresion (4.28), que no estd acotada por arriba, es decir que llega
hasta n=o00. Al estar los atomos de la red cristalina localizados siempre en sus posiciones de equilibrio
en lared, los modos normales se comportan como EEI distinguibles.

o Identifique los valores de los monoestados de la EEI que son compatibles con su macroestado (f5).
Calcule la funcién de particion de una EEI, Z1(8) y, finalmente, la funcidn de particion del sistema,

Z(B, N).
Solucién:

Como las EEI son distinguibles, tiene sentido hablar de la funcién de particién de una sola EE], es decir,
de Z3, 1a cual viene dada por:

n=0 n=0 n=0 —e 0
) e-ﬂhf% eﬂhf% 1 1 (4.29)

= pfy Bhfy/ B p,]
1-e e 4 e 4—6 4 ZSenhKﬂZfo)
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donde se ha hecho uso de la expresion de la suma de una serie geométrica convergente,

Zar :— si |r| <1, paralo cual es necesario que f>0.Entonces, la funcién de particion del sistema

€s:
z=(z,)" = {ZSenh(%ﬁ)ﬂ_ (4.30)

b) Encuentre las ecuaciones de estado y la entropia del sistema.
Solucién:

La ecuacion fundamental es:

Y Iz =—3Nln[25enh(@ﬂ (4.31)
B
La EEE es:
oy / k] olnZ ZCOSh(ﬁZfO jhzfo 3N hf,
J=<Es| W] =( n ] — U=<E>=3N =—hf0coth(ﬂ OJ (4.32)
o1/tkD]), Lo ), Zsenh(ﬂhf‘)j 2 2
2
que en limite de temperatura nula:
lim U —ﬂhm U ——hf0 (energiadel puntocero) (4.33)
T—0" —>+00
La EME es:
0 k oln(Z
K up= M — & —_31n| 2senh Bhfy (4.34)
k,T ON ON 2
1/(ksT) B
La entropia del sistema es:
S =k, pU +k, ln(Z) =3Nk, (ﬁgfo Coth(’mzlf0 j—ln[Zsenh(%}D (4.35)

c) Determine la capacidad calorifica a volumen constante del sistema (que es una magnitud
extensiva), demostrando que puede escribirse mediante la funcién de Einstein, €(x), como:

Zex

(e 1)’

C,(B,N)=3Nk,-€(phf,), €(x)= (4.36)

Solucién:

Para ello, es necesario rescribir la EEE de la siguiente forma:
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Phfo Bhfo Phfo
h S A o,
= o 220 )< € v e an, [(_1]11)

_hfo Shf Shf o /) fO
2 Y o %2 e —
e 4—6 4Je % (4.37)
hf, hf, ™ +1-e" +1 hf, 1
:3”[7”% o1 N g
Entonces:
c {@J _(@_Uj _[oUudp
" \er),, \oT),, \opdr),, 438)
- 1 (G_Uj __kﬁz[ﬁ_U) _kﬂz M .
kT\oB),, ° \aB),, op° oy
_1 ﬁhfoh h 2 Bhfy
kcvzz_(g_uj =—3Nhf0(ze—j:° = CV=3Nk3% (4.39)
i3 I} - (eﬂfo_l) (eﬂfo_l)

donde hemos usado la ecuacién (4.37) y que, como se puede ver, coincide con la expresiéon dada por
(4.36) usando la funcién de Einstein. La capacidad calorifica a volumen constante asi obtenida para un
so6lido cristalino predice un comportamiento que depende de la temperatura, como se observa
experimentalmente: €, disminuye al disminuir la temperatura, aproximandose a cero al acercarnos al

cero absoluto. Sin embargo, la descripciéon dada por este modelo no es perfecta, pues €, disminuye mas

rapidamente de lo que se determina experimentalmente. Posteriormente a Einstein, Debye (1912)
formuld un modelo en el que se incluian mas frecuencias de oscilacion de los modos normales (foy sus
armonicos), obteniéndose una mejor descripcion del comportamiento de C, con la temperatura, la cual

se aproxima a la conocida Ley al Cubo de Debye para bajas temperaturas.

d) Halle la capacidad calorifica a volumen constante molar, Cvm, que es una magnitud intensiva, y
verifique que en el limite de altas temperaturas se cumple la ley de Dulong y Petit:

C, =—L=3R (4.40)

siendo n la cantidad de sustancia y R la constante de los gases.
Solucién:

En el limite de altas temperaturas, la funcién de Einstein tiende a:

ZESNETA)

lim €(Shf,)= }irg €(phf,)=lim

po0 (e —1)% poor( e -1

" 5 L (4.41)
—lim| —Y° | —lim| —— | =
_}%Leﬂhfo,hﬁj }Lrg[eﬂhfo) 1
donde se ha usado la regla de 'Hopital para deshacer la indeterminacion. Finalmente:
- . CV .
lim C, =3Nk, =3nR — lim —= lim C,, =3R (4.42)

T—+w T—>+0 n T —>+©

donde se ha usado que n=N/N, y que R=N,k,.
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5. Problemas de Gas ideal
monoatomico. Distribucion de
Maxwell

5.1- Calcular la celeridad mas probable, la celeridad media y la celeridad cuadratica media de las
moléculas de hidrégeno (masa molar 2.016 g-mol-1) a 20 °C y a 50 °C y comparar los resultados obtenidos
para cada temperatura.

Solucién:

Haciendo uso de las expresiones deducidas en el tema 5 del curso de teoria, se tiene que para
T =20°C=293.15K:

-1 -1
- /ZkBT _ /ZRT _ |2-(8.3145] K _3m01 )(223.151() _1555m.s" (5.1)
P m M 2.016:10° kg-mol
-1 -1
<v>= [8k,T _ [8RT _ |8:(8.3145]-K rgol )(29i.15K) _1755m.5" (5.2)
m ™ 7-2.016-107 kg-mol

1 -1
vrms:\/@: 13k, T _ [3RT _ |3:(8.3145]-K 7r3nol )(2‘?13.15K) _1905m.5" (5.3)
m M 2.016-10" kg-mol

mientras que para T =50°C=325.15K:

-1 -1
- /ZkBT _ /ZRT _ |2 (8.3145]-K _znol )(3?15.15K) 1632m.5" (5.4)
: m M 2.016-107° kg-mol
-1 -1
<v>= [8Kk,T _ |8RT _ |8 (8.3145]-K 1201 )(32!_51.15K) _1842m.5" (5.5)
m M 7-2.016-107 kg-mol

[3k,T  [3RT  [3.(8.3145]-K* -mol™)(325.15K) .
v = J(v¥)=,[——= = =1999m-s™ 5.6
e < > m M 2.016-10° kg-mol™ (>6)

5.2- Por un cierto procedimiento se mide el nimero de moléculas de oxigeno (gas perfecto diatémico de
masa molar 31.999 g-mol!) que se mueve con una cierta celeridad. La incertidumbre maxima en la
medida de la celeridad es 0.5 m+s-1, de modo que se admite que las moléculas de v =500 m-s-1 son las de
celeridades comprendidas entre 499.5 y 500.5 m-s-l. La razén entre el nimero de moléculas que se
mueven con 500 y 300 m-s-! es 5/3. Calcular la temperatura del gas.

Solucién:

El enunciado del problema nos indica el cociente entre el nimero de moléculas que se mueven con dos
modulos de la velocidad distintos, siendo este nimero el producto del nimero total de moléculas del gas
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por la probabilidad de tener moléculas con ese mddulo de la velocidad:

5 N-Pr(499.5 m-s™ <v, <500.5 m-s'l)

5_ (5.7)
3 N-Pr(299.5m-s’ <v,<3005m-s")

Teniendo en cuenta que estamos considerando las moléculas con un médulo de la velocidad comprendido
entre dos veces la incertidumbre de medida, Av=1m-s™, que es mucho menor que los propios valores

de los médulos de la velocidad, v, y v, , podemos realizar la siguiente aproximacion:

Pr(aSva)z F(v)dsz(v)(b—a)zF(v)Av (5.8)

Q C—

siendo F(v) la funcion densidad de probabilidad de Maxwell. Entonces:

3 mv.2
4 m szeizk:T ,
E_F(Vl)AV_F(Vl)_ Jr\2kT) _[V—lJ eﬁ(vzziwz) (5.9)
3 F(v)Av F(v,) 4 ( m V2 ) e v,
= v,e"
Jr\2k,T) °
Tomando logaritmos y despejando:
2 M(v,?—v}
ln(év%j: » (sz_vlz): - (sz_vlz) = T= ( : 1z) (5.10)
3v®) 2k, 2RT 2Rln(5 v, ]
v’

Sustituyendo los datos conocidos:

(31.999-10’3kg~mol'l)-[(SOOm-s'l ) ~(500m-s? )2}

T =
1)\
2:(8.3145) K" -mol'l)-ln[5(3m)m'sj }

=602.72K (5.11)

31 500m-s™

5.3- Hallar en el nitrégeno gaseoso (de masa molar 28.01 g:mol1) la temperatura a la cual a las
celeridades de las moléculas v; = 300 m+s1y v, = 600 m-s-! les corresponden valores idénticos de la
densidad de probabilidad.

Solucién:

Igualando las funciones de densidad de probabilidad de Maxwell:

% mvl2 % mvz2 2 m(VZZ*V1Z)
4 r 4 T V. BT
F(v,)=F(v,) = —( m j v,'e ZkBTz—[ =z J vie *T = [—ZJ =e 2l

Jz\2kT Jr \ 2k, T ,
= 21n[ﬁj=M T:m(sz—Vf)_M(vzz—vlz) (5.12)
Vl

2k, T = B
b 4k, In (sz 4RIn (sz
vy vy
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Sustituyendo:

(28.01 10 kg-mol™” )[(600m-s'1 )2 —(300m-s'1 )2}

T= =328.06K (5.13)

4-(8.3145]-K" -mol™)In M
300m-s’

5.4- Calcular la celeridad de las moléculas de un gas, de masa m, a la que el valor de la densidad de
probabilidad, a una temperatura T, serd el mismo que para la temperatura n veces mayor.

Solucién:

Igualamos las funciones densidad de probabilidad de Maxwell a las dos temperaturas mencionadas y
despejamos el modulo de la velocidad:

y 2 y 2 2

mv” my my 1
4 m z 4 m - 3 [1”j
vze Zk T _ VZe 2kgnT = né — eZkBT n

Jz\ 2k, T _ﬁ
G

1) -

(5.14)

= Eln

5.5- Hallar la celeridad de las moléculas con igual densidad de probabilidad en el hidrégeno (masa molar
2.016 g'mol1) y en el helio (masa molar 4.003 g-mol-1) a 300 K.

Solucién:

Igualamos las funciones densidad de probabilidad de Maxwell para los dos gases mencionados y
despejamos el modulo de la velocidad:

i mHz ’ Vzeiﬁ :i mHe A V2672anT = mHe _ eZkBT(mHeimHz)
Ne 2k,T Ne 2k;,nT my,

(5.15)
2
N —ln my, v ( He_mH) e 3k, T 1| Mhe | _ 3RT In M,
2 (my ZkT : My, —my | my My —-M, M,
Sustituyendo:
103 . -1
3-(8.3145]-K")(300K) In 4.003 10_3 ke m(’l_l
2.016:10 kg-mol 1
V= =1607m-s (5.16)

(4.003-10°-2.016-10 ) kg-mol*
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5.6- Calcular la fraccion de moléculas de nitrégeno (de masa molar 28.01 g-mol-1) que a 27 °C tienen una
celeridad superior a 700 m-s-1.

Solucién:

Resolvemos el problema en variables reducidas, pues es mas comodo para realizar la integracién (aunque
no es obligatorio). Para ellos, primero calculamos el médulo de la velocidad méas probable:

2-(8.3145]-K " -mol™ )(300.15K
y = [Hl _ [2RT _ ( - ) . ) _422.04m.5* (5.17)
P m M 28.01-10° kg-mol

Por definiciéon, el médulo de la velocidad reducida por el que nos preguntan es:

-1
v, =Yoo 700ms g osge (5.18)
v 422.04m-s

p

Entonces, la probabilidad de que las moléculas tengan un médulo de la velocidad superior a 700 m-st es
igual a la probabilidad de que tengan un mdédulo de la velocidad reducida superior al de (5.18) para la
temperatura indicada:

Pr(v=700m-s" )=Pr(v, >1.6586)= A ety =L [ vie*'dv,=01385  (5.19)

1.6'[86 \/; \/; 1.6586

(integral resuelta por métodos numéricos). Por lo tanto, la fraccién de moléculas pedida es del 13.85%.

5.7- Calcular la fraccion de moléculas de nitrégeno (de masa molar 28.01 g-mol-1) que a 27 °C tienen una
celeridad comprendida entre 200 y 400 m-s-L.

Solucién:

De nuevo, resolvemos el problema en variables reducidas por resultar mas cémodo realizar la
integracion. Calculamos el médulo de la velocidad mas probable:

2-(8.3145]-K" -mol™ }(300.15K
y = [T _ |2RT _ ( 73 ) . ) _422.04ms" (5.20)
P m M 28.01-10"° kg-mol

Los mddulos de la velocidad reducida por los que nos pregunta son:

-1 -1
b Y 200msT ey Ve A00mST g0 (5.21)
v, 422.04m-s v, 422.04m-s

La probabilidad de que las moléculas tengan un mddulo de la velocidad comprendido entre 200 m-s1y
400 m-s1es:

0.9476
Pr(200m-s" <v<400m-s*)=Pr(04738<v,<09476)=—= [ v’e'dv,=03141  (5.22)

\/; 0.4738

(integral resuelta por métodos numéricos). Por lo tanto, la fracciéon de moléculas pedida es del 31.41%.
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5.8- Calcular la fraccion de moléculas de un gas que se mueven con celeridad no superior a:
a) La celeridad media.
Solucién:

El médulo de la velocidad media en variables reducidas es:

8RT
) _Nam _ 2
(v.)= v RRT VR (5.23)
M

La probabilidad de que las moléculas tengan un médulo de la velocidad inferior al médulo de la velocidad
media es:

v%e ™" dv, =0.5331 (5.24)

Pr(v < <v>) = Pr(vr < <vr>) =%

(integral resuelta por métodos numéricos). Por lo tanto, la fraccién de moléculas pedida es del 53.31%.
b) La celeridad mas probable.
Solucién:

El médulo de la velocidad mas probable en variables reducidas es:
v =-P_—-1 (5.25)

La probabilidad de que las moléculas tengan un médulo de la velocidad inferior al médulo de la velocidad
mas probable es:

Pr(v<v,)=Pr(v, s\/p_r)=%jvr2e-vfdvr =0.4276 (5.26)
T o

(integral resuelta por métodos numéricos). Por lo tanto, la fracciéon de moléculas pedida es del 42.76 %.
c) La celeridad cuadratica media.
Solucién:

El médulo de la velocidad cuadratica media en variables reducidas es:

3RT
Vrmsr=V“““= M__ 3 (5.27)
T, 2RT N2
M

La probabilidad de que las moléculas tengan un médulo de la velocidad inferior al médulo de la velocidad
cuadratica media es:

Pr(vévp)z Pr(vr va)z— j v.2%e™ dv, =0.6083 (5.28)

(integral resuelta por métodos numéricos). Por lo tanto, la fracciéon de moléculas pedida es del 60.83 %.
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d) ;Cuantas moléculas corresponderan a cada situacion si se trata de un mol?
Solucién:

En el caso (a) son:
N(v<(v))=N-Pr(v<(v))=n-N,-Pr(v<(v))=(1mol)(6.023-10” mol™ )(0.5331) =3.21-10" (5.29)
En el caso (b) son:
N(v<v,)=N-Pr(v<v,)=n-N,-Pr(v<v,)=(1mol)(6.023-10* mol™)(0.4276)=2.58-10* (5.30)
En el caso (c) son:

N(v<v,,)=N-Pr(v<v, )=n-N,-Pr(v<v, )=(1mol)(6.023-10” mol ' )(0.6083)=3.66-10"  (5.31)

— “rms

5.9- Calcular el tanto por ciento de moléculas de nitrégeno (de masa molar 28.01 g-mol!) que a 27 °C
tienen una celeridad en el intervalo definido por la celeridad mas probable +0.5 m-s-1.

Solucién:

De nuevo, resolvemos el problema en variables reducidas por resultar mas cémodo realizar la
integracion. Calculamos el médulo de la velocidad méas probable:

2-(8.3145]-K" -mol™ )-(300.15K
v = /ZkBT - /ZRT - ( — ) ( — )=422.04m-s'1 (5.32)
: m M 28.01-10° kg-mol

De nuevo, teniendo en cuenta que estamos considerando las moléculas con un médulo de la velocidad

comprendido en el intervalo Av=0.5m-'s” que es mucho menor que el propio valor del médulo de la

velocidad mas probable, v, , podemos realizar la siguiente aproximacion:

v, +AV
Pr(vp—AvSvSvP+Av)= I F(v)deF(vp)ZAv (5.33)

Vv, —Av

siendo F(v) la funcién densidad de probabilidad de Maxwell. Entonces:

3 mv,? 2\ %
4 - 4 |V L2
F(vp)ZAv=—( m ] sze 2"”2Av=—(%}e » 2Av

Ne 2k, T Jr\v

p
_ 420w _ 4 2:(05m-s™) 00020

Jr ev, Jze-(422.04m-s")

(5.34)

Por lo tanto, el tanto por ciento de moléculas pedido es el 0.20 %.
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5.10- Deducir la forma de la funcién de densidad de probabilidad de la energia cinética de traslacion de
una molécula de un gas ideal.

Solucién:

Como hemos visto, la probabilidad de que el médulo de la velocidad de una molécula se encuentre en un
intervalo [v,,v,] es:

Pr(v, <v<v,) jF (5.35)

g . . : 1 o
Como la energia cinética de traslaciéon de una molécula viene dada por ¢ =Emv , hacemos el siguiente

cambio de variable para encontrar la funcidon densidad de probabilidad de la energia, g(g) :

2_82[2_(9)% dv_l(ZgJ_%Z_ Jm 1

_ S A = 5.36
m \m de Z\m m m(Zg)% (ng)% (5-36)
con lo que la ecuacion (5.35) se transforma en:
& % & %
Pr(glﬁgﬁgz)sz (Z—SJ ﬂdez‘[F (2—‘9) %de (5.37)
ol\m)ojde oo l\m (ng)é

donde ¢, :%mvf y & :%mvj. La ecuacién (5.37) es vélida para cualquier par de valores [&,,s,].
Podemos identificar el integrando de (5.37), con g(g), de forma que:

Y % o Ze _ &
= 2_8 ;zi L 2_8 ZkgT pt 1 — 2 1 Yy kT
9() F[[mj }(ng)% \/E[ZkBTJ (mje PR T e (5.38)

5.11- ;Cudl es la energia cinética de traslacién mas probable y cudl es la energia cinética de traslaciéon de
una molécula que tiene celeridad igual a la celeridad mas probable?

Solucién:

La energia cinética de traslacidn mas probable es aquella para la cual la funcién densidad de probabilidad
de la energia cinética de traslacion es maxima:

(e )o0m 2 o, 21 %;’;[_1]_
=0 =0
g (89) :>\/7(k T)/ 2 P \/7(]( T)/ gP e kBT
Y (5.39)
! —gp2=0:8 =—kT
:28% k,T P2t

La energia cinética de traslacién de una molécula con médulo de la velocidad igual al médulo de la
velocidad mas probable, V,, es:
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2
1 1 2k. T
g:EmVPZZEm[ B J =k,T (5.40)

5.12- Deducir, a partir de la densidad de probabilidad de la energia cinética, la energia cinética media de
traslacion de una molécula de un gas que se encuentra en equilibrio.

Solucién:

El valor medio de la energia cinética de traslaciéon de una molécula de un gas es:

<8>=Té‘g(8)d€=i;T8%ei "Bdeg (5.41)

) V7 (k,TY?

haciendo el cambio de variable s= % T se tiene que:
B

<8>=i 1 Ts% (kBT)% e °k,Tds _ T Ts%e’sds _HaT F(Ez 2.1
0 T o

V7 (kY Jz

_ 2k, T (22-1)! Jre 2k, T 31

NEE x4

(5.42)

3 U
= kT==
x 2% N

0

donde F(z) ='[sz’1e’sds es la funciéon gamma de Euler. Véase que este valor de la energia media de una
0

molécula coincide con el de la EEE obtenida a partir del clculo en el candnico del gas ideal monoatémico
(ecuacién 5.10 del curso de teoria) al dividirse por el nimero de atomos del gas, N, ya que

U= <E> = <g +e+ g> = <Ng> = N<g> . Y, también, coincide con el valor predicho por el teorema de

equiparticién de la energia del conjunto candnico clasico (seccidon 6.1 del curso de teoria).

5.13- ;Qué porcentaje de las moléculas de un gas, que se encuentra en equilibrio, tienen una energia
cinética de traslacién que difiere del valor medio de la energia en no mas de 1%?

Solucién:

La probabilidad de que una molécula de dicho gas tenga la mencionada energia es:

1.01(z)
Pr(0.99(c)<e<101(¢))= [ g(s)de (5.43)

0.99(¢)

De nuevo, teniendo en cuenta que estamos considerando las moléculas con una ¢ comprendida en un
intervalo mucho menor que el propio valor de ¢, podemos tomar la siguiente aproximacion:
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Pr(0.99(£)<£<1.01(¢))~ g((¢))(1.01-0.99)(¢)

3
A il % 3
=i;(§kBTj e o o.ozngTzi(Ej e 20.02=0.0093

V7 (i Ty \2 Jr\2

(5.44)

Por lo tanto, el tanto por ciento de moléculas pedido es el 0.93 %.

5.14- Calcular el valor medio del cuadrado de la energia cinética de traslaciéon de una molécula de un gas.
Solucién:

El valor medio del cuadrado de la energia cinética de traslaciéon de una molécula de un gas es:
2 1 [ "7 de (5.45)
0

<gz>=£g g(g)dé::ﬁ(kBT)%

haciendo el cambio de variable s= % T Se tiene que:
B

<gz>zi 1 fs%(kBT)%eSkBTds=2(kBT) J-S%eSdSZZ(kBT) F(Z=3+%
0 0

\/;(kBT)% Jr N
2(k,T) (3-2—1)!!\/—:2(kBT)2 531 - 15, py

(5.46)

\/;23”\/;8 4

donde I'(z)= Isz'le'sds es la funcion gamma de Euler.
0
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6. Problemas de Teorema de
equiparticion de la energia. Gas
ideal poliatomico

6.1- Calcular la energia cinética media de traslacidn de una molécula de gas helio a 40 °C en
electronvoltios.

Solucién:

Usando el teorema de equiparticion de la energia, la energia media de una molécula es (ecuacion 6.13 del
curso de teoria):

(e)=(3+ fiu +2fvib)-%kBT=n%kBT (6.1)

Como para un gas noble, como el helio, los grados de libertad de rotacién y los de vibracién son cero,
entonces:

B }: (€) :%kBT :%-(1.381-1023 J-K")(313.15K)=6.487-107*" ] =4.05-10 % eV (6.2)

6.2- En un bal6én de 1 L existen 1020 moléculas monoatdmicas cuya energia cinética media de traslacion
es de 10-20 ] por molécula. Calcular la presién del gas.

Solucién:

Usando la ecuacién de Bernoulli (ecuacién 6.24 del curso de teoria):

1020
~107°]=666.7Pa (6.3)

12 2
PV =5 {Ben) =302 =53 o) =5 T

6.3- Un vaso cerrado contiene agua liquida en equilibrio con su vapora 100 °Cy 1 atm. Unamasade 1 g
de vapor de agua a esta temperatura y presion ocupa un volumen de 1610 cm3. El calor latente de
vaporizacion especifico del agua en estas condiciones es 539.55 cal-g-1.

a) ;Cuantas moléculas hay en 1 cm3 de vapor?
Solucidn:

Usando la ecuacién térmica de estado, ETE, del gas ideal para el vapor de agua se tiene que:

-6 ...3
pV _ (101325Pa)(10”° m”) ~1.97.10" (6.4)

pV =Nk, T = N= = — =
k,T (1.381-10]-K")(373.15K)

49



Soluciones a los Problemas de Fundamentos de Fisica Estadistica

b) ;Qué porcentaje representa la energia cinética media de traslacién de una molécula de vapor respecto
de la energia promedio que necesita para escapar del liquido?

Solucién:
La energia cinética media de traslacién de una molécula de vapor es:

<gtm>:%kBT=%-[1.381-10‘23]-K'1)~(373.15K)=7.73-10'21 ] (6.5)

y la energia promedio para escapar del liquido es igual al calor latente de vaporizacién especifico del
agua, ¢, multiplicado por la masa de la molécula, m:

<8escapar> =m-l=p- k;T ! (6.6)

donde se ha hecho uso de la ETE para el vapor de agua a las condiciones del enunciado para una molécula:

Vo kT
m:p-—:p-

e . (6.7)

Por tanto:

= .2.2575:10°]-kg* =7.13-10°% 6.8
1.610-10° m’® 101325Pa J-ke G

< > 1-10°kg  (1.381-10%]-K")(373.15K)
escapar

La fraccién pedida, en porcentaje, es:

%) _01084-1084% (6.9)

<gescapar >

6.4- Suponiendo que la temperatura maxima de la superficie de la Luna sea de 150 °C, discutir si es
posible que nuestro satélite pueda tener una atmdsfera de hidrégeno. Datos: radio de la Luna: R;=0.27-Rr;
radio de la Tierra: Rr= 6.37-106 m; masa de la Luna: M. = 0.012 Mr; masa de la Tierra: Mr= 5.98-1024 kg;
constante de gravitacion universal: G = 6.67-10-11 kg-1-m3-s-2; masa del atomo de H: my = 1.6725-10-27 kg.

Solucién:

La velocidad de escape de las moléculas que formen una posible atmésfera en la Luna viene dada por la
situacién de energia total nula para la masa de dicha molécula:

1,  GMgt [26M,
2 escape RL escape RL [ )

_ [2:(6.67-10 " kg -m®-5s?)(0.012-5.98-10"" kg)
escape 0.27-6.37-10°m

Sustituyendo:

=2359m-s* (6.11)

El recorrido libre medio de las moléculas entre colisiones se estima como si las moléculas tuvieran un
modulo de la velocidad constante e igual su valor cuadratico medio, v_ .. Podemos tomar este valor para
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realizar la discusion. Para moléculas de hidrégeno en las condiciones de este problema, su v, es:

-23 -1
- 3k,T _ [3:(1.381:10 ] K _37(423.1510 2289m.¢ (6.12)
m, 216725107 kg

luego habra un gran nimero de moléculas con velocidades mayores que la

Como se observa, v~V

escape ’
velocidad de escape y es de esperar que se irdn escapando poco a poco del campo gravitatorio lunar, no
siendo posible tener una atmosfera de hidrogeno. El porcentaje de estas moléculas con un médulo de la
velocidad mayor de la v es:

escape

14 14 st
Vyesepe = 0 = e 2289ms ~1.2620 (6.13)
vy 2k, T [2-(1.381-10**J-K™")(423.15K)
my, 2-1.672510 kg
Pr(vescape S ):Pr(vr,escape S Vr):i J‘ Vrzeivrz dvr = 0'3639 (614)

\/; 1.2620

es decir, de un 36.39 %. La misma discusion se podria haber hecho en términos de la energia de escape y
del valor medio de la energia cinética de traslacion del centro de masas de una molécula de hidrégeno,

E
<g>=<7>=%kBT, valor que se puede obtener de varias maneras: a través de la EEE en el limite

semiclasico del conjunto candnico (seccién 5.2 de las notas de teoria), de la funcién densidad de
probabilidad de la energia cinética de traslacion de una molécula (problema 5.10 de las notas de teoria),
del teorema de equiparticion de la energia en el conjunto canénico clasico (seccién 6.1 de las notas de

2
3k, T
teoria), o directamente como <g> :lmﬂzvfms :lmﬂz g :EkBT.
2 2 my, 2

6.5- Un gas que se compone de moléculas g-atémicas se encuentra a una temperatura T a la que se excitan
todos los grados de libertad de las moléculas (de traslacion, de rotacion y vibracionales). Hallar, para
moléculas lineales y no lineales:

a) La energia media de una molécula de este gas.
Solucién:

La expresion de la energia media de una molécula del gas es:
e
(€) = kT (6.15)
b) La fraccién de esta energia que corresponde al movimiento de traslacion.

Solucién:

La expresion de la energia media de traslacion de una molécula del gas es:

3
(Exas) =EkBT (6.16)
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luego la fraccién es:

¢) La capacidad calorifica is6cora molar.
Solucién:
La expresion de la capacidad calorifica a volumen constante molar del gas:

0
CV:(&J z(a_Uj =N _<8> :nlNkB :ninR = CVm :C_V:an
oT )y n \OT ), x or ) . 2 2 no 2

d) La capacidad calorifica isébara molar.
Solucién:

Por la relacién de Mayer (para el gas ideal) se tiene que:

n..+2
C,.=C, +R=—“"—R
pm m
2

e) El coeficiente adiabatico.

Solucién:

El coeficiente adiabatico se define como:

Com _ Ny +2

Vm TC

(6.17)

(6.18)

(6.19)

(6.20)

Entonces, como el numero total de grados de libertad para un gas g-atdmico con todos los grados de

libertad excitados es:

Lineales = f,=3q-5 = n,=3+2+2-f, =5+6q-10=6g—5

_ (6.21)
Nolineales = f, =39q-6 = n,=3+3+2-f,, =6+6q—-12=6q-6
Se tiene que:
gras
e <5> <<;>> Cym Com 4
1 6q-3
i . _5 _5 _3 54=s
Lineales 645 (3q-35)kT 5 5 (Ba-2)r (a-B)R G
1 3q-2
i 6g—6 - e - - —
No lineales q (3q—3)k,T 202 (3¢-3)R (3¢-2)R 303
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6.6- Determinar el ndmero de grados de libertad totalmente excitados de una molécula de un gas si su
densidad en condiciones normales es p = 1.3 kg:m3y la velocidad de propagacién del sonido en él es w =
(y'p/p)1/?2 =330 m-s, siendo p es la presion y y el coeficiente adiabatico.

Solucidn:
A partir de la expresion de la velocidad del sonido en un gas ideal se tiene que:

2 13kgm?-(330m-s?)
T g101§25P ) ~1.397~1.4 (6.22)
p p a

Como hemos visto en el ejercicio anterior, el coeficiente adiabatico para un gas g-atémico viene dado por:

C Ny +2 2
_ =pm _ Ngc _ _
V= = =Y Mg =g +2= Ny =

Crm Ny (7 - 1)

de donde se obtiene que el nimero de grados de libertad es: f=n,. ~5.

(6.23)

6.7- Determinar la relacion entre la velocidad del sonido en un gas, w = (y:p/p)'/2, y la velocidad
cuadratica media de las moléculas de éste, si estas son: a) monoatémicas; b) diatémicas rigidas.

Solucién:

La relacion entre la velocidad del sonido y la velocidad cuadratica media es:

we e _ yRT
Vp VM
p L \ﬁz T 2 (6.24)
L _ [3kT _ [3RT Vs V3 30
rms m M

de forma que para moléculas monoatémicas se tiene que:

TC

n.=3 = lz\/§=07454 = 74.54% (6.25)
Vrms
y para diatémicas rigidas se tiene que:
w 7
N=3+2=5 = —= /E=0.6831 = 6831% (6.26)
1%

rms

6.8- Dados los calores especificos a volumen y presion constante de un gas perfecto (cy= 0.65 J-g'-K-1y
cp=0.91]-g-1-K-1), hallar el nimero de grados de libertad totalmente excitados de las moléculas y su masa
molar.

Solucién:

Como hemos visto antes, el coeficiente adiabatico para un gas g-atémico viene dado por:
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C c 91]-g1.K*? 2
}/:ﬂ:_‘n:ogl] g-l K-l :Z:nTC+ - nTC:5 [6.27)
C,. ¢, 065]-g7-K 5 ng.

de donde se obtiene que el nimero de grados de libertad es: f =n,. ~5. Por lo tanto:

5,5

c, =lcp- 2R=E‘8.3145]-m01'1 -K'=20.8]-mol™ -K™" (6.28)

Vm 2

La masa molar se puede determinar del cociente entre la capacidad calorifica molar y la capacidad
calorifica especifica de la siguiente forma:

C Gy
vm T C .nN
n - —Vm :—mN:m n A :mNA:M (629)
C, Cy n n
c, =
mN

luego:

-1 -1
M _Cum _208] moll IE =32g-mol” (6.30)
cy 0.65]-g" -K

6.9- Un gas de moléculas diatémicas rigidas, que se encuentra a una temperatura a la que todos sus
posibles grados de libertad estan excitados, se expande adiabaticamente hasta que su velocidad
cuadratica media disminuye 1.5 veces. ;En qué factor ha aumentado su volumen?

Solucién:
En una expansion adiabatica se cumple que:
T-V' ™" =cte (6.31)

siendo T la temperatura, V el volumen y y el coeficiente adiabatico. Como la velocidad cuadratica media
disminuye 1.5 veces en el proceso de expansion adiabatica del estado 1 al estado 2:

AT,
o Ym0 NM g T g5 o Tipgs (6.32)
215 [ZRT, T, T
M

y el gas estd compuesto por moléculas diatémicas rigidas con todos sus grados de libertad excitados:

ne=5 = y=—"7 :g (6.33)

Entonces:

1 1

y-1
7-1 %1
TV =TV = L_|% = “_[L =(2.25) =7.59 6.34
171 2 72
T, v, \T,

2
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Mas problemas para entrenarse

1. El carnicero poco ético

Objetivo: entrenarse en la aplicaciéon del Principio de Maxima Entropia para inferir probabilidades en
casos en los que se dispone de informacidn parcial. Esta cuestién fue diseilada por el profesor J.C. Cobos
(Departamento de Fisica Aplicada, Universidad de Valladolid) para el examen final ordinario de Fisica
Estadistica del ano 1999 (lo que explica por qué los precios del enunciado estan en pesetas y no en euros)
araiz de una crisis de salud publica que tuvo lugar aquel afio (la contaminaciéon por dioxinas).

El enunciado original decia as:

“Un carnicero poco ético de nuestra ciudad, alertado por las noticias que han aparecido recientemente en
los medios de comunicacidn, decide eliminar sus existencias de carne de pollo importadas desde Bélgica,
para lo cual las pone a la venta al publico al precio reducido de 100 pts/Kkg sin indicar su procedencia.

Los responsables de la salud publica se enteran posteriormente de su dudosa actuaciéon y procuran
conocer el nimero de personas que pueden caer enfermas como consecuencia de ésta. Como el carnicero
jura y perjura que ha actuado correctamente, y no proporciona ninguna informacién adicional que les
permita calcular el nimero de afectados, deciden contratarle a Vd. como cientifico profesional - jhe aqui
uno de los yacimientos de empleo para su futuro préximo de los que tanto se habla! - para que les ayude a
estimar estos datos (aplicando la metodologia MaxEnt, evidentemente). La informacion de partida que le
transmiten para su andlisis consiste escuetamente en decirle que: en la citada polleria se venden
diariamente unos 300 kg de pollo, siendo habitualmente del tipo "normal” (a 200 pts/kg) o de "pollo
de corral” (a 600 pts/Kkg); y que, en el dia que se puso a la venta la partida de pollos belgas, el carnicero
hizo una caja de 60 000 pts por este concepto.

Utilizando el Método de la Entropia Maxima y la informacion anterior, elabore un informe para las
autoridades sanitarias donde aparezca su estimacion del niumero de kilogramos de cada tipo de pollo
(belga, normal y de corral) que pudo vender el desalmado carnicero.”

Se pide que resuelva esta cuestidn interpretando el cociente entre el nimero de kg de pollo de cada tipo
y el nimero total de kilos como la probabilidad asociada a cada tipo de pollo, que hay que inferir. Esta
cuestion es formalmente idéntica al juego de la ruleta resuelto en clase, siendo en este caso la
informacion disponible el valor medio del precio del kg de pollo (que hay que calcular a partir de los
datos del enunciado). Se recomienda que busque unas unidades adecuadas para trabajar, de modo que
los nimeros en el problema de inferencia estadistica sean préximos a la unidad.

Este tipo de ejercicios ilustra la generalidad del Principio de Maxima Entropia, cuya aplicacion no se
limita, ni mucho menos, al campo de la Fisica Estadistica.

Solucién:

Se puede demostrar que, para un experimento aleatorio descrito por una distribucién discreta de
probabilidad, el formalismo desarrollado en este curso basado en el Principio de Maxima Entropia
garantiza que las probabilidades inferidas y la entropia de informacién permanecen invariables frente a
cambios de escala (o renormalizacién). Luego, podemos resolver el problema de manera mas c6moda
trabajando en hectopesetas, hptas, en lugar de pesetas. El espacio muestral correspondiente a los tres
posibles sucesos representados por el nimero de kg de pollo de cada tipo, su precio asociado, d, y su
probabilidad, p;, seria:
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kg de pollonormal kg de pollodecorral kg de pollo"belga"
d, =2hptas/kg d, =6hptas/kg d, =1hptas/kg (0.1)
b, p; ps

Sabiendo que la venta diaria es de 300 kg y que el dinero ganado ese dia fue de 600 hptas, el valor medio
del precio de cada kg de pollo vendido ese dia fue:

600hptas
d)=—————=2hptas/k 0.2
(d) 300kg ptas/kg (0.2)
Las ligaduras seran de la forma:
3
>p =1 (03)
i=1
3
> p,d, =(d)=2hptas/kg (0.4)
i=1
. , . . . I(p,p,0s) 3 .
Maximizando la entropia de informacién adimensional T——Zpi ln(pl.) condicionada a las
i=1

ligaduras anteriores mediante el método de los multiplicadores de Lagrange, se tiene que:

3

L({pi},}t,ﬂ)z—;pi ln(pi)—/l(gpi —1)—5(219,,61,. —(d}j
U (0.5)

(2) =0 = —ln(p,.)—pil—ﬂ,—ﬂdi:0
api Pi#D; Af '

1

De la tlltima ecuacién se obtiene que:

In(p,)=-1-2-pd, = p,=e' e’ :%e‘ﬂd" (0.6)

Sustituyendo la expresion obtenida de p; en la ligadura de normalizacion de las probabilidades (ecuacion
(0.3)) determinamos la expresién de Z:

3 3
z%e"ﬂd" =1 = Z=)e" (0.7)
i=1

i=1

y sustituyendo en la ligadura de valor medio (ecuacién (0.4)) determinamos la expresién de £:

ile-ﬂdfd,:(d) = Z<d>:z3:e'ﬁd'd,. = ie-ﬂdf (d,—(d))=0 (0.8)

i=1 Z i=1 i=1

x=e’ = ixd’(d,.—<d>)=0 = x(1-2)+x*(2-2)+x°(6-2)=0 = x(4x°-1)=0 (0.9)

i=1

1
- 3 - 15 o g g
cuya Unica solucion real positiva es x :(Z . Sustituyendo este valor en la expresién de Z (ecuaciéon

(0.7)):
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3 % % %
zsz%G] +(1j +&J =1.521672

4

y sustituyendo en la ecuacidn (0.6), las probabilidades inferidas son:

1 1 15
p,=—x'=———| —| =0.377446
1.521672\ 4
X

z
%
Z 1.521672\ 4

%
L (% =0.498043

| =

= X=—
P T 521672\ 2

de donde se estima que la cantidad de cada tipo de pollo vendido aquel dia fue de:

m, =300kg-p, =113.23kgdepollonormal
m, =300kg-p, =37.35kgdepollodecorral
m, =300kg-p, =149.41kgdepollo"belga"

(0.10)

(0.11)

(0.12)
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2. Distribucion de velocidades en la efusion a través de un orificio

Objetivo: familiarizarse con el uso de las funciones de densidad de probabilidad, que cuantifican la
probabilidad cuando los valores posibles de una variable forman un continuo.

En un recipiente que contiene un gas ideal monoatémico de moléculas de masa m, en equilibrio
termodinamico a una temperatura T, se abre un orificio de area AS. Como consecuencia de ello,
comienzan a salir particulas del recipiente. Se supone que el orificio es muy pequefio y el tiempo de
observacidn ( At ) es suficientemente corto, de tal modo que se puede considerar que el gas en el interior
estd constantemente en equilibrio y que el niimero de moléculas en el interior no ha disminuido
apreciablemente. Sin pérdida de generalidad, se supone que la superficie del orificio es perpendicular al
eje Z. El objetivo de este problema serd el estudio de la distribucion de probabilidad de las
velocidades de las moléculas que salen por el orificio, que sera diferente de la distribucion de
probabilidad de las velocidades en el interior, debido a que el gas que emerge no se encuentra en
equilibrio termodinamico.

Llamemos: D;(v)=D(v,,v,,v,) alafuncién de densidad de probabilidad (FDP) de las velocidades de las

moléculas que salen del recipiente, en coordenadas cartesianas (el subindice “f” hace referencia a “fuera
del recipiente”). A continuacién, damos los detalles de como podemos obtener esta funcién haciendo uso
de las reglas de la probabilidad condicionada y de lo que hemos estudiado en esta asignatura, aunque
esta parte no es imprescindible para las preguntas que se le pide resolver después (lo que interesa de
este ejercicio es operar con FDPs). La funcién Di(v,,v,,v,) indica la densidad de probabilidad del suceso

[tener velocidad v ] condicionada a que haya ocurrido el suceso [salir], lo que indicamos con la notacion:

Di(v,,v,,v,)=DPr(tener v|salir) (0.13)

donde DPr es una forma abreviada de indicar “densidad de probabilidad”. De acuerdo con las reglas de la
probabilidad condicionada, tenemos:

DPr(tener v(\salir) DPr(tener v)-Pr(salir|tener V')
Pr(salir) Pr(salir)

DPr(tener v |salir) = (0.14)

Esto no es mas que la aplicacion del célebre Teorema de Bayes de la Teoria de la Probabilidad a nuestra
situacion particular (busque informacién sobre ello para comprobarlo). Se trata de un razonamiento muy
tipico que se utiliza para obtener una probabilidad desconocida cuando se conocen otras (en otras
palabras, de inferir probabilidades a partir de informacion conocida). Y, efectivamente, todos los
factores del ultimo miembro los conocemos del estudio de un gas ideal monoatémico en equilibrio:

e La densidad de probabilidad del suceso [tener velocidad V], DPr(tener V), es, simplemente, la
densidad de probabilidad de las velocidades de las moléculas del gas en equilibrio,
D(v,,v,,v,)= f(v)=F(v)/(4nv*) (se ha usado la notacién del capitulo de Teoria Cinética de los

gases ideales del curso de teoria).

e La probabilidad del suceso [salir del recipiente], Pr(salir), sera igual a la fracciéon de moléculas
que atraviesan el orificio. El numerador de esta fracciéon lo podemos obtener a partir de la
densidad de flujo molecular promedio 7 (niimero de moléculas que, para el gas en equilibrio,

atraviesan la unidad de superficie en la unidad de tiempo), estudiada en el capitulo de Teoria
Cinética de los gases ideales del curso de teoria. El denominador es el nimero total de moléculas,
N.

n=N/V

<v> =valor medio del m6dulo de v en equilibrio

Pr(salir)= UA;M :%%n@% donde {

- (0.15)
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e La probabilidad del suceso [salir del recipiente] condicionada a que haya ocurrido el suceso
[tener velocidad V], Pr(salir|tener V), se obtiene como la fracciéon de moléculas que salen del

recipiente, en el supuesto previo de que todas tienen velocidad v . El numerador de esta fraccion
lo podemos obtener a partir de la densidad de flujo molecular supuesto que todas las
moléculas tienen velocidad v, 7,, también estudiada en el capitulo de Teoria Cinética de los

gases ideales del curso de teorfa. Recuerde que 7, es la solucion del problema mecanico

asociado a la densidad de flujo molecular. El denominador es el nimero total de moléculas, N.

ASAt
_ASA 0, 0<x/2 , _ .
Pr(salir|tener v)= Ty 15 L N v eos 7/ , @=anguloentrevyelejeZ (0.16)

0 , O>7m /2

Sustituyendo, obtenemos:

F(v)cos@
FWn, _| =y 057/2
Df(Vx'Vy'Vz)= 4”‘/277: v {v) (0.17)
, O>71/2

Esta es la funcién sobre la que vamos a trabajar. No va a ser necesario sustituir el valor de F(v) en los
apartados a, b y c, aunque si en el apartado d. Recuerda que F(v) es 1a FDP de la celeridad (m6dulo de la
velocidad) de un gas ideal clasico en equilibrio, que define la llamada “distribucion de velocidades de
Maxwell” (ecuacion (5.31)).

Se pide resolver las siguientes cuestiones:

a) Haciendo un cambio de variables en tres dimensiones, calcule la correspondiente FDP en
coordenadas esféricas, que llamaremos p; (v,6,4).

Solucién:

Sabemos que la probabilidad de que (v,0,¢) esté en una region B del espacio de velocidades de las

moléculas que salen del recipiente es:
Pr(veB)=| D,(v,v,.v,)dv,dv,dv, = Di(v,.v,v,)v’senbdvdodg=[ p;(v.0,¢)dvdods (0.18)
de donde podemos identificar que:

Mvsen 0, 0<r/2
o (v.0,9)=1 x(v) (0.19)
0 , O>71/2

b) Calcule, mediante una integraciéon apropiada de la funcién pf(v,0,¢), la FDP del mdédulo de la

velocidad de las moléculas que salen, que llamaremos F;(v), escribiéndola en funcion de F(v), vy <v> .

Solucién:

Integrando la parte angular de p, (v,9,¢) obtenemos la funcién densidad de probabilidad marginal del

madulo de la velocidad de las moléculas que salen del recipiente como:

F(v)= joz”dqﬁjo% cossengdg L) (272)(1] vEv) _vE(v) (0.20)

7(v) 2)x(v) ()

60



Soluciones a los Problemas de Fundamentos de Fisica Estadistica

8k,T

3k, T
y <v2> =—F_ en equilibrio, calcule el
m m

c) A partir de F(v) y conociendo los valores medios <v> =

valor medio de la celeridad de las moléculas que salen, que llamaremos <v> .- ¢Es mayor o menor qué

<v> ? (Podria dar una explicacion fisica cualitativa de este hecho?

Solucién:

Por definicién de valor medio se tiene que:

(v), = [VE(dv = f <F(>V)d =ﬁj ZF(v)dV—<<‘; :\/817 \/?‘/” (0.21)

que es mayor que <v> ya que:

9 8
e 022

Una explicacion fisica cualitativa se puede dar si nos fijamos en la dependencia que existe entre el médulo
de la velocidad de las moléculas, v, y la densidad de flujo molecular supuesto que todas las moléculas
tienen velocidad v, 7, . La magnitud 7, es el nimero de particulas que colisionan contra una superficie

por unidad de tiempo y de area. Como se puede ver en la ecuaciéon (2.37) del curso de teoria, 7, se
incrementa al aumentar v, de donde deducimos que las particulas mas rapidas deben pasar por la
superficie del agujero y escapar del recipiente en mayor proporciéon que las mas lentas. Por ello, es de
esperar que la velocidad media de las particulas que escapan del recipiente sea también mayor que la
velocidad media de las particulas dentro del recipiente.

d) Escriba explicitamente la forma de la funcién F,(v) sustituyendo el valor de F(v) en la expresion

obtenida en el apartado (b).
Solucién:

Usando la distribucién probabilidad del médulo de las velocidades de Maxwell (ecuacién 5.31 del curso
de teoria) se tiene que:

_VF(V) 4 m 3 2k | M _1 M3 2k
=) &(zm) Ve ( J‘z(kﬂ” 023

e) Haciendo un cambio de variable v, =v /v , donde v, =, /Zk—BT es la celeridad mas probable del gas en
m

equilibrio, calcule la FDP de la celeridad reducida del gas en efusion, que llamaremos F (v,),

demostrando que en ella no aparecen explicitamente m, kg ni T.
Solucién:

Sabiendo que la probabilidad de que el médulo de la velocidad de las moléculas del gas que salen es:

61



Soluciones a los Problemas de Fundamentos de Fisica Estadistica

Pr(v, <v<v,)=Pr(v, <v,<v,)

(0.24)

obtenemos que la funcién densidad de probabilidad del médulo de la velocidad reducida de las moléculas
que salen es:

2
m(v,v, )

2 2 2 mvZ 2kgT
- 2k, T T 2
Ffr(vr):l m (vrv )36 sy, 1 M B | yle 2ol M =2yle™ (0.25)
T ke ) U P2\ kT ) Um

f) Represente graficamente F, (v,) junto con la FDP de la celeridad reducida del gas en equilibrio,

F.(v.), (ecuacion (5.51)) y analice las diferencias encontradas.
Solucidn:

Las graficas de F,(v,) y F,(v,) son:

1.0

0.8

0.6
- E’(vr)

0.4 I Ff,r (r)

FDP

0.2

0.0

0 1 2 3 4
vr

Ambas representaciones son similares. Para valores del médulo de la velocidad reducida v, pequefios, la
exponencial tiende a uno y la gréfica de F.(v,) se aproxima a v’ mientras que F, (v.) se aproximaa v’,

por lo que estas velocidades son mas probables para las particulas del gas encerrado en el recipiente que
para las particulas del gas que salen del mismo por el orificio. Por otro lado, para valores de v, grandes,
el término exponencial predomina sobre el término polinémico en la FDP, de forma que ambas FDPs
tienden a cero rapidamente. Sin embargo, el maximo de F, (v,) se alcanza para un valor mayor de v,, lo

que concuerda con que las particulas del gas que salen del recipiente tienden a ser las de velocidad mayor.
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3. Cristal aislante monoatomico ideal en el limite semiclasico

Objetivo: comprender mejor el formalismo general de la Fisica Estadistica, que permite obtener las
propiedades termodinamicas macroscépicas asociadas a un modelo microscépico (UN OBJETIVO
CENTRAL DE LA ASIGNATURA), en un caso concreto en el que el modelo obedece a la Mecanica Clasica.
Para ello, debe estudiar con detalle el procedimiento de trabajo en Fisica Estadistica.

(1) MACROESTADO: (B, V, N).

(2) MODELO: Vamos a estudiar las vibraciones de los atomos de la red cristalina de un sélido aislante
monoatémico en el limite semiclésico, en el conjunto canénico.

Trabajaremos con la aproximacion armoénica, es decir, supondremos que las vibraciones pueden
describirse como un conjunto de N atomos efectuando oscilaciones armdnicas en las tres direcciones del
espacio, por supuesto, acopladas entre si: las oscilaciones de un atomo en una direcciéon dependen de sus
oscilaciones en las otras dos direcciones y también de las oscilaciones de los atomos vecinos. Es posible
demostrar (cosa que se vera en la asignatura “Mecanica y Ondas” de 2° curso) que se puede hacer un
cambio de coordenadas para encontrar un conjunto equivalente de 3N osciladores armodnicos
unidimensionales desacoplados, denominados modos normales de vibracidon.

Supongamos que el conjunto de modos normales tiene coordenadas x=(x,,..X;y,) y momentos

D, =(Dy 1D, 5y ) La energia del sistema puede escribirse:

i=1

E(x,p ):% Pri Ly o —Z p’“+1ma)0 (0.26)
o Hl2m 2 2m 2

donde m es la masa atémica y k; es la constante elastica de cada oscilador. Se han tomado todas las
constantes elasticas iguales a un mismo valor k=mw?, lo que es equivalente a tomar iguales las

frecuencias angulares de oscilacion o, =27 f; (donde f; es la frecuencia lineal de oscilacion).

Esta aproximacion no da cuenta del volumen del sistema (Ecuaciéon Térmica de Estado), por lo que no
aparece como variable en el macroestado. En consecuencia, el macroestado se simplifica en la forma

(B, N).
(3) FUNCION ESTRUCTURA:

3.a) Encuentre la entidad elemental independiente (EEI) del sistema, justificando la respuesta a partir
de la definicion de EE], e indique claramente:

e Suenergia, ¢(x,p,).

e Elnumero de ellas que hay en el sistema, Ngg;.

e Sison distinguibles o indistinguibles.

e Elnumero de grados de libertad q tiene cada EEI, indicando cuantos hay de cada tipo (traslacion,
rotacién, vibracién).

e Elnumero de grados de libertad, s, del sistema total y cuantos hay de cada tipo.

Solucién:

La EEI sera cada uno de los 3N osciladores desacoplados y, por tanto, independientes que representan
las vibraciones de los N dtomos de la red cristalina y denominados modos normales de vibracién, luego
Neger = 3N. La energia de cada EEI, ¢(x,p,) es:

e(x,p.)= ”rxn o maj (0.27)
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Al estar localizados los atomos en sus posiciones de equilibrio de la red cristalina, los modos normales
resultantes son distinguibles. Cada oscilador arménico desacoplado tiene un tdnico grado de libertad, q =
1, de vibracién y dos términos cuadraticos, ntc = 2, en la expresion de la energia de dicho movimiento. El
numero total de grados de libertad del sistema sera por tanto s = 3N-q = 3N, todos ellos de vibracion.
Como el modelo no da cuenta del volumen, no tiene sentido hablar de grados de libertad de traslacion
(del centro de masas), como tampoco lo tiene hablar de grados de libertad de rotacion al ser el modelo
monoatémico.

3.b) Identifique los valores de los monoestados (x, px) de la EEI que son compatibles con su macroestado
(B). Calcule la funcidn de particion de una EEI, Z(f) (apareceran unas integrales que puede resolver
recurriendo a la seccién 5.4 del curso de teoria).

Solucién:
No hay ninguna restriccién sobre el valor de las coordenadas ni de los momentos. Luego:

X, €(—o0,+0)

(0.28)
D, €(—0,+)
La funcion de particion de una sola EEI es:
too = i +o0 = 1m(ugx2
Z1 _ zie*ﬂs(x,m)dxdpx :lJ' e ﬂZmdeJ' e s, dx :1 T 71'2 _ 2 (0.29)
B h= o h % pma? /) hpo,
m 2

—0

donde se ha hecho uso de que r e dt = \/%

3.c) Calcule la funcidon de particion del sistema, Z(5, N), prestando atencién a la distinguibilidad o
indistinguibilidad de las EEI.

Solucién:

Por la propiedad de factorizacién de la funcién de particion del sistema total:

3N
ozt — g ( h;” j (0.30)
a)O

(@) CALCULOS:

4.a) Calcule la funcion de Massieu del sistema, 1), y la funcién de Massieu de una EEI, i, verificando
que es extensiva: 1 = Nggr-1.

Solucién:

La ecuacion fundamental sera:

3N
2 2
v =k, ln[(hﬂ J }zBNkB ln(h ijEEI-kB ln(Zl)zNEEl-t//1 (0.31)

o, P,

4.b) Obtenga las ecuaciones de estado del sistema: la Ecuacién Energética de Estado (EEE) y la Ecuacién
Material de Estado (EME). Razone si se cumple el Teorema de Equiparticion de la Energia,
relacionando las hipotesis del modelo con las hipdtesis del teorema.

Solucién:
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Reescribiendo la ecuacién fundamental como:

27 27
=3Nk.In =3Nk.|In| — |-In 0.32
4 B [hﬁwoj B|: Eh%J (ﬂ)} ( )
la Ecuacién Energética de Estado, EEE, es:
0 k
U= [W/ B] :(aanj :—3Nl:—3NkBT = U=3Nk,T =3nRT (0.33)
o ) Lo ), T8

Si se cumple el Teorema de Equiparticion de la Energia, pues este dice que cada término cuadratico
contribuye a la energia interna del sistema, en promedio, con un valor de kzT/2, luego:

3N n 3N 2 3N
E =;%kBT =;EkBT = ;kBT =3Nk,T (0.34)

que coincide con la ecuacion (0.33).

La Ecuacion Material de Estado, EME, es:

_ﬂﬁzla[v’/kf‘]} :(ﬁan] =31n[ 2n J = ,u=3kBT1n( i j (0.35)
p 5 27k, T

ON ON hBaw, ]

4.c) Como el modelo no incorpora la posibilidad de intercambio de trabajo de expansién (variacién del
volumen V), la Unica capacidad calorifica que se puede calcular es la capacidad calorifica a volumen
constante, Cy, que es una magnitud extensiva (aditiva). Calctlela, y halle también la capacidad calorifica
a volumen constante molar, Cv, que es una magnitud intensiva, demostrando que se cumple la ley de
Dulong y Petit:

C, =—L=3R (0.36)

siendo n la cantidad de sustancia y R la constante de los gases.
Solucidn:

A partir de la EEE se tiene que:

Cvz(ﬁj =(5—Uj =3Nk, =3nR (0.37)
or ), \oT ),

de donde se obtiene la Ley de Dulong y Petit (ecuacion (0.36)).

4.d) Encuentre la entropia S del sistema, y discuta en qué intervalo de temperaturas es valido el modelo,
suponiendo que la frecuencia de los osciladores es fo = 5 THz.

Utilice, para la discusion, los valores de las constantes de acuerdo con la ultima edicion del Sistema
Internacional de Unidades (del 20 de mayo de 2019):

e Constante de Planck: h = 6.626 070 15 - 10-3* kg-m2-s-1,
e Constante de Boltzmann: kg = 1.380 649 - 10-23 kg-m2-s-2-K-1.

Solucién:

Por definicidn de la funcién de Massieu, 1, como transformada de Legendre de la entropia, S, se tiene que:
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U
1//=S—7 = S= y/+ —k s InZ +k, U =

(0.38)
J+k B3Nk,T =3Nk {1+1n[’;IBTH

0

=3Nk;In 2z
hp

0

donde se ha usado que @, =27 f;,. El modelo semiclasico desarrollado en este problema sera valido para

aquel rango de temperaturas en el que la entropia sea definida positiva. Esto ocurre cuando:

1+1n[kBTJ20
hf,

4.e) Transforme la anterior expresion de la entropia hasta convertirla en un potencial termodinamico
S=S(U, N), y obtenga a partir de ella las ecuaciones de estado, comprobando que coinciden con las
obtenidas en el apartado 4.b.

h *
In KT >-1 = kBTzl = Tzi:T =88.277Kparaf,=5THz  (0.39)
hf, hf, e ke

0 B

Solucién:

Sustituyendo kBT=%3N) en la expresion (0.38), obtenemos la entropia en funciéon de sus variables

naturales y, por tanto, como potencial termodinamico:

S=S(U,N)=3Nk,| 1+In v (0.40)
3Nhf,
Entonces la EEE sera:
% (8_5) =3Nk, /BNth) 3Nky = U=3Nk,T (0.41)
/3Nhf0

que coincide con la expresion (0.33). La EME sera:

_ﬁz(g_;j :3kB+3kBln(3 J +3Nk, /’V o 3k, 43k {“‘(31\/(2 ]_1}
’ /Nhf fo (0.42)

3kt~ |=3k, | 5T | = =3k, 7in| o | =3k 7| 9
3N, hf, k,T 27k, T

que coincide a su vez con la expresién (0.35).
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