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Definiciéon 0.0.1 Dados dos conjuntos A y B, decimos que A es un subconjunto de B,y
escribimos A C B, si todo elemento de A esta en B, esto es

(ACB)& (Vx:x€A=x€B).

Definicion 0.0.2 Dado un conjunto X, su conjunto de partes o conjunto potencia & (X) es el
conjunto formado por todos los subconjuntos de X.

A\B={x€A:x¢B}.
Cuando B es un subconjunto de A, decimos que A \ B es el complementario de B en A.

Definicion 0.0.4 Dados dos conjuntos A y B, su producto cartesiano A X B es el conjunto
formado por todos los pares ordenados, esto es

‘ Definicion 0.0.3 Sean A y B dos conjuntos. La diferencia A\ B es el conjunto

AxB={(a,b):acA,becB}.

Definicion 0.0.5 Sea A un conjunto. Una relacion binaria en A es un subconjunto R C A X A.
Dados dos elementos a,b € A, diremos que a estd relacionado con b mediante R si (a,b) € R.
Frecuentemente escribiremos aRb o a ~ b.

Definicion 0.0.6 Una relacion binaria R en un conjunto A se dice de equivalencia si cuample
las siguientes propiedades:

» Reflexiva: aRa, paratodo a € A.

» Transitiva: Si aRb'y bRc, entonces aRc.

= Simétrica: Si aRb, entonces bRa.



Definicion 0.0.7 Sea R una relacién binaria de equivalencia en un conjunto A. Dado a € A, la
clase de equivalencia de a por R es el conjunto

[a) = {b €A :aRb}.
El conjunto cociente A/R de A por R es el conjunto A/R = {[a] : a € A}.

Definicion 0.0.8 Un preorden < en un conjunto A es una relacién binaria que cumple las
siguientes propiedades:

= Reflexiva: a < a, para todo a € A.

» Transitiva: Sia < by b < c, entonces a < c.
Un orden parcial < en un conjunto A es un preorden que ademas cumple la propiedad:

» Antisimétrica: Sia < by b < a, entonces a = b.

m Ejemplo 0.1 Sea X un conjuntoy f : X — R una aplicacion (véase definicién 0.0.10). Conside-
remos la relacion binaria

X<y flx) < fO),

donde < es el orden habitual en R. Tenemos que < es un preorden, pero no necesariamente un
orden parcial.

Definicion 0.0.9 Sea (A, <) un conjunto preordenado. Decimos que < es un preorden total en
A si para cualesquiera a,b € A se tiene que

(a<b)V(b=<a).
Un orden total es un orden parcial que es preorden total.

Definiciéon 0.0.10 Sea A y B dos conjuntos. Una aplicacion f : A — B es un subconjunto
f C A x B con la siguiente propiedad:

Para cada a € A, existe un tinico b € B que satisface (a,b) € f.
Si (a,b) € f, escribimos b = f(a).

Habitualmente pensamos en f como una regla que envia cada elemento a € A en un tinico elemento
b € B 'y cuando pensamos en f como subconjunto de A x B, hablamos del grafo (o la grdfica) de f.

m Observacion 0.1 Nétese que no existe ninguna aplicacién con llegada en el conjunto vacio. En
cambio, hay una tnica aplicacién @ — B, con B # 0: la dada por f =0 =0 x B.

Definicion 0.0.11 Sea f : A — B una aplicacion entre conjuntos. Entonces:
1) Paracada X C A, laimagen f(X) de X por f es el conjunto

fX)={f(x):xeX}CB.
2) ParacadaY C B, la imagen inversa f~'(Y) de Y por f es el conjunto
f'(¥)={acA:fla)cY} CA.

Cuando Y = {y} escribiremos también f~!(y) para denotar £~ ({y}).

Definicion 0.0.12 Dadas dos aplicaciones f: A — By g : B — C, definimos su composicion



como la aplicacién go f : A — C dada por:

(g0 f)(a) = g(f(a)).

Definicién 0.0.13 Decimos que una aplicacién f : A — B es:
» Inyectiva si dados a,b € A con f(a) = f(b), entonces a = b (elementos distintos tienen
imdgenes distintas).
» Sobreyectiva si para todo b € B existe a € A tal que f(a) = b (todo elemento de b tiene
imagen inversa).
= Biyectiva si es inyectiva y sobreyectiva.

Definicién 0.0.14 Dos conjuntos X e Y son equipotentes si existe una biyeccién entre ellos.

Definicion 0.0.15 Sea A un conjunto no vacio tal que para cada @ € A tenemos un conjunto
Ag. La coleccion {Aq : o € A} se llama familia de conjuntos y A es el conjunto indice para la
familia. Usaremos también la escritura {Aq } gea

A veces, para evitar ambigiiedades y hacer énfasis en que A # 0, especificaremos que la familia
en la definicién 0.0.15 es no vacia.

Definiciéon 0.0.16 Sea {A, : & € A} una familia de conjuntos:
» La union UgecpAg es el conjunto dado por

UAa:{x:EIOCEAconxGAa}
aEA

= Lainterseccion NgepAg €s el conjunto dado por

ﬂAa:{x:xeAa,VaeA}

oEA

En algunos textos es comun convenir que la interseccion de una familia vacia de subconjuntos
de uno dado es igual al conjunto total y asi lo consideraremos nosotros cuando sea necesario. Si
observamos con detenimiento la definicidn de interseccion, estd convencion es totalmente oportuna,
pero esto es una finura l6gica en la que no queremos hacer hincapié.
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Aunque para la mayoria de nuestros propdsitos la idea intuitiva de conjunto podria ser suficiente,
si no se establecen de forma explicita los axiomas que nos dicen “qué es un conjunto” podemos
caer rdpidamente en contradicciones. El ejemplo clasico es la paradoja de Rusell, conocida como
“la paradoja del barbero”. Sea

H# = {x: (x conjunto) Ax & x}.

Si Z fuese un conjunto, tendriamos
RERSREXR.

Para desbloquear esta paradoja 16gica, nosotros adoptamos la posicion de que el problema reside en
suponer que & es un conjunto. Para ello seguimos la versién axiomadtica de la teoria de conjuntos
presentada en el libro de Dugundji, que estd basada en la de Bernayds-Gddel-von Neumann (BGN).
Cabe decir que existen otras axiomaticas alternativas en la teoria de conjuntos, cada una con sus
ventajas y sus inconvenientes.

Los conceptos primitivos en el desarrollo de la axiomatica son las clases y existe una relacién
binaria de pertenencia “€” entre ellas; todas las variables que aparecen: <7, A, x, ..., representan
clases. Una propiedad o enunciado “p” serd una férmula construida por:

1. Negacién —

2. Conjuncién A

3. Disyuncién V

4. Cuantificacién (3, V) de variables mediante cdlculo de predicados.
Dada una clase x, el enunciado p(x) puede ser verdadero o falso.

Definicion 1.0.1 Dos clases <7 y Z son iguales, y 1o escribimos &7 = 4, si tienen exactamente
los mismos elementos. Esto es:

xed )N (A =RB)=>x€ A.
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Definicion 1.0.2 Dadas dos clases &/ y %, decimos que </ es una subclase de %,y lo
escribiremos &/ C 4, si todo elemento de &7 estd en A, esto es

(o CHB)< (Vx:x€A=x€EB).

Noétese que .o/ = 4 si, y solamente si, se tiene (&7 C B) N\ (HB C ).
Al (Individualidad) (x€ Z)A(x=y) = (y € ).

Definicion 1.0.3 Un conjunto es una clase que pertenece a otra clase. Una clase que no es un
conjunto se llama clase propia.

AII (De formacion de clases) Para cada propiedad “p” en la que las tnicas variables cuantificadas
son conjuntos, existe una clase &7 cuyos elementos son los conjuntos que tienen la propiedad
p. En féormulas:
(x € &) < ((x es un conjunto) A p(x)).

Mediante este segundo axioma podemos concluir que
H# = {x: (x conjunto) Ax ¢ x}

es una clase propia, llamada clase de Russell. Notemos a su vez que la clase de todas las clases
no tiene sentido, pues se estarian cuantificando variables que no son conjuntos. De hecho, la clase
universal 7/ es la clase de todos los conjuntos. Formalmente

% = {x: (xesconjunto) A (x =x)}.
La clase vacia 0 se define como
0 ={x: (xesconjunto) A (x # x)}.

Noétese que O C &7 C % , para toda clase <7

m Observacion 1.1 Si &7 y & dos clases, el axioma de formacion de clases AII), permite definir
las clases &/ N A, o/ URB, o/ x A, etc. También tienen sentido las aplicaciones entre clases y
relaciones binarias en una clase; en particular relaciones binarias de equivalencia, orden y preorden.

Los siguientes axiomas garantizan la existencia de por lo menos un conjunto y que ciertas
construcciones dan lugar a conjuntos.
AIII (Conjunto vacio) La clase @ es un conjunto.
ALV (Pares) Si Ay B son conjuntos distintos, entonces la clase

{x:(x=A4)V(x=B)}

es un conjunto (con exactamente dos elementos), que denotamos {A, B}.
Diremos que {Ay }qca €s una familia de conjuntos si cada uno de los Ay es un conjunto y también
loes A.
AV (Union) Si {Aq}aca es una familia de conjuntos, entonces la clase

UAa:{x:EIaGAcoanAa}
aEA

€s un conjunto.

AVI (Reemplazamiento) Sea A un conjunto. Si f: A — 2/ es una aplicacion entre clases, entonces
f(A) es un conjunto.

AVII (Separacién) Si A es un conjunto, entonces AN .2/ es un conjunto, para cualquier clase 7.
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9

Del axioma de separacion se deduce que si A es un conjunto y “p” es una propiedad en la que las
Unicas variables cuantificadas son conjuntos, entonces también es un conjunto

{x:(x€A)Apx)}.

En particular se deduce que si A es un conjunto y % C A, entonces % es un conjunto.

Dada una clase .27, la clase potencia & (/) se define como
P (o) ={B: (Bconjunto ) A (B C <7)}.
Cuando A es un conjunto, por el axioma de separacion, tenemos directamente que
P(A)={B:BCA}.

AVIII (Partes) Si A es un conjunto, entonces Z(A) es un conjunto.

El axioma de fundacién nos dice que cada conjunto no vacio debe contener “dtomos” que lo
funden. De manera precisa:
AIX (Fundacién) En cada conjunto no vacio A, existe un elemento a € A tal que aNA = 0.

Definicion 1.0.4 Un conjunto A es infinito si existe a € A tal que A y A\ {a} son equipotentes.

El siguiente axioma proporciona la existencia de conjuntos infinitos (ejercicio).
AX (Infinito) Existe un conjunto A inductivo, es decir, que satisface:
1) 0eA
2) Sia€ A, entoncesaU{a} €A

Existe un tnico conjunto inductivo N que no tiene subconjuntos propios inducti-
vos. Ademds N es la interseccion de todos los conjuntos inductivos.

Previa a la demostracion del teorema, veamos el siguiente lema:

Sea {Aq } e una familia no vacia de conjuntos inductivos. Entonces la interseccion
B = NgeaAq €s un conjunto inductivo.

Demostracion. Probar que B es un conjunto queda como ejercicio. Veamos que B cumple las dos
propiedades de ser inductiov:
1) 0 € Ay, paracada @ € A, entonces @ € B.
2) Seaa € B, entonces a € Ay, para cada oo € A. Por tanto aU {a} € Ay, para cada o € A. y asi
aU{a} € B. [ |

Demostracion del teorema 1.0.1. Supongamos que tenemos dos conjuntos inductivos A y B que no
tienen subconjuntos propios inductivos. Como A N B es inductivo, necesitamos que necesariamente

ANB=A=B.

Asfi, queda probada la unicidad.

Veamos ahora la existencia. Por el axioma del infinito, existe un conjunto inductivo, llamémoslo
A. La interseccion N = ({C: (C C A) A (C es inductivo)} es a su vez un conjunto inductivo. Que
N no tiene subconjuntos propios inductivos es claro por definicién.

Finalmente, si B es cualquier conjunto inductivo, tenemos que BN N C N también es inductivo
y por tanto BNN = N, de lo que se concluye que N C B. De esta manera N es la interseccion de
todos los conjuntos inductivos. |
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Definicion 1.0.5 Al conjunto N en el teorema 1.0.1 lo llamamos conjunto de los niimeros
naturales.

Los “primeros” elementos de N son

0 =:

{0} {0}
{0.{0}} {0,1; =
{@,{0},{@,{@}} {0’172} =

Il
I
W N = O

La escritura 0,1,2, ... es solamente una representacion, que puede variar; de hecho, cuando
tratemos con los nimeros naturales vistos como ordinales tenderemos a decir que su primer elemento
se llama 1, es decir, usaremos la convencién 1 := 0, 2 := {0}, etc. Estas dos formas habituales de
“llamar a los nimeros naturales” no deben generarnos ninguna confusién ni preocupacion.

La aplicacion sucesor s : N — N\ {0} dada por s(a) = aU{a} estd bien definida. En efecto,
que s(a) € N es claro por ser N un conjunto inductivo y @ no tiene preimagen pues si existiera
a€Acon@=s(a) =aU{a}, entonces a € 0, lo cual es absurdo. Ademds s es biyectiva (ejercicio).
Habitualmente escribiremos n + 1 para denotar al sucesor de n. También escribiremos n — 1 para
denotar al antecesor inmediato de un niimero natural » distinto del vacio.

La terna (N, 0, s) satisface los axiomas de Peano:
» 5:N— N\ {0} es una aplicacion inyectiva.
» (Principio de induccién) Sea A C N un subconjunto que tiene la propiedad

DeA)N(beA=s(b) €A),
entonces A = N,

Demostracion. Demostrar que s es una aplicacién inyectiva queda como ejercicio. Ahora, decir
que A C N es un subconjunto tal que

DeA)N(aeA=s(a) €A),

es exactamente decir que A es un conjunto inductivo, pues s(a) = aU{a}. Como N no tiene
subconjuntos inductivos propios, tenemos que A = N, como queriamos. |

m Observacion 1.2 Podriamos definir los nimeros naturales como cualquier terna (N, O, s) que
cumple los axiomas de Peano. Dedekind probé que esta definicién es “categdrica”, mds precisa-
mente, que dadas dos ternas (N, 0,s) y (N',0,s") que cumplen los axiomas de Peano, existe una
tinica aplicacion biyectiva ¢ : N — N’ que satisface:

9(0)=0, sop=gos.

El siguiente ejemplo, debido a Russell, muestra que todavia hay colecciones que podriamos
querer que fuesen conjuntos: Sea A una coleccién infinita de pares de zapatos. Podemos construir
un subconjunto que consiste en exactamente un zapato de cada par mediante la propiedad “zapato
derecho”. Si ahora A es una coleccién de pares de calcetines, como los calcetines son idénticos,
no hay ninguna propiedad razonable que permita extraer exactamente uno de cada par. Para ello
adoptamos otro método para producir conjuntos: el dado por el axioma de eleccién.

AXI (Axioma de eleccion AC) Dada una familia {A4}qca de conjuntos no vacios, existe un
conjunto que tiene exactamente un elemento de cada A.



17

Definicion 1.0.6 El producto [[ycpAq de una familia de conjuntos {Aq }gen es el conjunto
dado por

[TAe={c:A=|JAx: Vo e A c(a) €Ay}

aEA o
A veces escribimos ¢ = (ay)qea para denotar un elemento del producto, es decir aq = c(a),
para todo & € A, donde ¢ € [],Aq. La aplicacién

Dot HAoc — A, (Aa)aen > aa
o

se llama proyeccion sobre el a.-ésimo factor.

Sea {Aq } qea una familia de conjuntos no vacios. Una aplicacion de eleccion para dicha familia
es un elemento de [[,cp Aw- Se puede comprobar que la siguiente es una formulacién equivalente
del axioma de eleccidn:

Dada una familia {Ay } ¢ea de conjuntos no vacios, el producto [Jocp Aq €s no vacio
(y por tanto existe una aplicacién de eleccion).

Presentamos ahora dos formulaciones mds equivalentes (no vamos a probarlo) del axioma de
eleccion: El lema de Zorn y el teorema de Zermelo.

Recordemos que un preorden < en un conjunto A es una relacion binaria reflexiva y transitiva.

Definicion 1.0.7 Sea < un preorden en A. Un elemento m € A se dice que es:
= mdximo o ultimo elemento si a < m paratodo a € A.
= maximal si para todo a € A tal que m < a, entonces a < m.
= minimo o primer elemento sim < a paratodo a € A.
= minimal si para todo a € A tal que a < m, entonces m < a.
Sea B un subconjunto de A. Un elemento ay € A se dice que es:
= cota superior si b < ay para todo b € B.
= cota inferior si ap < b paratodo b € B.

Definicion 1.0.8 Sea < un preorden en A. Una cadena en A es cualquier subconjunto B C A tal
que < induce un preorden total en B.

Lema de Zorn: Sea X un conjunto preordenado por <. Si cada cadena tiene cota superior, entonces
X tiene por lo menos un elemento maximal.

El lema de Zorn es una versién muy util del axioma de eleccién. Como aplicacién a éste,
tenemos el siguiente resultado de dlgebra lineal.

Todo espacio vectorial tiene base.

Demostracion. Ejercicio |

Definiciéon 1.0.9 Un orden parcial < en A se dice buen orden si cada subconjunto no vacio
B C A tiene primer elemento.
Teorema de Zermelo Todo conjunto admite un buen orden.

m Observacion 1.3 El teorema de Zermelo es existencial, pero no constructivo. No se conoce
ninguna construccién especifica para ordenar bien un conjunto no numerable (por ejemplo los
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reales). Incluso hay conjuntos no numerables para los que no se conoce una construccidn especifica
de un orden total.

Procedimiento diagonal de Cantor

Dados dos conjuntos A y B, denotamos por A8 el conjunto de aplicaciones de B en A. Los
siguientes son algunos ejemplos:

1) AN es el conjunto de sucesiones de elementos en A.
2) Si {Ay}aca es una familia de conjuntos con Ay, = A para todo & € A, entonces A® =

[TocrAa-
3) 2X={X —={0,1}}.
Cuando hablemos de cardinalidad, especificaremos qué es el “tamafio” de un conjunto. Para
hacernos una idea, podemos pensar que dos conjuntos tienen el mismo tamaiio si son equipotentes y
uno tiene un tamafio menor o igual a otro si hay una aplicacién inyectiva del primero en el segundo.

Definicion 1.1.1 Sea X un conjunto y A € & (X). La aplicacion caracteristica ca : X — {0,1}
es el elemento de 2% dado por

(x) = 1 si xeA
ATV 0 si xea

Reciprocamente, dada & € 2%, definimos Ag={xeX: & (x) = 1}. Es sencillo comprobar (ejercicio)
que, dados A € Z(X)y & € 2%, se tiene

CA5 = g, AcA =A.
De esta manera, hay una biyeccién natural entre el conjunto & (X) y 2X.
Ahora, es claro que existe una aplicacion inyectiva entre X y &?(X), por ejemplo la dada

por x — {x}. Veamos que no existe ninguna biyeccion entre estos conjuntos, y que por tanto son
conjuntos no equipotentes. Para ello, usamos el procedimiento diagonal de Cantor.

Los conjuntos X y 2% no son equipotentes.

Demostracion. Sea ® : X — 2% una aplicacién cualquiera. Veamos que no es sobreyectiva constru-
yendo un elemento & € 2X con & ¢ ®(X). Definimos

Asf, dado cualquier x € X tenemos que
E(x) = 15 D(x)(x) =0

y por tanto & # ®(x), como queriamos. |

La siguiente imagen ilustra el principio diagonal de Cantor para el caso A = N.
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®0) = 00 0 00 1 0 1
1) =11 0 10 0 1 1
®2 =01 0 00 1 0 1
®3) =10 0 01 0 0 1
d4) =00 0 01 0 00
5 =01 0 00 0 10
®6) = 00 1 00 1 1 1
®7) =01 0 10 1 0 1
E =101 101 00

Concluimos, por tanto, que existen conjuntos infinitos que no son equipotentes, como por
ejemplo Ny 21,

Terminamos esta seccién proporcionando una realizacién del conjunto 2%, también llamado
conjunto de Cantor, dentro del intervalo [0, 1]: el conjunto triddrico de Cantor. Intuitivamente,
vamos a quedarnos con los nimeros en [0, 1] cuya expansion ternaria o triddrica no emplea 1’s.

El conjunto triddrico de Cantor se define como la interseccion T = (,,_; T,,, donde los T,
son los subconjuntos de [0, 1] descritos a continuacion. Para cada n € N, con n > 1 escribamos
S, = 2{1.2.n} ‘Para cada & € Sy sea I el intervalo definido como sigue:

1. Sin=1, tomamos Iy = [0,1/3]el; =[2/3,1].

2. Sin> 2y suponemos definido /5 = [a,b], para § = Ol{i2

gooey

n—1} y tomamos
Is=la,a+1/3", si8(n) =0, Is=[b—1/3"b],sid(n)=1l.

Ahora, €l conjunto 7, es la unién 7, = Useg, Is5- A modo ilustrativo, describimos explicitamente

leTz.
1 2 1 23 6 7 8
T=10,-{U|=,1 L=1|0,—|U|=,=|U|=,=|U|=,1{.
e A U P R e

Las siguientes propiedades no son dificiles de comprobar:
1. Sié,y€ S, con b # v, entonces Is N1, = 0.
2.Sin>2,8€8,y¥€E€S, 1, setienen las siguientes equivalencias:

Is ﬂ[y#@@]g Clys 5‘{1’27__.7,1_1} =7.

Para cada ¢ € 2" escribamos o, = G|{ 12,...n}- Esto da lugar a una sucesion de intervalos
cerrados encajados
IO'] 310'2 D chn DIO',,+] D

cuya longitud tiende a cero. Por una de las propiedades bésicas de los nlimeros reales, existe un
unico numero real x4 en la interseccion de todos ellos, esto es

{xcy} — ﬂ IGn C T
n=1
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La aplicacién @ : 2 — T dada por ®(o) = x, es biyectiva

Demostracion. Veamos que P es inyectiva. Dados dos elementos distintos &,y € 2%, existe un
indice n € N tal que 0, # ¥,. Por definicién ®(y) = xy € I, y ®(0) = x5 € I5,. Ahora, como
O, # "y, por la primera propiedad sabemos que I, N5, = @, y por tanto se tiene que xy # Xg-.

Veamos que @ es suprayectiva. Tomamos x € 7'y buscamos una sucesién ¢ € 2% con P(o)=nx.
Para cada n € N, existe un tnico " € S, tal que

xEIanCTn

Como x € I i1 NIgn, se tiene que o es la restriccién de a+! a {1,2,...,n} en vista de la segunda
propiedad. Como esto lo hacemos para todo niimero natural, podemos construir un elemento & € 2N
cuya restriccién a {1,2,...,n} coincide con a”. Tenemos que ®(0) = x. [ |



En gran parte de este capitulo trataremos con conjuntos parcialmente ordenados: conjuntos
acompaiados de una relacion binaria de orden. Por comodidad, siempre omitiremos el orden de las
notaciones y usaremos el simbolo < para denotar el orden dentro del conjunto correspondiente.
Solamente cuando necesitemos usar dos 6rdenes distintos para el mismo conjunto lo haremos notar
explicitamente.

2.1 Ordinales. Comparacion

Definicion 2.1.1 Sean A y A’ dos conjuntos parcialmente ordenados. Una aplicacion f: A — A’
es un morfismo si se tiene que

a<b= f(a) < f(b).
Un monomorfismo es un morfismo inyectivo y un isomorfismo es uno biyectivo.

Definicion 2.1.2 Un ordinal o conjunto bien ordenado es un conjunto parcialmente ordenado,
donde el orden es un buen orden.

Definicion 2.1.3 Sea W un ordinal y z € W. El intervalo inicial de W determinado por z es el
conjunto
W) ={xeW;x<z,x#z}.

Un ideal I de W es un subconjunto I C W tal que para cualesquiecrax € /ey € W,cony < x, se
tiene que y € I. Denotaremos por J(W) el conjunto de todos los intervalos iniciales y por (W)
el conjunto de todos los ideales.

Noétese que @ es un intervalo inicial, pero no lo es W. En cambio W si es un ideal. Obsérvese a su
vez que los intervalos iniciales son automaticamente ideales. De hecho, se tiene que

(W) =J(W)U{W}.
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Sea W un ordinal. Dados a,b € W, tenemos que a < b si y solamente si W (a) C W (D).

Demostracion. Que a < b implica W(a) C W(b) se sigue por la transitividad del orden. Su-
pongamos que W(a) C W(b). Como b ¢ W(b), también tenemos que b ¢ W(a), es decir que
(b=a)V (b £ a). Como el orden es total, concluimos que a < b necesariamente. [

El siguiente resultado se concluye directamente del lema anterior:

Sea W un ordinal. Los conjuntos J(W) e I(W) estdn bien ordenados por la
inclusién y la aplicacién W — J(W) dada por z — W (z) es un isomorfismo entre ordinales.

El objetivo en esta seccién es probar que, dados dos ordinales, uno de ellos es isomorfo a un
ideal del otro, mediante un isomorfismo Unico. Mds precisamente, queremos probar el siguiente
resultado:

— De comparacion de ordinales. Sean W y W’ dos ordinales. Entonces una,
y solo una, de las siguientes afirmaciones se cumple:
1) Hay un isomorfismo dnico entre W'y W’.
2) Hay un isomorfismo dnico entre W y un intervalo inicial de W’.
3) Hay un isomorfismo tnico entre W’ y un intervalo inicial de W.

Antes de demostrar el teorema, veamos las siguientes afirmaciones:

Sea W un ordinal y sea £ C I(W) cualquier conjunto de ideales con @ € £y
que cumple las siguientes propiedades:
i) (cerrada por la unién) Cada unién de miembros de ¥ estd en X.
ii) SiW(a) € X, entonces W(a) U{a} € L.
Se tiene que £ = I(W).

Demostracion. Supongamos que I(W)\ X # 0. Como /(W) estd bien ordenado, existe un primer
elemento Iy € I(W) con [y ¢ ¥. Sabemos que Iy # 0. Distinguiremos dos casos: Iy tiene maximo o
no.

— Si [ tiene médximo, llamémoslo b*, entonces Iy = W (b*) U {b*}. Por la minimalidad de
Iy, tenemos que W (b*) € Ly, por la propiedad ii) concluimos que W (b*) U {b*} € X, lo cual es
absurdo.

— Si Iy no tiene maximo, podemos escribir Iy (ejercicio) como

fo=J,., W(®).

De nuevo, la minimalidad de I, nos garantiza que W (b) € X para todo b € I y por la propiedad 1)
también Iy € X, lo cual es contradictorio. |

Sean W y W' dos ordinales y sea ¢ : W — W’ un monomorfismo tal que ¢(W) es un
ideal de W'. Para cualquier otro monomorfismo f : W — W' se tiene que

o(w) < f(w), VYweW.

Demostracion. SeaA={weW :@(w) < f(w)}. Veamos que A = W. Supongamos que W \ A # 0.
Existe un primer elemento wy € W \ A. Es decir, con

(@(wo) # f(wo)) A (f(wo) < @(wo)).

Escribimos condensadamente f(wp) < @(wy).
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Dado que ¢(W) es un ideal, debe existir w; € W tal que ¢(w;) = f(wp). Sabemos que wi # wy,
pues tienen imagen distinta por ¢. Distinguimos los casos w; < wp y wo < w; y buscamos en cada
uno de ellos una contradiccion.

— Siw; < wy, por la minimalidad de wo, entonces w| € A. Asi

f(wo) = @(wi) < f(w1) < f(wo),

por tanto f(w;) = f(wo), lo que contradice la inyectividad de f.
— Siwp < wy, entonces @(wo) < @(wy) = f(wo) < @(wp), que es absurdo. [ ]

m Observacion 2.1 La condicién de que @ sea inyectiva la podriamos haber obviado, pues no ha
sido necesario usarla.

Si @,y : W — W’ son dos monomorfismos con (W) y y(W) ideales, entonces
¢ = Yy, en particular, tenemos la igualdad ¢ (W) = y(W). Como consecuencia, dados dos ideales
I el de W y W' respectivamente, como mucho hay un isomorfismo entre ellos.

Demostracion. Para todo w € W, tenemos que

(p(w) < w(w) A(y(w) < o(w)) = @(w) = w(w),
por tanto son la misma aplicacién. La segunda parte se sigue automaticamente. |

Ahora ya tenemos todos los ingredientes necesarios para relaizar la prueba del teorema de
comparacion de ordinales.

Demostracion del teorema. La unicidad de los isomorfismos se sigue directamente del corollary
2.1.6. También es directo de este corollary que las posibilidades 1) y 2) (andlogamente 1) y 3)) son
mutuamente excluyentes. Veamos que también lo son 2) y 3). Supongamos que existen isomorfismos

fwW—=Ww(®b), f:W-=W).

La composicién io f'o f : W — W, donde i denota la inclusién de W (a) en W, serfa un monomor-

fismo cuya imagen es un ideal, al igual que también es un monomorfismo la identidad Id : W — W.

De nuevo el corollary 2.1.6 nos diria que estas dos aplicaciones deben coincidir, lo cual no es cierto.
Veamos ahora que se da una de las situaciones del enunciado. Sea

Y ={I€I(W):Iesisomorfoaalgin I’ € (W)}

Si W € £, estamos en los casos 1) 0 2). Asi que supongamos que W ¢ ¥y veamos que se cumple la
alternativa 3).

Paso 1: La unién de elementos de £ estd de nuevo en £. Tomamos una familia {/4}gea de
elementos de X. Sabemos que existen monomorfimos

Oo g =X, @Qully) =1, €I(W).

La union de ideales es un ideal (ejercicio). Veamos que I = Ugly es isomorfo al ideal de W’ dado
por I' = Ug I}, construyendo “por pegado” un isomorfismo. Dados o, € A sabemos que o bien
lo Clg 01 C Ig. Supongamos lo primero, otra vez por el corollary 2.1.6 podemos asegurar que

Qo (x) = @p(x), Vx€lq.

De esta manera, la aplicacién ¢ : I — X dada por x — @g(x), si x € Iy estd bien definida y
proporciona el isomorfismo deseado (compruébese).
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Paso 2: Es claro que 0 € ¥, asi que existe a* € W tal que
W(a*)eX, W@ )u{a'}¢x,

si no por la proposicién 2.1.4 tendriamos £ = I(W), lo que nos da una contradiccion.

Como W (a*) € X, sabemos que existe un isomorfismo ¢ : W(a*) — I', donde I’ es un ideal
de W’; veamos que I’ es el total. Supongamos que no lo es, es decir que I’ = W (b*), con b* € W'.
Podemos extender el isomorfismo ¢ a un isomorfismo ¢ : W(a*)U{a*} — W (b*) U{b*} enviando
a* en b*. Esto hace que W (a*) U{a*} € £ lo cual es absurdo. [ |

Ningun intervalo inicial de un ordinal es isomorfo a él mismo.
Sea W un ordinal. Cualquier subconjunto A de W es isomorfo a W o a un intervalo

inicial de W.

Demostracion. Para ello veamos que W no puede ser isomorfo a un intervalo inicial de A. Si
existiese un isomorfismo f : W — A(a), la composicién

g=iof:W—=W

donde i es la inclusién de A(a) en W, estaria en las condiciones del lema de comparacion. Asi g
deberfa ser igual a la identidad Idy : W — W, pero no lo es. |

Terminamos esta seccién enunciando y demostrando el siguiente resultado:

— Induccién transfinita. Sea W un ordinal y sea Q C W. Si para todo x ¢ W
se cumple la propiedad:

(*) W(x) C Q implica x € Q,
entonces Q =W.

Demostracion. Supongamos que W\ Q # 0y sea w su primer elemento. Tenemos que W (w) C O,
o bien porque W (w) = 0 o bien porque si no se contradice la minimalidad de w. En cambio w ¢ Q,
y esto contradice la propiedad (). |

9

Una forma equivalente de establecer la induccién transfinita es la siguiente: Sea “p” un enun-
ciado, que toma valores en w € W. Supongamos que

YweW, (px),¥xeW(w))= pw).

Entonces p(w) es cierta para todow € W.

NUmeros ordinales

Podriamos definir un niimero ordinal como una clase de equivalencia de ordinales, pero con
esta aproximacion tenemos la desventaja de estar trabajando con clases, en lugar de conjuntos. Asi
que vamos a definir nimero ordinal dentro del marco de la teoria de conjuntos. Veremos que existe
una clase bien ordenada ., cuyos elementos se llamaran niimeros ordinales, que representaran las
clases de isomorfia de ordinales.

Definicion 2.2.1 Un niimero ordinal es un conjunto a que cumple las siguientes propiedades:
) (xea)AN(y€a)= (xey)V(yex)V(x=y).
ii) (yea)=(yCa).
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El ejemplo mas sencillo de nimero ordinal es a = 0, ya que satisface las condiciones trivialmente;
otros ejemplos son {0} o {0,{0}}. Nuestro siguiente objetivo es probar que el conjunto de los
nimeros naturales es un nimero ordinal, de hecho veremos que es el nimero ordinal infinito mas
pequeiio. Para ello necesitamos unos lemas previos.

Six € N, entonces (0 € x) V (x=0).

Demostracion. SeaA = {x € N:0 € x} U{0}. Veamos que es un conjunto inductivo. Que 0 € A
es claro. Veamos que si x € A, entonces xU {x} € A.

- Six =0, entonces 0 € {0}.

- Six # 0, entonces @ € x C xU {x}. [

Sean x,y € N. Si y € x, entonces (yU{y} =x)V (yU{y} € x).

Demostracion. Consideremos el conjunto
A={xeN:wyeN, (yex)= (yU{y} =x)V(yu{y} €x)}.

Queremos ver que A = N. Para ello, veamos que A es un conjunto inductivo. Que @ € A es claro,
pues el vacio no tiene elementos. Sea x € A y probemos que xU {x} € A. Tomamos y € N tal que
y € xU{x}, es decir, y € x 0 y = x. Distinguimos ambos casos:
» Siy=ux, tenemos que yU{y} =xU{x} y hemos terminado.
= Siy € x, entonces, como x € A, tenemos dos posibilidades:
* yU{y} =x, hemos terminado, pues x € xU {x}.
* yU{y} € x, hemos terminado, pues x C xU {x}. [ |

El conjunto N de los niimeros naturales es un niimero ordinal.

Demostracion. Veamos que N cumple las dos propiedades de nimero ordinal.

ii) SeaA ={x € N:x C N}. Queremos ver que A = N. Para ello, veamos que A es un conjunto
inductivo. Que 0 € A es claro. Sea x € A, y probemos que xU {x} € A. Por definicién de A,
sabemos que x C N, por otro lado x € N. Asi que xU {x} C N, como queriamos.

i) SeaA={yeN:VxeN,(x€y)V(y€x)V(x=y)}. De nuevo, queremos ver que A =Ny
para ello probaremos que es un conjunto inductivo.
- @ € A escierto por el lema 2.2.1.
- Seay € A. Veamos que yU {y} € A. Dado x € N, nos preguntamos si

(xeyuyhHVviuiyt ex)viyu{y}=x).

Sabemos que (x € y)V (x=y)V (y €x).Si (x €y) V (x =), es directo que x € yU {y}.
Siy € x, concluimos por el Lema 2.2.2. |

Si a es cualquier nimero ordinal, entonces a U {a} también lo es (ejercicio). Los nimeros ordinales
que no son de esta forma, como por ejemplo N se llaman niimeros ordinales limite, y se caracterizan
por no tener un antecesor inmediato (no tienen un elemento maximo).

Presentamos ahora algunas propiedades importantes que cumplen los ndmeros ordinales.

Sea a un nimero ordinal y A C a un subconjunto no vacio. Existe un elemento
xo € A, llamado primer elemento tal que para cada x € A se cumple (xp € x) V (xo = x).
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Demostracion. Si tuviésemos dos elementos a,b € A con la propiedad deseada, tendriamos que
a€bybca,locual contradice la fundacidn, asi que la unicidad se tiene. Probemos ahora la
existencia. De nuevo por el axioma de fundacién, sabemos que existe un elemento xy € A con
X0 NA = 0, es decir, para todo x € A, se tiene que x ¢ xp. Ahora, por la propiedad i) de ser a un
ordinal, tenemos que, o bien xy € x, o bien xy = x. |

Para cualquier niimero ordinal a tenemos que @ € a, y ademas es el primer
elemento.

Demostracion. Sabemos que existe xg € a primer elemento de a. Por la propiedad ii), sabemos que
Xo C a. Supongamos que xo # @ y tomemos y € x. Por ser xo el primer elemento tenemos a su vez
que (xo €y)V (xg =), lo cual es absurdo. [

Los elementos de un ndmero ordinal son nimeros ordinales.

Demostracion. Sea a un nimero ordinal y b € a. Veamos que b es, a su vez, un nimero ordinal, es
decir, que cumple i) y ii).

1) Sean x,y € b. Por la propiedad ii) aplicada a a, tenemos que x,y € a y por tanto, aplicando 1)
aatenemos que x € y oy € X 0 x =y, como queriamos.

ii) Seany € by x € y, queremos comprobar que x € b. Con un argumento similar al anterior,
podemos comprobar que x € a, asi, la propiedad 1) aplicada al nimero ordinal a nos asegura
que (x € b)V (b € x)V (x =b). Veamos que las dos tdltimas opciones nos llevan a una
contradiccién:

— Supongamos que b € x. Tenemos que

{b,x,y}nb>y, {bx,y}Nx3b, {b,x,y}Ny>x

lo cual contradice la fundacion del conjunto {b,x,y}.
— Si b = x, entonces (y € x) A (x € y), que contradice la fundacion. [

Todos los nimeros naturales son nimeros ordinales.

Dados dos nimeros ordinales a y b, tenemos que a C b si y solamente si
(aeb)V(a=Db).

Demostracion. Si a = b es claro que a C b. Si a € b, por ser b un nimero ordinal, tenemos que
aChb.

Supongamos ahora que a C b, que a # b, y veamos que a € b. Como b es un nimero ordinal,
el conjunto b\ a # 0 tiene primer elemento, digamos xo, en vista de la proposicion 2.2.4. Veamos
que xg = a, y por tanto a € b. Probaremos las dos contenencias xo C a y a C xp.

- Consideremos un elemento y € xp y veamos que y € a. Como xo € by b es un nimero ordinal,
sabemos que xo C b, y por tanto y € b. Si y fuese un elemento de b\ a, por ser xg el primer elemento,
tendriamos que (xo € y) V (xo =), pero ambas cosas contradicen la fundacion.

- Consideremos un elemento y € a y veamos que y € xg. Tanto y como x( son elementos de b y
por ser b un nimero ordinal, se tiene

(yexo)V(x0=y)V(x€y).

Si xp = y, automdticamente xo € a, lo que es absurdo. Si xg € y, por ser a un ndmero ordinal,
tenemos que y C a, y por tanto xg € a, lo que de nuevo, es absurdo. De esta manera y € xp, como
queriamos probar. |
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Un nimero ordinal tiene un buen orden intrinseco (el dado por la inclusién). Por
tanto, es un ordinal.

Demostracion. La inclusién entre conjuntos siempre es un orden parcial. Debemos ver que estamos
ante un buen orden. Dado un conjunto no vacio A C a, sabemos por la proposicién 2.2.4 que existe
un elemento xy € A tal que

VxeA (xo€x)V(xo=nx).

Veamos que este xp es el minimo para el orden dado por la inclusién. Esto es, queremos ver que para
todo x € A se cumple xg C x. Dado x € A, por la proposicién 2.2.6 sabemos que tanto x como xgy son
nimeros ordinales, asi que cumplen las hipdtesis en la proposicion 2.2.8 y por tanto xo Cx. W

La dltima de las propiedades que vamos a establecer es la siguiente comparacién de niimeros
ordinales.

Dados cualesquiera dos nimeros ordinales a, b se tiene que (a C b) V (b C a).
Dicho de otro modo (a € b))V (a=b) V (b € a).

Demostracion. Es inmediato comprobar que la interseccion de niimeros ordinales es un ndmero
ordinal, asi aM b es un nimero ordinal. Supongamos que es distinto tanto de » como de a. Entonces,
por la proposicién 2.2.8 tenemos

(bnacb)AN(bNa#b)=bNacb

y andlogamente bNa € a. De esta manera, llegamos a que b a € bNa, que contradice la fundacién.
Asi (bNa=b)V (bNa=a).SibNa=b,entonces b C ay sibNa=a,entonces a C b. [

La clase .Z de los niimeros ordinales ordenada por la inclusién cumple las
siguientes propiedades:

1) £ no es un conjunto.

2) Z esta bien ordenada por la relacion de inclusion.

3) Para cada a € &, el intervalo inicial .Z(a) es el propio a. En particular, dado cualquier
b € a, tenemos que a(b) = b. Como consecuencia, dos nimeros ordinales distintos no son
isomorfos.

4) Dado cualquier conjunto de ndmeros ordinales, existe un niimero ordinal mayor que todos
ellos.

5) Toda sucesion decreciente ¢ : N — .#” de nimeros ordinales estabiliza, es decir, existe un
no € N tal que @(n) = ¢(np) para todo n > ny.

Demostracion. Veamos cada una de las afirmaciones:
1. Si .Z fuera un conjunto, verificaria las dos condiciones de niimero ordinal, por tanto tendria-
mos que .Z € .Z, lo cual nos lleva a una contradiccién con el axioma de fundacién.
2. Veamos que toda subclase 2 C .Z no vacia tiene minimo. Sea a € 2 y consideremos el
conjunto
As={be2:bCaN(b#a)}={be2:bca}=an2

Que A, = 0 significa que a es el minimo en 2.

Si A, # 0, sabemos que tiene un primer elemento xo; veamos que xq también es el primer
elementoen 2. Sib € aN 2 =A,, ya sabemos que xo C b. Supongamos que b € 2\ a, en
vista de la proposicién 2.2.10 concluimos que a C b y como x( € a, en particular xy C a.
Llegamos asi a que xo C b.
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3. Dado un niimero ordinal a € .Z, tenemos que
La)y={beZ:bCarbF#a)}={be L :bca}=an?,

pero esto es el propio a, pues todos sus elementos son nimeros ordinales. Ahora, tenemos
que Z(b) = (Z(a))(b) = a(b). Que dos nimeros ordinales no son isomorfos se sigue ahora
por el corollary 2.1.7.

4. Sea E C .Z un conjunto de nimeros ordinales. Consideremos el conjunto

b:Ua

Se puede verificar (ejercicio) que b es un niimero ordinal. Se tiene que a C b, paratodo a € E.
Ahora b U {b} es otro nimero ordinal que proporciona la desigualdad estricta.

5. Sea ¢ : N — .Z una sucesion decreciente de nimeros ordinales y consideremos el subconjunto
A={o(n): ne N} C Z. Sabemos que A tiene primer elemento xo, que se alcanza para
algiin ng € N, esto es xo = @(np). Al ser la sucesion decreciente, tenemos que necesariamente
o (n) = @(ng) = xo para todo n > ny. [

El ndmero ordinal infinito méds pequeio es N.

Demostracion. Ya sabemos que N es un nimero ordinal infinito. Ahora, un nimero ordinal mas
pequefio que N es uno de sus elementos (o un intervalo inicial), es decir, un niimero natural, que
sabemos que es finito. |

Terminamos este capitulo con el siguiente resultado que afirma que cada ndmero ordinal
representa una clase de isomorfia de ordinales.

Dado un ordinal W, existe un nimero ordinal al que es isomorfo. Usaremos la
notacion ord(W) para denotar dicho nimero ordinal.

Para realizar esta demostracién nos apoyamos en el siguiente resultado cuya demostracién
dejamos para mas adelante.

— Construccion transfinita. Sea W un ordinal y <7 una clase arbitraria. Si
para todo x € W se cumple la propiedad:

hay una regla R, que asocia a cada ¢ : W (x) — <7, un iinico conjunto Ry|@] € <7,
entonces hay una tnica F : W — & tal que F (x) = Ry[F|y )] para cadax € W.

Demostracion del teorema 2.2.13. Sea W un ordinal. Para cada x € W y para cada aplicacion
¢ : W(x) = £, definimos R,[¢] como el nimero ordinal mds pequefio que es mayor que cada
elemento de (W (x)). Observamos que aqui hemos usado que la inclusién es un buen orden en .Z,
que @(W(x)) es un conjunto y la propiedad 4) en la proposicién 2.2.11. Por construccion transfinita,
existe

F:W—>X2

tal que F (x) = Ry[F | y)] para cada x € W. Tenemos que:
» F es un morfimo inyectivo. Supongamos que (x < y) A (x # y), entonces x € W(y). Por
definicién de F, tenemos que F(y) = Ry[F|y (], y por tanto para todo b € F(W(y)) se
cumple

(bCFW)A b FFE(y)).

Tomando b = F(x), hemos terminado. Como consecuencia W es isomorfo a F(W).
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» Como F (W) es un conjunto, por la propiedad 4) en la proposicion 2.2.11, existe b € & tal
que F(W) C Z(b) = b. Ahora, por el corollary 2.1.8, tenemos que F (W) es isomorfo a un
ideal de b, que en vista de la propiedad 3) es de nuevo un nimero ordinal. |

m Observacion 2.2 En la prueba anterior, de hecho F(W) es directamente un nimero ordinal. Para
verlo, basta probar que F (W) es directamente un ideal de b. Para ello, consideremos el conjunto

Y={I€I(W):F(I)esunideal de b}

y veamos que cumple las hipétesis de la proposicion 2.1.4 para concluir que W € X.

— Como F(0) = 0, que es un ideal, tenemos que 0 € ¥.

— X es cerrada por uniones. Consideremos para ello una familia de ideales {Iy}qeca Y sea
I}, = F(Iy), para todo & € A. Tenemos que F(Ugealy) = Ugeall, y como la unién de ideales es
un ideal, concluimos la propiedad deseada.

— Finalmente, si W(x) € £, tenemos que F (W (x)) = b(a) = a para algtin a € b. Ahora, por
definicién, tenemos que

F(x)=min{ce Z:cox,Vxca}=min{ce L:cDa}=a.
Por tanto F(W (x) U{x}) = F(W(x)) UF (x) =aU{a}, que es un ideal de b.

Demostracion de la construccion transfinita. Veamos la existencia y unicidad de F.

Unicidad: Supongamos que existen dos aplicaciones F' y G que cumplen la propiedad deseada.
Si F y G son distintas, el conjunto A = {x € W : F(x) # G(x)} es no vacio, por tanto tiene un
minimo xp. Por minimalidad de xo, tenemos que

Flw(xg) = Glw(xo)

por tanto F(xo) = Ry [F [w(xy)] = Ry [Glw (xy)] = G(x0), 10 que nos da una contradiccién. El conjunto
A es vacio necesariamente y F = G.

Existencia: Sea ¥ el conjunto de los ideales de W para los que existe Fs : S — o/ que satisface
la condicién. Si probamos que W € ¥, hemos terminado. Para ello, veamos que X estd en las
condiciones de la Proposicion 2.1.4. Que 0 € X es evidente.

— (X es cerrada por uniones) Notemos que si S € X y R es un ideal de W con R C S, entonces
R € Ly por la unicidad recién probada, tenemos que Fg = Fs|g. Sea {Sy : & € A} una familia de
elementos de £y § = UySy. Dados o, B € A, recordemos que Sy N Sp es un ideal, por tanto

Fs,lsansy = Fsylsansg

Esto nos permite “pegar” las Fs, en una sola F' : S — &/ que cumple la condicién, por tanto S € o7
— (Si W(x) € £, también W (x) U{x}) Por hipétesis existe F : W(x) — o/ que cumple la
condicién. Extendemos F a x definiendo £ : W (x) U {x} — &/ como

PO a4 o

Se sigue directamente que £ cumple la condicién requerida y por tanto tenemos W (x) U {x} € X,
como queriamos. |






3.1

Mientras que los nimeros ordinales se relacionan con contar, el concepto de cardinal solamente
tiene que ver con el tamafio.

NUmeros cardinales

Recordemos que dos conjuntos son equipotentes, o tienen el mismo tamaiio, si hay una biyeccion
entre ellos.

Definicion 3.1.1 Un niimero cardinal es un nimero ordinal a tal que:
Para todo b € a, tenemos que by a no son equipotentes.

Denotaremos por %" a la clase de todos los nimeros cardinales, que esta bien ordenada por la
inclusion, ya que es una subclase de .Z.

Los ndmeros cardinales infinitos, también llamados transfinitos, suelen denotarse con la primera
letra del alfabeto hebreo ¥ (“alef™).

m Ejemplo 3.1 Cada nimero natural es un nimero cardinal (ejercicio).

También N es un nimero cardinal, el cual es habitual denotar por X para remarcar que se
estd hablando de él como nimero cardinal. En efecto, cualquier otro nimero ordinal mas pequefio
estrictamente que N es un ndmero natural que es finito, con lo que no es equipotente a N.

Queremos asociar a cada conjunto X un nimero cardinal. Gracias al teorema de Zermelo,
podemos dotar X de un buen orden. Como todo ordinal es isomorfo a un niimero ordinal, siempre
hay un nimero ordinal equipotente a X. Ahora, como la clase .Z estd bien ordenada, tiene sentido
la siguiente definicién:

Definicion 3.1.2 Dado un conjunto X, su niimero cardinal X (X) es
X (X) =min{a € £ : a es equipotente a X }.

Las siguientes propiedades se siguen de forma directa de la definicion:
1) X(X)e. .
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2) Paratodo a € %, tenemos que X (a) C a.
3) Dados dos conjuntos X e Y, tenemos que X (X) = X(Y) siy solo si X e Y son equipotentes.

m Ejemplo 3.2 El nimero ordinal NU {N} no es un nimero cardinal, pues es equipotente a X.
Asi X(NU{N}) = Xy.

Definicion 3.1.3 Los conjuntos X tales que X (X) < X se llamaran numerables y el resto se
dir4 que son no numerables.

Dados dos conjuntos X e Y, tenemos que X (X) < X(Y) siy solo si existe una
aplicacion inyectivade X en Y.

Demostracion. Sean @x : X (X) — X, ¢y : X(Y) — Y biyecciones.

Supongamos primero que X (X) < X (Y). La aplicacién ¢y cio @y ' : X — ¥ donde i : X(X) —
X (Y) denota la inclusion es inyectiva, como querfamos.

Ahora supongamos que existe una aplicacion inyectiva f : X — Y. Tenemos que X' = f(X) es
un subconjunto de ¥ con X (X') = X (X), asi basta probar que que X (X') < X(Y). Podemos dotar
a Y de un buen orden de modo que sea isomorfo a X (Y') (transladando el orden en X (Y) mediante
la biyeccién ¢y). Como un subconjunto de un ordinal es isomorfo a un ideal de éste, tenemos que

X(X') <ord(X') <ord(Y) = X(Y),
como queriamos. |

Una de las consecuencias mds importantes de la proposicion 3.1.1 es la siguiente:

(Bernstein-Schroder) Si existen sendas aplicaciones inyectivas f : X — Y y
g:Y — X, entonces X e Y son equipotentes.

El siguiente lema nos da otra forma de comparar dos cardinales.

Dados dos conjuntos X e Y, si existe una aplicacién sobreyectiva f : Y — X, entonces
X(X) < R(Y).

Demostracion. Sea .# la familia de subconjuntos no vacios de Y dada por

y:{Ev}xer Fx:fil(x)'

Consideremos una aplicacion de eleccion ¢ € [] <y Fx, esto es, una aplicacion ¢ : X — Y = Uex Fy
tal que c(x) € F,. Tenemos que c es inyectiva; en efecto, si x # z, entonces Fx N F, = @ y por ende

c(x) # c(2). [

m Observacion 3.1 El reciproco del lema anterior también es cierto cuando X es no vacio, esto
es, si X e Y son dos conjuntos tales que X (X) < X(Y) y X # 0, entonces existe una aplicacion
sobreyectiva f: Y — X.

Resumimos todas las propiedades de los nimeros cardinales.

Sea % C .Z la clase de todos los niimeros cardinales.
1) % estd bien ordenada.
2) Dado un nimero cardinal siempre existe uno mas grande. En efecto, dado X = X (X) € .7,
tenemos que X (2X) es més grande que X.
3) £ no es un conjunto.
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Demostracion. 1) Es una subclase de .. 2) El principio diagonal de Cantor.
3) Supongamos que %~ es un conjunto y consideremos la unién

X:URE:%N7

que también seria un conjunto y a su vez 2%. Tendriamos que X (2%) C X, lo cual implica que
X (2X) < X(X), y esto contradice el apartado (2). [

Aritmética cardinal

Dados dos niimeros cardinales X = X (X;) y X, = X (X3), escribimos

KK = X((0) < x)U({1) x X))
N]‘Nz = N(X]XXz)
X = X(X?).

En particular, estamos definiendo la suma, el producto y la exponenciacion de dos nimeros naturales.
Podemos comprobar que con estas definitiones, estas operaciones funcionan de la manera habitual.
La suma y producto de familias arbitrarias de nimeros cardinales se define de manera similar.

Es un ejercicio para el lector comprobar que para todo nimero natural n € N, distinto de 0 y 1,
tenemos que n - n # n. Por ejemplo 2 -2 = 4, pues

{0,1} x {0,1} = {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)}.
En cambio, con cardinales infinitos, la situacion cambia completamente.
o - Xp = Xo.
Demostracion. Esto lo podemos probar construyendo directamente una aplicacién biyectiva de

f :NxN — N. Una forma habitual de hacerlo es mediante la “funcién de emparejamiento de
Cantor” dada por

1
F((n,m)) = S0n+m)(m+-n 1) +m
Esta coloca los nimeros naturales como sigue:
(070)7 (07 1)7 (170)7 (072)7 (17 1)7 (270)7 (073)7 .

Otra biyeccion posible se obtiene gracias a que cada nimero natural distinto de O se puede
descomponer de forma tnica como potencia de dos multiplicado por un nimero impar. Asi, la
aplicacién

fl(nym))=2"2m+1)—1
es biyectiva. |
Nuestro siguiente objetivo es probar que esta proposicion se generaliza a cualquier cardinal

infinito. Para ello veremos primero el siguiente resultado.

Si X es un ndmero cardinal con X # 1 para el que se cumple X - X = X, entonces
también se tiene que
XN=2-8=3-X.

Demostracion. Si X = 0 el resultado es cierto. Si no, tenemos que
N=N+0<RX4+RXR=2-XN<L3.-XRIR- X=X,

Para la dltima afirmacién basta notar que X > 3. |
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Si X > X, entonces X - ¥ = X.

Demostracion. Basta probar que existen un conjunto M con X (M) = X y una biyeccién y : M —
M xM.
Para ello, tomamos un conjunto X con X (X) = X y consideramos el conjunto

Z={(Y,py): Y CXyo@y:Y —Y XY esbiyeccién}.

Paso 1: Z # 0. Como X es infinito, contiene dentro una copia de N, es decir, existe un conjunto
Z C X con X(Z) = Xy. Por la proposicién anterior, existe una biyeccién @z : Z — Z x Z, asi
tenemos que (Z,¢z) € Z.

Paso 2: Ordenamos 2 como sigue:

(Z,07) < (Z,02) = (ZCZ) N9z (2) = 02(2), V2 € Z)
Paso 3: Toda cadena en Z tiene cota superior. Sea
C ={(Za,Pa)}aer, (Za,0a)€ Z Vo eA.

Consideramos Z = UgcpZy. Veamos que @z : Z — Z x Z definida por

0z(z2) = @ (z), Siz€Zy

es biyectiva y por tanto (Z,¢) € Z. La primera observacion es que ¢ estd bien definida, es decir,
si z € Zg NZg, entonces Qg (z) = Pp(z). Podemos suponer que (Zgy, Po) < (Zg, ¢p) (pues estamos
trabajando con una cadena). Por cémo estd definido el orden, tenemos que @y (z) = @g(z), como
queriamos. Veamos que es inyectiva. Dados z y 7/ con @(z) = ¢(Z'), existe un o € A tal que

00 (2) = 9(2) = 9(2) = a(2) € Zo X Za

y por la inyectividad de ¢, tenemos que z = 7. Finalmente, para probar la sobreyectividad, dado
(z,7)) € Z x Z, existen a, B € A tales que z € Zy, 7' € Zg. Ahora, como estamos trabajando con
una cadena, podemos suponer ademds que (Zy, ¢o) < (Zg,@g), por tanto, 72,7 € Zg y por la
sobreyectividad de @, existe x € Z tal que @(x) = @g(x) = (z,7).

Paso 4: Podemos aplicar el lema de Zorn para concluir que 2 tiene un maximal (M, y) con
y : M — M x M biyeccion. Si probamos que X (M) = X, hemos terminado, pues tendriamos que
X(M)-X(M)= X(M). Dado que M C X, sabemos que X (M) < X(X) = K. Supongamos que se
da la desigualdad estricta y busquemos una contradiccion con la maximalidad de (M, y).

Paso 5: Si X (M) < X(X), entonces X (M) < X (X \ M). En efecto, supongamos que se tiene
X(M) > X(X\M).Como X =MU (X \ M) es una unién disjunta y X (M) estd en las condiciones
del lema, tenemos que:

R (X) = X(M)+ XX\ M) < X(M)+ X (M) =2- X (M) = X(M),

lo cual no es posible.

Paso 6: Si X (M) < X(X \ M), existe (N,¢9) € Z con (M,y) < (N,¢). Como suponemos que
X (M) < X(X\M), existe Y C X\ M con X (Y) = X(M). Veamos que podemos extender y a una
biyeccién

o:(MUY)— (MUY)x (MUY)

Escribamos (MUY ) x (MUY) =M xM)UM xY)U(Y xM)U(Y xY). Dado que MNY =0,
estos cuatro conjuntos son disjuntos. Debemos declarar ¢ (m) = ¢(m) € M x M, para todo m € M.
Asi, resta encontrar una biyeccion

Y >B=(MxY)U(Y xM)U(Y xY)
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Pero ahora, de nuevo, como X (M) - X (M) = X (M), invocando el lema
XB)=XMXY)+ XY XM)+ XY xY)=XM) - XY)+XY) - X(M)+X(Y)-X(Y)=

=XM)+XM)+X(M)=3-X(M)=XM)=X(Y),
por tanto la biyeccién buscada existe. |

Algunas consecuencias muy notables de este teorema quedan resumidas en los siguientes
corollarys.

Sean X y X’ dos niimeros cardinales distintos de cero y con por lo menos uno de
ellos infinito. Entonces:
1) X+ X' =KX =mix{X, X'}.
2) Si X < X/, entonces X' — X = X’. De manera mds precisa, si X' = ¥(X) y A C X con
X(A) = X, entonces X (X \A) = X'.
3) Si2 < X < X/, entonces XX =2V,

Demostracion. Probamos cada una de las afirmaciones.
1) Supongamos que 1 < X < X'y Xy < X’. Tenemos que:

R=1-®R'<R- Q<R =y
R<SRHRSR R =2-X' =X
2) Consideramos la unién disjunta X = AU (X \ A). Por el apartado anterior
X'=X(X)=X(A)+ X(X\A) =mdx{X(A), X (X \A)}.

Como X(A) < X/, necesariamente X (X \A) = X'.
3) Recordemos que X < 2% (de hecho, con desigualdad estricta). Tenemos que

2;‘(’ S Nx/ S (2&)&’ :2}{}:/ :2K'7

como querfamos. Para la primera igualdad en la férmula anterior hemos usado que para la expo-
nenciacién de nimeros cardinales se cumple que X ;2% = (X ¥2)¥3; dejamos la prueba de esta
propiedad de la exponenciacién al cuidado del lector. |

Dado X > X, tenemos que X” = X, para todo n € N no cero.

Demostracion. Veamos que el conjunto 2 = {n € N: X" = X} U{0} es inductivo. Sabemos que
0,1 € Z. Ahora, observando que
Nn-H — X". X

concluimos la prueba, pues si n € 2 con n > 1, entonces X = ®7. R = X - X = X, como
hemos probado anteriormente. |
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4.1

En este primer capitulo introducimos los conceptos bdsicos relativos a los espacios topoldgicos.

Definicidn, ejemplos y comparacion de topologias
Definicion 4.1.1 Sea X un conjunto. Una fopologia T sobre X es una familia de subconjuntos
de X (es decir T C Z(X)) que cumple las siguientes propiedades:
Al)bertyXer
A.2) La familia 7 es cerrada para la unién de conjuntos. Es decir, si {Aq }qeca €s una familia de
elementos de 7, entonces UgcpAg € 7.
A.3) Lainterseccion de dos elementos de T es un elemento de 7.
Un espacio topolégico es un par (X, ), donde T es una topologia sobre X. Los elementos de T
se llaman abiertos del espacio topologico.

m Observacion 4.1 Como consecuencia de A.3), la interseccion finita de abiertos de una topologia
es un abierto de la topologia (induccidn).

m Ejemplo 4.1 A lo largo del curso presentaremos ejemplos de topologias interesantes, asi como
métodos para definir topologias con sus correspondientes ejemplos. Los ejemplos mds bédsicos que
presentamos de inicio son los siguientes:

a) Topologia grosera o indiscreta T = {0,X }.

b) Topologia discreta T = 2 (X).

¢) Si X ={a,b}, latopologia de Sierpinski es

t=1{0,{a},{a,b}}.

d) Topologia cofinita
T={ACX:X\A es finito}.

Notese que si X es finito, entonces la topologia cofinita es la discreta.
e) Topologia conumerable

T={ACX:X\A esnumerable}.
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Si X es numerable, entonces la topologia conumerable es la discreta.

Definicion 4.1.2 — Comparacion de topologias. Sea X un conjunto y 7y, 7, dos topologias
sobre X. Decimos que T; es mds fina que T, si Tp C 7. También decimos que T, es menos fina
que T.

m Ejemplo 4.2 Tenemos que:
a) Cualquier topologia es mds fina que la grosera y menos fina que la discreta
b) Sobre un conjunto infinito, la topologia conumerable es estrictamente mds fina que la
topologia cofinita.

La interseccion de topologias es una topologia. De esta manera, las topologias sobre X forman
un “subreticulo” de Z7(X). Concretamente, si tenemos una familia &/ = {74 } ¢ea de topologias
sobre X, existe una topologia 7_ que es la mds fina de todas las que son menos finas que las de
la familia 7' y que estd dada por la interseccion de los elementos de 7. Por otro lado existe una
topologia T que es la menos fina de todas las que son mds finas que los elementos de <7, dada por
la interseccidn de todas aquellas topologias mas finas que los elementos de <.

Topologia generada por una familia. Bases y pro-bases de abiertos

Sea X un conjunto y . C Z(X) una familia de subconjuntos de X. La topologia generada
por . es la topologia T4 sobre X obtenida como interseccion de todas las topologias sobre X que
contienen .% . Es decir

7= ()

FCr
Noétese que T4 es la topologia menos fina de entre todas las que contienen .%.

Dada una familia .# C (X)) de subconjuntos de X, denotemos por A4 la
familia de intersecciones finitas de elementos de .% y sea T4 la topologia generada por .%. Se tiene
que:

1. La topologia T4 coincide con la topologia generada por % .
2. Los elementos de T4 (los abiertos de T4) son los subconjuntos de X que son unién de
elementos de Z .

Demostracion. La primera afirmacién se sigue del hecho de que
F CRBy CTp.

En efecto, si 7’ es una topologia que contiene % 4, también que contiene .% . Reciprocamente, sea
7’ es una topologia que contiene .%. Un elemento B € Z # es una interseccion finita de elementos
de .7 y en particular, de elementos de 7’. Por ser 7’ una topologia, también tenemos B € 7’.

Denotemos por 7 la familia formada por las uniones de elementos de . Tenemos que T C T#.
Si vemos que T es una topologia, concluiremos que T = T4, pues T es la topologia menos fina que
contiene # #. Se tiene que @ € T, pues es la unién de una familia vacfa. Por otro lado X € £ 4 C 7,
pues es la interseccion de una familia vacia de elementos de .%. La unién de elementos de T estd en
T, pues es unién de uniones de elementos de A 4. Veamos que la interseccion de dos elementos
A,B € testden 7. Tenemos que

A:UOCGAAaa B:UﬁE@)BB:
donde
Ag = ATNATN---NAY,

BYnBSn---nBE,

>
=
Il
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siendo A% y B? elementos de .7 . Tenemos que

AnNB= |J (AanBp),
(a,B)eAX0O

donde vemos que Ay N Bg es una interseccion finita de elementos de .%, por tanto un elemento de
B z.Se sigue que ANB € 7. |

Definicion 4.2.1 Dado un espacio topoldgico (X, 7), diremos que una familia de abiertos 4 C ©
es una base de abiertos para (X, 7) si todo abierto de (X, T) es unién de elementos de Z.

m Ejemplo 4.3 Nétese que cualquier topologia es una base de si misma. En el caso de la topologia
discreta sobre un conjunto X, una familia .# C &(X) de subconjuntos de X es base para la
topologia discreta si y solamente si {x} € .% para todo x € X; es decir, en este caso, existe la “base
mas pequefia” y es {{x} : x € X}. En el caso general no existe tal base.

m Ejercicio 4.1 Dado k € N, la familia %, de los subconjuntos de N cuyo complementario es finito
y tiene mas de k elementos es una base para N con la topologia cofinita. Nétese que la interseccién
de todas estas bases ;. es vacia; en este caso, no existe la “base mas pequeiia”.

Definicion 4.2.2 Sea X un conjunto. Dada una familia Z C Z(X) de subconjuntos de X,
diremos que & es una pro-base de abiertos para X si se cumplen las propiedades siguientes:
1. El conjunto X es unién de todos los elementos de 4.
2. La interseccion B; N B, de dos elementos By,B; € £, es unién de elementos de 4.

m Observacion 4.2 La siguiente observacién conjuntista nos puede resultar ttil para saber si un
conjunto es unién de elementos de una familia de subconjuntos:

Sea X un conjunto y F C P(X). Un subconjunto A C X es union de elementos en .
siy solo si para todo x € A existe B € % tal que x € B C A.

En efecto, supongamos que existe una coleccion {F;};c; de elementos en .Z tal que A = Uje/F;.
Dado x € A, sabemos que x € Fj,, para algun iy € /. Tomando B = F;, tenemos x € B C A, como
queriamos. Reciprocamente, supongamos que para todo x € A existe B, € .% tal que x € B, C A.
Escribimos

A= UxeA{X} (- UxEABx C A
Por tanto A = U,e4 By, como queriamos probar.

Dado un conjunto X y una familia 8 C &?(X) de subconjuntos de X, las
siguientes propiedades son equivalentes:
1. La familia 4 es una pro-base de abiertos para X.
2. Existe una topologia 7 sobre X tal que .Z es una base de abiertos para (X, 7).
En esta situacion, la topologia 7 es dnica y es la topologia generada por 4.

Demostracion. Supongamos, en primer lugar, que % es una pro-base de abiertos para el conjunto
X. Si existe una topologia 7 sobre X para la cual & es una base de abiertos, esta debe ser

T={U C X : U es unién de elementos de #}.

Lo que ya, de hecho, prueba la unicidad de 7. Veamos que 7 es una topologia. Tenemos que @ € T,
pues es la unién de una familia vacia. Por otro lado, también se tiene que X € 7, ya que la unién de
los elementos de Z es igual a todo el conjunto X. Por definicion, la unién de elementos de T es un
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elemento de 7. Falta comprobar que la interseccién A N B de dos elementos A, B € T es también un
elemento de 7. Escribamos

A= UOCEAAOH B= UﬁGGBﬁ7

donde Ay, Bg € %. Tenemos que

AnNB= |J (AanBp).
(00, B)EAXO®

Como, por definicion de pro-base de abiertos, sabemos que A N By es unién de elementos de %,
concluimos que A N B es unién de elementos de # y por tanto ANB € 7.

Supongamos ahora que existe una topologia T sobre X tal que % es una base de abiertos para
(X, 7). Queremos probar que # es una pro-base de abiertos para X. Como X € 7, tenemos que X
es union de elementos de Z. Por otro lado ya que # C 7, dados dos elementos A, B € %, tenemos
que ANB € 7Ty por tanto AN B es unién de elementos de 4.

Ya hemos visto la unicidad de 7. Ademds T = T4 es la topologia generada por 4. En efecto,
por definicién, tenemos que % C 7. Por otro lado, si 7’ es una topologia tal que % C 7/, dado que
los elementos de T son uniones de elementos de %, tenemos que que T C 7'. Por consiguiente
T=1Txg. |

Notese que si . C Z(X) es una familia de subconjuntos de X y si 4 es la familia formada
por las intersecciones finitas de elementos de .%, entonces 4 es una pro-base de abiertos para X,
que como sabemos genera la misma topologia que .%. Por lo tanto 7, = 7.

m Ejemplo 4.4 Consideramos R con su orden usual. Dados a,b € R con a < b, escribimos (a,b)
para denotar el intervalo

(a,b) ={xeR:a<x<b}.

La coleccion %, = {(a,b) : a,b € R, a < b} es una pro-base en R, cuya topologia asociada es la
topologia usual en R, que como veremos se obtiene también a partir de una estructura métrica.
De manera mds general, dado un conjunto totalmente ordenado X con mas de dos elementos, la
coleccién de todos los intervalos de la forma
- (a,b)={xeX:a<x<b},cona,bcXya<b.
- [ao,b) ={x € X :ap <x<b},conb € X yay=minX (solo los consideramos cuando a
existe).
- (a,bg) ={x€ X :a<x<b}, conacXyby=maxX (solo los consideramos cuando b
existe).
es una pro-base en X. Por tanto, es base para una topologia sobre X, que llamamos topologia del
orden.

El ejemplo de los espacios métricos

Damos una presentacion somera de los espacios métricos y su topologia asociada. A lo largo
del curso iremos viendo, como ejemplos, diferentes propiedades de la topologia de estos espacios,
frecuentemente utilizadas en el andlisis matematico.

Recordemos que una distancia o métrica d en un conjunto X es una aplicaciond : X x X — R>¢
tal que, para todos x,y,z € X, se satisfacen las siguientes propiedades:

a) d(x,y) =0siy solosix=y.
b) d(x,y) =d(y.x).
¢) d(x,y)+d(y,z) <d(x,z) (Propiedad triangular).
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Un espacio métrico es un par (X,d), con X un conjunto y d una métrica en él.
Dado un espacio métrico (X, d), para cada x € X y cada r € R~, la bola de centro x y radio r
es el conjunto

B(x;r)={ye X :d(x,y) <r}.
Estos conjuntos se llaman también bolas abiertas, en coherencia con la topologia que construiremos.
Si (X,d) es un espacio métrico, el conjunto & de las bolas en (X,d) es una

pro-base en X.

Demostracion. Veamos que % = {B(x;r) : x € X,r € Ry} es una pro-base. Para todo x € X,
tenemos que x € B(x; 1), asi que & recubre X. Probemos que la interseccién de dos bolas es unién
de bolas. Dado x € B(y;r1) NB(y2;r2), para ry = r;y —d(x,y1) y ry = r» —d(x,y2) se tiene que:

x € B(x;r)) CB(y1;r1), x€B(x;rh) CB(yy;r)
(compruébese aplicando la propiedad triangular). De esta manera, tenemos que
x € B(x;r') = B(x;r{) NB(x;ry) C B(yisr) NB(y2:r),

donde r' = min{r}, 75}, y hemos terminado. [ |

Definicién 4.3.1 Dado un espacio métrico (X,d), se llama ropologia asociada a la métrica ala
topologia generada por la familia de bolas

B={B(x;r):xeX,reRoo},

(para la cual sabemos que Z es una base, dado que % es una pro-base). Un espacio topoldgico
metrizable es un espacio topoldgico para el que existe una métrica que induce su topologia.

m Ejemplo 4.5 La topologia asociada a un espacio métrico finito es siempre la topologia discreta,
pues los conjuntos unipuntuales son bolas. En particular, no todos los espacios topolégicos son
metrizables.

m Ejemplo 4.6 La topologia usual de R" es la asociada a la distancia euclidea, que esta dada por

n

d('x7y) = Z(-xi_yi)27 xayERn‘
i=1

Notese que en el caso de R, las bolas son los intervalos de la forma (x — r,x+ r). Por tanto, en este
caso, la topologia inducida por la métrica es la topologia del orden.

m Ejemplo 4.7 En cualquier espacio vectorial normado (X, || -||), podemos considerar la distancia
d(x,y) = ||x—y||. Por tanto, todo espacio vectorial normado induce un espacio métrico, y por ende
un espacio topolégico.

m Ejemplo 4.8 En todo conjunto X se tiene la distancia discreta, definida por

_J 0 st ox=y
d(x7y)_{ 1 Si X?éy

En (X,d) las bolas son B,;(x,r) = {x}, para todo 0 < r < 1y By(x,r) = X para todo r > 1. Asi
pues, los conjuntos unipuntuales son abiertos y por tanto la topologia asociada a esta distancia es la
topologia discreta.
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La topologia de un espacio metrizable no determina la métrica, como veremos a continuacion.
Sin embargo, muchas propiedades aparentemente métricas, fundamentalmente las relacionadas con
la convergencia, son en realidad tinicamente de caracter topolégico, como desarrollaremos a lo
largo del curso.

Definicion 4.3.2 Dos espacios métricos sobre un conjunto X son equivalentes si definen la
misma topologia sobre X.

Dos espacios métricos (X,d) y (X,d’) son equivalentes si y solo si para todo
x € X y para todo € > 0 se cumple que:
a) Existe un 8 > 0 tal que By(x;0) C By (x;€).
a) Existe un 8’ > 0 tal que By (x;8') C By(x;€).

Demostracion. Veamos que se cumple a) si y solamente si 7, < 7;. Andlogamente, b) se cumple
si y solamente si 7; < T,. Juntando ambas propiedades, concluimos la prueba de la proposicién.

Supongamos que 7, C T;. Tomemos x € X y € > 0. La bola By (x; €) es un abierto en T, y por
ende en 7,. Existen y € X y r > 0 tales que By(y;r) C By(x;€). Ahora, existe § > 0 tal que

Bd(x;5) C Bd(y; I") C Bd/(x;S)

y hemos terminado (basta considerar § = r — d(x,y)).
Supongamos ahora que a) se cumple y tomemos A € 7. Como las bolas forman una base de
T4, para todo x € A existe € > 0 tal que By (x;€) C A. Ahora, gracias a la propiedad a), existe § > 0
tal que
By(x;8) C By(x;€) CA.

Tenemos que A es unién de bolas para la distancia d, y por ello A € 7,. |
Si existen constantes m, M > 0 tales que
md(x,y) < d'(x,y) < Md(x,y), ¥x,y € X,

las métricas d y d’ son equivalentes.

Demostracion. Dadox € X y € >0, tomamos § = &/M y 6’ = em. [
m Ejemplo 4.9 En R”, con n > 2, podemos considerar las siguientes normas, donde hemos escrito
X = (-xlvxZa e ,Xn).

a) Norma del taxista o de Manhattan: ||x||; = Y7 |xi].

b) Norma euclidea o usual: ||x||s = /X1, x?

) Norma p: |lly = (£, xf?) /7, con p € Nay.
d) Norma del supremo: ||x|| = max{|x;| : i =1,2,...,n}.

The unit sphere for different metries: ||z||; =1 in E°.

Todas las distancias asociadas inducen la misma topologia en R”. En efecto, basta comprobar
que
du(x,y) < dp(x,y) <n'/Pdu(x,y), Vx,y €R".
Pese a ello, las bolas para cada una de ellas son distintas, como se aprecia en la siguiente imagen.
La topologia asociada a estas métricas equivalentes es la topologia usual de R".
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Cerrados, bases y pro-bases de cerrados

Los cerrados de un espacio topolégico (X, ) son los complementarios de los abiertos. El
conocimiento de la familia de cerrados es equivalente, via los complementarios, al conocimiento de
la topologia.

Dado un conjunto X y una familia ¥ C &?(X) de subconjuntos de X, tenemos que % es la
familia de cerrados de una topologia sobre X si y solo si

t={U: X\U€%}

es una topologia, que serd la tnica para la cual € es la familia cerrados.
Una aplicacion directa de las leyes de DeMorgan nos lleva a ver que 4 C (X)) es la coleccién
de cerrados para una topologia si cumplen las siguientes propiedades:
Cl) X,0€%.
C.2) Lainterseccion de elementos de & pertenece a €. Es decir, si {Cq }qea s una familia de
elementos de %, entonces NgeaCq € €.
C.3) Launidn de dos elementos de € pertenece a &

m Observacion 4.3 Pueden existir conjuntos abiertos y cerrados simultdneamente, como el vacio
y el total. También puede haber conjuntos que no son ni abiertos ni cerrados.

m Ejemplo 4.10 Sea X un conjunto. La familia de cerrados para la topologia grosera (o indiscreta)
es © = {0,X}. En el caso de la topologia discreta la familia de cerrados es igual a la familia de
abiertos y conicide con Z(X). En el caso de la topologia cofinita los cerrados son el total y los
conjuntos finitos.

m Ejemplo 4.11 En un espacio métrico (X,d), la bola cerrada de centro x € X y radio r > 0 dada
por By(x;r) = {y € X : d(x,y) < r} es un cerrado para la topologia asociada a la métrica. Basta
comprobar que dado y € U = X \ By/(x;€), existe 6 > 0 tal que B;(y;8) C U. Como d(x,y) > €,
tenemos que 0 = d(x,y) — € > 0. Ahora, mediante la propiedad triangular, vemos que si z € X
cumple d(y,z) < 8, entonces también cumple d(x,z) > €.

Definicion 4.4.1 Dado un espacio topoldgico (X, 7) y una familia de cerrados .#", diremos que
4 es una base de cerrados para X si la familia de los complementarios

B={X\K: Ke X}
es una base de abiertos para (X, 7).

Esto es lo mismo que decir que una familia de subconjuntos %~ C Z(X) de X es una base de
cerrados para X si y solo si los cerrados de (X, 7) son las intersecciones (finitas o no) de elementos
de # . En particular, los elementos de .#” deben ser cerrados.

Definicion 4.4.2 Sea X un conjunto. Dada una familia .#" C Z(X) de subconjuntos de X,
diremos que % es una pro-base de cerrados para X si se cumplen las propiedades siguientes:
1. El conjunto vacio es interseccién de los elementos de .7 .
2. Dados dos elementos K|,K> € , la unién K| UK es intersecciéon de elementos de 7.

Del mismo modo que para el caso de abiertos, tenemos el siguiente resultado:

Dado un conjunto X y una familia %7 C £(X) de subconjuntos de X, las
siguientes propiedades son equivalentes:
1. La familia J#" es una pro-base de cerrados para X.
2. Existe una topologia T sobre X tal que . es una base de cerrados para (X, 7).
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Ademds, en esta situacion, la topologia T es tnica y es la topologia generada por
B={X\K: Ke X}
= Ejemplo 4.12 — La topologia de Zariski. Sea K un cuerpo. Dado un polinomio
P e K[X;,X,...,X,]
en n variables con coeficientes en KK, definimos el conjunto V(P) de ceros de P por
V(P)={acK": P(a)=0} C K"

Los conjuntos V (P), cuando P varia sobre el anillo de polinomios, forman una pro-base de cerrados
de para K. La topologia que definen se llama topologia de Zariski de K. Para ver que efectivamente
se tiene una pro-base de cerrados, obsérvese que V(P) UV (Q) = V(PQ).

Interior, adherencia y frontera de un conjunto
Definicion 4.5.1 Sea (X, 7) un espacio topoldgico y consideremos un subconjunto E C X. El
interior IntE de E es la unién de todos los abiertos contenidos en E. La adherencia E de E es
la interseccién de todos los cerrados que contienen E. Los puntos de IntE se llaman puntos
interiores de E y los puntos de E se llaman puntos adherentes a E.

Nétese que IntE es el abierto “mds grande” contenido en E y que E es el cerrado “mas pequefio”
que contiene E. La relacion bésica entre adherencia, interior y complementario es la siguiente:

X\IntE =X\ E.

En efecto, como X \ IntE es un cerrado que contiene X \ E, por definicién de adherencia, tenemos
que X \ IntE D X \ E. Por otro lado, tomando complementarios, sabemos que X \ IntE C X \ E si y
solamente si se tiene que IntE O X \ X \ E. Pero esto tltimo se sigue de que X \ X \ E es un abierto
contenido en E.

Definicion 4.5.2 Sea (X, 7) un espacio topolégico y E C X. La frontera FrE de E estd dada
por FrE =ENX\E.

La relacién bdsica entre adherencia, interior y complementario nos lleva a que
FrE = E \ IntE.

En efecto, tenemos que X \ X \ E = Int(X \ (X \ E)) y por tanto X \ E = X \ Int(E). Asi, llegamos
aFrE=ENX\E=EN(X\Int(E)) = E \ IntE, como queriamos.

m Ejemplo 4.13 Presentamos algunos ejemplos de interior, adherencia y frontera para espacios
topolégicos conocidos.
a) En cualquier espacio topoldgico (X, 7), tenemos Inth = @ = 0, IntX =X =X y Fr) = FrX = 0.
b) En X con la topologia grosera (o indiscreta), para cualquier E # X tenemos que IntE = 0
y para cualquier E # (), tenemos que £ = X. Para cualquier E distinto del vacio y de X,
tenemos que FrE = X.
¢) En X dotado de la topologia discreta, para cualquier E C X tenemos que IntE = E =E'y
FrE = 0.
d) En R con la topologia usual, la adherencia de Q es R, el interior de Q es el vacio y por tanto
FrQ =R.
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Entornos y sistemas fundamentales de entornos.

Definiciéon 4.6.1 Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Llamamos entorno de un punto x € X a todo
subconjunto A C X tal que x € IntA (es decir, tal que x es un punto interior de A). Escribiremos
& para denotar la familia de entornos de x, también llamada sistema de entornos de x.

Las siguientes propiedades se siguen directamente de la definicion:
» A € & siy solo si existe un abierto U de (X,7) talquex € U y U C A.
= SiA € &, entonces x € A.
= SiA €&, yA C B, entonces B € &.
» La interseccidn finita de entornos de x es un entorno de x.

m Ejemplo 4.14 Para la topologia grosera (o indiscreta) de un conjunto X, tenemos que &, = {X },
para todo x € X. Para la topologia discreta, el sistema de entornos de x € X estd dado por & =
{ACX:xeA}

m Ejemplo 4.15 En un espacio métrico (X,d) se tiene que A € & si y solamente si existe r > 0
tal que B(x,r) C A. Por ejemplo, para la topologia usual en R, el intervalo semi-abierto [a,b) es
entorno de todo x € (a,b), pero no de a.

La siguiente caracterizacion de los abiertos en términos de entornos es muy Util y recurriremos
a ella con frecuencia.

Un subconjunto E de X es abierto para (X, 7) si y solo si es entorno de cada

uno de sus puntos.

Demostracion. Si E € t, por definicién de entorno, tenemos que E € & para cada x € E. Recipro-
camente, supongamos que E es entorno de cada uno de sus puntos. Esto quiere decir que para cada
x € E existe un abierto U, tal que x € U, C E. Asi tenemos que

E=J{x}c|JU:CE.

xeE x€E

Por tanto E = |J,.r Uy es union de abiertos y por ende un abierto para (X, 7). |

Bases de entornos
Definicion 4.6.2 Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Dado un punto x € X, llamamos sistema

fundamental de entornos (o base de entornos) de x en (X, T) a toda subfamilia #; C & de modo

que para cada A € &) exista B € ¥; con B C A.
La propia familia &} es una base de entornos de x.
m Ejemplo 4.16 En R” con la topologia usual, un ejemplo de base de entornos de un punto x es la
familia de bolas con radio racional dada por

Ve ={B(x;r) :r>0,r €Q},

independientemente de la distancia, equivalente a la euclidea, que hayamos considerado. También
obtenemos una base de entornos con la familia de bolas cerradas B(x;r).

m Ejemplo 4.17 Si Z es base de una topologia 7, dado x € X el conjunto %, ={U € B:xc U}
es una base de entornos de x.

m Observacion 4.4 Dada una base de entornos #; de x en (X, 7), un subconjunto A C X es un
entorno de x si y solamente si existe B € ¥, con B C A.

Veamos cdmo recuperar la topologia a partir de un sistema fundamental de entornos elegido en
cada punto.
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Supongamos seleccionada una base de entornos %; en cada punto x de un
espacio topoldgico (X, 7). Entonces, dado E C X, se tiene que E es abierto si y solo si para cada
punto x € E existe B, € ¥, con B, C E.

Demostracion. Supongamos primero que E es abierto. Tomemos x € E, entonces E € &;. Como
¥, es una base de entornos, existe By € #; con B, C E. Reciprocamente, supongamos que para cada
punto x € E existe By € ¥; con B, C E y seleccionemos abiertos U, C B, con x € U,. Tenemos que

E=J{xyc|JUCE

x€E xeE

y por tanto E = |J,.p Uy es abierto en (X, 7). |

Definicion 4.6.3 Sea X un conjunto. Una pro-base de entornos para X es una aplicacién
VX P(PX), x=YCPX)

de modo que cada x € X se cumplen las siguientes propiedades:
1. 7 #0.
2. Para cada B € 74, se tiene que x € B.
3. Dados B;,B; € ¥, existe B3 € ¥, con B3 C B NB;.

Sea X un conjunto y ¥ una pro-base de entornos para X. Existe una unica
topologia T sobre X tal que para cada x € X se tenga que ¥ es una base de entornos de x en (X, 7).

Demostracion. La unicidad se sigue de la proposicion anterior, en efecto, si existe tal topologia
debe estar dada por

T={U C X; paracadax € U, existe B, € ¥; con B, CU}.

Veamos que 7 es una topologia. Por definicién de 7 tenemos que @ € 7. Por otro lado, como cada %
es no vacfo, concluimos que X € 7. Que la unién de elementos de 7 estd en 7, se sigue directamente
sin mds que aplicar la definicién. Veamos que la interseccién U; NU, de dos elementos Uy, U, € T
estd en 7. Para ello, tomemos un punto x € U; N U,. Sabemos que existen B, B, € ¥, tales que
By C Uy y By C U,. Por la tercera propiedad de 7, existe B € ¥; tal que B3 C B N B;. Tenemos
asi que B3 C U1 NU, y por tanto U; NU; € 7. De este modo se completa la prueba de que 7 es una
topologia. |

Interior y adherencia en términos de entornos

Sea (X, 7) un espacio topolégico. Dado un subconjunto E de X, de la definicién de entorno se
sigue que
IntE ={x€ X :E € &}.

Tenemos que x € Int(X \ E) si y solamente si existe un entorno A € &} tal que
ENA=0.

Demostracion. Six € Int(X \ E), entonces X \ E € & y X \ E no corta E. Reciprocamente, supon-
gamos que existe un entorno A € & con ANE = 0. Tenemos que A C X \ E y por ende X \ E es un
entorno de x. |

De esta manera, gracias a la relacién entre interior adherencia y complementarios, podemos
asegurar que
E={xeX:VAe€ &, ANE #0}.
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m Observacion 4.5 Sea ¥, una base de entornos de x € X y E un subconjunto de X. Tenemos las
siguientes propiedades:

1. El punto x es interior a E si y solamente si existe B € ¥, talquex € BC E.

2. El punto x es adherente a E si y solamente si para todo B € ¥, se cumple BNE # (.

Definicion 4.6.4 Sea (X, T) un espacio topoldgico y E C X. Diremos que E es denso en (X, T)
si su adherencia coincide con todo X, es decir E = X.

Sea (X, 7) un espacio topolégico. Tenemos que E C X es denso si y solamente
si todo abierto no vacio corta E.

Demostracion. Supongamos que E = X y sea U un abierto no vacio. Dado x € U, tenemos que
U € & y como x € E, sabemos que ENU # 0 como queriamos. Reciprocamente tomemos un
punto x € X y A € &, un entorno cualquiera. Queremos ver que A N E # 0. Pero esto es cierto, pues
existe un abierto U € T con x € U C A y por hipétesis U NE # 0. |

Puntos de acumulacion y puntos aislados
Definiciéon 4.7.1 Sea (X, 7) un espacio topoldgico y E C X. Un punto x € X es de acumulacion
para E six € E\ {x}. El conjunto de puntos de acumulacién de E se llama conjunto derivado
de E y lo denotaremos por AcE. Los puntos de E que no son de acumulacién para E se llaman
puntos aislados en E. Denotaremos por IsE el conjunto de puntos aislados.

m Observacion 4.6 Sea E C X un subconjunto, consideremos un punto x € X y una base de
entornos %, de x. Tenemos las propiedades siguientes:
1. El punto x es de acumulacién para E si y solamente si para todo A € ¥; se tiene que
AN(E\ {x}) #0.
2. El punto x es un punto aislado en E si y solamente si x € E y ademas existe A € 74, con
AN(E\{x})=0.

m Ejemplo 4.18 Todos los puntos de acumulacién son adherentes, los puntos adherentes que no
son de acumulacién son precisamente los puntos aislados (esto lo probaremos en la proposicién
siguiente). Por ejemplo, en R con la topologia usual, tomando E = (a,b) U{c} cona < b < c,
tenemos que:

1. La adherencia de E es el conjunto [a,b] U{c}.

2. El conjunto de puntos de acumulacién de E es [a, b].

3. El dnico punto aislado es c.

Sea (X, 7) un espacio topoldgico y E C X. Tenemos que
E=IsEUACE, 0=IsENACE.

Demostracion. La inclusién IsSE UAcE C E ya la tenemos. Veamos ahora que si x € E \ IsE,
entonces x € AcE. Si x € E es necesariamente de acumulacion. Si x ¢ E, dado A € &, tenemos
que AN(E\ {x}) =ANE # 0. Ahora, que IsE y AcE son conjuntos disjuntos se sigue por
definicién. |

m Ejemplo 4.19 En cualquier espacio topoldgico (X, ), el derivado del conjunto vacio es el
conjunto vacio. Dado x € X, tenemos que x es aislado en {x}. Por otro lado, si {x} € 7, entonces x
no es de acumulacién para ningtin £ C X.






Una “categorfa” en matemadticas es, grosso modo, una coleccion de objetos, junto con morfismos
(o flechas) entre ellos que admiten composicién y de modo que para cada objeto existe el morfismo
identidad. En particular, el concepto de isomorfismo es propio de la teoria de categorias, y se
definen como aquellos morfismos que admiten inverso (la composicién de un isomorfismo con su
inverso debe dar la identidad en los dos sentidos). Ejemplos habituales de categorias son:
1. La categoria de conjuntos, cuyos objetos son los conjuntos y sus morfismos las aplicaciones
entre ellos.
2. La categoria de grupos, cuyos objetos son los grupos y sus morfimos los homomorfismos de
grupos.
3. La categoria de espacios vectoriales, cuyos objetos son los espacios vectoriales y sus morfis-
mos las aplicaciones entre ellos.
Los espacios topoldgicos serdn los objetos de la categoria de espacios topoldgicos que introducimos
a continuacién, cuyos morfismos reciben el nombre de aplicaciones continuas. En este caso, los
isomorfismos reciben el nombre especifico de homeomorfismos. En este capitulo precisamos estos
conceptos.

Definicion 5.0.1 Sean (X, tx) e (Y, 7y) dos espacios topolégicos. Una aplicacion continua F
de (X, 1x) en (Y,7y) es una terna
F= (f7 Tx s TY)

donde f : X — Y es una aplicacion entre conjuntos con la propiedad de que la imagen inversa
F~Y(V) de todo abierto V de (Y, ty) es abierta en (X, Tx).

Cuando se sobreentiende de qué topologias se trata, se dird simplemente que la aplicacién entre
conjuntos f es continua. En muchas ocasiones también se empleara la notacién f: (X, tx) — (Y, 1y).

m Ejemplo 5.1 Sean (X, 1x) e (Y, ty) dos espacios topolGgicos. Se tiene que:
1. Si 1y es la topologia discreta, toda terna F = (f : X — Y, Tx, Ty ) es una aplicacidn continua.
2. Si 1y es la topologia grosera, toda terna F = (f : X — Y, 7y, Ty ) es una aplicacion continua.
Otro ejemplo elemental de aplicaciones continuas son las inducidas por aplicaciones constantes
entre conjuntos (la llegada tiene un tnico elemento).
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La composicién de aplicaciones continuas es continua. Mds precisamente,
siF=(f:X—=Y,7x,%)y G=(f:Y — Z,1y,7z) son aplicaciones continuas, entonces su
composicion

GoF = (gof, Tx,Tz),

es de nuevo una aplicacion continua.

Demostracion. Sea U € Tz, tenemos que
(o)) = (g (V).
Como g es continua se tiene g~ ! (U) € 7y. Ahora, como f es continua, f~!(g~'(U)) € 1. [
La identidad topoldgica en (X, T) es la aplicacién continua
Idtopx ;) = (idx, 7, 7).

Noétese que la terna (idy, 7,7’) es una aplicacién continua si y solo si T es mds fina que 7’. Las
siguientes propiedades son de directa comprobacion:
a) Sea F = (f:X —Y,1x,Ty) una aplicacion continua. Entonces

F = Foldtopy ;) = Idtopy ;) oF.

X, Tx Y,y

b) Sean F=(f:X =Y, 17x,77),G=(g:Y = Z,1y,T7) y
H = (h:Z — W, 1z, 7y) aplicaciones continuas. Entonces

(HoG)oF =Ho(GoF).

Definicion 5.0.2 Una aplicacion continua F = (f : X — Y, Tx, Ty) es un homeomorfismo entre
(X,7x) e (Y,1y) si existe otra aplicacién continua

G=(g:Y = X,ty,Tx)
de modo que se tenga que
GoF =1dtopy ), FoG=Idtopy q.
Dos espacios topoldgicos son homeomorfos si existe un homeomorfismo entre ellos.

Noétese que si F = (f : X — Y, Ty, Ty ) es un homeomorfismo, la aplicacion f debe ser una biyeccién
y las topologias Ty y Ty estan directamente relacionadas por esta biyeccion, en el sentido de que
dado U C X se tiene que U € 1x siy solo si f(U) € 1y y reciprocamente, dado V C Y se tiene que
V € 1y siy solosi f~1(V) € 1x. Dicho de otro modo, F es un homeomorfismo si y solo si f es
biyectiva, F es continuay F~' = (f~! : Y — X, 7y, Tx) también es continua.

La relacién de homeomorfia es una relacion de equivalencia (ejercicio), en consonancia con lo
que ocurre a nivel general en cualquier categoria.

Consideremos dos espacios topoldgicos (X, tx) e (Y,Ty) y una aplicacion
f: X — Y entre los conjuntos subyacentes. Las siguientes propiedades son equivalentes:
a) F = (f,1x,Ty) es una aplicacién continua.
a’) Si Ty estd generada por una familia % C Z(Y), entonces f~!(U) € 1x, para todo U € .Z.
b) Para todo cerrado C de (Y, 7y), La imagen inversa f~!(C) es un cerrado de (X, Tx).
¢) Para todo punto x € X se cumple la siguiente propiedad:

“Dado B € &y(y), existe A € &, tal que f(A) C B”.
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(Esta propiedad se enuncia diciendo que f es continua an el punto x).

Demostracion. La equivalencia entre a),a’) y b) se remite al buen comportamiento de la imagen
inversa por complementarios, uniones € intersecciones. Veamos que a) es equivalente a c).

Supongamos primero que F' es continua y consideremos un punto x € X, asi como un entorno B
de f(x) en (Y, 7y). Sabemos que existe un abierto V € 7y tal que x €V y V C B. Se tiene que £~ (V)
es abierto en (X, Ty) y ademds x € f~!(V). Asi pues, el conjunto U = f~!(V) es un entorno de x
en (X, Ty ). Tenemos que

fU)=f(f(v))cves.

Por consiguiente a) implica c). Reciprocamente, tomemos un abierto V en (Y, 7y) y veamos que
f~1(V) es abierto en (X, 7). Para ello, comprobaremos que f~!'(V) es entorno de cada uno de
sus puntos. Fijemos x € f~!(V). Tenemos que f(x) €V yV € &f(x)» ast que por hipétesis, existe
A € & tal que f(A) C V. Tomando imdgenes inversas obtenemos

xEACSH(fA) V).
Como f~!(V) contiene un entorno de x, es a su vez un entorno de x. |

Sean (X,1x) e (Y,7y) dos espacios topolégicos y f : X — Y una aplicacion.
Supongamos que tenemos asignaciones ¥y ¥’ que definen bases de entornos ¥, y ¥/, para cada
puntox € X ey € Y. Entonces F = (f, Tx, Ty) es una aplicacion continua si y solo si se cumple la
siguiente propiedad:

“Dado B € 7}, existe A € V% tal que f(A) C B”.

(x)
Demostracion. Es suficiente ver que la propiedad c) de la proposicién anterior es equivalente
a la enunciada en este corollary. Supongamos que se cumple la propiedad c) de la proposicién
anterior. Como 7/]‘/(;:) C &f(x), entonces B € &y(y) y asi, existe A* € &, tal que f(A*) C B. Dado que
"/ es una base de entornos en x para (X, 7), existe A € ¥; con A C A*. Se tiene que f(A) C B, ya
que f(A) C f(A*). Reciprocamente, supongamos que se cumple la propiedad enunciada en este
corollary y veamos que se cumple la propiedad ¢) de la proposicion anterior. Tomemos B € &y (,).
Sabemos que existe B* € ”f/f’(x) tal que B* C B, aplicando la propiedad del enunciado, existe A € ¥;
con f(A) C B*. Concluimos observando que A € &, y que f(A) C B* C B. |

m Ejemplo 5.2 Consideremos R” y R™ con las distancias euclideas respectivas, dotados de la
topologia usual (la asociada a estas distancias) y una aplicacién f : R" — R™. El lector podra
comprobar que la aplicacién f es continua si y solamente si, para cada punto x € R” se cumple la
siguiente propiedad:

Dado € > 0, existe § > 0 tal que para todo y € R" con d(x,y) < J, se tiene que
d(f(x),f(y)) <e.

Esta propiedad se corresponde con la definicién cldsica de continuidad en un punto para aplicaciones
entre espacios métricos.
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6. Topolog %lales. Subespacios

En este capitulo introducimos el concepto de topologia inicial asociada a una familia de aplica-
ciones que parten de un conjunto prefijado y tienen llegada en espacios topoldgicos. Presentamos
como ejemplos de topologias iniciales la topologia de subespacio y la topologia producto.

Proposicion 6.0.1 Sea X un conjunto y &7 = {(Yg,Tw), fo : X — Yo }aca una familia de espacios
topoldgicos (Y, Te) y de aplicaciones entre conjuntos

fo: X — Yy
Existe una tnica topologia 7 sobre X con la propiedad (universal) siguiente:

“Dada cualquier aplicacién g : (Z,17) — (X, T), se tiene que g es continua si y solo si
fo ©g es continua, para cada o € A”.

Demostracion. Antes de empezar, notemos que de la propiedad universal se sigue que las aplica-
ciones
fo: (X,7) = (Y,1q), QEA,

son continuas. En efecto, podemos considerar (Z, 7z) = (X,7) y g = IdTop y ), que ya sabemos
que es una aplicacion continua y basta observar que fy 0 g = fq.

Veamos la unicidad de 7. Supongamos que exista otra topologia 7’ de X que satisfaga la pro-
piedad universal. Por la observacién anterior, sabemos que las ternas (fy, 7, T ) son aplicaciones
continuas. De esta manera, si aplicamos la propiedad universal de 7’ a la terna (idx, 7, 7’), con-
cluimos que es continua, con lo cual T D 7’. Intercambiando los papeles de 7, 7', concluimos que
7 C 7'. Por lo tanto 7/ = 7.

Veamos la existencia. Consideremos, para cada o € A, la familia .%, de subconjuntos de X
dada por

Fo={fz'(U); U € )}

y tomemos la unién .% = Ugep.%o. Veamos que la topologia T sobre X generada por .% cumple la
propiedad universal deseada. Observemos que las aplicaciones

fo: (X,7) = (Yo, Ta)
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son continuas, pues las imagenes inversas de los abiertos de (¥, T, ) son elementos de .% . Tomemos
ahora un espacio topoldgico arbitrario (Z, 77) y una aplicacion

g:(Z,1z) = (X,7).

Supongamos en primer lugar que g es continua. Fijado un indice o € A, tenemos que fy o g es
continua por ser composicién de aplicaciones continuas. Supongamos ahora que fy o g es continua,
para todo a € A. Queremos ver que g es continua. Como sabemos, una base para la topologia ©
estd dada por las intersecciones finitas

f(;ll(Ual)ﬂfo?zl(Uaz)ﬂ”-ﬂf[;kI(Uak),

donde Uy, € Ty, parai=1,2,... k. Por otro lado, sabemos que una aplicacién es continua si y solo
si las imédgenes inversas de los elementos de una base dada son abiertos. Asi pues, basta probar que

V=¢"(fo,! Ua,) N fo,! Ua,) N+ N £, (Ua,)) € 2.

Dado que la imagen inversa de la interseccion es la interseccion de las imdgenes inversas, tenemos
! (for! W) N g (U) O N fo (Uay)) =
8 o Yo o \Va o \Yoy
= gil (f(;ll(UOll )) mgil (f({zl(UOCz» n--- ﬁgil (f(;kl(Uak))

(fal og)_l(Ual) N (faz Og)_l<UO£2) AR (fOCk Og)_l(UOCk)'

Ahora, puesto que 10s (fy, 0g) ! (Uy,) son abiertos de (Z,tz), parai = 1,2,...,k, tenemos que V
es un abierto de (Z,t7), pues es interseccion finita de abiertos. |

Definicion 6.0.1 La topologia T sobre X obtenida en la proposicién anterior se llama topologia
inicial asociada a la familia &7 = {(Yg,Tq ), fo : X — Yo }aea-

m Observacién 6.1 La topologia inicial es la topologia menos fina sobre X de entre las que hacen
continuas todas la aplicaciones f. En efecto, sea 7 la topologia inicial y sea 7’ otra topologia sobre
X de modo que las aplicaciones

fo: (X, ) = (Yo, Ta)

sean continuas, para todo & € A. La propiedad universal de la topologia inicial, aplicada a la terna
(idy, 7', 7)

indica que (idx, 7', 7) es una aplicacién continua y por tanto T C 7.

Topologia de subespacio

El primer ejemplo de topologia inicial que presentamos es la topologia de subespacio inducida
sobre un subconjunto de un espacio topolégico.

Sea (Y,7) un espacio topoldgico y X un subconjunto de Y. Denotemos por 1 : X — Y la
aplicacién de inclusién. La topologia inicial asociada a la familia

{Y,7),1: X =Y}

se denomina topologia de X como subespacio de (Y,T) y se denotard frecuentemente por T|x.
Noétese que 1 : (X,7|x) — (¥, ) es una aplicacién continua y que la propiedad universal de la
proposicién 6.0.1 se lee como:
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‘Una aplicacién f : (Z,17) — (X, 7|x) entre espacios topolégicos es continua si y
solamente siloes 1o f: (Z,t7) — (Y, 1)".

Los abiertos de la topologia de X como subespacio de (Y, 7) son precisamente
los subconjuntos de X de la forma U N X, donde U € 7.

Demostracion. La familia # = {UNX; U € 1} es, precisamente, la familia .# de la prueba de la
proposicion 6.0.1, pues dado U C Y tenemos que

Tl (U)=Unx.

Ahora basta observar que, para este caso, esta familia .% es directamente una topologia, y por tanto
nuestra proposicion queda probada. |

m Ejemplo 6.1 Consideremos R con su topologia usual 7, y E = [0, 1].
1. Los intervalos de la forma [0,c) con 0 < ¢ < 1 son abiertos para la topologia de [0, 1] como
subespacio de (R, 1,).
2. La topologia de N como subespacio de (R, 7,) es la discreta. Esto no es asi para la topologia
de Q como subespacio de (R, 7,), pues todo punto de Q es de acumulacién y asi, no puede
ser abierto para la topologia de subespacio.

Consideremos un subespacio topolégico (X, 7|x) de (Y, 7). Se tienen las siguientes propiedades:

1. Los abiertos de (X, T|x) son los conjuntos de la forma U NX, donde U es un abierto de (¥, 7)
y los cerrados de (X, T|x) son los conjuntos de la forma C N X, donde C es un cerrado de
(Y, 7). Para ver esto dltimo, basta observar que

X\ (XNU)=XN(Y\U).

2. Dado x € X, los entornos de x en (X, 7|x) son los conjuntos de la forma X NA, donde A es
un entorno de x en (Y, 7). Vamos a probarlo. Sea A un entorno de x en (Y, 7). Que ANX es
entorno para la topologia del subespacio se sigue de aplicar las definitiones. Ahora, si A es
un entorno de x en (X, T|x), sabemos que contiene un abierto U tal que

xeUcCA, U=UnX,Uce€r.

Podemos considerar A = U UA, que es un entorno de x en (Y,7), y ademds cumple que
A=XnNA.

3. Si A es una base de abiertos de (Y, 7), entonces By = {UNX : U € A} es una base para la
topologia del subespacio (X, 7|x). Andlogamente, si x € X y ¥ (x) es una base de entornos
de x para (Y, 7), entonces

Px(x) ={ANX:Ae¥(x)}

es una base de entornos de x para (X, T|x).
4. SiU C X esun abierto en (¥, 7), entonces también lo es en (X, 7|x). Andlogamente, si C C X
es un cerrado en (Y, 7), entonces también lo es en (X, T|x). Para verlo, basta poner

U=UNnX, C=CnNX

5. Si X es un abierto de (Y, 7), los abiertos de (X, 7|x) son exactamente los abiertos de (Y, 7)
contenidos en X. En efecto, si U € 1|y, entonces podemos escribir U=XNU,conU € 1,
pero como X € 7, tenemos que U es un abierto de (Y, T) contenido en X.

6. Si X es un cerrado de (Y, ), los cerrados de (X, T|x) son los cerrados de (Y, 7) contenidos
en X.

7. Sea (Z,tz) un tercer espacio topoldgico. Si f: (Y,T) — (Z,17) es una aplicacién conti-
nua, también lo es la restriccion flx : (X, t|x) — (Z,1z). Basta notar que f|x = fot es
composicién de aplicaciones continuas.




58 Capitulo 6. Topologias iniciales. Subespacios y productos

Topologia producto

La topologia producto es otro ejemplo muy importante de topologia inicial y la presentamos en
esta seccion. Consideremos una familia {(Yy, 7o) faca de espacios topoldgicos y sea X el producto
(como conjunto) de la familia. Esto es,

X=TlYa={0:A— UgeaXa; o(a) € Xo,00 € A}.
aEA

Para cada a € A, consideramos la proyecciéon ¢-ésima que viene dada por
Tg: X =Yy, 7u(0)=o0(a).

La topologia producto de la familia {(Yg,Tq)}aea €s, por definicidn, la topologia inicial de X
asociada a la familia
{(Ye, Ta), o : X — Yo }aen

Siguiendo la prueba de la proposicion 6.0.1, sabemos que la topologia producto estd generada
por la familia .# = Ugep %, donde

Por consiguiente, una base por abiertos de la topologia producto esta dada por las intersecciones
finitas de elementos de la familia .7, esto es, por todos los conjuntos de la forma

CUI:UZawyUn = 7[(;11 (Ul) N 7[(;21 (Uz) AN n.(;nl (Un)7

donden e N, a; € A, U; € Ty, parai = 1,2,...,n. En algunos contextos estos conjuntos se llaman
cilindros, o cilindros bdsicos.
Notese que, dados & € A 'y un subconjunto £y C Yy, tenemos identificaciones

sz:‘|

™

&
Il

Eq X I1 YB?
Bea\{a}
X\ (Ea) = (Ya\Eo)x I Yp
Bea\{a}

De esta manera, los abiertos basicos Cy, v,.... v, de la topologia producto descritos anteriormente,
son de la forma

Ug=U;, sif=uq
_ d d ﬁ 4 1
v ..., ﬁgAUﬁ’ onde { Ug =Yg, enotro caso.
Tomando complementarios, una base por cerrados para la topologia producto viene dada por
todos los conjuntos de la forma

X\Cu, v,...v, = U ((Ya,-\Ui) x 1 YB) = U ' (Yo, \ Ui).
i1 BeA\ o} i1

Se tienen las siguientes propiedades:

1. Cuando A es un conjunto finito, una base de abiertos para la topologia producto estd formada
simplemente por los productos de abiertos.

2. En el caso en que A sea un conjunto infinito, el producto de abiertos no vacios con una
cantidad infinita de ellos distintos del total no es un abierto. En efecto, ninglin conjunto de
este estilo puede contener un cilindro bésico, por tanto no es abierto, y de hecho tiene interior
vacio.
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3. El producto arbitrario de cerrados es un cerrado en la topologia producto. En efecto, si
D =T]gen Do, entonces

D= m ﬂ&l(Da) = m X\C(yoc\Da)
acA acA
m Ejemplo 6.2 La topologia usual sobre R” es la topologia producto, pues sabemos que los
productos de intervalos abiertos (bolas para la norma infinito) forman una base para la topologia
usual.

m Observacion 6.2 Noétese que existen abiertos que no son producto de abiertos, al igual que
existen cerrados que no son producto de cerrados. Basta considerar una bola (abierta o cerrada)
para la distancia euclidea de R2.

m Observacion 6.3 Sea {(Yy, T«) }aca una familia de espacios topoldgicos con al menos dos
elementos. Sea X = [[,ea Yo Y denotemos por 7 la topologia producto en X. Se tiene que:
1. Si A es un conjunto finito, entonces (X, T) es un espacio topoldgico discreto si y solamente
si (Yy, Ty) es discreto, para todo o € A.
2. Si A es un conjunto infinito, entonces (X, T) nunca es un espacio topolégico discreto.

El espacio de Cantor

El espacio de Cantor nos proporciona un ejemplo no trivial de topologias tanto de producto
como de subespacio. Por su importancia, le dedicamos esta seccién.
El espacio de Cantor es el espacio topoldgico cuyo conjunto subyacente es

2N = HnENXnv Xy = {07 1})

dotado de la topologia producto, donde en cada copia de {0, 1} se toma la topologia discreta. En
esta seccion tomamos N = {1,2,3,...}. Recordemos que los elementos de 2N son las aplicaciones

c:N—{0,1},

es decir, las sucesiones formadas con ceros y unos. Recordemos a su vez que hay cuatro abiertos en

{0,1}:
U=0, U={0,1}, U={0}, U={l}.

Un sistema generador de la topologia producto en 2" estd dado por las imagenes inversas de abiertos

7, '(U), donde U C {0,1} es un abierto y 7, : 2" — {0, 1} es la proyeccién n-ésima. Para cada

n € N, denotemos

G =m"({0}), Ci=m"'({1})
Es decir C? es el conjunto de sucesiones que toman el valor 0 en el lugar ny C! es el conjunto de
sucesiones que toman el valor 1 en el lugar n. Nétese que

cuct=2N Ancl=o.

Los cilindros bésicos (no vacios) en este espacio son todos ellos de la forma

e~ N\,
iel
donde I C N es un conjunto finitoy 8 : I — {0, 1} una aplicacién. Si escribimos I = {ij, i2,..., i},

conl<ij<ip<---<iry&€ =06(ij),para j=1,2,...,k, también usaremos la notacién

C8]£2...8k
iin iy

para referirnos a CI‘S.
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La familia de cilindros basicos
{C?; I C N finito, § : I — {0,1}}

es una base de la topologia del espacio de Cantor, cuyos elementos son simultineamente abiertos y
cerrados.

Demostracion. Ya sabemos que los cilindros bésicos forman una base para la topologia producto.
Asi, solamente nos queda comprobar que son cerrados. Para ello, nétese que

l]iz...ik

ko
x\coea = |2,
j=1

donde {¢;,&;} = {0,1}. [ ]

Como ya se ha dicho antes, esta topologia no es discreta, pues los puntos no son abiertos.
Indicamos de nuevo el argumento: si un punto fuera abierto, coincidiria con algin cilindro bésico;
pero los cilindros basicos no son unipuntuales, de hecho, son conjuntos no numerables.

Diremos que un cilindro bésico C,‘S es completo de longitud n si el conjunto finito / esta dado
por

I=<1l,n>={1,2,....,n} CN.

La familia de cilindros basicos completos es una base para el espacio de Cantor.

.z oy s . E1E &
Demostracion. Basta probar que todo cilindro bédsico Cil'i;”ik k

pletos. Para ello procedemos por induccion sobre el indicador

es union de cilindros basicos com-

k
N=Y (ij—ij-1—1),
j=1

suponiendo que ip = 0. Si N = 0, el cilindro basico es completo, pues necesariamente i; = j, para
todo j =1,2,...,n. Supongamos ahora que N > 1. Entonces, existe un indice s, con 1 <s <k
tal que iy —i;_; > 2. Ahora podemos escribir Cﬁ‘if?ffl?f" como union de dos cilindros basicos con
indicador estrictamente menor, como se muestra a continuacion

CE&r & €18 €108 & €€ €1 16 &
ARSI iinrig—1 (is—1)igig iin-is—1 (is—1)ig-ig”

Esto termina la demostracion. [
El conjunto triddico de Cantor T C R esta definido mediante la interseccién 7' = (,_; T,

donde los 7, son los subconjuntos de R definidos a continuacién. Para cada n € N, consideramos el
conjunto S, = {0, 1}<'*>, donde

<l,n>={1,2,....,n} CN.

Es decir, S, es el conjunto de sucesiones formadas con 0 y 1 de longitud ». Para cada 6 € S,
definimos el intervalo /5 C R de manera recursiva como sigue:

1. Sin=1, tomamos I = [0,1/3],si 6(1)=0els=[2/3,1],si 6(1) = 1.

2. Sin > 2y suponemos definido /5 = [a,b], para 5= O|<1n-1>, tomamos

Is=la,a+1/3", si6(n) =0, Is=[b—1/3"b],sid(n)=1.
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Ahora el conjunto 7, es la unién

= Is

o€s,

A modo ilustrativo, describimos explicitamente 77 y 7>.

1 2 1 23 6 7 8
T,=10,= -1 T, =10,- —, = -, = —1/.
=losfel] e o] 53] 5] 5]
Las siguientes propiedades quedan como ejercicio para el lector:
1. Si d €8, lalongitud de I5 es 1/3" e I5 es de la forma

Is =[l5/3", (s +1)/3"],

donde /g es un nimero entero 0 < /5 < 3" — 1. (Cuidado, no todos los enteros 0 < ¢ < 3" —1
corresponden a un £g).

2. Sid,y€ S, cond # 7, entonces Is N1y, = 0.

3.Sin>2,8€8,y¥€E€S, 1, se tienen las siguientes equivalencias:

Is ﬂ17#®<:>15 Cly< 5’<17n—1> =7.

El espacio triddico de Cantor es el espacio topolégico cuyo conjunto subyacente es 7 dotado de la
topologia como subespacio de R con la topologia usual.

La familia Z = {V, s; n €N, 6 € S,,} de conjuntos de la forma

bs Ls+1
Vn,SZISQT:[a 5*} T,

31’ 30

es una base de abiertos de T' con la topologia de subespacio de R. Ademds, los conjuntos V), 5 son
simultdneamente abiertos y cerrados.

Demostracion. Como los intervalos [(5/3", ({5 + 1)/3"] son cerrados en R, los conjuntos V, 5
son cerrados en 7. Veamos que Z es una base para la topologia del espacio triadrico de Cantor.
La primero que debemos notar es que los conjuntos V, 5 son abiertos en 7. En efecto, de las
construcciones previas se sigue que

£5 1 £5 +1 1
Vn,g = <3n o 3n+l’  3n + 3n+1> nT.

Por otro lado, para cada valor fijado n € N, tenemos que 7' = Ugg, V), 5, de modo que % recubre T'.
Veamos que todo abierto de la topologia del subespacio se puede escribir como unién de elementos
de %. Dicho de otro modo, veamos que dado U =V NT, con V abierto en R y un punto x € U,
existe V,, 5 tal que

X e Vn75 cUu.

Dado que V es abiertoen Ry x € V, existe r > 0 tal que
(x—rx+r)CV.

Tomando n suficientemente grande, por ejemplo, tal que 1/3" < ry eligiendo & tal que x € V,, 5 se
tiene que x € V, 5 C U, como queriamos demostrar. |

Veamos ahora que los dos espacios topolégicos considerados en esta seccion, el espacio de
Cantor y el espacio triddrico de Cantor, son espacios homeomorfos.
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Existe una biyeccién @ : 2% — T dada como sigue:

®(0) = x5, {Xc}:ﬂlcn, On = Ol<in>.

n=1
Ademds @ es un homeomorfismo entre el espacio de Cantor 2" y el espacio triddrico de Cantor 7.

Demostracion. Para cada o € 2N, tenemos una sucesién de intervalos cerrados encajados
10'1 D10'2 o DIGn D10'n+1 D

cuya longitud tiende a cero. Por una de las propiedades basicas de los niimeros reales, existe un
Unico nimero real x4 en la interseccién de todos ellos, y como dicha interseccion estd contenida en
T, tenemos que P estd bien definida.

Veamos ahora que @ es inyectiva. Tomemos dos elementos distintos &,y € 2. Como o # 7,
existe un indice n € N tal que o, # %,. Por definicién ®(y) = xy € I, y ®(0) = x5 € I5,. Ahora,
como G, # ¥, sabemos que I, N 15, = 0, y por tanto se tiene que Xy 7# Xg.

Veamos que es suprayectiva. Para ello, tomemos x € T y busquemos una sucesién ¢ € 2 con
®(0) = x. Para cada n € N, existe un tnico " € S, tal que

xEIaVlCTn

Como x € Iyni1 Ngn, se tiene que o es la restriccion de @' a < 1,n >. Como esto lo hacemos

para todo niimero natural, construimos un elemento ¢ € 2 cuya restriccién a < 1,1 > coincide
con o". Por construccién, tenemos que ®(o) = x.
Para ver que ® es un homeomorfismo, basta probar que para cada n € Ny cada 6 € S, se tiene
que
(I)(C§17n>) = Vn,5>

ya que entonces la biyeccién @ envia una base de abiertos en otra base de abiertos. Comprobemos
que esta afirmacién se cumple.

Veamos en primer lugar que CID(CE L
®(0) =x5 €V, 5. Como 6 € Cil 1> » €sto significa que

) C V,.5. Consideremos ¢ € Cil,n> y veamos que

0y, =Ol<ip> = 0.

Por consiguiente x € Is. Dado que x5 € T, tenemos que xg €V, 5 =IsNT.
2Ln>) D V,s5.-Seax €V, sy seleccionemos su preimagen
~§

<l,n>>

Reciprocamente, veamos que ®(C
@~ !(x) = 6. Queremos probar que ¢ € C o dicho de otro modo, que o, = 6. Sabemos que
x € I5,, y por otro lado, también que

X € Vn,S Cls.

Asi, concluimos que I, N5 # 0, y esto solamente puede suceder si 6, = 6. |
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slegias finales. Cocientes y pegados

En este capitulo introducimos el concepto de topologia final asociada a una familia de aplica-
ciones que parten de espacios topoldgicos y tienen llegada en un conjunto prefijado. Presentamos
como ejemplos de topologias finales la topologia cociente y el pegado de topologias.

Proposicion 7.0.1 Sean X un conjunto e {(Yy,Ta)}aca una familia de espacios topoldgicos.
Consideremos una familia {/4 } ¢ de aplicaciones

hg : Yy — X.
Existe una tnica topologia 7 sobre X con la propiedad (universal) siguiente:

“Dada cualquier aplicacion g : (X,7) — (Z,7z) se tiene que g es continua si y solo si
la composicién gohy : (Yo, To) — (Z,77) es continua, para cada a € A.”

Demostracion. Observemos, como en el caso de las topologias iniciales, que las aplicaciones /¢y
deben ser continuas. En efecto, haciendo (Z,1z) = (X,7) y tomando como g : (X,7) — (X, 7T)
la identidad topoldgica, que es continua, concluimos que las aplicaciones /i, son continuas, por
aplicacion de la propiedad universal.

Veamos la unicidad de 7. Supongamos que exista otra topologia 7/ de X que satisfaga la
propiedad universal. Por la observacion anterior, sabemos que las ternas (h, T, T') son aplicaciones
continuas. De esta manera, si aplicamos la propiedad universal de 7 a la terna (idy, 7, 7’), concluimos
que es continua, con lo cual T D 7’. Intercambiando los papeles de 7,7, concluimos que 7 C 7'
Por lo tanto 7/ = 7.

Finalmente, probemos la existencia de una topologia T sobre X con la propiedad universal.
Consideremos la familia

t={U CX: hy'(U) € 4, paratodo o € A}.

Es un ejercicio comprobar que se trata de una topologia sobre X y, por su definicion, hace continuas
las aplicaciones hg : (Y, Tq) — (X, 7). Veamos que T cumple la propiedad universal deseada.
Consideremos una aplicacién

g:(X,7) = (Z,12).
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Si g es continua, entonces las aplicaciones g o hy son todas ellas continuas, pues son composicién
de aplicaciones continuas. Reciprocamente, supongamos que las aplicaciones g o /i, son continuas y
consideremos un abierto V € 7. Queremos comprobar que g~ (V) € 7, es decir, que /' (g7 (V)) €
To, para todo a € A. Pero sabemos que

hy' (871 (V) = (g0ha) (V) € Ta,

por la continuidad de g o g . Por tanto g~ (V) € 7, como querfamos demostrar. |

Definicién 7.0.1 La topologia T de la proposicién anterior se llama ropologia final asociada a
lafamilia {(Ya, Ta),ha . Ya — X}aeA.

m Observacion 7.1 La topologia final 7 es la topologia mds fina que hace continuas todas las %.
Nétese que esta afirmacion la hemos probado al demostrar la unicidad en la proposicién anterior.
También se observa la propiedad directamente, dada la construccién de 7 en la proposicion anterior.

Topologia cociente.

Una aplicacién suprayectiva i : ¥ — X entre conjuntos se llamara también aplicacion (conjun-
tista) de cociente. Nétese que la familia de imagenes inversas 4~ !(x), cuando x € X, define una
particion de Y (recubrimiento de Y por subconjuntos no vacios y disjuntos dos a dos). Sabemos
que el dato de una particién en Y define de manera univoca una relacion de equivalencia % en
Y, cuyas clases de equivalencia coinciden con los elementos de la particién. De este modo, el
conjunto cociente Y /% (conjunto de las clases de equivalencia) estd en biyeccién natural con X.
Reciprocamente, toda relacion de equivalencia % en Y tiene asociada la aplicacion canénica de
cociente ¢ : Y — Y /2%, que a cada elemento hace correponder su clase de equivalencia.

Definicion 7.1.1 Consideremos un conjunto X, un espacio topoldgico (¥, 7y) y una aplica-
cién suprayectiva i : Y — X. La ropologia cociente en X asociada a {(Y,ty),h:Y — X} es
la topologia final correspondiente. Si (X, 7) es el espacio topolégico cociente, la aplicacion
continua

h:(Y,y) — (X,7)

se denomina aplicacion (topoldgica) de cociente.

Sea h: (Y,17y) — (X, 7) una aplicacién de cociente. Nétese que los abiertos en (X, 7) son
exactamente los subconjuntos U C X tales que 4~ !(U) € 1y. Asimismo, los cerrados en (X, T) son
exactamente los subconjuntos C C X tales que 4~ (C) es cerrado en (Y, ty).

m Observacion 7.2 Sih: (Y,1y) — (X, 7) es una aplicacion de cociente y biyectiva, entonces &
es un homeomorfismo. En efecto, tenemos una biyeccion entre 7y y T dada por U — h(U). Esto
responde a la idea de que la relacion de equivalencia que estamos considerando es trivial (sus clases
tienen todas un tnico elemento).

Reciprocamente, todo homeomorfismo se puede ver como una aplicaciéon de cociente asociada
a la relacién de equivalencia trivial.

Definicién 7.1.2 Sea i : Y — X una aplicacién suprayectiva entre conjuntos y sea A C Y un
subconjunto. El saturado de A por h es el conjunto h~' (h(A)). Diremos que A estd saturado
por h si A coincide con su saturado por A.

En la terminologia de relaciones de equivalencia, el saturado de A es la unién de las clases de
equivalencia de los elementos de A.
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m Observacion 7.3 Sea /: (Y, 1y) — (X, T) una aplicacién de cociente. Los abiertos de (X, 7) son
las imdgenes por & de los abiertos saturados de (Y, ty).

m Observacion 7.4 Seah: (Y,1y) — (X, 7) una aplicacion de cociente. Nétese que & es abierta
(es decir, la imagen de un abierto es abierta) si y solamente si el saturado de todo abierto de (Y, ty)
es abierto. En este caso, diremos que la relacién de equivalencia asociada a & es abierta. De mismo
modo tenemos que £ es cerrada si y solamente si el saturado de todo cerrado de (Y, 7y) es cerrado.
En este caso, diremos que la relacién de equivalencia asociada a & es cerrada.

Sea h: (Y,7y) — (X, 7) una aplicacién continua y sobreyectiva. Si & es abierta
o cerrada, entonces /£ es una aplicacién de cociente.

Demostracion. Haremos la prueba en el caso en que £ es abierta. De manera andloga se resuelve el
caso en que & es cerrada. Denotemos por 7* la topologia cociente en X. Que T C 7* se sigue de la
propiedad universal. Ahora, tomemos U € 7* y veamos que U € 7. Sabemos que 4~ (U) € 1y y
por ser (I, Ty, T) abierta, concluimos que 2(h~'(U)) € 7. Finalmente tenemos que U = h(h~' (U))
por ser h sobreyectiva. |

m Ejemplo 7.1 Notese que las aplicaciones de cociente no son necesariamente abiertas o cerradas,
como muestran los siguientes ejemplos. Consideremos [0, 1] C R con su topologia usual.

1. Sea f:[0,1] — {0, 1} la aplicacién suprayectiva dada por f(x) =1six € [0,1/2)y f(x) =0
si x € [1/2,1]. La relacién de equivalencia inducida por f no es ni abierta ni cerrada. En
efecto, el saturado del abierto (1/2,1] es [1/2,1], que no es abierto; el saturado del cerrado
[0,1/4] es [0,1/2), que no es cerrado. En este caso, la topologia cociente sobre {0, 1} esta
dada por 7 = {0,{0},{0,1}}.

2. Sea A = {1/n:n € N5}. La relacién de equivalencia en [0, 1] que identifica los puntos
de A no es ni abierta ni cerrada. En efecto, el saturado del cerrado unipuntual {1} es el
conjunto A, que no es cerrado. Del mismo modo el saturado del abierto (1/2,1] es el conjunto
(1/2,1]UA, que no es abierto.

El siguiente resultado asegura que el espacio cociente no depende (salvo homeomorfismo) del
espacio de llegada en el que “realizamos” la relacién de equivalencia como aplicacién sobreyectiva.

Sean h: (Y,7y) — (X,1x) y g: (Y,%v) — (Z,72) dos aplicaciones cociente
tales que & y g inducen la misma relacién de equivalencia sobre Y, entonces (X, Tx) y (Z,7z) son
homeomorfos.

Demostracion. Que h y g induzcan la misma relacién de equivalencia sobre Y significa que
h(y) = h(y') siy solamente si g(y) = g(y'). Esto implica (ejercicio) que existe una tinica aplicacién
biyectiva f : X — Z tal que g = f o h, dada por

f(x) =g(y), six=h(y).

Nétese que 1 = f~! o g. Por simetria, para ver que f es un homeomorfismo, basta probar que f
es continua (pues del mismo modo veriamos que f~! es continua). Tomemos un abierto U € 1.
Sabemos que g~!(U) es un abierto en (Y, Ty ), saturado para la relacién inducida por g. Como esta
relacién de equivalencia es la misma que la inducida por 4, tenemos que g~ (U) es un abierto en
(Y,1y), saturado para la relacién inducida por 4. Se concluye que i(g~!(U)) es abierto en (Z, 7z).
Finalmente, tenemos que

hg ' (U)=(fog)g ' (U) =F"s(s7 (V) =" (U) €.

Noétese que g(g~!(U)) = U, porque g es suprayectiva. [
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En los ejemplos que siguen consideramos IR” con su topologia usual y dotamos sus subconjuntos
de la topologia de subespacio. Los productos los consideramos a su vez dotados de la topologia
producto. En estos casos, no explicitaremos la topologia en las notaciones.

s Ejemplo 7.2 — Circunferencia. La circunferencia S' se define por
S'={(x,y) eER*: 2 +y* =1} C R

Es un subespacio de R%. Vamos a dar dos presentaciones clasicas de la topologia de S' como
topologia cociente. La primera asociada a la aplicacién exponencial

exp: R — S!
0 — ¢%=(cosh,sinb),

y la segunda asociada a la restriccién exp ’[0,2711 de la aplicacién exponencial al intervalo cerrado
[0,27]. Nétese que la relacién de equivalencia inducida por exp identifica dos puntos x,y € R si
y solamente si x —y € 2xZ. En ambos casos estas aplicaciones son suprayectivas y continuas.
Veremos que en el primer caso la aplicacién es abierta, aunque no cerrada y en el segundo caso es
cerrada, aunque no abierta. Asf, concluimos que la topologia de S' como subespacio de R? es una
topologia cociente en S!, tanto la asociada a exp como la asociada a exp |[0,27]-

1. Veamos que la aplicacién exponencial es abierta. Es suficiente probar que las imagenes de
los elementos de una base de abiertos son abiertas. Tomemos la base de abiertos para R dada por

{Lp: acR,0<6 <7},

donde I, g = (a— 0,a+ 0). Sean x, = exp(a) y rg = \/2(1 —cos0) = 2sin(6/2), tenemos que
exp(ls,0) = B(x4,79) NS!. La aplicacién exponencial no es cerrada, pues el saturado SatC del

cerrado C = {2nn+1/n:n € N>} C R no es cerrado. En efecto, tenemos que
SatC = {2k +1/n:k € Z,n € N> }.

2. Veamos que exp |[072,T] es cerrada. Es suficiente probar que las imdgenes de los elementos
de una base de cerrados en [0,27] son cerradas. Una base de cerrados en R viene dada por los
complementarios de los I, . Ahora bien, tenemos que

(R\ o) N[0,27] = [0, min{a — 8,27}] U [max{0,a+ 6},27]

(algin término en la unién podria ser vacio). Asi, es suficiente ver que la imagen de los intervalos
[0,7] y [t,27] con 0 < < 27 es cerrada, pero esto es cierto pues

exp([0,¢]) = E(x,%)ﬂSl, x=exp(%)
exp([t,2n]) = B(x,ZZ1)NS!, x=exp(ET)

DR~

Que no es abierta se sigue tomando el abierto U = [0, ), cuyo saturado viene dado por SatU =
[0,7) U{27}, que no es abierto.
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» Ejemplo 7.3 — Cilindro. Sea C =S'! x R y consideramos la aplicacién
h:RxR—C, h(t,x)=(e"x)

Notese que para cada x € R y para cada r € R, la relacién de equivalencia inducida por 4 identifica
los puntos (27k +¢,x), para k € Z. Como ¢ > e y x +> x son aplicaciones sobreyectivas, continuas
y abiertas, también lo es /. Asi, la topologia de C como producto, que es también la topologia de C
como subespacio de R?, coincide con la topologia cociente dada por .

m Ejemplo 7.4 — Toro. Consideramos la aplicacién
h:RxR—S'x S h(r,s) = (e, €%)
La clase de equivalencia de un punto (7,s) € R x R es el conjunto

{(t +2mk,s +2ml) : (k,0) € Z*}.
Como la aplicacién 8 +— ¢’ es sobreyectiva, continua y abierta, también lo es 4. Asf, la topologia
de S! x S! como producto, es la topologia cociente asociada a A. Llamaremos foro topoldgico a
cualquier espacio homeomorfo a este.

Por otro lado, mds adelante, en el tema de compacidad, veremos que la restriccion

o2 %021 © [0,27] x [0,27] — S' x S'

es una aplicacion cerrada (esto es consecuencia de que las aplicaciones continuas de compactos
en espacios de Hausdorff son siempre cerradas). Como consencuencia obtenemos también el toro
topolégico como cociente de esta aplicacion.

Otra presentacion del toro topoldgico, que llamaremos toro sumergido es la siguiente. Dados
R € R.gconr <R, el toro sumergido T.gr C R? de radios r y R es el subespacio imagen de la
aplicacién

g: [0,27] x [0,27] — R3
(t,9) —  ((R+rcost)coss, (R+rcost)sins,rsint).

La aplicacién g : [0,27] x [0,27] — T,.g dada por (z,s) — g(t,s) es sobreyectiva y continua (pues g
es continua). Con el mismo argumento de antes, cuando hablemos de compacidad, veremos que g
también es cerrada y por tanto una aplicacion de cociente. Nétese que las relaciones inducidas por

g y por 3[0 2m)x[0,22] son la misma (ejercicio). Como consecuencia obtenemos que el toro sumergido
T.r C R’ es un toro topoldgico.

Pegado de topologias

Consideremos una familia { (Y, T« ) }aca de espacios topoldgicos y sea

X = UaeA Ya

Para cada a € A, denotemos por 14 : Yo — X la inclusién. La topologia “de pegado” en X de la
familia { (Yo, To) }aen es la topologia final de X asociada a la familia

{(Ya,Ta), 1o : Yo = X Faen.

m Observacion 7.5 Noétese que los abiertos para la topologia “de pegado” son exactamente los
subconjuntos U C X tales que U NY,, es abierto en (Yy, Tg ), para todo @ € A. Andlogamente, los
cerrados para la topologia “de pegado” son exactamente los subconjuntos C C X tales que CNYy
es cerrado en (Y, Tq ), para todo o € A.
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Una pregunta natural es saber cuando la topologia en Y, como subespacio del espacio de pegado
es la topologia 7, original, es decir, que de alguna manera el pegado que hemos hecho es “bueno”.
En el siguiente resultado damos condiciones suficientes para ello.

Sea (X, 7) el espacio de pegado de una familia de espacios topoldgicos
{(Ya; Ta) Jaea- Sea Tqp la topologia en Yo MYg como subespacio de (Y, Tq) y sea Tgq la to-
pologia en Y, M Yg como subespacio de (Y, 7g). Supongamos que ambas topologias son la misma.
Se tiene que:
1. Si Yy NYp € 74, para todos o, B € A, entonces Yy es un abierto de (X, 7), paratodo o € Ay
T s la topologia de Y, como subespacio de (X, 7).
2. S1Y,N Yp es un cerrado de (Yy,Ty), para todos o, 3 € A, entonces Y, es un cerrado de
(X, ), para todo & € A'y Ty es la topologia de Y, como subespacio de (X, 7).

Demostracion. Sea 7|y, la topologia de Y, como subespacio de (X, 7). Comprobemos primero que
|y, C Tq. SeaV € 1ly,, sabemos que existe U € 7 tal que V = Y, NU. Por otro lado, como U € T
se tiene que U N Yy € Ty. Asi pues

Notese que la propiedad 7|y, C T4 es general y no requiere de ninguna de las hipotesis impuestas.
Supongamos ahora que se cumplen las hipdtesis del apartado 1), es decir, que To5 = Tgg y que
Yo NYg es abierto en (Yq, T ), para todos o, § € A. Probaremos la siguiente afirmacion:

“Todo abierto de (Y, Ty) es abierto de (X, ), para todo a € A”.

Como consecuencia se concluye que Y, es abierto en (X, T) y que T4 C Tly,. Uniendo esto con lo
anterior tenemos ademds que se da la igualdad 7, = 7|y, .
Probemos pues que todo abierto V en (Y, Ty ) es abierto en (X, 7). Dado cualquier otro indice
B € A, debemos comprobar que V NYg € 75. Escribamos, por simplificar Y5 = Yo N Y. Puesto
que V C Yy, tenemos
VNnYg=vVn (YaﬂYﬁ) =VNYyp.

Como V es abierto en (Y, Ty ), entonces VMY, g es abierto en (Yqp, Top). Ahora, ya que Top = Tq,
se tiene que V' NYg es abierto en (Yyp, Tgq ). Puesto que Y,g es un abierto de (Y3, 7g), todo abierto
de (Yqp,7pq) €s abierto de (Yg,75). Por tanto V N Yg es abierto en (Yg,75), como querfamos
demostrar.

Supongamos ahora que se cumplen las hipotesis del apartado 2), es decir, que Tog = Tgq ¥ que
Yo NYp es cerrado en (Yy, Ty ), para todos &, 8 € A. Probaremos la siguiente afirmacién:

“Todo cerrado de (Yy, Ty ) es cerrado de (X, T), para todo o € A”.

Como consecuencia se concluye que Y es cerrado en (X, T) y que T C T|y,. Como antes, tenemos
ademds que se da la igualdad 74 = 7ly,.

La prueba de que todo cerrado de (Yy,T4) es cerrado de (X, 7), se hace “mutatis mutandis
como en el caso de abiertos. |

EX]

m Observacion 7.6 En la proposicion anterior, si no se cumplen las hipétesis de 1) o 2), puede
ocurrir que T, no sea la topologia de subespacio de (X, ), como veremos en el siguiente ejemplo.
Tomemos

X ={a,b,c}, Yi={a,c}, Yr={ab}, Ys={b,c}.

y sean 7; la topologia discreta de Y] y 7, 73 las topologias groseras de Y, e Y3, respectivamente. Las
topologias 7;; con i # jei,j € {1,2,3} son siempre la inica posible en un conjunto unipuntual.
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Asi pues, se cumple la hip6tesis general de la proposicion. Nétese que Y MY, no es ni abierto ni
cerrado en (Y2, ).

Sea 7 la topologia de pegado de X y denotemos por 7|y, la topologia de ¥; como subespacio
de (X, 7). Sabemos que 7|y, C 7;. Veamos que, sin embargo, no se da la igualdad. El conjunto
unipuntual {a} es un abierto en (¥}, 7;). Veamos que no lo es en (Y1, 7|y,). Sea W € T|y, cona € W,
esdecir,existeU e tconac Uy W =Y NU.ComoacUNY,yUNY; € 7, setiene que b € U;
comobeUNY;yUNYs € 13, se tiene que ¢ € U. Pero entonces U =X y W =Y. Nétese que, de
hecho, la topologia T es la grosera en X.

Existe un reciproco parcial de la proposicién anterior, que enunciaremos en la siguiente
proposicién. Pero antes, daremos la siguiente caracterizacién de los cerrados en una topologia
cualquiera.

Sea (X, T) un espacio topoldgico y C C X un subconjunto. Las siguientes propiedades
son equivalentes:
1. Cesun cerrado en (X, 7).
2. Existe un recubrimiento {U; };c; de X por abiertos U; en (X, T) de modo que U; NC es cerrado
en la topologia de U; como subespacio de (X, 1), para todo i € .

Demostracion. Si C es cerrado, tomando el recubrimiento cuyo tinico abierto es el propio X, hemos
terminado. Reciprocamente, sea {U; };c; un recubrimiento de X por abiertos en (X, 7) de modo que
U; N C sea cerrado en U;. Tenemos que

X\ C =Uic;(Ui\C) = Ui (Ui \ (UiNC)),
que es un abierto de (X, 7) por ser unién de los abiertos U; \ (U; N C) de Us. [ |

Sea (X, T) un espacio topolégico y consideremos una familia de subespacios
{(Ya, Tat) }aca que recubren todo X (los Yy son subconjuntos de X y las topologias 7, son las
topologias de subespacio). Tenemos que 7 es la topologia final de X asociada a las inclusiones
o : (Yo, Tq) — X en los siguientes supuestos:
a) Si Yy es abierto en (X, T), para todo o € A.
b) Si Yy es cerrado en (X, 7), para todo & € A, y ademds se cumple la propiedad de finitud local
siguiente:

“Para todo x € X, existe un abierto U € T con x € U de modo que el conjunto
{a e A: UNYy # 0} sea finito.”

Demostracion. Sean 14 : (Y,T4) — (X, 7) las inclusiones, para todo o € A. Debemos probar que
una aplicacién
8 (Xaf) - (Z,Tz)

es continua si y solo si lo son las composiciones g o 14, para todo o € A. Supongamos primero que
g es continua. Dado o € A, sabemos que la aplicacion 14 es continua, asi que la composicién go 1y
también lo es. Reciprocamente, supongamos que las composiciones g o 1, son continuas, para todo
o € A'y veamos que g es continua en los supuestos del enunciado.

a) Consideramos el caso en que los Y, son todos abiertos en (X, 7). Sea V un abierto de (Z, 7z),
queremos ver que g~ ' (V') es abierto en (X, 7). Tenemos

871 (V) =Uueas ' (V) NYa =Ugen(gota) "' (V).

Sabemos que (go 1) !(V) es abierto en (Yy,Tq) y por tanto en (X, T), puesto que los Yy son
abiertos en (X, 7). Por tanto g~ ! (V) es uni6n de abiertos en (X, T), luego abierto en (X, 7).
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b) Supongamos ahora que {Yy}qca €s una familia localmente finita de cerrados en (X, 7).
Esto es, para cada punto x € X existe un abierto Uy € T con x € U y un subconjunto finito
{o4,,...,0¢} C A de modo que

U)C CY(Z[ UY(XQU”‘UY(X/('

Dado un cerrado C en (Z, 7z), queremos ver que g~ ! (C) es cerrado en (X, 7). Como antes, tenemos
que g7 1(C) = Ugen (g7 (C)NYy), donde los g~ (C) MYy son cerrados en (Y, Tg ). De esta manera

87OV = (Ui (g7 (€) NYa )N,

es un cerrado de Uy (pues es la interseccién de U, con una union finita de cerrados). Aplicando el
lema previo al recubrimiento {U, }cx se concluye que g~'(C) es cerrado en (X, 7). [

Topologia del espacio proyectivo

Dado n € N, consideremos R"*! con su topologfa usual (la asociada a la distancia euclidea en
R™1) que, como sabemos, coincide con la topologia producto de la topologia usual en R. Con el
fin de no sobrecargar la notacién, cada vez que consideremos un espacio topoldgico que sea R con
la topologia usual, para m € N, o bien un subespacio del mismo, no indicaremos explicitamente
que estamos considerando la topologia usual. El lector sabra perdonarnos esta licencia en aras de la
limpieza de notacién.

El espacio proyectivo P}, es el conjunto de rectas vectoriales de R"+!, Tenemos una aplicacién
suprayectiva

AR\ {0} — PR,

que envia cada x = (xg,x1,...,X,) € R*1\ {0} en la recta vectorial de R"*! generada por x (que
pasa por x y por 0, en una terminologia afin). La aplicacién suprayectiva A define una relacién de
equivalencia en R"™!\ {0}, cuyo conjunto cociente se identifica con P%. Nétese que

A(x) = Ay) & existe L € R\ {0}, tal que y = Ax.

Asi, la relacion de equivalencia inducida por A es la de proporcionalidad.
La n-esfera S" es el cerrado de R"*! dado por

S" = {X = (X0, X1,...,%,) € R ¥ 22 =1}.

Se tiene que 0 ¢ " y asf " C R"™!\ {0}. La restriccién Als: : " — P% es también una aplicacién
suprayectiva, pues cada punto de [P}, tiene una anteimagen formada por exactamente dos puntos
diametralmente opuestos (antipodales), asi A|s» define una relacién de equivalencia en S".

A continuacion, introducimos tres topologias 71, 7> y 7 sobre el espacio proyectivo P. En lo
que sigue, probaremos que son la misma topologia, esto es

lefzzf,

que es lo que denominaremos “topologia usual” del espacio proyectivo real Pp.

En primer lugar podemos dotar Py, de la topologia cociente asociada a la aplicacién A, a esta
topologia la llamaremos 7;. La topologia 7, serd también una topologia cociente, la asociada a
la aplicacién restringida Als:. Finalmente construyamos una tercera topologia “de pegado”, que
llamamos 7, sobre P

Dados x,y € R\ {0} con A(x) = A(y) y un indice i = 0,1,...,n, ndtese que x; # 0 si y
solamente si y; # 0. Asf, el subconjunto U; de P, dado por

U ={A(X): x; #0} C Py
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estd bien definido. Ademds, la familia de conjuntos {U;}"_, recubre P, esto es

& = U0 Ui.
Para cada i = 0,1,...,n, podemos establecer aplicaciones biyectivas ¢; : R* — U;, dadas por
Oi(ur,up,y. .. uy) = A((uy,up,. .. u; L uip1,uio, ... uy)). En los casos particulares en los que

i=001i=nsetiene

Oo(up,up,...,uy) = A((Luy,up,...,uy))
On(uy, un, ... uy) = A((uy,un,... uyl)).

La biyecciones ¢; nos permiten dotar U; de una topologia, que denotaremos 7;, de manera que ¢;
induzca un homeomorfismo entre (U;, %;) y R” con su topologia usual. Esto es, la topologia 7; estd
dada por

%, ={V CU: ¢ (V) es abierto en R"}.

En esta situacion, las inclusiones
liZ(Ui,fi)%P%, i=0,1,....n

permiten dotar P de una topologia de pegado, que denotaremos 7.
Antes de comenzar con la prueba de que las tres topologias introducidas son iguales, presente-
mos dos criterios generales de continuidad.

Sea f: (Y,t) — (Z,7’) una aplicacion entre espacios topolGgicos. Si {V;}ies
es un recubrimiento de Y por abiertos de (Y, 7), entonces f es continua si y solamente si las
restricciones

f|Vi : (Vi7T|Vi) - (ZaT,)’
son aplicaciones continuas, para cada i € [.

Demostracion. Se sigue de la Proposicién 7.2.3 a). |

Sea f: (Y,7) — (Z,7') una aplicacién entre espacios topologicos. Si {W;} jes
es un recubrimiento de Z, tal que f*I(Wj) es abierto en (Y, ), para cada j € J, entonces f es
continua si y solamente si las aplicaciones

8j+ (f_] (Wj)vﬂf‘](Wj)) - (Wj7T/|Wj)7
dadas por g;j(y) = f(y), son continuas, para cada j € J.

Demostracion. Escribamos para simplificar V; = f~!(W;); por hipétesis la familia {V;} ;c; es un
recubrimiento por abiertos de (Y, 7). Denotemos por

y: (Vi) = (Y1), 1 (W, Tw,) = (Z,7')
las inclusiones correspondientes, para todo j € J. Escribamos
hj = l}Ogj :folj . (Vj,f|vj) — (Z,‘C/).

Por la propiedad universal de la topologia del subespacio, sabemos que g; es continua si y solamente
si hj es continua. Por la proposicion anterior, tenemos que f es continua si y solamente si las /;
son continuas, para todo j € J. Se concluye que f es continua si y solamente si las aplicaciones g
son continuas. |
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m Observacion 7.7 Obsérvese que en la proposicién anterior, los conjuntos W; no tienen por qué
ser abiertos.

El siguiente resultado nos permite colocarnos en las condiciones de la Proposiciéon 7.2.1. De esta
manera aseguramos que cada U; es abierto en (P}, ) y que un subconjunto W de Pj es abierto en
(IPk,T) si'y solamente si las intersecciones W N U; son abiertas en (U;, %;), para cada i = 0,1,...,n.

Dados i, j € {0,1,...,n}, se tiene que la interseccién U; NU; es abierta en (U;, ;) y
en (U}, %;) y la topologfa de subespacio de U; N U; como subespacio de (U;, %;) es la misma que
como subespacio de (U}, 7;).

Demostracion. Veamos este resultado para el caso particular de i = 0, j = n; el lector serd capaz
de reproducir la prueba para cualquier pareja i, j de la misma manera (aunque con algo mas de
complicacion en las notaciones). Tenemos que

UoNU, = {A(x) € PR : x0 #0#x,}.

Notemos que ¢, (UoNU,) y ¢, ' (UyNU,) son abiertos en R" , dado que

9 ' (UoNUy) = {u=(up,uz,...,u) ER": u, #0},
0, (UoNU,) = {u=(u,up,...,un) €R": uy #0}.

Por tanto, la interseccién Uy N U, es abierta en (Up, %) y en (Uy, T,). Ahora, para probar la igualdad
de las topologias de subespacio, es suficiente ver que un subconjunto W C Uy N U, es abierto en
(Uo, %), si y solamente si, lo es en (U, 7,). Para ello, basta probar que la biyeccién

h:gy " (UoNU,) — ¢, (UoNUy),
dada por h(u) = ¢, ' (¢o(u)), es un homeomorfismo. Pero se tiene que
1 -
W, m)) = (),
-1 _ 1
h= ((uy,u,. .. uy)) = (%""’%’E) )
que son aplicaciones continuas. Asi que /# es un homeomorfismo. |

Prueba de 71 = 7. Veamos primero que 7 C T;. Sabemos que esto equivale a probar que la terna
(idp%, 71, %) es una aplicacién continua. Por la propiedad universal de la topologia cociente 7y, es
suficiente comprobar que la aplicacién

AR\ {0} — (P4, %)

es continua. Lo haremos aplicando el criterio de continuidad establecido en la proposicién 7.3.2.
Asi, paracadai=0,1,...,n, debemos comprobar que:

» El conjunto A~!(U;) es abierto en R"*!\ {0}.

» Laaplicacién g; : A~ (U;) — (U;, %|y;), dada por g;(x) = A(x) es continua.
La primera afirmacién se sigue de que

AN U) = {x= (x0,x1,...,x,) € R"™; x; £0}.

En cuanto a la segunda afirmacién, dado que Z|y, = 7; y, por construccion, tenemos que (U;, 7;) es
homeomorfo a R” via ¢;, es suficiente probar que

fi=¢ logi: AN (U) — R"
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es continua. Pero esto se se sigue de la expresion:

X0 X1 Xi—1 Xi+1 X,
ﬁ(x):<77"'7 l 9 l 7"'>n>-

Xi X Xio X Xi

Veamos ahora que 7; C 7. De nuevo, esto equivale a comprobar que la terna (id]pﬁ%, 7,7)) es una
aplicacién continua. Vedmoslo usando el criterio de continuidad establecido en la proposicién 7.3.1,
o sencillamente invocando la propiedad universal de la topologia de pegado. Sabemos que {U;}”_,
es un recubrimiento por abiertos de IP,. Asi, es suficiente probar que las inclusiones

1 (Ui,fi) — (P?R,Tl)

son aplicaciones continuas. Pasando a través del homeomorfismo ¢;, esto es equivalente a probar
que las aplicaciones
. n 1
bl‘z liO(Pi R" — ( R,’L’])

son continuas. Lo probaremos, por comodidad en las notaciones para el caso i = 0. El lector sabra
hacerlo para el resto de los indices i. Nétese que by = A o ¢o, donde cp : R” — R\ {0} es la
aplicacion dada por

co((ur,uzy. .. un)) = (1ur,un,... uy),

que es continua: lo es al verla con llegada en R"*!, por serlo cada una de sus componentes
(propiedad universal de la topologia producto) y por tanto lo es ella misma (propiedad universal de
la topologia del subespacio). A su vez, la aplicacién

AR\ {0} — (P, 7))

es continua por ser una aplicacién de cociente. Como consecuencia by es continua, que es lo que
queriamos demostrar.
|

Prueba de 71 = 7,. Como es habitual, para ver que 7; C Tp, es suficiente probar que la terna
(id]pﬁl{ ,T2,T1) es una aplicacion continua. Por la propiedad universal de la topologia cociente T,
sabemos que esto es equivalente a probar que la aplicacién

A|§n St — ( %,Tl)

es continua, pero esto es la restriccion de una aplicacién continua a un subespacio, que sabemos
que es continua.

Finalmente, veamos que 7, C 7, es decir, que la terna (id%, T1,T2) es una aplicacion continua.
Por la propiedad universal de la topologia cociente 7, esto es equivalente a probar que la aplicacién

AR\ {0} — (P, 1)

es continua. Veamos que ésta es composicion de dos aplicaciones continuas. En efecto, A = Algi or,
donde
riRTIN\ {0} = S", r(x) =x/|x],

que es una aplicacién continua: lo es al verla con llegada en R”, por serlo cada una de sus
componentes (propiedad universal de la topologia producto) y por tanto lo es ella misma (propiedad
universal de la topologia del subespacio S"). A su vez, la aplicacién

A|§n St — ( ﬁlR,Tz)

es continua por ser una aplicacién de cociente. De esta manera concluimos la prueba de que
T = T. |
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m Observacion 7.8 Sea (X, T) un espacio topoldgico, A C X y denotemos por 7|4 la topologia de
A como subespacio de (X, 7). Una aplicacion continua r : (X, 7) — (A, 7|a) se llama retracto si su
restriccion 74 : (A, T|a) — (A, 7]4) es la identidad topoldgica Idtop 4 4|,). Notese que la aplicacion

riRTIN{0} 5 87, r(x) =x/[x],

de la demostracion anterior es un retracto.

Sobre la topologia del plano proyectivo real

El objetivo que perseguimos en esta subseccion es justificar la siguiente afirmacién:

El plano proyectivo real es unioén de dos cerrados que comparten una circunferencia,
uno de ellos es homemorfo al disco y la circunferencia es su borde, el otro es una
banda de Moebius y la circunferencia también es su “borde”.

Ya sabemos dotar el plano proyectivo real IP’]% de su topologia usual Tp2 - Hemos visto tres
formas de obtener dicha topologia:
a) Como cociente de la topologfa de R\ {0} por la aplicacién A : x +— L(x), donde L(x) es la
recta vectorial de R? generada por x.
b) Como cociente de la aplicacién Q = Alg : S* — P2, restriccion de la anterior, donde recor-
damos que S? es la superficie esférica

S? = {x = (x1,x2,%3) € R*; x] + x5 +x3 = 1} C R*\ {0}

La aplicacién Q induce en S? la relacién de equivalencia antipodal, que identifica x con —x.
¢) Como una topologia de pegado de espacios homeomorfos a R? (las tres cartas del plano
proyectivo).

La aplicacién Q : S* — IP‘]% es cerrada y también abierta.

Demostracion. Vamos a caracterizar como son los saturados A C S? por la relacién antipodal
inducida por Q. Tenemos que
SatA = AUa(A),

donde a : S*> — S? es la aplicaci6n antipodal dada por a(x) = —x. Nétese que a es un homeomorfis-
mo, por consiguiente, si A es cerrado, también lo es a(A) y si A es abierto, también a(A) es abierto.
Por tanto, el saturado de todo cerrado es cerrado y también el saturado de todo abierto es abierto,
como querfamos demostrar. |

El plano proyectivo como cociente de un disco
Consideremos el hemisferio norte H, definido por

H, = S? N {X = (x1 ,XQ,X3) € R3: X3 > 0} C S2.
Se trata de un cerrado de S? y, por restriccién de Q, tenemos una aplicacién continua
. 2
® = Qly, : Hy — Pg.

Esta aplicacion es continua, por ser restriccion de una aplicacién continua y es suprayectiva, pues
toda recta vectorial de R? corta H. . Ademds, también es cerrada, pues todo cerrado K de H; es
también cerrado de S? y se tiene que ®(K) = Q(K). Asi pues, dado que toda aplicacién continua,
sobre y cerrada tiene como llegada la topologia cociente correspondiente (es una aplicacién de
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cociente), observamos que la topologia usual de IP’IZR es de hecho la topologia cociente asociada a la
aplicacion
. 2
® =Qy, : H; — Pg.

Esta aplicacién induce la relacion de equivalencia en el hemisferio norte H. que identifica los
puntos antipodales del ecuador

E:SZQ{)@ :O} :H+ﬂ{X3 :0} = {(X],XQ,O) D (x,x) € Sl},

donde recordamos que S! = {(x1,x2) € R?: x3 +x3 = 1}. Asf pues, el ecuador E es homeomorfo
a S! por el homeomorfismo
(x1,%2,0) = (x1,x2).

Resumiendo, tenemos que:

La topologia usual del plano proyectivo se identifica con la topologia cociente del
hemisferio norte H; por la relacién que identifica los pares de puntos antipodales del
ecuador.

Consideremos ahora el disco (o circulo):
D={v=(v;,n) eR*: v}+15 <1} CR>%.
y la aplicacién = : H, — I dada por (x1,x2,x3) — (x1,x2). Esta aplicacion es continua y tiene

inversa continua dada por

1. )
n .(vl,vz)¢—><v1,vz, l—vl—vz).

En conclusion, la aplicacién 7 es un homeomorfismo entre H, y DD, que identifica el ecuador E
con la circunferencia S!. A través de este isomorfismo tenemos una aplicacién de cociente

d=dorn':D P}

y la relacién de relacién de equivalencia inducida identifica las parejas de puntos antipodales de la
circunferencia S'. As{ pues, podemos ver la topologia del plano proyectivo como una topologia
cociente de una figura plana:

El plano proyectivo, con su topologia usual, es homeomorfo al cociente del disco ID por
la relacién de equivalencia que identifica los puntos antipodales de la circunferencia
St cD.

Retirando un disco del plano proyectivo

(Para simplificar nuestra analogia con la superficie de la Tierra, nos tomaremos la licencia
de suponer que el eje de la Tierra estd inclinado 45 grados respecto del plano de la ecliptica).
Consideremos el casquete polar drtico C C H definido como sigue:

C,=H, N{x=(x,x0,03)cR:x3>r}, r=1/V2.
La imagen por 7 de C;. esta dada por
n(Cy) =D, = {(vi,v2) : vi+v3 <1/2}

Dado que 7 es un homeomorfismo, tenemos que C. es homeomorfo al disco D, y por consiguiente,
también a D (mediante una homotecia). Por otro lado, podemos considerar el cerrado

D =®(C,) C P§,
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con su topologia de subespacio de IP’]%. Como C; no corta el ecuador, la aplicacion C. — D
inducida por & es continua, cerrada y también es biyectiva. Por consiguiente D es un subconjunto
cerrado de P2 homeomorfo a un disco. El borde del disco D, visto en P4 es homeomorfo a una
circunferencia y estd definido por

ID=d(x7'(S,), S,={(vi,v): vi+v3=1/2}.
La banda intertropical en el plano proyectivo como banda de Méebius
Consideremos ahora la banda intertropical B C S* dada por

B=S’N{x=(x,x0,x3) €R¥: —1/v2<x3 <1/V2},

que es un cerrado en S?. Su imagen M = Q(B) C }P’HZQ es, por tanto, un cerrado del plano proyectivo
real al que podemos dotar de la topologia de subespacio de P%R. La aplicacién

Qp:B—M,

inducida por £ es continua, suprayectiva y cerrada, por tanto es una aplicacion de cociente. Es
decir, la topologia de M como subespacio de IP’]%{ es la topologia cociente asociada a Q. Notemos
que la relacién de equivalencia inducida es la restriccion de la relacién antipodal a B, asi, cada
clase de equivalencia tiene exactamente dos elementos, que son antipodales. Observemos que

Pz =MUD, MND =dD.

A continuacién, daremos una descripcién de M como cociente de una regién plana de R? por
una relacién de equivalencia que identifica los puntos de su borde de manera muy conocida: la
relacion de equivalencia tipica que se usa para describir una banda de Moebius.

En primer lugar, descompongamos la banda intertropical B en dos regiones B y B_, dadas
como sigue:

B, = BnN{x=(x;,x,x)cR: x; >0},
B. = BN{x=(x;,x,x)cR: x; <0}.

Se podria decir que son las regiones con “longitudes geograficas” no negativa y no positiva,
respectivamente. La unién del meridiano cero G_; con su antimeridiano G estaria dada por

G_1UGy = Szﬂ{X: (X],XQ,X3) € R3: X1 :O}.
Notese que la interseccion B, NB_ estd dada por
B.NB_ = Bﬁ{x: (xl,xz,X3) € R3: x| = 0} =I_,UIl7y,

dondeI'_; =G_;NByIl';; =G, NB. Argumentando como en situaciones anteriores, tenemos
que la aplicacién
.QB |B i B+ —M
es continua, sobreyectiva y cerrada, por tanto una aplicacion de cociente y la relacién de equivalencia
que induce es la antipodal entre los puntos de I'_; UT".
Por otro lado, consideramos la figura plana

A={(0,x2,x3); —1/V2<x3<1/V2, X2 +x3 <1} C {0} xR?

que interseca a By exactamente en I'_; UI';. Tenemos un homeomorfismo B — A, que fija los
puntos de I'_; UT'}, y estd dado por

()C],Xz,)@) — (O,X27X3>.

De este modo se tiene que M es homeomorfo al cociente de A por la relacion de equivalencia
antipodal en I'_; UT';. Se trata pues de una banda de Moebius.
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Apéndice al capitulo: Espacios dados por atlas

En este apéndice, consideramos el dato de una familia de conjuntos que, con unas ciertas
condiciones de compatibilidad, se retinen como subconjuntos de un solo espacio. Si dotamos a cada
uno de ellos una topologia, obtenemos la topologia “de pegado” como la topologia natural asociada
a este espacio.

Atlas de conjuntos

Sea {Yy } qea una familia de conjuntos. Para cada pareja (o, B) € A x A, supongamos fijados
un subconjunto Y5 C Yy y una biyeccion

¢¢XB 1Y af — Yﬁ(x
de manera que se cumplan las siguientes propiedades:
a) Paratodo o € A, se tiene que Yyo =Yy ¥ g = idy,,.
b) Paratodos ¢, B € A, se tiene que ¢(;[§ = Pgq-
¢) (Condicién de cociclo). Para todos a, B,y € A se tiene que

Pop(Yop N Yay) = YgaNYpy,

y ademds, para todo y € Yo5 MYy se cumple que @uy(y) = @py(Pop(y))-
Llamaremos atlas de conjuntos </ a todo dato

o = ({th}aem {‘Paﬁ 3YocB — YBa}(a,ﬁ)eAxA)

cumpliendo las propiedades anteriores.

El dato de un atlas de conjuntos se puede interpretar como una manera (al estilo de la descripcién
de los mares y las tierras mediante cartas natticas o mapas) de describir un determinado conjunto
X, cuya construccion detallamos a continuacion.

Denotemos por ¥ = Ugea{ 0t} X Y la unién disjunta de los conjuntos Y, y consideremos la
relacion binaria ~ en Y que “identifica” {ot} x Yy con {B} X Y, via la biyeccion @qp. Es decir,
la relacién ~ estd dada por

(a,y) ~ (B,Y) ©y€Yap, Pap(y) =Y € Ygq.

La relacién binaria introducida en el parrafo anterior es una relacidon de equiva-
lencia.

Demostracion. Se cumple la propiedad reflexiva: dado (o,y) € Y, tenemos que (a,y) ~ (a,y),

puesy € Yo =Yua €y = Qau(y), ya que ¢gq = idy,.
Veamos la propiedad simétrica. Supongamos que (,y) ~ (B,y'). Sabemos que y € Y5, y
también que y' = 0ap(y) € Ypo. Como gy = @, ﬁl, obtenemos que

9pa () = B 0') =,
y por tanto se concluye que (f,y') ~ (a,y).

Finalmente, para probar la propiedad transitiva, supongamos que (a,y) ~ (B,Y") ~ (,)").
Queremos ver que y € Yoy Y que @gy(y) =y”. Sabemos que

yE€Yop, (Paﬁ ) =y e Yga, ye Ygy, (Pﬁy(yl) =y'e Yyg.

Asf, tenemos que y' € Yg, NYgy, y cOMO y = ¢(;é (/) = ¢ga(y'). por la condicién de cociclo
tenemos ademds que

Y€ Ppa(YayNYpa) = Yop NYay.
En particular tenemos y € Yq,. Finalmente, la condicion de cociclo también nos asegura que
Pay(y) = 0py(Pap () = #p, (') =" u
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Tenemos establecida, por tanto, una relacién de equivalencia en la unién disjunta Y. Denotemos
por X el conjunto cociente de Y por esta relaciéon de equivalencia, al que llamaremos el espacio
del atlas de conjuntos <. Sea ¢ : Y — X la aplicacion natural de paso al cociente. Para cada
o € A, denotemos mediante j, : Yo — Y la aplicacion inyectiva dada por ju(y) = (t,y), y sea
O =coju: Yy = X.

Con las notaciones anteriores, sean Xoq = ¢ (Yy) C X y Xo3 = Xo N Xp, para
todos , B € A. Se cumplen las siguientes propiedades:
1. La familia {Xy } g recubre X.
2. Las aplicaciones @ son inyectivas, para todo o € A.
3. Paracada a, 3 € A, se tiene que ¢g(Yop) = Xop.
4. Paracada &, 8 € Ay caday € Y,p se tiene que @o (y) = 9 (dep(y)).

Demostracion. Veamos la primera afirmacion. Tenemos que

X =c(Y)=Ugeac{a} xYa) =Ugen ca(Ya)) = UgerXa-

Probemos la inyectividad de @, para a € A fijado. Consideremos y,y" € Y. Como Yoq = Yo y
Pao = idy,, tenemos que

da(y) = 9a(Y) & (a,y) = (a,y) &y =Y.

Veamos que @q (Yy5) = Xop = Xo N Xg, probando las dos inclusiones. Consideremos en primer
lugar y € Y3 C Yo y escribamos x = @ (y); queremos ver que x € Xqg. Ya sabemos que x € X, asf
que falta ver que x € Xg. Sea y’ = @op(y) € Ygo C Yp. Por definicion, tenemos que (a,y) ~ (B,)'),
asi que

X = ¢13(y/) € Xﬂ.
Tomemos ahora x € X3 y veamos que x € ¢ (Y,g). Sabemos que existen y € Yy, y también y e Yp
tales que
x=ga(y) = ¢p(Y)
Esto significa exactamente que (a,y) ~ (f8,)’). Por lo tanto y € Y5 y entonces x € ¢ (¥Y4p), como
querfamos.

Comprobemos finalmente que para todo y € Y, se tiene que ¢ (y) = Pg(dqp(y)). Escribamos

x = @g(y) y hagamos y’ = ¢4p(y), sabemos que (a,y) y (B,)') estdn relacionados, por lo tanto

dp(y') = x. u

La proposicién anterior se interpreta diciendo que el conjunto X es unién de “copias” de cada
Yo (las Xo). Ademds, la interseccion Xqp5 = Xo M Xj se lee en Yo como Yq5 y en Yg como Yg,. Mas
atn, un punto y de Y4p y otro y' de Ypgq se asocian al mismo punto de Xyp si'y solo si y = Oap(y).
En este sentido, podemos imaginar que cada Yy, es una “carta” que representa una parte del espacio
X'y que la “compatibilidad” entre las cartas estd dada por las aplicaciones @qp.

Topologia dada por un atlas de espacios topolégicos
Consideremos un atlas de conjuntos
o = ({Ya}aem {(paﬂ 2Yop — YBa}(a,B)eAxA)
y sea X el espacio del atlas .«/. Sabemos que tenemos aplicaciones inyectivas
Oo: Yy =X, QeA,

cuyas imédgenes denotamos Xy = ¢q (Y, ). Supongamos ahora que tenemos fijadas topologias 7, en
cada Yy. El dato (o7, {Tq }aen) se llamard pseudo-atlas de espacios topolégicos. Las aplicaciones
0o inducen la topologia final 7 sobre X, que se llamard topologia del pseudo-atlas.
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Sea (47 ,{Tq }aca) un pseudo-atlas de espacios topoldgicos y sea T la topologia
del pseudo-atlas sobre el espacio X de 7. Consideremos sobre cada Xq = ¢ (Yy) la topologia T
obtenida a partir de 7, como sigue

o = {9a(V) 1V € Tq).

Entonces, la topologia 7 es la topologia de pegado de la familia {(Xq, Ta) }acA-
Demostracion. Ejercicio para el lector. |

Diremos que (.7, {Tq }aca) €s un atlas de espacios topoldgicos por abiertos, respectivamente
por cerrados, si se cumple que:
1. Cada @y : Yo5 — Y €s un homeomorfismo, donde se consideranenY,5 C Vg yen¥gq CYp
las topologias de subespacio.
2. Cada Y, C Yy es un abierto, respectivamente un cerrado, de (Yy, Ta).

Supongamos que (<7, { Ty }aea) €s un atlas de espacios topolGgicos por abiertos,
respectivamente por cerrados. Entonces los conjuntos X, son abiertos, respectivamente cerrados,
de (X, ) y las aplicaciones

(p(x: (Ya,fa)%(Xa,Tb{a) (XGA,

son homeomorfismos, donde @q(y) = 9o (y) y 7|x, es la topologia de subespacio de X, en (X, 7).

Demostracion. A la vista de las propositiones 7.2.1 y 7.3.7, es suficiente comprobar que la famila
{(X«,To)} estd en la situacion descrita en la proposicién 7.2.1.

Se tienen las siguientes afirmaciones:

1. Las aplicaciones

Pap : Yaps Talvys) = (Ypas T6lys,)

son homeomorfismos si y solo si coinciden las topologias de X,3 como subespacio de
(Xo; Ta) y como subespacio de (Xg,%g).
2. Cada Y,p es abierto en Y si y solo si X es abierto en (X, Tq).
3. Cada Y, es cerrado en Yy siy solo si X4 es cerrado en (Xq, To).
Las afirmaciones 2 y 3 son directas de la construccion de la topologia %,. Veamos la afirmacién 1.
Supongamos que ¢, es un homeomorfismo. Entonces se tiene que

Dado U CYyp, U € Taly,p < 9ap(U) € Tglysa-

Consideremos V C X, 5. Tenemos

Vetlx, < ¢ (V)€ Taly,

<~ (Paﬁ((po_zl(v)) = (Pﬁ (V) € Tﬁ’Yﬁa
& VETxx,,-

Razonando del mismo modo se concluye que si Ty, \ Xop = TXg | X, €NLONCES o, g €sun homeomor-
fismo. |
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Composicion de topologias finales

La topologia del espacio de un pseudo-atlas topolégico puede construirse no directamente como
topologia final, si no como cociente de una topologia final mas sencilla sobre la unién disjunta Y.
Esto es consecuencia de un resultado mds general, que enunciamos y probamos a continuacion.

Sea {hy : (Yo, Ta) — Y }aea una familia de aplicaciones y denotemos por
Ty la topologia final sobre Y asociada a esta familia. Consideremos una aplicacion 7:Y — X y
denotemos f, = T o hy. Sobre X podemos considerar la topologia 7 final asociada a la familia
{fa}aeca y la topologia 7’ final asociada a la tinica aplicacién  : (¥, 7y) — X. Entonces 7 = 7'.

Demostracion. Sabemos que
t = {UcCX:f;'(U) €14, paratodo o € A}
v = {VCY:hy'(U)E 1y, paratodo o € A}
7 = {UcX:n'(U) ew}.
Se concluye observando que f ' (U) = hy' (=1 (U)). [
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as-de numerabilidad y separacion

Muchos de los espacios topoldgicos habituales, por ejemplo los espacios métricos, tienen
propiedades que limitan el cardinal de su topologia, o de los sistemas de entornos, y que asimismo
permiten separar de diferentes maneras puntos unos de otros, puntos de cerrados y cerrados entre
si. De hecho, algunas de estas propiedades fueron originalmente introducidas en la definicién
de espacio topoldgico por Hausdorff. El conjunto de estas propiedades es util para determinar
en qué condiciones un espacio topoldgico proviene de un espacio métrico, aunque nosotros no
entraremos de lleno en este problema. Introduciremos también brevemente los conceptos relativos
a convergencia secuencial, que son de uso habitual es espacios métricos.

Terminaremos el capitulo con el lema de Urysohn, que tiene importancia propia ya que en él
aparece la construccién de una funcién real continua a partir de un espacio topoldgico abstracto.

8.1 Axiomas de numerabilidad
8.1.1 Primer axioma de numerabilidad

Un espacio topolégico (X, 7) cumple el primer axioma de numerabilidad o es 1-numerable si
todo punto x de X admite un sistema fundamental de entornos numerable.

Lema 8.1.1 Si (X, 7) es un espacio topolégico 1-numerable, todo punto x € X admite una base
numerable de entornos encajados.

Demostracion. Dado x € X, sea ¥, = {A,};,_, una base de entornos numerable de x en (X, 7).
Escribamos
B,=A1NAN---NA,, n=1,2,...

La familia {B,};,_; es un sistema fundamental de entornos de x en (X, 7). En efecto, si U € &,
sabemos que existe m > 1 tal que A,,, C U, pero entonces B,, C A, C U. Por construccién B,, D B, 41,
paracadan =1,2,..., como buscdbamos. |

m Ejemplo 8.1 La topologia asociada a un espacio métrico satisface el primer axioma de numerabi-
lidad: basta considerar las bolas con radio racional. En particular, todo espacio con la topologia
discreta es 1-numerable, asi como R” con su topologia usual.
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m Ejemplo 8.2 La recta de Sorgenfrey también satisface el primer axioma de numerabilidad; dado
x € R, basta considerar 7, = {[x,p) : p € Q= }.

= Ejemplo 8.3 Si X es un conjunto no numerable dotado de la topologia cofinita, entonces no es 1-
numerable. De hecho, ningtin punto tiene una base de entornos numerable. Vedmoslo. Supongamos
que existe una base de entornos numerable #; = {B,}_, para un punto x de X. Para todo y # x,
sabemos que X \ {y} € &, por tanto, existe B, € ¥4 tal que B, C X \ {y}. Asi, podemos escribir

X\ {x} = U= (X \ Ba).

Como X \ B, es un conjunto finito, tenemos expresado X \ {x} como unién numerable de conjuntos
finitos, y es por tanto un conjunto numerable, lo cual contradice que X fuera no numerable.

m Ejemplo 8.4 Otros ejemplos de espacios topolégicos, que desarrollaremos como ejercicios, son
los siguientes:
» Si{(X«,Ta) }aea es una familia numerable de espacios topoldgicos que satisfacen el primer
axioma de numerabilidad, entonces el espacio topoldgico producto también es 1-numerable.
= Todo subespacio de un espacio 1-numerable es 1-numerable.
= El pegado por abiertos de espacios 1-numerables también es 1-numerable.
= El pegado por cerrados de espacios 1-numerables no tiene por qué ser 1-numerable.

m Ejemplo 8.5 El cociente de un espacio 1-numerable no tiene por qué ser 1-numerable, como
ilustra el siguiente ejemplo. Sea Y C R? la unién de las rectas

by = {(x,k) : XGR}, ke Nzl

y sea Z la relacién de equivalencia que identifica los puntos (0, k) entre si. Escribamos X =Y /%
el conjunto cociente y sea ¢ : Y — X la aplicacidon candnica de paso al cociente. Dotamos Y con la
topologia de subespacio de R? con su topologfa usual, que por tanto, es un espacio 1-numerable.
En cambio X con la topologia cociente asociada a la aplicacién ¢ : ¥ — X no es 1-numerable.
Vedmoslo.

Probaremos que xp = ¢((0,0)) no tiene una base numerable de entornos. Consideremos una
familia numerable cualquiera {Ui}l‘?":1 de entornos de xp. Vamos a construir un entorno V de xg que
no contiene dentro ninguno de los U;; por tanto, la familia elegida no es un sistema fundamental de
entornos. Para cada par (i,k) € N2 |, existe un intervalo abierto no vacfo (—&, &) de R tal que

C_I(Ui) D) (_Sik>8ik) X {k}
Consideremos el abierto saturado de Y dado por

W=UZo ((-=%,%) x{i})
Sabemos que V = ¢(W) es un entorno abierto de xg. Ademads, dado i € N> tenemos que U; ¢ V,
pues para cualquier x € (%, €;) observamos que c((x,i)) € U; \ V.

Sucesiones y convergencia

Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Recordemos que llamamos sucesion en X a toda aplicacion
0 : N — X. Esto es, las sucesiones en X son los elementos del conjunto X". Llamaremos soporte
de o alaimagen de o, que es un subconjunto de X.

Definicién 8.1.1 Consideremos una sucesién ¢ en X y un punto x € X.
1. Diremos que x es un punto limite de ¢ en (X, 7) si y solo si para cada entorno A de x
existe un entero n4 con la propiedad de que o (n) € A para todo n > ny. También diremos
que O converge hacia x y lo denotaremos a veces G ~ Xx.
2. Diremos que x es un punto de acumulacion de o en (X, 7) siy solo si para cada entorno
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A de x y cada m € N existe un entero n > m con la propiedad de que o (n) € A.

m Observacion 8.1 La comprobacién de que un punto x es limite o de acumulacién para una
sucesion puede efectuarse utilizando cualquier base de entornos del punto x.

Todo punto limite de una sucesién es también punto de acumulacién. El reciproco no es cierto:
por ejemplo la sucesion o : N — R, dada por 6(n) = (—1)", donde en R tenemos la topologia
usual no tiene puntos limite, pero tanto —1 como 1 son puntos de acumulacién. Para incidir mds en
esta observacion, introducimos el concepto de subsucesion.

Definicion 8.1.2 Sea X un conjunto y ¢ : N — X una sucesién. Llamamos subsucesion de ¢ a
toda composicion ¢ o p, donde p : N — N es una aplicacion estrictamente creciente.

La siguiente proposicion caracteriza los puntos de acumulacién de sucesiones en espacios
topolégicos 1-numerables.

Sea o una sucesion es un espacio topoldgico (X,7) que cumple el primer
axioma de numerabilidad y sea x un punto de X. Son equivalentes:
1. Existe una subsucesién ¢’ de o de manera que x es un punto limite de ¢’
2. El punto x es de acumulacién para ©.

Demostracion. Veamos primero 1 = 2, que es completamente general y no requiere del primer
axioma de numerabilidad. Escribamos 6’ = 6 op. Dado A € &, y n € N, buscamos m > n tal que
o(m) € A. Sabemos que existe £ € N tal que 6’ (k) € A, para todo k > ¢. Ahora, tomando

mep(N)N{keN: k>max{n,p(¢)}} #0,

hemos terminado. Probaremos ahora 2 = 1. Como (X, 7) es 1-numerable, podemos seleccionar
¥, = {B;}7, una base de entornos encajados de x. Nétese que para cada i, j € N, el conjunto

Ajj={k>i:o(k)eB;} CN

es no vacio, por ser x un punto de acumulacién de 6. Definiremos 6’ = 6 o p de manera recursiva.
Tomamos p(1) = minA;;. Dado i > 1, supongamos definido p (i) = m;, con 6(m;) € B;, entonces
tomamos

p(i+1) =minA,, .

Por construccion p es estrictamente creciente, asi 6’ es una subsucesion de o. Ahora, dado un
elemento de la base B; € ¥4, también por construccion tenemos que

o'(j)=o(p(j)) €B;CBi, Vj=i,
por tanto x es un punto limite de o’. |

Sefialamos a continuacién algunos aspectos, quizd anti-intuitivos, de las definitiones de puntos
Iimite y de acumulacién de una sucesion:

= Una sucesion no tiene por qué ser convergente. Por ejemplo, cualquier sucesion no asintética-
mente constante en X con la topoldgia discreta. (Diremos que o es asintéticamente constante
o0 que estabiliza si existe ng tal que o (n) = o(ng) para todo n > ny).

= Una sucesion puede tener varios limites. Por ejemplo, toda sucesién en X con la topologia
grosera converge a cualquiera de los puntos de X. Veremos mds adelante que la unicidad
de los limites estara garantizada si pedimos al espacio topoldgico la propiedad adicional de
poder separar dos puntos dados mediante sendos abiertos disjuntos (propiedad de Hausdorff).
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= No es lo mismo que un punto sea de acumulacién de una sucesiéon o a que sea de acumulacién
de su soporte. Por ejemplo, si 0 es constante igual a x, entonces x es punto de acumulacién
de o, y de hecho punto limite de o; en cambio, si {x} es un abierto en (X, 7), entonces
x es un punto aislado del soporte de o. Por otro lado, si consideramos X = {x,x2,y},
T={0,X,{x1,x2},{y}} y o la sucesién dada por 6(1) =x;, 6(2) =x2 y 6(n) =y, para
todo n > 3. Tenemos que x| es punto de acumulacién del soporte, pero no de la sucesion.

Sea (X, ) un espacio topolégico. Consideremos un subconjunto E C X y sea
x un punto de acumulacién de una sucesion ¢ = {x, };-_, con x, € E para todo n > 1. Entonces
x € E. En particular, todo punto limite de ¢ es adherente a E.

Demostracion. Dado una entorno A de x y dado m € N, sabemos que existe n > m tal que x,, € A.
Como x, € E, se tiene que ANE # 0. Por tanto x € E. |

Sea f: (X,7) — (Y,7') una aplicacién continua entre espacios topolégicos.
Para toda sucesion ¢ que tenga x € X como punto limite, se cumple que la sucesién f o ¢ tiene
f(x) como punto limite.

Demostracion. Sea B un entorno de f(x). Como f es continua en x, existe un entorno A de x
con f(A) C B. Como o converge a x, existe ng tal que o(n) € A, para todo n > ny. Se sigue que
f(o(n)) € f(A) C B, para todo n > ny, por tanto f o ¢ converge a f(x). [

Espacios topolégicos secuenciales y de Fréchet-Urysohn

Daremos aqui una introduccién a los espacios secuenciales, més generales que los espacios 1-
numerables, que son aquellos en los que la topologia estd determinada por los limites de sucesiones,
en un sentido que precisaremos.

Definicion 8.1.3 Dado un espacio topoldgico (X, T) y un subconjunto E C X, decimos que E
es secuencialmente cerrado si dada cualquier sucesion {x, },>; con términos en E que converja
hacia un punto x € X, entonces x € E. Decimos que (X, T) es secuencial si todo subconjunto
secuencialmente cerrado es cerrado.

Definicion 8.1.4 Diremos que un espacio topoldgico (X, 7) es de Fréchet-Urysohn si se cumple
la siguiente propiedad:

Para todo subconjunto E C X y todo x € E existe una sucesién ¢ con soporte
contenido en E, de modo que x sea punto limite de ©.

Todo espacio topolégico de Fréchet-Urysohn es secuencial.

Demostracion. Sea (X, T) un espacio topoldgico de Fréchet-Urysohn y sea E C X un subconjunto
secuencialmente cerrado. Queremos probar que E = E, es decir, que E es cerrado. Tomemos x € E,
como (X, T) es de Fréchet-Urysohn, existe una sucesion {x,},>1 C E, con x, ~» x. Como E es
secuencialmente cerrado, se tiene que x € E. Asfi, se concluye que E DE yportanto E=E. W

Todo espacio (X, T) que cumpla el primer axioma de numerabilidad es de
Fréchet-Urysohn y por tanto también es secuencial.

Demostracion. Tenemos que probar que dado un subconjunto E C X y un punto x € E existe una
sucesion de puntos de E que converge hacia x. Como (X, 7) es 1-numerable, sabemos que existe un
sistema fundamental de entornos 7; = {B;}; de x con la propiedad de que

Bi DBy, i=1,2,...
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Puesto que x € E, podemos elegir x; € B;NE, para cada i = 1,2.... Ahora, la sucesién {x;}* , estd
formada por puntos de E y tiene x como punto limite. |

En los espacios secuenciales se tiene la siguiente caracterizacion de la continuidad:

Sea (X, Tx) un espacio topoldgico secuencial. Entonces, para toda aplicacion
f:(X,1x) — (Y, 7y) son equivalentes:
1. La aplicacién f es continua.
2. Para toda sucesién {x,},>1 en X converge hacia un punto x € X, la sucesién imagen

{f(xn) }n>1 converge hacia f(x).

Demostracion. Que 1 =2 es la proposicién 8.1.4. Veamos ahora que 2 = 1. Sea C C Y un cerrado
en (Y,1y), queremos ver que E = f~!(C) es cerrado en (X,7x). Para ello basta ver que E es
secuencialmente cerrado en (X, Ty), puesto que es un espacio secuencial. Tomemos una sucesion
{xn}n>1 en E con x, ~» x. Debemos probar que x € E. Sabemos que

S () ~ f(x).

Como f(x,) € C, paratodo n > 1, se tiene que f(x) € C = C, en vista de la proposicién 8.1.3. Por
consiguiente, concluimos que

xefH(fx) CfHO) =E,
como queriamos demostrar. |

m Observacion 8.2 El reciproco de la proposicion anterior es cierto, pero se sale del margen de
estas notas. Por otro lado, la caracterizacién completamente general de la continuidad en términos
de ideas de convergencia precisa de los conceptos de redes y filtros, que no estudiaremos en este
curso.

Sean (X, Ty ) un espacio topoldgico secuencial y
f (X,'CX) — (Y,Ty)
una aplicacion de cociente. Entonces (Y, 7y ) es secuencial.

Demostracion. Sea A C Y un subconjunto secuencialmente cerrado. Queremos ver que A es cerrado.
Por la definicién de topologia cociente, esto es equivalente a decir que E = f~'(A) es cerrado.
Como (X, 1x) es secuencial, es suficiente probar que E es secuencialmente cerrado. Sea {x, },>1
una sucesion de puntos en E tal que x,, ~> x. Queremos ver que x € E. Dado que f es continua,
sabemos que {f(x,)},>1 es una sucesién de puntos en A tal que f(x,) ~ f(x) y como A es
secuencialmente cerrado, tenemos que f(x) € A. Es decir, tenemos que x € f~!(f(x)) C E, como
queriamos demostrar. |

m Ejemplo 8.6 El ejemplo 8.5 presenta un cociente de un espacio 1-numerable que no es 1-
numerable. Sin embargo, a la vista de las propositiones 8.1.6 y 8.1.8, este cociente si serd secuencial.

m Ejemplo 8.7 Sea (X, 7) un espacio topoldgico no numerable con la topologia cofinita. Ya sabemos
que (X, 7) no es 1-numerable. A continuacién vemos que es un espacio de Fréchet-Urysohn y por
consiguiente secuencial.

Veamos primero que x, ~~ x en la topologia cofinita si y solamente si el conjunto

F,={neN:x, =y}

es finito, para todo y # x.



86 Capitulo 8. Axiomas de numerabilidad y separacion

» Supongamos primero que x, ~ x. Dado y # x, tenemos que X \ {y} € &, asi que existe
no € N tal que x, € X \ {y}, asi que F, es finito.
= Supongamos ahora que Fj es finito, para todo y # x. Los entornos de x en la topologia cofinita
son de la forma X \ H con H finito y x ¢ H. Escribamos n, = max F,, paratodoy € H y
ng = maxn,. Tenemos que x,, € X \ H, para todo n > ny + 1, por tanto x,, ~ x.
Veamos ahora que es un espacio de Fréchet-Urysohn. Para ello tomamos £ C X un puntox € £’y
distinguimos los casos E finito y E infinito.
= Si E es finito, entonces E = E y x € E. Tomamos x,, = x, para todo n > 1.
» Supongamos que E no es finito. Entonces E = X y existe una aplicacién inyectiva b : N — E.
La sucesion x,, = b(n) converge a cualquier punto del espacio, pues el cardinal de F; es cero
0 uno para cualquier y € X.

m Observacion 8.3 La caracterizacion anterior de la convergencia de sucesiones en la topologia
cofinita nos da tres posibilidades: o bien la sucesién no converge, o bien lo hace a un solo punto, o
bien lo hace a todos los puntos del espacio.

= Ejemplo 8.8 Un conjunto X no numerable dotado de la topologia conumerable es un espacio
topolégico no secuencial.

Veamos primero que x, ~» x en la topologia conumerable si y solamente la sucesion es asintoti-
camente constante igual a x (es decir, la convergencia es la misma que en la topologia discreta, pese
a ser topologias distintas). Si la sucesion es asintdticamente constante igual a x, significa que existe
no € N tal que x,, = x, para todo n > ny, asi que x, ~ x. Reciprocamente, consideramos el conjunto

C={neN:x, #x},

que es numerable, asi que X \ C es un entorno (abierto) de x. Por tanto, existe nyg € N tal que
xn € X\ C, para todo n > ng. Dicho de otro modo, se tiene que x,, = x, para todo n > ng, como
queriamos probar.

Por cémo hemos caracterizado la convergencia, cualquier subconjunto de X es secuencial-
mente cerrado. Por otro lado, la topologia no es la topologia discreta, ya que los subconjuntos no
numerables de X distintos de X no son cerrados. Por tanto este espacio no es secuencial.

m Ejemplo 8.9 Otro ejemplo de espacio no secuencial es el siguiente. Consideremos en {0,1}
la topologia discreta y sea X el espacio producto X = 2® con la topologia producto. Dado un
subconjunto A C IR, denotemos ¢4 € 2¥ su funcién caracteristica (toma el valor 1 en los puntos de
A'y el valor cero en los puntos de X \ A). Obsérvese que

X =28 ={cs:ACR}.

Consideremos el conjunto E = {c4; A es numerable } C 2&. Tenemos que cg € E, por tanto E no
es cerrado. Sin embargo, si es secuencialmente cerrado, pues

Ca, M CA,  Ca, cE,

implica que A C U,enA, es numerable y por tanto ¢4 € E. Detallemos estas propiedades:
» ¢ € E. Los abiertos bésicos que tienen cg como elemento son precisamente los de la forma

Vp ={ca:F CA}, F CResfinito.

Por lo tanto, para cada F finito tenemos que cp € VFNE y asi Ve NE # 0.
n Sicy, ~ ca, entonces A C UpenA,. Supongamos que no, es decir que existe 1 € A\ UyenAp,.
El abierto
U= {CB re B}

contiene c4 y es tal que c4, ¢ U para todo n € N.
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m Observacion 8.4 Para completar la bateria de ejemplos que estamos proporcionando, deberiamos
dar uno de espacio secuencial que no sea de Fréchet-Urysohn, sin embargo, los ejemplos conocidos
son algo elaborados y no vamos a entrar en ellos. El lector interesado puede buscar informacién
sobre los llamados espacios de Arens.

Segundo axioma de numerabilidad

Un espacio topoldgico (X, ) cumple el segundo axioma de numerabilidad o es 2-numerable si
tiene una base numerable de abiertos.

m Observacion 8.5 Noétese que si (X, 7) cumple el segundo axioma de numerabilidad, también
cumple el primer axioma de numerabilidad, pues los elementos de una base de abiertos que
contienen un punto forman una base de entornos.

m Ejemplo 8.10 No todos los espacios métricos son 2-numerables: por ejemplo los espacios
discretos no numerables. Algunos si lo son: por ejemplo R” con su topologia usual, pues las bolas
de centro con coordenadas racionales y radio racional forman una base de abiertos de R”.

m Ejemplo 8.11 Los subespacios de un espacio 2-numerable son 2-numerables. El producto nume-
rable de espacios 2-numerables es 2-numerable. Como ya hemos visto para el caso 1-numerable, el
cociente de espacios 2-numerables no tiene por qué ser 2-numerable.

Sea (X, 7) un espacio topoldgico que cumple el segundo axioma de numerabili-
dad y consideremos una base de abiertos # para (X, 7). Entonces, existe una subfamilia numerable
PB' C P que es base de abiertos para (X, 7).

Demostracion. Como (X, T) cumple el segundo axioma de numerabilidad, existe una base numera-
ble de abiertos € = {V, }nen de (X, 7).
Consideremos el subconjunto A C N x N por

(n,m) € A& existe B€E BconV, CBCV,,

que es numerable. Para cada (n,m) € A seleccionemos un elemento By, € % tal que V,, C By, C Vi
y definamos

B = {Bun: (n,m) € A}.

Veamos que %’ es una base de abiertos para (X, 7). Para ello, hemos de ver que dados un abierto
U € Ty un punto x € U, existe (n,m) € A tal que x € B,,, C U. Como % es una base de abiertos,
existe V,, € € tal que

xeV, CU.

Ahora, como 4 es una base de abiertos, existe B € # tal que
xeBCV,CU.
De nuevo, como % es una base de abiertos, existe V,, € € tal que
xeV,CcBCV,cCU.

Concluimos que (n,m) € A, y por tanto x € V,, C By, C V,,, C U. En particular x € By, C U, como
queriamos probar. [ |

El segundo axioma de numerabilidad “limita” la cantidad de abiertos de una topologia, de
acuerdo con la siguiente observacion:
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m Observacion 8.6 Sea (X, T) un espacio topoldgico que cumple el segundo axioma de numerabili-
dad, entonces el cardinal de T es menor que o igual al cardinal del continuo ¢ = X (R) = X (Z(N)).
En efecto, sea # = {B, },cn una base de abiertos para (X, 7). A cada U € 7 le asignamos el
elemento Iy € &?(N) dado por

Iy={neN:B,CcU} CN.

Veamos que la aplicacion U — Iy es inyectiva y por tanto X (7) < ¢. Como % es una base de
abiertos, tenemos que

U = UHE]U Bl’l
Asi que, si U y V son abiertos distintos de (X, 7) entonces Iy # Iy.

Espacios separables

Un concepto préximo del segundo axioma de numerabilidad es el de espacio separable. Un espa-
cio topoldgico (X, T) es separable si existe un subconjunto D C X denso y numerable. (Recuérdese
que D es denso si y solo si D = X).

Todo espacio topoldgico que satisface el segundo axioma de numerabilidad es
separable.

Demostracion. Sea (X, T) un espacio topoldgico que satisface el segundo axioma de numerabilidad
y sea # = {B, }nen una base numerable de abiertos (no vacios) para (X, 7). Seleccionemos un
punto x, € B, para cada n € N. El conjunto

D={x,: neN}

es denso en (X, 7). En efecto, dado x € X y cualquier entorno A € &, existe B, € 4, conx € B, C A.
Por tanto x, € DNB, C DNAy por ende DNA # 0. |

m Ejemplo 8.12 El reciproco de la proposicién anterior no es cierto, como muestra el siguiente
ejemplo. Consideremos sobre R la topologia 7y, de la recta de Sorgenfrey. Una base de esta
topologia estd dada por los intervalos de la forma

[a,b), a,beR, a<b.

Este espacio topoldgico es separable, pues QQ es un conjunto numerable que corta cualquier abierto
de la base, y por tanto es denso . Veamos que en cambio, no se cumple el segundo axioma de
numerabilidad. Si se cumpliera, en virtud de la proposicién 8.1.9, podriamos seleccionar una base
numerable formada por abiertos de la base anterior, es decir

{[ambn) tan,b, €R, a, < bn}neN-

Tomemos a € R diferente de todos los a,. El intervalo [a,a+ 1) es un abierto, y por tanto deberia
cumplirse que existe un n € N tal que

a€ lay,by) Cla,a+1).
Pero esto solo es posible si a, = a, lo que nos lleva a una contradiccién. Asi, no existe ninguna

base numerable de abiertos.

En el caso de espacios topoldgico metrizables, (es decir, tales que existe una estructura de
espacio métrico sobre X que induce la topologia ) el reciproco si es cierto, como muestra el
siguiente resultado:
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Un espacio topolégico metrizable cumple el segundo axioma de numerabilidad
si y solamente si es separable.

Demostracion. Ya sabemos que si un espacio topoldgico cumple el segundo axioma de numerabili-
dad, entonces es separable. Supongamos ahora que (X, T) es un espacio topoldgico separable. Es
decir, que existe un subconjunto D C X denso y numerable. Consideremos la familia numerable de
abiertos

% ={B(x; 1/”)}(x,n)€D><N21 J

formada por las bolas centradas en puntos de D de radios 1/n. Veamos que % es una base de
abiertos para (X, 7) y por tanto es un espacio 2-numerable. Para ello, debemos probar que dados
UeteyeU,existenx € Dyn e N tales que

YyEB(x;1/n) CU.

Por la definicién de topologia asociada a la métrica, sabemos que existe m € N para el que se
cumple que
y€E€B(y;1/m) CU.

Tomemos n = 2m. Como D es denso, existe x € DN B(y; 1 /n). Veamos que la bola B(x; 1/n) cumple
la propiedad deseada. Como la distancia entre x e y es menor que 1/n, se tiene que y € B(x; 1/n).
Por otro lado si d(x,z) < 1/n, entonces d(y,z) < 1/m (dsese la propiedad triangular). Por tanto
obtenemos que

y€B(x;1/n) CB(y;1/m) C U,

como querfamos probar. |
m Observacion 8.7 Como consecuencia del resultado anterior, podemos afirma que la recta de

Sorgenfrey no es un espacio topoldgico metrizable, ya que es separable, pero no satisface el segundo
axioma de numerablidad.

m Ejemplo 8.13 El producto de una familia {(X;, 7;) };c; de espacios separables es separable cuando
X (I) < X(R) = c. No incluiremos la prueba de esta afirmacion en este curso. El lector interesado
puede remitirse al teorema 16.4c) del libro de Willard.

m Ejemplo 8.14 Un subespacio de un espacio separable no tiene por qué ser separable. Tomemos
por ejemplo un conjunto X, un punto x € X y dotemos X de la topologia de x-inclusién, es decir

t={UCX: xeU}U{0}.

El conjunto unipuntual {x} es denso, por tanto (X, T) es separable. Sin embargo ¥ = X \ {x} es
no numerable y la topologia de ¥ como subespacio de (X, ) es la discreta, por tanto no es un
subespacio separable.

Axiomas elementales de separacion

En esta seccién presentamos los primeros axiomas de separacién Ty, T;.

Espacios T,

Diremos que un espacio topoldgico (X, 7) cumple el axioma T, o bien que es un espacio
topolégico Ty, si se cumple la siguiente afirmacion:

Dados dos puntos distintos x,y € X, o existe un abierto U conx € U, y gé U, o existe
un abierto’V cony €V, x ¢ V.
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Los espacios T también se llaman de Kolmogorov. Un espacio que no sea Ty es, por ejemplo, un
espacio con dos puntos y la topologia grosera. El siguiente resultado caracteriza los espacios Ty.

Un espacio topoldgico (X, T) es Ty si y solo si se cumple la siguiente propiedad:
Dados dos puntos x,y € X, si {x} = {y}, entonces x = y.

Demostracion. Supongamos primero que (X,7) es To. Debemos probar que si x # y entonces
{x} # {y}. Salvo una reordenacién entre x e y, existe un abierto U € T conx € U e y ¢ U entonces
y€X\U ycomoX\U es cerrado, tenemos

Hrex\U.

Por tanto x ¢ @ Esto implica que m =+ @, yaque x € m
Reciprocamente, supongamos que se cumple la propiedad indicada y veamos que (X, 7) es T.

Tomemos x,y € X puntos distintos. Tenemos que @ #* @, asi que se cumple una de las siguientes
propiedades:

a) Existe z € {x}\ {y}.

b) Existe z € {y} \ {x}.
Supongamos que se cumple a). El conjunto U = X \@ es un abierto de (X,7) talque z € U e
y & U. Por otro lado, como z € {x}, tenemos que U N {x} # 0, por tanto x € U. Hemos encontrado
un abierto U con x € U, tal que y ¢ U. Argumentando del mismo modo en el caso b), encontramos
un abierto V con y € V, tal que x ¢ V. De esta manera, concluimos que el espacio es Ty. |

m Ejemplo 8.15 Un ejemplo de espacio Ty, que no cumplird los axiomas de separacion mas
exigentes, es el espacio de Sierpinski que presentamos a continuacién. Sean X = {a,b} y la
topologia T sobre X cuyos abiertos son el total, el vacio y el conjunto unipuntual {a}. En esta
topologia tenemos que

{a} =X, {b}={b}.
Las adherencias de los dos unicos conjuntos unipuntuales son diferentes, asi, en vista de la
proposicién anterior, se cumple la propiedad Ty.

m Ejemplo 8.16 Un ejemplo mads sofisticado, pero importante en la geometria algebraica, es el
espectro SpecA de un anillo conmutativo y unitario A dotado de la topologia del espectro, a veces
también llamada topologia de Zariski. Los elementos del espectro son los ideales primos de A. La
topologia del espectro estd dada por la pro-base de abiertos cuyos elementos los conjuntos D(f),
con f € A, donde

D(f)={peA:f¢p}
Para ver que se trata de una pro-base de abiertos, observemos que:
1. D(0) = SpecA.
2. Si f,g € A, entonces D(f)ND(g) = D(fg), En efecto dado p € SpecA, si fg ¢ p, entonces

f¢pyg¢p, puesto que p es un ideal; reciprocamente, si f ¢ p 'y g ¢ p entonces fg ¢ p,
puesto que p es primo.
En esta topologia, tenemos que

qe{pte (fE¢a=rf¢p) <pCa

Dicho de otro modo, la adherencia de {p} es el conjunto de ideales primos que contienen p; en
particular p es el minimo, para la inclusion, de los elementos de {p} y por consiguiente

{p}={a}ep=0.

Asi pues, el espectro SpecA es un espacio Ty.
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Espacios T;

Diremos que un espacio topoldgico (X, 7) cumple el axioma T, o bien que es un espacio
topoldgico Ty, si se cumple la siguiente afirmacién:

Dados dos puntos distintos x,y € X, existe un abierto U con x € U ey ¢ U y existe un
abiertoV cony eV yx¢V.

Los espacios T también se llaman espacios de Fréchet. Nétese que todo espacio T; es también Ty.
La siguiente propiedad caracteriza los espacios Tj.

Un espacio topoldgico (X, T) es T si y solo si todo subconjunto unipuntual de
X es cerrado.

Demostracion. Supongamos que (X, T) es T; y consideremos el conjunto unipuntual {x}; queremos
ver que X \ {x} es abierto. Para ello probaremos que es entorno de todos sus puntos. Dado un
elemento y € X \ {x}, como y # x, existe un abierto V € Tcony € Vy x ¢ V, es decir

yev X\ {x}.

Reciprocamente, supongamos que todo subconjunto unipuntual de X es cerrado. Dados dos puntos
distintos x,y € X, tenemos que

xeX\{y}, yeX\{x}

y encontramos asi abiertos U = X \ {y} y V = X \ {x} que separan x e y de acuerdo con el axioma
T;. |

m Ejemplo 8.17 Un ejemplo que surge directamente de la definicidn esta dado por los espacios
topoldgicos dotados de la topologia cofinita, pues todo subconjunto unipuntual en la topologia
cofinita es cerrado.

m Ejemplo 8.18 Los dos ejemplos presentados anteriormente corresponden a espacios Ty que no
son Tj. Veamoslo:

» En el caso del espacio de Sierpinski X = {a,b} con la topologia que hace abierto {a} pero
no {b}, todo abierto que contiene el punto b contiene también el punto a; asi a y b no se
pueden separar de acuerdo con el axioma T;. Otra manera de ver que no es T; es observando
que @ = X, y por tanto el subconjunto unipuntual {a} no es cerrado.

= Consideremos por ejemplo X = SpecA, donde A = C|[T] es el anillo de polinomios en una
variable 7', dotado de la topologia del espectro. Sea p = (0) el ideal cero y sea q = (T') el
ideal generado por la variable T (los elementos del ideal ¢ son los polinomios que no tienen
término independiente). Ambos son primos y distintos, por tanto dos puntos distintos de X.
Tenemos que

{(0)} = {s € SpecA : (0) C 5} = SpecA = X.
Asi, todo abierto no vacio de X contiene el punto p = (0) (esto es una propiedad general: si
en un espacio topolégico la adherencia de un conjunto unipuntual es el total, todo abierto no
vacio contiene dicho conjunto unipuntual). Por tanto no existe un abierto que contenga el
punto q = (7') y no contenga p. Por tanto, este espacio no es T;. Otra forma de ver que este
espacio no es T es simplemente observando que el subconjunto unipuntual asociado al ideal
primo (0) no es cerrado, como hemos visto.

= Ejemplo 8.19 Un ejemplo importante de espacio Ty es R” con la topologia de Zariski, en la que
una base de cerrados estd dada por los conjuntos

V(f)={xeR": f(x)=0}, [feR[X,X,...,X,]
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En efecto, si consideramos el punto x = (x1,x2,...,x,), se tiene que

{x} =Niz1 V(Xi — 1),

que es un cerrado.

Espacios de Haussdorf

Diremos que un espacio topoldgico (X, 7) cumple el axioma T, o bien que es un espacio
topoldgico T, si se cumple la siguiente afirmacioén:

Dados dos puntos distintos x,y € X, existen sendos abiertos U,V conx € U,y € U de
modo que UNV = 0.

Los espacios T, también se llaman espacios de Hausdorff. Se tiene directamente de la definicién
que todo espacio de Hausdorff es T; y por tanto también Ty.
La siguiente propiedad caracteriza los espacios de Hausdorff:

Sea (X, T) un espacio topoldgico. Son equivalentes:
1. (X,7) es un espacio de Hausdorff.
2. Ladiagonal A= {(x,y) € X x X : x =y} es un cerrado de X x X para la topologia producto.

Demostracion. Supongamos que (X, ) es un espacio de Hausdorff. Sea
(x,3) € (X x X)\ A

Veamos que el punto (x,y) es interior a (X x X) \ A, con lo que obtenemos que la diagonal A es un
cerrado. Como (x,y) ¢ A, entonces x # y y existen sendos abiertos U,V € tconx € U,y € V tales
que UNV = 0. Tenemos que

(x,y) eUXV C (X xX)\A.

Como U x V es un abierto de X x X, se concluye que (x,y) es interior a (X x X) \ A, como
desedbamos.
Reciprocamente, supongamos que A es un cerrado en X x X. Tomemos x,y puntos distintos de
X. Tenemos que (x,y) € (X x X)\ A, que es un abierto en X x X. As{ pues, existe un abierto basico
U x V tal que
(x,y) eUXV C (X xX)\A.

Vemos que U NV = 0, como queriamos demostrar. |

Sean f,g: (Y,7v) — (X, 1x) dos aplicaciones continuas, donde (X, Tx) es un
espacio de Hausdorff. Entonces, el conjunto

{yev:f(y) =2}
es cerrado en (Y, 7y ).

Demostracion. La aplicacién (f,g) : Y — X x X es continua y el conjunto deseado es la imagen
inversa de la diagonal. |

m Ejemplo 8.20 Las propiedades Ty, T, T, son hereditarias, en el sentido de que los subespacios
heredan estas propiedades (ejercicio).
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m Ejemplo 8.21 La topologia cofinita de un conjunto infinito es T pero no es Ty, pues la intersec-
cién de dos abiertos no vacios siempre es no vacia. La topologia de Zariski de R" es también T
pero no T»; en efecto, si fuera T», la topologia inducida sobre

R x {(0,0,...,0)} CR" =R x R""!

deberia ser T, pero esta topologia es la cofinita sobre R.

m Ejemplo 8.22 La topologia de los espacios métricos es T, pues dos puntos distintos se pueden
separar por dos bolas abiertas centradas en ellos y radio la mitad de la distancia entre los puntos.

m Ejemplo 8.23 El producto de espacios de Hausdorff es de nuevo un espacio de Hausdorff.
En cambio, la propiedad de ser espacio de Hausdorff no pasa a los cocientes, en general. Un
ejemplo que se considera frecuentemente es la “recta con dos origenes”, obtenida como cociente de
{0,1} x R por la relacién de equivalencia que identifica los puntos (0,7) y (1,) parat # 0.

Finalmente, en relacion con la convergencia de sucesiones, observamos que la propiedad de
Hausdorff implica la unicidad de los limites.

Si una sucesion tiene limite en un espacio de Hausdorff, el limite es tnico.

Demostracion. Supongamos que x,x’ son dos limites distintos de una sucesién {x,}*_,. Por la
propiedad de Hasudorff, existen abiertos U,U’ con x € U, x' € U’ y tales que U NU’ = 0. Como se
trata de limites de {x,}, existen N, N’ tales que

X, €U, sin>N; x,€U’, sin>N'.

Asf pues, para todo n > max{N,N'} se tiene que x, € U NU’, contradiccién. [

Espacios regulares y normales

Espacios regulares y T3

Un espacio topoldgico (X, T) se dice regular si dados x € X y un cerrado C C de (X, T) con
x ¢ C, existen sendos abiertos U,V de (X, 7) tales que

unv=0,xelU,CCU.

Diremos que un espacio topolégico cumple el axioma T3 si es regular 'y T1.
La siguiente propiedad caracteriza los espacios regulares:
Un espacio topoldgico (X, T) es regular si y solo si dados un punto x € X y un
abierto U € &, existe otro abierto V € &, de maneraquex €V yV C U.

Demostracion. Supongamos primero que (X, 7) es regular, tomemos x € X y un abierto U € &,.
Aplicamos la propiedad de regularidad a x y al cerrado X \ U, asi, existen V},V, abiertos tales que

XeVL,X\UCV,, ViNV, =0

Tomando V = Vj, hemos terminado.

Veamos ahora la otra implicacién. Tomamos un punto x € X y un cerrado C con x ¢ C' y
buscamos abiertos Vi, V; tales que x € Vi, C C Vo y ViNV, = 0. Como U = X \ C es un entorno
abierto de x, por hipdtesis existe V abierto tal que

xeV,VcX\C.

Tomando V; =V y V5, = X \ V, hemos terminado. |
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1. Hay espacios topolégicos regulares que no son T3. Por ejemplo, si consideramos X = {a, b, c}
y la topologia T = {0,{a},{b,c}, X }.

2. Todo espacio cumpliendo la propiedad T3 es también T2.

3. Hay espacios de Hausdorff que no son regulares. Por ejemplo, si consideramos en R la
topologia que tiene como base todos los intervalos abiertos (a,b), junto con los conjuntos
del tipo (a,b) \ K, donde K = {1/n:n € N}.

4. Los espacios topologicos metrizables son T3, de hecho, probaremos mas adelante que son
T4.

5. La propiedad de regularidad es hereditaria, en el sentido de que los subespacios la heredan.

El producto de espacios regulares es regular.

7. La propiedad de ser T3 no pasa a los cocientes, en general. La recta con dos origenes es un
ejemplo para esto.

*

Espacios normales y T4

Un espacio topoldgico (X, 7) se dice normal si dados dos cerrados disjuntos C,D de (X, 1),
existen sendos abiertos U,V de (X, 7) tales que

UNvV=0,CcU DCV.

Diremos que un espacio topoldégico cumple el axioma T4 si es normal y T1.
La siguiente propiedad caracteriza los espacios normales:

Un espacio topoldgico (X, 7) es normal si y solo si dado un cerrado C C X y un
abierto U que contiene C, existe otro abierto V que contiene C talque CCVyV C U.

Demostracion. La prueba es andloga a la del lema 8.4.1 |

1. Todo espacio T4 también es T3.

2. Hay espacios normales que no son regulares. Por ejemplo, si consideramos en R la topologia

donde los abiertos no triviales son los intervalos (a,e0), con a € R.

Hay espacios regulares que no son normales, como el producto de dos rectas de Sorgenfrey.

Un subespacio de un espacio T4 no es necesariamente T4.

5. El producto de espacios normales no es normal necesariamente. De nuevo nos vale como
ejemplo el producto de dos rectas de Sorgenfrey. También 2® con la topologia producto.

6. La propiedad de ser T4 no pasa a los cocientes, en general. De nuevo la recta con dos origenes
es un ejemplo para esto.

B w

m Ejemplo 8.24 Si (X, 7) es un espacio topolégico metrizable, entonces es T4. En efecto, sean C,D
dos cerrados disjuntos de (X, 7). Como D es cerrado, para todo ¢ € C C X \ D existe & > 0 tal que
B(c,€&:) N D = 0. Andlogamente, para todo d € D existe §; > 0 tal que B(d, 8;) NC = 0. Tomamos

U=|JB(c,&/2), V=|JB(d /2

ceC deD

Por definicién U y V son abiertos de (X,7) con C C U y D C V. Veamos que son disjuntos. Si
zeUNV,existenc € Cyd € D tales que

d(z,¢) < e.)2, d(z,d) < 8:/2

Aplicando la desigualdad triangular tenemos que d(c,d) < (& + 84)/2. Ahora, si €. < §,, tenemos

que d(c,d) < 64 y por tanto ¢ € B(d,8,), lo que es absurdo. Andlogamente, si 9; < €., tenemos
que d(c,d) < € y por tanto d € B(c, &), lo que nos lleva de nuevo a una contradiccion.
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El lema de Urysohn

El lema de Urysohn establece lo siguiente:

En un espacio topolégico normal (X, 7), para cualquier par de cerrados disjuntos
C, D, existe una funcién continua f : (X, 7) — [0,1] tal que f(C) = {0}y f(D) = {1}.

Para probarlo, primero veamos el siguiente resultado.

Sea (X, 7) un espacio topoldgico normal. Dado un par de cerrados disjuntos C,D,
existe una familia de abiertos {U,} ,cq cumpliendo:
1. U, =0, paratodo p <0y U, =X, para todo p > 1.
2. CCcUy, UnND=0.
3. Dados p,g € Q con p < g, se tiene U, C U,,.

Demostracion. Definamos U, = 0, para todo p <0y U, = X, para todo p > 1. Escribimos ahora
P =QnN|0,1]. Nos queda definir U, para los valores p € P. Como P es infinito numerable, existe
una biyeccion @ : N — P. Esto permite definir los abiertos U, por induccion (definicidn recursiva).
Podemos suponer sin perder generalidad que los dos primeros términos de la sucesién son ¢(1) =1
y ¢(2)=0.

Tomamos U; = X \ D. Ahora, como C es un cerrado y C C Uy, usando la normalidad del espacio,
existe V abierto tal que C C V y V C U;. Tomamos Uy = V. De esta manera hemos garantizado la
propiedad 2).

Dadon > 2,sea P, = ¢({1,2...,n}), y supongamos que hemos definido la familia {U, } pcp,,
de modo que se cumple la propiedad 3). Construyamos U,, con r = ¢(n+ 1). El conjunto P, =
P, U{r} es finito, asi que, con su orden usual, es isomorfo al nimero natural n+ 1. Es decir, todo
elemento distinto del minimo y el mdximo (0 y 1, respectivamente) tiene antecesor inmediato y
sucesor inmediato; en particular r. Sean r_ y r el antecesor y sucesor inmediatos de r en P,
respectivamente. Por hipétesis de induccion U,y U, estan definidos y cumplen

U._CU,.
De nuevo, la normalidad del espacio topolégico permite encontrar un abierto V tal que U, C V' y
V C U,, . Tomamos U, = V. Comprobemos que dados p,q € P41, con p < g, se cumple U, C U,,.
Si p,q € P, es cierto por hipétesis de induccién. Si no, uno de ellos es r y concluimos como sigue:
— Si p=r, sabemos que ¢ > ri. Asi U, CU,, C U,.
— Sig=r,sabemos que p <r_. AsiU7p cU, CU,. [ |

Demostracion del lema de Urysohn. Consideremos una familia de abiertos {U,} ,cq en las condi-
ciones del lema anterior. Para cada x € X, definimos

Ox)={pecQ: xeU,}.

Notese que (1,00) C Q(x) C [0,0), que para todo x € D se tiene Q(x) = (1,0) y que para todo
x € C se tiene Q(x) = [0, 00). Definimos

f(x)=inf{peQ: peQx)}.

Veamos que f : X — [0, 1] cumple las propiedades deseadas. Por las observaciones que ya hemos
hecho, tenemos que f(x) € [0, 1], para todo x € X, que f(c) =0, paratodo ¢ € C'y que f(d) =1,
para todo d € D. Asi que nos queda probar que f es una aplicacién continua. Por la propiedad
universal de la topologia del subespacio, basta probar que es continua cuando la vemos con llegada
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en R. Probaremos que f es continua en cada uno de sus puntos. Fijemos x € X y un entorno
(a,b) C Rde f(x). Buscamos U € &, tal que f(U) C (a,b). Elijamos p,q € Q tales que

a<p<flx)<q<b,

y veamos que U = U, \ U, cumple con lo deseado. Para ello vamos a usar las siguientes observa-
ciones, que probaremos después:

1) Six € U,, entonces f(x) < r. Equivalentemente, si f(x) > r, entonces x ¢ U,

2) Six ¢ U,, entonces f(x) > r. Equivalentemente, si f(x) < r entonces x € U,

— Comprobemos primero que U € &;. Dado que es abierto, basta ver que x € U. Que x € U, se
sigue de 2) y que x ¢ U, se sigue de 1).

— Comprobemos ahora que f(U) C (a,b). Sea x € U, entonces x € U, C U, y por 1) tenemos
que f(x) > g. Por otro lado x ¢ U, por tanto x ¢ U, asi que por 2) tenemos que f(x) > p. As{

f(x) €p,ql C (a;b).

Hagamos la prueba de 1). Six € U,, entonces x € U, para todo g > r. Asi que (r,00) C Q(x) y

por tanto f(x) =inf{p e Q: pcQOx)} <r.
Hagamos la prueba de 2). Si x ¢ U,, entonces x ¢ U,, para todo g < r, asi que Q(x) C (r,e0) y

por tanto f(x) =inf{p € Q: pe Q(x)} >r. [ ]

m Observacion 8.8 El reciproco del lema de Urysohn es directo, es decir, si para cualquier par de
cerrados disjuntos C, D de un espacio topoldgico (X, 7), existe una funcién continua

f:(X,7)—1[0,1]

cumpliendo que f(C) = {0} y f(D) = {1}, entonces el espacio es normal. Nétese que basta tomar
U=f11/2,1]) yv=rf"(0,1/2)).

m Observacion 8.9 El lema de Urysohn no funciona al cambiar normal por regular, pues el lema
8.4.4 no es necesariamente cierto, ya que en el paso de induccién no se puede cambiar normalidad

por regularidad. Los espacios regulares para los que se pueden separar puntos de cerrados mediante
aplicaciones continuas se llaman completamente regulares.

Otros resultados importantes que no vamos a probar en este curso son los siguientes:

Todo espacio regular que satisface el segundo axioma de numerabilidad es
normal.

— Teorema de extension de Tietze. Sea (X, 7) un espacio topoldgico normal
y C C X un cerrado. Para toda funcién continua f : C — R existe una funcién continua F : X — R
tal que F|c = f. Ademds, si f estd acotada, se puede tomar F también acotada.

— Teorema de metrizacion de Urysohn. Todo espacio T3 que satisfaga el
segundo axioma de numerabilidad es metrizable
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Casi-compacidad y compacidad

Recodemos que un recubrimiento de un conjunto X es una familia % = {E;};c; de subespacios
E; C X tales que Ujc;E; = X. Un subrecubrimiento de % es un recubrimiento de X que es a su vez
un subconjunto de Z.

Definicion 9.1.1 Un espacio topoldgico (X, T) es casi-compacto si todo recubrimiento de X
por abiertos de (X, 7) tiene un subrecubrimiento finito. Diremos que (X, T) es compacto si es
casi-compacto y de Hausdorff.

= Ejemplo 9.1
1. Todo espacio topolégico con una topologia finita es compacto.
2. R con su topologia usual no es casi-compacto, pues no podemos extraer ningtin subrecubri-
miento finito del recubrimiento % = {(—n,n) },en.
3. (0, 1] como subespacio de R con su topologia usual tampoco es casi-compacto. Basta consi-
derar el recubrimiento por abiertos Z = {(1/n, 1]} ,en.

m Observacion 9.1 En un espacio de Hausdorff los subespacios compactos son los mismos que
los casi-compactos.

Propiedades basicas

En esta subseccion detallamos algunas propiedades basicas de los espacios casi-compactos y
compactos. Empezamos dando una caracterizacién de la compacidad en términos de cerrados.

Definicion 9.1.2 Una coleccién de subconjuntos de X satisface la condicion de interseccion
finita (c.i.f.) si toda subcoleccidn finita tiene interseccion no vacia.

Proposicion 9.1.1 Un espacio topoldgico (X, 7) es casi-compacto si y solamente si para toda
coleccion .# = {C;}ics de cerrados en X que satisfaga la condicién de interseccion finita se cumple
que ﬂ,‘E]Ci 75 0.

Demostracion. Sea F = {C;};c; una coleccién de subconjuntos de X y sea Z = {X \ C; }ic;. Notese
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que:
i) % es una coleccion de cerrados si y solamente si # lo es de abiertos.
il) Z recubre X si y solamente si N;c;C; = 0.

Supongamos que (X, T) es un espacio casi-compacto y tomemos .% = {C;};c; una familia de
cerrados tal que N;e;C; = 0. Veamos que .% no cumple la c.i.f.. Tenemos que #Z = {X \ C;}ics es un
recubrimiento de X por abiertos de (X, T), que es casi-compacto, asi que admite un subrecubrimiento
finito {X \ Cl-j}’j‘-: | C Z%. Esto implica que

C,NCy,N---NC;, =0,

y por tanto .% no tiene la c.i.f..
Reciprocamente, sea % = {U, }ic; un recubrimiento de X por abiertos de (X, 7) y veamos que
admite un subrecubrimiento finito. Tenemos que .% = {X \ U; };cs es una familia de cerrados tal que

ﬂie1(X\Ui) =0,

asi que, por hipétesis no cumple la c.i.f., es decir, existe {X \ Uij}’j‘-: | C 7 tal que la interseccion
de todos sus elementos es vacia. Esto significa que {U,'j}"j‘-:1 C Z es el subrecubrimiento que
buscdbamos. |

Sabemos que la propiedad de ser o no casi-compacto un espacio topolégico solamente depende
de la topologia y no de cémo se ha obtenido esta, pero si nuestro espacio es un subespacio de uno
dado, podemos ver la casi-compacidad del pequefio usando abiertos del grande. Vamos a precisar
esta afirmacion.

Sea (X, ) un espacio topoldgico e Y C X. Tenemos que (Y, T|y) es casi-compacto si y solo si
todo recubrimiento de Y por abiertos de X (es decir, una familia #Z = {f]i}ie[ de abiertos U; de
(X,7) tales que Y C Uje ;U;) admite un subrecubrimiento (de Y por abiertos de X) finito. Para verlo
basta recordar la definicién de topologia del subespacio y observar que

Un subespacio cerrado en un espacio casi-compacto también es casi-compacto.
Un subespacio cerrado en un compacto es un espacio compacto.

Demostracion. Sean (X, T) un espacio topolégico casi-compacto y (C, 7|¢) un subespacio cerrado.
Tomemos un recubrimiento % = {U; }ic; de C por abiertos de (X, 7). Como C es cerrado, tenemos
que ZU{X \ C} es un recubrimiento de X por abiertos de (X, 7) y admite un subrecubrimiento
finito

{Ui, Uiy, ..., Ui, , X\ C}

por ser (X, ) casi-compacto. Tenemos que C C U;, UU;, U...UU;, y por tanto Z# admite un
subrecubrimiento finito, como queriamos probar. |

Sea (X, T) un espacio topolégico Hausdorff y (K, 7’) un subespacio compacto. Para
todo x € X \ K, existen abiertos U,V de (X, 7) tales que

xeU,KCV,UNV =0.

Demostracion. Por ser X un espacio de Hausdorff, para todo y € K existen sendos abiertos Uy, V), €
7 tales que x € Uy, y € Vy,, U,NV, = 0. Tenemos que # = {V, } ek es un recubrimiento de K por
abiertos de X. La casi-compacidad de K nos asegura que existe un subrecubrimiento finito

V3 Vspso o, Vi } C .
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Veamos que basta elegir U = Uy, NU,,N...NU,, yV =V, UV, U...UV,, . Enefecto,siz €V,
existe i € {1,2,...,k} tal que z € V;,. Como V;,, NU,, = 0, tenemos que z ¢ U,, y, por tanto, tenemos
quez ¢ U. [ |

En un espacio de Hausdorff todo subespacio compacto es también cerrado.

Demostracion. Tomemos K un compacto en un espacio de Hausdorff (X, 7) y veamos que K = K.
Por el lema anterior sabemos que para todo punto x ¢ K existe un abierto U con x € U tal que
UNK =0,y por tanto x ¢ K. [ |

Probaremos ahora que el producto finito de compactos es compacto, para ello es muy itil el
siguiente resultado, conocido como lema del tubo.

— del tubo. Sean (X,7) e (Y, 7’) dos espacios topolégicos con (Y, t’) casi-compacto
y consideremos el espacio producto X X Y. Si N es un abierto en X X Y conteniendo una “rodaja’
{x0} x Y, entonces N contiene algiin “tubo” W x Y, donde W es un entorno de xp en X.

>

Demostracion. N es abierto en X x Y, asi que lo podemos poner como unién de los elementos de
una familia de abiertos basicos # = {U; x V; }c;. Ahora, esta familia % recubre el espacio {xo} x Y
por abiertos de X x Y. Este espacio {xo} x Y es homeomorfo a ¥, y por tanto casi-compacto, asi
que podemos extraer un subrecubrimiento finito de %, llamémoslo

Lgf:{Ul]><‘/l‘|7Ul'2><‘/l.27'“7Ul'k><‘/l'k}

(suponemos que todos los elementos en .# intersecan {xp} x Y, si no los podriamos eliminar).
Consideramos ahora el entorno abierto de xy dado por

W =U, NU,N---NUj,.

Veamos que .# recubre todo el tubo W x Y, y como cada elemento en .# estd contenido en
N, tendremos que W x Y C N. Sea (x,y) € W x Y. Por un lado, tenemos que x € U;; para todo
j=1,2... k. Por otro lado, sabemos que el punto (xp,y) € U;, x Vi, para algin jo € {1,2...,k},

i
y como consecuencia y € V; o Concluimos que (x,y) € U; i % Vij,» como queriamos comprobar. W

ij
El producto finito de espacios casi-compactos también es casi-compacto para la
topologia producto.

Demostracion. Haremos la prueba para el caso de dos espacios topoldgicos (X, 7) e (Y, 1), el resto
se sigue por induccidn.

Consideramos % = {U, }ic; un recubrimiento por abiertos de X x Y. Dado x € X, como {x} XY
es casi-compacto, existe I, C I finito tal que .%, = {U; };c;, recubre {x} x Y. Aplicamos el lema del
tubo a

Ny = Uz‘elx Ui
y concluimos que existe un entorno Wy de x con Wy x Y C N,. Ahora tenemos que {W, },cx es un
recubrimiento por abiertos de X. Como X es casi-compacto, existen xj,xp,...,x; € X tales que

{Wy,,Wy,,--- ,W,, } recubre todo X. Asi que los tubos
Wo XY, Wy, XY, ..., W, XY

recubren X x Y. Como cada uno de estos tubo estd cubierto por una cantidad finita de elementos
de nuestro recubrimiento inicial %, hemos terminado. De hecho .7, U.%, U--- %, C Z es el
subrecubrimiento finito que buscdbamos. |
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En la préxima seccién probaremos que este mismo resultado se extiende a productos arbitrarios
de compactos (teorema de Tychonoff).

En un espacio casi-compacto toda sucesion tiene un punto de acumulacion.

Demostracion. Supongamos que O es una sucesion en un espacio (X, 7) que no tiene puntos de acu-
mulacién. Vamos a construir un recubrimiento por abiertos de X que no admite un subrecubrimiento
finito.

Que o no tenga puntos de acumulacién significa que para todo x € X existen A, € & ym € N
tales que para todo n > m se tiene que x, ¢ Ay. Por tanto

X({neN:x, €A:}) < Xo.

Podemos suponer que cada A, es abierto (si no, lo cambiamos por un abierto dentro de él). Tenemos
que {A,}rex no admite un subrecubrimiento finito. En efecto, si existiesen xy,x2,...,x; € X tales
que X = Uljzle,, estariamos diciendo que

N:{nEN:xnEX}:{nEN:xnEU];:lej}:U’;:l{nEN:xnEAXJ.},

pero esta tltima unién es finita. |

Compacidad y aplicaciones continuas

La dltima de las propiedades basicas, a la que le dedicamos una subseccién, es que la casi-
compacidad se preserva por aplicaciones continuas, es decir, que si f : (X,7) — (¥,7') es una
aplicaci6n continua y (X, ) es casi-compacto, entonces (f(X), 7| (x)) también es casi compacto.

Vamos a probarlo. Fijemos % = {U;}ic; un recubrimiento de f(X) por abiertos de (Y,7').
Como f es continua, tenemos que

Z' ={f"U)}tiar

es un recubrimiento de X por abiertos de (X, 7). Por la casi-compacidad de (X,7), existe un
subrecubrimiento finito { f~!(U; j)}']‘-:l C Z#'. Ahora, como

L) = UL O

tenemos que f(X) C f(f~ (U, U;)) € U U, y por tanto {U;,,Us,,...,U;, } C Z es el subrecu-
brimiento finito buscado.
Una consecuencia de este resultado y de las propositiones 9.1.2 'y 9.1.4 es que:

Toda aplicacién continua desde un espacio casi-compacto a un espacio de Hausdorff
es cerrada.

Ciertamente, sea f : (X,7) — (¥,7’) una aplicacién continua con (X, 7) casi-compacto e (¥, 7')
de Hausdorff y sea C un cerrado de (X, 7). Como (X, ) es casi-compacto, también (C,7|c) lo
es. Ahora, como f es continua, tenemos que (f(C), 7’| (c)) es casi-compacto en (¥, '), que es de
Hausdorff, por tanto f(C) es un cerrado de (¥, 7).

m Observacion 9.2 Si el producto de espacios no vacios es casi-compacto, cada uno de estos
espacios es casi-compacto, pues son la imagen de un casi-compacto por una aplicacién continua
(las proyecciones).

m Observacion 9.3 Los cocientes de espacios casi-compactos son también espacios casi-compactos
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m Ejemplo 9.2 (véase capitulo 7, ejemplo 7.4) Recordemos que el toro fopoldgico es cualquier
espacio homeomorfo a S! x S! con la topologia producto producto y el toro sumergido T.r C R3
de radios r y R es el subespacio imagen de la aplicacion

g: [0,27n] x[0,2n] — R3
(t,5) —  ((R+rcost)coss, (R+rcost)sins,rsint).

En el ejemplo 7.4 dijimos que las aplicaciones

h:[0,27] x [0,27] — S!'xS!, h(t,s) = (e, e¥),
g:[0,27] x [0,27] — Tyg, g(t,s) =gl(t,s)

inducen el mismo cociente sobre [0,27] x [0,27] y que ademads este cociente es un toro topolégico.
Para probarlo, nos quedaba justificar que estas dos aplicaciones son cerradas. Ahora lo acabamos
de hacer, pues es una aplicacién continua entre un compacto y un Hausdorff. Notemos también que
el toro es casi-compacto; por otro lado, como es un producto de espacios de Hausdorff es también
de Hausdorff, asi que es de hecho compacto.

Compacidad en espacios métricos

Vamos a dedicar esta seccion a probar que un subespacio de R" es compacto si y solamente si
es cerrado y acotado para las distancias d,,, con p € Z>1 0 de.
Una de las implicaciones es cierta en cualquier espacio métrico.

Sea (X,d) un espacio métrico. Todo compacto en el espacio topoldgico asociado
a la métrica es cerrado y acotado.

Demostracion. Los espacios metrizables son de Hausdorff, asi que todo compacto es cerrado.
Veamos que un compacto K es acotado. Recubrimos K mediante la coleccién de bolas encajadas

{B(O;n) },—;.

Sabemos que con una cantidad finita de ellas basta, asi que existe N > 0 tal que A C B(0;N), como
queriamos probar. |

La otra implicacién se basa fundamentalmente en el hecho de que el intervalo [0, 1] es compacto
y en que el producto finito de compactos es compacto.

El intervalo cerrado [0, 1] es compacto.

Demostracion. Ya sabemos que es de Hausdorff, veamos ahora que es casi-compacto. Para ello,
tomemos un recubrimiento por abiertos {U; }ic; de [0, 1] y consideremos el subconjunto A C [0, 1]
cuyos elementos son los valores A para los que existe {ij,i2,...,i} C I con

[O,A] cU,uu,U---U.

Nuestro objetivo es probar que 1 € A. En primer lugar, observamos que A # 0, pues existe i tal
que 0 € U;, y r > 0 tal que [0,r] C Uj,, asi r € A. Denotemos mediante A el supremo en A, que ya
sabemos que es positivo y menor o igual a uno. Veamos primero que Ao € A 'y en segundo lugar
que A9 = 1.

Como Ay > 0, existen j € ['y ¢ < A tales que (c,Ag] C U;. Ahora, como Ay es el supremo en A,
existe necesariamente A; € (¢, Ag] N A. Por tanto, hay un conjunto finito F C I con [0,A;] C UierU;.
Pero entonces

[0,240] = [0, 4] U[A1, 4] C (Uier Ui) UU;,
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y por tanto Ag € A.
Ahora, sabemos que existe un conjunto finito G C I con [0, dy] C U;egU;. Si Ap < 1, existiria d
con Ay < d < 1 tal que [Ag,d] C Uj, pero entonces tendriamos

[Ovd] = [O’)‘O]Um(hd] C (U Ui)UU.I"

icF
lo que contradice que Ay sea el supremo en A. |

m Observacion 9.4 La propiedad de ser o no un conjunto acotado no es topoldgica, si no que
depende de la métrica considerada. Asi, debemos llevar mucho cuidado con la conocida propiedad
en R” de “compacto es equivalente a cerrado y acotado”, pues podemos encontrar distancias en R”
definiendo la topologia usual para las que no todo cerrado y acotado es compacto. De forma mas
precisa, tenemos la siguiente proposicion.

— Teorema de Heine-Borel. Un subespacio de R" es compacto si y solamente
si es cerrado y acotado para las distancias d,, con p € Z>| 0 dw.

Demostracion. Recordemos que entre estas distancias se tiene la relacién (mas fuerte que ser
métricas equivalentes)

doo(x,y) < dp(x,y) <n'/Pdus(x,y), Vx,y € R™.

Como consecuencia, un conjunto es acotado para la métrica d), si y solamente si lo es para la
métrica d... Vamos a trabajar con la d.., pues aqui las bolas son cubos, y los cubos son compactos,
por ser producto finito de compactos.

Si K esté acotado, existe N > 0 tal que A C B(0;N) = [-N,N]", si K es ademds cerrado de R”,
también es cerrado en el cubo [—N,N|" y tenemos un cerrado dentro de un compacto, por tanto
también K es compacto. |

m Observacion 9.5 Para tener un resultado de este estilo en otros espacios métricos es fundamental
garantizar que las bolas cerradas son compactas. Por ejemplo, si consideramos un conjunto infinito
y la métrica discreta, cualquier subconjunto es cerrado y acotado, pero no necesariamente compacto.

» Ejemplo 9.3 La esfera S” C R""! es compacta, pues es cerrada y acotada (para la métrica
euclidea) en R"*!. También el espacio proyectivo real es compacto, pues es un cociente de la esfera.

El teorema de Tychonoff

El teorema de Tychonoff puede presumir de ser el mds importante de la topologia
general (no geométrica). Desempefia un papel central en teoremas de la topologia y en
las aplicaciones de la topologia a otros campos. El teorema de Tychonoff es equivalente
al axioma de eleccion, y esto nos da una idea de la fuerza de este resultado.

Stephen Willard
— de Tychonoff. El producto de espacios casi-compactos es casi-compacto
para la topologia producto.

Haremos la prueba usando la caracterizacion establecida en la proposicién 9.1.1, pero previa-
mente, necesitamos varios resultados de teoria de conjuntos.

Sea A la clase cuyos elementos son colecciones .# de subconjuntos de X con la condicién de
interseccion finita y ordenemos A mediante la inclusion.



9.2 El tfeorema de Tychonoff 103

En A hay por lo menos un elemento maximal. Ademads, dado .7 € A, existe un .#Z € A
maximal tal que .# C .

Demostracion. Veamos que A con el orden de la inclusién esta en las hipétesis del lema de Zorn.
Para ello, probaremos que toda cadena en A tiene cota superior. Sea C una cadena en A. Veamos
que A = Ugcc-% esun elemento de A, y por tanto es la cota superior buscada. Tomamos una
subcoleccion finita

{Fl,FQ,. .. ,Fk} /4

Paracadai=1,2,... k, existe .%; € C tal que F; € .%;. Por ser C una cadena, hay uno de ellos que
es mds grande que todos los demds, digamos .%;,, y por tanto F; € .%;,, para todo 1 <i < k. Ahora,
gracias a la c.i.f. en .%;, tenemos que la interseccién F; NF> N --- N F; # 0, como querfamos ver.
Para probar la segunda parte, podemos repetir el mismo argumento anterior para probar que la

subclase Az = {9 € A: .Z C 4} C A tiene elemento maximal. [ ]

Sea . una coleccién de subconjuntos de X con la c.i.f. que es maximal para la
inclusién. Se cumple que:
1. Toda interseccidn finita de elementos de .# estd en ./ .
2. Si A es un conjunto que corta a todo elemento en .#, entonces A € ./ .

Demostracion. Veamos 1. Sea . C ./ finita'y sea B # () la interseccion de todos sus elementos.
Consideremos .#' = .# \J{B}. Veamos que .#" € A y entonces necesariamente .’ = .# . Como
conclusién obtenemos que B € .# . Sea {F\,F,,...,F;} una coleccién finita de elementos de .#".
Si todos ellos estan en .#, por la c.i.f. en .# hemos terminado; si no, uno de ellos es B, digamos
F1, pero como B ya es una interseccion finita B = Npc # F, tenemos que

BNEBN---NF#£0,

por ser de nuevo una interseccion finita en ..

Veamos 2. De nuevo basta ver que .#' = .# U{A} € A. Sea {F,F,...,F;} una coleccién
finita de elementos de .. Si todos ellos estdn en .#, por la c.i.f. en .# hemos terminado; si no,
uno de ellos es A, digamos F;. Ahora por el apartado anterior sabemos que

D=FKLNFKN---FLeH
y por hipétesis DNA # 0. |

Estamos ahora en condiciones de concluir la prueba del teorema de Tychonoff.

Sea .7 = {C;}e; una coleccién de cerrados en X con la c.i.f.. Veamos que se cumple que
Z = N;erC; # 0. Asi, concluimos la prueba de la compacidad de X. Por el lema 9.2.2 podemos
elegir .# maximal con .% C .# . Si probamos que

mDe///5 7é 0

hemos terminado, pues esta interseccién contiene Z.
Dado a € A, sea pr,, : X — Xq la proyeccién -ésima. La coleccién

My =A{pry(D): D A}

cumple la c.i.f. (pues .# la cumple). Ahora, como X, es compacto, podemos asegurar que existe
un punto

Xa € Npe.w Pra(D)

Sea x € X el punto dado por x(¢t) = x¢. Veamos que x € (\pe_y D.
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Recordemos que
Uaea{Pra' (Ua) : Ug € o}

es una familia generadora para la topologia producto. Si probamos que los conjuntos pry' (Uy) que
contienen x cortan a todos los elementos en .# hemos terminado. Efectivamente, tendriamos que
pry! (Uy) € .# y también sus intersecciones finitas. Es decir, tendrfamos un sistema fundamental
de entornos de x dentro de .# . Ahora, como .# tiene la c.i.f., cada uno de estos entornos bésicos
de x corta a cualquier D dado de .#, y por ende x € D, como queriamos.

Para terminar, veamos que si pry! (Ug) contiene x, entonces corta a cualquier D dado en ..
Tenemos que Uy, es un entorno de xq, y como xq € pry (D), concluimos que existe un elemento
Za € Uy Npry (D) # 0. Asi zo = prg(z) con z € DNprg! (Uy).

m Observacion 9.6 El teorema de Tychonoff prueba que el espacio de Cantor es compacto, aunque
esto ya lo sabiamos, ya que es homeomorfo a un cerrado acotado de [0, 1] (el triddrico de Cantor).
También nos da una prueba de que todo cubo es compacto, donde por cubo entendemos un producto
arbitrario de intervalos cerrados de R.

Compacidad local

En esta seccién estudiamos las nociones de compacidad local y probamos el teorema basico
que asegura que todo espacio localmente compacto se puede “sumergir”’ en un compacto afiadiendo
un solo punto: su compactificacion de Alexandroff.

Definicion 9.3.1 Un espacio topoldgico es localmente casi-compacto si todo punto tiene un
sistema fundamental de entornos casi-compactos.

Un espacio topolégico de Hausdorff es localmente casi-compacto si y solamente
si todo punto tiene un entorno compacto.

Demostracion. Sea (X, T) un espacio topoldgico de Hausdorff.

Si (X, 1) es localmente casi-compacto, todo punto tiene un sistema fundamental de entornos
casi-compactos (y Hausdorff); en particular, tiene un entorno compacto.

Supongamos ahora que un punto x € X dado tiene un entorno K € &, compacto. Probemos
que x también tiene un sistema fundamental de entornos compacto. Para ello, dado un entorno
U € &, (que podemos suponer abierto), buscamos un compacto L € &, con L C U. Como (X, 7) es
de Hausdorff, sabemos que K es cerrado en X, asi que Z = K \ U también es cerrado tanto en X
como en K. Como Z es un cerrado dentro de K que es compacto, también Z es compacto. Por el
lema 9.1.3 sabemos que existen abiertos V, W en X tales que

x€V, ZCW, VAW =0.

Tomemos L =V NK, que es un cerrado dentro de K; asi que es también un compacto. Veamos
que L € &y que L C U. Lo primero es claro, pues L D VN K, que es una interseccion (finita) de
entornos de x. Veamos lo segundo. Sabemos que VN K C K\ W, por tanto L C K\ W. Por otro
lado, tenemos que

Z=K\UCW=UDK\W,

asi que L C U, como queriamos. |

Definicion 9.3.2 Un espacio localmente compacto sera un espacio de Hausdorff localmente
casi-compacto.

Nétese que todo espacio compacto es localmente compacto, pues podemos tomar como entorno
compacto de cada punto el total.
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= Ejemplo 9.4 R y R” con sus topologias usuales son localmente compactos, pues todo punto tiene
un entorno compacto.

Veamos que Q no es localmente compacto. Para ello probaremos que no existe un entorno com-
pacto alrededor del 0, aunque el argumento es cierto para cualquier nimero racional. Supongamos
que K C QQ es un entorno compacto de 0, asi que existe r > 0 tal que

(—nr)NQCKCQ

Como K es compacto, es cerrado en R y por tanto tendriamos que (—r,r) NQ C K, pero esto es
absurdo, pues

[—I”,I"] = (—I’,}’)ﬂ@,
gracias a la densidad de Q en R.

m Ejemplo 9.5 Una n-variedad topologica es un espacio topolégico de Hausdorff tal que para todo
x € X existe un homeomorfismo
o :U—YV,

donde U es un abierto en X y V es un abierto en R". Las variedades topolégicas son localmente
compactas.

Compactificacion de Alexandroff

Sea (X, T) un espacio topoldgico. Una compactificacion de (X, ) es un espacio topolégico
compacto (¥,7') tal que (X, T) es un subespacio denso de él. Cuando Y \ X consiste en un solo
punto (habitualmente denotado por o), se dice que (Y, ') es una compactificacion de Alexandroff o
compactificacion por un punto.

Diremos que dos compactificaciones (Y, 7}) e (¥, 75) de (X, 7) son equivalentes si existe un
homeomorfismo 4 : ¥; — ¥, tal que h(x) = x, para todo punto x € X.

m Ejemplo 9.6 El plano proyectivo real PR y la esfera S" son compactificaciones de R". De hecho,
la esfera es la compactificacion de Alexandroff de R" (via la proyeccién estereogréfica). Cuando se
identifica R? con los nimeros complejos C, la compactificacién C U {eo} = S? se llama esfera de
Riemann.

Damos a continuacién una serie de condiciones que son necesarias para la existencia de

compactificacién de Alexandroff:

1. El espacio (X, 1) debe ser de Hausdorff. Si no lo fuese, no se podria sumergir en un espacio
de Hausdorff como subespacio, asi que no se podria compactificar el espacio de ninguna
manera.

2. El espacio (X, 7) debe ser no compacto. Si (X, 7) es compacto, la dnica compactificacion
que tiene es él mismo; en efecto, si otro compacto lo contiene, X seria cerrado dentro de él y
por tanto no denso.

3. El espacio (X, 7) debe ser localmente compacto. Nétese que si (¥,7') con ¥ = X U {eo} es
una compactificacion, entonces X es abierto en (¥,7'), y todo abierto de un compacto es
localmente compacto (ejercicio).

Veamos ahora que, de hecho, estas condiciones son también suficientes para que exista compac-

tificacion de Alexandroff.

Todo espacio localmente compacto y no compacto tiene compactificaciéon de
Alexandroff.

Demostracion. Sea (X, 7) un espacio localmente compacto y no compacto. Consideremos ¥ =
X U {0}, coneo ¢ X y sea

7 =7U{Y\K: K C X compacto}



106 Capitulo 9. Espacios compactos y localmente compactos

Debemos comprobar: i) T’ es una topologia en Y. ii) (¥, 7’) es compacto. iii) (X, 7) es un subespacio
denso de (Y,7)
Veamos 1). Para ello comprobemos las tres propiedades de ser topologia:
» Tenemos @ € T C v’ e Y € 7/ por ser @ compacto.
= Noétese que una unién arbitraria de elementos en 7 estd de nuevo en 7. Por otro lado, como todo
compacto en X es cerrado, por ser X de Hausdorff, dada una coleccién {K;}c; de compactos
de X, su interseccion K es un cerrado de X contenido en cada uno de los compactos K;, asi
que K es de nuevo un compacto. De esta manera

U,'GIY\KL' :Y\ﬂielK,‘ :Y\KE 7/

Nos queda comprobar que ocurre con U U (Y \ K), donde U € 7y K C X es compacto.
Queremos ver que Y \ (UU (Y \ K)) es un compacto en X.

Y\ (UUY\K)=(Y\U)NK = (X\U)NK C X

Tenemos un cerrado (interseccién de cerrados) dentro del compacto K, por tanto un compacto.
= Veamos que la interseccion de dos elementos en 7’ estd de nuevo en 7’. Si ambos estdn en T
no hay nada que decir, pues 7 es topologia. Si ambos son de la forma Y \ Ki, Y \ K3, entonces
K| UK, es compacto (unién finita de subespacios compactos) y por tanto (Y \ K;) N (Y \ Kz) =
Y\ (K1 UK3) € 7. Por iltimo tomamos U € T e Y \ K y hacemos su interseccién tenemos

(Y\K)NU = (X\K)NU

que estd en 7 por ser la interseccion de dos abiertos en X.
Veamos ii). Probemos primero que (¥, 7’) es de Hausdorff. Nos queda comprobar que podemos
separar el punto o de un punto x € X. Como X es localmente compacto, existe K € &* compacto.
SeaVetconV €&,y V C K. Tenemos que

XEV, weY\K, Y\KNV=0,

como queriamos. Probemos que el espacio es casi-compacto. Tomemos {U; };; un recubrimiento
por abiertos de Y’ y busquemos un subrecubrimiento finito. Existe i tal que U;, =Y \ K, con K C X
compacto, pues el punto e debe estar recubierto. Ahora la familia {U; },c 1\{ip} €8 un recubrimiento
de K por abiertos de Y, y la topologia considerada en K es la de subespacio de Y. Como tenemos
compacidad para K, existe una coleccién finita de indices F C I\ {ip} tal que {U; };cr recubre K.
Asi, obtenemos que {U;}icruy;,) €s el subrecubrimiento buscado.

Finalmente, veamos iii). Para ver que T = 7’|x, basta observar que

(Y\K)NX =X \K,

y esto es el complementario de un cerrado en X, por tanto un elemento de 7. Ahora X es ne-
cesariamente denso en Y; si no lo fuera, serfa un cerrado dentro de un compacto y por ende
compacto. |

Para terminar, veamos que cualquier compactificacién de Alexandroff se obtiene de la manera
anterior y que, por tanto, esta es Unica (salvo equivalencia). Por eso tendrd sentido hablar de “la
compactificacion de Alexandroft™.

Sea (X, T) un espacio topolégico para el que existe una compactificacién de
Alexandroff
1. Si (Y,7’) es una compactificacién de Alexandroff, entonces 7’ estd dada por

7 =1U{Y\K: K C X compacto}.
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2. Si (Y1,77) e (Y2,75) son dos compactificaciones de Alexandroff de (X,7), entonces son
equivalentes.

Demostracion. Veamos la primera afirmacién. Escribamos ¥ = X U {eo}. Como Y es un espacio
de Hausdorff, tenemos que {oo} es cerrado en Y y por tanto X es abierto. Asi que los abiertos de Y
que no contienen oo son exactamente los abiertos de X. Veamos ahora que los abiertos de Y que
si contienen oo son exactamente los de la forma Y \ K con K C X compacto. Dado un compacto
K CX CY,comoY es de Hausdorff, tenemos que necesariamente K es cerrado en Y y por tanto
Y \ K es abierto. Ahora, dado un abierto V enY con eo € V tenemos que K =Y \ V C X es cerrado
en Y, pero como Y es compacto, también K es compacto; asi que V =Y \ K.

Veamos la segunda afirmacion. Escribamos Y} = X U {ee;} € Y = X U {0, }. Vamos a probar
que f:Y; — Y, dada por

fx)=x,VxeX, [(oor) =0

es un homeomorfismo. Veamos que f es continua. Tomamos U € 5. Si oo, ¢ U, entonces f~ ' (U) =
U €t C1j.Sieon €U, entonces U = ({o02}UX)\ K, con K C X compacto. Tenemos que £~ (U) =
({ee1} UX) \ K y por tanto también es un elemento de 7;. La prueba de que f~! es continua es
completamente andloga. |

Terminamos la seccién con la siguiente observacion que se sigue de los resultados vistos
anteriormente: “Un espacio es localmente compacto si y solamente si es homeomorfo a un abierto
de un compacto”. Por ejemplo R es homeomorfo al intervalo (0, 1) que es un abierto dentro del
compacto [0, 1].






10.1

Conexion

Intuitivamente, un conjunto conexo es el que aparece como una sola pieza, que no se puede
“partir”. Vamos a formalizar esta idea.

Definicion 10.1.1 Un espacio topolégico (X, T) es disconexo si existen dos abiertos disjuntos no
vacios U,V € t tales que X = U UV. Un espacio topoldgico se dice conexo si no es disconexo.

m Observacion 10.1 Notese que en la definicién anterior podemos cambiar abierto por cerrado.
Asi, un espacio topoldgico es conexo si y solamente si los Gnicos abiertos y cerrados son el vacio y
el total. Equivalentemente, no hay subconjuntos no triviales cuya frontera sea vacia.

m Ejemplo 10.1 Elintervalo [0, 1] es conexo. Supongamos que no lo es y escribamos [0,1] = U UV
con U y V abiertos disjuntos, Asumamos que 1 € U, por tanto existird r < 1 tal que (r,1] C U. Como
consecuencia podemos asegurar que ¢ =supV < 1. Sic € V, existiria € > 0 tal que (c—€,c+€) CV,
pero esto contradice que ¢ sea el supremo en V, pues hay elementos més grandes que c en V. Asi que
necesariamente ¢ tendria que estar en U, pero entonces, existiria § > 0 tal que (c — 8,c+98) C U,
lo cual nos dirfa que supV <t < ¢. Consecuentemente, la desconexién pretendida para [0, 1] no
puede existir.
Con una prueba similar concluimos que cualquier intervalo de R es conexo.

Otros ejemplos son los siguientes:

1. Todo espacio con la topologia grosera es conexo.

2. Los espacios discretos con mds de un punto son disconexos. Mds generalmente, un espacio
T1 con un punto aislado es disconexo.

3. R con la topologia de Sorgrenfrey es disconexo.

m Ejemplo 10.2 Q no es conexo, de hecho es un espacio totalmente disconexo; es decir, los tnicos
subconjuntos conexos de Q son los unipuntuales. En efecto, si X C QQ tiene mas de un punto,
digamos ¢1,g» con g; < g2, existe un irracional i € (q,¢q2). Ahora, tomando

U=(—,i)NX, V=(i,0)NX
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conseguimos desconectar X.
Otro ejemplo de espacio totalmente disconexo es el espacio de Cantor.

Los subespacios de espacios conexos no son en general conexos. El tnico resultado concerniente a
subespacios que tenemos es el siguiente, que simplemente consiste en una manera ttil de estudiar
la conexion en subespacios sin tener que pasar a la topologia relativa. Este resultado se puede
interpretar diciendo que un espacio es disconexo si y solo si estd formado por “dos piezas separadas
entre si”.

Sea (X, 7) un espacio topolégico. Un subespacio ¥ C X es disconexo si y
solamente si existen dos subconjuntos no vacios A, B tales que AUB =Y y ademas

ANB =0, A*nB=0.

Demostracion. Si el espacio es disconexo, sabemos que existen U,V abiertos en Y cumpliendo
UUV =Y yUnNV =0. Tenemos que

UnV  =0ny)nV =unynv)=unv" =unv =0.

. 77X .
Anélogamente VN U es vacio.

Supongamos ahora que se da la condicion en el enunciado. Veamos que tanto A como B son
cerrados en Y, y por tanto Y es disconexo. En efecto

A" =ynA" = (AUB)NA" = (ANA ) UBNA ) =4

y del mismo modo B =B [

Sea (X, T) un espacio topoldgico y sean A, B C X dos subconjuntos no vacios
tales que AUB=X,ANB=ANB=0.SiY es un subespacio conexo de (X, T), entonces o bien
Y CA,obienY CB.

Demostracion. Los subconjuntos A=ANYyB=BNY cumplen que AUB =Y y ademés como
A CAvy B C B, tenemos que B
ANBCANB=0

y andlogamente B NA = 0. Como Y es conexo tenemos que o bien A, o bien B es vacio y por tanto
obienY C B,obienY C A. |

Propiedades bdsicas de la conexion
Si f:(X,7) — (¥,7') es una aplicacion continua y (X, 7) es conexo, entonces
(f(X), 7’| f(x)) también es conexo.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que f es sobreyectiva. Supongamos
que (Y, ') es disconexo. Hay dos abiertos disjuntos U,V en Y cumpliendo que U UV =Y. Tenemos
que U = f~Y(U) y V= f~1(V) son abiertos no vacios y disjuntos en X cuya unién es todo X,
contradiciendo la conexién de X. |

Como consecuencia de la proposicién anterior los cocientes de conexos son conexos. En
particular la circunferencia unidad S' es conexa (es un cociente de [0, 1]).

Sea (X, T) un espacio topoldgico y sea {¥q }qca una familia de subespacios,
todos ellos conexos, con por lo menos un punto comtin. Entonces Ia unién ¥ = Uy Yy también es
conexa.
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Demostracion. Supongamos que podemos escribir ¥ = U UV como unién de dos abiertos disjuntos.
El objetivo es probar que uno de ellos es el total. Sea p un punto comtn a todos los Y y supongamos
que p € U. Escribamos

Yo =(UNYe)U(VNYy),

para cada @ € A. Por la conexién de cada Y, deducimos que U NY, =Y, y por ende U =Y, como
queriamos probar. |

Sea (X, T) un espacio topoldgico y sea {¥, } ,cn una familia de subespacios, todos
ellos conexos tales que Y;, MY, # @, para todo n € N. Entonces la unién ¥ = U, cnY, también es
conexa.

Demostracion. Consideremos A, = U’_,Y;, para todo n € N'y apliquémosle la proposicion anterior
(complétense los detalles como ejercicio). |

m Ejemplo 10.3 Podemos escribir R = (J,,cn[—n,7], asi, como consecuencia de la proposicién
anterior, tenemos que R es conexo.

También R" es conexo pues lo podemos escribir como la unién de todas las rectas que pasan
por el origen y aplicar el resultado anterior.

El siguiente resultado viene a decir que si a un conexo le “pegamos” unos cuantos de sus puntos
adherentes, no deja de ser conexo.

Si A es conexo en (X, ) y B cumple que A C B C A, entonces B también es
conexo.

Demostracion. Supongamos que existen C, D tales que
B=CUD, CNnD=CND=0.

Veamos que o bien C = @, o bien D = 0; por tanto B es conexo. Como A es conexo, por el corollary
10.1.2, sabemos que o bien A C C, o bien A C D. Supongamos que A C C. Tenemos que A C C, y
por ende AN D = 0. Entonces B no corta a D y esto significa que D es vacio. |

Componentes conexas

Dado un espacio topolégico (X, T) y un punto x € X, llamamos componente conexa de x, y la
denotamos por Cy, a la unién de todos los conexos en X que contienen a x. Nétese que:
1. Toda componente conexa es un conexo, pues es una unién de conexos con un punto en
comun.
2. Dados dos puntos x € y, o bien Cy = C,, o bien C, N C, = 0. En efecto, si existe z € CyNCy,
entonces C = C,UC, es un conexo que contiene tanto a x como a y. Asi que C C C; y también
C C C,. Como consecuencia C = C, = C,.
3. La unién de las componentes conexas de todos los puntos de X es todo X.
En definitiva, el conjunto de componentes conexas define una particién del espacio. Esta particién
se corresponde con las clases de equivalencia de la relacién dada por x ~ y si y solo si existe un
subconjunto conexo de X que contenga a x y a'y. Veamos esta tltima afirmacidn.
Vamos a llamar A, a la clase de equivalencia de x por la relacién anterior. Queremos probar que
Cy = A,. Si z € C,, entonces x y z estdn en un conexo comun y por tanto z € A,. Reciprocamente, si
7z € Ay, existe un conexo D de X conteniendo tanto a z como a x. Como C, es la unién de todos los
conexos que contienen x, tenemos que z € D C Cy.

m Observacion 10.2 Un espacio es conexo si y solamente si tiene una sola componente conexa.

Las COHlpOIlCIlteS conexas son cerradas.



112 Capitulo 10. Espacios conexos y localmente conexos

Demostracion. Sea C = C, una componente conexa. Por la proposicién 10.1.6 sabemos que C; es
un conexo que contiene a x y por tanto Cy C C. |

Ya hemos probado que los tnicos subconjuntos conexos de QQ son los unipuntuales; es decir,
los conjuntos unipuntuales son las componentes conexas de Q. En particular, observamos que las
componentes conexas no son, en general, abiertas. Es un ejercicio probar que si hay una cantidad
finita de ellas, entonces si son abiertas.

Producto de espacios conexos

Dedicamos esta subseccion a probar que un producto de espacios topolégicos no vacios es
conexo si y solamente si cada uno de los espacios es conexo. La demostracion que presentamos a
continuacién es la que aparece en el libro de Willard, y hace la prueba direcatemente para el caso
de un producto arbitrario.

Sea {(Xq, To) faca una familia de espacios topolGgicos no vacios y sea (X, 7) su producto. Si
(X, 1) es conexo, entonces cada uno de los (Xy, T ) lo es también, gracias a que las proyecciones
son continuas y sobreyectivas.

Reciprocamente, supongamos que cada uno de los (X4, Ty) €s conexo. Tomemos un punto
a= (ag)aca de X y sea C la componente conexa que contiene a. Si probamos que C es denso en X
hemos terminado, pues entonces C es todo X (las componentes conexas son cerradas) y C es un
conexo. Denotemos mediante 7, : X — X, las proyecciones y sea

U=, (Uy) N7y (Ug) NNy (Ug,)

un cilindro basico. Veamos que CNU # 0. Paracadai=1,2,...,n, tomemos by, € Uy, y definamos
E; = A;NB;, donde

OCEA\{OC],..A,Otl‘,l}
B; = 77'-07!11 <b061> N n-(;zl (baz) n--- 77'-07:,-11 (bai—1>

Noétese que la coordenada o es libre en cada E;, asi que E; es homeomorfo a X, y por lo tanto es
un espacio conexo. Tenemos ademads que:
» E;NE;iy1 # 0, pues el elemento ¢ = (cq)aeca de X dado por cq; = by, para j=1,2...,iy
Cq = dg €N otro caso, estd en esta interseccion.
= ackEkE.
» E,NU # 0, pues comparten los puntos ¢ = (cq)gea de X de la forma Cay = baj, para
j=12...n.
Como consecuencia obtenemos que F' = U, E; es un conjunto conexo con a € F, por tanto F' C C.
Por otro lado, como F NU # 0, también tenemos que CNU # (O, como queriamos probar.

Vamos a presentar ahora una prueba mds sencilla, donde separamos primero el caso finito y

después nos valemos de éste para probar el caso arbitrario.

» Supongamos que A ={1,2,...,n}. Haremos la prueba para el caso n = 2, siguiéndose el resto
por induccién. Tomamos y € X, y sea L = X; x {y}, que es conexo por ser homeomorfo a X;.
Ahora, para cada x € X consideramos Ry = {x} x X,, que también es conexo y Ay = Ry UL,
que es conexo por ser unién de conexos con un punto en comun. Escribimos

X1 X Xa = Uyeyx, Ax

que es unién de conexos todos ellos conteniendo L, por ende conexo.
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= Veamos el caso en que A es arbitrario. Sea a = (aq)qea € X y sea C la componente conexa
que contiene a. Veamos que C corta a todo cilindro basico de la forma

U =1y (Us) N7y (Ug,) N+ N7y (Ugy, )

Para ello, vamos a probar que U corta un conexo F,cona € F, y por tanto CNU D FNU # 0.
Basta tomar

F= ﬂ ”o_c](atx)

acA\{a,...,a, }

que es homeomorfo a Xy, X X, X ---Xg,, y por ende conexo. En efecto, tenemos que todo
punto de la forma ¢ = (cg ) gea de la forma Ca; € Ug;, para j = 1,2...,ny cq = aq en otro
caso,estaen UNF.

Conexion por caminos

Sea (X, T) un espacio topolégico. Dados dos puntos x,y € X, llamamos camino entre x e 'y a
toda aplicacién continua y: [0,1] — X con y(0) =xy y(1) = y. La siguiente nocién de conexién,
llamada conexion por caminos es un poco mds fuerte.

Definicion 10.2.1 Un espacio topoldgico es conexo por caminos si cualesquiera dos puntos se
pueden conectar por un camino.

Todo espacio topoldgico conexo por caminos €s conexo.

Demostracion. Sea (X,T) un espacio topolégico conexo por caminos. Escribamos X = U UV
como unién de abiertos disjuntos y supongamos que U es no vacio, es decir, existe x € U. Veamos
que U = X. Dado y € X, existe un camino ¥ : [0, 1] — X que conecta x e y. Como el intervalo [0, 1]
es conexo y la conexidn se preserva por aplicaciones continuas, tenemos que Imy C X es conexo,
asi que necesariamente Imy C U; en particular y € U. |

= Ejemplo 10.4 Un subconjunto X de R” se dice convexo si dados dos puntos x,y € X, el segmento
L,y que los une estéd contenido en X. Todo convexo de R es conexo por caminos y por ende es
COnexo.

m Ejemplo 10.5 Damos ahora un ejemplo de espacios conexo que no s conexo por caminos.
Sea Ly = {0} x [0,1] y L, = {1/n} x [0,1], para todo n € N. Llamamos peine del topdlogo al
subconjunto C de R? dado por

C=U,enLnULyUF, donde F =10,1] x {0}.

A cada L; lo llamamos “pta” y a F lo llamamos el “forzal”. El peine del topdlogo es conexo por
caminos, pues cualquier punto de una ptia se puede conectar con el punto del forzal donde arranca
esa pua, y moviéndonos por el forzal podemos cambiar de pua.
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El peine punteado P consiste en eliminar en C el punto (0,0). Nétese que
P\LyCPCP\Ly=C

y P\ Ly es conexo, pues es conexo por caminos (razonamiento anterior), por tanto P también es
conexo. Veamos que en cambio P no es conexo por caminos, probando que cualquier camino
partiendo de L = Lo \ {(0,0)} no puede abandonar L.
Sea y: [0,1] — P un camino con ¥(0) € L. Probaremos que G = y~!(L})) es abierto y cerrado,
y por conexién del intervalo [0, 1] concluiremos que G = [0, 1].
» Como L es cerrado dentro de P, ya tenemos que G es cerrado.
= Veamos que G es abierto. Queremos comprobar que para cualquier ¢ € G, hay un entorno de
t contenido en G. Fijemos V un entorno alrededor de ¥(¢) que no corte F; esto lo podemos
hacer siempre gracias a haber quitado el punto (0,0). Por la continuidad de y en el punto ¢,
existe € > 0 tal que y(U) C V,con U = (t — €,t + €). Veamos que U C G, es decir que y(U)
no contiene puntos fuera de L. Fijemos cualquier punto (1/n,yp) con yg # 0 y un nimero
real r con 0 < r < 1/n, que no sea el inverso de ningin nimero natural. El dnico punto en
que y(U) C P podria cortar la rectax = r es el (,0), pero y(U) C V y V no corta F. Asi que
yY(U) = W_UW,, donde

W_ = ((—0071’) XR)DY(U)7 Wy = ((r7°°> XR)QY(U)'

Como (1) € W_ y y(U) es conexo, tenemos que W, = 0. En particular, tenemos que el
punto (1/n,y0) ¢ y(U) y por tanto y(U) C L como queriamos.

Otro ejemplo muy clésico de espacio conexo que no es conexo por caminos es el seno del
topologo. Consideremos la funcién continua

f:(0,00) > R, x> sin(1/x)

ysean S = Gr(f), L= {0} x [—1,1] y X = SUL. La prueba de que X no es conexo por caminos es
muy similar a la anterior, que X es conexo se sigue de que X =Sy S es conexo, pues el grafo de
una aplicacion continua es homeomorfo al dominio de la aplicacion y el intervalo (0,e0) es conexo.

Presentamos ahora propiedades bésicas de la conexién por caminos, muy similares a las dadas
probadas para la conexion.

Si f:(X,t)— (Y,7') es una aplicacién continua y sobreyectivay (X, ) es
conexo por caminos, también (Y, 7’) es conexo por caminos.

Demostracion. Dados y;,y, € Y, buscamos un camino en Y que los una. Sean x;,x; € X tales
que f(x;) =y1y f(x2) =y2 y sea y:[0,1] — X un camino que une x; con x,. Tenemos que
fov:[0,1] = f(X) es el camino buscado. [
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Sea (X, T) un espacio topoldgico y sea { ¥y } ¢ea una familia de subespacios,
todos ellos conexos por caminos, con por lo menos un punto comun. Entonces la unién ¥ = Ugep Yy
también es conexa por caminos.

Demostracion. Llamemos p a un punto comun a todos los Y, y sean xj,x; dos puntos en Y.
Tenemos que x| € Yy, y x2 € Yg,. Podemos unir x; con p por un camino ¥, : [0, 1] — Yy, y unir p
con x, por otro camino 9, : [0, 1] — Yy,. La concatenacion de estos dos caminos

. [ n@), t€0,1/2]
y:[0,1] =Y, Y(t)—{ y;(1_2;), te[1/2,1].

nos da el camino entre x; y x; buscado. [ |

m Observacion 10.3 La operacién de concatenacién introducida en la prueba de la proposicién
anterior es muy importante, pues serd la operacién con la que definir el grupo fundamental.

Definicion 10.2.2 Dado un espacio topoldgico (X, T) y un punto x € X, llamamos componente
conexa por caminos de x, y la denotamos por P, a la unién de todos los conexos por caminos en
X que contienen a x.

Del mismo modo que para las componentes conexas, tenemos que:

1. Toda componente conexa por caminos €s Un conexo por caminos, pues es una unién de

CONexos por caminos con un punto en comun.

2. Dados dos puntos x € y, o bien P, = P, o bien P,NP, = 0.

3. La unién de las componentes conexas por caminos de todos los puntos de X es todo X.
El conjunto de componentes conexas por caminos define una particién del espacio que se corres-
ponde con las clases de equivalencia de la relacién dada por x ~ y si y solo si existe un subconjunto
conexo por caminos de X que contengaaxy ay.

m Observacion 10.4 Un espacio es conexo por caminos si y solamente si tiene una sola compo-
nente conexa por caminos. Ademads, en vista de la proposicion 10.2.1, toda componente conexa es
unién de componentes conexas por caminos.

m Ejemplo 10.6 En el peine del topélogo punteado P encontramos una sola componente conexa y
dos componentes conexas por caminos. Una es la pta punteada L, que es cerrada en P, pero no
abierta. La otra es su complementario, que es abierto, pero no cerrado.

Notese que se puede puntear un poco mas el peine del topélogo considerando solo los irraciona-
les de la pia Ly. De esta manera obtendriamos un espacio conexo con una cantidad no numerable
de componentes conexas por caminos.

Conexioén local y conexion local por caminos

Definicién 10.3.1 Un espacio topoldgico es localmente conexo si todo punto tiene un sistema
fundamental de entornos conexo. Del mismo modo, un espacio topolégico es localmente conexo
por caminos si todo punto tiene un sistema fundamental de entornos conexo por caminos.

Noétese que todo espacio localmente conexo por caminos es localmente conexo.

Un espacio localmente conexo por caminos es conexo si y solamente si es
CONexo por caminos.

Demostracion. Ya sabemos que todo espacio conexo por caminos es conexo. Supongamos ahora
que (X, 7) es un espacio localmente conexo por caminos y conexo. Dado un punto x € X, vamos a
ver que el conjunto

Ay ={y € X : existe un camino entre x e y}
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es abierto y cerrado, y por tanto es el total. Como consecuencia tendremos que (X, T) es conexo
por caminos.

— A, es abierto. Dado y € A,, existe un entorno B de y conexo por caminos, por ende B C Ay,
pues cualquier punto de B se puede unir con y por un camino, y este camino se puede concatenar
con otro que una y con x.

— A, es cerrado. Tomemos un punto y ¢ A, y sea B un entorno de y conexo por caminos.
Tenemos que BN A, = 0. En efecto, si z € BNA,, podriamos conectar z con y y también x con
z. Concatenando estos dos caminos, conseguiriamos uno entre y y x, pero esto es absurdo, pues
y ¢ Ay [ |

Todo abierto de un localmente conexo (por caminos) es localmente conexo
(por caminos).

Demostracion. La prueba es andloga a la de los localmente compactos. |

En un espacio localmente conexo por caminos las componentes conexas coin-
ciden con las componentes localmente conexas por caminos. En particular, para los abiertos de
Rl’l

Un espacio es localmente conexo si y solamente si las componentes conexas
de sus abiertos son abiertas.

Demostracion. Supongamos que (X, 7) es un espacio localmente conexo. Sea U un abierto en x y
C una componente conexa de U. Dado un punto x € C, buscamos un entorno de x estrictamente
contenido en C. Observemos que C = C,. Dado que X es localmente conexo, podemos escoger un
entorno A de x conexo y con A C U (aqui usamos que U es abierto). Automdticamente A C C, pues
€S un conexo que contiene a x.

Supongamos ahora que (X, T) es un espacio para el que las componentes conexas de sus abiertos
son conexas. Dado un punto x € X y un entorno A de x, buscamos otro entorno de x que sea conexo
y que esté contenido en A. Sea U un abierto tal que x € U C A y sea Cy la componente conexa de x
en U. Por hipétesis es abierta y, por tanto, un entorno de x. Asi, tenemos que

xeC,CUCA
como queriamos. |
Las componentes conexas de un espacio localmente conexo son abiertas y

cerradas

Cualquier espacio localmente conexo y casi-compacto tiene una cantidad finita
de componentes conexas.

Un espacio es localmente conexo por caminos si y solamente si las componen-
tes conexas por caminos de sus abiertos son abiertas.

Demostracion. Es anéloga a la proposicién 10.3.4 |
Todo cociente de un espacio localmente conexo es localmente conexo

Demostracion. Sea f: (X,t) — (Y,7') una aplicacion de cociente. Fijemos un abierto U en Y y
una componente conexa D en U. Para probar que D es un abierto, basta comprobar que f~!(D) lo
es, por definicién de topologia cociente. Tomemos x € f~!(D) y sea C, la componente conexa de x
en f~1(U), que sabemos que es abierta por ser (X, 7) localmente conexo. Ahora f(Cy) es conexo y
contiene el punto f(x) € D, asi que f(C,) C D, y por ende C, C f~!(D). Haciendo esto para cada
punto en f~!(D), concluimos que es abierto, como querfamos. |
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A continuacién resumimos la relacién que hay entre los conceptos: conexo, localmente conexo,
conexo por caminos y localmente conexo por caminos. Las comprobaciones que no se hayan
realizado se dejan como ejercicio

1. Todo conexo por caminos es conexo.

2. El peine del top6logo punteado es un conexo que no s conexo por caminos.

3. El peine del topdlogo es conexo por caminos pero no localmente conexo por caminos
(me tengo que mover “lejos” para conectar por un camino dos puntos cercanos). Como
consecuencia es conexo pero no localmente conexo.

4. Elespacio X = [1,2]U[2,3] C R es localmente conexo por caminos (y por tanto localmente
conexo), pero no s ni conexo por caminos ni conexo.

5. El espacio [0, 1] x [0, 1] con la topologia inducida por el orden lexicografico es localmente
conexo, pero no localmente conexo por caminos.
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La topologia algebraica versa sobre el estudio de propiedades de los espacios topoldgicos a
través de objetos algebraicos asociados a dichos espacios. En este capitulo introducimos uno de
estos objetos algebraicos: el grupo fundamental de un espacio topolégico “con punto base”.

A partir de ahora, si no hay lugar confusién omitiremos por comodidad la topologia en las

notaciones de espacios topoldgicos.

Homotopia de caminos y grupo fundamental
El objetivo principal en esta seccidn es establecer un functor (adoptando el lenguaje de la teoria
de categorias) entre la categoria de espacios topoldgicos “‘con punto base” y la categoria de grupos.

Mais precisamente, asignamos:
1. A cada espacio topoldgico con punto base (X,xp) un grupo: su grupo fundamental 7; (X, xo).

2. A cada aplicacioén continua f : (X,x0) — (¥Y’,y0) un morfismo de grupos
f* . nl(erO) — nl(YayO)v

de modo que se cumpla:
a) Si f es la identidad topoldgica en X, entonces f. es el homomorfismo identidad en

7(X,xo), para cualquier xo € X.
b) Dada otra aplicacion continua g : (Y,yo) — (Z,20), entonces

(gof)* = 8+0 f«

Como ya venimos haciendo habitualmente, el intervalo [0, 1] lo consideramos dotado de la
topologia usual como subespacio de R. La existencia de una homotopia entre dos caminos responde
alaidea de que se puede “deformar’” de manera continua uno en el otro. De manera precisa:

Definicion 11.1.1 Sean ¥,y dos caminos en X. Una homotopia de caminos de y en Y es

cualquier aplicacion continua
H:[0,1] x[0,1] = X
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cumpliendo las siguientes propiedades:
= H(s,0) = v(s)
= H(s,1)=7(s)
» H(0,t) = y(0) = ¥(0) = xo, para todo 7 € [0, 1].
» H(1,t) =y(1) =9 (1) = x;, paratodo r € [0, 1].

Usaremos la notacion y ~ 1} Y para indicar que existe una homotopia de caminos de yen ¥ y
diremos que 7y ¥ son caminos homdtopos. Esto tiene sentido, pues la relacion ~1{0,1} s simétrica:
si H:[0,1] x [0,1] — X es una homotopia de caminos de y en ¥, entonces F : [0,1] x [0,1] — X
dada por F(s,t) = H(s,1 —t) es una homotopia de caminos de ¥ en .

m Observacion 11.1 Asociada a una homotopia H : [0, 1] x [0, 1] — X entre dos caminos en X que
empiezan en Xo y terminan en x, obtenemos una familia {H, },c[o,;] de caminos en X que empiezan
en xg y terminan en x|, dados por

H;(s) = H(s,1).

La continuidad de H indica que esta familia varfa de forma continua con el pardmetro ¢, lo cual se
corresponde a la idea intuitiva de deformar.

La relacién de homotopia de caminos es una relacién binaria en el conjunto
de caminos en X que empiezan en xy y terminan en xj.

Demostracion. Sean v,y ,7" :[0,1] — X tres caminos que empiezan en xy y terminan en x;. La
propiedad simétrica ya hemos visto que se cumple, y la reflexiva se sigue tomando la homotopia
H(s,t) =y(s), para todo t € [0,1].

Veamos la propiedad transitiva. Supongamos que H,H' : [0,1] x [0,1] — X son homotopias
de caminos de y en ¥ y de ¥ en ¥’ respectivamente. Se puede comprobar que la aplicacién
F :]0,1] x [0,1] — X dada por

[ H(s,2t) t€[0,1/2],
FW)—{ H'(s,21—1) t€[1/2,1]

es una homotopia de caminos de yen . [

Dado un camino 7 : [0,1] — X, definimos su inverso y~! como el camino que se obtiene al
recorrer ¥ de forma inversa, es decir y~! : [0, 1] — X est4 dado por

75 =7(1-)

Recordemos ahora que, dados dos caminos 91,7 : [0,1] — X con (1) = %2(0), su concatenacion
es el camino ¥ * 9, : [0, 1] — X dado por

[ n(2s) se[0,1/2],
%*Yz(f)—{ ps—1) sell)21]

Sea X un espacio topoldgico, sean ¥,y caminos en X empezando en xg y
terminando en x; y sean %, % caminos en X empezando en x; y terminando en x,. Se tiene que:
a) Silos caminos y; y 7, son hométopos y también 9 y 7, son hométopos entonces 7 * 1> es
homdtopo a ) * 7.
b) Los caminos ¥; y ¥, son homotopos si y solamente si los caminos ¥, Ly ()/1)_1 también son
hométopos.

Demostracion. Si H; es una homotopia de caminos de % en ¥/, para i = 1,2, entonces la aplicacién

[ H (2s,1) s €[0,1/2],
H(t,S)—{ H;(Zs—lat) se(1/2,1],
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es una homotopia de caminos de ¥; * 1> en | * 75.
Para la prueba de b), basta considerar F(¢,s) = H(t,1 —s), donde H es una homotopia de y; en
7> y reciprocamente. u

Un espacio topoldgico con punto base es una pareja (X,xg), donde xo es un punto en X. Un
lazo en X basado en xp es un camino en X que empieza y termina en el punto xp. Los elementos
del grupo fundamental m; (X ,x) son las clases de homotopia de lazos basados en x(. La operacién
interna que le da estructura de grupo es la concatenacion “-” (con un pequefio abuso de lenguaje
la llamamos igual que a la operacién * de concatenacién de caminos), y tiene sentido entre los
elementos de ; (X,xo) gracias a la proposicién 11.1.2.a), es decir, definimos

nl-Ipl=Mm=*nl, Vinllrl €nX x)

La pareja (7;(X,x0),) es un grupo.

Antes de entrar de lleno en la demostracién, recordemos la siguiente construccidn bésica de
geometria afin que nos resultara ttil para la prueba. Dados ntimeros reales a,b,c,d cona < b, la
aplicacion L : R — R dada por
_d-c
" b—a
es la una tnica aplicacion afin tal que L(a) = ¢y L(b) = d. Si ¢ = d esta aplicacion es constante, si
no, es biyectiva en su imagen que es el intervalo [min{c,d}, max{c,d}].

L(x)

(x—a)+c (11.1)

9

Demostracion del teorema 11.1.3. Ya hemos visto que la operacién de concatenacién “-” estd bien
definida. Ahora debemos comprobar la existencia de elemento neutro, de elemento inverso y la
asociatividad.

Elemento neutro: Veamos que el elemento neutro en 7; (X,xg) es la clase de homotopia del
lazo constante ¢y, dado por ¢y, (f) = xo, para todo ¢ € [0, 1]. Para ello, se debe probar que

[exo] - [Y] = V] [ex)] = [Y],  paratodo [y] € m (X, x0).

Veamos que ¢y, * Yy Y son caminos hométopos. De manera andloga se comprobard que Y*cy, y ¥
también son caminos hométopos. Recordemos que

X NS [0,1/2],
(Cxo*’}/)(s):{ }/(225—1) s E [1/2,1].

£
Gyl '
A\
Cx. X
'\)7_ S

Una homotopia de caminos de c,, * Y en Y responde a la imagen anterior y viene dada explicita-
mente mediante la expresion
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El rango en el que se mueve s en la férmula anterior, se obtiene, como indica la figura aplicando la
ecuacién (11.1) alos valoresa =0,b =1, ¢ = 1/2, d = 0. El término dentro del paréntesis de y
en la férmula anterior se obtiene aplicando la ecuacién (11.1) a los valores a = % b=1,¢c=0,
d=1.

Elemento inverso: Dado un elemento en 7 (X,xp), tiene sentido, gracias a la proposicion
11.1.2.b), considerar la clase de homotopia del lazo inverso de uno de sus representantes. Veamos
que este es el elemento inverso para la operacién de concatenacion. Asi, dado [y] € m;(X,x),

queremos comprobar que

-l 1= 1] = lex]
Probemos que ¥y~ !y ¢,, son caminos hométopos, de modo andlogo se tendrd que y~! x 7y ¢y,
también son caminos hométopos. Recordemos que

i [ y(2) s €1[0,1/2],
(r=y 1)(s)—{ yl@2s—1)=y2-25s) se[1/2,1].

Una homotopia de y*y~! en ¢y, viene dada explicitamente mediante la expresién
7(2s) 0<s<$,

H(t,s) = q v({1) <s<H!

[NS1h

y(2-2s) L <s<1

(Para cada r € [0, 1], recorremos ¥ hasta llegar al punto Y(z), ahi esperamos un rato y después
volvemos a recorrer el mismo pedazo de y de manera inversa).

X X"
t
X \ (ot) A \(“ [, 4)
S

s

Asociatividad: Veamos que ([y]-[Y])-[Y'] = [y]- ([Y]-[Y"]). Para ello, debemos comprobar que

los caminos
o=(r«Y)xY, o' =yx(YxY)

son hométopos. Sus expresiones como aplicaciones definidas a trozos son

v(4s) s €[0,1/4], ¥(2s) s€[0,1/2],
o(s)=< Y(s—1) se[l/4,1/2], o'(s)=< Y(@s—2) se[1/2,3/4],
Y'(2s—1) se[1/2,1], Y'(4s—3) se[3/4,1]

Una homotopia de ¢ en ¢’ es la dada por

Y(lﬁt) O<S<%’
H(s,t) =< Y (4s—1—1) %Ssg%,
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t ¥ /r‘/x‘

Tanto los rangos en los que se mueve s como los términos en los que evaluar ¥, ¥ y 7" se
obtienen utilizando la Ecuacién (11.1) de modo andlogo a como hemos hecho para el elemento
neutro. u

m Observacion 11.2 La homotopia presentada para el elemento opuesto no puede consistir en:
para cada instante ¢ recorrer todo ¥, esperar en xo y después volver con !, pues no se puede hacer
de forma continua cuando ¢ converge a 0.

m Ejemplo 11.1 El grupo fundamental de cualquier convexo C de R" con punto base p € C es
trivial, es decir 71 (C, p) = {[c,]}. En particular 7; (R", p) = {[c,]}. En efecto, dos caminos &,7
ambos con punto inicial xy y punto final x; son automaticamente homdtopos mediante la homotopia
de caminos

H(t,s)=t-0(s)+(1—1)-1(s) €C
En particular, todo lazo y basado en p es hométopo al lazo constante igual a p.

Notemos en el ejemplo anterior que los grupos fundamentales en los distintos puntos p € C son
isomorfos y recordemos que los convexos son en particular conexos por caminos. Veamos que de
manera general, los grupos fundamentales para todos los puntos de una misma componente conexa
por caminos de un espacio topoldgico son isomorfos. Mds precisamente, se satisface el siguiente
resultado:

Sea X un espacio topoldgico y sean xp,x; € X dos puntos para los que existe
un camino « : [0, 1] — X que va de xq en x;. La aplicacién a* : m; (X, x9) — 7 (X,x;) dada por

V= [a] ™[V [a) = [a " *yxa]
es un isomorfismo de grupos.

Demostracion. Que la aplicacion a* estd bien definida y es inyectiva se sigue de nuevo por la
proposicion 11.1.2. Que o* es homomorfismo de grupos se tiene por definicién y es un ejercicio
directo comprobar que la inversa viene dada por (a*)~! = (a~!)*, donde ! es el camino inverso
ada. |

Cuando X es un espacio topoldgico conexo por caminos, muchas veces hablaremos directamente
de su grupo fundamental 7; (X) sin especificar el punto base (aunque esto suponga un abuso del
lenguaje).

Terminamos esta seccién comprobando las propiedades functoriales establecidas anteriormente.
Sea f: (X,x9) — (Y,y0) una aplicacién continua entre espacios topolGgicos con punto base; esta
notacién siempre indicard que f(xg) = yo. Nétese que si ¥y ¥ son dos caminos en X hométopos,
también son hométopos los caminos foyy foy enY;en efecto, si F es una homotopia de caminos
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de yen ¥, entonces f o F es una homotopia de caminos de foyen fo7y. Asi, estd bien definida la
aplicacion entre grupos fundamentales f : 7 (X,x0) — 71 (Y,y0) dada por

S =[f ol

La prueba de la siguiente proposicién se sigue sin dificultad y se deja como ejercicio.

Se tienen las siguientes propiedades:
1. Laaplicacién f* es un homomorfismo de grupos.
2. Si f es la identidad topoldgica en (X, xp), entonces f; es la aplicacion identidad en 7y (X, xo).
3. Sig: (Y,y0) = (Z,z0) es otra aplicacién continua, entonces (go f). = g+ o fs.

Grupo fundamental de la circunferencia

El primer ejemplo de espacio topoldgico con grupo fundamental no trivial es la circunferencia
S!. Dedicamos esta seccién a probar que 7 (S') es isomorfo a Z. De alguna manera, esto significa
que la clase de homotopia de un lazo solamente depende de el nimero de veces que éste “gira”
(winding number).

Consideremos S' ¢ R? ~ C la circunferencia unidad con la estructura de grupo inducida por el
producto de niimeros complejos. Ya hemos introducido anteriormente la aplicacion exponencial
exp: R — S! dada por
— elm’r

exp(r) = cos(2nr) +isin(27mr).

que sabemos que es continua y abierta. Si consideramos R como grupo aditivo, tenemos que ademds
exp es un homomorfismo de grupos.
Recubramos S! con los abiertos U; = S'\ {1} y U, = S'\ {1}. Tenemos que

exp {(U)) = U V5, exp Y(Us) = U sz,
keZ keZ
donde V}! = (k—1/2,k+1/2) y V? = (k,k+1). Notemos las siguientes propiedades:

» Dado i = 1,2, las componentes conexas de exp~! (U;) C R son los V/, para cada k € Z.

» La aplicacion ¢} : Vi — U; dada por ] (r) = exp(r) es un homeomorfismo (pues es continua,
abierta y biyectiva)

= Se tiene que exp(r) = exp(r’) si y solamente si r — ' € Z. Dicho de otro modo, el niicleo
(que tiene sentido por ser homomorfismo de grupos) de exp : R — S es ker(exp) = Z.

m Observacion 11.3 Es recomendable y resulta de utilidad tener en mente la siguiente representa-
cién de la aplicacién exponencial exp. Sea f : R — R la aplicacién continua dada por

f(r) = (cos2mr,sin2mr,27r)
Tenemos que f es un homeomorfismo en su imagen 7 = f(R), que es una hélice circular. Ahora,
tenemos que exp = pr. |z o f.

Ahora presentamos los resultados de levantamiento inico de caminos y homotopias, que son clave
para concluir que el grupo fundamental de S! es isomorfo a Z.

— Levantamiento Gnico de caminos. Sean ¢ un camino en S' con punto inicial
X0 y sea rop € R un punto tal que exp(ry) = xo. Existe un dnico camino 6 en R con 6(0) = ry tal
que expoo’ = o.

m Observacion 11.4 Con las notaciones en la observacion 11.3, el levantamiento ¢’ de un camino
o en S! se entiende ahora como el levantamiento ¢, de ¢ a la hélice . empezando en un punto
yo € S tal que pr(yy) = xo. Més precisamente

Oy =f00, prz|%(6%)26.
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— Levantamiento Gnico de homotopias. Sean oy, o7 dos caminos en S' con punto
inicial xo y punto final x; y supongamos que existe una homotopia de caminos H : [0, 1] x [0,1] — S!
llevando oy en 07. Sean &y y G los respectivos levantados de oy y 07, ambos partiendo de un punto
ro € exp~ ! (xo). Entonces, existe una tnica homotopia de caminos H : [0,1] x [0,1] — R llevando
6p en 67 y cumpliendo que
expoH =H.

Antes de probar estos lemas, veamos como concluir nuestro resultado a partir de ellos. Para
hacerlo, observamos lo siguiente:

= El punto final del levantado de un camino, depende solamente de la clase de homotopia
del camino. De manera mds precisa, sean &, 7 : [0,1] — S' dos caminos hométopos que
empiezan en xo y sean 6,7 : [0, 1] — R sus respectivos levantados empezando en ry. Como
consecuencia del levantado de homotopias sabemos que &, 7 son también caminos hométopos
y en particular tenemos que 6(1) = 7(1).

= Los levantados de los caminos en S' que terminan en 1 tienen como punto final un entero.
Esto es, dado un camino o : [0,1] — S! con punto final 1 y su levantado 6 : [0,1] — R
empezando en ry, sabemos que exp(6(1)) = 1, pero esto ocurre si y solamente si 6(1) € Z.

Consideremos xg = x; = 1 y rg = 0. La aplicacién

wom(Sh1) =2z, ¥(y)=71)

estd bien definida gracias a las observaciones anteriores. Veamos que es un isomorfismo de grupos.
» Homomorfismo: Sean [y1],[1,] dos clases de equivalencia de lazos en 71 (S', 1) y escribamos
n=%(1), m=%(1). Queremos ver que

nxn(l)=n+m.

Consideremos el camino $»(s) = f»(s) + n y sea & = #; * §». Tenemos que o(0) =0y que
expo a =7 * . Como consecuencia de la unicidad del levantamiento de caminos, tenemos
que o = 7, % 5. Ahora o/(1) = n+m.

» Sobreyectiva: Dado un entero n € Z consideramos el camino ¥ en R dado por ¥(s) = ns. Sea
y=-expo7:[0,1] — S'. Por definicién, tenemos que 7 = 7y por tanto ¥([y]) = ¥(1) =

= Inyectiva: Sean ;, 7, dos lazos en S! tales que 7 (1) = f»(1). Queremos probar que [y;] = [}/2}.
Sabemos que dos caminos en R con el mismo punto inicial y punto final son hométopos, asi,
hay una homotopia H entre ; y ». La composiciéon H = exp o H proporciona una homotopia

entre 1 y v».

Para probar los resultados de levantamiento dnico de caminos y homotopias, se requiere el
siguiente resultado relativo a la compacidad en espacios métricos. Presentamos la demostracion
que aparece en el libro de Willard.

— Numero de Lebesgue. Sea X un espacio métrico compacto, y sea %/ un
recubrimiento de X por abiertos. Entonces, existe (%) > 0, llamado niimero de Lebesgue de U ,
de forma que para todo A C X con diam(A) < 6(% ), hay algin U € % tal que A C U (El valor
diam(A) es el supremo de todas las distancias entre puntos en A y se llama didmetro de A).

Demostracion. Supongamos que no existe tal valor 6 = 6(% ). En particular, tenemos que para
todo n € N existe un conjunto A, con diam(A,) < 1/n, tal que A, ¢ U para ningin U € % .
Tomemos x, € A, para cada n € Z y consideremos la sucesion (x,),cny. Como X es compacto y
2-numerable, es secuencialmente compacto, por tanto, existe al menos un punto x de acumulacién
de (x;)nen. Ahora x € U para algin U € % . Tomemos € > 0 para el cual B(x;€) C U y sea j
suficientemente grande tal que 1/ < £/2. Como x es un punto de acumulacion de (x,),ecn, existe
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k > j tal que x; € B(x;€/2). Veamos que Ay C B(x;€) C U, lo que nos da una contradiccion.
Tomemos y € Ay y veamos que d(x,y) < €. Notemos que

diam(Ay) < 1/k<1/j < €/2,

asi d(xg,y) < €/2. Por la desigualdad triangular, tenemos que d(x,y) < d(x,x;) +d(x,y) < €,
como queriamos. |

Demostracién del lema 11.2.1. El conjunto {6~ (U;),0~!(U,)} es un recubrimiento del compac-
to [0, 1]. Por la existencia del nimero de Lebesgue, existe N > 0 suficientemente grande tal que
dado cualquier intervalo I, de la forma

Iy =[(¢=1)/N,t/N],

paraf=1,...,N,existe iy € {1,2} tal que I, C 6~ 1(U;,).
Para cada ¢ = 1,...,N vamos a probar, por induccion finita, que existe un tnico “camino’
67 : Jy — R cumpliendo las propiedades

>

6[(0) =rg, €Xpo 5( = Oy,

donde Jy =L ULU---Ul; =[0,¢/N] y o; = ©|;,. El camino & buscado serd, precisamente, el
camino Oy.

Hagamos la prueba para el caso £ = 1. Tenemos que J; =I; C 6! (Ui, ). Asi, existe un tnico
camino oy : I; — U;, que hace conmutativo el diagrama

Consideremos ahora el dnico indice & tal que rg € Vki: Cexp '(Uj,) y recordemos el homeomor-

fismo ¢,' : V' — Uj,. El “camino” &; definido por la composicién
k1 ki 1

(il -1

/ .
o (3 i

I U;,

ijc 1
Vi R
satisface las propiedades requeridas. Veamos ahora la unicidad. Supongamos que 7 : [; — R es
otro “camino” levantando o7. Por hipétesis, para cualquier valor s € I;, tenemos que

e27ri61 () — eZﬂ:irl (s)

y esto ocurre si y solamente si G (s) — 7 (s) € Z. Ahora, como Vkll1 es una componente conexa de
exp~ ! (U;, ), entonces Im&y,Imt; C Vk’Il En particular lo estdn &1 (s) y 71 (s). De lo que se sigue que
G1(s) — 71(s) = 0 necesariamente, para cualquier s € I;. Es decir, los caminos 67 y 7 son iguales.

Dado ¢ > 2, supongamos probada la existencia de un unico “camino” 6y_ : Jy_; — R levantan-
do oy desde ry. Seary—y = 6y_1({ —1/N) = 64({ — 1/N) y consideremos (misma prueba que para
el caso £ = 1) el tinico camino & : I[; — R cumpliendo que 6;(¢{ —1/N) =r;_; y expo 6, = O|y,.
Ahora definimos 6, como

~ oy Gia(s) s€di,
Gé(s)_{ 6[(5‘) sel,

y la unicidad se sigue al tenerla en los dos trozos con los que hemos definido &;. |
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Demostracion del lema 11.2.2. Vamos a definir primero H en los bordes izquierdo L = {0} x [0, 1]
e inferior B = [0, 1] x {0} del cuadrado. Establecemos

FI‘LE}’(), FI‘BEéo. (112)

El conjunto {H '(Uy),H '(U,)} es un recubrimiento del compacto [0,1] x [0,1]. Usando el
teorema del nimero de Lebesgue y con las notaciones en la demostracién anterior, existe N > 0
suficientemente grande tal que para cada

Cnm = In X Ima

existe iy, € {1,2} cumpliendo C,,, C H1(U;, ).
Ordenamos lexicograficamente el conjunto de indices A = [1,N]> NZ? y para cada (n,m) € A
escribimos
Am= |J GCjUBUL=A,UCu,
(i,j)<(n,m)
donde * denota (si existe) el elemento anterior a (n,m); si no, es decir, cuando n = m = 1, conveni-

mos que x es solamente un simbolo y que A, = BU L. Veamos que para cada (n,m) € A existe una
tinica aplicacién continua H,,,, : A, — R cumpliendo las propiedades siguientes:

Hnm|L =ro, Hnm’B = 607 eXpOI_Inm - Hnm7

donde H,,, = H|4,,. La homotopia H buscada ser4, precisamente Hyn.
Sea (n,m) € A 'y supongamos definido H,. Construyamos H,,, : C,n — R que levante H|c,, y
veamos que es Unica. Escribamos

Bun =1I, x {m/N}, Lyn={n/N} x1,

Y Eun = Bun U Lyy,. Establecemos Hy g, = Hi|g,,. Sabemos que H,(E,,) es conexo y que
(expoH,)(Eun) = H(Eum) C H(Cyp) C U, . Asi, existe un tnico ndice k, tal que

H,(Eyn) C V™.

Escribimos por simplificar i = i, k = kpy,. Definimos H,, = 1;0 (¢Ii)*1 oH,, de acuerdo con el
diagrama

Sl
HVJ
H' iy—1 . .
Con L, W yic v g

Si existiera otro levantado £, de H|c, se deberia cumplir que la diferencia H,,,,(s,t) — E,u(s,t) € Z,
para cualquier (s,7) € C,y,. Puesto que C,, es conexo y que V; es una componente conexa de
H~'(U;), tenemos necesariamente

ImI-AI,,m7 Im#£,, C Vki

A

y por tanto H,,,,(s,t) = Fy,(s,t), para cualquier (s,z) € C,,. Ahora, basta tomar

~ [ H(s) se€A,,
Hnm(s) - { ﬂnm(s) s € Cnm,

y la unicidad se sigue al tenerla en los dos trozos con los que hemos definido H,,,.
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Nos queda comprobar que H es una homotopia. Ya sabemos que

H(0,5) = 6o(s), H(t,0)=ro, Vs,t € [0,1]

y es una mera comprobacién ver que, por construccién H(0,s) = &(s), para todo s € [0,1].
Finalmente, sea D = {1} x [0, 1]. Sabemos que H (D) es conexo y que

exp(H(D)) = H(D) = {x}.

Puesto que el espacio exp ' (x;) es discreto, concluimos que H (D) debe reducirse a un solo
punto. |

m Observacion 11.5 En el libro de Greenberg y Harper encontramos una prueba simultdnea de
estos lemas apelando a la continuidad uniforme (que solo tiene cabida para espacios métricos).
Damos esta prueba mds constructiva, pues se puede adaptar sin ninguna dificultad adicional al
caso de considerar un revestimiento p : (E,po) — (X,x9) de un espacio topoldgico con punto
seleccionado arbitrario. Entraremos en los detalles del estudio de los revestimientos en el préoximo
capitulo.

Terminamos esta seccion con un resultado importante donde se usa el conocimiento del grupo
fundamental de la circunferencia.

— Teorema del punto fijo de Brouwer. Sea D C R? el disco centrado en
(0,0) y de radio uno. Toda aplicacién continua f : D — ID tiene un punto fijo, es decir, existe p € D

tal que f(p) = p.

Demostracion. Supongamos que f(p) # p, para todo p € D'y definamos r : D — S! como sigue:
dado p € D, consideramos la semirecta que parte de f(p) y pasa por p y tomamos r(p) siendo
el dnico punto de dicha semirecta que corta a S'. Analiticamente tenemos que r(p) es la dnica
solucién de la forma

r(p)=f(p)+A(p)(p—f(p)), A(p)>0

satisfaciendo la ecuacién de segundo grado ||7(p)||? = 1. Esto proporciona una aplicacién continua

que ademds es un retracto de D en S', lo cual no es posible. En efecto, tendriamos que
(roi)s =rvoix =idg (g1,

donde i : S' — D es la inclusién, pero sabemos que i, debe ser constante igual a 1 puesto que
m (]D)) = {1} [ |

Homotopia de aplicaciones. Espacios homotépicamente equivalentes

En esta seccidn extendemos la idea de homotopia de caminos a aplicaciones continuas arbitrarias
entre espacios topoldgicos. El objetivo principal es probar que dos espacios homotdpicamente
equivalentes tienen grupos fundamentales isomorfos.

Cuando sustituimos el intervalo [0, 1] por un espacio topoldgico arbitrario, la idea de fijar
los puntos inicial y final de los caminos se sustituye por fijar los valores de las funciones en un
subconjunto dado del espacio topolégico de partida.

Sean f,g: X — Y dos aplicaciones continuas que toman los mismos valores en los elementos
de un subconjunto A C X (puede ser vacio). Una homotopia de f en g relativa a A es cualquier
aplicacién continua

F:Xx[0,1] >Y
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cumpliendo que F(x,0) = f(x), que F(x,1) = g(x), para todo x € X y que
F(a,t) = f(a) =g(a), YaecA,te]0,1].

Cuando A = @ decimos simplemente que F es una homotopia de f en g.

De nuevo, utilizaremos la notacién f ~4 g para indicar que existe una homotopia relativa a A
de f en g, y cuando A = 0, escribiremos simplemente f ~ g. La misma prueba que para el caso de
caminos se adapta para ver que la relacién ~4 es de equivalencia. Entonces, tiene sentido hablar de
clases de homotopia relativa a A de aplicaciones continuas de X en Y.

m Observacion 11.6 Notese que siA’ CAy f ~y g, entonces f ~y g.

m Ejemplo 11.2 SeaY C R" y sean f,g: X — Y dos aplicaciones continuas tales que para todo
x € X el segmento de R" que une f(x) con g(x) estd contenido en Y. Entonces f ~4 g, donde

A={xeX: f(x)=g(x)}

De hecho, la homotopia F : [0,1] x X — Y viene dada por

F(t,x)=(1—1)f(x)+1g(x).

En particular tenemos que:

= SiY C R" es convexo, dos aplicaciones continuas cualesquiera f,g : X — Y son hométopas
relativamente al conjunto A = {x € X : f(x) = g(x)}.

= Un conjunto £ C R” se dice que es un conjunto estrellado si existe eg € E tal que para todo
e € E el segmento que une e con e estd integramente contenido en E. Escribiremos (E, ep)
para indicar quién es el punto con la propiedad anterior. Si (E,eg) es un conjunto estrellado,
dos aplicaciones cualesquiera f,g : X — E son homoétopas, pues ambas se pueden hacer
hométopas a la aplicacién constante c,,.

m Ejercicio 11.1 Sean f1,g1: X =Yy f2,82:Y — Z aplicaciones continuas. SeaA C X,BCY
tales que f1(A) = g1(A) C B. Prueba que si f] ~4 g1y f2 ~p g2, entonces f» 0 fi ~4 g20g].

Definicion 11.3.1 Una aplicacién continua f : X — Y es equivalencia homotdpica si existe
g:Y —>Xtalque gof ~1Idxyy fog~ Idy. Dos espacios X e Y se dicen homotopicamente
equivalentes o que tienen el mismo tipo de homotopia si existe una equivalencia homotdpica
entre ellos. Usaremos la notaciéon X ~ Y.

m Observacion 11.7 Es una observacién inmediata que dos espacios homeomorfos son homotdpi-
camente equivalentes.

La relacién binaria entre espacios topoldgicos dada por tener el mismo tipo de
homotopia es de equivalencia.

Demostracion. Las propiedades simétrica y reflexiva son claras. Para probar la propiedad transitiva,
supongamos que X =Y, Y ~Zysean fi : X =Y, g1:Y =X, L:Y = Zygy:Z—Y aplicaciones
continuas cumpliendo que

fiogi~1dy, giofi~Idx, froga~1Idz, grofo~Idy

Entonces se cumple X ~ Z mediante las equivalencia homotdpicas fro f] : X = Z, g10g: Z — X,
pues gracias al ejercicio 11.1, tenemos que

(faofi)o(giog2) = fro(fiogi)oga~ faoldyogy ~1dy

y de la misma manera (gj 0 g2) o (fj o f2) ~ Idy. |
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El siguiente resultado establece la relacion entre aplicaciones hométopas y sus homomorfismos
de grupos fundamentales asociados.

Sean f,g: X — Y dos aplicaciones hométopas mediante una homotopia
F:[0,1]xX —Y de feng. Sean xo € X, yo = f(x0), ¥ = &(*0). Los homomorfismos inducidos
foim(X,x0) = m(Y,y0) y &« : T (X,x0) — w1 (Y,y;) estdn relacionados de la siguiente manera:
f* = (X* © g*a
donde & (r) = F(xo,t). En particular f, es isomorfismo si y solo si g lo es.
Para la prueba de la proposicién 11.3.2 resulta titil el siguiente lema.

— Lema del cuadrado. Sea F' : I x [ — X una aplicacién continua y consideremos
los caminos en X dados por

o(t)=F(0,1), PB(t)=F(1,t), v(s)=F(s,0), 8(s)=F(s1)
Tenemos que & ~o 1} &' *y* .
1

Demostracion. La homotopia de caminos entre o+ *¥* 8 y 0 se obtiene como “yuxtaposicién”
de aplicaciones continuas E,F,G : I x I — X y queda como ejercicio formalizar su expresion.

Ro S Ay
E F
N}
X ¢ x
[{CH) p)
=<~ ¥ G
La imagen anterior responde al funcionamiento de la homotopia buscada. |

m Ejercicio 11.2 Sea y:[0,1] — X un lazo en X basado en un punto xy € X. Entonces 7 es
hométopo al lazo constante ¢y, si y solamente si existe una aplicacion continua f : D — X tal que
F(7) =7(1).

El ejercio anterior nos proporciona otra manera de demostrar el lema del cuadrado: sean
¢:D—[-1,1]x[-1,1]yr:[—1,1] x[-1,1] = [0, 1] x [0,1] las aplicaciones

Vur+1? a 1b 1

=— tlab)==z4+=,-+=

Py = ey ) @) (2*2’2*2)

y sea gz/4 : D — D un giro de dngulo 7/4. Entonces, la aplicacion continua
f:Foto(pog,r/4 :D— X,
cumple que f(e*™) = (B~ xy ' xax5)(¢).
Demostracion de la proposicion 11.3.2. Tenemos que « : [0,1] — Y es un camino de yg en y; y

por tanto sabemos que a* : m (Y, yo) — i (Y,y;) es un isomorfismo de grupos. Sea [y] € (X, xo).
Tenemos que:

o (f(IM) =[a "« (foy)*al, g(N)=[a""*yxa]
Asi, lo que queremos probar es que
o s (foy)ra~piy g0,

pero esto se sigue de aplicar el lema del cuadrado a la aplicacién continua H : [0,1] x [0,1] =Y
dada por H (s,t) = F(y(s),t). [
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Un espacio topoldgico X es homotépicamente equivalente a un punto si y
solamente si la identidad en X es hométopa a una aplicacién constante ¢, : X — X dada por
cp(x) = p, paratodo x € X.

Demostracion. Supongamos que la identidad Idy es homoétopa la aplicacion constante ¢,. Entonces
las aplicaciones
C~P:X_>{p}7x'_>pa lp:{p}‘—>X,pl—>p
proporcionan una equivalencia homotdpica entre X y {p}.
Reciprocamente, si X es homotGpicamente equivalente a un punto {g} (que puede estar en X o
no), existen equivalencias homotopicas

f:X—={q}, g:{q} X

Ahora, la dnica posibilidad para f es que sea la aplicacion constante ¢, : X — {q}. Asi, la compo-
sicién go f : X — X es igual a la aplicacion constante de valor g(g) y estamos pidiendo que sea
hométopa a la identidad Idy. u

Definicion 11.3.2 Un espacio X se dice contrdctil si se cumplen las dos condiciones equivalen-
tes de la proposicién 11.3.4.

m Ejemplo 11.3 Los conjunto estrellados (E,ep) de R” son contréctiles. En efecto, ya hemos
probado que cualquier aplicacién con llegada en E es hométopa a la aplicacion constante ¢, en
particular la identidad idg.

Definicién 11.3.3 Un espacio topoldgico es simplemente conexo si €s conexo por caminos y
tiene grupo fundamental trivial.

Todo espacio contrictil es simplemente conexo.

Demostracion. Sea F : X x [0, 1] — X una homotopia entre Idy y la aplicacién constante ¢, : X — X
de valor p. Dado cualquier otro punto g € X, conectamos ¢ con p mediante el camino ¢, : [0,1] — X
dado por
aq(t) - F(Q7t)7
asf que X es conexo por caminos. Veamos ahora que 7, (X,q) = {[c,|}, donde denotamos por ¢, el
lazo constante en g. Por la proposicién 11.3.2 sabemos que
a0 (Cp):m(X,q) = m(X,q)

es la identidad, y por tanto (&, ). es un isomorfismo. Por otro lado, observamos que

(@)«([1]) =lcpl, Y[V € m(X,q),

donde ¢, denota el lazo constante en p, asi que hay una tnica posibilidad para [y], como querfamos
probar. |
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Si (X,x0) e (Y,yo) son espacios homotdpicamente equivalentes mediante la
equivalencia homot6pica f : X — Y, entonces el homomorfismo f, : 7 (X,x0) — 7 (Y,y0) es un
isomorfismo de grupos.

Demostracion. Por hipétesis existe g : ¥ — X tal que

gof~Idy, fog~Idy.

Sean F : X x [0,1] — X una homotopia de go fenIdxy y G :Y x [0,1] — Y una homotopia de fog
en Idy. Consideramos los caminos o : [0,1] — X y 8 : [0,1] — Y dados por

o(t) = F(xo,1),  B(t) = Glyo,1)-

En vista de la proposicion 11.3.2 tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

7 (X x0) —> (Y, £(x0)) —> m (X, g(f(x0))) (11.3)

>~ =

De aqui deducimos que f, es inyectiva y que g* es sobreyectiva. Si supiésemos que g, también es
inyectiva, es decir, que g. es un isomorfismo, tendrfamos automdticamente que f, = (g.) ' o (a*)~!
es un isomorfismo. Pero para ver que g* es también inyectiva, basta considerar este otro diagrama
conmutativo

71 (Y. y0) — = 1 (X, g(00)) — L= m (7. £(800)) (11.4)

[ R

/5] (Y7y0)

donde hemos escrito f. para denotar la aplicacién inducida por f con punto marcado g(yo), ya que
no es la misma que f;. |

Finalizamos esta seccién dando una version especial del teorema de Van-Kampen que permite
calcular el grupo fundamental de la esfera S” con n > 2. Las esferas de dimensién n > 2 son
ejemplos de espacios simplemente conexos pero no contrictiles.

— Una version especial de Van-Kampen. Sea X un espacio topolégico y
supongamos que se puede escribir como unién de dos abiertos Uy, U, que son simplemente conexos
y cuya interseccion U; NU, es conexa por caminos. Entonces X es simplemente conexo.

Demostracion. Como X es unidn de espacios conexos por caminos con interseccién no vacia, es
conexo por caminos. Veamos ahora que dado p € U; NU,, el grupo fundamental 7; (X, p) es trivial.
Consideremos un lazo

Y:[0,1] = X

tal que 7(0) = y(1) = p. Tenemos que {y ' (U;),y ' (U>)} es un recubrimiento por abiertos del
intervalo [0, 1]. Por la existencia del nimero de Lebesgue, hay un n > 0 suficientemente grande tal
que dado cualquier intervalo /; de la forma

I=[(—1)/nt/n], C=1,... n,
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existe iy € {1,2} tal que I, C Y~ (U;,); es decir, tal que y(I;) C U;,. Vamos a suponer, para simplificar
los argumentos que iy # iy 1, paratodo £ =1,2,--- ,n— 1. Si esto no fuese asi, fusionariamos los
intervalos Iy e Iy, y todo el argumento que sigue funcionaria igual.

Para cada ¢ = 1,2,...,n, consideremos el camino oy : [0, 1] — X dado por

oy(t) =y((t+£—1)/n).
Se tiene que Imoy C Uj, y, gracias a la suposicion anterior, también que
oy(1) = oy11(0) € Uy NU;.

Es directo comprobar que ¥ ~ 0 * Ol * - - - % Q.

Puesto que U; NU, es conexa por caminos, para cada indice £ = 1,2,...,n— 1, podemos elegir
un camino fy en U; NU, conectando los puntos x y xp = oy(1). Por construccién, tenemos que
o * Bfl es un lazo en U;,, que f3,_1 0 o, es un lazo en U;, y que para cada £ =2,...,n— 1, los
lazos

Bo—1x oy

estdn contenidos en U;,. Como consecuencia, todos ellos son hométopos al lazo ¢y, constante en xj.
Ahora, tenemos que

[v) = [ou By '] [Brxons By '] [Buax Ot % B, ] [Bamt 0 0] = [,
como querfamos ver. |

S" con n > 2 es simplemente conexa. Basta considerar como abiertos U; y Us los
complementarios de los casquetes polares. Tanto U; como U, son homeomorfos a un disco abierto
en R” mediante la proyeccién estereogréfica y por tanto homeomorfos a R"” que es simplemente
conexo. Ademds, su interseccién U; N U, es homeomorfa a un cilindro S x R, que es conexo por
caminos (pues es producto de conexos por caminos).

m Observacion 11.8 ;0JO! NO es vilido para justificar que la esfera es simplemente conexa
el siguiente argumento: Hay un punto de S” que no estd en la imagen de nuestro lazo, por tanto
podemos trabajar como si nuestro lazo fuese de R” mediante la proyeccion estereogréfica y usar
que R" es simplemente conexo. Esto pasa porque jhay lazos que llenan todo el espacio! (véase la
curva de Peano).

Retractos y retractos por deformacion

Dedicamos esta ultima seccién a introducir los retractos y los retractos por deformacion. La
idea de retraccion sugiere “colapsar” un espacio en todo un subespacio, la idea de retracto por
deformacién incluye ademads el hecho de hacerlo de manera continua. Por ejemplo, una aplicacién
constante siempre es un retracto, pero solo lo es por deformacion si el espacio es contrictil.

Recordemos la definicion de retracto que ya conocemos.

Definicion 11.4.1 Sea X un espacio topoldgico y A C X. Decimos que A es un retracto de X si
existe una aplicacién continua r : X — A llamada retraccion tal que ro1 es la identidad en A,
donde 1 : A — X es la inclusién.

A nivel de grupos fundamentales, dado ag € A, tenemos que (rot), es la identidad en 7 (A, a)
y como consecuencia 1, es inyectiva y r, es sobreyectiva. Que 1, sea inyectiva se puede leer muy
grosso modo como “‘el espacio pequefio no puede tener més topologia (desde el punto de vista
homotdpico) que el grande”. Por ejemplo, como ya sabemos, la circunferencia S' no es un retracto
del disco .
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Definicion 11.4.2 Sea X un espacio topoldgico y A C X. Decimos que A es un retracto por
deformacion de X si existe una retraccion r : X — A cumpliendo ademds que 1 o r es hométopa a
la identidad en X, donde 1 : A — X es la inclusién; en este caso decimos que r es una retraccion
por deformacion. Si ademds la homotopia t or ~ Idy es relativa a A, decimos que A es un
retracto por deformacion fuerte de X y que r es una retraccion por deformacion fuerte.

Observamos que, por definicién un retracto por deformacién es una equivalencia homotépica. Asi,
si A es un retracto por deformacién de X, ambos tienen grupos fundamentales isomorfos (en un
punto ag € A dado).
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En este capitulo damos una breve introduccién a los espacios recubridores, que son una herra-
mienta muy potente para calcular grupos fundamentales. En el capitulo anterior, para determinar el
grupo fundamental de la circunferencia, trabajamos con la aplicacién exponencial exp : R — S!
dada por exp(t) = e?™; éste es un primer ejemplo de aplicacién recubridora.

Revestimientos. Conceptos generales

Consideremos una aplicacién continua 7 : £ — X entre espacios topoldgicos. Un abierto no
vacio U de X esté bien cubierto (evenly covered) por T si su imagen inversa 7~ ! (U) admite una
descomposicién de la forma

n'(U) = Ujes Vi

con J # 0, de modo que se cumple:
i) Los V; son abiertos de E que llamaremos hojas de U por T.
i) ViNnVy =0,sij # j.
iii) La aplicacién ¢; : V; — U dada por ¢;(e) = m(e) es un homeomorfismo.
Definicion 12.1.1 Una aplicacién continua 7 : E — X se dice que es un revestimiento, cubierta,
espacio recubridor o aplicacion recubridora de X si cumple las dos propiedades siguientes:
1. La aplicacién 7 es suprayectiva.
2. Existe un recubrimiento de X formado por abiertos bien cubiertos por 7.
El espacio E recibird el nombre de espacio total de la cubierta y el espacio X el de espacio base
de la cubierta.

Definicion 12.1.2 Sea 7 : E — X una aplicacién recubridora. Dado un punto x € X, llamamos
fibra F, de x al conjunto F, = 7~ ' (x) C E.

Definicion 12.1.3 Una aplicacion recubridora & : E — X es universal si E es simplemente
conexo y localmente conexo por caminos.
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m Observacion 12.1 Sea 7 : E — X una cubierta. Las siguientes observaciones se dejan como
ejercicio para el lector:
a) Si U estd bien cubierto y U’ C U, entonces U’ estd bien cubierto. Como consecuencia, hay
una base de X formada por abiertos bien cubiertos.
b) Paratodo x € X, el espacio 7! (x) C E es discreto.
¢) 7w es un homeomorfismo local, es decir, para todo e € E existe un abierto V > e tal que (V)
es abierto y V = (V) es un homeomorfismo.
d) 7 es sobreyectiva continua y abierta. En particular X tiene la topologia cociente de E.

m Ejercicio 12.1 Sea 7w : E — X una cubierta. Entonces E es localmente conexo por caminos si y
solosiloes X.

m Notacién 12.1 Sea 7 : E — X un espacio recubridor, U un abierto bien cubierto y V una hoja
de U, escribiremos myy : V — U para indicar el homeomorfismo “restriccion” de w a V (véase
condiciodn iii) arriba).
m Ejemplo 12.1 Algunos ejemplos basicos de aplicaciones recubridoras son:

» La aplicacién exp : R — S! dada por ¢ — exp 27it.

» La “superficie del logaritmo” C — C\ {0} dada por z — exp(z).

= La aplicacién de cociente S? — }P’%R obtenida al identificar los puntos antipodales de S?.

Levantamientos

Los resultados de levantamientos en los espacios recubridores permiten conectar con la teoria
de homotopia y grupos fundamentales, como ya vimos al hacer el célculo del grupo fundamental
de la circunferencia.

Como venimos haciendo habitualmente, escribiremos (X, x() para indicar que hemos sefialado
el punto xp € X y cuando escribamos f : (X,xo) — (¥, yo) significard que f es una aplicacién de X
en Y cumpliendo que f(xp) = yo.

Definiciéon 12.2.1 Seaw: (E,ep) — (X,xo) una aplicacién recubridoray sea f: (¥,yo) — (X,x0)
una aplicacion continua cualquiera. Un levantamiento de f por 7 es una aplicacién continua
f (Y, y0) = (E,eo) tal que wo f' = f.

Sean: (E,ep) — (X,xo) una aplicacién recubridora y sea f : (¥,yo) — (X,xo)
una aplicacion continua. Si Y es un espacio conexo, el levantamiento de f si existe es tinico.

Demostracion. Supongamos que [, f” : (Y,y0) — (E,ep) son dos levantamientos de f. Veamos
que el conjunto
A={yer:fy)=r"0}
es simultaneamente abierto y cerrado. Como yg € A, pues f(yo) = f”(yo) = eo, concluiremos que
A =Y y por tanto f' = f”.
Dado un punto y € Y, consideramos un abierto bien cubierto U > f(y) y llamamos V' y V" a las
hojas de U que contienen f'(y) y f”(y), respectivamente. Consideremos el entorno de y dado por

W=()"' v v,
Siy € A, veamos que W C A. Escribamos V =V’ =V". Dado z € W tenemos que
myy (f'(2)) = 7(f'(2) = f(2) = 7(f"(2)) = 7oy (f"(2))

y por ser 7y un homeomorfismo, necesariamente f’(z) = f”(z), con lo que z € A. Concluimos que
A es abierto. Siy € Y \ A, tenemos que W C Y \ A y por tanto A es cerrado. En efecto /(W) C V'y
f"(W) c V", y sabemos que V'NV" = 0. [ |



12.3 Transformaciones recubridoras, cubierta universal y grupo fundamental 139

Recordemos que para el cilculo del grupo fundamental de la circunferencia S!, en los lemas
11.2.1 y 11.2.2 del capitulo anterior hemos probado el levantamiento tnico de caminos y de homo-
topfas para el revestimiento exp : R — S!. Los argumentos en dichas demostraciones se adaptan sin
ninguna dificultad a la prueba de los siguientes resultados (basta cambiar el recubrimiento {U;,U, }
de S! por un recubrimiento por abiertos bien cubiertos del espacio X).

Sea m: (E,ep) — (X,xp) una aplicacion recubridora con puntos sefialados.
Consideremos un camino ¥ : ([0,1],0) — (X,x0); es decir, tenemos que ¥ es un camino en X que
empieza en xo. Existe un levantamiento tnico

¥:([0,1],0) — (E,eo)

de 7, esto es, un camino ¥ en E que empieza en ey y tal que mo ¥y =Y.

Seam: (E,ep) — (X,x0) una aplicacién recubridora con puntos sefialados y
F:([0,1] x[0,1],(0,0)) = (X,x0) una aplicacién continua. Existe un levantamiento tinico

F:([0,1] x [0,1],(0,0)) — (E,ep)

de F, esto es, la aplicacién F cumple que F((0,0)) =egy moF =F.

Si F es una homotopia de caminos entre y; y %, entonces F' es una homotopia
de caminos entre los levantados %, y % de 1 vy 7» respectivamente, en particular, los levantados ¥ y
¥ tienen el mismo punto final.

Demostracion. Estamos suponiendo que F(s,0) = yi(s), F(s,1) = 1(s), F(0,7) = xo y también
F(1,t) =x;. Como F(-,0) es un camino empezando en e( que se proyecta en J; y el levantado de
caminos es tinico, tenemos que F (s,0) = % (s). Andlogamente F (s, 1) = (s). Del mismo modo,
tenemos que el camino constante igual a xg se levanta por un lado al camino constante igual a eg y
por otro lado a F(0, -), asi que F(0,1) = ep. Andlogamente F(1,¢) = #;(1) = j(1). [ |

Sea 7 : (E,ep) — (X,xp) una aplicacién recubridora con puntos sefialados.
Entonces, el homomorfismo de grupos 7, : m; (E,ep) — m (X, x0) es inyectivo.

Demostracion. Sea Y un lazo de E basado en eg y supongamos que 7 o Y es hométopo al lazo
constante cy,. Tenemos que ¥ levanta o ¥y que c,, levanta c,,. Como 7 o y es homoétopo al lazo
constante cy,, sus levantados son hométopos, asi que [y] = [c,,|. Por consiguiente el niicleo de 7,
es trivial. |

Si ¥ es un lazo en X basado en xj su levantado no serd en general un lazo, sino un camino
empezando en eg cuyo punto final no tiene por qué ser eg. El corollary 12.2.4 lo que si nos permite
asegurar es que este punto final, que estard en Fy,, solamente depende de la clase de homotopia de
Y. Asi que la aplicacion

qjxoznl(vao)—}Fxov [,}/}'_}’)7(1)

estd bien definida (recuérdese que en el caso de S! tenfamos que F1 = 7).

Transformaciones recubridoras, cubierta universal y grupo fundamental

Sea @ : E — X una cubierta. Una transformacion recubridora de m es todo automorfismo
¢ : E — E (es decir un homeomorfismo de E en si mismo) tal que

o =T.

Las transformaciones recubridoras forman un grupo, que denotaremos Gy, con la operacion dada
por la composicidén (ejercicio).
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m Observacion 12.2 Sea ¢ : E — E una transformacién recubridora y x € X. Nétese que si e € Fy,
entonces ¢ (e) € F,. Asi, la aplicacién @5 : F, — F inducida por ¢ en la fibra F (es decir, dada por
9x(e) = ¢(e)) es una biyeccion.

El objetivo de esta seccion es probar la siguiente afirmacion.

Sea 7 : (E,e9) — (X,xp) una cubierta universal. Entonces existe un isomorfis-
mo entre el grupo de transformaciones recubridoras G y el grupo fundamental 7; (X, x¢).

Noétese que una transformacién recubridora ¢ : E — E que envia el punto eg en e; puede verse
como un levantado de la aplicacién 7 : (E,ep) — (X,x0) a la cubierta 7w : (E,e;) — (X,xp) (la
aplicacién 7 es la misma, pero los puntos sefialados son distintos). Esta observacién junto con el
levantamiento tinico de aplicaciones establecido en la proposicion 12.2.1 nos llevan al siguiente
resultado.

Sean: (E,ep) — (X,x0) una cubierta con E conexo y sean ¢, ¢’ transformaciones
recubridoras de 7. Si ¢’(eo) = ¢(ep), entonces ¢’ = ¢.

Sea 7 : (E,ep) — (X,xp) un revestimiento universal. Vamos a asociar a cada punto e; de la
fibra F,, una transformacion recubridora ¢, : E — E cumpliendo que ¢,, (¢p) = e;. Construimos
¢, como indicamos a continuacion.

Tomamos un punto e € E y sea x = 7(e), queremos definir ¢, (¢). Como E es conexo por
caminos, podemos tomar un camino ¢ en E desde ey hasta e. Proyectemos este camino mediante
7 para obtener T = wo 0, que es un camino en X desde xo hasta x. Ahora consideramos el
levantamiento o} de T a la cubierta (E,e;) — (X,xo). Finalmente, definimos

9e, (€) = 01 (1).

La aplicacion ¢,, estd bien definida, conmuta con 7, cumple que ¢, (o) = e1,
es biyectiva y ademas es un homeomorfismo. En definitiva, la aplicacién ¢, es una transformacion
recubridora.

Demostracion. Veamos primero que dado e € E, el valor ¢, (e) estd bien definido. Para ello,
debemos comprobar que este valor no depende del camino ¢ uniendo e a e que hayamos elegido.
Supongamos que elegimos otro camino ¢’ que una ¢( y e. Como E es simplemente conexo, sabemos
que o y ¢’ son caminos hométopos. Esto implica que sus proyecciones Ty T’ son también caminos
hométopos. Por tanto, los levantamientos respectivos 6 y 6] de Ty 7' a (E,e;) — (X,x0) son
también hométopos. Asi, tenemos que o7 (1) = o;(1), como querfamos probar.

Veamos que ¢, (e9) = e;. Como sabemos que la construccion de ¢, (¢p) no depende del camino
elegido, tomamos ¢ = ¢, el camino constante que une ep consigo mismo. El camino 7 es el camino
constante ¢y, y su levantamiento a (E,e;) — (X,xo) es el camino constante 6] = c,,. Por tanto
(o]] (1 ) =e].

La conmutatividad 7o ¢, = 7 es inmediata, pues sabemos que ¢, (¢) € F;, por ser o; el
levantado de 7 (que recordemos que tiene como punto final x = 7(e)).

Probemos que ¢,, es inyectiva. Tomemos dos puntos e,e’ € E. Si e # ¢’ con w(e) # n(e),
sabemos que

n((pel (e)) = 7'[(6), 7[<¢€| (el)) = n(el)v

por tanto ¢, (¢) # @, (¢'). Supongamos pues que 7(e) = m(e’) = x y también que ¢, (¢') = @, (e).
Queremos comprobar que e = ¢/, necesariamente. Elijamos un camino o (y, por ende, también
Ty 01) para calcular ¢, (e) y otro camino ¢’ (y, por ende, también 7' y o) para calcular ¢,, (¢).
Como o7 y o] son caminos en E, que es simplemente conexo, uniendo los mismos puntos e; y
e, (€') = ¢, (e), tenemos que 0] y o] son caminos homdétopos. Por tanto lo son sus proyecciones
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Ty 7',y asi también son hométopos sus levantamientos respectivos 6y 6’ a (E,ep) — (X,x0).
Consecuentemente, se concluye que e = o(1) =0’(1) =¢.

Probemos que ¢,, es suprayectiva. Para ello vamos a hacer una construccién que, de hecho,
proporciona la aplicacién inversa a ¢, . Dado un punto ¢’ € E, elegimos un camino o] en E que
lleve e; hasta ¢’. Consideramos T = 7 o 0| su proyeccién y ¢ el levantamiento por la cubierta
(E,e0) — (X,xo) de 7. Es directo comprobar que ¢,, (¢) = ¢’, donde e = 5(1).

Veamos finalmente que la biyeccioén ¢,, es abierta y continua y por tanto un homeomorfismo.
Dados un punto cualquiera e € E y su imagen ¢ = ¢, (¢), para ver que la biyeccién ¢, es un
homeomorfismo, es suficiente probar que existen sendos sistemas fundamentales de entornos

V={Vi:iel}, V' ={V/.iel}

de e y ¢’ respectivamente, de modo que ¢, (V;) = V/, para cada i € I. Sabemos que E es localmente
conexo por caminos y por tanto (véase ejercicio 12.1) también lo es X, esto nos permite considerar
un abierto U de X conexo por caminos que contenga x = 7(e) = m(e’) y que ademds esté bien
cubierto por 7. Sabemos que el abierto 7! (U) es unién disjunta de hojas abiertas

n_l(U) = UjeJSJ"

Sean S =S, y §' =S, las hojas de U que contienen e y ¢, respectivamente y consideremos el
homeomorfismo y : § — S inducido por 7, es decir, dado por la composicién ¥ = 77,'&;, o mys.
La coleccién ¥ = {V; : i € I'} de todos los abiertos de E contenidos en S, que contienen e y son
conexos por caminos, determinan un sistema fundamental de entornos del punto e; éste es el que
vamos a elegir. Ahora consideramos ¥’ = {V/ : i € I} dado por V/ = y(V;), que es un sistema
fundamental de entornos de ¢’, por ser ¥ un homeomorfismo. Veamos que

§ 2% 9., (5)

es exactamente la aplicacién ¥ y como consecuencia V! = ¢,, (V;), con lo que habremos terminado
la demostracion. Sean o, T y 07 caminos utilizados para calcular ¢, (¢). Dado é € S, tomemos
un camino ¥; en S que una e con &. Sea T; su proyeccion por 7'y ¥ el camino en S’ dado por la

imagen de ¥z por y. Por construccién, los caminos o * ¥, O * ¥ s sirven para calcular ¢, (¢) y por
tanto

e, (€) = 01 %11 2(1) = y(e)

como queriamos probar. |

Final de la demostracion del teorema 12.3.1. Veamos que la aplicacién

[Vl = ¥(1) = 951

es un isomorfismo de grupos.
Veamos primero la inyectividad. Consideremos [11],[12] € 71 (X,x0) tales que @y (1) = P5(1)-
En particular se tiene que

71(1) = ¢3,1)(e0) = P51y (€0) = F2(1).

Por tanto %1 y %> son caminos dentro de un espacio simplemente conexo empezando ambos en eq y
terminando ambos en el mismo punto, asi que son hométopos. Como las homotopias se proyectan
en homotopias, concluimos que también ¥; y % son lazos hométopos y por ende [y] = [2].
Veamos ahora la sobreyectividad. Tomemos una transformacién recubridora ¢ : E — E y sea
e1 = @(ep). Sabemos que ¢, y ¢ toman el mismo valor en ey y por tanto son iguales gracias al
lema 12.3.2. Ahora, queda encontrar un lazo y basado en xy y cumpliendo que %, (1) = e;; para ello,
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basta escoger ¢ un camino en E desde eg hasta e; y tomar Y = 7 o ¢ su proyeccién por 7, que es
un lazo en xg. En efecto, tenemos que ¥ = o y por tanto 7(1) = o(1) = ey.

Comprobemos finalmente que la aplicaciéon es un homomorfismo de grupos, es decir, es
compatible con las operaciones de grupo. Sean [¥;],[y2] € m1(X,x0) y escribamos 13 = 7 * Y.
Queremos ver que se tiene la igualdad

¢e3 = ¢e1 © ¢627

donde e; = %1(1), e2 = %(1) y e3 = 75(1). Por el lema 12.3.2, basta probar que

€3 = ¢e3 (30) = (Pel (¢€2 (60)) = (pel (62)‘

Notemos en primer lugar que 73 = ¥, * 0>, donde o, es el levantado de 7, por el revestimiento
(E,e1) — (X,xp). Asi que 02(1) = e3. Ahora, basta notar que para hacer la construccién de ¢,, (e2)
podemos escoger el camino % entre ep y ez, que se proyecta en » y se levanta al revestimiento
(E,e1) — (X,x0) en 0p. Asi que

e, (€2) = 02(1) = e3,

como querfamos comprobar. |
m Ejemplo 12.2 El grupo fundamental del plano proyectivo real se obtiene como consecuencia del
teorema anterior como sigue. La aplicacién de cociente S*> — IP’HZQ obtenida al identificar los puntos

antipodales de S? es una cubierta universal. Asi, el grupo fundamental (en cualquiera de sus puntos)
tiene tantos puntos como la fibra del revestimiento, es decir dos. Por tanto

m (PR) ~ Z/27.

El elemento neutro se corresponde a la transformacion recubridora dada por la identidad y el otro
elemento se corresponde a la transformacion recubridora que identifica cada punto con su antipodal.
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En este tltimo capitulo daremos el enunciado y la prueba de un caso simple del cldsico teorema
de Seifert-Van Kampen.

Suma amalgamada de grupos y producto libre

Vamos a dar la definicién general de suma amalgamada de dos homomorfismos de grupos (esta
construccion a veces se llama co-producto fibrado o en inglés pushout). Cuando el dominio de los
homorfismo sea el grupo trivial, hablaremos de producto libre, y este serd el caso que nos interesa
estudiar.

Consideremos dos homomorfismos de grupos ¢; : H — G1 y ¢» : H — G, definidos en el
mismo grupo H. Una suma amalgamada de (¢, ;) es una pareja (yi, y») de homomorfismos de
grupos

1//12G1—>P, l[/z:Gz—)P

con llegada en el mismo grupo P cumpliendo la propiedad universal siguiente:

Se tiene que Wy o ¢y = Y, o ¢y y para toda pareja ( f1, f2) de homomorfismos de grupos
f1:G1 = G, fr: Gy — G cumpliendo también que fi o ¢; = f> 0 @, existe un vinico
homomorfismo de grupos f : P — G tal que f; = fo;, parai=1,2.

Es un resultado general de la teoria de categorias (que se escapa de los contenidos de este curso)
que las soluciones a un problema universal son tnicas salvo isomorfismo tnico. Asi, las sumas
amalgamadas son tnicas salvo isomorfismo tnico.

En el caso en que H = {1} sea el grupo trivial, los homomorfismos ¢; y ¢, solo pueden ser
1g — 1, ¥y 1u — 1g,; asi pues, el dato de @1, ¢, es equivalente al dato de G1,G» y la condicién
Vi o@; = Yo ¢ es automadtica (pues es la aplicacion 1y — 1p). En esta situacién, la suma
amalgamada de (¢;, ¢») se llama también en muchas ocasiones producto libre de (G1,G>). Esto es
ciertamente un poco confuso, por eso es mejor acudir en cada contexto a las definitiones y asf evitar
la ambigiiedad. Reescribimos la propiedad universal para este caso particular de suma amalgamada.
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Para todo par (f1, f2) de homomorfismos de grupos fi : Gi — G, f»: G, — G, existe
un tinico homomorfismo de grupos f : P — G tal que f; = foy;, parai=1,2.

Existencia de productos libres

En esta seccién construiremos un producto libre de dos grupos G| y G», cuyo grupo subyacente
(1a P en el apartado anterior) denotaremos mediante G * G, y cuyos elementos se llamaran palabras
reducidas.

Sea Z la uni6n disjunta de G| y G, esto es Z = ({1} x G1) U ({2} x G,). Dado un niimero
natural n > 1, llamamos palabras de longitud n con letras en Z a los elementos de Z", esto es, una
palabra p de longitud n es una n-upla

P = ((81a81)7(32382),-~-7(8n78n)> ezl’l’ & € {172}7 8i S G{:',-'

Denotemos por &,(G1,G>) el conjunto de palabras de longitud n. Ademads, postulamos que @ es
la dnica palabra de longitud cero, esto es Z%,(G1,G2) = {0} (el conjunto vacio actuara como un
cierto “elemento neutro”). El conjunto & (G, G,) de palabras con letras en Z es la unién

P(G1,G2) = Uz Zn(G1,G).

Como es una unién de conjuntos disjuntos dos a dos, la longitud de una palabra esta bien definida.
Diremos que una palabra p € £,(G1,G,) es reducida sin =0 o bien n > 1y se cumplen las
siguientes propiedades
1. g1 #¢g,parai=1,2,....n—1.
2. gi # lg,,parai=12,....n.
Denotamos por G| * Gy C Z(G1,G,) el conjunto de palabras reducidas. Veremos a continuacién
cémo dotar este conjunto de una estructura de grupo que, junto con aplicaciones Y : G; — G *x G,
y ¥ : G — Gy * G cumplird la propiedad universal del producto libre.

Procedimiento de reduccion de palabras.

Dada una palabra
P = ((817g1)7 (827g2)7 (RS (8n7gn))

de longitud n, una reduccion parcial p' de p es una palabra
p/ = ((E{agll)v (Sévglz), EER) (8;1—1 ag;—l))

obtenida de una de las dos siguiente maneras:
A) La reduccion parcial p' = Red?(p) de tipo A, asociadaa 1 <i<n—1cong =g, esla
palabra de longitud n — 1 dada por

(€0,80), 1<(<i—1
(er:8) =1 (&,8i8i+1) = (€i41,8i8i+1) L=
(€v1,8041), i+1<0<n-—1,

donde el producto g;g; 1 se realiza en el grupo G¢, = Gg,, .
B) La reduccién parcial p' = Red? (p) de tipo B, asociadaa 1 <i<ncong; = 1, es la palabra
de longitud n — 1 dada por

(8/' /): (827g5>7 lgegl_l
08 (E/erl)gwal)? l+1§€§n_17
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Dicho de otro modo, una reduccién parcial de tipo A consiste en “fundir” dos entradas consecutivas
de la palabra cuyos grupos de referencia son el mismo y una reduccién parcial de tipo B consiste en
eliminar una entrada de la palabra que sea el elemento neutro en su grupo correspondiente.

Dada una palabra p, llamamos cadena cadena de reducciones parciales de longitud N a una
sucesion finita de palabras

(P:P07P17P27-~7PN)

tal que p;;+1 es una reduccién parcial de p;, parai =0,1,...,N — 1. Diremos que la cadena es
maximal si ademds se cumple que py es una palabra reducida.

m Observacion 13.1 Notese que se puede efectuar una reduccién parcial de una palabra p si
y solamente si p no es una palabra reducida. Asi, dada una palabra p, siempre existen cadenas
maximales de reducciones parciales cuya longitud es menor o igual a la longitud de la palabra p
(tiene longitud N = 0 si p ya es reducida).

Sea p € #(Gy,G,) una palabra y consideremos dos cadenas maximales de
reducciones parciales

(P:POJJI;PZ:-'-;PN)v (p:p07p/17p/27"'7p;\/’)'

Entonces se tiene que N' = N y que pyr = pn.

Demostracion. Hagamos la prueba por induccion sobre el nimero k, que definimos como la
longitud mds pequefia de entre todas las cadenas maximales de reducciones parciales de p.

Si k, = 0, esto significa que p es una palabra reducida y por lo tanto no se puede hacer ninguna
reduccidn parcial de p; asi que la tinica cadena maximal de reducciones parciales es la formada por
el tnico elemento p = py.

Supongamos ahora que k, = k > 1 y que el resultado es cierto para toda palabra g tal que
ky < k—1. Consideremos

(p:pOJ’l,PZ:“-,Pk)a (p:p07p/17p/27"'7p;(’)

dos cadenas maximales de reducciones parciales para p la primera de longitud minima k y la
segunda de longitud k' > k. Si p| = py, tenemos que

(p17p27"‘7pk)7 (PluP/Zw-wP;d)

son sendas cadenas maximales de reducciones parciales para pi, de longitudes respectivas k — 1y
k' — 1y por induccién se concluye que k — 1 =k’ — 1 y que py = py, como desedbamos.

Asumamos por tanto que p| # pi. Es un ejercicio para el lector construir dos cadenas (no
maximales) de reducciones parciales

(p:p07p17Q)7 (p:po,pll,q),

terminando en la misma palabra g. Notese que kj,, = k— 1y por tanto se le puede aplicar la hipétesis
de induccién. Existe una cadena maximal de reducciones parciales de p; comenzando con py,q,
esto es, de la forma (p1,¢,92,93,...,qk—1), donde g;_; es una palabra reducida. Aplicando la
hipétesis de induccidn, se tiene que gz = pr.

Asimismo, podemos utilizar la reduccion parcial (p},q) para tener una cadena maximal de
reducciones parciales de p)| dada por (p!,q,92,43,-..,qx—1). Esto prueba que ky =k—1,y por
tanto p} entra dentro de la hipétesis de induccion. Asi, si consideramos la cadena maximal de
reducciones parciales de p dada por

(Ph P2, P393, i)
se tiene que k' —1 =k — 1y que p}, = qx—1 = px- [ |
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Definicién 13.2.1 La reduccion de una palabra p € & (G1,G>) es la palabra reducida Red(p) €
G1 * G, obtenida a partir de cualquier cadena maximal de reducciones parciales de p.

m Observacion 13.2 Nétese que p € G * G, si y solamente si Red(p) = p.

La aplicacién Red : (G1,G2) — G| * G, que envia cada palabra p en su reduccién Red(p)
es suprayectiva, ya que, de hecho, deja fijo el conjunto G| * G,. Asi pues, define una relacién
de equivalencia en (G, G»), que se interpreta diciendo que dos palabras son equivalentes si y
solamente si tienen la misma reduccién. Dicho de otro modo, podemos identificar el conjunto de
palabras reducidas G| * G, como el conjunto cociente de (G, G) por la relacién inducida por
la aplicacién Red. Noétese que la clase de equivalencia de una palabra p € Z2(G1,Gy) es

Red ! (Red(p)) C Z(G1,G»).
m Observacion 13.3 Consideremos una palabra

pP= ((817g1)7 (827g2)7- R (&‘n,gn)) € Zna

un indice £ con 0 < ¢ <ny e € {1,2}. La palabra p’ dada por

((87 ng)a (817g1)7 (82>g2)a ceey (enagn))v sil= Oa
p/: ((81781)7(82782)7"'7(8n7gn)7(£7ng))a Sie:na
((glagl)y"'a(géagﬁ)a(ga 1G5)a(£‘f+lag€+1)a"'7(8n>gn))a sil < 14 <n-— 1.

es equivalente a p.

m Observacion 13.4 Toda palabra p de forma

pP= ((8171G31)7(8271G52)7"',(8N3ngN)) & S {1,2}’

es equivalente a la palabra vacfa.

Yuxtaposicion de palabras

Dadas dos palabras p,p, € &(Gy,G,) de longitudes n y m respectivamente, definimos la
yuxtaposicion pip2 € Pnim(G1,G2) como la palabra obtenida colocando la sucesion finita que
define p, a continuacion de la que define p;. Se obtiene asi una operacion binaria en el conjunto de
palabras que cumple las siguientes propiedades:

1. Asociativa: (p1p2)p3s = p1(p2p3).

2. Elemento neutro: Op = p® = p.

3. Cancelacion por la izquierda: ppy = pp2 = p1 = p2.

4. Cancelacion por la derecha: p1p = pap = p1 = p2-.
Notese que no se tiene el elemento opuesto, ya que la yuxtaposicién en general aumenta la longitud
de las palabras.

La yuxtaposicion de palabras es compatible con la reduccién de palabras, esto
es, si Red(p) = Red(p’) y Red(g) = Red(q’), entonces

Red(pg) =Red(p'q').
Como consecuencia, se obtiene una estructura de grupo en G * G».

Demostracion. Trabajando por etapas y alterando, si es necesario, el orden de p,p’ y el de q,4, se
puede suponer que estamos en uno de los siguientes casos:
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L. ¢'=qyp =Red(p) 3. P/ =pyq =Red!(q).
2. ¢ =qyp =Red(p). 4. p'=pyq =Red;(q).

Si estamos en los casos 1 0 2, se comprueba directamente que

C { Red?;(pq), si p’=Red§;(p),
Red; (pq), si p' =Red} (p).

Si estamos en los casos 3 o 4, se comprueba directamente que

p/q/ — { Red2+n (pCI)v si ql = Redg (q),
Red?, ,(pq), si ¢’ =Red;(q),

donde 7 es la longitud de la palabra p = p'.
Asi, tenemos una operacién bien definida en G| * G, definida por

Red(p) -Red(q) = Red(pqg).

Esta es una operacion de grupo, donde recordemos que el neutro viene dado por la palabra reducida
0. El inverso de Red(p), donde

P=((&:80): (&n-1,8n-1),---, (€1,81))
esigual aRed(p~'), donde p~! = ((&,,8, '), (en,l,g;ll)7...,(81,g1_1). [ |
Las aplicaciones
V1 :G1 = G xGy, Yr:Gy— G xGy,

dadas por W, (g) = Red((€,g)) (la reduccion de una palabra de longitud uno), para € = 1,2, definen
un producto libre de (G, G).

Demostracion. Consideremos una pareja de homomorfismos de grupos
f12G1—>G, f22G2—>G.

Queremos ver que existe un tinico homomorfismo de grupos f : G * G, — G tal que fe = f o @,
para € € {1,2}. Supongamos que dicho f existe. Entonces, para cada letra (¢,g) (palabra de
longitud uno) sabemos que

Foee(g) = f(Red((e,8))) = fe(g)-

Ahora, toda palabra p se escribe como yuxtaposicion de sus letras, es decir:

p=(€1,81)(€2.:82) - (&n,8n)
y por consiguiente debe ocurrir que f(Red(p)) = fe, (g1)fe,(g2) - - fey (gn)- Esto prueba la unicidad
de f.

Veamos ahora que establecer f(Red(p)) = f¢, (1) /e, (82) -+ fey (gn) es independiente del re-
presentante en Red(p); la compatibilidad con las operaciones de grupo se sigue por construccion.
Asi, habremos probado la existencia.

Queremos ver que si

p=(€1,81)(€2,82) - (en.8n), y P' = (€1,81)(€2,82) - (en-8N)
son palabras equivalentes, entonces se tiene que

fei(81)fer(82) + fen (gn) = Sy (81) e (82) -~ Sy, ()

Trabajando por etapas, basta probar la propiedad cuando p’ es una reduccién parcial de p. La
comprobacién de la propiedad en este dltimo caso es directa. |
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m Observacion 13.5 Nétese que, por construccién tenemos que f es la restriccién a Gy * G de la
aplicacion f : #(Gy,G2) — G dada por

(€1,81)(&2,82) -~ (en,8n) > e, (81)fe,(82) -+ fey (8N)-

Dicho de forma equivalente, tenemos que f es la aplicacién inducida por f en el conjunto cociente
de Z(G1,G,) por la relacion de equivalencia que identifica palabras con la misma reduccion.

Caso particular del teorema de Van Kaompen

El objetivo de esta seccidn y las siguientes es probar el siguiente resultado.

Sea X un espacio topolégico conexo por caminos que se puede expresar como
unidén de dos abiertos X = U; UU, conexos por caminos y cuya intersecciéon U; N U, es no vacia
y simplemente conexa. Dado un punto xy € U; NU,, consideremos los grupos fundamentales
G =m(X,x0) y Ge = m1(Ug,x0), para € € {1,2}, asi como los homomorfismos de grupos
fundamentales

f] : Gy —>G, f22G2—>G,

inducidos por las inclusiones 1; : U; C X, 1 : U, C X (con las notaciones en el capitulo 11 tenemos
que fe = (1¢).). Entonces, la pareja (f1, f2) es un producto libre de (G, G,). En particular G es
isomorfo a G| * G».

Antes de probar este teorema y dado que efectuaremos sistematicamente manipulaciones con
restricciones de caminos, realizamos la siguiente observacion.

m Observacion 13.6 Sea [a,b] un intervalo de R y consideremos una aplicacién continua o :
la,b] — X. El camino normalizado de o es la composicién ¢ o v, ;, donde v, : [0,1] — [a,b] es la
aplicacion afin dada por

Vap(s) =a+s(b—a).

Este tipo de manipulaciones ya las hemos hecho anteriormente, pero como aqui van a aparecer
con frecuencia, las sistematizamos. Por ejemplo, si 7: [0,1] — X es una camino y tenemos una
sucesion estrictamente creciente

O=n<ti<th<--tno1<tn=1,

se tiene que ¥ es homotopo a ¥y * 95 * - - - * Yy, donde ¥; es el camino normalizado de la restriccion
de ya [lj_1,l‘j].

m Notacién 13.1 Dado un camino y en X denotaremos por [y] la clase de homotopia de caminos en
X. Si la imagen de ¥ estd en Ug, denotaremos asimismo por [}]¢ la clase de homotopia de caminos
de yen Uy, para € € {1,2}.

Dado que y; : G| — G| * G2, ¥, : G, — G| * G, definen un producto libre de (G, G), existe
un dnico homomorfismo f : Gy * G, — G tal que

hi=fowi, fa=foyn.
Recordemos que f viene definido como sigue. A cada palabra
p=((e1,[01]e)), (&2, [0n]e,), - (en [OWey)), & € {1,2},
de Z(Gy,Gz) le asociamos f(p) € G definido por

f(p)=[o1%02%---x0N] €G.



13.4 Mallas homotdpicas 149

Sabemos que f(p) = f(Red(p)) y que f es la restriccién de f al conjunto de palabras reducidas
G x Gy (véase observacion 13.5).

Ahora, es suficiente probar (ejercicio) que f es un isomorfismo, esto es, que f es suprayectiva e
inyectiva. Nétese que la suprayectividad de f es equivalente a la suprayectividad de f. Por otro
lado, tenemos que f es inyectiva si y solo si f(p) = [cy,] implica que la palabra p es equivalente a
la palabra vacia.

La aplicacién f es suprayectiva.

Demostracion. Basta comprobar la suprayectividad de f. Fijemos un elemento [y] € G, donde 7y es
un lazo de X en xo. El objetivo es encontrar una palabra p en (G, G,) de la forma

pP= ((817 [61]81)7 (827 [62]82)" ) (EN’ [GN]SN))7 &€ {1’2})

de modo que se tenga [0} * G2 % - - - % O] = [V].
Gracias a la existencia de didmetro de Lebesgue, podemos dividir el intervalo unidad [0, 1] en
subintervalos [t;,_;,#;] asociados a una sucesion creciente

Hh=0<t1<tr<---ty_1<ty=1,

99

de modo que para cada i =0, 1,...,N, existe & tal que y([t;_1,%]) C Ug,. Ademds, salvo “fundir
alguin intervalo [f;_1,7;] con los siguientes, podemos suponer sin pérdida de generalidad que

8,'3&8,'4,_1, i=1,2,...,N—1.
La normalizacion de la restriccion de y a [f;_1,#;] define un camino ¥ en Uy, de modo que se cumple

[Vl=[n*r*--w] (homotopiaen X).

Ahora, como cada punto x; = ¥(;) € Uy NU, y la interseccién Uy N U, es conexa pos caminos,

podemos tomar un camino #; desde xo hasta x;, cuya imagen esté contenida en U; NU,. Tenemos
-1

que o1 =Y xhi,on=hy WYy

oi=h\xy*h, i=273,...,N—1
son lazos de Uy, en xp. Estos lazos sirven a nuestro propdsito, pues

M=m*pn*w|=[01*x02% 0],

que es lo que queriamos. |

Mallas homotépicas

Dedicamos las dos secciones restantes a probar la inyectividad de la aplicacién f : Gy *x G, — G.
En esta primera, vamos a estudiar con cierto detalle unas estructuras que llamaremos mallas
homotdpicas.

Recordemos que seguimos en la hipdtesis de que X = U; UU, es unién de dos abiertos Uy, Us
conexos por caminos cuya intersecciéon U; N U, es simplemente conexa. Tenemos fijado un punto
xo € Uy NU, y denotamos como antes

G =m(Ui,x0), Gz=m(Ua2,x0).

Una malla homotdpica consiste en la siguiente coleccién de datos:
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1. Una sucesion finita y estrictamente creciente de nimeros reales que empieza en el 0 y termina
enel 1 y que denotaremos
O=m<h<ph<---<K=1
Asi, podemos formar los rectangulos S;; definidos por
Sij = [titim1] X [tj,tj1] CR?,
para cada 0 < i, j < k— 1. El cuadrado unidad [0, 1] x [0, 1] es union de dichos rectangulos.
Tenemos de esta forma una “malla” en el cuadrado unidad, cuyos vértices son los puntos
(ti,t;), para 0 < i,j <k.
2. Una aplicacién continua A : [0, 1] x [0, 1] — X tal que
H(0,t) =H(s,1)=H(1,t) =x0, s,t€][0,1].
Es decir, pedimos que H sea una homotopia de caminos entre el lazo constante y el lazo
s — H(s,0). Ademds pedimos que existan indices &; € {1,2} de manera que
H(Sij)CUSija OSl,]Sk—l
3. Paracada j=0,1,...,k,i=1,2,... k, denotaremos por Ocl-j los caminos normalizados de las
aplicaciones _
a{ : [l‘ifl,l‘i} —X, s+ H(S,tj).
Asignaremos a cada Otl-j un indice §;; € {1,2} con la propiedad de que
a{([ti,l,ti]) C U51j'
Asimismo, paracada j=1,2,...,k,i=0,1,... k denotaremos por ﬁij, los caminos normali-
zados de las aplicaciones
bl et = X, 1+ H(t,1).
4. Finalmente, para cada j =0,1,...,k — 1, también seleccionaremos indices €_1;,&; € {1,2}

de modo que £_1; # €, y & # E—1,)-

1
(titjer) o (figa,tj)
ﬂ
B il J+1 . j+1
TS0 B Sij Bl

(tit)) ol (tir1,t5)

m Observacion 13.7 Algunas condiciones en la definicion de malla homotdpica son de naturaleza
técnica y vamos a tratar de explicar su porqué:

= Notese que solo hay una posible eleccion para los €1, &; en el punto 4. La eleccién de los

€_1; se hace para que los argumentos abajo se puedan aplicar incluso cuando consideramos
los rectangulos pegados al borde izquierdo del cuadrado. Andlogamente, la eleccion de los
€j permite que los argumentos funcionen para los rectdngulos pegados al borde derecho.

» La asignacion de los &;; resultard necesaria a la hora de querer “adaptar” una malla homot6-

pica a una palabra dada. Nétese que los &;; no tienen por qué coincidir con los &;;.
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Definicion 13.4.1 Diremos que un malla homotdpica estd ajustada a xq si ademds se cumple
que H(t;,t;) = xo, paratodo 1 <i,j <k.

En el caso en que la malla homotdpica esté ajustada a xo, los caminos @/ y B/ son todos ellos
lazos en xp. Asimismo, tenemos palabras p; definidas por

pi= (80 (el ). (8o, [0l ). (8. et ) (13.1)

paracada j=0,1,...,k.

Supongamos que tenemos una malla homotdpica ajustada a xg. Las palabras
pj definidas anteriormente son todas equivalentes en &?(G1,G>). En particular, son equivalentes a
Pr, que a su vez es equivalente a la palabra vacia.

Demostracion. La segunda parte se sigue de la observacion 13.4. Veamos la primera parte en varias
etapas.

Paso 1: Notemos que es suficiente probar que p; es equivalente a p; para cualquier indice
j€{0,1,...,k— 1} dado. Consideremos para ello la fila de rectangulos

Fi=So; US1;U--Sk—1,,

y tomemos los enteros 0 = My < My--- < M, < M,1 = k+ 1 definidos por las propiedades
siguientes:

€1 # &
fj = &j = o = -l F Oy
Eij = Em+lj = = Ep-1j F €y
em,j = 1y = o = &-1j F &
Esto nos permite agrupar los S;;, parai = 0,1,...,k— 1 en paquetes rectangulares no vacios de

rectdngulos consecutivos
u
Lj :SMijSMu—&-l,jU‘"USM,,+1—l7j7 u= O, 1,...,7‘.

41 +1 . . . L 4.
Observemos que los lazos [31{,[:” y ﬁ,{,[:l] tienen su imagen contenida en U; N Uy, para cada indice

u=0,1,...,r. Esto es consecuencia de que &y, ; 7# €u,+1; y por tanto las aplicaciones b{m y bﬁu !
tienen llegada en Uy NU5.

U2 Ul Ul U1 U2

A
- - 5j+1 u B‘j +1
R M, Myi1

Ahora, a cada uno de estos paquetes rectangulares Lj, le asociamos las silabas Py p? 1
respectivas de las palabras p;y p;,1, dadas por

A (TR PR N YRETN /NP RS

ERCTACMERN)
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(de modo similar se escribe p;f +1» substituyendo j por j+ 1). Dicho de otro modo, la silaba p’
contiene las letras de p; situadas en los lugares M, +1,M,, +2,...,M, y la palabra p; se escribe

como
r

P =PiP; P}
Paso 2: En vista de la proposicion 13.2.2, es suficiente probar que las silabas p% y p , son
equivalentes. Para ello, vamos a cambiar las notaciones con el fin de simplificarlas. El lector sabra
ver que la situacién que presentamos responde al resultado deseado.
Supongamos que tenemos una sucesion finita y estrictamente creciente de nimeros reales que
0=1 <t <t <--- <t =1y una aplicacién continua

F:[0,1]x[0,1] > U C X,

con las propiedades siguientes:
= Las aplicaciones B y B’ dadas por (1) = F(0,7) y B'(t) = F(1,t), son lazos de U; N U, en
XQ-
= Los caminos ¢, &/ obtenidos como normalizacién de las aplicaciones

a;(s) = F(s,0), a.(s) = F(s,1), s€[ti_1,t],

son lazos de U; en xp, parai=1,2,...,N.
Supongamos también que nos han fijado ahora &;, 8/ € {1,2}, para cada indice i = 1,2,...,N, de
manera que ¢; sea un lazo en Us, y que ¢ sea un lazo en Uy

! / !
ayp N
o r—@—>—§
Uil Uh Ui

Bn AB’

*> 00—
(057 an

El objetivo ahora es probar que las palabras
q = ((517[a1]51)7(827[a2]52)7°"7(5N)[aN]6N)))
¢ = (80, 1ols). (81, [ealsy). - (84 ol

son equivalentes. Notemos que si una letra de g tiene &; = 2, entonces @; es un lazo de U; N U, en
Xo Y por consiguiente

[(Xi]z = [cxo]27 [ai]l = [Cxo]h

dado que U; NU, es simplemente conexo. Por otro lado, sabemos que la palabra con una sola
letra (2, [cx,]2) es equivalente a la palabra (1,[cy,]1), que a su vez es igual a (1, [cy]1). Podemos
argumentar de manera similar para ¢’. Asi, tenemos que ¢,q’ son respectivamente equivalentes a

q = ((la[al]l)v(lv[a2]1)a“'7(17[aN]1))>
q/ = ((1’[a{]l)v(17[aé]l)""’(l’[al/\/]l))'

Componiendo en Gy, tenemos que ¢ y ¢’ son respectivamente equivalentes a

g=((L1ah)), 4 =(1[a])).
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con o =0y*x0p*---*x0yy o =0 *0*-* 0. La existencia de F nos da una homotopia de
caminos en U; entre a 'y B« o * 8/ ~! (recuérdese el “lema del cuadrado”). Puesto que

[B]1 = lexoJ1 = [B'T1,

se concluye que [a]; = [']; y por tanto § = §'. Esto termina la demostracion. [

Definicion 13.4.2 Dada una palabra p € £(Gy,G>), diremos que una malla homotépica
ajustada a xg estd adaptada a p si p es equivalente a pg, donde pg estd dada en la ecuacién
(13.1) tomando j = 0.

Existencia de mallas homotdépicas ajustadas

Para ver la inyectividad de f, necesitamos probar que si p € (G, G,) es una palabra tal que
f(p) = [cx,], entonces p es equivalente a la palabra vacia. En vista de la proposicion anterior, es
suficiente encontrar una malla homotopica ajustada a xy y adaptada a la palabra p. A probar la
existencia de dicha malla homotdpica ajustada a xp y adaptada a p dedicamos esta seccion.

Sea p € Z(G1,Gz) una palabra cumpliendo que f(p) = [cy,]. Esto es,

pP= ((817 [61]81 )7 (827 [62]82)) ARR) (EN’ [GN}SN))
y decir que f(p) = [cx,] equivale a decir que [0} * 02 * - - - O] = [cy,|. Denotemos
Y= 01*02%...*%xOpN.

Estamos suponiendo que ¥ es hométopo como camino en X al lazo constante c,,. Consideremos
una homotopia de caminos H : [0,1] x [0, 1] — X entre el lazo y y el lazo constante cy,. Esto es,
estamos suponiendo que

H(s,0) = y(s), H(s,1)=H(0,r) = H(1,1) = xo.

De nuevo, por la existencia del didmetro de Lebesgue, podemos dividir el intervalo unidad [0, 1] en
subintervalos [t;,_;,#;] asociados a una sucesion creciente

h=0<hH<ph< -1 <tr=1,
de modo que existen g; € {1,2} tales que H(S;;) C Uy, para 0 <i,j < k— 1, donde S;; es el
rectdngulo
Sij = [tiytia] X [t tjm]-
Ademds, podemos suponer que los valores de la forma i/N, parai =0, 1,...,N, estdn entre los
t;. De esta manera, podemos expresar cada lazo ¢, como la concatenacion de caminos consecutivos
de tipo OtlQ como sigue:
_ o0 0 0
Op =@y, \y1 %0y, po* - x0y,

donde0=/y <l < <ty <lyyi1 =k
Escribamos H (f;,1;) = v;j, para cualesquiera i, j € {0,1,...,k}.

Caso A
Si vij = xo para cualesquiera indices i,j € {0,1,...,k}, observamos directamente que las
palabras

0 0 0
((81% [aél,,lJrl]Ep)v (8p7 [aé],,1+2]£p)a SRR (817’ [aép]sp))a ((8[77 [Gp]t?p))
son equivalentes. Asi, para obtener una malla homotépica ajustada a xo y adaptada a p basta
considerar como homotopia la propia H, la subdivisién anterior, tomar

So=¢,, Ll 1+1<i<l, 1<p<N

y completar la eleccion del resto de datos de manera coherente.
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Caso B

Si hay indices para los que v;; # xo, vamos a ver cémo a partir de H podemos encontrar una
nueva homotopfa A cumpliendo que H (t;,t;) = xo, para cualesquiera i, j € {0, 1,...,k}. A partir de
ésta obtendremos la malla homotdpica deseada. Haremos esta prueba en diversas etapas.

Paso 1: Definimos una aplicacién afin auxiliar que nos resultar4 util para la construccién de H.
Consideremos en R? el cuadrado § = [—1,1] x [—1, 1] y los cuatro cuartos de circulo dados por

Lyn=SNB((n,m);1/3), n,me{-1,1},

donde B((n,m);1/3) denota el disco abierto de centro (n,m) y radio 1/3. Consideremos ahora el
conjunto S obtenido retirando a S los cuatro cuartos de circulo L_{_; ,L_11,L1—1,L11, que es un
cerrado de S. Nétese que S tiene cuatro lados rectos A_;,A;,B_1,B; dados por

JC—U A Cuk

Ay ={(s,—1): =2/3<5<2/3}, Ar={(s,1): —2/3<s5<2/3}
B ={(~1,1); —=2/3<t<2/3}, Bi={(1,1); —2/3<1<2/3}.

Asimismo, tiene también otros cuatro lados curvos C,,, que son cuartos de circunferencia dados
por Gy = SN B((n,m);1/3), para n,m € {—1,1}, donde B((n,m);1/3) denota el disco cerrado
centrado en (n,m) de radio 1/3.

Es un ejercicio para el lector construir una aplicacién continua F : § — S con las siguientes
propiedades:

s F(Cynm)={(n,m)}, paran,m € {—1,1}.

» Larestricién de F a los lados rectos A_;,A;,B_;,B; estd dada por

F((s,—1)) = (3s/2,—1), —2/3<s5<2/3,
F((s,1)) = (3s/2,1), —2/3<s5<2/3,
F((-1,1)) = (-1,3t/2), -2/3<t<2/3,
F((1,1)) = (1,3t/2), —2/3<t<2/3.

La siguiente figura puede servir de ayuda para construir dicha aplicacién

Paso 2: Para cadav;; = H (ti,t ), seleccionamos un camino £;; : [0,1] — X que una x( con v; j
cumpliendo que si v;; € Uy, entonces Im(h; j) C U, y sivjj € Ua, entonces Im(h; j) C U,. Obsérvese
que con esto se tiene que si v;; € Uy N Uy, entonces Im(h; i) C Ui NU,. Consideremos la aplicacion

gij:B(0;1/3) = X, gij(x) = hi;(3]|x]]).
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Observemos que g;;(0) = xp y que g;; toma el valor v;; en la circunferencia frontera de B(0;1/3).
Paso 3: Vamos a trabajar dentro de uno de nuestros rectangulos S;;. Podemos identificar S;; con
S mediante el homeomorfismo afin K;; : § — §;; dado por

u+1 v+1
Kis((w) = (14 5 =0+ 5 -1

Escribamos S~,-.,- = K,-.,-(S). Tenemos una aplicacién F,, . S; i — S;; definida por
Fij = K;; oFoKiyl.

La restriccion de la homotopia H a S;;, nos permite definir I:Iilj :S;  — X por
Hj; = (Hls,) o Fj.

Paso 4: Consideramos los cuatro cuartos de circulo Cij, = K; (Cum), paran,m € {—1,1}. Vamos
a construir aplicaciones
2.(nm) | ~ij
H; Gl =X,

que por por pegado con A},
deseada H. -

Dado un punto (x,y) € Gy, nos lo llevamos hasta el punto de S dado por (¥',y') = K;; Y((x,)).
Ahora desplazamos (x’,y") a un punto (x”,y”) del disco de radio 1/3 centrado en el origen mediante
la traslacion

nos permitan obtener la restriccion al rectdngulo S;; de la homotopia

bt RE B2, (a,b) > (a,b) — (n,m)

Definimos el par (p,q) que nos sirve para identificar el vértice de la malla que nos interesa como
sigue:

Ahora tomamos (u,v) = Hij’ )(X,y) = gpg((x",¥")).

Vit1j+1

Paso 5: Observamos que S;; = S; iU Ci_j1 1 UCll.j_1 U Ci_j” UC% y que las aplicaciones continuas

-~ ~2.(n, . . L .
Hilj y H;; (n.m) coinciden en las zonas comunes. Esto permite pegarlas en una aplicacién continua

FIZ'J':SZ'J'—>X.
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Mis atin, la construccién estd hecha de tal manera que las aplicaciones H; iy Hy j coinciden en la
interseccion de S;; y Sy . De este modo, de nuevo por pegado tenemos una aplicacién continua

A:00,1]%[0,1] = X,

que serd la homotopia buscada. Veamos esta dltima afirmacion.
1. Es una comprobacién directa ver que H((#;,1;)) = X para 0 < i, j <k.
2. Gracias a la eleccion de los h;; realizada en el paso 2, podemos asegurar que se sigue
cumpliendo H(S;;) C Uy,
3. Los lazos dio obtenidos como normalizacién de los caminos H ’[Zi«fi +1]x {0} SON

~0 -1
o = hifl,O * OG0 * hi,O s

donde hemos escrito h_1 = hg41 = Cy,.
Observemos que ahora, paratodo p =1,2,...,N se cumple que

_ &0 %0 ~0
Op =0y, \f1*¥0y, ok *0y .

De esta manera H estd exactamente en las condiciones del Caso A y as{ acaba la prueba del teorema.

m Ejemplo 13.1 Como consecuencia del teorema anterior obtenemos autométicamente que el grupo
fundamental “del ocho” (unién de dos circunferencias tangentes en un punto) es el grupo libre con
dos generadores Z * Z. Aqui tenemos un primer ejemplo de grupo fundamental no conmutativo.
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