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Este capitulo se dedica a la resolucidn de sistemas de ecuaciones lineales. En dimension
dos este problema responde a encontrar los puntos de corte de varias rectas, en dimension
tres de varios planos y en general a encontrar los puntos comunes a varios “hiperplanos”.

Trabajaremos en el espacio R". Una ecuacioén lineal con n incdgnitas representa un
hiperplano de R": una recta en el plano (n = 2), un plano en el espacio tridimensional
(n = 3), etc. Esto es, la expresion

E:=aixi+ax+---+awx,=b, a;,beR
representa el conjunto de puntos
{(ul,uz,...,un) eR": ayuy +asur + - +anu, = b}.

Cuando n es pequeiio escribimos letras distintas para representar a las variables (en lugar
de numerar con subindices); por ejemplo (x,y) en R? o (x,y,z) en R>.

s Ejemplo 1.1 Consideremos las ecuaciones lineales

2x—3y=6enR? 2x+3y+z=6enR?

-3 —2 B / [ I
=
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Las soluciones de un sistema de m ecuaciones lineales con n incdgnitas representa el
conjunto de puntos de R” donde se cortan m hiperplanos de R". Este viene dado por:

Ei:= anxi + apxo + ... + aixy = b
S Er:= ayxi + apxx; + ... + ayux, = b
E,:= amxi + amx» + ... + auuxn = bn

Este puede tener solucién o no: cuando tiene solucién se dice compatible y cuando no la
tiene incompatible. Ademads, en el caso de tener solucion, puede que ésta sea Unica o0 no:
cuando es tnica decimos que es compatible determinado y cuando no es tnica (de hecho
tiene infinitas) decimos que es compatible indeterminado.

= Ejemplo 1.2 Las siguientes figuras se corresponden con:

N

Sistema compatible Sistema compatible Sistema
indeterminado determinado incompatible

Decimos que dos sistemas de ecuaciones S1 y S2 son equivalentes cuando su conjunto
de soluciones coincide, es decir, ambos estan representando el mismo subconjunto de R".

Cuando los sistemas de ecuaciones que consideramos tienen pocas variables, los
métodos conocidos de “sustitucioén”, “igualaciéon” o “reduccién” funcionan relativamente
bien para encontrar sistemas equivalentes y asi resolverlos. Sin embargo, cuando tenemos
muchas variables, necesitamos sistematizar mejor estos métodos y una manera de hacerlo
es utilizando la eliminacion de Gauss.

Cuando tratamos con un nimero grande de variables, resulta muy comodo representar

el sistema S en forma matricial Ax = b, donde

ayly aip ... dip X1 b1

a1 ayy ... djp X2 b2
A= ] ) . x=| .| b=

Aml Am2 .- Amn Xn b

Llamamos a A la matriz de coeficientes y a b el vector de términos independientes. Si
queremos representar el sistema con una sola matriz, lo hacemos mediante A* = (A |b) de
tamafio m x (n+ 1), que llamamos matriz ampliada del sistema.

Decimos que un sistema S es un sistema escalonado (row echelon form) cuando
su matriz ampliada estd en forma escalonada. Esto es cuando cumple las siguientes
propiedades:
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1. Las filas compuestas inicamente por ceros se situan abajo del todo.

2. El primer elemento no nulo en una fila, llamado el pivote de la fila, vale 1.

3. Una columna que contiene un elemento pivote, tiene el resto de entradas nulas; en
particular, una columna contiene como miximo un pivote.

= Ejemplo 1.3 Las siguientes matrices son escalonadas:

1 0 0]ph I a 0|b 1 0 a1 |b
0106 |, 0 0 1|b |, 01 ay|b
0 0 1]|b3 0 0 01 00 0|0

= Observacion 1.1 Estas matrices se llaman escalonadas porque se puede trazar una
“escalera” cambiando de peldaio cada vez que encontramos un punto pivote.

Cuando un sistema S es escalonado, es sencillo determinar cOmo es en cuanto a sus
soluciones se refiere (y también resolverlo).

Teorema 1.0.1 — Rouché-Frobenius. Sea S un sistema escalonado.
1. El sistema S es compatible si y solo si no existe un punto pivote en la dltima
columna de la matriz ampliada.
2. Supongamos que S es compatible. Es compatible determinado si y solo si todas
las columnas de la matriz de coeficientes contienen puntos pivote.

Observemos que, el hecho de que exista un punto pivote en la ultima columna de la matriz
ampliada significa que una de las ecuaciones de nuestro sistema es

Ox;4+0x2+---4+0x, =1,

que claramente no tiene sentido, es decir, no hay puntos de R" que la satisfagan. Por otro
lado, ya en el caso compatible, exigir que todas las columnas de la matriz de coeficientes
contengan puntos pivote equivale a pedir que nuestro sistema sea

X1 = b 1
X2 = b2
Xn = by
cuya solucién es dnica y viene dada por (by,by,...,b,) € R".

Dado un sistema de ecuaciones S, el objetivo del método de eliminacion de Gauss-
Jordan es encontrar un sistema escalonado equivalente a S. Esto se consigue utilizando
operaciones elementales:
1. Intercambiar dos ecuaciones. Es claro que al intercambiar dos ecuaciones, el proble-
ma que pretendemos resolver continda siendo el mismo.

2. Multiplicar una ecuacién por un nimero real A # 0. Las soluciones de la ecuacion
AE determina el mismo subconjunto de R” que las de E.

3. Sumar dos ecuaciones. Un punto (py, pa,...,p,) € R" satisface las ecuaciones E
y F siy solamente si satisface E y E + F. Graficamente lo vemos con el siguiente
ejemplo en R3.
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E = x—y=0 E = x—y=0
F = x+y=0 E4+F = 2x=0
S={(0,0,1) e R*, r € R} S={(0,0,1) e R* r € R}

En la practica muchas veces combinamos las operaciones 2 y 3 para “ahorrarnos pasos”,
asi podemos cambiar directamente la ecuacion E por E + rF, donde r es un nimero real
no nulo y F es otra ecuacion del sistema. También podemos combinar varias a la vez
cambiando E por E +r1Fy +ryF> + - - -+ riFy, donde los r; son ndmeros reales y las F; son
otras ecuaciones del sistema.

= Ejemplo 1.4 Consideremos los siguientes sistemas de ecuaciones:

ey — 2 x+3y+z = -3 x+3y—-z = 2
a) { x+y _ 4 b) { 3x+9+4z = -7 ¢) ¢ —x+y+3z = 0
Y 2x—y+z = 6 2y+z = 2

Tenemos que:
a) Es compatible determinado y tiene por solucién {(3,1)}.
b) Es compatible determinado y tiene por solucién {(1,—2,2)}.
¢) Es incompatible.

Para concluir este tema, diremos que un sistema Ax = b es homogéneo si el vector de
términos independientes es nulo. Estos sistemas siempre son compatibles, dado que el ori-
gen de R" es una solucidn para ellos (geométricamente estamos considerando hiperplanos
que pasan todos ellos por el origen). Este tipo de sistemas serdn muy utiles para definir
subespacios vectoriales de R”.
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En este capitulo introducimos el concepto de espacio vectorial, independencia lineal y
base. Hablaremos de transformaciones lineales entre espacios vectoriales y nos centraremos
en el estudio de éstas cuando no cambiamos de espacio (endomorfismos), en concreto
estudiaremos cuando son diagonalizables y por tanto tienen una base formada por vectores
propios.

Definiciones y primeros ejemplos

Los espacios vectoriales se definen relativos a un “cuerpo”, por ejemplo R” es un
espacio vectorial sobre los nimeros reales (el cuerpo R) y C" es un espacio vectorial sobre
los niimeros reales (el cuerpo C). Asi, comenzamos esta seccion introduciendo el concepto
de cuerpo. Para ello nos centramos en propiedades conocidas de los nimero reales.

Sobre el conjunto de los nimero reales R, tenemos las operaciones conocidas de suma
y producto (multiplicacién):

+: RxR — R 0 RxR — R
(a,b) +— a+b (a,b) — a-b=ab

y para ellas se tienen las siguientes propiedades.
S) Para la suma:

S1) (Asociativa) Para todos a,b,c € R se tiene (a+b)+c=a+ (b+c).

S2) (Conmutativa) Para todos a,b € R se tienea+b =b+a.

S3) Existe un elemento 0 € R, llamado elemento neutro para la suma o cero, tal
que paratodoa € Rsetienea+e=e+a=ce.

S4) Para todo a € R existe un elemento b € R, llamado elemento opuesto de a de
modo que a+ b = b+ a = 0. Lo denotaremos por —a.
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P) Para el producto:
P1) (Asociativa) Para todos a,b,c € R se tiene que a- (b-c) = (a-b) - c.
P2) (Conmutativa) Para todo a,b € Rsetienea-b =b-a.
P3) Existe un elemento 1 € R, llamado elemento neutro para el producto o uno, tal
que paratodoa € K setienea-1=1-a=1.
P4) Para todo a € R con a # 0 existe un elemento b € K, llamado elemento inverso
de modo que a-b =b-a = 1. Lo denotaremos por a~!.
Finalmente, la suma y el producto cumplen la propiedad distributiva:
D) Dados a,b,c € R se tiene que (a+b)-c=a-c+b-c.
Un cuerpo K es una terna K = (K, +,-) dada por un conjunto no vacio K y dos
aplicaciones u operaciones binarias

+:KxK—K;, -:KxK-—K,

llamadas suma y producto cumpliendo las propiedades S1)-S4), P1)-P4) y D.

Ejemplos de cuerpos son los niimeros racionales Q, los nimeros reales R o los com-
plejos C, pero hay muchos mads: por ejemplo, existen cuerpos con un nimero finito de
elementos. Nosotros no vamos a entrar en esto y nos centraremos especialmente en el caso
K =Ry en alguna ocasiéon K = C.

Sobre el conjunto R” tenemos las operaciones de suma vectorial y producto por
escalares (elementos del cuerpo R) definidas por:

+: R" x R” — R”
((al,az,...,an),(bl,bg,...,bn)) — (a1 +b1,a2—|—b2,...,an—1—b,,)

R x R" — R"
(A, (ay,a2,...,an)) > (Aay,Aay, ..., Aay).
Por comodidad en la notacién escribiremos d = (ay,as,...,a,).

Se cumplen las siguientes propiedades.
S) Para la suma vectorial se cumple S1), S2), S3) y S4).
M) Para el producto por escalares se tiene:
M1) 1ld =d, para todo d € R".
M2) A(ud) = (An)d, paratodod € R"y A, u € R.
M3) (A +u)d = Ad+ ub, paratodod € R" y A, € R.
M4) A(G+Db) = Ad+Ab, paratodo @,b e R" y A € R.
Decimos que (R”,+,) es un espacio vectorial y a sus elementos los llamamos vectores.
De manera completamente general, un espacio vectorial sobre un cuerpo K es una
terna ¥ = (V,+,-) dada por un conjunto no vacio V' y dos aplicaciones

+:VxV-=V :KxV—=V

llamadas suma vectorial y producto por escalares cumpliendo las propiedades propiedades
[S1-S4]y [M1-M4]. Al conjunto V lo llamamos conjunto subyacente a ¥y frecuentemente
abusamos de la notacion y escribimos directamente V para referirnos al espacio vectorial
cuando las operaciones se sobreentienden. Cuando K = R, decimos que 7" es un espacio
vectorial real. Cuando K = C, decimos que ¥ es un espacio vectorial complejo.
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= Ejemplo 2.1 Algunos ejemplos de espacios vectoriales son los siguientes:
1. El conjunto M, ,,(R) de las matrices con n filas y m columnas y entradas en R es un
R—espacio vectorial.
2. El conjunto R[X] de los polinomios en la variable X con coeficientes en R.
3. Las funciones reales de variable real F(R,R) = {f : R — R} con las operaciones:

f+g: R — R Af: R - R
x = fl)+elx) x = Af(x)

Sea ¥ = (V,+,-) un espacio vectorial. Si W C V es tal que #" = (W, +, -) es un espacio
vectorial, decimos que # es un subespacio vectorial de ¥". Notemos que para comprobar
si un subconjunto W C V es un subespacio vectorial basta comprobar que las operaciones
son cerradas dentro de W, esto es que

wit+waeW, AweW

para todos wy,w, € W.

= Ejemplo 2.2 EI conjunto de soluciones de un sistema de ecuaciones homogéneo Ax = 0
es un subespacio vectorial de R". De hecho, todo subespacio vectorial de R" puede
describirse de esta manera, es decir, como interseccion de hiperplanos que pasan por el
origen.

Bases, dimension y coordenadas de un espacio vectorial

Sea V un R-espacio vectorial y sea C = {V},V2,...,V} C V un subconjunto finito de
vectores en V. Una combinacion lineal de C es cualquier vector v € V que se pueda escribir
como

V=M1" —l—lz\_/"z—l—---—l—)yk\_fk, 7(.1,2,2,...,7(4{ e R.

El conjunto de combinaciones lineales de C es un subespacio vectorial de V que llamamos
subespacio generado por C y que denotamos por L(C) = L(V},Vy, ..., V).

= Ejemplo 2.3 (4,5,2) es una combinacién lineal de (1,2,1) y (2,1,0), pues
(41572) = 2(1725 1) + (27 170)

Por otro lado C = {V},V,,...,V} C V es un conjunto de vectores linealmente inde-
pendientes si ninguno de sus elementos es combinacion lineal del resto. Esto se expresa
diciendo que A; = A, = --- = A = 0 es la unica solucién al sistema

AV —|—12\72—|—"'—|—7Lk\7k:6.

Cuando C no es un conjunto de vectores linealmente independientes, decimos que es un
conjunto de vectores linealmente dependientes.

= Ejemplo 2.4 Los vectores (1,2,1), (2,1,0) y (4,5,2) de R? son linealmente dependien-
tes pues ya hemos visto que

(4,5,2) =2(1,2,1)+(2,1,0).
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Los vectores (1,2,1),(2,1,0) y (3,4,1) si son linealmente independientes pues el sistema
de ecuaciones lineales

1AM +24,+343=0

2A1 + A +443 =0

M+0A+A3=0

tiene por unica solucién A = A, = A3 =0.

Un subconjunto finito C = {V},Vy,...,V,} CV es un sistema de generadores del
espacio vectorial V si V = L(C). Una base B de V es un sistema de generadores cuyos
elementos son linealmente independientes.

= Ejemplo 2.5 El conjunto C = {(0,1,2),(0,2,1),(2,0,0)} es una base de R>.

La dimension dimV de un espacio vectorial V es el nimero de elementos en una base
de V. Cuando el espacio vectorial consta solamente de un elemento, necesariamente el 6
es decir V = {6}, decimos que tiene dimension cero. Cuando la dimension del espacio
vectorial V es uno habitualmente decimos que V' es una recta y cuando la dimensién de V
es dos decimos que V es un plano.

Todo conjunto de n-vectores linealmente independientes en un espacio vectorial de
dimensién n determina una base. Del mismo modo, si tenemos 7 vectores que son genera-
dores de un espacio vectorial de dimension n, entonces son necesariamente linealmente
independientes.

s Ejemplo 2.6 Consideremos el subespacio vectorial P C R? determinado por
P={(x,y,2) €R% x+2y+3z=0}

Tomando y = A y z = U como pardmetros, observamos que todos los elementos de P son
de la forma
V= (=24 =3u,4, ).
Asi tenemos que
V=A(-2,1,0)+u(-3,0,1).

De esta manera V; = (—2,1,0) y ¥, = (—3,0, 1) son dos vectores linealmente independien-
tes que generan todo P, es decir, determinan una base de P. Por tanto P es un subespacio
vectorial de R? de dimensién 2, un plano.

Teorema 2.2.1 Todas las bases de un espacio vectorial tienen el mismo nimero de
elementos.

Teorema 2.2.2 Todas los espacios vectoriales tienen una base (no necesariamente
finita).

El espacio vectorial V = R" tiene una base especial, que llamamos base estdndar o
base candnica, la dada por By = {é},€z,...,€,}, donde

con el 1 apareciendo en la posicién i-ésima.
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Sea V un R-espacio vectorial de dimensién n y sea B = {V},V,,...,V,} una base de V.
Tenemos una aplicacion

¥p : Vv — R"
MVi+Va+-+ 40, — (A, A)

A @g la llamamos aplicacién de coordenadas en la base B y @g(V) = (41,42,...,4,) son
las coordenadas de v en la base . Al nimero A; € K lo llamamos coordenada i-ésima de
Ven la base B, paratodoi=1,2,...,n.

= Ejemplo 2.7 Consideremos el espacio vectorial R® y la base B = {¥}, %, 73} dada por
Vi =(2,5,0), v, =(—1,0,2), v3 = (1,2,1).
Las coordenadas de v = (0,1,1) en la base 8 son ¢g(V) = (0,1,—1). Esto es
V=0V + IV + (—1)¥,.
= Ejemplo 2.8 Consideramos el subespacio vectorial P C R? determinado por
P={(x,y,z) € R} x+2y+3z=0}

del Ejemplo 2.6 y la base 8 = {V,V,} alli obtenida, esto es

V1 =(-2,1,0), ¥, = (-3,0,1),

tenemos que @p (V1) = (1,0), g (v2) = (0,1) y @p((1,1,1)) = @ (V1 +¥2) = (1,1).
Sea C = {V,Vp, -+, V¢ } un subconjunto de vectores de un espacio vectorial V de
dimensién n y sea 3 una base de V. Podemos determinar una base de L(C) como sigue:

AMVi+ v+ -+ 4V =0
nos proporciona un sistema de n ecuaciones con k incégnitas en R" al tomar

Mg (V1) + 20 (V2) + -+ + 4 @g (Vi) = 0.

La dimension de L(C) serd igual a n menos la dimensién del espacio de soluciones de este
sistema (el nimero de pardmetros). Asi, por ejemplo, si el sistema tiene una tnica solucion
(necesariamente el 0) significa que los vectores son linealmente independientes (ocurre si
k=nyV =L(C)).

= Observacioén 2.1 Al colocar la matriz del sistema, los vectores que proporcionan una
base son aquellos correspondientes a columnas en las que aparecen “pivotes” tras aplicar
el método de Gauss-Jordan.

= Ejemplo 2.9 Determinese una base del subespacio L(C) con

C=1{(1,2,1),(2,1,0),(4,5,2)}.
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Cambio de base

Consideremos ahora un R-espacio vectorial V' y supongamos fijas dos bases

ﬁ:{vlavb'“v‘_}n}v ﬁ/:{wbw%“'awn}

A B la llamaremos base antigua y B’ sera la base nueva. Estamos interesados en describir
la aplicacion de cambio de base ¢ggr = Qg o (PIS_ ' R" — R", que visualizamos en el

siguiente diagrama
Rn

V

Vi Ppp

N

Rl’l

y viene dada por

(Al,lz,...,ln) — qDﬁ/(\_/"), (pﬁ(‘7> = (Al,lz,...,ln).

Esto nos interesa, dado que cuando estudiemos transformaciones (movimientos) en un
espacio vectorial, veremos que en determinadas bases éstas tendrdn una expresion mas
sencilla, de hecho las podremos descomponer en varias transformaciones entre subespacios
vectoriales de dimensiones pequeias.

= Ejemplo 2.10 Sea 3 = {ii}, i, 3} una base de un espacio vectorial real V y considere-
mos una nueva base 8’ = {V,V,,V3} dada por las relaciones

Uy =V +V3, lp =V, U3 =V + V3

Tomamos el vector X € V dado por X = 3ii; + 2i3, esto es tal que @g(X) = (3,2,0). Para
ver las coordenadas de X en la base B’ sustituimos

X =23 +2uy = 3(\71 —1—173) + 2V = 3V + 2V, + 3V3.

Asi ¢ﬁ,[3’((372,0)) = (3,273)
Mis generalmente, dado (A1,42,43) en R consideremos el vector ¥ € V tal que
@g(¥) = (41,42, 43). Tenemos que

X = MNi + Al + Az = 44 (\71 —l—\_;g) + Ao —|-7L3(\72 —|—\73)

= (141 + 042 + 0A3)V| + (OA; + 1A + 1A3)Vo + (14 + 04, + 1A3)V3

Esto es

9.5 (41,22, 43)) = @/ (¥) = (A1, A2 + A3, A1 + A3)

Que se corresponde con

A 100 A
M+ A3 = 011 A
M+A3 1 01 A3
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Vamos a escribir las ideas del ejemplo anterior para el caso general. Escribiendo la
base antigua en funcion de la nueva, sabemos que tenemos las relaciones

Dado (A1, 42,...,4,) € K", sea Vel vector tal que g (V) = (A1, 42, .
V=MV +hV+ -+ AV,

Sustituyendo las expresiones de cada V; llegamos a que

n n n
V=M Y MiaWit- 4 A Y Wi = Y, Ajajwy -+
: c e~

i=1 i=1 j

Esto es, si @g/(V) = (U1, M2, -+ , Uy ), tenemos que

I M it M1z
) A2 o1 Moz
: = Mﬁﬁ, ’ MﬁB/ =
Hn )Ln Hnl  Hn2

VI = Upwi ot Uawe = @p(Vi) = (i1, M2, -5 it )
Vo = UpWitUpwat o pWs = @g(V2) = (12, Mo2, - -5 Ui2)

Voo = Wi+ fonWa ot W == @pr(Va) = (lans Mans -+ 5 Mon)

..y Ay), esto es, tal que

n
lj.unj"_‘;n
—1

J

Hin
Hon

.Ll“}’l}’l

La matriz Mg g describe la aplicacion @ggr de cambio de base y la llamamos matriz de
cambio de base de B a B’. Obsérvese que la columna i-ésima de la matriz Mg g estd

definida por las coordenadas del vector V; en la base 8.






3.1

Una transformacion lineal entre dos espacios vectoriales es una aplicacién que transfor-
ma subespacios vectoriales en subespacios vectoriales. En particular lleva rectas en rectas
y deja fijo el origen. Podemos decir que una tranformacion lineal tiene la propiedad de
“no curvar los objetos” y de “no trasladarlos”. De hecho, decimos que los movimientos
asociados a estas transformaciones son rigidos.

Definiciones

Comenzamos considerando el plano real R?, utilizando el conocimiento que ya tene-
mos sobre él. Vamos a considerar transfomaciones del plano R? en si mismo, es decir,
transformaciones f : R? — R?. Podrfamos pensar en

Fx,y) = (x,y%),

pero si nos fijamos, esta manda la recta £ = {(x,x) : x € R} en la pardbola f(¢) = {(x,x?) :
x € R}, por tanto no va a ser un caso de transformacién lineal, dado que no manda rectas
en rectas. Esto nos “indica” que la expresion de f debe ser lineal (con exponentes igual a
1) en x e y. Podriamos pensar ahora en

flxy) = (x,y+1),

que manda la recta £ = {(x,x) : x € R} en la misma recta trasladada una unidad “hacia
arriba”, es decir, en f(¢) = {(x,x+1) : x € R}. Esta tampoco es una transformacion lineal,
porque no deja fijo el origen (hablariamos de tranformacién afin = transformacién lineal
+ traslacién). De manera mas general, una transformacién lineal f : R? — R? tiene una
expresion

fx,y) = (filx,y), f2(x,y)) = (a11x + ary,a21x + azy),
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y por tanto tiene asociada a una expresion matricial

<f1(x7Y) ) _ ( aj; ap ) < X)
falx,y) a axn y
= Ejemplo 3.1 Los siguientes son ejemplos de transformaciones lineales de R? en si
mismo:
= Simetrfa: La aplicacién f : R*? — R? dada por f(x,y) = (v,x). Es una simetria
respecto a la recta y = x.
= Homotecia: La aplicacién f : R?> — R? dada por f(x,y) = (x,2y). Es una homotecia
en las direcciones (1,0) y (0,1) de razones 1 y 2, respectivamente.
= Rotacién: La aplicacién f : R? — R? dada por f(x,y) = (—,x). Es una rotacién de
7 /2 radianes, es decir 90°, en sentido positivo (antihorario).

De manera méas general, una transformacion lineal entre dos R-espacios vectoriales V
y W es una aplicacién f: V — W tal que se cumple:

FAV1 +uin) = A f (V1) + 1 f(¥2),
para todo V,V, € V y A, u € R. De esta definicién se deduce que f envia rectas en rectas
y que se cumple f(0) = 0.

Proposicion 3.1.1 Una transformacion lineal f : V — W queda determinada por la imagen
de los elementos de una base de V.

= Ejemplo 3.2 La transformacion lineal f : R3 — R? dada por

f((l,0,0)) = (170)7 f(<07 1’0)) = (0’ 1)7 f((0707 1)) = (070)

envia a un punto (x,y,z) € R en (x,y) € R?, pues tenemos que:

(B)=G o)

» Ejemplo 3.3 Dado un ndmero real k € R, la transformacion fj : R[X] — R que a cada
polinomio p(X) le hace corresponder su evaluacion en X = k.

Sea f: V — W una transformacion lineal entre espacios vectoriales:
» [lamamos niicleo de f y lo denotamos por ker f al subespacio vectorial de V dado
por
kerf={veV: f(¥) =0}

= Llamamos imagen de f y lo denotamos por Imf al subespacio vectorial de W dado
por
Imf={weW: WeV, f(V)=w}

= Ejemplo 3.4 Sea f : R® — R? la aplicacién lineal dada por la proyeccién sobre las dos
primeras componentes, esto es f(x,y,z) = (x,y). Tenemos que

ker f = L((0,0,1))  Imf =L((1,0),(0,1)) = R?
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= Ejemplo 3.5 Sea f : R? — R? la aplicacién lineal dada por f(x,y) = (x,x,y). Se tiene
que
kerf={0} Imf=0L((1,1,0),(0,0,1))

Si f:V — W cumple que Imf = W decimos que f es sobreyectiva. En este caso
tenemos que dimW < dimV. Si f:V — W cumple que ker f = 0, decimos que f es
inyectiva. Se puede probar que esto equivale a decir que vectores distintos tienen imagenes
distintas. En este caso tenemos que dimV < dimW. Cuando f es sobreyectiva e inyectiva,
decimos que es biyectiva, y en este caso tenemos necesariamente que dimV = dimW.

= Ejemplo 3.6 La aplicacién f : R® — R? dada por f(x,y,z) = (—,x,2z) es biyectiva. Es
una rotacion del plano z = 0 (plano xy) junto con una homotecia en la direccién del eje z.

En todos los ejemplos que hemos introducido hasta ahora nos hemos estado apoyando
en la base estdndar de R”. Veamos ahora en general cémo podemos “codificar” f, utilizando
coordenadas, una vez se han fijado bases

B ={Vi,Vo,....Vn}, Ba={wi1,Wa,..., Wi}

enV y W, respectivamente. Es decir, queremos dar la lectura de f en las bases B y Bs.
Veamos un ejemplo en primer lugar para ilustrar el concepto.

= Ejemplo 3.7 Consideramos el espacio vectorial R? y los vectores
Vi =(1,1,0), % =(0,0,1); Wy =(0,1,0), w2 =(0,0,1).

Llamamos 1 = {V|,%2} y B = {W1,W>} y consideramos los subespacios vectoriales de
dimensién dos Py = L(B1) y P, = L(B2)- Sea f : P| — P la aplicacion lineal descrita por

JO) =w1,  f(R)=w
Asi, la matriz de f en las bases B y 3, es
r (10
Apip, = ( 0 1 )

Volviendo al caso general, sabemos que

f) = anwi+anwr+-+apmWn
fOh) = apwi+anwr+--+amWwn
f(‘_;n) = alnwl + a2nw2 +-- amnwm

Dado (A1,4,...,4,) € R", sea Vel vector tal que V= A1 V| + A,V + - - - + A, V), Por ser f
una aplicacion lineal, tenemos que

fV) =Mf01) +Af () +- -+ A f(Vn)

Sustituyendo las expresiones de cada f(V;) llegamos a que

m m n n
f(f/") = A Zailwi +o Ay ZamvT/,- = ljaljqu +---+ Z ljamjv_&m
i=1 i=1 j=1 j=1
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Esto es, si (V) = uiwy + towy + - - - + Wuwy,, tenemos que

1 A ai; aip - Ay
2 : A : az axp - @
Beloar | P Al = . .

BiB2 B1B2
M Afn aAml Am2 - Amn

La matriz A';;l B describe la lectura de f en las bases B; y B, y la llamamos matriz de f en

las bases By y B2. Cuando V =W y B; = B, = B escribimos A;;l B = Alfg.

Notemos que la columna i-ésima de la matriz Aél. B estd dada por las coordenadas del
vector f(V;) en la base f3,.

Subespacios invariantes y cambios de base

Nosotros nos vamos a centrar a partir de ahora en transformaciones lineales que actian
sobre el mismo espacio vectorial V. El objetivo es estudiar estas transformaciones y
determinar bases de V para las cuales la expresion de f sea sencilla. Cuando iteramos f
obtenemos un sistema dindmico discreto sobre V.

Sea f : V — V una transformacion lineal de V. Un subespacio vectorial W C V se dice
invariante por f si se tiene que f(W) C W.

= Ejemplo 3.8 Consideremos V = R3 y la base B = {ii|, ii,,ii3}, donde
i1 = (1,0,0), i, = (0,1,1), i3 = (0,1,0).
Tomemos la transformacién lineal f : R® — R3 descrita por
flidr) = —iiy, f(id2) =iy, f(id3) = il

Tenemos que W) = L(idy, i) y Wo = L(ii3) son subespacios vectoriales de R3 invariantes
por f. De hecho f describe una rotacion dentro de W; y es la identidad en restriccion a W,.
Tenemos que la matriz de f en la base 8 viene dada por

0 10
A-;;: ~101l0
0 01

La separacion en “dos bloques” que observamos es la que nos indica que podemos partir
la base en dos para separar dos subespacios invariantes. En este caso por un lado i y iy y
por el otro 3.

Notemos en el ejemplo anterior que si consideramos la base estindar de R? dada por
é1 =(1,0,0),é, =(0,1,0) y &3 = (0,0, 1), tenemos que

(&) =—é&—8, f(&) =&, f(&) = flir—iiz) =il —ii3 =& — &
Asi, la lectura de f en la base estandar viene dada por
0 0 1
Afo=1{ -1 1 -1

-1 0 O
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De esta manera, pese a que la base estandar nos resulta mas familiar y nos sentimos mas
comodos trabajando con ella, no nos permite distinguir la “separacion de la dindmica”
en esos dos bloques que si detectamos con la otra base. Por eso es de especial impor-
tancia saber realizar los cambios de base o referencia, para poder asi visualizar mejor el
“comportamiento a largo plazo de f”’, es decir, nuestro sistema dindmico.

Lo que acabamos de observar para el ejemplo anterior nos sucederd frecuentemente.
Nos daran la transformacion lineal f : V — V mediante su lectura en una base f3, es decir,

nos proporcionaran la matriz A;; y estaremos interesados en expresar f en otra base 8/, es

decir, nos interesara la matriz A;;,. La relacion entre ambas viene dada por
f_ F a1

donde Mgg: es la matriz de cambio de base de 3 a B’, que recordemos que se obtiene al

colocar las coordenadas en B’ de los vectores de B por columnas.

= Ejemplo 3.9 Sea V un espacio vectorial de dimension 2 'y B = {i,,} una base de V.
Consideremos la transformacion lineal f : V — V cuya expresion en la base 8 viene dada

por
A= ( i?g —43//55 )

Esto es, tenemos que
f(iy) =3/5i1+4/5u, f(ir) = 4/51 — 3/5ii>

Consideremos la base ' = {wy,w }, donde wy = 2iij +ii, y wp = i} — 2ilp. La expresion
de f en la base B’ viene dada por

(o )= (1 25 ) (8 25) (0 %)

La expresion de f en la base 8 no deja claro cual es el movimiento sobre el plano que
describe f. En cambio, cuando leemos f en la base B’ de inmediato vemos deja fijos todos
los elementos de L(w) y por otro lado que preserva el subespacio L(w;) enviando a cada
elemento en su opuesto. De hecho f es una simetria respecto a la recta L(wy).

Diagonalizacion y direcciones propias

Un caso especial de transformaciones lineales f : V — V son aquellas cuya dinamica
se puede “descomponer” en n subsepacios invariantes de dimensién uno, donde n es la
dimensién de V. En el caso de V = R? esto es lo que ocurre con homotecias en dos
direcciones independientes, pero no con los giros.

Sea f : V — V una transformacion lineal. Los subespacios invariantes de f que tienen
dimension 1 se denominan direcciones propias 'y sus elementos se llaman vectores propios
o autovectores. Notese que L(V) es una direccion propia si y solamente si

fW) eL(y) <= f(V)=AV, L eR.

El valor A se denomina autovalor o valor propio de L(V). El valor propio explica c6mo
se “contrae o expande” la direccion propia mediante la transformacién f. Ademas, si es
negativo, explica la existencia de una “simetria o reflexion”.
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= Ejemplo 3.10 Sea f : R? — R? determinada por f(x,y) = (x+v,y). El vector ¥ = (0, 1)
es propio con autovalor asociado A = 1, esto es f(V) = V.

Sea V un espacio vectorial de dimension n. Sea f : V — V una transformacion lineal
de modo que hay una descomposicion en n direcciones propias

L(V1), L(V2), ..., L(Vn)

tales que f(V;) = AV, paratodoi=1,2,...,n. Laexpresion de f enlabase f = {V|,V>,...,V,}
viene determinada por la matriz diagonal

M 0O - 0
0 A 0
f_
Bl
0 0 - A,

Diremos que una transformacion lineal f : V — V es diagonalizable si tiene una base
formada por vectores propios. Equivalentemente, si existe una base para la cual la matriz
que describe la expresion de f en dicha base es diagonal.

= Ejemplo 3.11 La transformacion lineal dada por f(x,y) = (x+y,y) no es diagonalizable,
pues tiene una dnica direccién propia generada por v = (0, 1).

Veamos ahora como determinar si una transformacion lineal es diagonalizable y como
hallar una base de vectores propios. Un vector es propio si y solo si pertenece al nicleo de
la aplicacion

W) :/lidv—f:V—>V,
para algiin A € R; esto es, si f (¥) = f(¥) — A¥ = 0. Llamamos polinomio caracteristico
P¢(A) de f al determinante de la matriz asociada a fj en alguna base de V. Esta matriz la
podemos obtener mediante
ATY = Ald,nn —A;;,

donde 7 es la dimension de V. Se llama polinomio caracteristico porque es un polinomio
en A (al dejar A variar en R) y ademds porque es independiente de la base en la que se
haya tomado la lectura de f. Nos interesan los valores A para los cuales f; no es inyectiva
(la dimension de su nucleo es mayor que uno), y estos son exactamente las raices del
polinomio caracteristico.

= Observacién 3.1 En muchos libros de texto se define f; = f — Aidy. El polinomio asi
obtenido coincide con el nuestro multiplicado salvo quiz4 por el signo, pero esto no afecta
al procedimiento posterior, siempre y cuando se sea consistente a la hora de aplicarlo.

Proposicion 3.3.1 Dado A € R se tiene Pr(A) = 0 siy solo si existe un vector v € V con
¥ 0 tal que
[() =Av—f(¥) =0.

= Ejemplo 3.12 Considérese la transformacion lineal f : R2 — R? dada por

f(x,y) = (x+5y,2x+4y)

f 1 4 i A—1 —4
ABst_(Z 5)’ Aﬁst_( -2 A—5 ’

Tenemos que
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y por tanto Pr(A) = A% —5A —6 = (A + 1)(A — 6). De esta manera los valores propios de
fsonA=—-1yA=6.

Las siguientes observaciones caracterizan cuando f es diagonalizable.

1. Si Pr(A) no puede descomponerse como producto de factores lineales, entonces
f no es diagonalizable. Obsérvese que esto puede suceder en R, pero jamds en C
(teorema fundamental del dlgebra).

2. Suponamos que Pr(A) = (A — 4151 (A — )%+ (A — Ay)*. Tenemos que f es
diagonalizable si y solamente si

k; = dim(ker f3,) = dimV —rango (A?f ),

paratodo i =1,2,...,n. En particular, si Pr(A) tiene n raices distintas, es diagonali-

zable.

= Ejemplo 3.13 Sea f : R> — R? la transformacién lineal dada en su expresién en la base

estandar por la matriz
r (1 4
Ap = ( 11 )

El polinomio caracteristico es Pr(A) = (A 4 1)(A —3), por tanto f es una transformacion
lineal diagonalizable, ya que P;(A) se descompone como producto de factores lineales y
tiene dos raices distintas. Tenemos que

kerfo1 =L((=2,1)), kerfz=L((2,1)),

Asi B ={(-2,1),(2,1)} es una base de vectores propios de [y

(L ON_ (14 24aN (14N (=22
; 0 3 1/4 2/4 J\ 11 11
= Ejemplo 3.14 Consideramos la transformacién lineal f : R*? — R? dada por f(x,y) =
(x,x+y). Tenemos que

Pr(A)=(A—1)% kerfo=L((0,1)).

Como dim(ker f>) = 1 < 2, concluimos que f no es diagonalizable.

s Ejemplo 3.15 Sea f : R? — R? la transformacién lineal que se obtiene al realizar un
giro de 7 /2 en sentido antihorario. Esto es f(x,y) = (—y,x). El polinomio caracteristico
de f viene dado por

Pr(A)=2%*+1
y por tanto f no tiene direcciones propias reales. En cambio, si consideramos la inclusién

R? C C? observamos dos direcciones propias complejas L((i,1)) y L((—i,1)) asociadas a
los valores propios complejos i y —i, respectivamente.

= Ejemplo 3.16 Sea f : R — R la transformacién lineal dada en su expresién en la base
estandar por la matriz

1 2 4
Al =1 21 -4
ﬁst

00 3
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Tenemos que
A—1 =2 —4
Af=| -2 A-1 4
0 0 A-3

y por tanto el polinomio caracteristico es Pr(1) = (A + 1)(A —3)2. Dado que Ps(1) se
descompone como producto de factores lineales, para ver que f es una transformaciéon
diagonalizable debemos comprobar que

A f3
2=3 rango(Aﬁst),

pero esto es cierto. Obtenemos que
ker f_1 = L((lv _170))7 ker f3 = L((la 170)7 (2707 1))7

Asi B ={(1,—-1,0),(1,1,0),(2,0,1)} es una base de vectores propios de f'y

~1.0 0
Af;: 0 3 0
0 0 3

Finalmente, escribamos cémo se obtiene dicha expresion diagonal utilizando la matriz de
cambio de base entre la base B y la base 3. Mds precisamente, vamos a escribir

Afy = M, pA My |

B W BB
Esto es
~1.0 0 12 —1/2 -1 12 4 112
Aag=| 0 30 |=|12 12 -1 2 1 —4 ~110
0 0 3 0 0 1 00 3 0 01

Finalmente, tenemos que si f : V — V es una transformacion lineal sobre un espacio
vectorial real V y B es una base de V tal que la matriz de f en 8 es simétrica, entonces
el polinomio caracteristico Pr(A) tiene n raices reales (es decir, se puede descomponer
dentro de R como producto de factores lineales) y ademds f es una transformacion lineal
diagonalizable.



4.1

En diversas ocasiones hemos utilizado el conocimiento que ya hemos adquirido a
lo largo de los afios sobre el plano R? y el espacio R? y hemos hablado de dngulos y
distancias, especialmente para construir tranformaciones lineales. Al hacer esto, hemos
utilizado, sin decirlo explicitamente, una “estructura” adicional sobre R2 y R3: la estructura
de espacio euclideo.

De hecho, observemos que en la definicién general de espacio vectorial no se incluye
ningun concepto de medida. Por lo tanto, para hablar de la “longitud” de un vector y del
“angulo” entre dos vectores, debemos afiadir a nuestro espacio vectorial una operacion
adicional: el producto escalar. Hablamos asi de los espacios euclideos.

Definicion y primeras propiedades

En R? tenemos la idea de longitud que nos proporciona el teorema de Pitdgoras como
ilustramos a continuacion:

h? =a®+b?

h=Va%+b?

Podemos decir que la norma (o longitud) del vector ¥ = (a,b) de R? es la hipotenusa
del triangulo rectdngulo de catetos con longitudes a y b, esto es v a? + b%. De manera
general definimos la norma euclidea ||V||, de un vector v = (vi,vp,---,v,) € R" mediante
la expresion

Il = 3413+ 402,



30 Capitulo 4. Espacios euclideos

La norma de un vector nos proporciona una idea de su “longitud”.
En el espacio vectorial R" definimos el producto escalar usual

(Ju: RTxR* - R
@) (i, V)

que a cada par de vectores i = (uy,up,--- ,u,) y v=(v1,v2,- - ,v,) los envia en el nimero
real (id,V), = ujvi +upvy + - - -u,v,. Obsérvese que se tienen las siguientes propiedades
para el producto escalar usual:

El) (Conmutativa) (i, V), = (V,),, para todo i,V € R".

E2) (Distributiva) (iZ,V+ w), = (i, V), + (ii,w),, para todo i, V,w € R".

E3) A(u,V), = (Au,V),, paratodo i,y e R"y A € R.

E4) (Definida positiva) (V,V), > 0, para todo v # 0.

El resultado de realizar el producto escalar de un vector v sobre si mismo nos permite

recuperar la norma euclidea, de hecho, podriamos definir la norma euclidea a partir del
producto escalar mediante la relacion

[Vllu = v/ (¥, V)u

Proposicion 4.1.1 — Desigualdad de Cauchy-Schwarz. Para cada par de vectores
u,v € R", se tiene que
|<ﬁ7‘7>u| < ||ﬁ||u ||‘7||u7
o equivalentemente
P LT
2] o - V]
La desigualdad de Cauchy-Schwarz nos lleva a definir el dngulo 6,, entre dos vectores
il y V como aquel en el intervalo [0, 7] (o entre 0° y 1807) tal que

(@, V)

cosbyy = =,
2] |~ (V]

que coindice con la idea de dngulo que usualmente conocemos. De hecho, podemos
describir el producto escalar usual de dos vectores como el producto de la longitudes de
uno de esos vectores con la proyeccion del otro sobre el primero. La siguiente imagen
ilustra esta relacion:

£

< U >u= [y - (4] - cos(Ouy)) =
= |[0]|u - ([T

=1

Proposicion 4.1.2 — Teorema de Pitdgoras. Para cualquier par de vectores i,V de R”
tales que 6, = w/2 = 907 se tiene que

= 2 =2 L 1512
|62+ V(|5 = [l [z + [ V13-
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Demostracion. Utilizando las propiedades [E1-E4] tenemos que
i+ V[ = (@ + 5,6+ V) = (@, B+ (@, V) + (5, 8+ (7, P =
012 ) - o
= [l + V1l + 20, V)

Por otro lado, dado que (i, V), = |||, - ||V] | cos B,y y cos T/2 = 0, obtenemos que (i, V), =
0y llegamos al resultado. |

Ahora, y de forma completamente general, un espacio euclideo es un K-espacio
vectorial V junto con una operacién de producto escalar (,) : V x V — K cumpliendo las
propiedades [E1-E4]. Dado cualquier producto escalar se puede definir su norma asociada
|| - ||, se cuample para él la desigualdad de Cauchy-Schwarz y se puede hablar del dngulo
0., entre dos vectores i,V € V. Asimismo, en cualquier espacio euclideo se satisface el
teorema de Pitdgoras y se satisface el V postulado de Euclides (de ahi el nombre a estos
espacios), que garantiza que la suma de los dngulos de un tridngulo es 180°.

Curiosidad: La suma de los dngulos de
un tridngulo esférico (un tridngulo construi-
do sobre una esfera) jes estrictamente mayor
a 180! La esfera es un ejemplo de espacio :
no euclideo. !

Por esto también ocurre que los “mapas planos” de la tierra no reflejan bien la realidad
(podemos usar google maps para comprobarlo).

s Ejemplo 4.1 Incluso dentro del propio plano R? podemos considerar otros productos
escalares distintos al usual, como por ejemplo la aplicacién que envia a cada par de vectores
ii = (uy,up) y v= (v1,v2) de R? en el niimero

(Ml,uz)(% })(‘V};),

que es un producto escalar sobre R? distinto del usual. Para éste tenemos que:

1(1,0)[[ = V2, [[(0, ]| = 1, 61,0 0,1) = /4 = 45°

R? con el producto escalar R? con el producto escalar usual
(s, ) ( ? } ) ( Zl ) (como espacio modelo)
2
(0,1) (0,1)
(1,0)
1 w/4
1 /
/4 ‘ >
(1,0) s (1,-1)
(17 _1)

'La imagen se ha extraido de https://www.geogebra.org/m/XcxqGfb3
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Nos puede parecer que este producto escalar es muy raro, que mide las distancias y
los dngulos de una manera muy extrafia, pero si consideramos la base de R? dada por
B ={(1,-1),(0,1)}, rapidamente observamos que

) (3 1) (1) = tep@. 055

donde 4 = (u1,up) y v= (v1,v2), pues
X=(x1,x2) =x1(1,—1)+ (x; +x2)(0,1),

y por tanto ¢g(X) = (x1,x +x2). Esto lo que no estd diciendo es que se ha deformado el
sistema de referencia (ya no es la base estandar de R? habitual, sino la base ). Veremos
mads adelante formas de cambiar de referencia (de base) sin deformar distancias ni dngulos,
es decir, respetando el producto escalar fijado.

La existencia de espacios euclideos raros permite hablar de longitudes y dngulos en
lugares que a priori poco tienen que ver con la geometria.

Bases ortonormales

Consideremos un R-espacio vectorial V dotado de una operacion de producto escalar
(,):V xV — R, esto es, un espacio euclideo. A modo de guia, podemos tener en mente
R” con el producto escalar usual (, ).

Decimos que un vector vV € V es un vector unitario si tiene longitud uno, es decir si
||¥|]| = 1. Llamamos normalizacién de un vector v € V al tinico vector unitario ¥y, € V que
forma 0° con €l (jojo! 0, no 180?). Este viene dado por

<

Vun = | |
Dados dos vectores i,V € V, decimos que son orfogonales (o perpendiculares) si el anguo
6., entre ellos es de 90, es decir, si (i, V) = 0y decimos que son ortonormales si ademads
de ser ortogonales ambos son unitarios.

Notemos que si S = {v,v2,...,} C V es un conjunto de vectores ortogonales dos
a dos, entonces es un conjunto de vectores linealmente independientes. En efecto, si
escribimos

=i

—

v+ opvy 4+ oy =0,
utilizando las propiedades [E1-E4] del producto escalar, tenemos que

k k
(L it Y- o) = ) of |17l + 2001 (7 a2||7||2
Y i Y. ) = i

i=1 i=1

i=1

y dado que a? > 0y ||¥;]| > 0 paratodoi = 1,2, ,k tenemos que necesariamente @; = 0
para todo i = 1,2,... k. Por tanto L(S) = L(V,V,,..., Vi) es un subespacio vectorial de V
de dimension k.
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Definicion 4.2.1 Sea V un R-espacio vectorial. Una base 8 = {v,v2,...,v,} de V es
ortogonal si sus vectores son ortogonales dos a dos. Si ademds cada uno de ellos es un
vector unitario, decimos que la base es ortonormal.

» Ejemplo 4.2 Consideremos R? con el producto escalar usual:
1. El ejemplo mds sencillo de base ortogonal (y ortonormal, de hecho) es la base
estandar By = {(1,0),(0,1)}.
2. Labase B; = {(1,1),(0,1)} no es una base ortogonal, pues el angulo entre esos dos
vectores es de 45"
3. Labase B, ={(1,1),(—1,1)} es ortogonal, pero no ortonormal, puesto que ||(1,1)|| =
(=1, = \/_ Si normalizamos estos dos vectores obtenemos la base ortonormal

Bs = (2 2), (2,2},

(0,1) (0,1)

S
V)
S

45°

(1,0)

Podemos observar que hacer un cambio de base entre bases ortonormales no modifica
formas, dngulos, longitudes y dreas. La figura refleja una imagen bastante fiel de lo que
sucede (el cuadrado de drea 1 va a parar a un cuadrado de drea 1) al cambiar de la base By
a la base 3. La matriz de cambio de base de S a la base B3 viene dada por

V2 2
Mo — 2 p)
Bsip, — _Eﬁ \? )

-1 _ gt
y observemos que M Bupy Mp,p, = Mﬁstﬁ3

» Ejemplo 4.3 Consideremos R3 con el producto escalar usual:
1. El ejemplo més sencillo de base ortogonal (y ortonormal, de hecho) es la base
estandar By = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}.
2. Labase B; = {(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)} no es una base ortogonal, pues el &ngulo
entre cada dos de estos vectores es de 60°.
3. Labase 3, ={(1,1,0),(1,—1,0),(0,0,1)} es ortogonal, pero no ortonormal, pues
11(1,1,0)|| = ||(1,—1,0)|] = v/2. Si normalizamos estos dos vectores obtenemos la

base ortonormal f3 = {(ﬂ, ‘/E,O), (#, V2 ,0),(0,0,1)}.
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(0,0,1)

De nuevo observamos que hacer un cambio de base entre bases ortonormales no modifica
formas, dngulos, longitudes, dreas y volimenes. La figura refleja este hecho si tomamos en
cuenta la perspectiva, de nuevo, el cubo de volumen 1 va a parar a un cubo de volumen
1 al cambiar de la base B a la base 3. La matriz de cambio de base de B a la base 3
viene dada por

V2

Mﬁ Slﬁ3 -

o
S
()

-1 _ — At
y observemos que M Bupy Mpg.p, = Mﬁstg3

Lo que hemos observado en los ejemplos ocurre en general y la matriz de cambio de
base Mpp entre dos bases ortonormales 8 y B’ cumple que

-1 _ t
Mg =Mpp

Decimos que es una matriz ortogonal (;0JO! Que no nos confunda el nombre, las bases
son de vectores unitarios).

Proyeccion ortogonal

Las propiedades de perpendicularidad nos resultan ttiles para hablar de proyecciones y
asi quizd poder trabajar en dimensiones mds pequeiias.

Sea W un subespacio vectorial de V. Diremos que un vector v € V es ortogonal a W
si lo es a cada uno de sus vectores. Usaremos la notacién v L. W. Para ver si un vector es
ortogonal a un subespacio, basta tomar una base de W y comprobar que v es ortogonal a
cada uno de los vectores de la base.

= Ejemplo 4.4 Consideremos R? con el producto escalar usual. El vector (—1,1,0) es
ortogonal al subespacio

W= {(x,5z) eR x=y}

Para ello basta ver que es ortogonal a los vectores (1,1,0) y (0,0,1), dado que estos
determinan una base de W. Tenemos que

((1,1,0),(~1,1,0)), =0, {(0,0,1),(—1,1,0)), = 0.
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Proposicion 4.3.1 Dado un vector v € V' y un subespacio vectorial W C V, existe un tinico
w € W tal que Vv —w sea ortogonal a W.

Demostracion. Supongamos que wi,w; son dos vectores en W para los que se tiene
V—w; L WyvV—w, L W.Observemos que

<v—vT/,~,vT/,~> = (v,vT/i> — <W,‘,VT/’,‘> =0, i=12.

Por tanto (v, w;) = ||w;||2, para i = 1,2. Por otro lado

<V_W17W2> = <V,W/2> - <WI,W2>, <v_w27wl> = <V,W1> - <W2,W/1>.

De aqui se deduce que ||[W1||? = (v, W) = (W1,W,) = (v, ;) = ||Wy||?. Por tanto ||iw|| =
||Wa|| y cos 6y, = 1, es decir w; y wy son vectores paralelos que forman un dngulo de 0°
(van en el mismo sentido) y tienen la misma longitud. Necesarimente w; = wy. [ |

La proposicion anterior nos motiva a introducir la siguiente definicién. Dado un vector
v € V y un subespacio vectorial W C V, definimos la proyeccion ortogonal de vV sobre W
como el tnico vector pry, (V) € W tal que

V—pry (V) LW

Obsérvese que si v ya es ortogonal a W, entonces pry, (V) = 0.

= Ejemplo 4.5 Consideremos el espacio R3 con el producto escalar usual:
1. La proyeccién ortogonal de (1, 1, 1) sobre el plano P = {(x,y,z) : z=0} es el vector
(1,1,0). En efecto, tenemos que (1,1,1) —(1,1,0) = (0,0, 1), que es ortogonal a P.
2. La proyeccion ortogonal de (1,0,0) sobre el plano P = {(x,y,z) : x =y} es el vector
(1/2,1/2,0). En efecto, tenemos que

(1,0,0) — (1/2,1/2,0) = (1/2,—1/2,0),

que es ortogonal a P.
Nos gustaria tener un método més efectivo para calcular las proyecciones. Se puede
probar que si {i],y,...,H} es una base ortonormal de W, entonces

pry (V) = (V1 )iy + (V, tip)iip + - - - + (V, ty,) .

Asi, surge de manera natural la pregunta de si siempre existe una base ortonormal para un
espacio vectorial y como obtenerla. Esto es lo que asegura el método de ortogonalizacion
de Gramm-Schmidt.

Método de ortogonalizacion de Gramm-Schmidt
Proposicion 4.4.1 Todo espacio euclideo admite una base ortonormal.

La prueba de este resultado es algoritmica y se basa en el método de ortogonalizacion
de Gramm-Schmidt que describimos a continuacion:

Sea B = {V},V3,...,V,} una base cualquierade V y sea L; = L(V,Vy,...,V}) para todo
k. Vamos a ir construyendo nuestra base ortonormal

B’ = {W1,%2,..., W}
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=<l

1. Normalizamos el primer vector w| = IIV: - Observemos que L; = L(Wy).
2. Fabricamos un vector ortonormal a w; tomando

M|

2
2|

2 =Vy —prp, (o) = Vo — (W1, )Wy, Wy =

2|

k+1. Supongamos que tenemos construidos (iterando el proceso anterior) vectores ortonor-

males Wy, wo, ..., wy tales que Ly = L(W1,Ws,...,wy). Construimos wy, | mediante
k —
Zk+1

Zhat = Vg1 — Prr, (V1) = Vi1 — Y (W Vg 1) Wi, Wil = =
P || Zi1]

Veamos el método de Gramm-Schmidt mediante un ejemplo.

= Ejemplo 4.6 Consideremos R> con el producto escalar usual y el subespacio vectorial
dado por P = {(x,y,z) €R?: x—y—z=0} C R>. Buscamos una base ortonormal de P.
De entrada sabemos que

P:{A(17170)+u(17071)a A«,[JGR},

y por tanto B = {V;,¥,} con ¥} = (1,1,0) y ¥, = (1,0,1) es una base de P, pero que no
es ortonormal y tan siquiera ortogonal. Vamos a usar el método de Gramm-Schmidt para
hallar una base B’ que si lo sea. Tenemos que ' = {wy,w }. Buscamos w;:

‘_;1 (17 17 0) (\/§ \/z )

V_l;1:| = = _7_70

Wl V2 22

Buscamos ws:

B = 2 = Pry(ay (72) = (1,0,1) = ((1,0,1), (

2 2 V2 1 1
= (17071)_£<£7\/__70) = <_7__71)
2 22 27 2
Ahora
1 1
PN 7’_5’1)_<ﬁ V6 ﬁ)
A %6 6 63

Notemos que

v, =(1,0,1) =
V2 ( » Uy ) D)
Asi, la aplicacién de cambio de base de 8 a B’ viene dada por la matriz
V2
Mgg = V2 oy
BB o 6 |
2
Por cémo viene dado el proceso de ortogonalizacion de Gramm-Schmidt tenemos que
Mpgp: es una matriz triangular superior siempre.
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Transformaciones ortogonales

Dedicamos una ultima seccién al estudio de transformaciones ortogonales. Estas
transformaciones conservan el producto escalar y como consecuencia dngulos, distancias,
areas, volumenes, etc.

Sea V un espacio vectorial con una operacion de producto escalar (,). Una transforma-
cion lineal f: V — V decimos que es una transformacion ortogonal si

(f@@), f(@)) = (ii,¥), @VEV.

Fijada una base ortonormal 8 = {V},V,,...,V,} de V, tenemos que
IN=1 _ (ANt
(ah) ' = (af),

es decir, la matriz de f en la base 8 es una matriz ortogonal. En particular, la imagen de
los vectores de 3 dan de nuevo una base ortonormal de V. Esto es

B/ = {f(‘_;l)7f(‘72)a 7f(17n>}

es una base ortonormal de V. Reciprocamente, sea f : V — V una transformacion lineal y
B una base ortonormal de V. Si la matriz de f en la base V es ortogonal, entonces f es una
transformacion ortogonal.

= Ejemplo 4.7 La transformacién f : R? — R3 dada por f(x,y,z) = (x, —2z,y) es ortogonal.
Envia la base estandar By = {€],€3,€3} en

f@)=éi, f(é&2) =3, f(&3) =—&
que determina de nuevo una base ortogonal. De otra manera, vemos que la matriz

0

1

1

— Al —
A_Aﬁst_ 0
0

- O O

0
es una matriz ortogonal. Esto es, se tiene que A~! = A,

Transformaciones ortogonales en R?>

Toda transformacién ortogonal de R? es o bien una rotacion de dngulo 6 alrededor del
origen o bien una simetria axial.
1. La rotacion de dngulo O (en sentido antihorario) tiene en cualquier base ortonormal
(en particular en la base estdndar) la expresion

_.f _ [ cos@ —sinB
A_Aﬁst_(sine cos O )

Observemos que la rotacion de dngulo 6 no es diagonalizable.
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2. La simetria axial (de eje) respecto a una recta £ = L(V) se determina como sigue. Se
considera una base ortonormal = {¥,%"}, donde ¥ es uno de los dos vectores
ortogonales a V. Su matriz en la base 3 viene dada por

r_(1 0
Aﬁ_(o —1)

Una simetria axial si es diagonalizable (con valores propios £1).

En cualquier otra base ortonormal 8’ encontramos que la matriz de AL , es ortogonal
y simétrica. Reciprocamente, si una matriz ortogonal y simétrica representa una
transformacion f en una base ortonormal (por ejemplo en la base estdndar), entonces
f es una transformacion ortogonal y diagonalizable: es necesariamente una simetria
axial.

a Observacién 4.1 Una matriz A es ortogonal y simétrica si y solo si cumple que A? = Id.
Esto significa que al aplicar dos veces la transformacion lineal a la que representa, no nos
hemos movido, recuperamos la transformacién identidad.

= Ejemplo 4.8 La transformacién f : R*? — R? dada en su matriz en la base estandar

mediante
(01
Aﬁst - < 1 0 )

es una simetria axial respecto a la recta x = y.

Se tiene que:

1) La composicién de rotaciones es una rotacion

2) La composicion de dos simetrias axiales es una rotacién

3) La composicién de una rotacién con una simetria axial es una simetria axial

Transformaciones ortogonales en R3

Toda transformacién ortogonal de R en R? es composicién de una de los siguientes
tipos:
1. Rotacion de dngulo 6 alrededor de un eje ¢ (eje de giro). En una base ortonormal
adecuada 8 = {V,V,,V3} tenemos que

1 0 0
A]g =] 0 cos@ —sinO
0 sin® cosO

El eje de giro es ¢/ = L(V}) y el plano que queda invariante mediante el giro es
P = L(V,,V3).

2. Simetria respecto a un plano P. En una base ortonormal 8 = {V},V,,V3} adecuada,
tenemos que

100
A;;: 0 10
0 0 1

y el plano de simetria es P = L(V,,3).
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Una simetria si es una transformacién diagonalizable (con valores propios 4-1). En cual-
quier otra base ortonormal 3’ encontramos que la matriz de Aé, es ortogonal y simétrica.
Reciprocamente, si una matriz ortogonal y simétrica representa una tranformacién f en
una base ortonormal (por ejemplo en la base estdndar), entonces f es ortogonal y diagona-
lizable: es necesariamente una simetria (que puede ser composicion de varias simetrias
respecto a un plano).

» Ejemplo 4.9 La transformacién f : R? — R? dada en la base estindar por

N|§N|~NI—
|

NSNI»—‘NI—
[y}

SN "
NSN
sl

es un giro con eje de giro dado por la recta de ecuaciones z =0 y x =y y el plano que
queda invariante es el dado por x = —y. Detectamos el giro como sigue. Primero vemos
que esta transformacion es ortogonal (la matriz lo es) y que hay un unico valor propio
real igual a +1. Buscamos un vector propio unitario v. En nuestro caso podemos tomar
V= (@, @,O); éste nos da el eje de giro. Ahora el plano que queda invariante es el que es
ortogonal a V.

= Ejemplo 4.10 La transformacién f : R? — R> dada en la base estdndar por

S O =

0
0
1

S = O

es ortogonal. Ademds, como la matriz es simética, es una simetria. Podemos ver que
tiene el valor propio 1 doble, por tanto es una simetria respecto a un plano. Los vectores
i=(1,0,0)y v= (0, 4, 4) son vectores propios unitarios y ortogonales asociados al
valor propio 1. Son los que determinan el plano de la simetria, en este caso el dado por
y=z

Transformaciones ortogonales generales

Sea V un espacio vectorial de dimension n con un producto escalar (,), es decir, un
espacio euclideo, y sea f : V — V una transformacion lineal. Fijemos una base ortonormal
B de V y denotemos por Alf3 la matriz de f en V. Tenemos que f es una transformacion

ortogonal diagonalizable si 'y solo si AJ[; es ortogonal y simétrica, es decir, si se cumple

AL A

f
B






Las ecuaciones diferenciales estdn presentes en muchos dmbitos de las ciencias y las
ciencias sociales, como la biologia, la economia, la fisica y por supuesto, la quimica.
Esto es natural, dado que las ecuaciones diferenciales representan el cambio de ciertas
cantidades fisicas respecto a pardimetros como el tiempo, la temperatura o la presion.

Una ecuacién diferencial ordinaria es una expresion que relaciona una variable inde-
pendiente x, una variable dependiente y = y(x) y sus derivadas sucesivas que habitualmente
denotamos mediante y\¥) (x) (o también y’ (x), y”(x), etc.). Por ejemplo, la expresion

Y'(x)+y(x) +y(x) =0

es una ecuacion diferencial ordinaria. El orden de una ecuacioén diferencial es el término
de la derivada de grado més alto en su expresion. Dada una ecuacién diferencial ordinaria
de orden n, decimos que una funcién n veces derivable g(x) es una solucién si y = g(x)
verifica la ecuacion diferencial.

= Ejemplo 5.1 Resolvamos las siguientes ecuaciones diferenciales ordinarias:
a)y' =2y, b)y"=3y'+2y=0, ¢))'—y=2¢

a) Es de primer orden y sus soluciones vienen dadas por f.(x) = ce?, con ¢ € R. En efecto,
tenemos que

fl(x) =2ce™ = 2f.(x)

b) Es de segundo orden, tiene coeficientes constantes y es homogénea. Su ecuacion caracte-
ristica (pronto veremos la relacion con el polinomio caracteristico de una transformacion
lineal) es

P =3t42=(t—1)(r—2)
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y sus soluciones son f,,(x) = ae* 4 be*, con a,b € R. Tenemos que

fho(x) = ae® +2be™, f1, (x) = ae® + 4be™,

a

y, por tanto, f7, (x) — 3£, (x) +2fu(x) = (a — 3a+2a)e* + (4b — 6b +2b)e** = 0.
¢) Es de segundo orden, tiene coeficientes constantes y es no homogénea. La ecuacion
caracteristica es t> — 1 y la solucién homogénea viene dada por

Vi = ae* +be™™

Buscamos una solucién particular. No podemos usar g(x) = ae*, dado que verifica la
ecuacion homogénea. Tomamos g(x) = axe* y obtenemos

g (x) = ae* + axe®, g’ (x) = ae* + ae* + axe*
Sustituyendo en la expresion y” —y = 2¢* llegamos a que
20" + oxe* — oxe* = 2e"

y por tanto ot = 1. Asf, una solucién particular es y© = xe* y las soluciones generales
vienen dadas por

fap(x) =¥ 43P = ae* + be ™ + xe*.

Tras este breve repaso por algunos aspectos conocidos de las ecuaciones diferenciales,
estamos en condiciones de introducir los sistemas de ecuaciones diferenciales. A partir
de ahora tomaremos n = 3 por comodidad en la escritura, pero todo lo que hagamos se
extiende a cualquier nimero de variables. Cuando cambiamos la variable dependiente
y: R — R por una funcién vectorial

Y= ()’I;YZ;)B) R— ]R37

es decir, pasamos de tener una sola variable dependiente a tener 3 variables dependientes,
la expresion y = f(x,y) deja de ser una ecuacién diferencial para convertirse en un sistema
de ecuaciones diferenciales ordinarias (de orden uno)

y =f(x,y).
Mis precisamente, tenemos relaciones
yll = f] (X7YI ;)’2;)’3)

ylzsz(xaylay27y3) 5.1
y/3 = f3(x7)’17y27y3)

El caso lineal y con coeficientes constantes

Hay muy pocas ecuaciones diferenciales y sistemas de ecuaciones diferenciales que
se puedan resolver de manera explicita. En este curso nos vamos a centrar en el caso de
sistemas de ecuaciones diferenciales lineales ordinarias con coeficientes constantes.
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Que las ecuaciones consideradas sean lineales (en las variables dependientes) significa
que las f; de la ecuacion (5.1) son de la forma

fi(x,y1,2,¥3) = ain (x)y1(x) +aip(x)y2(x) +a;3(x)ys (x) + b;(x),

parai=1,2,3. Por otro lado, con coeficientes constantes indica que las a; ;(x) son funciones
constantes, es decir, a;;(x) = a;; € R. Asf, los sistemas de ecuaciones diferenciales que
nos interesan se expresan en forma matricial como

i (x) ap ap as y1(x) b1 (x)
ya(x) | = a2 axn ax v2(x) |+ | b2(x)
() asl az  ass y3(x) b3(x)

Escribiremos y'(x) = Ay(x) + b(x) y llamaremos a A la matriz de coeficientes. Cuando
b(x) = 0, esto es, cuando b;(x) = 0 parai = 1,2,3, se dice que el sistema es homogéneo.

= Ejemplo 5.2 Considera los siguientes sistemas de EDQO’s lineales

Yy =xy1+ey Y1 =21+ y1 =2y1+9y2+10x+1
D\ Yy =y +2 D Y=yt2 I\ Yy=y1+292 +4
Yo = Y1+ 2Xy2 +X Yo =Y1+2y2 Yy =y1+2y2+
Tenemos que:
a) Es un sistema lineal pero no es de coeficientes constantes.

b) Es un sistema lineal de coeficientes constantes y homogéneo.
¢) Es un sistema lineal de coeficientes constantes pero no homogéneo.

= Ejemplo 5.3 La funcidn vectorial f; (x) = (y1,y2) = (—3e™*,e™*) es solucién del sistema
de ecuaciones homogéneo
{ Yy =251 +9
Yo =V1+2y
En efecto, vemos que

Yi = 3¢ = 2(—3¢) + 9¢7*
Vo = —e ¥ = 3¢ + 2%
También es solucién del sistema la funcién vectorial f5(x) = (3e>*,e>).

Veamos cémo determinar las soluciones de algunos sistemas de ecuaciones lineales con
coeficientes constantes. Daremos la solucién completa para el caso homogéneo y algunas
pinceladas rapidas respecto al caso no homogéneo.

El caso homogéneo.

El conjunto de soluciones de un sistema de ecuaciones diferenciales lineales con
coeficientes constantes homogéneo tiene estructura de espacio vectorial real. Tenemos que
si

f=(fi,fo.f3)  R=>R g=(g1,8,8): R R’
son dos soluciones de un sistema de EDO’s homogéneo, entonces también lo son

f+g=(fi+g,h+g, +8), M=Afi,ALAf),

donde A es un ndmero real.
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= Ejemplo 5.4 Consideremos de nuevo el sistema de EDO’s lineales homogéneo

Y1 =21+
Yo =y1+2m

y dos de sus soluciones f; (x) = (=3¢, e™*) y fo(x) = (3¢>*,¢>"). Tenemos que
£, = af| +bfy = (y1,y2) = (—=3ae ™™ +3be>, ae ™ + be™)

son también soluciones del sistema. En efecto

Yy = 3ae " +15be> = 2(—3ae "+ 3be>)

9(ae™ + be>)
Yy = —ae*+5be>™ = (—3ae *+3be™) 2(ae

_.l_
+ ( 7X_’_besx)

Definimos la exponencial de una matriz A utilizando el desarrollo de Taylor de la
funcién exponencial, pero aplicado a la matriz. Es decir

1 1
eA:eXpA:Id+A—|—5A2—|—~-~—|-_'A"+...
. n:

= Ejemplo 5.5 Calculemos la exponencial de las siguientes matrices:

(M0 B . ([ x x
a)D_<0 12), b)A = PDP, c)A—(O x)

a) El producto de matrices diagonales es diagonal. Mds precisamente

o (A0 s (A0 (AP0
D—(oag”)—oz;””—ow

De esta manera, llegamos a que

T+ +oo DA 0 et 0
D= n! 1 — 1 )
exP ( 0 I P . 0 e

b) Tenemos que A" = (PDP~!)" = pPDP~'PDP~!...PDP~! = PD"P~! paratodon € N
y por tanto

DZ

expA =1+PDP ' + P—

Pl P2 p = P(expD)P~!
2! ! P '

¢) Observemos que
2 2 3 3 n
2 [ X 2x 3 [ x 3x o X "
w0 ) s (V) (D)

n

2 3 +1
expA — x5+ 5+ x+x2+)§—!2+...+x’%_!+... :(ex xex).
0 Lhx+54+- 45+

Por tanto
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Estudiar el sistema de ecuaciones diferenciales y’(x) = Ay(x) se corresponde a estudiar
la transformacién lineal f de R? definida por 4. Mds precisamente, el espacio vectorial de
soluciones del sistema y’(x) = Ay(x) viene descrito por las combinaciones lineales de las
funciones vectoriales

g (x) = e¥(1,0,0)7 g (x) =e™(0,1,0)7  g3(x) =*(0,0,1)T

Esto lo vemos facilmente en el caso en que A es una matriz diagonal, esto es

At 00
A= 0 A O
0 0 A3

Estamos pidiendo que y!(x) = A;y;(x) para i = 1,2,3, y las soluciones de estas ecuaciones
son exactamente las de la forma

yi(x) = ke, keR

Si tenemos fijada una condicion inicial y(xo) = (W1, U, U3), entonces existe un Gnico
V= (a,b,c) € R3 tal que

g7(x) = ag (x) + bga(x) + cg3(x)
cumple que gy(xp) = y(xo). Si xg = 0, de hecho tenemos que (a,b,c) = (U, Uz, U3).

= Ejemplo 5.6 Vamos a considerar el sistema de ecuaciones

y(x) =Ay(x), A= < —01 (5) )

Se nos pide que determinemos todas las soluciones de este sistema y demos la tnica
solucién que cumple la condicién inicial y(0) = (1,1).
Las soluciones vienen dadas por las combinaciones lineales de

w=(% &) (o)=(%)
a =4 &) (V)=(&)

Es decir, son de la forma g, = (ae™*,be>*) con (a,b) € R?. La solucién particular que
buscamos es gj; = (e, e>)

s Ejemplo 5.7 Una vez mas, vamos a considerar el sistema de ecuaciones

YW =ayw. a=(7 )

Se nos pide que determinemos todas las soluciones de este sistema y que demos la tnica
solucién que cumple la condicién inicial y(0) = (0,2).
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Las transformacion lineal fy : R* — R? descrita por A es diagonalizable. Su polinomio
caracteristico viene dado por

P (A) = (A +1)(2 =5)

y una base de vectores propios es B = {(—3,1),(3,1)} con valores propios asociados —1
y 5, respectivamente. La matriz de f4 en la base 3 es

Y/ S Bt
D_AB_( 0 5)

y la matriz de cambio de base de B a By es

-3 3
PZMﬁﬁf(l 1),

Por tanto tenemos la relacién A = PDP~!, esto es
3 3\/-10\/-=33\"' (209
1 1 0 5 1 1 12
y asi, en vista del ejercicio anterior,
_ -3 3 e* 0 —-1/6 1/2
_ p,Dp—1 _ _
o = PP _(1 1)(0 e5X)(1/6 1/2)_

B fx_|_165x Zefx_,r_ 385)6
—x_|_15x 1—x+15x

De esta manera, las soluciones de y'(x) = Ay(x) vienen dadas por las combinaciones
lineales de

La solucién particular que buscamos es
g11(x) = (=3¢ +3e, e " + ).

= Ejemplo 5.8 Consideremos el sistema de ecuaciones homogéneo

v =aye. a=(g 1)

Se nos pide que determinemos todas las soluciones de este sistema y que demos la tnica
solucién que cumple la condicién inicial y(0) = (0,2).
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Notemos que este caso ya no es diagonalizable. Hemos calculado en un ejercicio previo
la matriz exponencial de Ax. Asi, una base del espacio vectorial de soluciones del sistema

viene dada por
 Ax r_ [ € xée 1y [ é
fl()C)—e (170) _( 0 e* ) (O)_( 0

-3 2)(1)-(%)

La solucién particular que buscamos viene determinada por
go2(x) = (2xe”,2¢e").

Resolucién del caso no homogéneo:

Consideremos el sistema
y'(x) = Ay(x) + b(x)

en el caso en que b(x) # 0. Las soluciones de este sistema se determinan sumando
una solucién particular y* a las soluciones del sistema homogéneo determinado por
y'(x) = Ay(x) que denotamos mediante y¥ con ¥ € R3. Tienen por tanto una estructura de
espacio afin: son una traslacién mediante y” del espacio vectorial formado por las yg .Es
decir, son de la forma
g =yy +y"

Una vez mds, si tenemos fijada una condicion inicial y(xo) = (U1, U2, U3), entonces existe
un tnico ¥ = (a,b,c) € R3 tal que gi(xo) = y(xo). Cuidado, porque aqui cuando xo = 0 no
tenemos en general que Vv = (U, Uy, U3).

La dificultad del caso no homogéneo reside en determinar la solucidn particular, ya
que depende de qué tan complicada sea b(x). Cuando ésta es una funcién sencilla (senos,
exponenciales, polinomios,..) es posible determinar la solucion particular planteando la

“funcién de prueba” como una del mismo tipo que b(x), de forma similar a como sabemos

hacer para resolver EDO’s de orden dos.

= Ejemplo 5.9 Determina la solucién del sistema de ecuaciones diferenciales

(yﬁ(x)>:(2 9>(y1(x))+(10x+1>
¥5(x) 12 )\ »kx 4
con condicién inicial y(0) = (6,5). Las soluciones del sistema homogéneo ya las cono-

cemos. Vamos a buscar una solucién particular. Para ello planteamos como “funcién de
prueba” la polinomial del siguiente tipo:

(hi) )= ()

2ax+b = 2(ax’>+bx+c)+9(dx+e)+10x+1
d = (ax>+bx+c)+2(dx+e)+4

Obtenemos que
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y de aqui:
0 = 2a 0 = a
2a = 2b+9d+10 0 = b+2d
b = 2c+9+1 d = c+2e+4

con lo que llegamosaa =0,b=4,c=—12,d = -2y e =3, asi
y- = (4x—12,—2x+3).
Abhora, las soluciones generales de este sistema son las del tipo

—-3b 3b —a+3b 3b
gah:(az ex—i—az ¥ +4x— 12, a; ex—i—%esx—Zx—i—B).

Al sustituir en la condicién inicial llegamos a las relaciones

a—12=6, b+3=5,
por tanto a = 18 y b = 2. Asi la solucién buscada es

g5 = (66 4 126> +-4x — 12, —2e ™" +4e> — 2x 4 3).

Sistemas de ecuaciones diferenciales y EDO’s de orden supe-
rior

Cuando hablamos de sistemas de ecuaciones diferenciales, normalmente solo consi-
deramos sistemas de orden uno. Esto se debe a que cualquier otro sistema que considere
ecuaciones diferenciales de orden superior se puede reducir a uno de los anteriores afia-

diendo variables adicionales.
Por ejemplo, consideremos la ecuacién diferencial de orden dos

y' =3y +2y=0.

Llamando y; =y, y afiadiendo una nueva variable y, = y| =y, el problema de resolver la
EDO de orden dos es equivalente al de resolver el sistema de ecuaciones

{ o= »
Yo = 3y2—2y
La matriz de coeficientes de este sistema es
=(55)
El polinomio caracteristico de la transformacion lineal asociada a A es
Pr(A)=A(A-3)+2= A2 —31+2,

que coincide con llamada ecuacion caracteristica de la ecuacion diferencial de orden dos.
Si resolvemos este sistema con las pautas del ejemplo 5.7 obtenemos

g = ((2a—Db)e* + (—a+b)e™,(2a—b)e* +2(—a+b)e™)

y por tanto, y = y; = Ae* + Be®, con A, B € R, que es lo que ya sabiamos.
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= Ejemplo 5.10 — Cuerpos en caida y resistencia del aire. A un cuerpo en caida libre
en el vacio solo le afecta la gravedad, pero en general, cuando no se encuentra en el vacio,
el aire ejerce una resistencia al movimiento en la caida del cuerpo. Asi, el peso del cuerpo,
dado por F, = mg, donde m es su masa y g es la constante de gravedad, es una fuerza que
actda en la direccién de la caida, mientras que la resistencia del aire actia en la direccién
opuesta. La fuerza F, dada por la resistencia del aire se denomina amortiguamento viscoso
y es proporcional a la velocidad del cuerpo, esto es, F, = kv(¢), donde k es una constante
que depende del cuerpo y v(¢) es la velocidad del cuerpo. La segunda ley del movimiento
de Newton determina que la suma de las fuerzas ejercidas sobre el cuerpo es igual a su
masa m por su aceleracion a(r). De esta manera, la distancia recorrida s(z) por el cuerpo a
tiempo ¢ viene dada por la solucién a la ecuacién diferencial

ds(t)

ds(t)? _ +mg
t )

dt? d

o de manera equivalente, como solucién al sistema de ecuaciones diferenciales
/
V() == vl +g,

Sistemas dindmicos discretos y continuos

Recordemos que una transformacion lineal f : R” — R se puede iterar indefinidamente
(a veces también hacia atrds) y determina un sistema dindmicos discreto; es decir, cada
iteracion marca un “tiempo entero”. La orbita ﬁ’g de un vector v € R" es la coleccion de
puntos del espacio que recorremos al iterar V. As{

L ={. . f71@), 0, ), 2F), e, 1), )

Un sistema de ecuaciones diferenciales de orden uno y’ = f(x,y), que también podemos
llamar campo de vectores ), nos proporciona en cambio un sistema dindmico continuo; es
decir, la variable independiente x, determina un “tiempo real” y por tanto continuo. Sea
f(x) la solucién del sistema para la que se cumple la condicién inicial y(xg) =V € R”.
Podemos hablar de la drbita

0% = {f(x): xR},

es decir, la curva de R” que define la funcién f. Veamos un caso muy concreto.
Sea x el campo de vectores dado por el sistema de ecuaciones diferenciales

;o _(In2 0
y =4y, A‘( 0 ln2>

cuyas soluciones son de la forma £, (x) = (ae™ ¥, be™(2)¥) = (a2*, b2¥), para todo (a,b) €
IR?. Por otro lado, sea f la trasformacién lineal dada por la exponencial

ez 0 20
eA:< 0 eln2>:(0 2)‘
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Estoes f(y1,y2) = (2y1,2y2) = 2(y1,y2)- Notemos que esta transformacién es un multiplo
de la identidad y por tanto deja fijas todas las direcciones. Tenemos que

o =1{...,(1/2a,1/2b), (a,b),(2a,2b), (4a,4b),...,(2"a,2"p),...} =

= {"'7fab(_1)7fab(0)7fab(1)7fab(2)7"'7fab(n>7"'} - ﬁ\‘;)'c

Es decir, las soluciones a tiempo entero de la ecuacion diferencial (el sistema dindmico
continuo) proporcionan el mismo sistema dindmico discreto que el dado por la trasnfor-
macion lineal descrita por la exponencial de A. Este fendmeno es completamente general.
Graficamente lo vemos como sigue:

(€*",3¢%)
7
6 o
>
(—e*,e™) (€2, e2)
5
° 4 O r=2
3 o
o o 2 O r=1 04 (3™, ¢™)
o o\t or=0 _@
8 7 - 5 4 3 2 1 0 2 3 4 5 6 7 [
o o f
o o 2
-3
r=0
o 4
2 _| 2
. e, —e
e ) . ( )
r=1 -6

Notemos también que conforme x va siendo mds pequefio (se acerca a —oo), todas las drbitas
se aproximan al (0,0). Por otro lado, el (0,0) es un punto fijo, esto es ﬁ({o ={(0,0)} = oL,
Dirfamos que (0,0) es una singularidad del campo de vectores o un punto fijo del sistema
dindmico.
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6.1

Las funciones de varias variables surgen en contextos muy elementales:

= F(x,y) = \/x2+)? dala distancia de un punto (x,y) al origen (0,0).

= F(x,y) = xy proporciona el drea de un rectdngulo de lados x e y.
Las funciones de varias variables son también esenciales en muchos problemas de la
ciencia, ingenieria, economia, etc. Por poner un ejemplo, la “férmula” que determina la
presion de un gas en funcién del volumen V y la temperatura 7', esto es, la ley de los gases
ideales, viene dada por la funcién en dos variables

T
P(V,T) = 07

donde ¢ es una constante.

Funciones de varias variables. Definiciéon

Una funcion de una variable

f: DCR — R y=/
x = f(x) /\ ‘ / .
estd definida en un subconjunto D C R que / \I\/
llamamos dominio de f.
A cada valor x € D, le asocia un valor y = f(x) € R. Acostumbramos a representar grafica-

mente f dentro del plano real R? en coordenadas (x,y). Mds precisamente, representamos
el conjunto

Gr(f) ={(x.f(x) : x€ D} CR?
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al cual llamamos grafo o grdfica de f. En general, decimos que la grafica de una funcién
de una variable es una curva en el plano R?. El ejemplo mds sencillo de curva en el plano
es una recta, que (salvo si es vertical) es la grafica de una funcién f(x) = ax+ b.

» Ejemplo 6.1 Consideramos f(x) = ¥/x y g(x) = sin(x). Tanto f como g tienen como
dominio todo R. Su representacion grafica es como sigue:

y = f(x)

Después de las rectas, las curvas mds “simples” que encontramos son las llamadas
conicas: elipses, pardbolas e hipérbolas. Recordemos su descripcion:
1. Ecuacién de una parabola: y = ax? 4+ bx+ ¢ con a,b,c € R. Llamamos vértice de la
pardbola al punto (xp,y(xp)) con xo = 5—5.
2. Ecuacién de una hipérbola centrada en (a,b):

(x—a)® (-5 _

e = EL

Decimos que sus asintotas sony =s/r(x—a)+b ey = —s/r(x—a) +b. Cuando el
término a la derecha de la igualdad es +1, la hipérbola corta a la recta horizontal
y = yp en los puntos x = xo &= r. Cuando el término a la derecha de la igualdad es —1,
la hipérbola corta a la recta vertical x = x en los puntos y = yg £ s.

3. Ecuaci6n de una elipse centrada en (a,b)

G—a?  G-bF _,
2 2 '

Tiene semiejes de longitud r y s. Cuando r = s tenemos una circunferencia.
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De inmediato observamos que la pardbola si es el grafo de una funcién, la dada por
f(x) = ax® + bx + ¢, pero que esto no es cierto, por ejemplo, para la circunferencia. Si
queremos representar una circunferencia centrada en el origen y de radio 3 tenemos que
considerar la funcién de dos variables

F(x,y) = x>+

y tomar uno de sus “niveles”, el nivel z = F(x,y) = 9.

Sea D C R? un subconjunto no vacio. Una funcién de 2 variables es una “regla”
F : D — R que asigna a cada punto (x,y) € D un nimero real F(x,y). Al conjunto D lo
llamamos dominio de F y el conjunto de todos los valores F(x,y) es la imagen de F.

= Ejemplo 6.2 Determinemos el dominio y la imagen de las siguientes funciones:
» F(x,y) = 1 +x+y. Tiene dominio todo R? y su imagen es todo R.

1
= Fx,y) = it
1
V242 =9

{(x,y) €R?: x*+y* > 9} es su dominio,
esto es el complementario de un circu-
lo de centro (0,0) y radio 3. Su imagen
siempre es positiva.

La circunferencia de centro (0,0) y radio L
3 no estd en el dominio.

. Tiene dominio R?\ {(0,0)} y su imagen siempre es positiva.

. F(x7y) =

De forma general, dado un subconjunto D C R" no vacio, una funcion de n variables

es una “regla” F : D — R que asigna a cada punto (x,x2,---,X,) € D un nimero real
F(x1,x2,...,x,). Un poco mds adelante veremos algunos ejemplos de funciones de tres
variables.

Funciones de dos variables: Curvas de nivel

Como ya hemos dicho, muchas curvas planas, como la circunferencia, vienen dadas
por los “niveles” de una funcién de dos variables. Habitualmente decimos que x> + y> = r?
es una ecuacion implicita de la circunferencia centrada en (0,0) y de radio r.

En muchas ocasiones queremos representar no solamente un nivel de una funcién
F :D C R? = R, sino todos a la vez: hablamos del mapa o foliacion de curvas de nivel.

= Observacion 6.1 Esta técnica es muy empleada en mapas:
= En topografia podemos representar terrenos montafiosos dibujando curvas que unen
los puntos a igual altura.
= En oceanografia se dibujan curvas, llamadas isobatas o isGbatas, que representan
puntos de igual profundidad en el océano y en el mar.
= En meteorologia, se dibujan curvas, llamadas isobaras o is6baras, que representan
puntos de igual presion atmosférica.
En estos dmbitos se suele hablar de isolineas para referirse a las curvas de nivel (el prefijo
iso significa igual). !

'Imégenes extraidas de internet.
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PROYECCION SOBRE UN PLANO DE LAS CURVAS DE NIVEL

M. o mees
2. 00 metros

. 200 mg#Gs

10(

- PLANG,
200 100

CURVAS DE NIVEL: lineas que unen puntos de igual cota o altitud.

4 ;
== p |

70 DE SUPERFICE  H+60

18/0212016 a 120TC |
Previsto para el 21/02/2016 a 00 UTC

= Ejemplo 6.3 Representemos el mapa de curvas de nivel de las funciones:

1y

F(x,y) =x*+y.

Nivel 0: El punto (0,0).

Nivel r > 0: La circunferencia centra-
daen (0,0) y de radio /7.

Nivel r < 0: El vacio.

Observemos que el dominio de F es todo R?. Asf, cualquier punto de R? pertenece a
una y solo una curva de nivel. Podriamos decir que D = R? es nuestro mapa, que cada
curva de nivel es una “hoja” o “lamina” y que todo el mapa esté cubierto por “hojas”, de
aqui la terminologia foliacion (recubrimiento por hojas).

2)

F(x,y) =+v/9—x2+y%
Niveles 0 < r < 3: Tenemos que
V9—x2+y? = r si y solamente si
x> —y?> =9 — 2. Esto es una hipér-
bola centrada en (0,0) con asintotas
y = =£x, que corta al eje x en los pun-
tos x = +v9 —r2.
Nivel r = 3: Tenemos y*> —x*> = 0. Es
unién de las rectasy =xe y = —x.
Niveles r > 3: Tenemos que
V9 —x2+y? = r si y solamente si
y?> —x*> = r> — 9. Esto es una hipér-
bola centrada en (0,0) con asintotas
y = %x, que corta al eje y en los pun-
tos x = £v/r2 —9.
Niveles r < 0: El vacio.

Observemos que el dominio de F es la region H C R? encerrada por la hipérbola
x*> —y? = 9. Mis precisamente es el conjunto

H={(xy) €R*: ¥’ —y* <9}
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que representamos de azul en la figura. Cualquier punto de H pertenece a una y sélo una
curva de nivel. De nuevo observamos cémo las curvas de nivel no se cortan entre si y
recubren todo H.

Supeirficies

De igual modo que con las funciones de una sola variable, podemos definir la grdfica
de una funcién de varias variables F : D C R"” — R como

Gr(F) ={(x,F(x), x= (x1,x2,...,X%,) € D} C R

aunque solo seremos capaces de hacernos una imagen visual cuando tenemos dos variables.
Mis precisamente, cuando 7 = 2, la grifica Gr(F) es un subconjunto de R que define una
superficie (dimension dos).

Si no siempre es sencillo representar curvas en el plano, todavia lo es menos representar
superficies. Para hacernos una pequena idea de como son es frecuente considerar los
siguientes elementos:

= [os puntos de corte de la superficie con los ejes coordenados.

= Las secciones planas, esto es, los cortes con planos. Principalmente consideraremos

los cortes con los ejes coordenados y los del tipo z = cte, es decir, los planos
horizontales (recuperamos las curvas de nivel).

= La simetria. Por ejemplo si F(x,y) = F(—x,—y) o F(x,y) = F(x,—y), estamos

teniendo ciertas simetrias

= Detectar si estd generada por la revolucion de una curva. Esto ocurre tipicamente

cuando detectamos que las curvas de nivel son circunferencias.

= Sies acotada (se puede meter dentro de una bola) o no. Si la funcién puede tomar

valores tan altos (o bajos) como se deseee, no es acotada.

= Ejemplo 6.4 Consideramos la funcién F(x,y) = x*> +y2, cuyo dominio de definicién es
todo R?. Veamos c6mo son los cortes de Gr(F) con algunos planos:
= Con x = 0. Obtenemos F(0,y) = y? y por tanto nos queda una parabola.
= Con y = 0. Obtenemos F (x,0) = x> y nos queda otra paribola.
» Con z=s > 0. Obtenemos x” +y*> = s, que es una circunferencia de centrox =y =0
y radio /s. Esto nos indica que se obtiene por revolucién de cualquiera de las
parédbolas anteriores sobre el eje z.

Gr(F) es como un cuenco, su ‘“nombre cientifico” es paraboloide circular.

= Ejemplo 6.5 Consideramos la funcién F(x,y) = (x — 1)? +¥72 definida en todo R2.
Veamos cémo son los cortes de Gr(F') con algunos planos:
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= Con x = 0. Obtenemos F(0,y) = %2 + 1 y por tanto nos queda una parabola con
vérticey =0y z=1.
= Con y = 0. Obtenemos F(x,0) = (x — 1) y nos queda otra pardbola con vértice
x=1yz=0.
= Conz=s>0.Obtenemos (x—1)% + %2 = s, que es una elipse de centrox =1,y =0
y semiejes v/s y 24/s.
Observemos que en este caso F(x,y) = F(x,—y) y F(1+x,y) = F(1 —x,y), es decir, la
figura es simétrica respecto al plano y = 0 y respecto al plano x = 1.

De nuevo Gr(F) es como un cuenco, pero con “borde” eliptico. Su “nombre cientifico” es
paraboloide eliptico.

= Ejemplo 6.6 Consideramos F(x,y) = y* — x> + 1 definida en todo R2. Veamos cémo
son los cortes de Gr(F') con algunos planos:
= Con x = 0. Obtenemos F(0,y) = y*> + 1 y por tanto nos queda una parébola con
vérticey =0y z=1.
= Con y = 0. Obtenemos F(x,0) = —x?> + 1 y nos queda otra parbola “hacia abajo’
con vérticex=0yz=1.
» Con z=ys < 1. Obtenemos x> —y?> = 1 — s, que es una hipérbola de centro x = 0,
y = 0 con asintotas x = £y y que corta al eje x en x = =+/1 — 5. Por ejemplo para
s = 0 los cortes al eje x son en x = +1.

9

» Conz=s=1.0Obtenemos y> —x*> =0, que es union de las rectas x =y, x = —y.



6.3 Superficies 59

» Con z=ys> 1. Obtenemos y> — x> = s — 1, que es una hipérbola de centro x = 0,

y = 0 con asintotas x = +y y que corta al eje y en y = £+/s — 1. Por ejemplo para
s =2 los cortes al eje y sonen y = +1.
Esta superficie se conoce comunmente como silla de montar, dado que recuerda la ensilla-
dura de un caballo. Su nombre técnico es paraboloide hiperbélico.

Estos son algunos ejemplos de superficies cuddricas, que son las mas sencillas tras
los planos. Pero al igual que sucede en curvas para las cénicas, no todas las superficies
cuddricas son el grafo de una funcién. Por ejemplo una esfera de centro & = (a,b,c) y
radio r, cuya ecuacion implicita estd dada por el nivel 7> de

F(x,y,2) = (x—a)*+ (y—b)*+ (z—c)*.

Asi, de modo similar al caso de curvas, podemos estudiar superficies dadas por niveles de
funciones en tres variables.

Vamos a dar ahora por completitud el catdlogo de las superficies cuddricas. Por
comodidad en la escritura las tomamos todas ellas centradas en & = (0,0,0).

e Paraboloide eliptico: e Paraboloide hiperbolico:
2 2 2 2
Xy Xy
7=—4+—= [
rz o s? e
e Elipsoide: e Cono:
L S 2T,y
2822 r2 52
Si r = s =t recuperamos la esfera. Si r = s recuperamos el cono circular.
e Hiperboloide de una hoja: e Hiperboloide de dos hojas:
x_2_|_y_2_é—1 x_2+y_2_£__1
r2 sz 2 252 2
e Cilindro parabdlico: e Cilindro eliptico: e Cilindro hiperbdlico:
2 2 2 2
re s re s

Vamos a describir algunos dominios de funciones en tres variables. En general estos
seran regiones del espacio R? delimitadas por algunas superficies.

= Ejemplo 6.7 Consideremos las siguientes funciones:
1. F(x,9,2) = /—x2—y2 — 22 + 6x + 4y — 4.
2. G(x,3,2) = \/x2+y2 —d+ /4 —x2 —)2.
Empecemos por F. Su dominio es el dado por el conjunto

D={(x,yz) €R*: X +)* +77 —6x—4y+4 < 0}.
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A priori esto no tiene una expresion conocida, pero observamos que la superficie que
delimita es una cuédrica (esto es, un polinomio de grado dos en las variables x, y y z).
“Completando cuadrados” tenemos que

Xy 4+ —bx—dy+4=(x-3)>+(y—-2)*+" -9,

y por tanto la superficie que delimita la regién buscada es la esfera centrada en (3,2,0) y

de radio 3. Ahora debemos averiguar si D es la zona interior a la esfera, es decir la bola

rellena o la parte de afuera. Como rapidamente observamos que (0,0,0) € D, la region de

definicion de esta funcion es toda la bola (rellena) centrada en (3,2,0) y de radio 3.
Pasamos ahora a estudiar G. Su dominio es el conjunto

D={(x,y,z7) eR*: X*+)y* =4},

que es un cilindro recto (su eje es el “eje z”) y base la circunferencia centrada en el origen
y de radio 2. Observemos que esta funcién toma un dnico valor: el cero.

Representacion grdfica: Superficies de nivel

Dada una funcién F : D C R?> — R, podemos considerar el mapa o foliacién de
superficies de nivel de F en analogia al caso de dos variables. Esto, a parte de ser interesante
per se, nos permite hacernos una ligera idea de la geometria del sélido 3-dimensional (que
vivirfa dentro de R*) descrito por la grifica de F.

= Ejemplo 6.8 Representemos el mapa de superficies de nivel de las funciones:

1) F(x,y,z)=x>+y*+22

= Nivel 0: El punto (0,0,0).

= Nivel r > 0: La esfera centrada en
(0,0,0) y de radio /7.

= Nivel r < 0: El vacio.

Observemos que el dominio de F es todo R?.
Asf, cualquier punto de R3 pertenece a una y
solo una superficie de nivel. Cada esfera es
una “hoja” o “lamina” y todas ellas forman
una foliacion (recubrimiento por hojas) de
R3.

2) F(x,y,2) = +/9—x2 —y2 4+ 22.
= Nivel 0 < r < 3: Tenemos que \/9 —x2 —y2 472 = r si y solo si

Py —P2=9_2

Esto es un hiperboloide “de una hoja”, obtenido al hacer girar sobre el eje z la
hipérbola del plano yz centrada en (0,0) con asintotas z = +y y que corta al eje y en
los puntos y = +v/9 — r2.
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m Nivel r = 3: Tenemos
2

2y =2

Esta superficie es un cono (con “dos hojas”). Se obtiene al hacer girar sobre el eje z
la unién de las rectas del plano yz dadas pory=zey = —z.
= Nivel r > 3: Tenemos que \/9 —x2—y2+72=rsiysblosi

2_X2_P—2_9

Esto es un hiperboloide “de dos hojas”, obtenido al hacer girar sobre el eje z la
hipérbola del plano yz centrada en (0,0) con asintotas z = +y y que corta al eje z en
los puntos z = +v/r2 —9.
= Nivel r < 0: El vacio.
Observemos que el dominio de F es la regién H C R3 encerrada por el hiperboloide
x? +y? — 7> = 9. Mis precisamente es el conjunto

H={(x,y,z) eR*: x> +y* - <9}

Cualquier punto de H pertenece a una y sélo una superficie de nivel (que puede ser una
hoja o la unién de dos). De nuevo observamos cémo las superfies de nivel no se cortan
entre si y recubren todo H, dan una foliacién de H.

Coordenadas: polares, cilindricas, esféricas.

Un sistema de coordenadas es una forma de definir y ubicar un punto en el plano R?,
en el espacio R? o incluso en espacios mas generales. Nosotros estamos habituados a los
sistemas de coodenadas llamados cartesianos que habitualmente designamos mediante
(x,y) enel planoy (x,y,z) en el espacio. Sin embargo, existen otros sistemas de coordendas
que dependiendo de la situacioén pueden resultar mds adecuados o convenientes.

Coordenadas polares

En el plano R? podemos identificar un punto P distinto del origen mediante las coor-
denadas (r,0), donde r > 0 es la distancia de P al origen y 6 el dngulo entre el eje x y
la recta que une P con el origen, donde el dngulo lo tomamos en [0,27). El origen lo
representamos con (r,0) = (0,0).
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P = (o,3) = (r)

\9

Las coordenadas polares son las naturales en la circunferencia. Por ejemplo, la circunferen-
cia de radio 4 viene dada por tomar r = 4, es decir, es el conjunto de puntos en coordenadas
polares de la forma (4, 0).

Pasamos de coordenadas polares a cartesianas mediante:

x=rcos@, y=rsinf

Reciprocamente, las coordenadas cartesianas se obtienen a partir de las polares como

sigue:
r=+/x>+y?, 6 =arctan <X>,
x

conveniendo lo siguiente:
= Six=0ey>0tomamos 6 =7/2.Six=0ey <0 tomamos 6 = 37/2.
» Siy=0yx>0tomamos 8 =0.Siy=0yx <0 tomamos 0 = 7.
m Six#0ey>0tomamos 6 € (0,7). Six# 0ey <0 tomamos 0 € (7,27).

= Ejemplo 6.9 Consideremos los siguientes puntos en coordendas polares:
P = (3,77:), P = (1,71'/2), P3 = (2,7[/4)
En coordenadas cartesianas se escriben como:

P, = (3cos(m),3sin(m)) = (=3,0),
P, = (cos(m/2),sin(m/2)) = (0,1),
P; = (2cos(m/4),2sin(n/4)) = (V2,V2),

= Ejemplo 6.10 Consideremos los siguientes puntos en coordendas cartesianas:
P =(1,1), b =(0,-2), P; = (3,V3)

En coordenadas polares se escriben como:

r=+1+1=+2 0 = arctan(1) = /4 P = (V2,m/4),
r=+v4=2 6 =371/2 P = (2,3m/2),
r=v94+3=v12=2y3 @ =arctan(v/3/3)=n/6 P; = (2v/3,71/6),

= Ejemplo 6.11 Describe en polares la region del plano dada por el disco
(x—1)2+y* <1
Sustituyendo tenemos que
(rcos® —1)2+(rsin@)? < 1 < (rcos6)> —2rcos 6 + (rsinf)? < 0 <

& —2rcos 6 <0.
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Ahora, como r > 0, podemos dividir a ambos lados de la desigualdad sin que esta se altere
y obtenemos
r—2cos <0< r<2cosf

Asi, la descripcidn que buscamos es r < 2cos 8. Notemos que esto en particular obliga a
que 6 € [0,7/2)U(37/2,27) (la coordenada x siempre es positiva o cero).

Ya hemos visto que hay curvas que tienen una expresion mucho mdés sencilla en
coordenadas polares, como la circuenferencia. Pero también las curvas cuyo radio viene
descrito por:

Coordenadas cilindricas

En el espacio R? al escribrir (x,y,z) para dar la posicién de un punto P, la coordenada
z hace referencia a la “altura” del punto P. Otra manera de representar P es mediante su
altura y sus coordenadas polares dentro del plano horizontal a altura z. Asi obtenemos las
coordenadas cilindricas (r, 0,z), que son las coordenadas naturales del cilindro.

)

a4
N

5

N

\/

= Ejemplo 6.12 La superficie r = 4 en coordenadas cartesianas viene dada por

r=vVx2+y2 =4 +y>=16.

Es precisamente un cilindro. Como vemos, su descripcién en cilindricas es mucho mas
clara.

= Ejemplo 6.13 Consideramos la superficie z2 = r2. Si hacemos cortes a diferentes alturas
vamos obteniendo circunferencias de radio |z|, es decir, cada vez mds grandes conforme z
aumenta (en valor absoluto). La circunferencia de radio 0 degenera a un punto. Tenemos
por tanto que la superficie es un cono. En efecto, si sutituimos, vemos que

7 =1r*=7r*(cos 0 +5in6%) = (rcos 0)> + (rsin6)* = x> +y°
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s Ejemplo 6.14 Describe en coordenadas cilindricas el sélido contenido en el cono
7> = x> 42, que es exterior al cilindro (x — 1)2 4y = 1 y est4 delimitado inferiormente
por el plano z = 0 y superiormente por el plano z = 2.

En la figura tenemos representada la region considerada

= En cilindricas, la parte interior al cono viene descrita por r? < 72: en efecto, notemos
que cualquier punto sobre el eje z, es decir, con r = 0, cumple esta propiedad.
= El cilindro que buscamos es el construido sobre la circunferencia centrada en (1,0) y
de radio 1, que ya hemos visto que en coordenadas polares estd dada por r = 2cos(6).
Como buscamos la regién exterior al cilindro, ésta es la descrita por r > 2cos 6.
Asi, la regi6n en cilindricas es la dada por los puntos (7, 8,z) que cumplen

r2§z2, r>2cosf, 0<z<2

Coordenadas esféricas

Las coordenadas esféricas son las naturales en la superficie de la esfera. De hecho,
estas se corresponden con las llamadas coordenadas geograficas con las que describimos
la posicién de una ubicacién en la superficie de la Tierra.

Las coordenadas esféricas (r, 6, @) indican mediante r > 0, el radio de la esfera centrada
en (0,0,0) en la que podemos encontrar nuestro punto; después 0 < 6 < 27 indica la
longitud y 0 < ¢ < & indica la latitud. El origen de R? lo identificamos mediante (r, 8, @) =
(0,0,0). En la siguiente figura vemos una representacion:

r = radio

0 = longitud

¢ = latitud

Tenemos las siguientes relaciones entre las coordenadas cartesianas y las polares

x=rsin@cosO, y=rsin@sinf@, z=rcos@
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Ademds tenemos que r = \/x% +y2 +z2.

= Ejemplo 6.15 El punto dado en coordenadas cartesianas por (x,y,z) = (2,2,0) se expresa
en coordenadas esféricas mediante

r=vVA4+4+0=2Vv2, cosp=0=¢@=m/2
V2 2 V2

2
cosez—ZTySinez—:—éG:ﬂ:M

2v2 2v2 2
Asf, en coordenadas esféricas viene dado por (r,¢,0) = (2v2,71/2,7/4).

= Ejemplo 6.16 El punto dado en coordenadas esféricas por (r,¢,0) = (4,27/3,7/6) se
expresa en coordenadas cartesianas mediante

x =4sin(m/6)cos(2w/3) =4-

y =3sin(7/6)sin(27w/3) = 4-

z=4cos(m/6) = 4? =2V3

Asf, las coordenadas cartesianas son (x,y,z) = (—1,v/3,2v/3).

= Ejemplo 6.17 Describe en coordenadas esféricas el sélido dado por la interseccién de
las bolasxz—kyz—l—z2 <ly(x— 1)2+y2+z2 <1

15

4

» En esféricas, la esfera x> 4+ y? 4 z> = 1 se describe como r = 1 y por tanto su interior
esr<1.
= Laesfera (x—1)?+y? +z% = 1 viene descrita por

(rcos@sing —1)% 4 (rsin@sin@)? + (rcos@)> =1 &
& (rcos@sin@)? —2rcos Osin @+ 1+ (rsinOsin@)? + (rcos@)> =1 <
& r?sin® @(cos® ¢ +sin’ ) — 2rcos Osin @ + rcos> @ = 0 <
& 12 =2rcos@sin@ < r=2cos Osin@

Asi, su interior (la bola) esta descrito por r < 2cos 0 sin .
La region en esféricas es por tanto la dada por los puntos (r, 6, ¢) que cumplen

r<l1, r<2cosfsing
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Parametrizacion de curvas

Una parametrizacion de una curva es una asignacion de un punto y(z) de la curva a
cada valor de un pardmetro ¢. Esto, aparte de describir la curva, nos da una manera de
recorrerla. Algunos ejemplos son los siguientes:

1. Laexpresion de una recta en forma paramétrica. Esto es, si consideramos la recta que
pasa por el punto P = (xp,yp) y tiene vector director (u,v), la podemos parametrizar
como

Y(t) = (xo+1u,yo +1v)

2. La circunferencia de radio r centrada en el origen la parametrizamos por
¥(t) = (rcost,rsint)

como indican las coordenadas polares.

= Ejemplo 6.18 Las soluciones de un sistema de ecuaciones diferenciales son ejemplos de
curvas parametrizadas que ya hemos tratado. El sistema

Yi=y1, Yh=—y,

tiene como soluciones a las de la forma y(x) = (ae*,be™) y éstas parametrizan curvas del
plano.

La curva descrita por la ecuacién x> — y? = 0 la podemos parametrizar mediante y(t) =
(t%,13). La ventaja de las parametrizaciones es que nos permiten expresar curvas del espacio
que no se pueden describir tan facilmente mediante ecuaciones, como por ejemplo

v(t) = (cost,sint,t)

que parametriza una hélice. Las curvas del espacio que se pueden dar mediante ecuaciones
son aquellas que se obtienen al intersecar dos superficies. Pese a ello es interesante muchas
veces tener una parametrizacion de éstas, y por tanto una manera de recorrerlas.

= Ejemplo 6.19 Proporciona una parametrizacion de la curva interseccion del paraboloide
eliptico 2z = x* + 4y? y el cilindro eliptico x> +4y> = 1.

Esta es la curva que se obtiene al tomar z = 1/2. Dentro de este plano vemos la elipse
x% +4y? = 1 que se parametriza mediante x = cos? y 2y = sint, por tanto obtenemos que
la curva la podemos recorrer mediante

y(t) = (cost,sin(z/2),1/2)

= Ejemplo 6.20 Proporciona una parametrizacion de la curva interseccion del paraboloide
z=x>+y*yelplanox+y=1.
De la expresion de plano podemos escribir y = 1 — x. Ahora, sustituyendo en el
paraboloide tenemos
z=x*+(1—x)?=22—-2x+1

Ast, la curva que buscamos viene parametrizada por
y(t) = (1,1 —1,2: =2t +1)

que es una pardabola dentro del plano x+y = 1.
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En este tema nos centraremos esencialmente en el estudio de funciones de dos variables,
aunque algunas de las definiciones se pueden extender al caso de mds variable. Para notar
esto, en algunas ocasiones haremos ejemplos en tres variables.

Derivadas parciales

La derivada de una funcién de una variable f : I C R — R mide la razén de cambio
instantdnea con la que varia la funcién f al modificar la variable independiente x. Gréfica-
mente la derivada de f en x = xg es la pendiente de la recta tangente al grafo de f en el
punto (xo, f(xp)). Encontrar la recta tangente directamente no es claro, pues solo se conoce
un punto de ésta, pero la recta tangente se puede aproximar trazando lineas secantes con
puntos que estdn cada vez mas préximos a (xp, f(xp)) como se ilustra en la figura.

fix+h)

secant

J(x)

!
! 1 1
X x+h x x+th" x+h' x+h
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Cuando se toma el limite de las pendientes de las rectas secantes de esta progresion,
se consigue la pendiente de la recta tangente, y asi es como se define la derivada. Mds
precisamente, tenemos que la derivada de f(x) en x = x viene definida mediante

_ o flxo+h) = fxo)
= g 0) = Jim h

/
f'(x0) :
Observacion: Puede suceder que el limite de la derecha no exista. Dirfamos en ese caso
que f no es derivable en x = xg. Cuando f es una funcién derivable en todos sus puntos,
podemos definir la funcion derivada de f

I =R,
que a cada punto x lo manda en su derivada f’(x).

Del mismo modo que nos planteamos como varia una funcién dependiente de una sola
variable x al cambiar x de modo infinitesimal, tiene sentido la misma pregunta cuando
tenemos una funcién de dos variables F : D C R?> — R y queremos ver la variacién de F al
cambiar de modo infinitesimal una de ellas. Esto es, fijado un punto (xg,yo) € D, definimos
la derivada parcial de F respecto a x en (xp,yo) como

8F F(x0+h,y0)—F(xo,y0)

Fi(x0,y0) = x(xoyyo) = lim -

De nuevo puede ocurrir que este limite no exista: diriamos que F no es derivable con
respecto a x en (xp,yo). Cuando F es derivable respecto a x en todos sus puntos, podemos
definir la funcion derivada parcial de F respecto a x

oF

FXZX:D_}R7 (x,y)t—)Fx(x,y).

Anélogamente, definimos la derivada parcial de F respecto a'y en (xg,yp) como

F . F(x0,yo+h)—F(x0,y0
Fy(xoayo)za—y(xoayo)Z%% ( })l ( )~

Cuando F es derivable respecto a y en todos sus puntos, podemos definir la funcion
derivada parcial de F respecto a y

JdF
F, = F :D—=R, (x,y)—= F(x,y).
Es muy importante observar que al definir las derivadas parciales s6lo estamos mirando la
variacion respecto a una de las variables.
Fijemos de nuevo un punto (xg,yo) € D. Las definiciones previas coinciden con el
hecho de considerar las funciones de una variable

f}’O(x) :F(x,yo), fxo(y> :F(X(),y)

y tomar Fx(xo,y0) = fy,(¥0) ¥ Fy(x0,¥0) = fy,(y0). Asi, las derivadas parciales tienen
una interpretacion geométrica muy similar al caso de una sola variable. La vemos a
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continuacion. Definimos Cy, como la interseccion del grafo de F con el plano y = yj, esto
es

C)’O = {(xvyOaF(x’yO))a (x7y0) S D} = {(x>y07fy0(x))7 (x,yo) € D}

La derivada parcial F,(xg,yo) es la pendiente de la recta contenida en el plano y = yg que
ademds es tangente a la curva Cy,. Andlogamente F,(xo,yo) es la pendiente de la recta
contenida en el plano x = xp que ademads es tangente a la curva Cy, dada por interseccion
del grafo de F con el plano x = xy. Tenemos una representacion de esta iterpretacion.

A = (0, Yo, F(os yo))

> Yo) (z — x0) + F(xo, Yo)

z = Fy(mOs yO)(y -

Aunque para funciones de mds de dos variables ya no seamos capaces de visualizar su
grafo, el concepto de derivada parcial se extiende por analogia y podemos pensar que tiene
la misma interpretacion geométrica (la pendiente de la recta tangente a la curva que se
obtiene al intersecar el grafo con un plano adecuado).

= Ejemplo 7.1 Calcula las derivadas parciales de las siguientes funciones de dos y tres
variables:

1. F(x,y) = e +In(x> +y?), cuyo dominio es D = R?\ {(0,0)}. Tenemos:

JoF . 2x JoF 2y

R e S e VO B

ox Y T +y2"  dy etz +y?
2. F(x,y) = 3x?y — 5xcos(y). Tenemos que:

oF JoF ) .
I = 6xy —5cos(y), Fr 3x“ + 5xsin(y)

3. F(x,y,z) = 2> cos(2x%y). Tenemos que:

F oF oF
i 4xyz> sin(2x%y), i 2x%73 sin(2x%y), e 3z% cos(2x%y)
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= Ejemplo 7.2 Sea F(x,y,z) = x>y?>z+sinxy. Calcula F(7,1,2) y F,(1,0,5). Tenemos
F = 3x2yzz +ycosxy, F,= x3y2
Asi que F(m,1,2) = 6m%> +cosm = 61> — 1y F,(1,0,5) = 0.
El gradiente VF es el vector de las derivadas parciales, esto es
VE(x,y) = (F(x,y), Fy(x,7))-

Para que exista el gradiente en un punto, deben existir ambas derivadas parciales en dicho
punto.

= Ejemplo 7.3 Consideremos F(x,y) = /x2 +y? definida en todo el plano R2. Su gra-
diente es

VF(x,y) = <

X y )
V22 24y
que tiene sentido en todo punto del dominio salvo el (0,0).

El gradiente tendrd un papel crucial en el estudio de puntos criticos y en determinar las
direcciones de maximo crecimiento y decrecimiento.

Derivadas direccionales

Hemos visto que las derivadas parciales de una funcién F(x,y) representan el cambio
de la funcién cuando nos movemos en la direccion del eje x (variaciones de x) o en la
direccion del eje y (variaciones de y). Dicho de otra manera, marcan la variacién de la
funcién al movernos en las direcciones (1,0) y (0, 1), respectivamente. Nos puede interesar
saber como varia la funcién al tomar una direccion distinta a estas. Por ejemplo, si estamos
interesados en subir una montafia, seguramente debemos encontrar una direcciéon donde la
pendiente no sea ni muy grande ni muy pequeiia; si es muy grande quizd no seamos capaces
de salvar el desnivel, si es muy pequeiia rodeamos la montafia, pero apenas avanzamos
hacia la cima. Esto motiva la introduccién del concepto de derivada direccional.

Interpretaremos ahora un vector ¥ = (a,b) de R? como una velocidad. Esto es, si
escribimos V con sus coordenadas polares como

V= (rcos0,rsin0),

con 0 < 6 < 27, tenemos que ||V|| = r = Va? + b? marca la rapidez instantdnea con la que
nos movemos y el dngulo 6 marca en qué direccion.
Consideremos una funcién F : D C R? — R2, un punto (xp,y) € D y una velocidad
v € R?. La derivada de F respecto a la velocidad v en (xo,yo) €s
F((x0,y0) +hv) — F (x0,y0)

Fy(xo,y0) = lim N :

Cuando el limite en la definicién no existe, decimos que F no es derivable respecto a V en
(x0,0). Cuando F es derivable para la velocidad v en todos sus puntos, podemos definir la
funcion derivada de F respecto a la velocidad vV como

FV:D%Ra (x,y)»—)F;(x,y).
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Observamos que si w = AV, tenemos la relacion

FW(XO,YO) = AFV(XOJO),

ademads, la derivada respecto a la velocidad w existe si y solamente si existe la derivada
respecto a la velocidad ¥. Muchas veces nos interesa estudiar qué ocurre con las distintas
derivadas al cambiar la direccion pero manteniendo dada una rapidez constante. Asi, fijada
una direccién 6 € [0,27), definimos la derivada direccional en la direccion de 6 en el
punto (xo,yo) como la derivada respecto a la velocidad vV = (cos 6,sin ).

Dado un vector velocidad unitario ¥ = (cos @,sin8) € R?, la interpretacién de la
derivada direccional F;(xg,yo) es similar a la de las derivadas parciales (pues no dejan de
ser un caso particular): Consideremos el plano

Py ={(x,52) €R*: —sin(x—xp) +cosO(y—yo) = 0}

La derivada direccional Fy(xg,yo) es la pendiente de la recta tangente a la curva dada por
Cy = Gr(F) N Py dentro del plano Py (con el signo que marque el sentido de V).

De inmediato veremos la relacién entre las derivadas respecto a un vector velocidad y las
derivadas parciales mediante el uso del gradiente y como calcularlas, pero para eso tenemos
que tener garantizada la condicion de diferenciabilidad que introducimos a continuacion.

Diferenciablidad. Plano tangente

Buscamos ahora el concepto anédlogo a la derivabilidad en una variable: la diferencia-
bilidad de funciones de varias variables. En el caso de una variable, la derivabilidad en
un punto se corresponde geométricamente con el hecho de que la curva definida por el
grafo de la funcidn tenga una recta tangente no vertical. Buscamos ahora, para una funcién
de dos variables, una condicidén que garantice que su grafo tiene un plano tangente ‘“no
vertical” bien definido, esto es, un plano que contenga a todas las rectas tangentes de las
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curvas en la superficie que pasan por el punto. La existencia de las derivadas parciales
no es una condicién suficiente, dado que solo garantiza que haya recta tangente en unas
direcciones muy concretas (las de los ejes). Podria pensarse entonces que basta pedir que
existan todas las derivadas direccionales, es decir, asegurar que hay una recta tangente
en todas las direcciones posibles, pero atin asi esto no resulta satisfactorio. En la figura
observamos una superficie, la dada por el grafo de la funcién continua

_ [ P/ +y) si (x,y) #(0,0)
F(x’y)_{ 0 si (x,y) = (0,0).

Para F existen todas las derivadas direccionales en (0,0), pues las intersecciones de la
superficie con los distintos planos que contienen al eje z son rectas. En cambio, no hay
plano que las contenga a todas ellas, pues para eso la propia superficie tendria que ser un
plano, y no lo es. Esto nos lleva a introducir una nocién més fina: la diferenciabilidad.

—.

Una funcién F : D C R? se dice diferenciable en (xo,yo) € D si se tiene que

lm F((x0,y0) + (h1,h2)) — F (x0,y0) — (VF (x0,Y0), (h1,h2))

—0.
(h1,h2)—(0,0) [[(h1,h2)|

Cuando F es una funcién diferenciable en (xg,yp), podemos garantizar la existencia del
plano tangente en P = (xo,yo, F (x0,y0)) a la superficie Gr(F ), que denotaremos mediante

Ty F- Este es un subespacio vectorial de R3 dado por

Tieyyo)F = {(x,7,2) € R; 2= Fx(x0,y0)x + Fy (x0,y0)y}-

Una base de dicho plano vectorial es la dada por los vectores

(1,0, Fx(x0,50)),  (0,1,F,(x0,¥0))-

Cualquier otro vector en este plano es de la forma

a(1,0, Fx(x0,y0)) + (0,1, Fy(x0,0)) = (a,b, F5(x0,0)),

donde Fy(xg,y0) es la derivada respecto a la velocidad ¥ = (a,b). Esto es, podemos ga-
rantizar para este caso que existen las derivadas respecto a cualquier vector velocidad
V= (a,b) € R?, y que ademds se tiene que

Fy(x,y) = aFx(x,y) +bFy(x,y) = (V,VF)
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= Ejemplo 7.4 Halla la derivada respecto a la velocidad vV = (2,—3) de la funcién diferen-
ciable F(x,y) = x> +y? en el punto (1,2). Después determina la derivada direccional en
dicha direccion.

Tenemos que VF = (2x,2y) y por tanto VF(1,2) = (2,4). Asi que

Fi(1,2) = ((2,4),(2,-3)) =2-2-3-4=4—12 = 8.

Ahora nos piden la derivada direccional, esto es, la derivada respecto a la velocidad
normalizada

\% = - =
TN Vi3

Tenemos que
-3 4 -8 _ F;3(1,2)
VAERRRVA R R i
= Ejemplo 7.5 Halla la derivada direccional de F(x,y) = 4 +x*—2y? en el punto P =
(—1,1) al desplazarse formando un dngulo de 45° con la direccion horizontal. {Qué ocurre
si nos movemos con rapidez instantdnea igual a 1/3?

Primero nos estdn pidiendo la derivada direccional en la direccién de 6 = /4, esto es
la derivada respecto a la velocidad

2
Fvun(1,2): 132+

22

V= (cos(45%),sin(45%)) = (Q, Q) :

Tenemos que VF = (2x,—4y) y por tanto VF(—1,1) = (—2,—4). Asi que

Fo(—1,1) = —2-?— \/; = —3V2.

Abhora, si nos movemos en la misma direccién pero con rapidez 1/3, tenemos

Fy(=1,1) :M:—\/Q.

Usualmente nos gusta visualizar el plano tangente pegado al punto P, es decir, trasla-
darlo. Por eso consideramos el plano tangente afin en P = (xo,yo, F (x0,y0)) a la superficie
Gr(F), que denotamos mediante Té‘CO yo) F- Este viene dado por

Ty F = {(60,2) € R 2= F(x0,50) (x — x0) + Fy (x0,50) (y = y0) + F (x0,0) }

= Ejemplo 7.6 Comprueba que el punto P = (1, 1,0) pertenece a la superficie S = Gr(F),
donde F : R? — R? es la funcién diferenciable dada por

Fxy) = (x* =y%)e".

Encuentra la ecuacién del plano tangente afin a S en el punto P.
Observamos que F(1,—1) = (1* = 13)e! = (1 —1)e! = 0, asi que efectivamente P € S.
Ahora necesitamos hallar el gradiente de F en (1,1). Tenemos que

VF|(11) = (40 + (x* =y )ye®™, =3y%” + (x* —y7)xe™)[ (1 1) = (4e, —3e)
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Ahora el plano tangente afin viene dado por
T(I?,I)F = {(x,3,2) ER?: z=de(x—1)—3e(y—1)+0} =

= {(x,y,2) ER*: z=e(4x—3y—1)}.

El siguiente resultado nos da una condicion suficiente de diferenciabilidad.

Teorema 7.3.1 Sea F(x,y) una funcién de dos variables. Si las derivadas parciales Fy y
F) existen y son continuas en (xp, o), entonces se tiene garantizada la diferenciabilidad
de F en (xp,y0).

7.4 Propiedades del gradiente. Puntos criticos

A partir de este momento consideramos funciones diferenciables. El objetivo de esta
seccion es ver algunas caracteristicas importantes del gradiente.

7.4.1 Direcciones de mdximo crecimiento y decrecimiento

Vamos a suponer ahora que nos movemos siempre con velocidad unitaria, es decir, solo
estamos considerando las derivadas direccionales (las derivadas respecto a velocidades
unitarias). Vamos a determinar en qué direcciones crece mds o menos rapido una funcién
dada.

Consideremos una funcién diferenciable F : D C R? — R?, un punto (xo,yo) y una
direccién 6 € [0,27). Decimos que 6 es:
» Una direccion de mdximo crecimiento en (xo,yo) si para todo ¢ € [0,27)

F(cosG,sinG)(xO7y0) > F(cosq),sin(]))(anyO):

» Una direccién de mdximo decrecimiento en (xg,yo) si para todo ¢ € [0,27)

F(cos@,sin@) ()C(),y()) < F(cos¢,sin¢) (xo,yo),
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= Una direccion de crecimiento nulo en (xq,yp) si

Fleos0,5in0) (X0, Y0) = 0.

Si hay dos direcciones linealmente independientes de crecimiento nulo en un punto,
entonces necesariamente se anula el gradiente en dicho punto y por tanto todas las direc-
ciones son de crecimiento nulo para ese punto. Diremos que se trata de un puntos critico
de F.

Supongamos ahora que (xg,yo) no es un punto critico de F. Dada una direccién unitaria
6 € [0,27), recordemos que tenemos la igualdad

Fy(x0,y0) = (VF (x0,¥0),V) = ||[VF (x0,y0)|| - cos P,

donde vV = (cos 0,sin 0) y ® es el dngulo entre VF (xq,yo) y V. Asi, el gradiente VF (xg, yo)
nos permite reconocer las direcciones de crecimiento y decrecimiento como sigue:
= El gradiente VF (xp,Yp) determina la direccién de maximo crecimiento de la funcién
F en el punto (xg,yo), pues el dngulo en la expresion anterior es ® = 0 y por tanto
cos(0) = 1.
= El vector en sentido opuesto al gradiente —VF'(xg,yp) determina la direccién de
maximo decrecimiento de la funcién F en el punto (xg,yp), pues el dngulo en la
expresion anterior es ® = 7 y por tanto cos(xw) = —1.
= Las direcciones ortogonales al gradiente son de crecimiento nulo, pues el dngulo
que forman con VF (xp,yp) es o bien ® = 7/2 o bien ® = 37/2 y sabemos que
cos(m/2) = cos(3m/2) = 0. Las direcciones de crecimiento nulo marcan la recta
tangente a la curva de nivel de F que contiene a (xg,yo).

= Ejemplo 7.7 La temperatura en cada punto de una hoja de metal viene dada mediante la
funcién
T (x,y) = e*cos(y) + €’ cos(x)
a) (En qué direccion crece la temperatura mas rapidamente en el punto (0,0)? ;Cuél es
la tasa de incremento?

b) ¢En qué direccion decrece la temperatura mas rapido en el punto (0,0)?

¢) (Qué direcciones son tangentes a la curva de nivel de la funcién T en el punto (0,0)?
En primer lugar necesitamos calcular las derivadas parciales para obtener el gradiente en
(0,0). Tenemos que

T(x,y) = €*cos(y) +€"sin(x), T,(x,y) = e"sin(y) 4 €’ cos(x)
a) La direccion de médximo crecimiento es la que marca
VT(0,0) = (7:(0,0),7,,(0,0)) = (1,1).

Esto si lo escribimos en coordenadas polares es r = ||VT(0,0)|| =1 +1=v2y 6 = /4.
Asi, la direccion de méaximo crecimiento es 7 /4. La tasa de incremento viene dada por la
derivada direccional en dicha direccidn, que no es més que la norma del gradiente, esto es

r=42.

b) La direccién de maximo decrecimiento es la opuesta al gradiente, esto es la dada por

—VT(0,0) = (~1,~1).
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es decir, la marcada por ©/4+ 7w =5m/4.

¢) Las direcciones tangentes a la curva de nivel en (0,0) son las de crecimiento nulo:
las ortogonales al gradiente. Asi son las marcadas por (1,—1) y (—1,1). Es decir, las dadas
por los dngulos

n/4+7m/2=3n/4, w/4+37n/2=Tn/4.

El gradiente mediante curvas de nivel

Vamos a ver como identificar la direccion del gradiente y su tamaiio a partir del mapa de
curvas de nivel de una funcién. En primer lugar lo haremos de modo visual, sin conocer de
forma explicita la expresion analitica de la funcion considerada. Después comprobaremos
que aquello que intuiamos es lo correcto.

En el mapa de curvas de nivel de la siguiente figura se han equiespaciado los niveles a
Ac = 0,05, marcando las curvas de menor nivel con un tono rojo y las de mayor nivel con
un tono amarillo, cambiando el tono de progresivamente al aumentar o disminuir el nivel.
Buscamos determinar el gradiente en el punto P = (0,5,0,5).

Ac=0.05
P =(0.5,0.5)

p/ d(P,Q) = .07
o

1. Lo primero que sabemos es que las direcciones ortogonales al gradiente son de
crecimiento nulo, y por lo tanto son tangentes a una curva de nivel, mds precisamente
a la curva de nivel que contiene al punto. En este caso la curva de nivel que contiene a
P es una recta (con vector director (1,1)) y por tanto el gradiente tiene una direccién
ortogonal a dicha recta.

2. Debemos averiguar ahora el sentido del vector gradiente. Conforme las curvas van
siendo mds amarillas estamos en niveles mas altos, por lo tanto el gradiente debe
apuntar hacia las curvas amarillas. Con esto averiguamos que el gradiente tiene el
mismo sentido que el (1,—1).
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3. Nos queda ahora estimar el tamafio del gradiente. Para ello consideramos el punto
Q de interseccion de la recta que pasa por Py estd dirigida por el gradiente y la
siguiente curva de nivel: esta es la minima distancia entre Py la curva de nivel que
contiene a Q. El tamafio del gradiente es el cociente entre el incremento de nivel y la
distancia recorrida, esto es

Ac
d(P,Q)

Para este caso estimamos que la distancia entre P y Q es aproximadamente 0,07.
Como Ac = 0,05, concluimos que el tamafio del gradiente es

IVE(0,0)]| =

0,05
VF(0,0)|| ~ ——= ~ 0,71
|| ( ? )H 0’07 ?

La funcién cuyo mapa de curvas de nivel es el anterior, es la dada por
F(x,y) = 4(2 —y)e 47,
Tenemos que su gradiente es
VF(x,y) = (—8x(4x® — 4y? — 1)e 07 _gy(4x? — 4y? 4 1)e~H7 7))

y por tanto VF(0,5,0,5) = (;iz, —;12), que efectivamente apunta en la direccién y sentido
considerados. Observamos también que

616 _VR_ Vg

VF(0,5,0,5)|| = _ Ve VR
IVF(0,5,05)ll = /5 + -5 = =

El grafo de la funcién F es la superficie

donde se puede apreciar que la direccién marcada por el gradiente en (0,5,0,5) es la que
proporciona el maximo crecimiento en dicho punto.
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= Ejemplo 7.8 Consideremos el siguiente mapa de curvas de nivel

<

Con las indicaciones anteriores, hemos representado en la figura VF(1/2,2), que
estimamos que tiene la direccion y el sentido del vector (4, 1), pero con mddulo aproximado
de 2,016. Es decir, estimamos que

IVEE)] ~ 2B~ 2016

0.124

~0.124

0.12

2,016-4 2,016-1
VIT T V1T

Abhora, éste es el mapa de curvas de nivel de la funcién

VF(1/2,2) ~ (

) ~ (1,46,0,49).

F(x,y) =xy

Por tanto VF(x,y) = (y,x) y en particular VF(1/2,2) = (2,1/2), que es similar a lo
estimado.

Puntos criticos

Consideremos f : D C R — R una funcién de una variable. Recordemos que x = xp
es un punto critico de f si la recta tangente a la gréifica de f es horizontal en (xg, f(xg)) 0
equivalentemente si f(xo) = 0. Las situaciones que se pueden dar son las siguientes:

Punto de inflexion (o de/silla)
Méaximo

& ®- ®

Minimo
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Consideremos ahora una funcién F : D C R? — R. Como ya hemos dicho, un punto
(x0,y0) es critico para F si su gradiente VF (xg,yp) se anula. Esto equivale a pedir que el
plano tangente a la grafica de F en el punto (xo,yo, F (0,y0)) sea z = F(xo,yo). Estas son
las situaciones que podemos encontrar:

Minimo relativo Maximo relativo Punto de silla

Observacion: En un punto de silla algunas de las trayectorias (curvas) contenidas en la
superficie tienen un maximo relativo y otras tienen un minimo relativo. También podemos
encontrar trayectorias que tengan un punto de inflexion.

= Ejemplo 7.9 Vamos a hallar los puntos criticos de la funcién
F(x,y) = 4( +y7)e 07,
Para ello veamos dénde se anula el gradiente. Tenemos que
_ 2 _ 2y, (2 h?) _ 22~y
F,=8x(1—x"—y)e , F=8y(1—-x"—y)e

Los puntos criticos de F son el (0,0) y todos aquellos que satisfacen la ecuacién de la
circunferencia x> +y> = 1.

En el caso de funciones de una variable la seguna derivada nos da un criterio para
discernir si los puntos criticos son maximos, minimos o puntos de silla. Queremos tener
un criterio similar para funciones de dos variables. Para ello debemos hablar de derivadas
parciales de orden superior.
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Derivadas parciales de orden superior

Como en las derivadas de las funciones de una variable, es posible calcular derivadas
parciales segundas, terceras, o de orden mayor. Ademads, ahora podemos tener derivadas
de orden superior mixtas, es decir, primero derivar respecto de x y después respecto de y o
viceversa. Usamos la siguiente notacion para describir las derivadas parciales de segundo
orden de F(x,y):

(F)x=F _BFx_i<8_F)_82_F
VEOOH T 9x 0 ox\adx/  ox?

OF, 0 /0F 0%F
(Fe)y = Foy = dy _8_y<$>—8yax

oF, d (dF\ J*F
(Fy)x = yx_W_EX&_y)—ax&y

oF, 9 (dF\ J°F
(Fy>y—Fyy—a_y—a_y<a_y> a_yz

= Observacion 7.1 Notese que en las distintas notaciones para las derivadas parciales
mixtas Fy, = 9%F /dyx se invierte el orden entre la x y la y. Para recordar cudl es el orden
de derivacion adecuado conviene tener en mente las igualdades de arriba.

Teorema 7.5.1 — Schwarz. Si las derivadas parciales mixtas Fy, y Fy, son continuas
entorno a un punto (xg,yo) entonces son iguales en dicho punto, esto es

Fy(x0,Y0) = Fyx(x0,Y0).

= Ejemplo 7.10 Halla las derivadas parciales de segundo orden de la funcién F(x,y) =
sin(x)y?. Evalda Fy(7/2,1). Para ello, en primer lugar buscamos las derivadas parciales

primeras

oF ) _JdF .
=5, = cos(x)y”, F,= P 2sin(x)y

Ahora derivamos a su vez cada una de estas respecto a x y respecto a y:

Fy

JF, 0J*F s _ O0F, 9*F
Fx = gx = g? = —sin(x)y~. Fyx = ox @ = 2cos(x)y.
F, F ) JF, 9°F
Fh= —=—= 2cos(x)y. F,, = = = 2 si .
8 dy  dyx (x)y > dy  9y? sin(¥)
Obsérvese que Fyy = Fy,. Por dltimo, tenemos Fy,(7/2,1) = —sin(n/2) - 12 = —1.

Para el caso de funciones de tres variables tenemos 9 derivadas parciales de segundo orden:
Fx}m ny7 sza FS})H F3)y7 Fyz, FZX7 Fzy y F‘ZZ
De nuevo, si las derivadas parciales mixtas son continuas, tenemos las igualdades

ny:Fym Foo=Fy,y Fyz:Fzy-
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= Ejemplo 7.11 Consideremos la funcién de tres variables F'(x,y,z) = xe” sin(7z). Vamos
a proporcionar las derivadas parciales de segundo orden. Vemos primero las de primer
orden:

Fy=¢é"sin(nz), F,=xe’sin(nz), F,= nxe’cos(nz)

Ahora tenemos que:
Fu=0, Fy=xesin(nz), F,=—n"xe’sin(nz)

Fy =e'sin(nz) = Fx, F;=mnxe’cos(nz) =F,y, Fyx=me'cos(nz)=Fy

Matriz Hessiana. Cudadrica aproximante

La serie de Taylor en un punto xy de una funcién f : D C R — R suficientemente
derivable viene dada por

(x —x0)?

X
n) o
20 4+ 4 f (xo)n!—f—

sf(x0) = f(x0) + f'(x0) (x —x0) + f" (x0)
Esta expansion es infinita si la funcidn es infinitamente derivable. La aproximacion de
primer orden recupera la ecuacion de la recta tangente. Es decir, la recta tangente es la
mejor aproximacion lineal de la curva y = f(x). La aproximacién de orden dos (parabdlica)
nos permite dar un criterio para determinar el tipo de puntos criticos (minimo miximo o
inflexion).

De modo analogo, se puede definir la serie de Taylor para una funcién de mds variables.
Escribimos aqui como es el desarrollo de Taylor de orden 2 en (xg,yo) de una funcién

F(x,y).

X — X0 1 X — X0
=F VF —(x— —va)H
SF,(xo0) = F (X0,50) + VF (x0,¥0) ( A ) + 2(x X0,y — y0)HF (x0,Y0) ( A )
donde HF(xq,yo) es la matriz Hessiana formada por las derivadas parciales segundas. Mas
precisamente

Fee(x0,Y0) Fyx(xo,yo)>
Hr(xp, =
F(x0,30) ( Fry(x0,y0)  Fyy(x0,¥0)

El desarrollo de Taylor de orden uno recupera la ecuacién del plano tangente y por tanto es
la mejor aproximacion lineal de Gr(F) en el punto P = (xg, yo, F (x0,0)). El desarrollo de
Taylor de orden dos nos proporciona la cuddrica que mejor se ajusta a la superficie Gr(F)
en el punto P: la dada por el grafo de sp . Llamaremos a ésta la cuddrica aproximante
de F en (xp,y0).

X0,Y0)

= Ejemplo 7.12 Calcula la matriz Hessiana de la funcién F(x,y) = sin(x)y” en el punto
(m/2,1). Determina después la ecuacién de la cuddrica que mejor aproxima al grafo de F
en el punto (7/2,1).

En el ejercicio 7.10 hemos calculado las derivadas parciales de primer y segundo orden
de F, asi que

—sin(x)y* 2cos(x)y ) '

V() = (eos(y® 2sin(ay),  Helay) = (R 20
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Sustituyendo en el punto (77/2, 1) llegamos a

VF(%,1>=(0,2), HF<;1):<—01 g)

Asi que la ecuacion de la cuddrica que buscamos es

x_Z 1 n -1 0 —5
Sn(%,l)‘sm<2>12+(0 2)< y—% )+§(x_§’y b ( >( - )

1 2 1
1—|—2(y—1)—§<x——> —I-(y—l)z——ix +y? X —

2
2 ?

Andlisis de puntos criticos

En general, vamos a considerar funciones F' con derivadas parciales mixtas continuas.
Notemos que para estas tenemos que Fy, = Fy, y por tanto la matriz Hessiana es simétrica.
En particular es diagonalizable y tiene una base de vectores propios ortonormales.

Fijemos un punto critico (xp,yo), esto es, un punto tal que VF (xg,yo) = 0. Diagonali-
zando escribimos

M0
HF(XOJO) = QDFQt7 Dp = ( 01 AQ )

y definimos (u,v) = (x —xp,y — yo)Q. Sustituyendo estas expresiones en el desarrollo de
Taylor de orden dos de F en (xg,yo) llegamos a que

%(u,v)DF(u,v)t = F(x0,y0) + %(Muz + 22v?)
Notemos que deth(xo,yo) = ’HF(X(),y())| = ’QDFQZ‘ = ‘DF’ =M.

Distinguimos los siguientes casos:

= Si los dos valores propios A; y 4, son positivos, la cudadrica que mejor aproxima
a Gr(F) es un paraboloide y por tanto tenemos la situaciéon de minimo relativo.
Observamos que en este caso |Hr (x,y0)| > 0y se puede probar que ademds se tiene
que Fy(xo,y0) > 0.

= Si los dos valores propios A; y A, son negativos, la cuddrica que mejor aproxima
a Gr(F) es un paraboloide invertido y por tanto tenemos la situacién de maximo
relativo. Observamos que en este caso |Hr (xg,yo)| > 0y se puede probar que ademads
se tiene que Fy(xo,y0) < O.

= Si hay un valor propio positivo y uno negativo, la cuddrica que mejor aproxima a
Gr(F) es una silla de montar y po lo tanto tenemos la situacién de punto de silla.
Observamos que en este caso |Hr (xg,yo)| < 0.

= Si uno de los valores propios es nulo o equivalentemente si |Hr(xo,y0)| = 0, no
podemos concluir. A continuacidn representamos dos superficies, definidas por
los grafos de F(x,y) = x* +y? y G(x,y) = x> +y?, para las cuales observamos
comportamientos distintos en el (0,0). En cambio tienen la misma matriz Hessiana
en (0,0) y también la misma cuddrica aproximante. En estos casos es cuando
dirfamos que la cuddrica aproximante es “degenerada”. En el ejemplo de la figura es
un cilindro parabdlico.

SF(x00) = F(¥0,50) +
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sr(0,0) = s5(0,0) = 2y*

En resumen, podemos considerar el siguiente criterio de la cuddrica aproximante para
distinguir de qué tipo son los puntos criticos:
= Si det[HF (x0,y0)] = 0 no podemos garantizar nada.
= Si det[HF(x0,y0)] < 0, tenemos que F tiene un punto de silla en (xp,y).
= Si det[HF(xo0,y0)] > 0, diferenciamos dos casos:
* Si Fy(x0,y0) > 0, entonces F tiene un minimo relativo en (xo, o).
* Si Fyx(x0,y0) < 0, entonces F tiene un maximo relativo en (xo,yo).

= Ejemplo 7.13 Determina los puntos criticos de la superficie definida por la funcién
F(x,y) = xy(1 —x—y). Después clasificalos con el criterio de la cuddrica aproximante.
En primer lugar necesitamos las derivadas parciales de F'. Tenemos que
Fe=y(1—x—y)—xy=y(l -2x—y)
Fy=x(1-x—y)—xy=x(1 —x—2y)

Ahora los puntos criticos son aquellos donde se anulan ambas derivadas parciales a la vez,
es decir, donde se anula el gradiente. Asi, se debe cumplir que

y(1=2x—y)=0, x(1-x—2y)=0

Aqui vemos que si y = 0, entonces x es 0 bien 0 o bien 1. Asi P, = (0,0) y P, = (1,0) son
puntos criticos. Si x = 0 tenemos que o bien y = 0 o bien y = 1. De aqui rescatamos el
punto critico P3 = (0, 1). Finalmente podemos tener

1
1—2x—y:1—x—2y:O:>x:yy1—3x:O:>x:y:g.
Por lo que todavia hay un cuarto punto critico, el punto Py = (1/3,1/3). Para poder

determinar de qué tipo es cada uno de estos puntos, necesitamos la matriz hessiana de las
derivadas segundas. Tenemos que

Fxx:_2)77 ny=f7yx=1—2x—y—y=1—2x—2y, F;,Z—Zx

Por tanto la matriz Hessiana es

_ —2y 1—2x—2y
HF(x’y)_<1—2x—2y —2x )
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y su determinante es det[Hp (x,y)] = 4xy — (1 — 2x — 2y)?. Por tanto:

e En P, = (0,0) tenemos |Hr(0,0)| = —12 = —1 < 0. Punto de silla.
e En P, = (0,1) tenemos |Hp(0,1)| = —(1 —2)?> = —1 < 0. Punto de silla.
e En P; = (1,0) tenemos |Hr(1,0)| = —(1 —2)?> = —1 < 0. Punto de silla.
e En Py = (1/3,1/3) tenemos
11 4 2 2 1
He(=2)|l=2—(a-2-%2=_>o.
F(33>‘ g (1-373) =3
Como ademas Fy(1/3,1/3) = —2/3 < 0, tenemos que P4 es un maximo relativo.

Tenemos a continuacion la representacion de la superficie definida por esta funcién. En
ella observamos los tres puntos de sillas y el méximo relativo.

= Ejemplo 7.14 Determina los puntos criticos de la superficie definida por la funcién
F(x,y) = (xy+ yz)e_x2 . Después clasificalos con el criterio de la cuddrica aproximante.
En primer lugar necesitamos las derivadas parciales de F. Tenemos que
2 2 2
Fo=ye™ —2a(xy+y2)e™ = (y=2%—20%)e ™, B = (x+2y)e

Ahora los puntos criticos son aquellos donde se anulan ambas derivadas parciales a la vez,
es decir, donde se anula el gradiente. Asi, se debe cumplir que

x+2y=0, y—2x2y—2xy2 =0
Tenemos que x = —2y y sustituyendo en la segunda ecuacién llegamos a que

y—2(=2y)%y —2(=2y)y* =0,
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esto es y — 4y’ = 0. De aqui sacamos y =0, y = —1/2 0 y =1/2. De esta manera, los
puntos criticos son

PIZ(O,O), P2:(1a_1/2)7 P3:(_1’1/2)

Para poder determinar de qué tipo es cada uno de estos puntos, necesitamos la matriz
hessiana de las derivadas segundas. Tenemos que

Foo = (—4xy— 2" = 2x(y— 2% — 20%))e ™ = (—bxy — 2% + 4’y + dxy?)e ™

2

2 -
Fy=Fu=(1—4%—4xy)e™, Fy=2""

Por tanto tenemos que
= En P, = (0,0) la matriz Hessiana es

Hp(0,0) = ( (1) (1) )

cuyo determinante es —1 < 0. Estamos ante un punto de silla.
= EnP,=(1,-1/2) y P; = (—1,1/2) la matriz Hessiana es
3 -1
2¢ e

Hp(1,-1/2) = Hp(—1,1/2) =
~1

N

cuyo determinante es 2/e? > 0. Como ademds
Foo(1,-1/2,—1) = F (—1,1/2) =3/2¢ > 0,

estamos ante minimos relativos.

Tenemos a continuacidn la representacion de la superficie definida por esta funcién. En
ella observamos los dos minimos relativos y el punto de silla.




7.8

86 Capitulo 7. Cdiculo diferencial

Aplicaciones vectoriales. Matriz Jacobiana

Una aplicacion vectorial de una o mds variables es una asignacién
o:DCR'"—R"

que a cada elemento (x1,x2,...,%,) € D le asigna un vector de R” (en lugar de un escalar).
Al igual que siempre, diremos que D es el dominio de ¢ y que

Im(@) ={@(x1,x2,...,%,) : (x1,X2,...,%,) € D} CR"

es su imagen. Hemos tratado ya en este curso con aplicaciones vectoriales:

= Las transformaciones lineales de R” — R”, como por ejemplo la dada por ¢(x,y) =
(2x—3y,x—y). Eneste cason =m = 2.

= [as parametrizaciones de curvas en el plano y en el espacio. Por ejemplo, la dada
por ¥(t) = (cost,sint,t) que recorre una hélice. En este cason =1y m = 3. Aqui
se incluyen las curvas parametrizadas obtenidas como solucién de sistemas de
ecuaciones diferenciales.

= También el gradiente de una funcién F : D C R? — R es una aplicacién vectorial

VF:DCR} SR  (x,y2) — VF(x,yz).

En este cason =m = 3.
= [os cambios de coordenadas a polares, cilindricas y esféricas.
Las aplicaciones vectoriales, entendiéndolas como “campos de vectores”, las estudiaremos
con mayor detalle en el dltimo tema de esta asignatura. Ahora las introducimos para poder
hablar con més precision de cambios de coordenadas y de la regla de la cadena para
funciones de varias variables.

Por comodidad tomamos el caso n = m = 3, aunque las definiciones que vamos a dar
sirven en general, como veremos en los ejemplos. Consideramos una aplicacién vectorial

¢ =(¢1,¢2,93) : DCR - R’

La matriz jacobiana de ¢ en un punto P = (xo,y0,z0) viene dada por

doi do1 Id¢y

aax aay 8az

¢ 0P 0P

Tacy(P) = dx dy 0dz
dos dp3 J@;

dx dy dz /p

El subindice P en la expresion anterior significa que se debe evaluar en el punto P cada
una de las derivadas parciales. En general, 1a matriz Jacobiana se construye al colocar por
filas las distintas derivadas parciales de cada una de las componentes de ¢. Asi, es una
matriz de tamafio m X n, donde m es la dimension del espacio de llegada de ¢ y n la de su
dominio, es decir, el nimero de variables.
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= Ejemplo 7.15 Determina la matriz Jacobiana de la aplicacién ¢@(x) = (sin(x),e*) en el
punto x = 0.

Podemos escribir ¢; (x) = sin(x) y ¢2(x) = €*. Tenemos que
X

1(x) =cos(x), @y(x)=e

Asi la matriz Jacobiana en el punto x = 0 es

i (), ()-(3)

= Ejemplo 7.16 Determina la matriz Jacobiana de ¢(x,y) = (x> 4+ y%,xy) en el punto (0, 1).
Podemos escribir ¢y (x,y) = x> +y? y @»(x,y) = xy. Tenemos

(pl,x(x7y) = 2X, (Pl,y(xvy) = 2y7 (PZ,x(xvy) = (PZ,y(x7y) =X

2% 2 0 2
JaC(P(O’l):( y xy)|(on):<1 0)'

= Ejemplo 7.17 Determina la matriz Jacobiana en el punto (1,1,37/2) de

De esta manera

¢(x,,2) = (€7, y+cos(z)).
Podemos escribir @ (x,y,z) = €y ¢»(x,y,z) = y+cos(z). Tenemos que
O1x = ye, 01y = xe, 01:=0, ¢x=0,0y=1,¢,=— sin(z).

De esta forma

[y xe¥ 0 (e e 0
Jac¢<1’1’3”/2)_( 0 1 —sin(@) )y pms \O 1 1)

= Ejemplo 7.18 Determina la matriz Jacobiana en el punto (1,37/2,4) de

@ (x,y,2) = (xcos(y),xsin(y),z).

Podemos escribir @) (x,y,z) = xcos(y), @2(x,y,z) = xsin(y) y @3(x,y,z) = z. Tenemos que
0

cos(y) —xsin(y) 0O 10
Jacy(1,37/2,4) = | sin(y) xcos(y) O = -1 00
0 0 1) (13m0 0 01
Notacion:

= Cuando ¢ es una funcién de una sola variable, esto es ¢ : D C R — R™, denotamos
por comodidad mediante ¢’ a la matriz Jacobiana, que en este caso es de tamafio

nx 1.
= En el caso en el que ¢ = F es una funcién escalar, esto es F : D C R" — R, tenemos
que Jacp es una matriz de tamafo 1 x n y de hecho

Jacp = VF.
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Cambio de variable. Regla de la cadena
Regla de la cadena (sobre una curva)

Podemos tener dos variables llamadas x e y, pero que a su vez sepamos que dependen
de otra variable llamada 7. Dicho de otro modo, conocemos una aplicacién ¢ : R — R?

dada por
o(1) = (x(2),y(z))
que determina dicho cambio de variable. De hecho, lo que estamos diciendo es que @

parametriza una curva del plano. Dada una funcién F : D C R?, nos puede interesar el
comportamiento de F a lo largo de la curva @(t), esto es, la funcién g de una sola variable

dada por
8(1) = F(x(1),y(1))-

Dicho de otro modo, g se obtiene por composicion como g = F o ¢. La regla de la cadena
nos dice que

g'(t) = VF(9(0)¢'(t) = (Fe(x(r),y(r)), F(x(), (1)) ( ’;:8 )

= Ejemplo 7.19 Sea F(x,y) = x + y*. Determinemos la funcién g(¢) obtenida al recorrer
la curva @(¢) = (sinz,€') y su funcién derivada g (r).
La funcién que buscamos es

g(t) =F o = F(sint,e') = sin(r) + *

Tenemos que g'() = cos(t) +2e? . Veamos que llegamos al mismo resultado mediante es
uso de la regla de la cadena. Para ello calculamos:

VF(x,y) = (1,2y), ¢'(t) = (cost,e')
Ahora tenemos que

g (t) = (1,2¢") < C(th ) = cost + 2.

» Ejemplo 7.20 — Derivadas direccionales. Si F es una funcién diferenciable en
(x0,¥0) y ¥ = (cos 8,sin8) € R? es una velocidad unitaria, hemos dicho que se tiene la
relacion

F5(x0,¥0) = cos O Fy(xo,y0) + sin 8 Fy(xo,y0) = (VF (x0,Y0),V)

Tenemos que la derivada F;(xg,yp), respecto a v en el punto (xg,yo), no es mas que la
derivada en ¢ = 0 de la funcién de una variable dada por

donde @(t) = (xo+1cos0,yp+1sin0) es una parametrizacién de la recta
—sinB(x —xp) +cosO(y—yo) =0,

En efecto, si aplicamos la regla de la cadena, tenemos

sin O

£(0) = VF(9(0))¢(0) = (Fx(x0,0), Fy (X0, Y0)) ( cos 0 )
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Regla de la cadena (a lo largo de una superficie)

De manera similar, puede suceder que nuestras dos variables x e y dependan a su vez
de otras dos variables r y s. Esto significa que conocemos una aplicacién ¢ : R — R? que
determina dicho cambio de variable. Escribirfamos

¢ (r,8) = (x(r;5),¥(r5)),

En este caso ¢(r,s) determina una nueva parametrizacién del plano R?. Dada una funcién
F : D C R?, nos puede interesar el comportamiento de F respecto de las variables ry s,
esto es, la funciéon G de nuevo de dos variables dada por

G(r,s) = F(x(r,s),y(r,s))

Dicho de otro modo, G se obtiene por composicién como G = F o ¢. La regla de la cadena
nos dice que
VG(r,s) = VFE(@(r,s))Jacy(r,s) =

= (Fx(x(r,s),y(r,s)),Fy(x(r,s),y(r,s))> < g;?g: g;?gi )

= Ejemplo 7.21 Sea F(x,y) = 2xy. Determinemos el gradiente de la funcién G(r,s) obte-
nida al realizar los cambios de variable x = s>+ e y = s/r.

Para esto necesitamos calcular por un lado el gradiente de la funcién F y por otro la
matriz Jacobiana de la aplicacion vectorial

o(r,5) = (x(r,5),5(r,8)) = (s> +1%,5/r)
Tenemos que F; = 2y y F;, = 2x, por tanto VF = (2y,2x). Por otro lado

dx dx 8y
ar 2’3 =25 s/

De esta manera tenemos que

gt = (22 20)

Zax

1/r.

Y asi obtenemos
(Gr(r,5),Gy(1r,5)) = VG(r,5) = (25/1,2(s* + 1)) < _3;r2 12/Sr > -

—2s 2 2 2 3 6
<4s+ (P +s ),4s—+—(s2+r2)> = <2s ,2r + i)
roor

Si estamos trabajando con tres variables x,y, z y tenemos una funcién F(x,y,z), también
podemos considerar un cambio de variable ¢ : R — R dado por
(P(r7 S) = (x(r7 S)?y(r7 S)7Z(r7 S))?
esto es, una superficie parametrizada de R3. Considerar como varfa la funcién

G(r,s) = F(x(r,s),y(r,5),2(r,5))

es estudiar la funcién F a lo largo de la superficie determinada por ¢(r,s).
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Derivacion implicita
Finalmente, podemos usar la regla de la cadena para derivar de forma implicita. Su-

pongamos que tenemos una funcion de tres variables F(x,y,z) y queremos considerar la
superficie dada por uno de sus niveles, esto es

F(x,y,z) =k

para determinar la variacion de la variable z respecto a las variables x e y. Esto es, queremos
ver z como una funcién z(x,y). Tenemos que

0 0 0 d 0 0
FEE 2 rE 20, RE+RY RS =
dx dy

Yox dx “dy dy 0

De aqui, y dado que sabemos que dx/dx = dy/dy =1y dx/dy = dy/dx = 0, obtenemos

que si F; # 0, entonces

Jdz k. dJdz K

ox F’ dy E
= Ejemplo 7.22 Consideremos la esfera de radio 1 dada de forma implicita por x> 4 y* +
7% = 1. Veamos la variacién de z respecto a x e y en el punto (0,1/+/2, —1/+/2). Tenemos

que

2 2
dz/dx = _Z_JZC’ dz/dy = e

Asi, 92/9x(0,1/v2) =0y 9z/dy(0,1/v/2) = —1

Todo lo que hemos dicho en esta seccién funciona también en general. Es decir,
tenemos n variables x1,x;,---x;, y estas a su vez dependen de m variables ry,rp, ... ry.
Esto significa que tenemos una aplicacion vectorial

O(ri,ra, ..y rm) = (x1(r1,r2, ooy tm), X0 (P12, ooy X0 (F1 72, oo 1))

Dada una funcién F en las n variables xj,xp, - - - x;,, consideramos asociada la funcién
G = F o ¢ que depende de las m variables ry,r, ..., ry,. Tenemos que

VG(r1,r2,....tm) = VFE(Q(r1,12,...,tm))Jace(ri,r2,. .., 1m).



La integral de Riemman de una fun-
cién de una variable f(x) en un intervalo
I = |a,b] es (si existe) un valor, que repre-
sentamos habitualmente por

/a ? )dx %

Hablando sin mucho rigor, este valor se ob-
tiene como limite de una suma de areas de
rectdngulos cada vez mds pequefios y por
tanto describe un area.

Mis precisamente, si f es una funcién continua y no negativa en el intervalo I = [a, D],
entonces el drea de la region R acotada por el grafo de f, el eje horizontal y las rectas x = a
y x = b viene dada por

Area(R) — / ! F)dx

En particular, si nuestra funcién es f(x) = 1 recuperamos la longitud de 7, ya que ésta
coincide con el drea del rectdngulo de base / y altura 1. Esto es

b
Long(7) z/ dx=b—a
a

Recordemos ahora un resultado crucial: el teorema fundamental del cdlculo. Grosso modo
este enunciado establece que derivacion e integracion son operaciones inversas una de la
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otra. Asi, si f es una funcién continua en el intervalo [a, b] y consideramos la funcién

F = [ rwas
entonces F es derivable y F’'(x) = f(x).

Consideremos ahora una funcién F(x,y) y sea R = [a,b] x [c,d] un rectangulo en el
plano. La misma construccién de integral de Riemman que se hace para el caso de funciones
de una variable se puede extender a dos variables. Esto es, se puede ir subdividiendo R en
rectangulos cada vez mas pequefos y estimar el volumen que encierra la grafica de F(x,y)
mediante sumas de volimenes de ortoedros. La siguiente imagen ilustra esta idea:

El valor obtenido por este procedimiento (si existe) es a lo que llamamos la integral de
F(x,y) alo largo de R y 1o denotamos por

/ F(x,y)dxdy.
R

De un modo més complicado aunque con ideas similares, se puede hablar también de la
integral de una funcién a lo largo de regiones del plano mds generales. Mds concretamente,
si Q es una region acotada (cabe dentro de una circunferencia) del plano y F es una funcién
no negativa en 2, entonces

Vol(S) = /QF(x,y)dxdy,

donde S es el sélido dado por la interseccidn del cilindro de base €, el plano z = 0 y aquello
que queda por debajo de la grfica de F(x,y). Observamos también que si consideramos
F(x,y) = 1, entonces

Area(Q) :/ dxdy,
Q

ya que ésta coincide con el volumen del cilindro de base Q y altura 1.

Integrales iteradas

Llamamos integral iterada al anidamiento de varias integrales de una sola variable.
Esto es, en el caso de dos variables a una expresion del tipo

; /b </fz(X)F( \d )d , /d </g2(Y)F< \d )d
= X, X, = X, X
e U T 27 e Ugy 079
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Habitualmente, y si no hay lugar a confusién, se prescindird de los paréntesis en las
expresiones anteriores. Consideremos por ejemplo /;. Es cierto que F(x,y) es una funcién
en dos variables, pero estamos haciendo lo siguiente:

1. En primer lugar, una integracion solamente respecto la variable y, y por tanto x esta
actuando como si fuera constante (de modo andlogo a lo que haciamos para las
derivadas parciales).

2. Después de esto nos queda una integral que depende solamente de la variable x y
por tanto tras resolverla el resultado quedard un valor real.

En la expresion en /> se intercambian los papeles de x e y. Es decir, primero integrariamos
respecto a x y después respecto a y.

= Ejemplo 8.1 Calculese la siguiente integral iterada

1 3
1= / / (x* +y*)dxdy
0 JO

En primer lugar integramos respecto de x con los limites de 0 a 3. Asi

1,3

1
= x—+y4x] dy:/ (9+ 3y*)dy
o 3 0 0

Ahora nos queda ya una integral que depende solamente de y. Asi

I=9y+—

3y5}1 3 48
5 0

Aprovechamos este ejemplo para comprobar que si cambiamos el orden en la integracion,

es decir, si consideramos
|
J= / / (& +y*)dydx,
0 Jo

obtenemos el mismo resultado. En efecto, tenemos que
3 51! 3 3 3 48
J:/x2y+y— dx:/(x2+—)a'x:x——|—E =94+ =—.
0 51, 0 3 5

En breve hablaremos sobre este hecho, que es general.

= Ejemplo 8.2 Calctlese la siguiente integral iterada

1 px?
= / / (x* — 2y)dydx
12

Antes de empezar observamos que en este caso no podemos intercambiar las variables (o
no directamente), ya que los limites de integracion en la variable y dependen de x. Por eso
es importante realizar la integracion en el orden dado.

Tenemos que

I:/11 x4y—y2}xzx2dx:/11[(x4x2—x4)—(x4(—x2)—(—x2)2)]dx:
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1 1
= / (2x0 —x* +xHdx = / 2x8dx.
-1 -1

Ahora nos queda ya una integral que depende solamente de x. Asi

I =1+ _4
7 - 7

1
B 2x7} 2 -2
| 7 7
El teorema de Fubini nos proporciona una forma de calcular la integral de Riemann de
una funcién de dos variables como integrales iteradas. Mds precisamente, tenemos que si
R = [a,b] x [c,d], entonces

/RF(x,y)dxdy:/ab (/CdF(x,y)dy) dx:/cd (/abF(x,y)dy) dx

El teorema de Fubini también se puede aplicar al cdlculo de la integral de una funcién de
dos variables sobre una region mds general. La dificultad en este caso reside en parametrizar
la region para poderla expresar como integrales iteradas. Sobre esto vamos a hablar en la
proxima seccion.

Parametrizacion de regiones

Vamos a considerar primero el caso de regiones que tiene una estructura sencilla:
regiones bdsicas. Son aquellas que tienen una estructura como la que se puede observar en
la siguiente figura.

Tipo 1 Tipo 11

= falz] d —

x =iy T =

y= filzl

(K

[ = P B
[y T
Pt

-

Cuando la region es de Tipo I tenemos que

b rfr(x)
/ F(x,y)dxdy = / / F(x,y)dydx
R a Jfi(x)

Cuando la region es como de Tipo II tenemos que

d rg2(y)
/ F(x,y)dxdy = / / F(x,y)dxdy
R c Jgiy)
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= Ejemplo 8.3 Considera la region Q dada en la figura.

Plantea la integral . /

/ (x* — 2y)dxdy
Q

como integral iterada observando de qué ti-
po de los anteriores es. Después resuélvela.

\

Laregiénes de TipoIcona= —1,b= —1, fi(x) = —x> y f>(x) = x%. Asi, tenemos
que

1 2
/ (x* —2y)dxdy = / / (x* — 2y)dydx
Q —1J—x2
Esta integral la hemos resuelto en el ejemplo 8.2.
= Ejemplo 8.4 Calcula el drea del tridangulo 7 de vértices (0,0), (1,0) y (0,1/2).

El tridngulo lo podemos ver tanto como \
una figura de Tipo I o de Tipo II. Vamos a
hacerlo de cualquiera de ellas y ver que ade-
mads coincide con el resultado ya conocido:
base por altura partido por dos, que este
caso es 1/4.

La hipotenusa del tridngulo viene marcada por la recta x +2y = 1. Si planteamos los
limites como de Tipo I, tenemos que a =0, b =1, fi(x) =0y fo(x) = (1 —x)/2. Y por
tanto

1

L p(1-x)/2 1 1=x)/2 1 1—x X X2 1
/T xy 0 Jo yar 0 Yo g o 2 T2y 0o 4

= Ejemplo 8.5 Considera la region Q dada en la figura.

Plantea la integral

/ (xy —y*)dxdy
Q

como integral iterada. Posteriormente resuél-
Vel a g -05 05

La regién es de Tipo II con limites de integracion para y dadosporc=0yd =1,y
limites de integracién para x dados por g1(y) = —1y g2(y) = y. Asi, tenemos que

1y 1y y
/ (xy —y*)dxdy = / / (xy —y*)dxdy = / — —xyﬂ dy =
Q 0 J-1 0o 2 1
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L)oo (Fr-3)e-

oy 2] -1 11 —5-8-10 23
_ =5

5 440 40

Observemos que también podriamos haber intentado parametrizar la regién como si fuese
de Tipo I, pero en tal caso tendriamos que dividir la regién en dos partes: el cuadrado
[—1,0] x [0,1] y el tridngulo de vértices (0,0), (0,1) y (1, 1). Més concretamente tendria-

mos que
0 1 1 1
/(xy—y3)dxdy=/ /(xy—y3)dya’X+/ / (xy —y*)dydx
Q —-1J0 0 Jx

Muchas veces puede ocurrir que la regién de integracién  no es una region bdsica,
pero que en cambio se puede subdividir en un nimero finito de regiones 1, Qo, ...,
cada una de ellas basicas, de Tipo I o de Tipo II. Asi

/F(x,y)dxdy:/ F(x,y)dxdy+ Q,
Q Q

Ql 05

Q
+ [ F(x,y)dxdy+---+ | F(x,y)dxdy

-15 S -0, 0 0.5 15
= - U
-0.5

= Ejemplo 8.6 Halla el volumen del sélido comprendido entre el paraboloide z = x? + y?
y el cilindro x> +y? = 1.

Nos estdn pidiendo calcular la integral de la funcién x*> 4+ y* a lo largo del disco
D = {x?> +y? < 1}. Podemos ver el disco mediante una parametrizacién de tipo I como

—1<x<1, —V1-x2<y<V1-—x2

I—/ X%+ y? Ydxdy = / / 2 4y? )dydx

Podemos comprobar que a su vez

| 1 V1=22
I = 2/ / (x* +y?)dydx = 4/ / (x* +y?)dydx
-1J0 0 JO

Esto sucede por la simetrias que tiene el disco D y también la funcién F. En cualquier
caso, tenemos que

1224
1_/ Py + ] d_2/ x+ V1 —x2dx

y esta ultima integral no es tan sencilla de calcular. De inmediato veremos una forma
mucho més sencilla de resolver esta integral

Tenemos asi que




8.3

8.3.1

8.3 Cambio de coordenadas Q7

Cambio de coordenadas

A veces es mads sencillo parametrizar las regiones al considerar otras coordenadas
distintas a las cartesianas, o incluso la funcién a integrar se simplifica bastante con estos
cambios. Consideremos un cambio de variable

@ : (u,v) = (x(u,v),3(u,v))

Dada una funcién F : D C R? — R en coordenadas x,y y una regién de integracién Q C R?,
tenemos la siguiente relacion

/QF(x,y)dxdy:/QF(x(u,v),y(u,v))|Jac¢(u,v)|dudv,

donde Jacy(u,v) es la matriz jacobiana de @, que viene dada por:

o ox
Ju dv
Jacy(u,v) =
dy Iy
Ju dv

En general suele ser dificil encontrar cambios de coordenadas adecuados en integrales
dobles. Veamos el caso del cambio a polares, que es bastante ttil, y otro caso mas a modo
de ejemplo.

Coordenadas polares

Es mas comodo emplear las coordenadas polares si la regiéon considerada tiene una
aspecto como el de la figura

0 1 2 3 4

El cambio de variable para este caso es
¢©:(r,0)— (rcos@,rsinf)

Por tanto, tenemos que

|Jac(p(r,9)|: sin@ rcos@

cos@ —rsinB '_
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y de esta manera

B rp2(6)
/F(x,y)dxdy:/ rG(r,Q)drdOz/ / rG(r,0)drd®
Q Q o Jpi(6)

donde G(r,0) = F(rcos@,rsin®).

s Ejemplo 8.7 Calcula el drea de la corona circular C = Dg, \ Dg,, donde Dk, es el circulo
centrado en el origen y de radio R;.

Nos piden calcular la integral

2 R2 2
/dxdy:/rdrdez/ / rdrd0 =
C C 0o Jr,

Ry 2r Ry )
— [ [ raoar— [~ relirar—
R, Jo R,

k2 21k 2 2
= 2nrdr = wr ]Rl = n(R; —RY).
Ry

Notemos que si Ry = 0 obtenemos el area del circulo de radio R».

= Ejemplo 8.8 Vamos a reconsiderar el ejemplo 8.6 utilizando el cambio de coordenadas a
polares. El paraboloide definido por el grafo F(x,y) = x> 4 y? se expresa en coordenadas

polares como
G(r,0) = F(rcos 0,rsin@) = r.

La region a lo largo de la cual queremos integrar es el circulo C de radio 1 centrado en el
origen, por tanto viene dado por

0<r<1, 0<0<2r.

Asi, tenemos que

ol o 47!
/ (2 +2)dxdy = / 2 rdrd® = / / Pdrde = / r—] 46 =
C C o Jo o 4]

Otros cambios de variable
Veamos otro cambio de coordenadas un poco distinto al cambio a coordenadas polares

. . . . . )
mediante un ejemplo. Consideremos la elipse E que tiene por ecuacion % + y? = 1. Vamos
a utilizar el cambio de variable

x=23rcos@, y=rsin0

para determinar el volumen del s6lido delimitado lateralmente por un cilindro de base E,
inferiormente por el plano z = 0 y superiormente por el plano x +z = 3.
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Nos piden calcular la integral a lo largo
de E de la funcién z = F(x,y) =3 —x, i.e.

/E(3 — x)dxdy

Con el cambio de variable proporcionado,
tenemos que E estd delimitada por

0<r<1, 0<6<2m

El determinante de la matriz jacobiana del cambio de variable es

‘ 3cos® —3rsinf

Gn6  rcosd ’ 3r(sin? O +cos? @) = 3r

Por otro lado F(3rcos 0,rsinf) = 3(1 — rcos 6). De esta manera

1 r2rx 1 rrx
/(3—x)dxdy:/ / 3(1—rc059)3rd9dr:/ 9r(1 —rcos 0)d0dr =
E 0 Jo 0 Jo

1 1
= / 9r0 — 9% sin G}gndr = / 18zrdr = 97rr2}(1) =9z
0 0

Integrales triples. Volumen y masa

Del mismo modo que hemos hecho con funciones de dos variables, podriamos hablar
de integrales triples, esto es, integrar a lo largo de un sélido S contenido en R> una funcién
de tres variables F(x,y,z). Esto es

/ (x,y,z)dxdydz
S

El teorema de Fubini también es aplicable también en este caso, y en general, esta integral
la podemos ver como una suma de integrales iteradas del tipo

g2(x
/ (x,y,2 dxdydz—// / F(x,y,z)dzdydx

(o intercambiando los papeles de las variables x, y y z). La interpretacion geomética de esta
cantidad no es nada clara, hablariamos del hipervolumen de un solido 4-dimensional. En
cambio, en fisica o quimica tenemos una intepretacion mas clara de este valor. Supongamos
que nuestro s6lido S no es densidad constante, sino que esta va cambiando de acuerdo a la
funcién F(x,y,z). Tenemos asi que

Masa(S) =/ (x,y,z)dxdydz
S

Por supuesto, cuando F(x,y,z) = 1, esto es, cuando la densidad es constante e igual a 1,
recuperamos el volumen del s6lido S. Asi

Vol(S) = /dxdydz
s
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= Ejemplo 8.9 Considera el s6lido S que encierran los planos coordenados y que queda
por debajo del plano 2x 43y 42z = 6.

1. Calcula el volumen de S

2. Determina la masa de S si su densidad viene dada por F(x,y,z) = x.

En primer lugar debemos determinar los
limites de integracion de S como integral
iterada. Realizamos una representacion de
nuestro sé6lido S para apoyarnos en la ima-
gen.

Por la forma que tiene S (sus paredes
son planas), podemos escoger como ultima
variable de integracién la que nos plazca.
Escojamos por ejemplo la x y la hacemos
variar: x toma como valor minimo el 0 y su
valor maximo se alcanza cuando y =z =0.
Asi0 <x<3.

Ahora, nos colocamos en x = xo y debemos parametrizar la regién Ry, del plano x = x
dada por Ry, = (x =xp) N S.

2
y=0 1/:275:1,'0

Tenemos que Ry, es un tridngulo y por tanto la podemos considerar como una region de
tipo I o de tipo II. Por ejemplo, tomamos y variando entre dos valores fijos (dependiendo
de xp) y hacemos que z varie en funcion de y. El valor minimo que toma la y es cero, y
el valor maximo se alcanza cuando z = 0. Asf, el limite superior para y es su valor en la
interseccion

(x=x0)N(z=0)N(2x+3y+2z=106),

estoesy=2— %xo. Finalmente tenemos que z varia entre 0 y 3 —xo — %y. De esta manera
tenemos que

0 <x<

S= 0 <y<

0 <z< 3—x—3y
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y por lo tanto

3 2—%x 3—x—%y 3 2—_%)6 3y 3
Vol(S):/dedydz:/O /0 /0 dzdydx:/o /0 dy " P dydx =
2—%){

3 2-3x 3 3 3, 3 1,
// (3—x——y)dydx:/ 3y—xy——y} dx:/ (3—2x+—x)dx:
0o Jo 2 0 47 1y 0 3
3

1 33
= 3x—x2+§x3] :9—32+§:3
0

Notemos que el resultado obtenido coincide con el volumen de una pirdmide:

Vol (S) _ Area bas;: x altura

El apartado 2 nos pide determinar la integral

3 [2-3x 3-x—3y 3 [2-3x 3-x-3y
Masa(S) :/Sxdxdydz:/o /0 /0 xdzdydx:/o /0 xzly ~ ¥ dydx =

3 2-3x 3 3 3, 2-3x 3 1,
/ / x{3—x—=y dydx:/ x(3y—xy—-y dx:/ x(3—2x+=-x" |dx=
0 Jo 2 0 4 0 0 3

3, 24 1,47 9
2" 3x+12x}0_4

Al igual que para las integrales dobles, en muchas ocasiones un cambio de variable
puede facilitar mucho el cdlculo de una integral triple. Veamos alguna situacién donde esto
sucede.

8.4.1 Coordenadas cilindricas
Tenemos el cambio de variable

x=rcos@, y=rsinf, z=z
De esta manera el determinante de la matriz jacobiana es

cos® —rsinf® O
sin@ rcos@ 0 |=r
0 0 1

y por lo tanto
/F(x,y,z)dxdydz = /F(rcos 0,rsin0,z)rdrd0dz
s S

= Ejemplo 8.10 Calcula el volumen del tronco de cono T obtenido al considerar el cono

7> = x* +y? delimitado inferiormente por el plano z = 1 y superiormente por z = 3.
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El cono en coordenadas esféricas esta da-

do por z2 = r%. Asf, como nos estamos que- -

dando con valores de z positivos (1 < z < 3),
estamos pidiendo que

0<r<z

Por otro lado no tenemos ninguna restriccion
sobre el dngulo 6.

De esta manera

3 rz 2w 3 rz ’
/rdrd@dzz/ / / rdOdrdzz/ / r0)" drdz =
T 1 Jo Jo 1 Jo
3 rz 3 3 313
:/ / 27rrdrdz:/ nrz]édz:/ nldz = E} =
1 Jo 1 1 3 1

8.4.2 Coordenadas esféricas
Tenemos el cambio de variable

x=rcosOsing, y=rsinOsin@, z=rcosQ
De esta manera el determinante de la matriz jacobiana es

cosOsing@ rcos@cos@ —rsin@sin@

sinfsin@ rsin@cos@ rcos@sing | =r’sin@

cos @ —rsin@ 0

y por lo tanto
/F(x,y, z)dxdydz = /F(rcos 0 sin @, rsinOsin @, rcos @ )r? sin drd pd 6.
S s

= Ejemplo 8.11 Sea S es la media bola centrada en & = (0,0,0) y radio 4 contenida en
el semiespacio y > 0. Calcula el volumen de S y la densidad de S cuando ésta varia de

acuerdo a la funcién F(x,y,z) = \/x% +y* + z2.

Nuestro solido S tiene un radio
0<r<4.

Por otro lado, pedir que la coordenada y
siempre sea postiva, significa que la longitud
0 siempre es un angulo entre 0 y 7. Final-
mente para la latitud ¢ no tenemos ninguna
restriccion y por ello vade 0 a 7.
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Calculamos primero el volumen de S, esto es la integral triple

4 rm pm 4 rm T
/ 2 sin pdrdod6 — / / / P sin pd0dodr — / / P sin 6] dgdr =
S 0o JOo JO 0 JO

4 om 4 . 4
:/ / rzsin(pnd(pdr:/ —ﬂrzcos(p]odr:/ 2nrtdr =
0 Jo 0 0

Rt ondl
3 ], 3

Observemos que hemos llegado un resultado ya conocido, que es el volumen de la bola (el
doble de lo que hemos obtenido), dado por

4Amr3
3

Vamos a calcular ahora la densidad. Notemos que la densidad en coordenadas esféricas es
F(rcos@sin@,rsin@sin @, rcos @) = ry por tanto, estamos considerando

4 rm rm 4 @ .
/rrzsin(pdrd(pdez/ / / r3sin(pd9d(pdr:/ / r3sin(p6}0d(pdr:
S 0 Jo JO 0 JO

4

4 rm 4 - 4 7'L'l’4
= / / 3 sin Qrd pdr = / —nr cos @], dr = / 2nridr = —} =274,
0o Jo 0 0 2 1y
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Una aplicacion vectorial es una asignaciéon F : D C R" — R™ que a cada vector
X = (x1,x2,...,%,) € D, le hace corresponder un vector

FE) = (FE),BE),....Fn).

Las F; : D — R" son funciones escalares y las llamamos componentes o proyecciones de
la funcidn vectorial F. Para las aplicaciones vectoriales tienen sentido los conceptos de
continuidad, diferenciabilidad e integrabilidad. Asi, una aplicacién vectorial es continua
(diferenciable, integrable) si y solo si lo es cada una de sus componentes. Cuando m =1 la
aplicacion vectorial es, de hecho, una funcion escalar, como las que hemos estudiado en
los ultimos temas del curso.

Hemos tratado ya en este curso con aplicaciones vectoriales:

= Las transformaciones lineales de R” — R”, como por ejemplo la dada por F(x,y) =
(2x—3y,x—y). Eneste cason =m = 2.

= [as parametrizaciones de curvas en el plano o en el espacio (n =1y m = 2,3).
Por ejemplo, la dada por y(¢) = (cost,sint,t) que recorre una hélice. Aqui se inclu-
yen las curvas parametrizadas obtenidas como solucidn de sistemas de ecuaciones
diferenciales de tamafios 2 X 2 0 3 x 3.

= Las parametrizaciones de superficies en el espacio (n =2 y m = 3). Por ejemplo, la
dada por S(u,v) = (u,v,u? +v?), que describe un paraboloide circular.

= El gradiente VF : D C R?* — R> de una funcién escalar F : D C R® — R es una
aplicacion vectorial (con n = m = 3) dada por (x,y,z) — VF(x,y,2).

= [os cambios de coordenadas, en particular los cambios a polares, cilindricas o
esféricas.

A partir de ahora nos centramos, principalmente, en el caso n = m = 3.
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Rotacional y divergencia. Potencial

Un campo de vectores o campo vectorial en R? es una asignacién de un “vector
tangente” a cada punto del espacio R3. Para nosotros una aplicacién vectorial representa
a un campo de vectores y frecuentemente usamos ambos nombres indistintamente. Los
campos vectoriales se utilizan en fisica, para representar la velocidad y la direccién de
un fluido en el espacio, o la intensidad y la direccion de fuerzas como la gravitatoria o la
fuerza electromagnética.

Los libros de fisica e ingenieria estd repletos de operadores diferenciales. El més
importante es quiza el operador diferencial vectorial V definido como

Jd d d
V= <_7 3.0 _>
dx’ dy’ dz
que “actia” u “opera” sobre campos vectoriales. El operador vectorial diferencial V puede

actuar de dos formas sobre un campo vectorial F = (F, F», F3):
» La divergencia div(F) = V - F se define como

JoF| N 2l 3 N dF;
dx dy dz

= El rotacional rot(F) = V x F se define como

div(F) =

i j kK
Jd d d
F, F F

_(0F; J0F, 0Fy JF3 JF, JdF
~\dy 9z 9dz oIx’'adx Iy )’

Usaremos a veces por comodidad la notacién % = 0o\, a% =dyy a% =0,
Observacion: La divergencia es una funcién escalar (devuelve un escalar), mientras que el
rotacional es de nuevo un campo vectorial (devuelve un vector).

= Ejemplo 9.1 Calcula el rotacional y la divergencia de la aplicacion vectorial
F(x,3,2) = 2y +2°,5" +x,02)

Necesitamos para ello las derivadas parciales de cada una de las componentes de F(x,y,z).
Esto es, si escbrimos F| =2y + 2, F = y2 +xy F3 = xyz, la matriz Jacobiana es

R IR R

ox dy 0z 0 2 2z
—| 22 9B IR | _
Jr = dx  dy Jz - 12y 0
IdFs  JFs  JF Z XZ X
dx dy dz Y Y

De esta manera tenemos que
Div(F)(x,y,z) = y(2 +x)
y Rot(F)(x,y,z) = (xz,2z2 —yz,—1).
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Una propiedad muy importante del rotacional es que es capaz de detectar los gradien-
tes, por lo menos cerca de los puntos en los que estamos mirando. Mdas precisamente,
consideremos un campo vectorial F. Tenemos que rot(F) = 0 si y solamente si existe una
funcién escalar F(x,y,z) tal que F = VF. Esta funcion escalar se suele llamar potencial.
Los campos que cumplen esta propiedad se llaman campos conservativos. De hecho, en
fisica, las fuerzas llamadas conservativas son precisamente aquellas dadas por el gradiente
de una energia potencial (conservan la energia potencial).

= Ejemplo 9.2 Comprueba que el rotacional un gradiente es nulo.
Recordemos que el gradiente de una funcion F(x,y,z) estd definido como VF =
(F, Fy, F;). Ahora para calcular el rotacional tenemos que

J
9 9 _(&FZ F, OF, OF. 9F, an)_

F;
= (Fyz_Fzyanz_Fszxy—Fyx) = (07070)

= Ejemplo 9.3 — Campo conservativo. Comprueba que el campo vectorial
F = (3x* 4 yz,2yz+x2,y* +xy+ 1)

es un campo conservativo.
Debemos ver que Rot(F) = (0,0,0). Tenemos que
i i k
Rot(F) = Ox dy o, =
3x2 +yz 2yz4xz Y 4ay+1

= ((2y+x) - (ZY+X)»y—yyz—Z) = (07070)
Como ya hemos dicho, cuando el rotacional de un campo o aplicacién vectorial
F = (F,F,, F3) es cero, es porque el campo es un gradiente. Es interesante saber reconstruir
un potencial para un campo conservativo. Esto es, buscamos una funcion escalar F tal que

JoF oF JdF

=2 =2 =2
1 ax72 y L3 aZ

Para ello, hacemos lo siguiente:
1. Integramos Fj respecto a la variable x, asumiendo que y y z actuan como constantes,
esto es, escribiremos

F(x,y,2) = /F1 (x,y,2)dx = H1(x,y,z) + G1(y,2).

Esto es, la constante de integracion depende de las variables y y z.
2. Consideramos la igualdad

oF oH G
FZ(-xvyuZ) - a_y(xvyvz) - a_yl(xayuz) +a_yl(y7z>

De aqui nos queda una condicién aa—cy;l(y,z) = L,(y,2), que integrando respecto a y

nos proporciona una igualdad G (y,z) = G2(y,z) + Hz(2).
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3. Por ultimo igualamos

JoF JoH G
Fy(6,3,2) = 5-(03:2) = 2 (6.3,.2) + 2 (002) + H3(2),

Z
lo cual nos permite determinar (salvo constante) la funcién H,(z).
Veamos este proceso mediante un ejemplo:

= Ejemplo 9.4 — Reconstruccion de un potencial. Consideremos la fuerza conservativa
del ejemplo 9.3 y calculemos un potencial para ella.
1. Comenzamos igualando

Feng) = [(2+y2dv =2 +02+Gi(n2), (Hixnz) =2 +x02)
2. Ahora tenemos que
Fa(x,y,2) =2yz+xz=xz+ Gy, (L2(y,2) =2y7)

y de esta manera G| (y,z) = [ 2yzdy = y*z+ Ha(z) (con G1(y,z) = y%2).
3. Finalmente igualamos

Fs3(x,3,2) =y +xy+ 1 = xy+y* + Hj(2),

y de aqui obtenemos que Hj(z) = 1 y por tanto H(z) = z+c¢, con ¢ € R. Asf,
tenemos que
F(x,9,2) =X +xyz+y*2+z+¢, ceR

es un potencial para F. En efecto, podemos comprobar que F = VF.

Lo dicho en dimensién 3 se puede aplicar para un campo en dos dimensiones F =
(F1,F,) actuando como que F3 = 0. Por ejemplo, tenemos que

rot(F) = (0,0, % - 38_};1) :

La condicién para que un campo sea conservativo se reduce a que esta diferencia de
derivadas parciales sea nula.
El laplaciano AF de un potencial F es la divergencia de su gradiente, esto es, la funcién

escalar dada por
dF JF OJF
AF =div(VF) = =—+ =5+ 5.
v(VF) o dy? + 07>
El laplaciano aparece en muchos problemas de la fisica matemaética. En particular cuando
se resuelve el atomo de hidrogeno a través de la ecuacion de Schrodinger y se calculan los

orbitales atomicos.

9.2 Integrales de linea. Trabajo

En fisica es natural introducir una manera de integrar que indique, en cierto modo, qué
cantidad del campo pasa a través de una curva o una superficie: las integrales de linea y de
superficie. Si F = (F1, F>, F3) es un campo vectorial en el espacio, entonces una particula
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(por ejemplo una unidad de carga en un campo eléctrico o una unidad de masa en un
campo gravitacional) experimentard la fuerza F. Un concepto fundamental es el de trabajo
realizado por F a lo largo de la trayectoria .

Supongamos que tenemos una curva parametrizada ¥ : [a,b] — R3. Esto es, ¥ asigna a
cada valor a < < b un punto y(¢) = (x(¢),y(t),z(t)), y describe una manera de recorrer
cierta curva en el espacio. Se define la integral de linea de una aplicacion vectorial F a lo
largo de la trayectoria Y como

b
[Fay= [ (R0 + Bao) 0+ B o).
Y a

Lo primero que debemos observar es que, en general, el valor de la integral de linea
depende de la curva del espacio que estamos recorriendo, y no solo de los extremos de la
curva. En cambio, de lo que si no depende el valor de la integral de linea es de la manera
en cOmo se recorre una curva, siempre que se fije una orientacion, o lo que es 1o mismo
que se especifique desde qué punto hacia qué punto vamos.

» Ejemplo 9.5 Calculemos el trabajo ejercido por la fuerza F = (x,y,yz) a lo largo de
los siguientes caminos que empiezan en el punto Py = (0,0,0) y terminan en el punto
P =(1,1,1).
= El segmento S de recta que los une. La parametrizacion mds natural del segmento S
con la orientacion fijada es y(r) = (¢,,t), con la ¢ variando de O a 1. Asi, tenemos
que

I I 27! 1 4
/de:/ ((t,t,tz),(1,1,1)>dt:/ (2t—|—t2)dt:t2+—} ==
¥ 0 0 310 3 3

También la parametrizacién y(t) = (£3,#3,13), con 0 < t < 1 recorre el segmento S.
Tenemos que

/ ((£,13,1%), (31%,31%,31%))dr = / (61° +363)dr = 1° + 5} =1+-=
0 0 0
como ya sabiamos que debia quedar.
= La pardbola P parametrizada por y(t) = (t*,#%,¢), con 0 < t < 1. Tenemos
! ! 541 s
/de:/ ((,1%,1%), (21,21, 1))dr :/ 4208 +8)dt = —| =2,
Y 0 0 41y 4

También la parametrizacién y(t) = (sin>z,sin’z,sint), con 0 < 7 < 7/2 recorre la
pardbola P. Tenemos que

1
/ ((sin?¢,sin’¢,sin’1), (2cost sint, 2 cost sint, cost))dt =
0

1
l Ssin*t]” 5
:/ (2sinrcost +2sin’r cost 4 sin’r cost)dr = =-.
0 4 o 4
Al cambiar de orientacion, cambia el signo del valor de la integral como observamos
en el siguiente ejemplo.
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= Ejemplo 9.6 Si considero el trabajo que realiza la fuerza F = (xy,x,yz) a lo largo de la
trayectoria ¥(¢) = (¢3,¢,1), cuando ¢ varia entre 0 y 1, obtengo que

! ! 37 A1 3 119
Fdy = 3 3t21()dt:/ O N = — | =24 =2
JFar= [ 40, 61,00 = [Ca0 ) ] =it

Notemos que este camino comienza en el punto (0,0, 1) y termina en (1,1, 1). Si ahora
tomamos el camino (—#3,—¢, 1), con ¢ variando entre —1 y 0, observamos que la curva
que recorre es la misma que anteriormente, pero ahora el punto de partida es (1,1,1) y el
de llegada (0,0, 1). Asi, nos queda que

0 0 —37  41°
/de:/ ((t*,—13,—1),(=3t>,—1,0)dr :/ (=315 +13)dt = —+—} =
% —1 -1 7 4 —1

_ (3. _.D
— \7 4) 28
El caso de un campo conservativo

Consideremos un campo F = VF. El teorema de gradiente, también conocido como
teorema fundamental de cdlculo para integrales de linea, nos dice que la integral de linea
de F a lo largo de una trayectoria ¥ : [a,b] — R> es

Amw=Fww»—Fww»

Es decir, este valor no depende de la curva a lo largo de la cual integramos, sino solamente
de sus extremos. En particular, si la trayectoria es cerrada (ambos extremos coinciden), el
valor de la integral de linea es cero.

= Ejemplo 9.7 Calcula la integral del campo F = (2x,2y,2z) a lo largo de la circunferencia
C de radio 1 y centrada en el origen contenida en el plano y = z.

Observamos que el campo es conservativo, de hecho tenemos que F = VF, con
F(x,y,7) = x> +y? + 7. De esta manera, para cualquier parametrizacién de C, tenemos

que
/Fd}/ =0,
Y

pues C es una curva cerrada. Si tomamos una parametrizacion, por ejemplo la dada por
¥(t) = (cost,sint,sint), con 0 < t < 27, y por tanto

¥(0) = y(2m) = (1,0,0), (trayectoria cerrada),

vemos que

2n 2n
. . . . . 2
/ ((2cost,2sint,2sint), (—sint,cost,cost))dt = 2costsintdt = smzt] 07r =0.
0 0
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