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ÍNDICE
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3 INTRODUCCIÓN

1. Resumen

La métrica de Kerr es una de las soluciones de las ecuaciones de Einstein, que describe la geometŕıa del
espaciotiempo provocada por un cuerpo masivo en rotación. A lo largo de este trabajo, deduciremos dicha
métrica y se estudiará con detenimiento, haciendo especial énfasis en la estructura causal de la solución.

Para hacer este estudio de forma amena, se comenzará introduciendo el agujero negro de Schwarzschild.
De esta forma se presentan muchos conceptos y herramientas de forma sencilla, como las singularidades f́ısicas
y de coordenadas o los vectores de Killing. Una vez el lector está familiarizado con los conceptos básicos, nos
sumergiremos de lleno en el agujero negro de Kerr.

The Kerr metric is a solution of the Einstein’s equations which describes the geometry of spacetime
arround a massive body with rotation. Along this project, the Kerr metric will be deduced and studied
deeply, with special emphasis on the causal structure of this solution.

To make this proyect more pleasant, we will begin introducing the Schwarzschild black hole. Therefore,
we will be able to present many concepts and tools, as essential and coordinate singularities or the Killing
vectors. Once the reader is used to all these new concepts, it will be time to dive into the Kerr solution.

2. Notación

A lo largo de todo el trabajo se utiliza el convenio de sumación de Einstein, donde se supone que se suma
sobre ı́ndices superiores e inferiores repetidos:

VµW
µ ≡

N∑
µ=1

VµW
µ. (1)

Por otro lado, se trabaja en unidades naturales, de tal forma que c = G = 1.
En cuanto a la signatura de la métrica, existen distintos convenios en relatividad general. En este texto

se usará la convención diag(1,−1,−1,−1).

3. Introducción

Todos conocemos en mayor o menor medida la historia de la Relatividad General, que surge como una
teoŕıa de la gravedad formulada por el f́ısico Albert Einstein y publicada en 1915. Esta publicación romṕıa
con todo lo establecido hasta entonces. Lo que Einstein propońıa era una nueva cosmovisión en la que refor-
mulaŕıa (generalizaŕıa) por completo la gravedad de Isaac Newton.

Albert Einstein publicaba el 25 de noviembre de 1915 el art́ıculo que sentaŕıa las bases de la Relatividad
General. Bajo el nombre de Die Feldgleichungen der Gravitation (Las ecuaciones de campo de la gravitación),
Einstein desarrolla las ecuaciones siguientes

Rµν − 1

2
gµνR = −8πGNTµν , (2)

donde Rµν es el tensor de Ricci, gµν el tensor métrico y Tµν el tensor enerǵıa-momento. También aparece el
escalar de Ricci R, que resulta de contraer el tensor de curvatura con la métrica.
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4 MÉTRICA Y CONO DE LUZ

La igualdad anterior, aunque compacta, se trata de un sistema de diez ecuaciones diferenciales parciales,
no lineales acopladas y de segundo orden para la métrica gµν . Debido a la dificultad de estas ecuaciones, Eins-
tein pensó que no se encontraŕıan soluciones. Hoy sabemos que esto no fue aśı. Menos de dos meses después,
en enero de 1916, Karl Schwarzschild halló la primera solución exacta no trivial: esféricamente simétrica y
estática . La solución de Kerr, sin embargo, se haŕıa de rogar durante 48 años. Esta métrica, descubierta por
matemático el neozelandés Roy Kerr en 1963, resulta ser mucho más complicada que Schwarzschild, ya que
se pierde la simetŕıa esférica a causa de su rotación.

La f́ısica en muchas ocasiones causa rechazo ya que el formalismo matemático en el que se sustenta esta
disciplina puede llegar a asustar. Sin embargo, detrás de tantas cuentas engorrosas, nos encontramos con re-
sultados absolutamente fascinantes, y muchos de ellos se pueden entender de forma intuitiva y sin necesidad
de las matemáticas.

En particular, la relatividad general puede resultar densa, ya que se apoya en la geometŕıa diferencial y
una notación muy compacta. La finalidad de este TFG es explicar de forma llevadera el agujero negro de
Kerr, de manera que cualquier estudiante de f́ısica pueda llegar a seguirlo con facilidad. Se pretende que este
trabajo sirva como un puente de conocimiento entre los contenidos que se estudian en la carrera a cerca de
relatividad general y los estudios posteriores.

El texto siguiente trata de ser autocontenido. En primer lugar se introduce el agujero negro más sencillo:
Schwarzschild. De esta forma, se explican de forma sencilla muchos conceptos que después serán utilizados
para la solución de Kerr. Se habla de temas como la métrica, estructura causal, cantidades conservadas y
movimiento geodésico. Tras habernos familiarizado con el estudio de este agujero negro, dispondremos de las
herramientas necesarias para adentrarnos en Kerr. El núcleo del trabajo consiste en la estructura causal del
agujero negro de Kerr, donde sobre todo nos centraremos en entender la f́ısica del sistema. En definitiva, se
explicará al lector los fenómenos que acontecen cerca de un agujereo negro en rotación.

4. Métrica y cono de luz

La métrica es el punto de partida para el estudio de un espacio-tiempo particular. Es la herramienta que
nos permite medir distancias, normas de vectores, distinguir entre futuro y pasado, y además contiene toda
la información necesaria para describir la curvatura de la variedad.

En Relatividad General se trabaja con variedades pseudoriemannianas, es decir, con los pares (M ,g)
donde M es una variedad diferenciable y g un tensor de rango (0,2) (dos veces covariante) no degenerado
(determinante de la métrica distinto de cero). Este tensor se denomina métrica, y se puede expresar mediante
el elemento de arco o en forma matricial.

Dados dos vectores v y w pertenecientes al plano tangente de un punto p en la variedad M , es decir v,
w ∈ Tp(M ) tales que v = vµeµ y w = wµeµ. Entonces con la métrica podemos definir el producto escalar
de dos vectores

(v,w) 7−→ gµνv
µwν (3)

aśı como la norma de un vector

∥v∥ =
√

|gµνvµvν | =
√
|vνvν |. (4)
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4 MÉTRICA Y CONO DE LUZ

También podemos clasificar los vectores según el signo de su norma.

si gµνv
µvν es


< 0 vµ es temporal

= 0 vµ es de tipo luz o nulo

> 0 vµ es espacial.

(5)

El conjunto de todos los vectores nulos que pasan por un punto p de la variedad, conforman un cono doble
llamado cono de luz (ver fig. 1). Comprender en qué consiste este cono de luz es fundamental, ya que nos
va a permitir comprender las propiedades de causalidad de un espaciotiempo.

Vector temporal hacia el pasado

Vector temporal hacia el futuro

Vector nulo hacia el futuro
Vector espacial

x

y

t

p

Figura 1: El cono superior es el cono futuro (t > 0), y el de abajo el cono pasado (t < 0). Por otro lado,
el plano XY representa el instante presente. Para poder representarlo, se ha suprimido la tercera dimensión
espacial Z. Solo los eventos que se encuentran dentro o sobre el cono de luz están causalmente conectados con
p, es decir, los eventos que se encuentran en el cono futuro son aquellos que pueden recibir señales procedentes
de p. De igual forma, los eventos del cono de luz pasado son aquellos que pueden enviar señales a p.

Será importante para el desarrollo posterior tener en cuenta que la ĺınea universo de cualquier observador
quedará recluida al interior del cono de luz. Por otro lado, la de un fotón, transcurre sobre el cono de luz,
como se aprecia en la figura (2).
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5 AGUJERO NEGRO DE SCHWARZSCHILD

0

Figura 2: En la figura de la izquierda se esquematiza la ĺınea universo de un cuerpo masivo. Como vemos, la
trayectoria discurre siempre dentro del cono de luz. Dicho de otra forma, su trayectoria discurre a lo largo
de curvas temporales, es decir aquellas cuyo vector tangente es un vector temporal, y que por tanto siempre
queda en el interior del cono de luz. En la figura de la derecha, la ĺınea universo de una part́ıcula sin masa.
La trayectoria está sobre la superficie del cono de luz, ya que en este caso la curva es nula y por tanto el
vector tangente a la trayectoria es tipo luz. Por otro lado, ninguna part́ıcula f́ısica tiene permitido viajar a
lo largo de una curva espacial, ya que se saldŕıa del cono de luz y no estaŕıa causalmente conectada con el
punto p.

De la condición matemática de vector nulo y situándonos en el espaciotiempo más sencillo, Minkowski en
coordenadas cartesianas, se puede ver que estos deben formar un ángulo de 45º con el eje t si se consideran
unidades tal que c = 1. De esta forma, para poder salir del cono de luz, la ĺınea universo debeŕıa formar más
de 45º con el eje t, superando c. Dicho de otra manera, no se puede atravesar de vuelta una superficie nula.

5. Agujero negro de Schwarzschild

5.1. Métrica de Schwarzschild

Antes de adentrarnos en el agujero negro de Kerr, comenzaremos con la segunda solución más sencilla de
las ecuaciones de Einstein, el agujero negro de Schwarzschild.

La solución de Schwarzschild es una solución de vaćıo (Tµν = 0), de tal forma que las ecuaciones de
Einstein (2) se reducen a

Rµν = 0. (6)

Cuando una métrica verifica la ecuación anterior, se dice que es Ricci-plana. La solución de Schwarzschild
viene dada por

ds2 =

(
1− 2M

r

)
dt2 −

(
1− 2M

r

)−1

dr2 − r2(dθ2 + sin2 θdφ2), (7)

donde M es un parámetro llamado masa geométrica. Se puede demostrar que la solución de Schwarzschild
reproduce el potencial gravitatorio causado por un cuerpo masivo esférico, como una estrella o un planeta
sin rotación. Como consecuencia, la masa geométrica se puede interpretar como

M = mGN , (8)
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5 AGUJERO NEGRO DE SCHWARZSCHILD

donde m seŕıa la masa del cuerpo esférico que crea dicho potencial gravitatorio. La igualdad (8) es muy
relevante ya que nos permite relacionar la métrica con una masa m a través del parámetro M , es decir, que
la masa del cuerpo considerado dictamina cómo se curva el espaciotiempo. Por otro lado, si hacemos este
parámetro cero (M = 0) recuperamos la métrica de Minkowski, lo cual era de esperar, ya que si eliminamos
la masa se debe recuperar el espaciotiempo plano.

En cuanto al comportamiento de la métrica en r −→ ∞, nos damos cuenta de que el espaciotiempo tiende
a Minkowski en coordenadas esféricas. Esto es lógico ya que a grandes distancias, los efectos del cuerpo masivo
son cada vez menores, y estando lo suficientemente lejos, no debeŕıamos notar nada, es decir, el espaciotiempo
debeŕıa ser completamente plano. Se dice entonces que la solución es asintóticamente plana.

Por otro lado, resulta interesante analizar las simetŕıas que presenta esta solución. Por ejemplo, los coefi-
cientes métricos son independientes de la variable φ, de tal forma que la métrica es invariante bajo rotaciones
SO(3) de la forma φ −→ φ+∆φ. Esto se traduce en que la solución presenta simetŕıa esférica. Ocurre lo
mismo con la coordenada t. Como no aparece en los coeficientes métricos, la solución va a ser estacionaria,
es decir, invariante bajo traslaciones temporales de la forma t −→ t+∆t. Podemos generalizar aún más esta
última afirmación, ya que la métrica es invariante bajo inversiones temporales t −→ −t, de tal forma que
podemos decir que la métrica no solo es estacionaria sino además estática.

Las simetŕıas de la métrica tienen otra consecuencia importante. Como sabemos del teorema de Noether,
las simetŕıas de un sistema llevan consigo asociadas cantidades conservadas. Para su estudio, nos valdremos
de los vectores de Killing, los cuales resultan muy útiles.

Para la métrica de Schwarzschild se pueden obtener los vectores de Killing por simple inspección de la
métrica. Como los coeficientes métricos no dependen de las coordenadas t y φ, los vectores de Killing asociados
serán simplemente kµ = (1, 0, 0, 0)t = δµt y lµ = (0, 0, 0, 1)t = δµφ. Las cantidades conservadas asociadas a
estos vectores se pueden calcular como

kµẋ
µ = kν ẋµgµν = (1− 2M

r
)ṫ = E

lµẋ
µ = lν ẋµgµν = −r2 sin2 θφ̇ = −Lz,

(9)

donde E es la enerǵıa por unidad de masa medida en el infinito y Lz es el momento angular por unidad de
masa alrededor del eje z, todo ello considerando que xµ sea una trayectoria geodésica. En el caso de una
part́ıcula sin masa, E se interpretaŕıa como la enerǵıa medida en el infinito y Lz como el momento angular
total.

Como sabemos, el agujero negro de Schwarzschild es esféricamente simétrico, por lo cual existen otros
dos vectores de Killing asociados a las simetŕıas de rotación alrededor de los ejes x e y, que implican la
conservación de las otras dos componentes del momento angular. Los tres vectores de Killing asociados a la
invariancia bajo rotaciones satisfacen el álgebra de SO(3), verificando las relaciones de conmutación

[laµ, l
b
µ] = ϵabcl

c
µ. (10)

5.2. Estructura causal del Schwarzschild

Si nos fijamos en la métrica de Schwazschild, resulta fácil darse cuenta por simple inspección que existen
algunos puntos del espaciotiempo donde los coeficientes de la métrica divergen. Estos puntos se denominan
singularidades, y existen dos tipos: las singularidades esenciales y las singularidades de coordenadas. En
el próximo apartado nos centraremos en hallar de forma expĺıcita estas singularidades y de estudiar sus
caracteŕısticas.
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5 AGUJERO NEGRO DE SCHWARZSCHILD

5.2.1. Singularidades

A simple vista nos damos cuenta de que la métrica de Schwarschild

ds2 =

(
1− 2M

r

)
dt2 −

(
1− 2M

r

)−1

dr2 − r2(dθ2 + sin2 θdϕ2) (11)

diverge en varios puntos, a saber r = 0 y r = 2M , ya que para estos valores se anulan denominadores de
algunos coeficiente métricos.

Podemos distinguir dos tipos de singularidades. Por una parte las singularidades de coordenadas.
La métrica se hace singular simplemente debido a las coordenadas en las que está expresada, de tal forma
que siempre existirá otro sistema de coordenadas tal que podamos deshacernos de dicha singularidad. Por
ejemplo en Schwarzschild, la singularidad en r = 2M es de coordenadas. Más adelante demostraremos que si
se expresa la métrica de Schwarzschild en unas coordenadas llamadas Eddington-Finkelstein, entonces des-
aparece dicha singularidad.

Por otro lado están las singularidades f́ısicas, o también llamadas esenciales, intŕınsecas o de curvatura.
En este caso, la métrica es singular en cualquier sistema de coordenadas. Un ejemplo es la singularidad en
r = 0 para Schwarzschild.

La manera de distinguir entre estos dos tipos de coordenadas es mediante los invariantes de curvatura.
Son contracciones del tensor de Riemann, es decir, cantidades escalares, lo que nos asegura que su resultado
será el mismo en cualquier sistema de coordenadas. Consecuentemente, si el invariante resulta ser singular
en un determinado punto del espaciotiempo, podemos asegurar que lo será en todos los sistemas de coorde-
nadas, y por tanto la singularidad será f́ısica. Algunos ejemplos de invariantes a los que se suele recurrir son
el invariante de Kretschmann RµνρλR

µνρλ o la contracción del tensor de Ricci RµνR
µν .

Por otro lado, demostrar que una singularidad es de coordenadas resulta más complicado ya que, que un
invariante no sea singular en un punto o que muchos invariantes no sean singulares, no es condición suficiente.
La única manera de demostrarlo es encontrar el cambio de coordenadas tal que dicho punto se vuelve regular.
Sin embargo, no nos centraremos en la demostración rigurosa de las singularidades de coordenadas, ya que
queda fuera del objetivo de este trabajo.

Para la métrica de Schwarzschild, podemos calcular el invariante de Kretschmann.

RµνρλR
µνρλ =

48M2

r6
. (12)

Como vemos, diverge para r = 0, luego esta representa una singularidad f́ısica del espaciotiempo.

5.2.2. Radio de Schwarzschild y horizonte de eventos

Acabamos de ver que para el espaciotiempo de Schwarzschild, el radio r = 2M representa una singularidad
de coordenadas. Este radio especial se denomina radio de Schwarzchild, y en sus proximidades, ocurren
fenómenos f́ısicos interesantes. Podemos analizar lo que le pasaŕıa a una linterna que manda pulsos de luz
y que se aproxima al radio de Schwarzchild. Si denominamos Te al periodo de la linterna en el momento
de emisión en r = re, y Td en el momento de detección en r = rd, podemos ver que estos dos periodos se
relacionan, atendiendo al efceto Doppler gravitatorio, según

Td = Te

√
gtt(rd)

gtt(re)
= Te

√√√√1− 2M
rd

1− 2M
re

. (13)

8



5 AGUJERO NEGRO DE SCHWARZSCHILD

Cuando la linterna se acerca al radio de Schwarzschild re −→ 2M , un observador en r = rd verá que el
periodo que él mide es cada vez mayor, y cuando r = 2M se anula el denominador, es decir que el periodo
seŕıa infinito. Dicho de otra forma, la superficie determinada por r = 2M es una superficie de corrimiento
infinito hacia el rojo.

Para entender mejor qué sucede en el radio de Schwarzschild podemos estudiar la geodésicas nulas. Dentro
de las geodésicas nulas, nos centramos en las radiales, que son aquellas que van radialmente desde r = 0 a
r = ∞ o viceversa. Podemos imponer que las geodésicas sean radiales haciendo dθ = dφ = 0.

A modo de recordatorio, distinguimos tres tipos de geodésicas según sea la norma del vector tangente a
la curva ẋµ(τ)

gµν ẋ
µẋν = ϵ donde ϵ =


1 si xµ(τ) es temporal

0 si xµ(τ) es nulo

−1 si xµ(τ) es espacial.

(14)

Recordemos que una geodésica af́ın es una curva xµ(τ) parametrizada por una parámetro τ . Este parámetro
no es necesariamente el tiempo propio salvo en el caso de curvas temporales. Por otro lado, el vector tangente
a la curva geodésica viene dado por uµ = ẋµ(τ) = dxµ/dτ .

Se deduce entonces que en nuestro caso particular la condición de que sean radiales y nulas se expresará
como (

1− 2M

r

)
ṫ2 −

(
1− 2M

r

)−1

ṙ2 = 0, (15)

donde simplemente se ha sustituido en (14) los valores particulares de los coeficientes métricos gµν de Sch-
warzschild. Reordenando la ecuación anterior obtenemos(

dt

dr

)2

=

(
1− 2M

r

)−2

, (16)

cuya solución viene dada por

t = ±
[
r + 2M log

∣∣∣ r

2M
− 1

∣∣∣+ C0

]
. (17)

El signo positivo se corresponde con la congruencia de geodésicas salientes y el negativo con la congruencia
de las geodésicas entrantes. Podemos ver estas curvas representadas en la figura 3.

9



5 AGUJERO NEGRO DE SCHWARZSCHILD

Figura 3: En rojo se representan las geodésicas radiales nulas entrantes y en azul las salientes para la métrica
de Schwarzschild. Los conos negros son los conos de luz. Las coordenadas θ y φ se suponen fijas en esta
representación. Podemos ver como las geodésicas y los conos de luz en r ≫ 2M se asemejan a Minkowski, pero
según nos acercamos al radio de Schwarzschild, los conos se van cerrando hasta degenerar completamente en
r = 2M . Por otro lado, resulta interesante ver que en r < 2M , tanto las geodésicas entrantes como salientes
apuntan hacia la singularidad en r = 0, por lo que cualquier observador que llegase a esa región, estaŕıa
avocado a caer en la singularidad.

Podemos ver que las geodésicas y los conos de luz en r ≫ 2M se asemejan a Minkowski. Esto resulta
evidente si observamos la ecuación (17), ya que el término logaŕıtmico es despreciable frente a r cuando
r −→ ∞. De esta forma, las geodésicas lejos del horizonte tienden a ser rectas que forman 45º con la vertical.
Esto era de esperar porque como sabemos, la solución de Schwarzschild es aśıntoticamente plana, es decir
que tiende a la de Minkowski cuando r −→ ∞.

Según nos acercamos al radio de Schwarzschild, el término logaŕıtmico cobra relevancia, y vemos que los
conos de luz comienzan a cerrarse hasta que finalmente degeneran en r = 2M . Por otra parte, tanto las
geodésicas entrantes como las salientes son cada vez más verticales. Se acercan asintóticamente al horizonte
pero nunca llegan a tocarlo, por lo que llegaŕıa un punto en el que los rayos de luz no seŕıan capaces de escapar
a través de una geodésica. Tampoco un observador masivo cuyo movimiento queda recluido al interior de su
cono de luz. Esto nos hace pensar que ni la luz ni un observador en cáıda libre podŕıan llegar a adentrarse
más allá del radio de Schwarzschild por el mismo motivo1.

Dentro del radio de Schwarzschild, tanto las geodésicas entrantes como las salientes apuntan hacia la
singularidad. Otra manera de ver esto mismo es fijándose en los conos de luz, que en dicha región cambian su
orientación, de tal forma que apuntan hacia r = 0. Esto es consecuencia de que para r < 2M los coeficientes
gtt y grr cambian de signo, intercambiándose los papeles de coordenada temporal y espacial. Esto conlleva
unas consecuencias f́ısicas muy interesantes, que se detallarán el el próximo apartado.

1Más adelante se verá que esto no es aśı. Śı que es posible cruzar el radio de Schwazschild, y lo que sugieren las geodésicas
de la figura (3) no es más que una ((ilusión)) causada por la elección de coordenadas. En el próximo apartado reinterpretaremos
la región r = 2M usando unas nuevas coordenadas.
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5 AGUJERO NEGRO DE SCHWARZSCHILD

A la vista de los resultados, parece que las coordenadas elegidas para estudiar lo que sucede en r = 2M ,
no son del todo adecuadas. El cambio de coordenadas apropiado para solventar este problema, vendŕıa de la
mano del f́ısico estadounidense Robert Oppenheimer, que en 1939 se dio cuenta de la necesidad de distinguir
entre el tiempo t medido por un observador en el infinito y el tiempo propio τ de una part́ıcula que cae hacia
el agujero negro.

Para entender la diferencia entre t y τ , resulta conveniente realizar un estudio de las geodésicas radiales
temporales. En primer lugar, planteamos la componente temporal de la ecuación de las geodésicas. Viene
dada por

ẍµ + Γµ
νρẋ

ν ẋρ = 0 −→ ẗ+ 2Γt
tr ṫṙ = 0, (18)

donde el punto se refiere a la derivación con respecto al tiempo propio τ . Podemos reescribir esta expresión
multiplicando toda la ecuación por gtt y escribiendo el śımbolo de Christoffel expĺıcitamente en función de la
métrica. La expresión que se obtiene es

d

dτ

(
gttṫ

)
= 0. (19)

Sin más que sustituir gtt e integrar, se obtiene(
1− 2M

r
ṫ

)
= 1. (20)

La constante de integración se ha elegido 1, de tal forma que lejos del agujero negro r ≫ 2M , se tiene que
dτ ≈ dt. Esta suposición se hace en base a que, lejos del agujero negro, los efectos de la gravedad no se pueden
percibir, y por tanto, ambos tiempos debeŕıan ser el mismo a una distancia lo suficientemente grande. A ráız
de esta conclusión y teniendo en cuenta que τ es el tiempo propio de la part́ıcula, llegamos a la conclusión
de que t debe de ser el tiempo medido por un observador asintótico en el infinito.

Por orto lado, para terminar de caracterizar por completo las geodésicas temporales, debemos considerar
la ecuación (20) junto con la ecuación (14), que en esta ocasión toma la forma(

1− 2M

r

)
ṫ2 −

(
1− 2M

r

)−1

ṙ2 = 1. (21)

Esta última expresión se puede reescribir como

ṙ2 =

(
1− 2M

r

)2

ṫ2 −
(
1− 2M

r

)
=

2M

r
, (22)

donde en la última igualdad se ha usado (20). Reordenando (22) obtenemos

dτ

dr
= −

√
r

2M
, (23)

cuya solución viene dada por

τ =
2

3
√
2M

(
r
3/2
0 − r3/2

)
. (24)

Analizando esta última ecuación, vemos que un observador en cáıda libre, partiendo de una posición inicial
r0, podŕıa llegar al radio de Schwarzschild, e incluso cruzarlo y llegar a la singularidad en un tiempo τ finito.
Pero para llegar a esta conclusión, tenemos que basarnos en el tiempo propio del observador, ya que otro
observador II asintótico en el infinito, aseguraŕıa que el observador I tardaŕıa un tiempo infinito en llegar al
radio de Schwarzschild, y por tanto nunca llegaŕıa a cruzarlo. Vemos por tanto la importancia de distinguir
entre t y τ .

11



5 AGUJERO NEGRO DE SCHWARZSCHILD

5.2.3. Coordenadas de Eddington-Finkelstein

Hasta ahora hemos estudiado la métrica de Schwarzschild en las coordenadas (t, r, θ, φ), pero como vemos,
no describen correctamente la singularidad en r = 2M . Es por ello que ahora nos plantemos expresar la
métrica en otras coordenadas que eliminen esta singularidad. Para ello definimos una nueva coordenada
temporal

t̃ = t+ 2M log
∣∣∣ r

2M
− 1

∣∣∣ . (25)

Esta expresión está motivada por las geodésicas nulas entrantes (17), definidas para un tiempo t medido
por un observador asintótico en el infinito. En estas nuevas coordenadas (t̃, r, θ, φ) llamadas coordenadas de
Eddington-Finkelstein avanzadas, la métrica de Schwarzschild toma la forma

ds2 =

(
1− 2M

r

)
dt̃2 − 4M

r
dt̃dr −

(
1 +

2M

r

)
dr2 − r2(dθ2 + sin2 θdφ2), (26)

que es regular en r = 2M .

Existen otras coordenadas en que se puede expresar la métrica de Schwarzschild y que vamos a mencionar,
puesto que nos serán de utilidad en apartados posteriores. Surgen de hacer el cambio

v = t̃+ r, (27)

donde v es lo que se conoce como una coordenada nula (ver figura 4), y suele llamarse parámetro de tiempo
avanzado. Se puede demostrar fácilmente que en estas nuevas coordenadas la métrica toma la forma

ds2 =

(
1− 2M

r

)
dv2 − 2dvdr − r2(dθ2 + sin2 θdφ2). (28)

Retomando otra vez las coordenadas de Eddington-Finkelstein, las geodésicas entrantes toman la forma

t̃ = −r − C0, (29)

y las geodésicas salientes

t̃ = r + 4M log
∣∣∣ r

2M
− 1

∣∣∣+ C0. (30)

Estas curvas se representan en la figura (4).

12



5 AGUJERO NEGRO DE SCHWARZSCHILD

Figura 4: Se representan en rojo las geodésicas entrantes, en azul las geodésicas salientes y en negro los conos
de luz para la métrica de Schwarzschild en las coordenadas de Eddington-Finkelstein avanzadas. También se
representan tres vectores para explicar las diferencias entre las distintas coordenadas.

Vemos que estas geodésicas presentan algunas diferencias y similitudes con las dadas en las coordenadas
(t, r, θ, φ). En cuanto a las geodésicas salientes, vemos que están completamente degeneradas en r = 2M ,
pero para r ≫ 2M tienden a formar un ángulo de 45º, es decir, lejos del agujero negro recuperamos el
espaciotiempo plano de Minkowski, como cabria esperar.

Por otro lado, las geodésicas entrantes toman una forma muy sencilla. Son rectas que forman un ángulo
de 45º, dirigidas desde r = ∞ a r = 0. Consecuentemente, un observador masivo, cuya trayectoria estaŕıa re-
cluida al interior de su cono de luz, podŕıa atravesar el radio de Schwazschild. Por otro lado, a ráız de la forma
de las geodésicas en la región r < 2M , los conos de luz se encuentran inclinados, y apuntan hacia la singu-
laridad, de tal forma que un observador masivo en esta región estaŕıa avocado a dirigirse hacia la singularidad.

En la zona r < 2M tiene lugar otro suceso interesante. Fijándonos en los coeficientes métricos gtt y grr,
nos damos cuenta de que en esta región cambian de signo, de modo que dentro del radio de Schwarzschild, la
coordenada t se vuelve espacial y la coordenada r se vuelve temporal. Esto tiene como consecuencia que la
singularidad en r = 0 es un instante en el futuro de un observador que ha cruzado el radio de Schwarzschild.
En resumidas cuentas, una vez se atraviesa esta hipersuperficie definida por r = 2M , el futuro del observador
es avanzar hacia la singularidad hasta desaparecer del espaciotiempo en r = 0.

Esto se puede entender visualmente analizando los conos de luz en la figura (4) en la región r < 2M . Se
puede apreciar que, debido a la forma que adoptan las geodésicas en esta región, los conos de luz apuntan
hacia la singularidad. Consecuentemente, un observador masivo cuyo movimiento queda recluido al interior
del cono de luz, no tendrá otra opción que avanzar hasta la singularidad.

En resumidas cuentas nos damos cuenta de que la hipersuperficie en cuestión tiene una caracteŕıstica que
la hace muy especial: una vez se cruza, resulta imposible volver a salir. Esto significa que se trata de una
hipersuperficie nula. Resulta fácil convencerse de esto si comparamos con los resultados del apartado (4) del
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cono de luz, ya que las caracteŕısticas del radio de Schwarzschild son análogas a las que se explicaron para la
superficie nula definida por los vectores tipo luz en Minkowski.

Consecuentemente, a esta hipersuperficie de no retorno se la conoce como horizonte de eventos. Un
observador en r < 2M queda desconectado causalmente del exterior del agujero negro, ya que la información
solo puede cruzar el horizonte en un único sentido, como si de una membrana unidireccional se tratase.

6. Movimiento geodésico en el espacio-tiempo de Schwarzschild

Tras haber estudiado la estructura causal de Schwarzschild, nos puede interesar estudiar que trayectoria
seguiŕıa un observador masivo que se aproximase a este agujero negro. Es por ello que en este breve apartado
se estudian las trayectorias geodésicas en el espaciotiempo de Schwarzschild para cuerpos masivos y fotones.

Para la deducción de las ecuaciones nos valdremos de las ecuaciones de Euler-Lagrange. A modo de
recordatorio, las ecuaciones de Euler-Lagrange vienen dadas por

∂L

∂xα
− d

dλ

(
∂L

∂ẋα

)
= 0, (31)

donde L denota el lagrangiano de una part́ıcula libre, el cual se puede expresar como

L (xα, ẋα) =
1

2
gµν(x

α)
dxµ

dλ

dxν

dλ
=

1

2
gµν(x

α)ẋµẋν , (32)

donde λ es el parámetro de la trayectoria geodésica en cuestión.

Si aplicamos las ecuaciones de Euler-Lagrange al lagrangiano (32), obtenemos la ecuación de las geodésicas,
que viene viene dada por

ẍγ + Γγ
µν ẋ

µẋν = 0. (33)

El desarrollo completo para la obtención de la ecuación de las geodésicas se puede consultar en [7]. En defi-
nitiva, las ecuaciones del movimiento para la part́ıcula libre vienen dadas por (33).

A continuación nos proponemos obtener las componentes de la tetravelocidad uµ = (ṫ, ṙ, θ̇, φ̇), para
después integrarlas y obtener la trayectoria xµ(λ). Si comenzamos con la componente θ̇, esta se puede obtener
fácilmente de las ecuaciones de Euler-Lagrange

∂L

∂θ
− d

dλ

(
∂L

∂θ̇

)
= 0 =⇒ d

dλ
(r2θ̇) = r2 sin θ cos θφ̇2, (34)

que desarrollando, nos da la ecuación

θ̈ = −2

r
ṙθ̇ + sin θ cos θφ̇2. (35)

Como la solución de Schwarzschild es esféricamente simétrica, podemos usar esta libertad para ((restringir))
el movimiento de la part́ıcula test al plano ecuatorial θ = π/2, sin perder generalidad. Luego{

θ = π
2

θ̇ = 0,
(36)

es decir, θ(λ) = π
2 determina una condición que impondremos en las próximas ecuaciones del movimiento y

que nos simplificarán notablemente las expresiones. Por otro lado, se deduce que las órbitas alrededor de
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objetos esféricamente simétricos son planas. En Kerr veremos que esto no es aśı debido a la rotación
de la solución.

Las ecuaciones para ṫ y φ̇ se pueden derivar a partir de los vectores de Killing y sus cantidades conservadas
asociadas. De apartados anteriores sabemos que E y L se conservan(

1− 2M

r

)
ṫ = E

r2 sin2 θφ̇ = L.

(37)

Particularizando para el plano ecuatorial θ = π/2, obtenemos las relaciones.

ṫ =
E

1− 2M
r

φ̇ =
L

r2
. (38)

Finalmente solo nos queda deducir la componente ṙ de la tetravelocidad. Para ello podemos usar que,
para part́ıculas masivas, la norma de la tetravelocidad debe cumplir que uµuµ = −1, es decir

gµνu
µuν =

(
1− 2M

r

)
ṫ2 − ṙ2(

1− 2M
r

) − r2θ̇2 − r2 sin2 θφ̇2 = −1. (39)

Sustituyendo (38) e imponiendo θ = π/2 llegamos a

ṙ2 +

(
1− 2M

r

)(
L2

r2
− 1

)
= E2. (40)

En resumen, las ecuaciones que describen las trayectorias geodésicas en el espaciotiempo de Schwarschild
son

Para part́ıculas masivas (Geodésicas temporales)

θ =
π

2
ṫ =

E

1− 2M
r

φ̇ =
L

r2
ṙ2 = E2 −

(
1− 2M

r

)(
L2

r2
− 1

)
= E2 − V (r)

(41)

Para part́ıculas sin masa (Geodésicas nulas)

θ =
π

2
ṫ =

E

1− 2M
r

φ̇ =
L

r2
ṙ2 = E2 − L2

r2

(
1− 2M

r

)
= E2 − V (r),

(42)

donde se han definido unos potenciales efectivos para aligerar la notación.

Cabŕıa esperar distintos tipos de trayectorias según la relación entre la enerǵıa de la part́ıcula o fotón y
el máximo de dicho potencial V (r). Efectivamente, ocurre de esta manera como, se aprecia en la figura (5).
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(a) Geodésicas nulas. Se muestra una trayectoria abierta,
que viene desde el infinito hasta el perihelio, y tras chocar
con la barrera de potencial, escapa nuevamente al infinito.
También aparece una trayectoria nula que cae a la singula-
ridad.

(b) Geodésicas temporales. Se muestra una órbita circular
inestable y otra órbita que describe varias espirales antes
de caer a la singularidad.

(c) Geodésica temporal. Se trata de una trayectoria cerrada
y acotada, que se desarrolla entre el afelio y el perihelio.

(d) Geodésica temporal. En este caso de muestran una órbi-
ta circular estable y otra órbita que describe una espiral y
cae a la singularidad.

Figura 5: Se muestran ejemplos de trayectorias geodésicas para la métrica de Schwarzschild. Las imágenes
han sido obtenidas de [12].
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7. Agujero negro de Kerr

Tras haber haber trabajado con Schwarzschild, el agujero negro más sencillo, ya estamos familiariza-
dos con muchos conceptos que nos permitirán abordar la solución de Kerr. Como veremos en los próximos
apartados, esta solución es mucho más compleja. En primer lugar, la métrica tendrá una expresión menos
manejable, lo cual se traducirá en una mayor complejidad en los cálculos. Por otro lado, la estructura cau-
sal será mucho más rica e interesante, conformada no solo por uno sino por dos horizontes de eventos, los
cuales no coincidirán en general con las superficies de corrimiento infinito al rojo. En cuanto al movimiento
geodésico, veremos que las órbitas posibles son más variadas, ya que en general no estarán contenidas en el
plano ecuatorial.

Por último, y para finalizar este apartado, deduciremos la métrica de Kerr usando el algoritmo de
Newmann-Janis.

7.1. Generalidades de la métrica de Kerr

Al igual que ocurre con la solución de Schwarzschild, existen diversas coordenadas en las que se puede
expresar la métrica de Kerr. Las más cómodas para investigar las propiedades fundamentales de este espacio-
tiempo son las coordenadas de Boyer-Lindquist, en las que la métrica toma la forma

ds2 =
r2 − 2Mr + a2 cos2 θ

r2 + a2 cos2 θ
dt2 +

4Mar sin2 θ

r2 + a2 cos2 θ
dtdφ− r2 + a2 cos2 θ

r2 − 2Mr + a2
dr2

− (r2 + a2 cos2 θ) dθ2 −
[
r2 + a2 +

2Ma2r sin2 θ

r2 + a2 cos2 θ

]
sin2 θ dφ2.

(43)

Al igual que ocurŕıa en la métrica de Schwarzschild, Kerr es Ricci-plana, es decir, también es una solución
de las ecuaciones de Einstein en el vaćıo Rµν = 0.

Lo primero que nos damos cuenta es que la métrica tiene una expresión bastante más complicada que
Schwarzschild. Ahora aparece el término dtdφ fuera de la diagonal, de tal forma que todos los cálculos con
la métrica se complican mucho más. Por otro lado, los coeficientes métricos no dependen de la coordenada t
ni de la coordenada φ, con lo cual automáticamente la métrica es invariante bajo traslaciones t 7−→ t+∆t y
bajo rotaciones SO(2) φ 7−→ φ +∆φ. Esto quiere decir que la métrica es estacionaria y además presenta
simetŕıa axial. Aqúı ya vemos una primera gran diferencia con Schwarzschild que, aunque estática, era una
solución esféricamente simétrica. Pero ¿por que pierde la simetŕıa esférica?

Si seguimos indagando en la métrica, vemos que depende de dos parámetros, M y a, ambos con dimensión
de longitud. Al igual que en Schwarzschild, M es la masa geométrica M = mGN . En cuanto a la constante
a, de momento no sabemos que significado tiene, pero es fácil ver que haciendo a = 0 se recupera la métrica
de Schwarzschild.

Indagando más en la métrica para descifrar el significado del parámetro a, podemos, por ejemplo, estudiar
las simetŕıas que presenta la métrica mediante inversiones temporales o del ángulo azimutal. Vemos que la
métrica no es invariante bajo la transformación t 7−→ −t, con lo cual se pierde la estaticidad. Tampoco es
invariante bajo la inversión φ 7−→ −φ, sin embargo, śı encontramos una simetŕıa si hacemos las inversiones

t 7−→ −t φ 7−→ −φ (44)

simultáneamente. Esto nos sugiere que la métrica de Kerr surge de un cuerpo en rotación, ya que una
dirección de rotación positiva avanzando en el tiempo es equivalente a una dirección de rotación negativa
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aplicando una inversión temporal. Este es el motivo por el que la métrica pierde la simetŕıa esférica y pasamos
a tener solamente simetŕıa axial. Para entender esto mejor, podemos pensar en nuestro propio planeta. Como
bien sabemos, la Tierra es una esfera achatada por los polos, de manera más técnica, un geoide oblato, es
decir, un cuerpo con simetŕıa axial. La causa de la pérdida de la simetŕıa esférica no es otra que la fuerza
centŕıfuga, que como bien sabemos, es una fuerza que actúa perpendicularmente al eje de rotación de la Tierra.

Por otro lado, la métrica también es invariante bajo la inversión simultánea

a 7−→ −a φ 7−→ −φ. (45)

Esta observación es de vital importancia, ya que nos muestra que la constante a está directamente relacionada
con la variable φ, es decir, con la rotación. Además, si hacemos a = 0, es decir, si quitamos la rotación en Kerr,
obtenemos la métrica de Schwarzschild, como se mencionó anteriormente. En resumidas cuentas, tenemos
que la métrica de Kerr se puede interpretar como un agujero negro de Schwarzschild al que le hemos añadido
rotación en uno de sus ejes, resultando en una métrica notablemente más complicada. Esto hace que se pierda
la simetŕıa esférica, pasando a tener únicamente simetŕıa axial en el eje en que se aplica la rotación. Toda esta
información queda codificada en el parámetro a, que se relaciona directamente con el momento angular de
la solución. Se puede demostrar que el parámetro a y el momento angular del agujero negro J se relacionan
según

a =
J

m
. (46)

En función de la relación entre los parámetros a y M , podemos distinguir tres casos

C Caso subextremal si a < M ,

C Caso sobreextremal si a > M y

C Caso extremal si a = M .

En apartados posteriores se detallarán brevemente las caracteŕısticas particulares de cada caso.

Por otro lado, podemos ver fácilmente que la solución de Kerr es asintóticamente plana al igual que
lo era Schwarzschild. Haciendo r −→ ∞ en la métrica, llegamos a Minkowski en coordenadas esféricas

ds2 = dt2 − dr2 − r2dθ2 − r2 sin2 θdφ2. (47)

Esto quiere decir que si nos alejamos lo suficiente del agujero negro de Kerr, recuperamos el espaciotiempo
plano. Esto resulta intuitivo: lejos del agujero negro no notaŕıamos sus efectos.

Podemos seguir profundizando en la solución de Kerr. Por ejemplo, haciendo M = 0 , obtenemos la
métrica

ds2 = dt2 − r2 + a2 cos2 θ

r2 + a2
dr2 − (r2 + a2 cos2 θ)dθ2 − (r2 + a2) sin2 θ dφ2 (48)

que, aunque no resulta para nada evidente, es nuevamente el espaciotiempo de Minkowski en coordenadas
esferoidales oblatas, las cuales se relacionan con las coordenadas cartesianas según

x =
√
r2 + a2 sin θ cosφ y =

√
r2 + a2 sin θ sinφ z = r cos θ. (49)

Como bien sabemos, Minkowski es la solución más sencilla de las ecuaciones de Einstein. Este resultado que
acabamos de obtener no resulta extraño, ya que si eliminamos la masa, a priori se esperaŕıamos un espacio-
tiempo plano.
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Cabe mencionar que, a la vista de las ecuaciones (49) resulta evidente que r no es la coordenada habitual
de esféricas. Si denotamos con R a la coordenada de esféricas, entonces sabemos que se relaciona con las
coordenadas cartesianas según

R2 = x2 + y2 + z2, (50)

con lo cual de (49) se deduce que

R2 = x2 + y2 + z2 = r2 + a2 sin2 θ. (51)

Es fácil darse cuenta de que para r ≫ a ambas coordenadas coinciden.

Como hemos visto anteriormente, la métrica de Kerr es invariante bajo traslaciones temporales y ba-
jo rotaciones SO(2), es decir, presenta dos simetŕıas. Del teorema de Noether sabemos que las simetŕıas
de los sistemas son de suma importancia, ya que a partir de ellas podemos calcular las cantidades conservadas.

Como los coeficientes métricos no dependen de las coordenadas t y φ podemos definir los vectores de
Killing asociados a estas simetŕıas como

kµ = (1, 0, 0, 0) = δµt

lµ = (0, 0, 0, 1) = δµφ.
(52)

En Kerr no encontramos más simetŕıas continuas ya que la solución es axialmente simétrica y no esféricamente
simétrica. Las cantidades conservadas asociadas a estos vectores de Killing se calculan fácilmente segúnKµẋµ.
Particularizando para nuestros vectores de Killing obtenemos

kµẋµ = kνgµν ẋ
µ =

(
1− 2Mr

Σ

)
ṫ− 2aMr sin2 θ

Σ
φ̇ = E

lµẋµ = lνgµν ẋ
µ

=

(
−2aMr sin2 θ

Σ

)
ṫ− sin2 θ

(
r2 + a2 +

2Mra2 sin2 θ

r2 + a2 cos2 θ

)
φ̇ = −Lz,

(53)

donde E es la enerǵıa por unidad de masa medida en el infinito y Lz el momento angular por unidad de
masa alrededor del eje de rotación z. Estas cantidades conservadas nos serán de gran utilidad en apartados
posteriores.

7.2. Estructura causal del agujero negro de Kerr

Tras haber estudiado algunas generalidades de la métrica Kerr y ubicar su origen en un cuerpo en rotación,
estamos en disposición de estudiar su estructura causal.

7.2.1. Singularidades

En primer lugar y como viene siendo costumbre, analizaremos si existen puntos singulares en la métrica.
Atendiendo a su forma en coordenadas de Boyer-Lindquist (43) vemos que hay varios puntos singulares. Para
mayor claridad, podemos analizar las componentes de la métrica inversa

gtt =
(r2 + a2)2 − a2∆sin2 θ

Σ∆
gtφ =

2Mar

Σ∆
gφφ = −∆− a2 sin2 θ

Σ∆sin2 θ

grr = −∆

Σ
gθθ = − 1

Σ
,

(54)
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7 AGUJERO NEGRO DE KERR

donde Σ = r2 + a2 cos2 θ y ∆ = r2 − 2Mr + a2. Vemos que la métrica tiene singularidades en ∆ = 0 y en
Σ = 0, ya que se anulan los denominadores.

Puesto que la métrica es Ricci-plana, el primer invariante de curvatura no trivial que podemos calcular
es el invariante de Kretschmann

RµνρλR
µνρλ =

48M2(r2 + a2 cos2 θ)

(r2 + a2 cos2 θ)6
[
(r2 + a2 cos2 θ)2 − 6r2a2 cos2 θ

]
, (55)

que diverge únicamente para

r2 + a2 cos2 θ = 0 ⇐⇒ Σ = 0 ⇐⇒

{
r = 0 y

θ = π
2 .

(56)

Con lo cual r = 0 ∧ θ = π
2 es la única singularidad f́ısica. Se puede demostrar que ∆ = 0 es una

singularidad de coordenadas, aunque esta demostración no se estudiará ya que escapa a los propósitos
de este trabajo2. Podemos reescribir la singularidad f́ısica atendiendo a (49) como

x2 + y2 = a2 y z = 0, (57)

donde se ha considerado θ = π/2. En esta singularidad ya vemos una gran diferencia con Schwarzschild, y
es que esta no se restringe a un solo punto, sino que es un anillo de radio a contenido en el plano ecuatorial
XY .

7.2.2. Horizontes y la ergosfera

En el agujero negro de Kerr nos encontramos con una diferencia bastante grande con respecto a Schwarzs-
child, y es que en la métrica gtt y grr ya no son uno el inverso del otro, de tal forma que los horizontes de
eventos ya no coincidirán con las superficies de redshift infinito como ocurŕıa en Schwarzschild.

Para encontrar los horizontes de eventos de esta métrica tenemos que buscar superficies nulas, ya que
como bien sabemos, los horizontes de eventos son superficies de no retorno. El lector se puede convencer
rápidamente de esto recordando el cono de luz en Minkowski. Vimos que para poder salir del cono de luz, se
debeŕıa superar c, con lo cual concluimos que las superficies nulas solo se pueden cruzar en un sentido.

Nos interesa calcular las superficies r constante cuyo vector normal se vuelve nulo (caracterización para
las hipersuperficies nulas). Este vector normal a la hipersuperficie debe ser proporcional a ∂µr, de tal forma
que podemos caracterizar las hipersuperficies nulas como

gµν(∂µr)(∂νr) = grr = 0. (58)

Usando (54) se puede reescribir esta condición como una ecuación de segundo grado

grr =
r2 − 2Mr + a2

r2 + a2 cos2 θ
= 0 (59)

cuyas soluciones son

r = R± = M ±
√
M2 − a2. (60)

Vemos que podemos tener diferentes soluciones según el valor del radicando.

2Si se expresa la métrica en unas coordenadas llamadas coordenadas de Kerr-Schild desaparece esta singularidad, quedando
demostrado que efectivamente se trata de una singularidad de coordenadas. En apartados posteriores se deducirá la métrica en
estas coordenadas.
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7 AGUJERO NEGRO DE KERR

C Si a < M es el caso subextremal, y se obtienen dos soluciones distintas, que representan dos horizontes
de eventos diferentes.

C Si a > M , se trata del caso sobreextremal. En esta ocasión no existen soluciones reales para R±, de
modo que no habŕıa horizonte de eventos y la singularidad estaŕıa desnuda. Este tipo de singularidad
resulta muy problemática, ya que cualquier punto del espaciotiempo podŕıa recibir influencia causal
de la singularidad. Para solventar este problema, Roger Penrose propuso en 1969 la conjetura de la
censura cósmica, que establece que es f́ısicamente imposible la existencia de singularidades desnudas
partiendo desde unas condiciones iniciales genéricas.

C Si a = M es el caso extremal. Ahora existe una solución doble r = M , de tal forma que los horizontes
de eventos se superpondŕıan.

En el resto del trabajo consideraremos siempre que estamos el caso subextremal, a no ser que se indique lo
contrario. Cabe destacar que en los casos a ⩽ M podemos definir un ĺımite superior para el momento angular
del agujero negro. Como vimos anteriormente a = J/M , con lo cual J ⩽ M2.

La existencia de dos horizontes de eventos provoca que el espaciotiempo quede dividido en tres regiones
distintas. Vemos que la coordenada r es espacial en 0 < r < R− y r > R+, pero temporal en R− < r < R+

ya que en esta última región grr cambia de signo. Esto implica que los conos de luz cambian de orientación,
haciendo que las coordenadas r y t intercambien sus papeles. Esta peculiaridad de la métrica de Kerr pre-
senta una consecuencia sorprendente. Que la coordenada r pase a ser temporal indica que un observador en
la región R− < r < R+ estaŕıa avocado a seguir adentrándose en el agujero negro hasta cruzar r = R−, ya
que el horizonte de eventos interior ya no seŕıa una zona delante de él sino un evento en su futuro. Por otro
lado, tras cruzar r = R− la coordenada radial vuelve a ser espacial, de tal forma que la singularidad ya no
es un punto en el futuro del observador, y por tanto seŕıa evitable.

A continuación podemos buscar las superficies de corrimiento al rojo infinito. Del efecto Doppler gravita-
cional se deduce que el redshift infinito ocurre cuando el denominador de (13) se anula, es decir, cuando gtt
se hace cero

gtt = 0 ⇐⇒ r2 − 2Mr + a2 cos2 θ = 0. (61)

Resolviendo la ecuación de segundo grado para r obtenemos

r = S± = M ±
√
M2 − a2 cos2 θ. (62)

Como vemos estas superficies ya no coinciden con los horizontes de eventos salvo en el plano ecuatorial
θ = 0, π. Además, esta dependencia con el ángulo θ hace que las las superficies S± no estén a una distancia
r constante.

En general tenemos que
0 ⩽ S− ⩽ R− ⩽ R+ ⩽ S+. (63)

La primera igualdad solo se cumple en el ecuador, la segunda y la última en los polos y la tercera en el caso
extremal a = M . Por otro lado, vemos que la coordenada t es temporal en 0 < r < S− y S+ < r < ∞, pero
espacial en S− < r < S+. En particular, en la región R+ < r < S+ ambas coordenadas t y r son espaciales.
A esta zona se le denomina ergorregión, y a la superficie S+ ergosfera que, como veremos en apartados
porteriores, es también una superficie de ĺımite estático, es decir, una superficie a partir de la cual no puede
existir un observador estático.

Cabe destacar de la ergosfera que, si se llega a atravesar, śı es posible volver a cruzarla en el sentido
contrario, ya que no es una superficie nula, sino una superficie temporal y por tanto se puede atravesar en
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ambos sentidos. En la figura (6) se representa de forma esquemática todas las hipersupeficies del agujero
negro de Kerr.

x

y

z

Singularidad

Ergosfera interior

Ergosfera exterior

Horizonte de eventos interior

Horizonte de eventos exterior

Figura 6: Se representa la estructura causal del agujero negro de Kerr. La solución presenta una singularidad
en forma de anillo, dos horizontes de eventos, que viene dados por la condición grr = 0. También hay dos
ergosferas, superficies de redshift infinito que vienen dadas por la condición gtt = 0. La zona sombreada es la
ergorregión, donde ambas coordenadas t y r son de carácter espacial y un observador no puede quedarse en
reposo, aunque aún podŕıa escaparse hacia el infinito.

7.3. Arrastre de sistemas inerciales. Frame dragging

Tras haber estudiado la estructura causal del agujero negro de Kerr, podemos vernos tentados a pensar
cómo seŕıa estar cerca de un agujero negro, qué fenómenos f́ısicos tendŕıan lugar y que experimentaŕıamos
como observadores. Es por ello que en esta nueva sección definiremos tres tipos de observadores que nos
servirán para explicar qué fenómenos tendŕıan lugar en cada región del espaciotiempo de Kerr.

Como veremos a continuación, el agujero negro de Kerr induce un arrastre sobre cualquier observador
que se aproxime desde el infinito, es decir, que la rotación de la métrica tenderá a arrastrar a un observador
consigo. Y esto no solo es una propiedad de Kerr, sino de cualquier métrica con momento angular no trivial.
Cuando estudiamos Schwarzschild vimos que no existe este efecto, puesto que la métrica no presenta el
término cruzado gtφ, que es el que se relaciona con el momento angular del agujero negro.

7.3.1. Observadores estacionarios

Un observador estacionario es aquel que se mueve alrededor del centro de la solución con r y θ constantes
a una velocidad angular Ω uniforme, y que percibirá que la métrica del espacio que le rodea no cambia. Se
pueden definir la velocidad angular y el momento angular del observador como

Ω =
dφ

dt
=

φ̇

ṫ
=

uφ

ut

L = −gµνp
µ = −m0(gtφṫ+ gφφφ̇),

(64)
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donde el punto representa la derivada con respecto al tiempo propio de un observador asintótico y u es la
cuadrivelocidad del observador estacionario. Por otro lado, L es el momento angular, que recordemos se trata
de una cantidad conservada en Kerr. Como se dedujo en (53), el momento angular se puede calcular como
L = −lµm0ẋµ = −lνgµνp

µ, donde lν = δνφ es el vector de Killing asociado a la simetŕıa de rotación. En
cuanto a la tetravelocidad de este observador, podemos definirla como

uµ = γ(tµ +Ωlµ), (65)

donde tµ + Ωlµ es un vector de Killing, ya que una combinación lineal de vectores de Killing es otro vector
de Killing. El parámetro γ es simplemente una constante de normalización. Nótese que la velocidad angular
de rotación del observador Ω puede tomar cualquier valor, tanto positivo como negativo, siempre y cuando
uµ sea un vector temporal. En apartados posteriores veremos que aparecen condiciones e imposiciones para
esta velocidad angular, de tal forma que el observador ya no podrá rotar como quiera.

7.3.2. Observadores ZAMOS’s: Arrastre

Una clase de observador estacionario especial es aquel con L = 0. De ah́ı su nombre de ZAMOS (zero
angula momentum observer). De (64) se deduce que su velocidad angular viene descrita por

Ω = − gtφ
gφφ

= ω. (66)

Este resultado llama nuestra atención, porque aunque el observador no tiene un momento angular propio
L = 0, resulta que śı tiene una velocidad angular de rotación ω, siempre y cuando el término gtφ no se anule.
Es decir, la métrica de Kerr no solo curva el espaciotiempo a su alrededor, sino que además describe cómo
el espaciotiempo adquiere una rotación intŕınseca. Por otro lado, esta caracteŕıstica surge a ráız del término
no diagonal gtφ, por lo cual la capacidad de una métrica para inducir un arrastre sobre un ZAMO’s no es
exclusiva de Kerr, sino que la encontraŕıamos en cualquier métrica que presente un momento angular no
trivial.

Podemos expresar esta velocidad angular para el caso particular de Kerr. Sustituyendo los coeficientes
métricos

gtφ = −2Mra

Σ
sin2 θ

gφφ =
sin2 θ

Σ
[(r2 + a2)2 − a2 sin2 θ∆],

(67)

obtenemos que la velocidad angular del observador es

ω =
2Mar

(r2 + a2)2 − a2∆sin2 θ
. (68)

Como vemos, esta expresión depende de la variable θ. Resulta interesante particularizarla para el plano
ecuatorial (θ = π/2), obteniéndose

ω =
2Mar

(r2 + a2)2 − a2∆sin2 θ
=

2Ma

r3 + a2r + 2Ma2
. (69)

De esta última igualdad se deduce que lejos del agujero negro r → ∞ el arrastre desparece, lo cual es lógico
puesto que la solución de Kerr es asintóticamente plana, y lejos del agujero negro, no debiéramos notar sus
efectos de arrastre de ninguna forma.
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7.3.3. Observadores estáticos

Los observadores estáticos son una clase de observadores estacionarios especiales con Ω = 0, de modo que
están en reposo con respecto a un observador asintótico inercial lejos del agujero negro. Debido al arrastre
de sistemas inerciales, un observador estático tiene que moverse localmente con cierta velocidad angular en
sentido contrario a la rotación de la métrica para que su velocidad angular sea nula con respecto a dicho
observador asintótico. La tetravelocidad de este observador podemos expresarla como

uµ = γtµ, (70)

donde γ = (−gµνt
µtν)−1/2 es un factor de normalización.

A la vista de cómo se define la tetravelocidad, nos damos cuenta de que los observadores estáticos no
pueden existir en todo el espaciotiempo, sino solamente en aquellas regiones donde uµ represente un vector
temporal. Podemos ver que la tetravelocidad se hace nula cuando γ−2 = −gtt = 0, es decir

gtt = 0 ⇐⇒ r2 − 2Mr + a2 cos2 θ = 0. (71)

Resolviendo para r, obtenemos

rLE(θ) = M +
√

M2 − a2 cos2 θ. (72)

Este radio define lo que se conoce como ĺımite estático, un distancia que delimita la región r ⩽ rLE(θ),
en la cual el observador no puede permanecer estático. Si comparamos con el horizonte de eventos (60),
vemos que no coinciden en todas partes, solamente en θ = 0, π. Por otro lado, esta expresión es la misma
que la que se derivó para las superficies de corrimiento al rojo infinito (62) S±, o sea que con este desarrollo
hemos sido capaces de deducir que las superficies de redshift infinito son también superficies de ĺımite estático.

Cuando estudiábamos Schwarzschild solo teńıamos una superficie notable, un único horizonte de eventos,
que era además una superficie de corrimiento infinito al rojo. Ahora en Kerr, tenemos que estas superficies
se desdoblan, lo cual nos brinda una estructura causal más interesante, y que como veremos en apartados
posteriores, da lugar a fenómenos muy interesantes.

A continuación nos proponemos demostrar que los horizontes de eventos también tienen una caracteŕıstica
a mayores, ya que resultan ser superficies de ĺımite estacionario.

Consideramos ahora un observador estacionario, cuya velocidad viene descrita por (65). La constante de
normalización γ se calcula como

γ−2 = −gµν(t
µ +Ωlν)(tµ +Ωlν)

= −gtt − 2Ωgtφ − Ω2gφφ

= −gφφ

(
Ω2 − 2ωΩ+

gtt
gφφ

)
,

(73)

donde, si recordamos, ω = − gtφ
gtt

.

Los observadores estacionarios tampoco pueden existir en cualquier región del espaciotiempo: solamente
en aquellas donde su tetravelocidad tµ +Ωlµ sea un vector temporal. De (65) se deduce que uµ dejará de ser
temporal cuando γ−2 < 0. Desarrollando (73) es fácil ver que la condición γ−2 > 0 viene dada por

Ω2 − 2ωΩ+
gtt
gφφ

< 0. (74)
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Resolviendo esta inecuación llegamos a la condición para la velocidad angular del observador estacionario

Ω− < Ω < Ω+ siendo Ω± = ω ±
√
ω2 − gtt

gφφ
, (75)

donde el signo positivo y negativo se corresponden con la velocidad máxima en corrotación y en contrarrota-
ción respectivamente. Particularizando para Kerr obtenemos

Ω± = ω ± ∆1/2Σ

[(r2 + a2)2 − a2∆sin2 θ] sin θ
, (76)

y en concreto en el plano ecuatorial θ = π/2 obtenemos

Ω± =
2Ma

r3 + a2r + 2Ma2
±

√
4M2a2

(r3 + a2r + 2Ma2)2
+

r − 2M

r3 + a2r + 2Ma2
. (77)

En el ĺımite donde r −→ ∞ la velocidad lineal v± = rΩ± tiende a ±1, como se deduce fácilmente de
(77). Esto tiene una interpretación significativa: los observadores que orbitan lejos del agujero negro pueden
moverse a cualquier velocidad, siempre y cuando esta sea menor que la de la luz, y podrán hacerlo tanto en
corrotación como en contrarrotación con el agujero negro. Lejos de Kerr, no existe ninguna condición para su
velocidad angular, lo cual era de esperar, ya que lejos del agujero negro se recupera el espaciotiempo plano
de Minkowski.

Más cerca del agujero negro, el intervalo de velocidades permitidas es cada vez más pequeño. La velocidad
angular máxima Ω+ va disminuyendo y Ω− va aumentando, haciéndose cada vez menos negativa. Llega un
punto en el que Ω− se hace cero. Esto quiere decir que es imposible que el observador se mueva en con-
trarrotación más allá de este punto, ya que las velocidades Ω negativas ya no son factibles. Lo máximo a
lo que puede aspirar el observador es a rotar en corrotación con el agujero negro Ω > 0, o a mantenerse
estático en dicho punto en que Ω− es cero. Para ello tendŕıa que moverse localmente a la velocidad de la luz
y en contrarrotación con el agujero negro, consiguiendo aśı mantenerse estático3 Ω = 0. Por otro lado, para
observadores situados en órbitas de menor radio, necesariamente su velocidad angular seŕıa Ω > 0. Este punto
en el que Ω− = 0 se puede deducir fácilmente. Sustituyendo (72) en (76), se comprueba que efectivamente
Ω− cambia de signo, y lo hace en r = rLE .

En resumen, se deduce que un observador a una distancia radial mayor que r = rLE(θ) puede moverse en
corrotación o en contrarrotación con el agujero negro con una velocidad angular que cumpla Ω− < Ω < Ω+,
y en particular en la superficie de ĺımite estático r = rLE(θ), ocurre que Ω− = 0 < Ω < Ω+. Una vez cruzada
esta superficie, la ergosfera, cualquier observador tiene que moverse necesariamente en corrotación con el
agujero negro.

Por orto lado, dentro de la ergorregión R+ < r < S+, las velocidades Ω+ y Ω−, ambas positivas, se siguen
acercando. Llega un punto en el que Ω− = Ω+, lo cual implica que Ω = ω, según se deduce de (75). A partir
de entonces el observador estacionario está obligado a moverse orbitando el agujero negro con una velocidad
angular ω. Para calcular a qué distancia tiene lugar que Ω− = Ω+, nos fijamos en la ecuación (76). Se deduce
fácilmente que esto ocurrirá cuando ∆ = 0 ⇐⇒ r2 − 2Mr + a2 = 0. Resolviendo para r obtenemos

R+ = M +
√
M2 − a2, (78)

3No hay que confundir el hecho de que Ω− se haga cero en este punto con la posibilidad de que el observador gire en
contrarrotación a la velocidad de la luz. A priori parece una contradicción, pero hay que prestar especial atención en la palabra
localmente. Una cosa es la velocidad que deba adquirir el observador de forma local, y otra la velocidad Ω = 0 que percibiŕıa un
observador asintótico en el infinito.
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es decir, que en el horizonte de eventos exterior r = R+, el observador necesariamente tiene que moverse en
corrotación con una velocidad angular

ΩH = ω(R+) =
2MaR+

(R2
+ + a2)2

. (79)

Se puede demostrar que todo el horizonte tiene esta misma velocidad angular, independientemente del valor
de θ, por lo cual ΩH se interpreta como la velocidad angular del agujero negro.

Si seguimos adentrándonos en el agujero negro, para valores más bajos de r ya no existen valores reales
de Ω±, de modo que no pueden existir observadores estacionarios. Consecuentemente, dentro del horizonte
exterior r = R+ cualquier observador debe moverse hacia la singularidad.

7.4. Viaje al centro de un agujero negro

A lo largo de estos apartados hemos visto que la estructura causal de Kerr es muy variada. A continua-
ción, queremos estudiar cómo seŕıa un viaje al centro de un agujero negro. Para ello, en vez de imaginar un
observador que se acerca radialmente, resulta más sencillo pensar en una familia de observadores situados a
distintas distancias radiales, como se muestra en la figura (7).

1 2

3

4

5

6

7

8

Figura 7: Se representan de forma esquemática las distintas regiones determinadas por los horizontes de
eventos y las ergosferas. Aparecen también ocho observadores situados a distintas distancias radiales.

El observador 1 se encuentra en el infinito, de tal forma que la métrica circundante que aplica es Min-
kowski. Este observador, podŕıa viajar a sus anchas sin notar ningún efecto de arrastre. Podŕıa moverse tanto
en corrotación como en contrarrotación, aunque siempre a menos de c.
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Por otro lado, para un observador más cercano, como el situado en 2, ya no seŕıa posible cualquier velo-
cidad angular. El intervalo de las Ω posibles se va haciendo más pequeño cuanto más cerca del agujero negro
esté el observador. De esta forma, el sujeto 2 comenzaŕıa a notar el arrastre inducido por la métrica de Kerr.

Para radios menores, nos encontramos con el observador 3, situado en la ergosfera. Este sujeto solo podŕıa
ser estático si girase a la velocidad de a luz y en contrarrotación, cosa que solo puede hacer un fotón realmen-
te. A ráız de esto, en la ergosfera, que también es la superficie de ĺımite estático, necesariamente seŕıamos
arrastrados por la rotación del agujero negro.

Si seguimos adentrándonos, nos encontramos con el observador 4 situado en la ergorregión, que estaŕıa
girando en el mismo sentido que el agujero negro, y delante de él tendŕıa el horizonte de eventos exterior R+.

Para radios menores, nos encontramos con el observador 5, que no solo se tiene que mover en corrotación
con el agujero negro sino que su velocidad angular debe ser exactamente ΩH . Este sujeto no puede comuni-
carse con los observadores anteriores, de 1 a 4, puesto que se encuentran separados de él por una superficie
nula R+. Esta superficie es un horizonte de eventos, una membrana unidireccional tal que la información solo
puede pasar en un sentido: de fuera hacia adentro. Es por ello que el observador 5 no puede mandar señales
a 1, 2, 3 ni 4, pero estos últimos si podŕıan mandar señales a 5. Ese sentido śı está permitido.

Para valores de r menores, nos encontramos con el observador 6. En esta región no existen valores reales
para Ω, por lo que este sujeto ya no puede ser un observador estacionario, y deberá moverse hacia el centro
del agujero negro. Otra forma de entender esto es dándose cuenta de que la coordenada r es temporal en
la región R− < r < R+, con lo cual los conos de luz están inclinados, y la superficie R− realmente ya no
estaŕıa delante de él, sino en su futuro. De esta forma, el observador 6 estará avocado a atravesar el horizonte
interior en r = R−.

Para el observador 7 todo se vuelve más conjetural, a pesar de que la solución es válida matemáticamente
hasta r = 0. Esto es aśı porque la superficie R− es una superficie de corrimiento al azul infinito, lo cual
es sinónimo de que la solución no es fiable a partir de aqúı. En esta región la coordenada r vuelve a ser
espacial, de tal forma que el observador 7 no estaŕıa avocado a seguir adentrándose en el agujero negro y
podŕıa continuar rotando eternamente sin caer a la singularidad .

En cuanto al observador 8, estaŕıa en una región en donde la coordenada r es temporal nuevamente,
por lo cual no le quedaŕıa más opción que avanzar hacia la inexorable singularidad anular y desaparecer del
espacio-tiempo. Cabe mencionar que en el plano ecuatorial, S− coincide con la singularidad, de tal forma que
no tendŕıa cabida el observador 8.

7.5. Deducción de la métrica

Tras haber estudiado la métrica de Kerr en profundidad, ya estamos familiarizados con su expresión, aśı
como con los parámetros que aparecen en ella, como pueden ser la constante a o la constante M . También
hemos estudiado algunas caracteŕısticas generales que se deducen por simple inspección del elemento de arco.
Hasta ahora hemos asumido la métrica de Kerr, y eso nos ha llevado bastante lejos. En este apartado nos
disponemos a obtener la métrica de Kerr, para una mayor completitud del estudio de esta métrica.
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7.5.1. Vielbein y tétrada nula

Deducir la métrica de Kerr resulta largo, laborioso y muy engorroso, sin embargo, existe un método co-
nocido con el nombre de algoritmo de Newmann-Janis, con el que seremos capaces de deducir la métrica
más fácilmente. Para un desarrollo más extenso se puede consultar [3] y [9], o también [11], [14], [13].

De forma resumida, el algoritmo mencionado deduce la métrica de Kerr partiendo de la de Schwarzschild,
que como ya vimos, se condensa en una expresión muy sencilla. El primer paso será expresar la métrica
de Schwarzschild como suma de productos de cuatro vectores complejos. La dificultad reside en ver cómo
podemos descomponer la métrica de esta manera, y cuáles serán los cuatro vectores adecuados que nos
proporcionen la expresión de Schwarzschild. El siguiente paso consistirá en aplicar un cambio de variable
complejo, dejando que la coordenada r tome valores complejos. Finalmente, con esta nueva tétrada resul-
tante del cambio de variable complejo, seremos capaces de obtener la métrica de Kerr. Comenzaremos por
hablar de estos cuatro vectores que resultan clave para la aplicación del algoritmo.

Dada una variedad M podemos considerar el plano tangente en un punto p, que denotaremos como TpM .
Este espacio tangente es un espacio vectorial en el cual podemos establecer una base curviĺınea dada por los
vectores {|eµ⟩}. Los vectores de esta base son tangentes a las ĺıneas de coordenadas. Esta base construida de
esta forma se denomina base de coordenadas, y en general no es una base ortogonal:

|eµ⟩ · |eν⟩ = gµν(p). (80)

Por otro lado, en TpM podemos definir a mayores una base ortonormal, que denotaremos como {|ea⟩}.
Esta base se conoce como base local ortonormal. Los vectores de esta base verifican que su producto escalar

|ea⟩ · |eb⟩ = ηab. (81)

Ahora queremos ver cómo se relacionan ambas bases en el espacio tangente TpM . El cambio de coorde-
nadas y su inversa se pueden expresar como

|eµ⟩ = eaµ|ea⟩, |ea⟩ = eµa|eµ⟩, (82)

donde los coeficientes eaµ son las componentes de |eµ⟩ en la base {|ea⟩}. La matriz eaµ se llama Vielbein, y
eµa Vielbein inverso. Por otro lado, también resulta evidente que el Vielbein inverso es el inverso del Vielbein,
lo cual se puede expresar de forma compacta como

eaµe
µ
b = δab y eµae

a
ν = δµν . (83)

Los Vielbein nos permiten expresar las coordenadas de un vectores en ambas bases

V a = eaµV
µ V µ = eµaV

a, (84)

con lo cual

|v⟩ = V µ|eµ⟩ = V µeaµ|ea⟩
|v⟩ = V a|ea⟩,

(85)

de donde se deduce fácilmente que V a = eaµV
µ. Podemos hacer el mismo análisis para tensores y ver como

se relacionan las matrices gµν y ηab

gµν(p) = |eµ⟩|eν⟩ = eaµ|ea⟩ebν |eb⟩ = eaµe
b
νηab. (86)
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Si ahora consideramos todo el haz tangente, la base de coordenadas cambia punto a punto, es decir,
gµν = gµν(x), mientras que la base ortonormal es la misma para todos los puntos de la variedad, de tal forma
que

gµν(x) = eaµ(x)e
b
ν(x)ηab, (87)

donde recordemos, se trata de un cambio local, no global, tal que el cambio lineal de base se puede definir
para cada punto de la variedad. La relación inversa de (87) se puede escribir como

ηab = eµa(x)e
ν
b(x)gµν . (88)

Recalcamos de esta expresión que los Vielbein no se pueden expresar como la diferencial de ninguna expresión,
ya que no existen ningunas coordenadas ya tal que

eaµ =
∂ya

∂xµ
. (89)

Además, ahora los Vielbein son función de x, lo cual quiere decir que codifican de alguna forma la información
geométrica contenida en gµν(x).

Tras haber presentado el concepto de Vielbein y la base local ortonormal

{|ea⟩} = {|e0⟩, |e1⟩, |e2⟩, |e3⟩}, (90)

nos proponemos definir otra nueva base local ortonormal

{|ẽa⟩} = {|l⟩, |n⟩, |m⟩, |m̄⟩} (91)

cuyos vectores sean una combinación lineal de los vectores {|ea⟩}. Por futura conveniencia, definiremos los
vectores de {|ẽa⟩} como

|l⟩ = 1√
2
(|e0⟩+ |e1⟩)

|n⟩ = 1√
2
(|e0⟩ − |e1⟩)

|m⟩ = 1√
2
(|e2⟩+ i|e3⟩)

|m̄⟩ = 1√
2
(|e2⟩ − i|e3⟩) ,

(92)

los cuales se pueden expresar en componentes según

|l⟩ = lµ|eµ⟩ |eµ⟩ = lµ|l⟩
|n⟩ = nµ|eµ⟩ |eµ⟩ = nµ|n⟩
|m⟩ = mµ|eµ⟩ |eµ⟩ = mµ|m⟩
|m̄⟩ = m̄µ|eµ⟩ |eµ⟩ = m̄µ|m̄⟩,

(93)

De esta forma, hemos conseguido que los vectores de esta nueva base sean nulos |l⟩ · |l⟩ = |n⟩ · |n⟩ =
|m⟩ · |m⟩ = |m̄⟩ · |m̄⟩ = 0 y cumplan las relaciones de ortonormalidad |l⟩ · |n⟩ = 1 y |m⟩ · |m̄⟩ = −1.
Consecuentemente, la matriz η̃ij ahora toma la forma

η̃ab =


0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 -1
0 0 -1 0

 , (94)
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y la matriz gµν se puede expresar según la ecuación (87) como

gµν = ẽaµẽ
b
ν η̃ab

= lµnν + lνnµ −mµm̄ν −mνm̄µ

(95)

y su inversa
gµν = lµnν + lνnµ −mµm̃ν −mνm̃µ. (96)

Entonces el procedimiento a seguir para deducir la métrica de Kerr será encontrar una tétrada nula {|l⟩, |n⟩, |m⟩, |m̄⟩, }
tal que sustituyendo en (96) se obtenga la métrica contravariante de Kerr.

7.5.2. Algoritmo de Newmann-Janis

El procedimiento parte de la conocida métrica de Schwarzschild, y se utiliza la descomposición de la
métrica (95). En concreto comenzaremos con Schwazschild usando el parámetro temporal avanzado (28). Los
coeficientes métricos gµν contravariantes en estas coordenadas son (??).

gvr = −1, grr =

(
2M

r
− 1

)
, gθθ = − 1

r2
, gϕϕ = − 1

r2 sin2 θ
. (97)

Utilizando la descomposición de la métrica (96), es fácil ver que podemos escribir gµν en términos de los
vectores siguientes

lµ = (0, 1, 0, 0)t = δµ1

nµ =

(
−1,−1

2

(
1− 2M

r

)
, 0, 0

)t

= −δµ0 − 1

2

(
1− 2M

r

)
δµ1

mµ =
1√
2r

(
0, 0, 1,

i

sin θ

)t

=
1√
2r

(
δµ2 +

i

sin θ
δµ3

)

m̄µ =
1√
2r

(
0, 0, 1,

−i

sin θ

)t

=
1√
2r

(
δµ2 − i

sin θ
δµ3

)
.

(98)

A continuación permitimos que la coordenada r tome valores complejos, r ∈ C, y reescribimos los vectores
de tal forma que si impusiésemos Im(r) = 0, se recuperaŕıan los vectores originales reales

lµ = δµ1

nµ = −δµ0 − 1

2

(
1−M

(
r−1 + r̄−1

))t
δµ1

mµ =
1√
2r̄

(
δµ2 +

i

sin θ
δµ3

)t

m̃µ =
1√
2r

(
δµ2 − i

sin θ
δµ3

)t

.

(99)

Definidos de esta manera, lµ y nµ continúan siendo reales y mµ y m̃µ conjugados complejos. Seguidamente
hacemos el cambio de coordenadas complejo

v 7−→ v′ = v + ia cos(θ), r 7−→ r′ = r + ia cos(θ), θ′ = θ, φ′ = ϕ, (100)
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donde debemos imponer que r′ y v′ sean reales, ya que las variables que obtengamos finalmente debe ser
reales, puesto que hemos partido de una métrica real. De imponer esto y de las relaciones (100) se deduce
que 

r̄ = r′ + ia cos θ

v̄ = v′ + ia cos θ.
(101)

Finalmente, para poder escribir los vectores {lµ, nµ,mµ, m̃µ} en las nuevas coordenadas solo tenemos que
introducir (101) en (99) y aplicar la matriz de transformación

M =



∂v′

∂v
∂v′

∂r
∂v′

∂θ
∂v′

∂ϕ

∂r′

∂v
∂r′

∂r
∂r′

∂θ
∂r′

∂ϕ

∂θ′

∂v
∂θ′

∂r
∂θ′

∂θ
∂θ′

∂ϕ

∂ϕ′

∂v
∂ϕ′

∂r
∂ϕ′

∂θ
∂ϕ′

∂ϕ


=



1 0 −ia sin θ 0

0 1 −ia sin θ 0

0 0 1 0

0 0 0 1


,

ya que recordemos,son vectores y transforman como tal. Los vectores resultantes de sustituir las nuevas
coordenadas y aplicar la matriz de cambio son

l′µ = δµ1

n′µ = −δµ0 − 1

2

(
1− 2Mr′

r′2 + a2 cos2 θ

)t

δµ1

m′µ =
1√

2(r′ + ia cos θ)

(
−ia sin θ(δµ0 + δµ1 ) + δµ2 +

i

sin θ
δµ3

)t

m̃′µ =
1√

2(r′ − ia cos θ)

(
ia sin θ(δµ0 + δµ1 ) + δµ2 − i

sin θ
δµ3

)t

.

(102)

Finalmente, sin más que sustituir estos vectores en la expresión de la métrica (96), obtenemos la matriz
siguiente

gµν =



−a2 sin2 θ
Σ −1− a2 sin2 θ

Σ 0 a
Σ

−1− a2 sin2 θ
Σ

2Mr
Σ − 1− a2 sin2 θ

Σ 0 a
Σ

0 0 −1
Σ 0

a
Σ

a
Σ 0 − 1

Σ sin2 θ


, (103)

donde se han eliminado las primas de r′ para aligerar la notación y se ha sustituido Σ = a2 cos2 θ + r2.
Invirtiendo esta matriz, obtenemos finalmente la métrica de Kerr
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gµν =



1− 2Mr
Σ −1 0 −2aMr sin2 θ

Σ

−1 0 0 −a sin2 θ

0 0 −Σ 0

−2aMr sin2 θ
Σ −a sin2 θ 0 − sin2 θ

(
r2 + a2 + a2 sin2 θ 2Mr

Σ

)


(104)

la cual podemos reescribir como el elemento de arco

ds2 =

(
1− 2Mr

Σ

)
dv2 − 2dvdr − a sin2 θ

4Mr

Σ
dvdϕ− 2a sin2 θ drdϕ− Σ dθ2

− sin2 θ

(
a2 + r2 + a2 sin2 θ

2Mr

Σ

)
dϕ2.

(105)

Esta es la métrica de Kerr, aunque quizá no nos resulte familiar, ya que no está expresada en sus coordenadas
más habituales de Boyer-Lindquist, sino que está expresada en las coordenadas de Eddington-Finkelstein
avanzadas para Kerr. Para reescribir la métrica en nuestras coordenadas predilectas, simplemente aplicamos
el siguiente cambio de coordenadas 

dv = dt+ 2Mr+∆
∆ dr

dϕ = dφ+ a
∆dr,

(106)

siendo ∆ = r2 + a2 − 2Mr. Entonces la métrica de Kerr en coordenadas de Boyer-Lindquist resulta

ds2 =
r2 − 2Mr + a2 cos2 θ

r2 + a2 cos2 θ
dt2 − 4Mar sin2 θ

r2 + a2 cos2 θ
dtdφ− r2 + a2 cos2 θ

r2 − 2Mr + a2
dr2

− (r2 + a2 cos2 θ) dθ2 −
[
r2 + a2 +

2Ma2r sin2 θ

r2 + a2 cos2 θ

]
sin2 θ dφ2.

(107)

8. Movimiento geodésico en el espacio-tiempo de Kerr

Tras haber estudiado el agujero negro de Kerr, resulta interesante deducir las ecuaciones de las trayecto-
rias geodésicas que seguiŕıan los fotones o un observador próximo a Kerr.

El proceso de obtención de las ecuaciones del movimiento será parecido a Schwarzschild, con la salvedad
de que, a parte de los vectores de Killing asociados a está métrica, kµ y lµ, usaremos también la constante
de Carter, una nueva constante del movimiento que deduciremos en este mismo apartado.

Cabe destacar también que como la solución de Kerr no es esféricamente simétrica, las órbitas, en general,
no serán planas, salvo aquellas que comiencen en el plano ecuatorial del agujero negro con θ̇ = 0.
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8.1. Geodésicas generales

Primero nos proponemos obtener las ecuaciones de las geodésicas en general, para cualquier velocidad y
posición iniciales.

8.1.1. Ecuaciones de ṫ y φ̇

Partimos de las cantidades conservadas en Kerr

E =

(
1− 2Mr

Σ

)
ṫ+

2Mr

Σ
a sin2 θφ̇

Lz = −2Mr

Σ
a sin2 θṫ+

(
r2 + a2 +

2Mra2

Σ
sin2 θ

)
sin2 θφ̇,

(108)

donde, recordemos ∆ = r2 − 2Mr + a2 y Σ = r2 + a2 cos2 θ y el punto denota la derivada con respecto del
tiempo propio de un observador asintótico. Estas expresiones son, al fin y al cabo, ecuaciones diferenciales,
y nos valdremos de ellas para deducir las ecuaciones del movimiento. Para simplificar la notación, definimos
las siguientes variables

A = gtt = 1− 2Mr

Σ

B = gtφ =
2Mar

Σ
sin2 θ

C = −gφφ =

(
r2 + a2 +

2Mra2

Σ
sin2 θ

)
sin2 θ,

(109)

de tal forma que las ecuaciones diferenciales resultan simplemente

E = Aṫ+Bφ̇

Lz = −Bṫ+ Cφ̇.
(110)

Despejando ṫ y φ̇, se obtienen las ecuaciones deseadas

ṫ =
1

∆sin2 θ
(CE −BLz)

=
1

∆

[(
r2 + a2 +

2Mra2

Σ
sin2 θ

)
E − 2Mra

Σ
Lz

]

φ̇ =
1

∆sin2 θ
(ALz +BE) =

1

∆

[(
1− 2Mr

Σ

)
Lz

sin2 θ
+

2Mar

Σ
E

]
,

(111)

donde para deducir las expresiones se ha tenido en cuenta que

AC +B2 = −gttgφφ + g2tφ = ∆sin2 θ. (112)
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8.1.2. Ecuaciones de ṙ y θ̇

Para deducir las ecuaciones de ṙ y θ̇, utilizaremos el formalismo de Hamilton-Jacobi. En primer lugar,
definimos el lagrangiano del sistema como

L (xµ, ẋµ) =
1

2
gµν ẋ

µẋν . (113)

Entonces, sabemos que podemos calcular el momento conjugado como

pµ =
∂L

∂ẋµ
= gµν ẋ

ν , (114)

que recordemos, se relaciona con la tetravelocidad uµ = ẋµ según

uµ = gµνpν . (115)

Por otro lado, el Hamiltoniano de la part́ıcula se define como

H(xµ, pν) = pµẋ
µ(pν)− L (xµ, ẋµ(pν)) =

1

2
gµνpµpν . (116)

Una vez determinado el Hamiltoniano, vamos a obtener las ecuaciones del movimiento mediante el formalismo
de Hamilton-Jacobi. En este formalismo se define la función principal de Hamilton S(xµ, λ), una transforma-
ción canónica que es función de las coordenadas xµ y del parámetro de la geodésica λ. Por otro lado, sabemos
que la función principal verifica la ecuación de Hamilton-Jacobi

H

(
xµ,

∂S

∂xµ

)
+

∂S

∂λ
= 0, (117)

y que además nos permite calcular el momento de la part́ıcula según

∂S

∂xµ
= pµ. (118)

Esta igualdad nos será de utilidad próximamente.

A continuación, podemos relacionar H, pt y pφ con las constantes del movimiento que conocemos para
Kerr

H =
1

2
gµνpµpν =

1

2
δ

gtµp
µ = pt = E

gφµp
µ = pφ = −Lz,

(119)

donde δ = 0 para part́ıculas sin masa y δ = 1 para part́ıculas masivas. Por otro lado, vamos a asumir que la
función S es separable y que podemos expresarla en la forma

S(t, r, θ, φ;λ) = Sλ(λ) + St(t) + Sr(r) + Sθ(θ) + Sφ(φ). (120)
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Con lo cual, teniendo en cuenta las siguientes igualdades, que se deducen de (118)

∂S

∂t
= pt = E

∂S

∂φ
= pφ = −Lz

(121)

y que para que se verifique la ecuación de Hamilton-Jacobi se debe cumplir

∂S

∂λ
= −1

2
δ, (122)

entonces podemos escribir la función principal de Hamilton como

S(t, r, θ, φ;λ) = −1

2
δλ+ Et− Lzφ+ Sr(r) + Sθ(θ). (123)

Si sustituimos esta expresión en la ecuación de Hamilton-Jacobi obtenemos

− δ + gµν
∂S

∂xµ

∂S

∂xν
= −δ − ∆

Σ

(
dSr

dr

)2

− 1

Σ

(
dSθ

dθ

)2

+
(r2 + a2)2 − a2∆sin2 θ

Σ∆
E2

− 4Mra

Σ∆
ELz −

∆− a2 sin2 θ

Σ∆sin2 θ
Lz2 = 0,

(124)

donde hemos usado los coeficientes de la métrica inversa (54). A continuación, multiplicamos por Σ =
r2 + a2 cos2 θ y reordenamos, dejando todos los términos que dependen de r a un lado de la igualdad y los
que dependen de θ al otro lado

∆

(
dSr(r)

dr

)2

+ δr2 − (r2 + a2)2

∆
E2 +

4Mra

∆
ELz −

a2

∆
L2
z

= −
(
dSθ(θ)

dθ

)2

− δa2 cos2 θ − a2 sin2 θE2 − 1

sin2 θ
L2
z.

(125)

Esta ecuación se puede reescribir de otra forma que nos resultará de conveniencia más adelante. Sumando
a ambos lados de la igualdad el término a2E2 + L2

z obtenemos

∆

(
dSr(r)

dr

)2

+ δr2 − (r2 + a2)2

∆
E2 +

4Mra

∆
ELz −

a2

∆
L2
z + a2E2 + L2

z

= −
(
dSθ(θ)

dθ

)2

− δa2 cos2 θ + a2 cos2 θE2 − cos2 θ

sin2 θ
L2
z.

(126)

Puesto que el miembro izquierdo solo depende de r y el de la derecha de θ, la única posibilidad para que se
cumpla la igualdad es que ambos miembros sean iguales a una constante C , llamada comúnmente constante
de Carter. Cabe mencionar que, a diferencia de E y Lz, esta nueva constante C no está asociada a ninguna
isometŕıa del espacio-tiempo. Por otro lado, la constante de Carter śı está relacionada con un tensor de Killing
llamado tensor de Killing-Yano. A veces se dice que este tensor es una simetŕıa escondida en Kerr.

Finalmente, usando la constante de Carter, podemos decir que

C =

(
∂Sθ

∂θ

)2

+ δa2 cos2 θ − a2 cos2 θE2 +
cos2 θ

sin2 θ
L2
z

− C = ∆

(
∂Sr

∂r

)2

+ r2δ − 1

∆

[
(r2 + a2)2E2 + a2L2

z − 4MarLzE
]
+ a2E2 + L2

z.

(127)
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Tenemos por tanto que la constante de Carter surge de forma natural como constante de separación al aplicar
el formalismo de Hamilton-Jacobi para la métrica de Kerr. Motivado por las expresiones (127), se pueden
definir las funciones R(r) y Θ(θ) como

Θ(θ) = C + cos2 θ

[
(E2 − δ)a2 − 1

sin2 θ
L2
z

]
R(r) = ∆[−δr2 − (Lz − aE)2 − C ] + [E(r2 + a2)− Lza]

2.

(128)

A continuación, sustituyendo (128) en (127) obtenemos(
dSθ

dθ

)2

= Θ =⇒ ∂Sθ

∂θ
=

√
Θ

(
dSr

dr

)2

=
R

∆2
=⇒ ∂Sr

∂r
=

√
R

∆
.

(129)

Estas igualdades nos permiten expresar la función principal de Hamilton como

S = −1

2
δλ+ Et− Lzφ+

∫ √
R

∆
dr +

∫ √
Θdθ. (130)

Por otro lado, de las ecuaciones (118), (129) y (114), se deduce que

p2θ = (Σθ̇)2 = Θ(θ)

p2r =

(
Σ

∆
ṙ

)2

=
R(r)

∆2
,

(131)

con lo que, despejando llegamos por fin a las componentes θ̇ y ṙ

θ̇ = ± 1

Σ

√
Θ

ṙ = ± 1

Σ

√
R,

(132)

que conforman junto con las ecuaciones de ṫ y φ̇ las ecuaciones diferenciales para el movimiento de una
part́ıcula en el espacio-tiempo de Kerr.

Como vemos, hemos conseguido expresar la función principal de Hamilton en términos de cuatro cons-
tantes: δ, C , L, y E.

A partir de aqúı, la obtención de las ecuaciones del movimiento es directa. Del formalismo de Hamilton
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sabemos que estas vendrán dadas por las parciales de S respecto a las constantes igualadas a cero, es decir

∂S

∂C
= 0 =⇒

∫ θ 1√
Θ
dθ =

∫ r 1√
R
dr

∂S

∂δ
= 0 =⇒ τ = −

∫ θ a2 cos2 θ√
Θ

dθ −
∫ r r2√

R
dr

∂S

∂E
= 0 =⇒ t =

∫ θ a2 sin2 θE√
Θ

dθ −
∫ r 2(r2 + a2)2E − 4MarLz

∆
√
R

dr

∂S

∂Lz
= 0 =⇒ φ = −

∫ θ Lz sin
−2 θ√
Θ

dθ +

∫ r 2a2Lz − 2MarE

∆
√
R

dr

(133)

En general, el movimiento geodésico en el espaciotiempo de Kerr es complejo, ya que las trayectorias que
nos podemos encontrar no tienen formas sencillas. Esto es una gran diferencia con Schwarzschild, donde
llegábamos a unas ecuaciones mucho más simples, ya que cualquier plano de este agujero negro, es un plano
de simetŕıa, de tal forma que todas las trayectorias geodésicas que se obteńıan eran planas.

Figura 8: La imagen se ha obtenido de [7]. Para esta trayectoria geodésica, se ha tomado a = 0,9M , y las
constantes del movimiento L = 2,539, E = 0,969 y C = 6,470.
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9. Geodésicas en el plano ecuatorial

En este apartado calcularemos las ecuaciones de las geodésicas ecuatoriales, es decir, aquellas contenidas
en el plano ecuatorial, que es el único plano de simetŕıa que encontramos en el agujero negro de Kerr. Las
cuentas se simplificaran notablemente, ya que partiremos de la condición θ = π/2.

9.0.1. Ecuaciones de θ̇ y ṙ

Para obtener la ecuación de θ̇ en el plano ecuatorial, comenzamos sustituyendo θ = π/2 en (128)

Θ(θ) = C . (134)

Si ahora consideramos la ecuación del movimiento para θ = π/2 (132) y además tenemos en cuenta que en
θ = π/2 resulta Σ = r2, entonces obtenemos

θ̇ = ± 1

Σ

√
Θ −→ θ̇ = ± 1

r2

√
C . (135)

Es decir, de entre todas las geodésicas que comienzan en el plano ecuatorial, solo aquellas con C = 0 tienen
derivada inicial nula θ̇ = 0 y permanecen en el plano ecuatorial.

Para obtener la ecuación de ṙ, simplemente particularizaremos la ecuación obtenida en el apartado ante-
rior. Para ello, hacemos C = 0 en (128), y obtenemos

R(r) = ∆(−δr2 − (Lz − aE)2) + (E(r2 + a2)− Lza)
2. (136)

Sin más que sustituir este resultado en (132), llegamos a la ecuación deseada

ṙ2 =
1

r4
[
−∆δr2 −∆(Lz − aE)2 + (E(r2 + a2)− Lza)

2
]
, (137)

donde se ha considerado que para θ = π/2 se tiene que Σ = r2. Podemos reescribir la ecuación de ṙ
de una forma más conveniente. Recordando las variables previamente definidas A, B y C (109), podemos
particularizarlas para el caso que nos ocupa haciendo θ = π/2,obteniéndose

A = −gtt = 1− 2M

r

B = gtφ =
2Ma

r

C = −gφφ = r2 + a2 +
2Ma2

r
.

(138)

Se puede demostrar fácilmente que la ecuación del movimiento para ṙ en términos de estas variables es

ṙ2 =
1

r2
(CE2 − 2BLzE −AL2

z)−
δ∆

r2
. (139)

Vemos que queda expresado en función de un polinomio P (E), cuadrático en E, con P (E) = CE2 −
2BLzE −AL2, que tiene por tanto dos ráıces

V± =
BLz ±

√
B2L2 +ACL2

C
=

L

C
(B ±

√
∆), (140)
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donde en la última igualdad se ha usado que AC+B2 = ∆. Consecuentemente, podemos expresar la ecuación
para ṙ como

ṙ2 =
C

r2
(E − V+)(E − V−)−

δ∆

r2

=
(r2 + a2)2 − a2∆

r4
(E − V+)(E − V−)−

δ∆

r2
.

(141)

De esta forma, la ecuación de ṙ queda expresada de forma compacta en términos de los potenciales efectivos
V+ y V−, que de forma expĺıcita se pueden escribir como

V± =
2Mar ± r2

√
∆

(r2 + a2)2 − a2∆
Lz. (142)

9.0.2. Ecuaciones de φ̇ y ṫ

Para obtener estas ecuaciones del movimiento, simplemente particularizamos las ecuaciones generales
(111) imponiendo θ = π/2. Las ecuaciones resultantes son

ṫ =
1

∆

[(
r2 + a2 +

2Ma2

r

)
E − 2Ma

r
Lz

]
φ̇ =

1

∆

[(
1− 2M

r

)
Lz +

2Ma

r
E

]
.

(143)

Como vemos, hemos sido capaces de expresar todas las ecuaciones del movimiento en función de las constantes
del movimiento E y Lz.

9.0.3. Potenciales para geodésicas ecuatoriales

En el apartado anterior hemos obtenido la ecuación diferencial del movimiento ṙ, expresada en términos
de los potenciales efectivos V+ y V−. Cuando estudiamos con detalle el potencial de la ecuación radial (142),
nos percatamos de que se pueden distinguir dos casos según si el parámetro a y la constante Lz sean positivos
o negativos: el caso Lza < 0, donde la part́ıcula test está en contrarrotación con el agujero negro, y el caso
Lza > 0 donde la part́ıcula está en corrotación. Cabe destacar que, si se cambian los signos de a y L, entonces
se intercambian los potenciales V±. Para evitar esta ambigüedad, resulta conveniente redefinir los potenciales
como

V± =
2MLzar ± |Lz|r2

√
∆

(r2 + a2)2 − a2∆
. (144)

Por simple inspección de estos potenciales podemos obtener mucha información sobre los mismos. Para
el análisis próximo, se asumirá que a > 0.

C La desigualdad V+ ≥ V− siempre se cumple.

C Los potenciales se anulan en el infinito, es decir ĺımr→±∞ V±.

C V+ y V− coinciden para ∆ = 0, es decir, en el horizonte de eventos exterior.

∆ = r2 − 2Mr + a2 = 0 ⇐⇒ R+ = M ±
√
M2 − a2. (145)
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En dicha región, el potencial toma el valor

V+(R+) = V−(R+) =
2MR+Lza

(R2
+ + a2)2

, (146)

que es positivo si Lza > 0 y negativo si Lza < 0. Por otra parte, recordando que la velocidad angular
del agujero negro (velocidad angular del horizonte de eventos exterior (79)) es

ΩH =
2MaR+

(R2
+ + a2)2

, (147)

entonces podemos reescribir los potenciales de forma compacta como

V+(R+) = V−(R+) = ΩHLz. (148)

C Si Lza > 0 (órbita en corrotación), entonces V− se hace cero cuando

r
√
∆ = 2Ma ⇐⇒ r2(r2 − 2Mr + a2) = 4M2a2. (149)

Desarrollando esta ecuación se obtiene

r4 − 2Mr3 + a2r2 − 4M2a2 = (r − 2M)(r3 + a2r + 2Ma2) = 0, (150)

es decir, V− se hace cero en r = 2M , que es la distancia radial a la ergosfera en el plano ecuatorial.

C Si Lza < 0 (órbitas en contrarrotación), entonces V+ se anula de forma análoga en r = 2M .

C Se puede demostrar fácilmente que V+ tiene un único máximo y V−, un único mı́nimo.

A continuación, queremos particularizar la ecuación (151) de ṙ para el caso de fotones (δ = 0), ya que
entonces la ecuación diferencial del movimiento ṙ toma una forma particularmente sencilla. Como recorda-
remos, para part́ıculas sin masa δ = 0, y con ello la ecuación radial para las geodésicas ecuatoriales nulas es
simplemente

ṙ2 =
C

r2
(E − V+)(E − V−). (151)

Como ṙ debe ser positivo, y dado C > 0, entonces se debe de cumplir que E < V− o que E > V+, es decir, las
part́ıculas sin masa no podrán tener enerǵıas comprendidas en en intervalo V− < E < V+, que se corresponde
con las zonas sombreadas en las figuras (9) y (10).
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0

Enerǵıas prohibidas

Figura 9: Representación gráfica de los potenciales V+ y V− para el caso corrotatorio. Se han tomado los
valores M = 1, a = 0,8 y L = 1,0. Como vemos, en r → ∞ ambas funciones tienden a cero, luego los
fotones pueden tener cualquier enerǵıa si se encuentran lejos del agujero negro. Según se acercan al horizonte
de eventos, la región de enerǵıas prohibidas, sombreada en azul, se va haciendo cada vez mayor. Por otro
lado, vemos que V− se hace cero en la ergosfera S+ (se hace cero realmente en r = 2M , que coincide con la
ergosfera en el plano ecuatorial) y que ambos potenciales coinciden en el horizonte de eventos exterior R+.

Enerǵıas prohibidas

Figura 10: Representación gráfica de los potenciales V+ y V− para el caso contrarrotatorio. Se han tomado
los valores M = 1, a = 0,8 y L = −1,0. Como se aprecia en la figura, se sigue cumpliendo que V+ > V−. En
esta ocasión, el potencial V+ se anula en la ergosfera S+ y ambos potenciales coinciden en el horizonte de
eventos exterior R+.

Para estudiar las órbitas ecuatoriales de part́ıculas sin masa, nos interesa diferenciar (151) para obtener
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la aceleración

r̈ =
1

2

d

dr

(
C

r2

)
(E − V+)(E − V−)−

C

2r2

[
dV+

dr
(E − V−) +

dV−

dr
(E − V+)

]
. (152)

A continuación evaluamos la aceleración r̈ en los puntos donde la velocidad radial se anula ṙ = 0, es decir,
en E = V+ E = V−

r̈ = − C

2r2
dV+

dr
(V+ − V−) si E = V+

r̈ = − C

2r2
dV−

dr
(V− − V+) si E = V−.

(153)

Considerando que (V+ − V−) = 2|L|
√
∆/C, llegamos a que la aceleración en estos puntos es

r̈ = −|L|
√
∆

r2
dV±

dr
si E = V±. (154)

Ahora podemos clasificar las geodésicas ecuatoriales nulas dependiendo del valor de la constante del movi-
miento E. Se pueden distinguir tres casos distintos: órbitas circulares inestables, captura de fotones y deflexión
de part́ıculas.

Órbitas circulares

Para caracterizar las órbitas circulares, imponemos que r = rmax, donde rmax es la distancia radial del
máximo de la función V+, tanto para el caso corrotatorio como para el contrarrotatorio. Consecuentemente,
ṙ = r̈ = 0.

De la condición ṙ = 0 se extrae que necesariamente E = V+ ó E = V−. En lo que sigue se considerará
solamente el primer caso. Desarrollando la ecuación r̈ = 0 llegamos a

2(L− aE)(Lz(r − 3M) + aE(r + 3M))

r4
= 0, (155)

cuya solución es
Lz

E
= −a

r + 3M

r − 3M
. (156)

Esta solución nos permite discernir entre órbitas corrotatorias (Lza > 0) cuando r < 3M y órbitas con-
trarrotatorias (Lza < 0) cuando r > 3M . La ecuación (156) junto con la condición E = V+ que venimos
considerando, se pueden resumir en

r(r − 3M)2 − 4Ma2 = 0. (157)

De las tres soluciones de la ecuación cúbica, una se descarta por ser menor que el horizonte de eventos ex-
terior. Las otras dos soluciones con sentido f́ısico se corresponden con r = riLR con i = 1, 2, que se conocen
con el nombre de anillo de luz de la métrica de Kerr. Una de las dos soluciones es corrotatoria y la otra
contrarrotatoria. Además, se puede demostrar que ambas órbitas son equilibrios inestables.

Hallar de forma expĺıcita estas dos soluciones resulta complejo, sin embargo, se pueden encontrar soluciones
sencillas para el caso extremal a = M

r
(1)
LR = M

r
(2)
LR = 4M.

(158)

42



10 CONCLUSIONES

La segunda solución es exterior a la ergosfera. Se trataŕıa de un anillo de fotones que conforman una órbita
circular inestable fuera del agujero negro. Por otro lado, la primera solución se encuentra sobre el propio
horizonte de evento exterior, de tal forma que en R+ también podŕıa formarse un anillo de luz.

Si consideramos el caso a = 0, en el que recuperaŕıamos Schwarzschild, la solución que se obtiene es

r
(1,2)
LR = 3M , es decir, un único anillo de luz en el exterior del agujero negro.

Captura de fotones

La captura de fotones ocurriŕıa para un fotón que se acercase desde el infinito con una enerǵıa E >
V+(rmax) y ṙ(∞) < 0. En esta situación, la part́ıcula se aproximaŕıa al agujero negro con velocidad radial
decreciente hasta alcanzar rmax, y después con velocidad creciente hasta alcanzar el horizonte. El número de
vueltas alrededor del agujero negro antes de quedar atrapado, dependerá del valor de L4.

Deflexión de part́ıculas

Seŕıa el caso de un fotón con enerǵıa 0 < E < V+(rmax) y ṙ(∞) < 0. Se aproximaŕıa hasta E = V+(r),
donde ṙ = 0, que es un punto de retorno, ya que la velocidad radial se anula y además se tendŕıa que r̈ > 0,
luego la part́ıcula invertiŕıa su trayectoria y escapaŕıa al infinito.

10. Conclusiones

A lo largo de este trabajo hemos estudiado dos agujeros negros. En primer lugar el de Schwarzschild, el
más sencillo. Resulta ser una solución de vaćıo, esféricamente simétrica, estática y asintóticamente plana. Su
estructura causal es la más simple de entre todos los agujeros negros, ya que nos encontramos únicamente
con un horizonte de eventos y una singularidad en r = 0. La singularidad del horizonte es de coordendas, de
tal forma que śı se puede atravesar en un tiempo finito, aunque solo puede atravesarse en un único sentido,
es decir, es una membrana unidireccional. Este horizonte de eventos resulta ser además una superficie de
corrimiento infinito al rojo.

Por otro lado, las trayectorias geodésicas son relativamente sencillas, ya que al tratarse de una solución
esféricamente simétrica, las trayectorias geodésicas resultan ser planas.

Todo esto es el resultado de que la estructura causal del agujero negro de Kerr es mucho más compleja que
Schwarzschild. Como hemos visto, la métrica de Kerr se origina a partir de un cuerpo en rotación, causando
la pérdida de simetŕıa esférica. Este agujero negro pasa a tener únicamente simetŕıa axial en torno al eje
sobre el que rota y deja de ser estática. Toda esta información viene codificada en el parámetro a, que como
vimos, se relaciona directamente con el momento angular de la solución.

A mayores hemos comprendido que esta nueva métrica no solo curva el espaciotiempo, sino que además
rota, es decir, la métrica presenta un momento angular intŕınseco, que será capaz de inducir una rotación
incluso sobre un observador con momento angular nulo.

El hecho de que la métrica rote y la aparición del parámetro a se traduce en que la expresión de la
métrica es notablemente más compleja, y esto a su vez da lugar a una estructura causal más rica. En este
agujero negro nos encontramos con un total de cuatro superficies notables: dos ergosferas, que coinciden con
las superficies de redshift infinito, y dos horizontes de eventos, aparte de una singularidad anular.
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En lo referente a la ergosfera, hemos visto que además es una superficie de ĺımite estático, a partir de la
cual no puede existir un observador estático, mientras que los horizontes de eventos resultan ser superficies
de ĺımite estacionario.

Por otro lado, hemos podido comprobar que en la solución de Kerr las trayectorias geodésicas son nota-
blemente más complicadas. De manera general, nos encontramos con que el movimiento no es planar, sino
que las trayectorias resultantes son en tres dimensiones y muy complejas. El movimiento recluido a un plano
(plano de simetŕıa θ = π/2) queda relegado a un caso concreto con unas condiciones iniciales determinadas.

Por último, y para una mayor completitud, se ha usado el algoritmo de Newman-Janis para deducir la
expresión de la métrica de Kerr.

44



REFERENCIAS

Referencias
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