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Introducción

En este trabajo, se aborda el estudio de uno de los campos de la física más novedosos
y que, desde las últimas décadas, se encuentra en el foco de investigación de la comunidad
científica: la computación cuántica.

La idea de aprovechar la mecánica cuántica al servicio de la computación surge de la
necesidad de simular sistemas cuánticos complejos. A medida que el tamaño de estos sis-
temas aumenta, la simulación en computadoras clásicas se vuelve inabarcable, según señaló
Feynman en 1982 [1]. En 1985, Deutsch mostró que la computación cuántica, al basarse
en partículas cuánticas, presenta un paradigma radicalmente diferente: las computadoras
cuánticas no sólo son capaces de simular sistemas cuánticos, sino que también poseen la
capacidad intrínseca de realizar ciertas tareas probabilísticas más rápido que cualquier
medio clásico [2].

En este contexto, nuestro enfoque se centra en la aplicación concreta de la computación
cuántica en el ámbito del aprendizaje automático o machine learning. Este campo se en-
cuentra actualmente en pleno auge, impulsado por los notables avances que la inteligencia
artificial ha experimentado durante los últimos años. A grandes rasgos, su propósito fun-
damental es la construcción de máquinas capaces de llevar a cabo la extracción de patrones
y la toma de decisiones basándose en el análisis de datos [3].

Más allá de los conceptos abstractos, en este trabajo proponemos utilizar la física para
llevar a cabo el entrenamiento de dos modelos concretos de machine learning. Reciente-
mente, se ha publicado un resultado que formaliza la equivalencia entre redes neuronales
y circuitos eléctricos, partiendo del paradigma de red tipo Hopfield [4]. Este resultado
establece un diccionario entre ambos mundos y permite construir una máquina analógica
clásica basada en la teoría de circuitos eléctricos para entrenar los modelos de manera más
eficiente. Además, veremos que es posible construir un algoritmo cuántico que resuelva el
mismo problema [5] desde un enfoque que no sólo representa una aplicación práctica de
los principios cuánticos, sino que también sugiere la posibilidad de mejoras significativas
en la eficiencia y el rendimiento del aprendizaje automático.

El primer capítulo ofrece una visión general de la computación cuántica desde su nivel
más elemental y se divide en tres secciones. La primera aborda los fundamentos de este
campo, incluyendo los conceptos clave para su comprensión, como qubit, superposición,
puertas cuánticas...

La segunda sección ofrece algunos ejemplos de fenómenos cuánticos relevantes para la
computación cuántica a la hora de la elaboración de algoritmos. En particular, se analiza
el paralelismo cuántico, el entrelazamiento y la teleportación cuántica.

La última sección del capítulo se centra en algunas aplicaciones conocidas de la compu-
tación cuántica en la actualidad, teniendo en cuenta que se trata de un campo muy reciente
y cuyo verdadero potencial sigue investigándose a día de hoy.
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10 INTRODUCCIÓN

El segundo capítulo ofrece una introducción al machine learning con el fin de contextua-
lizar al lector y que éste tenga a su disposición la información necesaria para comprender el
problema a resolver en el siguiente capítulo. En la primera sección, vemos los fundamentos
del machine learning clásico desde un formalismo matemático, analizando los conceptos
de vectores, modelos y aprendizaje.

La segunda sección muestra dos ejemplos concretos de modelos de machine learning: regre-
sión lineal y support vector machines. Ambos modelos tienen mucha relevancia dentro del
mundo del aprendizaje automático y su entrenamiento será el objeto del siguiente capítulo.

El tercer capítulo aborda el problema de optimización que surge al entrenar los modelos
de machine learning explicados anteriormente, dividiéndose en tres secciones. La primera
ofrece una descripción detallada del problema de optimización analógica que constituye la
fase de entrenamiento de los modelos, junto con la notación que se va a utilizar.

En la segunda sección, se describe una solución clásica a partir de la construcción de una
máquina analógica basada en circuitos eléctricos, de forma que resuelve el problema en su
evolución temporal.

La tercera y última sección del capítulo muestra una máquina alternativa para resolver el
problema de optimización utilizando la computación cuántica como herramienta. Para ello,
se debe establecer previamente un marco de trabajo que permita definir bien el algoritmo
cuántico utilizando los conceptos estudiados en el primer capítulo.

Para finalizar, se ofrecen algunas de las conclusiones a las que se ha llegado a través
de la realización de este trabajo y las posibles futuras líneas de investigación que surgen a
partir de las mismas.



Capítulo 1

Computación cuántica

La computación clásica utiliza la lógica binaria para el tratamiento de datos y almacena
la información en bits (acrónimo de binary digit, dígito binario). Éstos tienen una conexión
muy importante con la física pues, en la mayoría de las tecnologías de la información, los
bits se representan mediante la presencia o ausencia de carga eléctrica. En particular,
se utilizan los electrones de determinadas regiones de una clase concreta de materiales:
los semiconductores (por ejemplo, el silicio). Éstos desempeñan un papel clave en este
contexto ya que, a través de transistores y sus bandas de energía, ofrecen la plataforma
física donde los ceros y unos de los bits encuentran su existencia tangible, lo que revela la
fuerte conexión entre física y computación desde su nivel más elemental.

En general, los ordenadores que se construyen hoy día son de este tipo y son capaces de
abordar una gran cantidad de problemas. Sin embargo, la mecánica cuántica ha abierto
un nuevo camino en la computación: la computación cuántica. Este nuevo campo se sirve
de algunos de los principios fundamentales de la física cuántica para la resolución de
problemas mediante el uso de qubits (acrónimo de quantum bit, bit cuántico) como unidad
fundamental. Este capítulo servirá como introducción a los conceptos fundamentales de
la computación cuántica, sabiendo que es un campo que actualmente sigue en desarrollo
y cuyo alcance tiene una complejidad mucho mayor que la que se puede resumir en este
trabajo.

El esquema que se ha seguido a lo largo de este capítulo ha sido, fundamentalmente, el
proporcionado por [2], pues para muchos es considerada la Biblia en este ámbito y se ha
completado con algunas de las ideas que aparecen en [6], [7], [8] y [9].

1.1. Fundamentos de computación cuántica
1.1.1. Qubits y superposición

Comenzaremos dando la definición de qubit, visto como un objeto matemático abstrac-
to. Al igual que en el caso clásico, donde un bit define un estado que puede ser 0 o 1,
en la computación cuántica se utilizan los qubits. Siguiendo la notación de Dirac, cuyas
propiedades damos por conocidas (véase [6], Secciones 1 y 2), éstos pueden definir un es-
tado |0⟩ o |1⟩, que podríamos considerar como el análogo al estado 0 o 1, respectivamente,
de un bit clásico. La diferencia fundamental entre bits y qubits radica en el concepto de
superposición. Es decir, un qubit |ψ⟩ puede definir un estado resultante de la combinación
lineal de los estados |0⟩ y |1⟩, siendo de la forma

|ψ⟩ = α |0⟩+ β |1⟩ , (1.1)

11
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con α, β ∈ C y bajo la condición de normalización |α|2 + |β|2 = 1. Alternativamente,
podemos considerar que cada qubit es un vector en C2 y {|0⟩ , |1⟩} es una base ortonormal
del espacio de estados computacionales. En adelante, representaremos vectorialmente dicha
base de la forma

|0⟩ =
(
1
0

)
, |1⟩ =

(
0
1

)
. (1.2)

De este modo, ya hemos visto la primera diferencia entre computación clásica y cuántica:
en el caso clásico, cada unidad de información contiene un único estado de los dos posibles
(0 o 1), mientras que en cuántica, cada qubit puede representar uno de los infinitos estados
intermedios entre |0⟩ y |1⟩, generados a partir de combinaciones lineales de los mismos. Sin
embargo, la mecánica cuántica restringe la cantidad de información disponible del estado
cuántico |ψ⟩. Cuando medimos un qubit descrito por (1.1), el estado colapsa y obtenemos
como resultado |0⟩ o |1⟩, con probabilidades |α|2 o |β|2, respectivamente (por lo que se
debe verificar la condición de normalización |α|2 + |β|2 = 1). Es decir, la medición del
estado de un qubit provoca un cambio en el mismo, de forma que pasa de un estado
de superposición a convertirse en el resultado medido, |0⟩ o |1⟩. Se trata de uno de los
postulados fundamentales de la mecánica cuántica.

Tenemos entonces que un qubit puede existir en un espacio continuo de estados intermedios
entre |0⟩ y |1⟩ hasta que es medido. En la literatura, es habitual encontrar la esfera de
Bloch como representación geométrica del espacio que conforman los estados que pueden
aparecer en un qubit (véase la Figura 1.1), de modo que cualquiera de ellos puede escribirse
como

|ψ⟩ = cos
θ

2
|0⟩+ eiφ sin

θ

2
|1⟩ ,

con θ, φ ∈ R. Como apunte, notemos que la base {|0⟩ , |1⟩} no es la única posible. Otra base
ortonormal que conviene conocer es {|+⟩ , |−⟩}, donde |+⟩ = |0⟩+ |1⟩√

2
y |−⟩ = |0⟩ − |1⟩√

2
.

Figura 1.1: Representación de un qubit mediante la esfera de Bloch [2].

Supongamos ahora que tenemos un sistema formado por dos qubits. En el caso clásico,
con dos bits tendríamos cuatro estados posibles: 00, 01, 10 y 11. Análogamente, en mecá-
nica cuántica tenemos una base computacional que viene dada por {|00⟩ , |01⟩ , |10⟩ , |11⟩},
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donde
|xy⟩ = |x⟩ ⊗ |y⟩ , x, y = 0, 1,

y ⊗ denota el producto tensorial. Igual que en el caso anterior, un par de qubits puede
existir en estado de superposición a partir de los cuatro estados anteriores de forma que
el vector que describe el sistema es

|φ⟩ = α00 |00⟩+ α01 |01⟩+ α10 |10⟩+ α11 |11⟩ ,

con αij ∈ C, i, j = 0, 1, y bajo la condición de normalización
∑

i,j |αij |2 = 1. Del mismo
modo, la medición del estado del sistema dará como resultado uno de los estados de la
base (|x⟩ = |00⟩ , |01⟩ , |10⟩ , |11⟩) con probabilidad dada por la amplitud correspondiente
|αx|2 y el estado del sistema justamente después de la medición es |x⟩.
Ahora, supongamos que no medimos los dos qubits simultáneamente sino que lo hacemos
primero sobre el de la izquierda. Tendremos entonces que dicho qubit puede valer |0⟩ con
probabilidad |α00|2 + |α01|2 y el estado justamente tras la medición sería∣∣ψ′〉 = α00 |00⟩+ α01 |01⟩√

|α00|2 + |α01|2
,

donde se ha tenido en cuenta de nuevo que los vectores deben estar normalizados. El caso
en el que el primer qubit da |1⟩ se deduce de forma análoga.
Un ejemplo importante de sistemas formados por dos qubits son los estados de Bell o pares
EPR, que toman la forma

|β00⟩ =
|00⟩+ |11⟩√

2
, |β01⟩ =

|01⟩+ |10⟩√
2

,

|β10⟩ =
|00⟩ − |11⟩√

2
, |β11⟩ =

|01⟩ − |10⟩√
2

.

Éstos tienen la propiedad de entrelazamiento, concepto que aparecerá posteriormente en
este trabajo y al que, de momento, no haremos más referencia.

Para terminar, consideremos un sistema formado por n qubits. De forma análoga al
caso anterior, la base computacional viene dada por estados de la forma

|x1x2 . . . xn⟩ = |x1⟩ ⊗ |x2⟩ ⊗ · · · ⊗ |xn⟩ ,

con xi = 0, 1, i = 1, . . . , n, y ⊗ el producto tensorial. Es decir, cada estado cuántico del
sistema está definido por 2n coeficientes.

1.1.2. Puertas cuánticas
Los ordenadores clásicos están formados a partir de circuitos eléctricos constituidos por

cables y puertas lógicas, de modo que los primeros se encargan del transporte de la infor-
mación y las segundas la manipulan. En cuántica, también encontramos estos conceptos
y, en este apartado, nos centraremos en el análisis de las puertas cuánticas. Suponiendo
que estamos trabajando con la base computacional de un único qubit dada por (1.2), las
puertas cuánticas pueden representarse en forma matricial. Por ejemplo, una puerta NOT
para un bit, cuya definición clásica viene dada por las relaciones 0 → 1 y 1 → 0, toma su
forma cuántica para un qubit mediante la matriz

X ≡
(
0 1
1 0

)
. (1.3)
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Es decir, dado un estado |ψ⟩ definido como (1.1), teniendo en cuenta la notación vectorial
del mismo en la base (1.2) y haciendo actuar la matriz X sobre éste, obtenemos como
resultado el estado

X |ψ⟩ = X (α |0⟩+ β |1⟩) = α |1⟩+ β |0⟩ .

Así pues, las puertas cuánticas para un único qubit vienen dadas por matrices 2 × 2, lo
cual implica un comportamiento lineal de las mismas. Además, con el fin de preservar la
condición de normalización sobre los estados finales, toda matriz U que represente una
puerta cuántica para un qubit debe ser unitaria, es decir, debe cumplir U †U = I, donde
U † representa el adjunto de U e I es la matriz identidad. Esta será la única restricción
que encontraremos sobre las puertas cuánticas.

Otros ejemplos importantes de este tipo de objetos son la puerta Z

Z ≡
(
1 0
0 −1

)
, (1.4)

y la puerta de Hadamard, H, que viene dada por

H ≡ 1√
2

(
1 1
1 −1

)
, (1.5)

cuyas acciones sobre un estado cuántico |ψ⟩ dado por (1.1) son

Z |ψ⟩ = Z (α |0⟩+ β |1⟩) = α |0⟩ − β |1⟩ ,

H |ψ⟩ = H (α |0⟩+ β |1⟩) = α
|0⟩+ |1⟩√

2
+ β

|0⟩ − |1⟩√
2

.

Observemos que, además, se verifica H2 = I.

Se puede demostrar (véase [2]), que toda puerta cuántica U para un único qubit se corres-
ponde con un número finito de rotaciones y reflexiones sobre la esfera de Bloch. Es decir,
la matriz que representa a U puede descomponerse como un producto de rotaciones de la
forma (

cos γ
2 − sin γ

2
sin γ

2 cos γ
2

)
,

y de la puerta que representa la rotación de ángulo β sobre el eje ẑ,(
e−iβ

2 0

0 ei
β
2

)
,

multiplicadas globalmente por la fase eiα, con α, β, γ ∈ R. No obstante, no será necesario
construir estas puertas para valores α, β y γ arbitrarios, sino que sólo se construirán
aproximaciones para ciertos valores concretos de ellos. De este modo, se puede obtener
cualquier puerta cuántica para un único qubit mediante un conjunto finito de puertas
cuánticas. El análogo de esta afirmación para puertas cuánticas de múltiples qubits también
es cierto y es fundamental para la computación cuántica.

Por otro lado, es conocido que existen puertas clásicas, como las de tipo NAND (véase
la Tabla 1.1), que se denominan universales pues toda función sobre bits puede obtenerse
como composición de puertas de este tipo (el análisis de los objetos clásicos se sale de los
objetivos del trabajo pero se puede encontrar más información sobre las puertas lógicas
clásicas en [7]).
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A B A⊕B A B A∧̄B
0 0 0 0 0 1
0 1 1 0 1 1
1 0 1 1 0 1
1 1 0 1 1 0

Tabla 1.1: Tablas lógicas de la puerta XOR (izquierda) y la puerta NAND (derecha).

En el caso cuántico, el ejemplo más importante y similar a la universalidad para varios
qubits es la puerta CNOT (controlled-NOT). Ésta tiene dos qubits como input, el qubit
de control y el qubit objetivo. Podemos ver su representación como circuito en la Figura
1.2, donde la línea de arriba representa al qubit de control y la de abajo, al qubit objetivo.
Notemos que, en este caso, el símbolo ⊕ es el de suma en módulo 2. Su representación
matricial en la base {|00⟩ , |01⟩ , |10⟩ , |11⟩}, que vectorialmente toma la forma

|00⟩ =


1
0
0
0

 , |01⟩ =


0
1
0
0

 , |10⟩ =


0
0
1
0

 , |11⟩ =


0
0
0
1

 , (1.6)

es la que se muestra a continuación

UCN =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0

 , (1.7)

donde UCN es unitaria, luego se verifica la única condición sobre este tipo de operadores.
Así, la acción de este objeto puede resumirse como

UCN |00⟩ = |00⟩ , UCN |01⟩ = |01⟩ , UCN |10⟩ = |11⟩ , UCN |11⟩ = |10⟩ . (1.8)

Figura 1.2: Representación de la puerta CNOT para dos qubits [2].

Como se ha mencionado, se considera que este tipo de puertas son el caso análogo a las
puertas universales clásicas gracias a un resultado que no vamos a demostrar (véase [2],
Sección 4.5): toda puerta cuántica para varios qubits puede descomponerse en puertas
CNOT y de un único qubit.

Además, comparando la tabla lógica de la puerta clásica XOR (véase la Tabla 1.1) con
(1.8), podría considerarse que la puerta CNOT es una generalización cuántica de la puerta
XOR, pese a que esta última no es universal. No es posible encontrar este análogo para
todos los ejemplos clásicos pues existen casos en los que el efecto de una puerta clásica es
irreversible y conlleva una pérdida de información. Mientras tanto, las puertas cuánticas
son siembre invertibles (recordemos que vienen dadas por matrices unitarias), lo cual pone
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de manifiesto una vez más el potencial de la mecánica cuántica dentro de la rama de la
computación.

Por último, supongamos que U es una matriz unitaria arbitraria que actúa sobre n
qubits, de forma que U puede interpretarse como una puerta cuántica sobre éstos. Es
posible definir la puerta controlled-U como una generalización de la puerta CNOT que
ya conocemos. Tal y como puede observarse en la Figura 1.3, dicha puerta tiene un sólo
qubit de control (la línea de arriba con el punto negro) y n qubits objetivo (líneas que
atraviesan la caja U). En particular, si U = X y n = 1, se obtiene la puerta CNOT, ya
analizada anteriormente.

Figura 1.3: Representación de la puerta cuántica controlled-U para n qubits [2].

1.1.3. Circuitos cuánticos
Aunque ya hemos dado los primeros pasos dentro de los circuitos cuánticos (por ejem-

plo, el de la Figura 1.2), vamos a ver con más detalle cómo interpretarlos y su utilidad.
En primer lugar, los circuitos deben leerse de izquierda a derecha. Cada línea del circuito
representa un cable, pero no en el sentido físico de la palabra, sino que simboliza el paso
del tiempo o un cambio de posición en el espacio. Además, por convenio, se asume que el
estado inicial del circuito en la base de estados computacionales es aquel que está formado
únicamente por qubits en el estado |0⟩.

Otro requisito de los circuitos cuánticos es que no pueden ser cíclicos, restricción que no
encontramos en el caso clásico. Tampoco está permitida la operación FANIN, que consiste
en la unión de dos cables de entrada y, por tanto, no es reversible. Lo mismo ocurre con la
operación análoga para la salida, FANOUT, pues la mecánica cuántica no permite realizar
una copia idéntica de un qubit (la demostración de esta afirmación puede encontrarse en
[2], Sección 1.3.5.).

En la Figura 1.4, podemos observar un ejemplo sencillo de un circuito cuántico con dos
qubits. En particular, éste utiliza tres puertas CNOT sucesivas, dando lugar al intercambio
de los estados de los dos qubits. Paso a paso, el efecto del circuito sobre un estado |a, b⟩
de la base de estados computacionales (1.6) es

UCN ÛCNUCN |a, b⟩ = UCN ÛCN |a, a⊕ b⟩ = UCN |a⊕ (a⊕ b), a⊕ b⟩
= |a⊕ (a⊕ b), (a⊕ (a⊕ b))⊕ (a⊕ b)⟩ = |b, a⟩ ,

donde UCN está definida en (1.7), ÛCN es la expresión matricial de una puerta CNOT
como la de la Figura 1.2 en la que se han invertido los papeles de qubit de control y qubit
objetivo, y recordemos que ⊕ denota la suma en módulo 2.

Llegados a este punto, cabe destacar que, dentro del contexto de la computación, es
posible simular todo circuito clásico mediante un circuito cuántico. Esta afirmación puede
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Figura 1.4: Circuito cuántico que intercambia dos qubits (izquierda) y su notación equi-
valente habitual [2].

resultar sorprendente al lector puesto que, como ya hemos mencionado anteriormente, los
elementos cuánticos son siempre reversibles mientras que en el caso clásico puede no ser así.
La clave de esta cuestión es la existencia de una puerta lógica clásica denominada puerta
de Toffoli que, para cualquier circuito clásico, permite obtener un circuito equivalente tal
que sólo se componga de elementos reversibles y su versión cuántica es la que resuelve el
problema. Es decir, un ordenador cuántico puede simular la acción de uno clásico. Para
más detalles sobre esta cuestión se recomienda consultar [2], Sección 1.4.1.

1.1.4. Medidas
La última operación que hemos considerado relevante para este apartado introductorio

es la de medida, que se representa como en la Figura 1.5. Su acción consiste en convertir
un qubit |ψ⟩ = α |0⟩ + β |1⟩ en un bit clásico M = 0 ó 1 con probabilidades |α|2 y |β|2,
respectivamente. Gráficamente, se distingue de un qubit por tener como cable una línea
doble.

Figura 1.5: Representación de la operación de medida en un circuito cuántico [2].

1.2. Ejemplos de fenómenos cuánticos
En esta sección, veremos algunos de los fenómenos más relevantes en computación

cuántica. Éstos son fundamentales para los algoritmos cuánticos, sobre los que no hare-
mos referencia de momento pues en los próximos capítulos analizaremos uno de ellos en
concreto, pero al lector interesado se le recomienda leer [2], [6] y [9], donde aparecen de-
sarrollados algunos algoritmos notables como el de Deutsch, el de Deutsch-Josza o el de
Grover.

1.2.1. Paralelismo cuántico
Un aspecto fundamental en la elaboración de algoritmos cuánticos es el llamado parale-

lismo cuántico. Esta propiedad permite que los ordenadores cuánticos evalúen una misma
función f(x) en distintos puntos x de forma simultánea, sin necesidad de construir varios
circuitos. Veámoslo con un ejemplo: supongamos que tenemos el circuito que se muestra
en la Figura 1.6, con f : {0, 1} → {0, 1} (un sólo bit). El estado resultante será

|ψ⟩ = |0, 0 + f(0)⟩+ |1, 0 + f(1)⟩√
2

=
|0, f(0)⟩+ |1, f(1)⟩√

2
.
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Figura 1.6: Circuito cuántico para visualizar el fenómeno del paralelismo cuántico [2].

Podemos observar que, gracias a la superposición, se está evaluando f para dos valores de
x distintos, al mismo tiempo y mediante un único circuito. Para la generalización al caso
de funciones con un número arbitrario de bits, se utiliza la transformada de Hadamard y
la de Walsh-Hadamard. No entraremos en detalles (véase [2]), salvo decir que la primera
da lugar a la superposición de 2n estados mediante el uso de n puertas.

Ahora, notemos que al medir el estado final, éste colapsa y, por tanto, se necesita dar
un paso más allá para extraer toda la información que nos ofrece el paralelismo cuántico.
Aquí entran en juego los algoritmos cuánticos.

1.2.2. Entrelazamiento
Uno de los fenómenos cuánticos más relevantes para la computación es el entrelaza-

miento. Desde un punto de vista matemático, el espacio de estados formado por N qubits
se genera mediante el producto tensorial de los N espacios de estados de cada qubit por
separado. Se dice que un sistema formado por N qubits y definido por el estado |ψ⟩ es
separable cuando éste puede escribirse como producto tensorial de estados para un único
qubit de la forma

|ψ⟩ = |ψ1 · · ·ψN ⟩ = |ψ1⟩ ⊗ · · · ⊗ |ψN ⟩ ,

y se dice que los estados están entrelazados cuando no es posible llevar a cabo esta fac-
torización. Se trata de una propiedad muy importante a la hora de utilizar algoritmos
cuánticos y puede profundizarse en el tema en [9], Sección 3.3.

Un ejemplo habitual en la literaruta para ilustrar el concepto de estados entrelazados es
el de los ya mencionados estados de Bell o pares EPR. Consideremos el circuito de dos
qubits de la Figura 1.7, formado por una puerta de Hadamard y una puerta CNOT.

Figura 1.7: Circuito cuántico generador de los estados de Bell [2].

Teniendo en cuenta (1.5) y (1.8), se puede comprobar que el estado resultante |βxy⟩ para
cada input |xy⟩ ∈ {|00⟩ , |01⟩ , |10⟩ , |11⟩} es el siguiente

|β00⟩ =
|00⟩+ |11⟩√

2
, |β01⟩ =

|01⟩+ |10⟩√
2

,

|β10⟩ =
|00⟩ − |11⟩√

2
, |β11⟩ =

|01⟩ − |10⟩√
2

,
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que son los conocidos estados de Bell o pares EPR. Como podemos observar estos estados
no son factorizables, de modo que están entrelazados. El valor de esta propiedad proviene
de que las mediciones realizadas en una de las partículas sobre cualquiera de estos estados,
instantáneamente, afectarán el estado de la otra partícula, sin importar la distancia que
las separe, desafiando la intuición clásica. Por ejemplo, si medimos la primera partícula
de |β11⟩ y encontramos que está en el estado |0⟩, entonces la otra partícula se encuentra,
instantáneamente, en el estado |1⟩, a pesar de que ambas posibilidades eran igualmente
probables antes de la medición. Esta correlación intrínseca entre qubits aparentemente
independientes permite ciertas ventajas a la hora de realizar cálculos simultáneos.

1.2.3. Teleportación cuántica

La teleportación cuántica es un fenómeno que permite el traslado de estados cuánticos
sin necesidad de un canal de comunicación cuántico, aunque sí se requiere un canal clásico.
Habitualmente, esta técnica se ilustra mediante el siguiente ejemplo (para verlo con más
detalle, se recomienda leer [2], Sección 1.3.7 y [6], Sección 6.4).

Supongamos que Alice y Bob son dos conocidos, cada uno de ellos con uno de los qubits
que componen un estado de Bell, pero ahora se encuentran separados, no pueden verse.
El objetivo de Alice es conseguir enviar un qubit |ψ⟩ a Bob, con la restricción de que ni
siquiera ella sabe cuál es la forma del estado del qubit en cuestión y, además, sólo puede
enviar información clásica a Bob.

Aunque parezca complicado, la teleportación cuántica permite que Alice logre su objetivo.
El proceso es el que se detalla a continuación: Alice hace interactuar al qubit |ψ⟩ con el que
tiene procedente del estado de Bell y mide ambos, obteniendo uno de los cuatro resultados
clásicos posibles: 00, 01, 10 o 11. Ahora, ella envía esta información a Bob y, según el
mensaje que éste reciba, Bob llevará a cabo una operación de cuatro posibles sobre su
qubit correspondiente del estado de Bell. Concretamente, la operación es ZM1XM2 , donde
X y Z son las puertas definidas en (1.3) y (1.4), respectivamente, y M1 y M2 son las
medidas obtenidas sobre el qubit |ψ⟩ y el de Alice, respectivamente, De este modo, es
posible que Bob recupere el estado original |ψ⟩. El circuito correspondiente sería el que se
muestra en la Figura 1.8.

Figura 1.8: Circuito cuántico para la teleportación de un qubit. Las dos líneas superiores
se corresponden con el sistema de Alice y la inferior, al de Bob [2].

Sin entrar en más detalle sobre este fenómeno, conviene recalcar que la teleportación
cuántica no puede producirse a mayor velocidad que la de la luz (lo que implicaría la
posibilidad de enviar información hacia el pasado), pues para concluir la teleportación,
Alice debe enviar a Bob el resultado que ha obtenido tras su medida mediante un canal
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de comunicación clásico, el cual se encuentra limitado por la velocidad de la luz. Otro
aspecto importante es que, aunque parezca que se está creando una copia del estado |ψ⟩
(ya mencionamos anteriormente que esto no estaba permitido), en realidad, el único qubit
que queda en el estado |ψ⟩ tras la teleportación es el de Bob, mientras que el original
queda como |0⟩ o |1⟩.

La teleportación cuántica pone de manifiesto la equivalencia de diferentes recursos
cuánticos mostrando que, en algunos casos, una combinación específica de entrelazamien-
to cuántico y comunicación clásica puede ser tan efectiva como el envío directo de infor-
mación cuántica. En particular, el uso de una pareja EPR junto con dos bits clásicos de
comunicación es al menos tan efectivo como utilizar un qubit de comunicación. Este tipo
de observaciones tiene implicaciones importantes en el diseño de algoritmos cuánticos y
en la comprensión de cómo se pueden utilizar los recursos cuánticos de manera eficiente.

1.3. Aplicaciones de la computación cuántica
Existen ejemplos de algoritmos cuánticos como el de Deutsch–Jozsa que ponen en

evidencia la mayor eficiencia de la computación cuántica para resolver ciertos problemas
computacionales frente a los límites que encontramos en los ordenadores clásicos, lo que
podría llevar a pensar en una supremacía cuántica. Sin embargo, es común que los pro-
blemas que se pueden resolver mediante estos algoritmos no sean de verdadero interés.
Aquí mostraremos tres tipos de algoritmos cuánticos que suponen una ventaja frente a las
alternativas clásicas y que son realmente útiles en sus aplicaciones:

La primera clase de algoritmos que vamos a considerar es la de aquellos basados en
versiones cuánticas de la transformada de Fourier. Como sabemos, la transformada
de Fourier clásica tiene un gran número de aplicaciones en las distintas ramas de
la ciencia, dando una versión de los problemas que a menudo es más sencilla de
resolver que la original. Del mismo modo, es posible utilizar la transformada de
Fourier cuántica para resolver de manera eficiente problemas que no pueden ser
atacados eficazmente por una computadora clásica. Un ejemplo sería el algoritmo de
Shor para la resolución de problemas de factorización.

En segundo lugar, consideramos los algoritmos cuánticos de búsqueda o quantum
search algorithms. Éstos resuelven el siguiente problema: dado un espacio de bús-
queda de tamaño N del que no sabemos nada sobre la estructura de la información
que hay en él, queremos encontrar en dicho espacio un elemento que satisface una
propiedad conocida. Mientras que una computadora clásica requiere N operacio-
nes aproximadamente para la resolución de este problema, un algoritmo cuántico
de búsqueda puede hacerlo con unas

√
N operaciones, lo cuál tiene gran interés de

aplicación en una importante variedad de problemas.

Otra rama de la computación cuántica de interés en las aplicaciones es la simulación
de sistemas cuánticos que no pueden ser simulados de forma eficiente por ordenadores
clásicos. Este es un problema muy importante en varios campos, como la química
cuántica, donde las restricciones de los ordenadores clásicos dificultan la simulación
adecuada del comportamiento de moléculas con un tamaño relativamente moderado
y la complicación se amplifica notablemente a la hora de tratar con moléculas grandes
como las que aparecen en multitud de procesos biológicos.

Es importante entender que la computación cuántica es un campo que aún se encuentra
en desarrollo y queda mucho por investigar, por lo que no podemos dar una respuesta clara
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sobre el verdadero potencial que tiene. Actualmente, existen varias líneas de investigación
orientadas a la aplicación de la computación cuántica sobre el aprendizaje automático.
Esta nueva rama de la ciencia recibe el nombre de quantum machine learning.

En lo que resta de trabajo, el objetivo es mostrar la utilidad de la computación cuántica
(y, en general, la física en su totalidad) como herramienta a la hora de resolver problemas
matemáticos en los que, a priori, no vemos que pueda existir una interpretación física de los
mismos. Siendo más concretos, en los siguientes capítulos, vamos a centrarnos en resolver
un problema de optimización común dentro del contexto del aprendizaje automático clásico
y veremos que es posible abordarlo mediante algoritmos cuánticos.



22 CAPÍTULO 1. COMPUTACIÓN CUÁNTICA



Capítulo 2

Aprendizaje automático

En este capítulo, vamos a definir algunos de los conceptos clave en torno a otro campo
que también se considera de los más relevantes del panorama científico actual: el apren-
dizaje automático o machine learning. El objetivo no es profundizar en esta rama de la
ciencia, sino comprender las nociones básicas de la misma para contextualizar el proble-
ma que se va a resolver en el siguiente capítulo utilizando técnicas basadas en principios
físicos.

La estructura del capítulo se basa en la que encontramos en [3], pues ofrece las nociones
básicas sobre el aprendizaje automático formalizadas matemáticamente. Para profundizar
más en el tema, también se recomienda leer [10] y [11].

2.1. Fundamentos de machine learning clásico

El aprendizaje automático es una de las ramas de la inteligencia artificial que trata
el desarrollo de técnicas y algoritmos para que un ordenador sea capaz de aprender pa-
trones y tomar decisiones, sin estar programado explícitamente para ello. Así pues, éstos
no deben seguir una serie de instrucciones concretas, sino que los sistemas resultantes de-
ben utilizar modelos matemáticos parametrizados que se ajusten a un conjunto de datos
conocido, de forma que puedan predecir resultados sobre datos futuros. Decimos que se
trata de un aprendizaje, entendiéndolo como una forma de encontrar patrones y estructu-
ras en los datos automáticamente, mediante la optimización de parámetros. La cantidad
de aplicaciones que se pueden encontrar para el machine learning es innumerable, desde
predicciones financieras hasta diagnósticos médicos para la predicción de tumores pasando
por las recomendaciones de Netflix para la próxima película que podría gustarte.

Dentro del contexto del aprendizaje automático, existen tres aspectos fundamentales:
los datos, el modelo y el aprendizaje.

2.1.1. Los datos

En primer lugar, asumiremos que los datos con los que trabajamos ya se encuentran
representados numéricamente y que son legibles para un ordenador clásico. Por ejemplo,
en el caso de un conjunto de datos (o dataset) como el de la Tabla 2.1, cada fila representa
un caso particular y cada columna es una característica concreta.

La elección de las características que van a determinar el modelo y la representación
numérica de éstas son de vital importancia, por lo que el conocimiento del área para el

23
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Nombre Género Nivel universitario Código postal Edad Salario anual (€)
Aditya M MSc W21BG 36 89563

Bob M PhD EC1A1BA 47 123543
Chloé F BEcon SW1A1BH 26 23989

Daisuke M BSc SE207AT 68 138769
Elisabeth F MBA SE10AA 33 113888

Tabla 2.1: Ejemplo ficticio de datos que no se encuentran en formato numérico [3].

que se está trabajando suele ser fundamental para lograr resultados fiables. En la Tabla
2.2, se pueden ver los datos de la Tabla 2.1 en un formato numérico.

Género Nivel univ. Latitud (grados) Longitud (grados) Edad Salario anual (miles €)
-1 2 51.5073 0.1290 36 89.563
-1 3 51.5074 0.1275 47 123.543
+1 1 51.5071 0.1278 26 23.989
-1 1 51.5075 0.1281 68 138.769
+1 2 51.5074 0.1278 33 113.888

Tabla 2.2: Ejemplo ficticio de datos (véase Tabla 2.1) convertidos en formato numérico [3].

El siguiente paso es el de normalización y escalado de los datos (por columnas), de forma
que tengan media 0 y varianza 1. En adelante, supondremos que los datos ya se encuentran
en este formato y cada input, es decir, cada fila, la denotaremos como xn ∈ X ⊆ RD,
n = 1, . . . , N , siendo N el número total de ejemplos o puntos de los que se dispone y D el
número de características de las que se tiene información.
Siguiendo con el ejemplo de la Tabla 2.2, consideremos ahora el problema concreto de
predecir el salario anual en función de la edad. En este caso, cada punto xn ∈ X ⊆ R (la
edad) lleva asociada una etiqueta yn ∈ Y ⊆ R (el sueldo). Así pues, en este caso, el dataset
viene dado por un conjunto de pares etiquetados {(x1, y1), . . . , (xN , yN )} ⊂ X × Y . Esta
representación vectorial permite el uso del álgebra y la geometría lineales para facilitar la
resolución de este tipo de problemas.

Llegados a este punto, podemos distinguir tres tipos de problemas de aprendizaje au-
tomático: aprendizaje supervisado, aprendizaje no supervisado y aprendizaje por refuerzo.
El primero trabaja con datos etiquetados (xn,yn) ∈ X × Y ⊆ RD × RK y su objetivo
es encontrar un modelo tal que sea capaz de predecir un output y para un nuevo input
desconocido x /∈ X. El caso anterior de predecir el salario en función de la edad es un
ejemplo de este tipo.
El aprendizaje no supervisado trata con conjuntos datos no etiquetados, es decir, el dataset
se compone de vectores xn ∈ X que no llevan asociada ninguna categoría como las que
anteriormente hemos denotado por yn ∈ Y . Bajo estas circunstancias, la finalidad de los
modelos es encontrar patrones o estructuras intrínsecas (por ejemplo, clusters) a partir
de los datos conocidos. Un ejemplo de este tipo de problemas podría ser la agrupación
automática de fotos similares en un teléfono móvil.
Por último, el aprendizaje por refuerzo es una variante del aprendizaje supervisado que,
en lugar de una etiqueta, recibe un feedback o refuerzo. Este caso es habitual cuando el
modelo creado debe tomar decisiones que pueden afectar al siguiente input y, mediante un
proceso de prueba-error, el modelo aprende qué acción debe realizar y cuándo para lograr
ciertos objetivos. Por ejemplo, un ordenador programado para aprender a jugar al ajedrez
mediante partidas reales.
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2.1.2. El modelo
Una vez ya tenemos los datos en el formato vectorial adecuado, el siguiente paso

consiste en la construcción del modelo o predictor que dé resultados para datos de entrada
desconocidos. Es decir, que al recibir un input concreto (bajo la notación anterior, un
nuevo vector de características x /∈ X, x ∈ RD), éste sea capaz de producir un output
y ∈ Y ⊂ RK adecuado. En adelante, supondremos que los outputs son escalares, es decir,
K = 1. Siguiendo con el ejemplo dado por las Tablas 2.1 y 2.2, véase la Figura 2.1, donde
necesitamos un mecanismo para hallar el sueldo de una persona de 60 años sin tener ningún
ejemplo conocido de la misma edad.

Figura 2.1: Representación de los datos de entrenamiento (xn, yn), mostrando el salario en
función de la edad para los datos conocidos de la Tabla 2.2. En este ejemplo, el objetivo
sería predecir el sueldo de una persona de 60 años (x = 60), marcado mediante la línea
discontinua roja [3].

Existen dos enfoques a la hora de trabajar con un predictor: determinista o probabilista.

En el caso determinista, se utiliza un modelo paramétrico tal que se predice el output
y a partir de una función f : RD×RL → R con y = f(x,ω), siendo ω ∈ RL el vector
de parámetros. Dicha función puede aproximarse por su desarrollo en serie de Taylor
en torno a ω = 0 y, truncando a su primer orden no trivial, da lugar a la regresión
lineal múltiple

y = ω · ϕ(x) + b, (2.1)
donde b ∈ R es el denominado sesgo o bias y la función ϕ : X → Z, Z ⊂ RL

se denomina mapa de características. Notemos que el apellido lineal se refiere a la
relación entre y y ω. En lo que sigue, tomaremos b = 0 sin pérdida de generalidad
puesto que podemos extender el vector de características mapeadas de la forma
ϕ(x) = (ϕ0(x), ϕ1(x), . . . , ϕL(x)) y el de parámetros como ω = (ω0, ω1, . . . , ωL), con
ϕ0(x) = 1 y ω0 = b.

Para un predictor probabilista, se tiene un vector aleatorio X y una variable aleatoria
Y , de modo que las características x y los outputs y son realizaciones de los mismos,
respectivamente. En este caso, el modelo paramétrico viene dado por la distribución
de probabilidad condicionada con función de densidad P (y|x,ω), donde aparecen los
parámetros ω ∈ RL. Es habitual considerar que el vector aleatorio está formado por
variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas.
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2.1.3. El aprendizaje
El aprendizaje en el contexto del machine learning consiste en encontrar un modelo y

sus parámetros correspondientes de forma que el predictor resultante actúe adecuadamente
sobre datos desconocidos. Para ello, en primer lugar tomaremos un subconjunto del dataset
del que se dispone y, a partir del mismo, realizaremos el entrenamiento del modelo con el fin
de estimar los parámetros más apropiados. A continuación, utilizaremos el subconjunto
de datos que aún no ha sido procesado por el modelo (conjunto test) y servirán para
comprobar la eficacia del mismo. Por último, se lleva a cabo la selección del modelo que
se considera mejor entre los que se han podido obtener en las anteriores fases. En este
trabajo, nos vamos a enfocar en el entrenamiento de los modelos pero se recomienda la
lectura de [3] para profundizar en el resto de etapas.

Vamos a centrarnos en el caso de tener un dataset de entrenamiento etiquetado dado
por D = {(x1, y1), . . . , (xN , yN )} ⊂ X × Y ⊂ RD × R. Como ya se ha mencionado pre-
viamente, entrenar un modelo equivale a estimar los parámetros ω de f o P , según si lo
hacemos desde una perspectiva determinista o probabilista. Para ello, se debe llevar a cabo
un proceso de optimización de forma que los valores que se obtienen para los parámetros
ω minimicen la distancia entre el resultado dado por el predictor para las características
xi ∈ X, i = 1, . . . , N , y su etiqueta correspondiente yi, i = 1, . . . , N .

Dentro del caso probabilista, se puede definir la función de probabilidad L como

L(ω) =

N∏
i=1

P (yi|xi,ω), (2.2)

y sirve para medir la verosimilitud de realizaciones concretas de la variable aleatoria con-
dicionada Y |X. El proceso de optimización en este caso consiste en maximizar (2.2) o,
alternativamente (véase [3]), se puede definir el problema de minimización equivalente

mı́n
ω

(− logL(ω)) . (2.3)

Si nos situamos en un contexto determinista, podemos definir la función error cuadrático
medio a partir de los elementos de D como

ϵ(ω) =
1

N

N∑
i=1

(f(xi,ω)− yi)
2 , (2.4)

de forma que el entrenamiento consiste de nuevo en un proceso de minimización

mı́n
ω
ϵ(ω). (2.5)

Así pues, a partir de ahora podemos continuar sin especificar el enfoque desde el que
estamos considerando el predictor pues, tanto en el caso probabilista como en el deter-
minista, la fase de entrenamiento consiste en el proceso de minimización ((2.3) o (2.5),
respectivamente) de una función φ(ω) definida por (2.2) o por (2.4), según el caso.

A continuación, presentamos el algoritmo de descenso del gradiente como método para
resolver el problema de minimización de φ(ω). Se construye tomando un primer vector ω0

de forma aleatoria y, para s ≥ 0, se tiene la relación de recurrencia

ωs+1 = ωs − γs∇φ(ωs), (2.6)
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donde γs ∈ R es la denominada learning rate y puede ser la misma en todos los pasos.
Como podemos observar, este algoritmo genera una secuencia de vectores de parámetros
de manera que los modifica avanzando hacia un mínimo local de la función φ(ω) por su
pendiente más abrupta y γs ajusta la intensidad de la actualización en dicha dirección
(véase [3]).
Observemos que no siempre llegaremos a un mínimo local mediante este procedimiento
(por ejemplo, si γs es demasiado grande podríamos estar oscilando infinitamente alrededor
de un mínimo local sin llegar a alcanzarlo nunca). También puede ocurrir que el tamaño de
D sea demasiado grande y que se produzcan problemas de eficiencia a nivel computacional.
Para solventarlo, se utilizan variaciones del método como el algoritmo de descenso del
gradiente estocástico, que toma subconjuntos aleatorios de D. Por último, notemos que
siempre que la función φ(ω) sea convexa, todos los mínimos locales también serán globales,
de modo que el algoritmo puede llegar a converger a la solución global (véase [3]). Los
casos que vamos a estudiar en este trabajo cumplen esta condición.

Podemos considerar también una versión en tiempo continuo de (2.6) que consiste en
el problema de valor inicial de una ecuación diferencial de primer orden para una función
ω : T ⊆ R → W ⊆ RL de la forma

dω(t)

dt
= −γ(t)∇φ(ω(t)), (2.7)

con valor inicial ω(0) un vector aleatorio. Este algoritmo recibe el nombre de algoritmo de
flujo del gradiente. Notemos que la versión discreta del algoritmo descrita en (2.6) puede
ser implementada en un computador digital usual. Sin embargo, no puede hacerse directa-
mente para el caso continuo (2.7), salvo si se recupera (2.6) discretizando el problema. En
este trabajo, desarrollaremos distintas métodos para construir una máquina analógica que
resuelva el problema de optimización en tiempo continuo (2.7), al que nos referiremos en
adelante como problema de optimización analógica. En primer lugar, lo haremos mediante
la teoría clásica de circuitos y, a continuación, utilizaremos los conceptos del Capítulo 1
para armar un algoritmo cuántico que resuelva el problema en cuestión.

2.2. Ejemplos de modelos de machine learning
En este apartado, analizamos dos modelos fundamentales dentro del aprendizaje au-

tomático: regresión lineal y support vector machines (SVM). En ambos casos, lo hacemos
desde una perspectiva determinista.

2.2.1. Regresión lineal
Dado un conjunto de datos etiquetados D = {(x1, y1), . . . , (xN , yN )} ⊂ X × Y ⊂

RD × R, el método de regresión lineal estima el vector de parámetros ω ∈ RD de forma
que para un nuevo valor x /∈ X, la predicción correspondiente es

y = f(x,ω) = ω · x. (2.8)

Como podemos observar, (2.8) es un caso particular de (2.1) con L = D pero podría gene-
ralizarse el método intercambiando x por ϕ(x) y, como hemos explicado anteriormente,
añadiendo un sesgo b.
Para entrenar este modelo, utilizamos el error cuadrático medio (2.4) para f(x,ω) = ω ·x,
dando lugar a una función cuadrática positiva. Tenemos entonces que resolver el siguiente
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problema de optimización

mı́n
ω

(
1

N

N∑
i=1

(ω · xi − yi)
2

)
, (2.9)

cuya solución analítica es
ω = (XXt)−1Xy, (2.10)

donde X = (x1 · · ·xN ) ∈ RD×N es la matriz cuyas columnas son los vectores de caracte-
rísticas ordenados de D e y = (y1, . . . , yN )t ∈ RN es el vector columna formado por las
etiquetas de D. Es claro que XXt debe ser invertible.

La solución (2.10) puede generalizarse para el caso de un modelo que viene dado por
y = f(x,ω) = ω · ϕ(x). La expresión de la solución en este caso es

ω = (ΦΦt)−1Φy,

donde Φ = (ϕ(x1) · · ·ϕ(xN )) ∈ RD×N es la matriz cuyas columnas son los vectores de
salida del mapa de características correspondiente. Igual que antes, se requiere que ΦΦt

sea invertible.

2.2.2. Support vector machines (SVM)
Este modelo sirve para tratar con problemas de clasificación binaria donde el conjunto

de datos D = {(x1, y1), . . . , (xN , yN )} ⊂ X × Y ⊂ RD × R tiene la peculiaridad de que
Y = {−1,+1}. El objetivo es encontrar un plano π = {x ∈ RD : ω · x+ b = 0} ⊂ RD que
sirva como frontera entre los datos etiquetados con y = −1 y los que tienen la etiqueta
y = +1. Notemos que aquí ω representa el vector normal al plano π.
Ahora, suponiendo que ya tenemos dicho plano, como se trata de una superficie orienta-
ble, podemos utilizar la siguiente función de clasificación como predictor para una nueva
muestra desconocida x /∈ X

y = sgn(ω · x+ b).

Sin entrar en detalles, el problema de optimización a resolver es el denominado problema
primigenio

mı́n
ω,b

(
1

2
∥ω∥2 : yi · (ω · xi + b) ≥ 1, ∀(xi, yi) ∈ D

)
, (2.11)

donde no sólo hay que minimizar una función sino que, además, se tienen N restricciones.
El teorema de Karush-Kuhn-Tucker ([3]) garantiza la existencia de constantes no negativas
α1, . . . , αN tales que el problema (2.11) equivale al siguiente

mı́n
ω,b

(
1

2
∥ω∥2 +

N∑
i=1

αi (1− yi · (ω · xi + b))

)
. (2.12)

Se puede considerar una versión dual del problema (2.12) de la forma

mı́n
α

1

2

N∑
i,j=1

Qijαiαj −
N∑
i=1

αi : α · y = 0, αi ≥ 0

 , (2.13)

con Qij = yiyjxi ·xj , i, j = 1, . . . , N . Una vez resuelto el problema dual (2.13), la solución
del problema primigenio viene dada por

ω =
∑
i∈S

αiyixi, b =
1

|S|
∑
i∈S

(yi − ω · xi) ,
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donde S = {i ∈ {1, . . . , N} : αi ̸= 0}.

De forma análoga a lo que se hizo en el modelo anterior, podemos generalizar este
resultado al caso de buscar un plano π = {x ∈ RD : ω · ϕ(x) + b = 0} ⊂ RD. Este
caso puede darse cuando el conjunto de características {xi}Ni=1 ⊂ X no sea linealmente
separable pero {ϕ(xi)}Ni=1 sí lo sea. El problema de optimización dual es entonces

mı́n
α

1

2

N∑
i,j=1

Q′
ijαiαj −

N∑
i=1

αi : α · y = 0, αi ≥ 0

 ,

con Q′
ij = yiyjϕ(xi) · ϕ(xj), i, j = 1, . . . , N .

No vamos a entrar en más detalles sobre el machine learning pues se sale de los objetivos
de este trabajo, pero la información expuesta y los recursos recomendados son suficientes
para comprender el valor que tiene la fase de entrenamiento en la construcción de modelos.
En el siguiente capítulo, veremos cómo la física puede jugar un papel crucial en la búsqueda
caminos que nos permitan llevar a cabo esta tarea de manera eficiente pese a que, en
principio, no veamos una relación directa entre ambas ramas de la ciencia.
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Capítulo 3

El problema de optimización

En este capítulo, mostraremos una alternativa para la resolución de un problema de
machine learning clásico utilizando la física como instrumento. En concreto, vamos a cen-
trarnos en los problemas de optimización del modelo de regresión lineal (2.9) y el de SVM
(2.13), incluyendo sus versiones utilizando mapa de características descritas en la Sec-
ción 2.2. Es habitual que la fase de entrenamiento sea la que requiera más tiempo en su
ejecución y la búsqueda de caminos más eficientes para llevarla a cabo es un tema que
actualmente se está investigando. En este trabajo, el objetivo es construir un sistema físi-
co cuya dinámica se rija por (2.7) de forma que, tras un tiempo lo suficientemente largo,
éste nos proporcione los valores de los parámetros adecuados ω tras el entrenamiento del
modelo en cuestión. Comenzaremos con un breve análisis del problema de optimización
y será resuelto en las secciones sucesivas a través de dos alternativas, una clásica y otra
cuántica.

Las principales fuentes que se han utilizado para el desarrollo del capítulo son [3], [4], [12],
[13], [14] y [5].

3.1. Descripción del problema
En primer lugar, generalizamos las optimizaciones (2.9) y (2.13) a partir de una función

φ : Q ⊂ Rm −→ R de la forma

φ(q) =
1

2

m∑
i,j=1

Λijqiqj −
m∑
i=1

piqi, (3.1)

donde la matriz Λ = (· · ·Λij · · · ) ∈ Rm×m y el vector columna p = (· · · pi · · · )t ∈ Rm están
fijos. En la Tabla 3.1, se encuentra el resumen de la notación de cada modelo, utilizando en
ambos casos la versión general con mapa de características. Observemos que en el modelo
de regresión se tiene m = D mientras que para SVM, m = N . También se utiliza la
notación e = (1, . . . , 1)t ∈ RN y Ψ = ΦY con Y = diag(y).

mı́nφ q Λ p

Regresión ω ΦΦt Φy

SVM α (ΦY)tΦY e

Tabla 3.1: Resumen de la notación en los problemas de optimización de la regresión lineal
y de SVM según la ecuación general (3.1).

31
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Ahora, podemos abordar estos problemas en su versión analógica mediante el algoritmo
del flujo del gradiente (2.7) aplicado a la función φ. Según (3.1), dicho algoritmo toma la
forma

dq(t)

dt
= −γ (Λq(t)− p) , (3.2)

con valor inicial q(0) un vector aleatorio y learning rate γ > 0 constante. La solución
analítica de (3.2) viene dada por

q(t) = exp(−γΛt)q(0) + (I − exp(−γΛt))Λ−1p, (3.3)

y, tomando el límite cuando t → ∞ en (3.3) y teniendo en cuenta que Λ es una matriz
definida positiva, obtenemos la solución estacionaria q∗ de (3.2)

q∗ = Λ−1p. (3.4)

En la práctica, se puede dar una estimación de un tiempo finito para el que la máquina
podría entrenar el modelo en cuestión. Dicho tiempo viene dado por el máximo tiempo
propio de decaimiento τ = (γλµ)

−1, donde λµ es el menor autovalor de Λ.
Observemos que q∗ y τ no dependen en ningún caso del vector inicial q(0) y, además,
q∗ también es independiente del valor γ. Sin embargo, el tiempo τ es inversamente pro-
porcional al learning rate, de modo que cuanto mayor sea dicha constante, más rápido se
producirá el entrenamiento.

En las siguientes secciones, analizaremos las alternativas que ofrece la física para re-
solver este problema siguiendo un camino clásico y otro cuántico.

3.2. Máquina analógica clásica
Veamos ahora cómo construir una máquina analógica que codifique el problema de

optimización analógico obtenido a partir del algoritmo de flujo de gradiente resumido en
(3.2).
En [4], se trata con un modelo de tipo red neuronal recurrente (RN), cuya versión en tiempo
continuo es implementada por una red eléctrica (RE). Es decir, existe una equivalencia
RN ≃ RE. Aquí, desarrollaremos cómo utilizar esa arquitectura circuital para codificar la
ecuación diferencial (3.2), por lo que nos respaldaremos en [12] y [13] para el desarrollo de
esta sección.
Es importante entender que las redes neuronales recurrentes son modelos de machine
learning distintos a los que hemos visto hasta ahora y su análisis se sale de los objetivos
del trabajo. La clave es que la ecuación de evolución de estas redes tiene la misma forma
que (3.2), por lo que podemos seguir la metodología desarrollada en [4] para estudiar el
caso que nos ocupa.

La Figura 3.1 muestra la topología general de la red eléctrica que se va a utilizar.
Se trata de m dipolos {Nk}mk=1 conectados a una red central N , denominada red de
interacción.
Para analizar la arquitectura de los dipolos, utilizaremos la representación en tensiones
de los mismos (véase la Figura 3.2), aunque también podría hacerse mediante su versión
dual, que utiliza corrientes e inductancias ([12], [13]). Así, cada dipolo Ni se compone de
un capacitor Ci y un generador de corriente Ji, conectados a una red de m puertas. En
cada una de ellas, entra una corriente Ii, de forma que todos los terminales bi se conectan
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Figura 3.1: Representación del circuito eléctrico que se utiliza para la optimización ana-
lógica. Éste se compone de m dipolos eléctricos Nk interconectados a través de la red de
interacción N [4].

a la misma referencia (es decir, el potencial nulo). La diferencia de potencial entre el
par de terminales ai y bi se denota por Vi, que es a su vez la diferencia de potencial del
condensador Ci del dipolo Ni.

Figura 3.2: Esquema del i-ésimo dipolo conectado a la red central de interacción N .

Aplicando la segunda ley de Kirchoff (véase [12], [13]) sobre el nodo ai, se tiene que
ICi + Ii = Ji, con ICi = Ci

dVi
dt

. Es decir, para cada i = 1, . . . ,m se verifica

Ci
dVi
dt

= −Ii + Ji. (3.5)

Ahora, nuestro objetivo es que cada tensión Vi se corresponda con la componente i-ésima
del vector de parámetros q del problema de optimización analógico, por lo que la expresión
(3.5) deberá adoptar la forma de (3.2). Para ello, lo único que falta es tener una relación
lineal entre Ii y cada una de las diferencias de potencial {V1, . . . , Vm}, es decir, que se
cumpla

Ii =
m∑
j=1

GijVj , (3.6)



34 CAPÍTULO 3. EL PROBLEMA DE OPTIMIZACIÓN

para ciertos valores constantes Gij , i, j = 1, . . . ,m. Esto puede sintetizarse mediante un
circuito multiplicador como el que se muestra en la Figura 3.3, donde Gij denota cada
conductancia. Éste se corresponde con la red de m puertos denotada por N en la Figura
3.1. Recordemos que la matriz de conductancias contiene los valores de la resistencia
inversa entre los nodos de entrada y salida, de forma que cada elemento de la matriz
representa la conductancia entre un par de nodos específicos. Así, cada señal de salida
es una combinación lineal de las señales de entrada ponderadas por las conductancias
correspondientes (véase [12], [13]).

Figura 3.3: Circuito multiplicador matricial de un vector de m componentes a otro de n
componentes, sintetizado mediante una matriz de conductancias m× n.

Uniendo (3.5) y (3.6) en un formato matricial, obtenemos la siguiente ecuación diferencial

dv

dt
= −c−1Gv + c−1J, (3.7)

con v = (V1, · · · , Vm)t ∈ Rm, c = diag (C1, · · · , Cm) ∈ Rm×m, G = (· · ·Gij · · · ) ∈ Rm×m

y J = (J1, · · · , Jm) ∈ Rm. Si comparamos (3.7) con (3.2), obtenemos la relación entre
los elementos asociados al modelo de ML a entrenar (SVM o regresión lineal, en nuestro
caso) y los de una red eléctrica RE en la que puede implementarse el algoritmo de flujo
del gradiente (véase la Tabla 3.2).

ML q γΛ γp

RE v c−1G c−1J

Tabla 3.2: Resumen de la identificación entre los elementos de las ecuaciones de evolución
de los modelos de regresión y SVM (ML) con los de redes eléctricas (RE), (3.7) y (3.2),
respectivamente.

Si, además, todos los condensadores se toman iguales, es decir, Ci = c para i = 1, . . . ,m con
c una constante estrictamente positiva, entonces obtenemos la asignación que se muestra
en la Tabla 3.3.

Observemos que la relación entre el learning rate γ y la capacidad inversa de los
ondensadores c−1 puede ser interpretada físicamente. Tal y como se explica en la Sección
3.1, para cierto tiempo finito τ = (γλµ)

−1, el sistema gobernado por la ecuación (3.2) se
relaja hacia la solución estacionaria q∗ dada por (3.4). Es decir, transcurrido ese tiempo,
podremos afirmar que el sistema está entrenado, ha aprendido. Ocurre un proceso similar
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ML q Λ p γ

RE v G J c−1

Tabla 3.3: Resumen de la identificación entre los elementos de las ecuaciones de evolución
de los modelos de regresión y SVM (ML) con los de redes eléctricas (RE), (3.7) y (3.2),
respectivamente, cuando todos los condensadores son iguales.

con la red eléctrica para un tiempo dado por cg−1
µ (donde gµ denota el mínimo autovalor de

la matriz de conductancias G). Aquí, reducir el valor de c acelera el aprendizaje, haciendo
que el tiempo de entrenamiento sea menor, pero notemos que no podemos tomar c = 0
pues perderíamos la evolución temporal del circuito.

La codificación que revela la Tabla 3.3 permite que el circuito en cuestión sea inicia-
lizado colocando diferencias de potencial aleatorias en cada condensador Ci = c, es decir,
el vector inicial v(0) se puede elegir al azar. A su vez, la matriz de conductancias G debe
estar sintonizada con los datos de entrenamiento según la Tabla 3.1. Así, tras un tiempo
cg−1

µ , la lectura de las diferencias de potencial en cada puerta de la red N se corresponderá
con los valores de los parámetros del modelo de machine learning ya entrenado.

3.3. Máquinas cuánticas
Igual que se ha construido una máquina analógica capaz de llevar a cabo la fase de

entrenamiento de un modelo de aprendizaje automático utilizando circuitos eléctricos,
cabe preguntarse si es posible hacer lo mismo mediante un algoritmo cuántico. En este
apartado, veremos que, en efecto, existen alternativas cuánticas para la optimización de
(3.1).

Recordemos que el algoritmo de flujo de gradiente (3.2) sirve para obtener los paráme-
tros que definen un modelo de machine learning y, a la hora de implementarlo mediante
un algoritmo cuántico, existen dos posibilidades para abordarlo: la estática y la dinámica.
La opción estática se basa en la convergencia de (3.3) hacia la solución estacionaria q∗

dada por (3.4). En particular, se trata de resolver el sistema de ecuaciones Λq = p.
Existen algoritmos cuánticos como el de HHL (véase [14]) que implementan la solución
de ecuaciones lineales algebraicas, pero en este trabajo nos centraremos en la alternativa
dinámica.
El camino dinámico para la resolución del problema se lleva a cabo mediante la codificación
de la ecuación diferencial (3.2) en un sistema cuántico, de forma que el mismo nos permitirá
llegar a la solución (3.3) y una medida posterior en este sistema dará lugar a (3.4). El
artículo [5] ofrece un algoritmo cuántico para la resolución de ecuaciones diferenciales
lineales como la de nuestro problema y lo vamos a tomar como alternativa cuántica para
el entrenamiento de los modelos de regresión lineal y SVM.

3.3.1. Marco de trabajo
En primer lugar, consideremos la aproximación a la solución (3.3) dada por los desa-

rrollos en serie de Taylor de orden n de las exponenciales que aparecen en dicha expresión,
que toma la forma

q(t) ≈

(
n∑

k=0

(−γt)k

k!
Λk

)
q(0)−

(
n∑

l=1

(−γt)l

l!
Λl−1

)
p. (3.8)
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A continuación, construimos los estados asociados a un sistema cuántico teniendo en cuenta
la estructura de (3.8). Para ello, tomamos una base ortonormal B de un espacio de Hilbert
H

B = {|j⟩ : j = 1, . . . ,m},
donde m es la dimensión de q. Los estados a considerar codifican cada una de las com-
ponentes de los vectores que aparecen en (3.8) como sus amplitudes de probabilidad y la
matriz Λ se identifica con el operador lineal en H, Λ̂. Explícitamente, tenemos que

|q(0)⟩ =

m∑
j=1

qj(0)

∥q(0)∥
|j⟩ , (3.9)

|p⟩ =
m∑
j=1

pj
∥p∥

|j⟩ , (3.10)

Λ̂ =
m∑

i,j=1

Λij

∥Λ∥
|i⟩ ⟨j| , (3.11)

donde ∥ · ∥ es la norma vectorial euclídea (si v ∈ Rm, ∥v∥ =
√
v21 + · · ·+ v2m) y ∥Λ∥ es

la norma matricial de Λ inducida por la anterior, que es la raíz cuadrada del autovalor
máximo de ΛtΛ. Combinando las expresiones (3.9)-(3.11) con (3.8), obtenemos una apro-
ximación a la solución del problema, que toma la forma del vector correspondiente a un
sistema cuántico que evoluciona en el tiempo como

|q(t)⟩ ≈
n∑

k=1

∥q(0)∥(−γt)
k

k!

(
∥Λ∥Λ̂

)k
|q(0)⟩

−
n∑

l=1

∥p∥(−γt)
l

l!

(
∥Λ∥Λ̂

)l−1
|p⟩ . (3.12)

Tal y como se explica en [5], el algoritmo presenta dos variantes según si el operador
Λ̂ es unitario o no. Por lo general, el problema de optimización que estamos estudiando,
dentro del contexto del aprendizaje automático, no verificará esta condición. Pese a ello,
en adelante, nos restringimos al caso en el que el operador sí es unitario pues ofrece la
posibilidad de estudiar el algoritmo de una forma más sencilla para su comprensión y es
suficiente para cumplir con los objetivos de este trabajo. El caso no unitario se basa en que
Λ̂ puede descomponerse como una combinación lineal de operadores unitarios y requiere
más qubits, por lo que se vuelve algo más complejo.
Como Λ̂ lo estamos suponiendo unitario, sus potencias también lo serán. Ahora, bajo la
notación Uk = (−Λ̂)k, k ∈ R, la expresión (3.12) toma la forma

|q(t)⟩ ≈ 1

A2

(
n∑

k=1

CkUk |q(0)⟩+
n∑

l=1

DlUl−1 |p⟩

)
, (3.13)

con

Ck =
∥q(0)∥∥Λ∥k (γt)k

k!
, para k = 0, . . . , n,

Dl =
∥p∥∥Λ∥l−1 (γt)l

l!
, para l = 1, . . . , n,

y, siguiendo [5], A2 = C2 +D2 (C =
√∑

Ck y D =
√∑

Dl) es la constante de normaliza-
ción del estado, de modo que la componente j-ésima de la solución q(t) es qj(t)=A2 ⟨j|q(t)⟩.
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3.3.2. El algoritmo

El diagrama del circuito cuántico que se va a utilizar es el que se muestra en la Fi-
gura 3.4. Dividiremos el algoritmo en cuatro fases: codificación, generación de estados
entrelazados, decodificación y medición.

Figura 3.4: Circuito cuántico para resolver el problema de optimización de (3.1) cuando
el operador Λ̂ es unitario [5].

Fase de codificación

El circuito cuántico que se muestra en la Figura 3.4 está formado por un sistema
principal de qubits y dos auxiliares (también denominados ancillas). Por un lado, para
codificar vectores de m componentes, necesitamos log2(m) qubits principales. Los estados
|q(0)⟩ y |p⟩ se preparan y almacenan en los qubits principales y se encuentran etiquetados
por el primer ancilla como |0⟩ |q(0)⟩ y |1⟩ |p⟩, respectivamente. Es decir, el primer ancilla
está formado por un sólo qubit. El segundo ancilla está formado por T = log2(n+1) qubits,
donde recordemos que n es el orden de truncamiento del desarrollo de Taylor generado al
aproximar la solución (3.3).

Supongamos que el estado de entrada del sistema de qubits principales es |ϕ⟩ y que
todos los qubits de los ancillas están en el estado inicial |0⟩. La primera puerta cuántica
que aparece, V , viene dada por la matriz

V =
1

A

(
C D
D −C

)
,

de modo que el primer sistema ancilla formado por un sólo qubit evoluciona hacia un
estado de superposición.

Los estados |q(0)⟩ y |p⟩ se forman haciendo actuar las puertas controladas Ux y Ub,
respectivamente, sobre el estado de entrada |ϕ⟩, dependiento del estado del qubit del
primer ancilla. De este modo, el estado inicial |0⟩ |0⟩⊗T |ϕ⟩ pasa a ser

C
A

|0⟩ |0⟩⊗T |q(0)⟩+ D
A

|1⟩ |0⟩⊗T |p⟩ .

A continuación, definimos las puertas controladas VS1 y VS2 mediante su expresión
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matricial

VS1 =
1

C


√
C0 Q · · · Q
...

... . . . ...√
Cn Q · · · Q


(n+1)×(n+1)

,

VS2 =
1

D


√
D1 Q · · · Q
...

... . . . ...√
Dn Q · · · Q
0 Q · · · Q


(n+1)×(n+1)

,

donde los valores Q indican elementos arbitrarios en las matrices bajo la condición de
hacer que VS1 y VS2 sean unitarias. Estas puertas operan sobre los qubits del segundo
ancilla, de forma que el estado total que se obtiene tras su actuación es

|ψ1⟩ =
1

A

(
|0⟩

n∑
k=0

√
Ck |k⟩ |q(0)⟩+ |1⟩

n∑
l=1

√
Dl |l − 1⟩ |p⟩

)
.

Resumiendo, para obtener el estado |ψ1⟩ a partir del estado inicial |0⟩ |0⟩⊗T |ϕ⟩, la opera-
ción a realizar es |0⟩ ⟨0| ⊗ VS1 ⊗ Ux + |1⟩ ⟨1| ⊗ VS2 ⊗ Ub. Observemos que esta parte del
circuito puede verse desde dos perspectivas que generan el mismo resultado, tal y como se
indica en la Figura 3.5.

Figura 3.5: Fragmento del circuito cuántico para resolver el problema de optimización de
(3.1) cuando el operador Λ̂ es unitario. Esta parte se corresponde con la fase de codificación
para preparar el estado |ψ1⟩ [5].

Fase de generación de estados entrelazados

El siguiente paso consiste en aplicar una serie de operaciones controladas por el se-
gundo ancilla sobre el conjunto de qubits principal de la forma Uc =

∑n
j=0 |j⟩ ⟨j| ⊗ Uj ,

donde recordemos que Uk = (−Λ̂)k. Así, el sistema principal y el segundo ancilla quedan
entrelazados, dando lugar al estado total

|ψ2⟩ =
1

A

(
|0⟩

n∑
k=0

√
Ck |k⟩Uk |q(0)⟩+ |1⟩

n∑
l=1

√
Dl |l − 1⟩Ul−1 |p⟩

)
.
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Fase de decodificación

Dado que las puertas cuánticas son siempre reversibles, todas las operaciones llevadas
a cabo durante la fase de codificación pueden aplicarse de forma inversa. Para ello, se debe
aplicar |0⟩ ⟨0| ⊗WS1 + |1⟩ ⟨1| ⊗WS2 sobre el segundo ancilla controlado por el primero,
donde WS1 = V †

S1 y WS2 = V †
S2. El estado resultante en el subespacio donde todos los

qubits pertenecientes al segundo ancilla son |0⟩⊗T es

1

A

(
|0⟩ |0⟩⊗T

n∑
k=0

Ck

C
Uk |q(0)⟩+ |1⟩ |0⟩⊗T

n∑
l=1

Dl

D
Ul−1 |p⟩

)
.

Por último, se opera con la puerta W = V † sobre el primer ancilla. Llegados a este punto,
el único subespacio relevante es aquel en el que todos los qubits de los ancillas son |0⟩,
donde el estado del sistema completo en este subespacio es

|ψ3⟩ =
1

A2
|0⟩ |0⟩⊗T

(
n∑

k=0

CkUk |q(0)⟩+
n∑

l=1

DlUl−1 |p⟩

)
.

Fase de medición

El último paso consiste en medir el estado final del conjunto principal de qubits en el
subespacio en el que todos los qubits de los ancillas son |0⟩. Observando (3.13), es claro
que se obtiene la solución directamente sobre un factor A2 y con una probabilidad de
acierto de, aproximadamente, 1

A4
.

Para obtener la solución estacionaria (3.4), que es lo que nos interesa, bastará con medir
el estado final para varias realizaciones transcurrido al menos un tiempo τ = (γλµ)

−1, que
recordemos que era el tiempo propio de decaimiento según veíamos en la Sección 3.1. De
este modo, obtendremos la distribución de probabilidad de los distintos posibles estados
finales y concluiremos que los parámetros del modelo dados por (3.4) son aquellos cuya
probabilidad se corresponde con 1

A4
.

3.3.3. Algunas observaciones
Resumimos brevemente el análisis que se hace en [5] sobre la complejidad del algoritmo

descrito en el apartado anterior. La rapidez de este algoritmo proviene de la libertad para
procesar información adquirida gracias a la presencia de los sistemas de qubits auxilia-
res, que permiten la creación de estados en superposición y la aplicación de operaciones
controladas sobre el conjunto principal de qubits.

Desde un punto de vista físico, tenemos que se están implementando varias puertas cuán-
ticas de forma simultánea sobre el sistema principal, pero en diferentes subespacios. A
continuación, todas las operaciones de la primera fase se aplican en su forma inversa. Es
decir, se produce una combinación de la información que hay en los diferentes subespacios
para obtener un resultado final dado por el subespacio en el que los dos ancillas son |0⟩.
Tal y como se puede deducir de la Figura 3.4, los fenómenos cuánticos que juegan un papel
fundamental en este proceso son la superposición y el entrelazamiento.

Por otro lado, para comprender el coste del algoritmo, se debe tener en cuenta la
complejidad del sistema de puertas utilizado, que para el caso que hemos estudiado es
O(n log2(n) log2(m) + log2(m) + n2), frente al tiempo requerido por un ordenador clásico
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para aproximar la solución, que es de al menos O(m3). Es claro que únicamente depende
del orden del desarrollo de Taylor utilizado para la aproximación de la solución y de la
dimensión del vector q, que en nuestro caso es el número de parámetros del modelo que
se quiere entrenar. En general, un orden n relativamente bajo será suficiente para llegar a
un buen resultado en un tiempo razonable.

Otro factor importante en la complejidad del algoritmo es la cantidad de qubits a utilizar.
Recordemos que necesitamos un total de 1+log2(n+1) qubits para los ancillas y, además,
se verifica n = ln

(
C0
ϵ

)
, donde C0 es una constante y ϵ es el error entre la solución ideal y la

aproximada. Igual que antes, un orden n relativamente bajo será suficiente para obtener
buenos resultados en este sentido.



Conclusiones

Este trabajo presenta una muestra de la importancia de la física para la resolución de
problemas que, aparentemente, no tienen que ver con ella. Comenzando por la base teórica
de la computación cuántica, se han estudiado principios cuánticos y conceptos como la
superposición cuántica y el entrelazamiento, que se revelan no sólo como curiosidades sino
como las bases para abordar problemas computacionales complejos.

Por otro lado, con el fin de ilustrar una de las aplicaciones de la computación cuántica,
hemos tenido la oportunidad de conocer el campo del aprendizaje automático o machine
learning, tratándose de uno de los temas de mayor relevancia dentro del panorama científico
actual por sus múltiples aplicaciones. Con este trabajo, hemos podido resumir sus puntos
clave, llegando a ver dos modelos tan importantes como la regresión lineal y el SVM.

Al dar nuestros primeros pasos dentro del ámbito del aprendizaje automático, hemos
podido comprobar la importancia de llevar a cabo el entrenamiento de los modelos de
manera eficiente, pues esta fase es la que más tiempo y energía exige y es determinante para
obtener los parámetros adecuados. Es un aspecto vital para la construcción de modelos, por
lo que la búsqueda de la eficiencia en su ejecución tiene mucho interés para la comunidad
científica.

En particular, hemos analizado el problema de optimización analógica para los modelos
de regresión lineal y de SVM, que surge a partir de la versión continua del algoritmo
de descenso del gradiente y no puede implementarse digitalmente de forma directa. Por
ello, hemos querido dar una primera alternativa física desde una perspectiva clásica que,
mediante la teoría de circuitos, nos ha permitido construir una máquina analógica capaz
de llevar a cabo esta fase de entrenamiento. A continuación, hemos podido comprobar que
existen algoritmos cuánticos capaces de resolver este mismo problema y su descripción ha
sido un ejemplo de aplicación de los conceptos teóricos que estudiamos al principio del
trabajo.

Así pues, consideramos que se han alcanzado los objetivos propuestos puesto que no sólo
hemos dado una introducción teórica de la computación cuántica sino que hemos podido
ver una aplicación de la misma que, a su vez, nos ha permitido ampliar nuestros conoci-
mientos en torno a un ámbito tan sustancial como el aprendizaje automático. Además, este
trabajo sirve como motivación para continuar estudiando este tema en el futuro, llevando
a cabo la implementación del algoritmo desarrollado sobre algún problema concreto. De
hecho, el algoritmo en cuestión sirve para resolver cualquier ecuación diferencial lineal de
primer orden, presentes en multitud de ámbitos y que no tienen por qué tratarse única-
mente de aquellas que se obtienen a partir del entrenamiento de modelos de aprendizaje
automático, por lo que el análisis del mismo es de gran interés. Del mismo modo, el algorit-
mo HHL, que no se ha analizado en profundidad pero que sí hemos mencionado, sirve para
obtener matrices inversas mediante circuitos cuánticos, por lo que la investigación más a
fondo del mismo presenta oportunidades prometedoras en cuanto a futuras exploraciones
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para resolver este problema computacional tan conocido.

Para cerrar el trabajo, cabe destacar el papel fundamental de la física como una he-
rramienta impulsora para diversos campos científicos, ejemplificado en su aplicación den-
tro del aprendizaje automático. La física, con sus principios fundamentales que rigen el
comportamiento del mundo que nos rodea, no sólo establece los cimientos de su propia
disciplina, sino que también actúa como un propulsor esencial para la innovación en otras
áreas científicas. Esta relación con otras ramas de la ciencia refleja la naturaleza colabora-
tiva de la investigación. Reconocer y fomentar esta interconexión, no sólo amplia nuestras
capacidades científicas, sino que también nos permite llegar a territorios aún por descubrir.
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