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Introduccion

En este trabajo, se aborda el estudio de uno de los campos de la fisica mas novedosos
v que, desde las dltimas décadas, se encuentra en el foco de investigacién de la comunidad
cientifica: la computacion cudntica.

La idea de aprovechar la mecdnica cudntica al servicio de la computacién surge de la
necesidad de simular sistemas cudnticos complejos. A medida que el tamafio de estos sis-
temas aumenta, la simulacién en computadoras clasicas se vuelve inabarcable, segin senald
Feynman en 1982 [1]. En 1985, Deutsch mostré que la computacién cudntica, al basarse
en particulas cuanticas, presenta un paradigma radicalmente diferente: las computadoras
cudnticas no sélo son capaces de simular sistemas cuanticos, sino que también poseen la
capacidad intrinseca de realizar ciertas tareas probabilisticas méas rdpido que cualquier
medio clésico [2].

En este contexto, nuestro enfoque se centra en la aplicaciéon concreta de la computacion
cuantica en el ambito del aprendizaje automdtico o machine learning. Este campo se en-
cuentra actualmente en pleno auge, impulsado por los notables avances que la inteligencia
artificial ha experimentado durante los ultimos afios. A grandes rasgos, su propésito fun-
damental es la construccion de maquinas capaces de llevar a cabo la extraccién de patrones
y la toma de decisiones basdndose en el andlisis de datos [3].

Mas alla de los conceptos abstractos, en este trabajo proponemos utilizar la fisica para
llevar a cabo el entrenamiento de dos modelos concretos de machine learning. Reciente-
mente, se ha publicado un resultado que formaliza la equivalencia entre redes neuronales
y circuitos eléctricos, partiendo del paradigma de red tipo Hopfield [4]. Este resultado
establece un diccionario entre ambos mundos y permite construir una mdquina analogica
clasica basada en la teoria de circuitos eléctricos para entrenar los modelos de manera mas
eficiente. Ademas, veremos que es posible construir un algoritmo cudntico que resuelva el
mismo problema [5] desde un enfoque que no sélo representa una aplicacién practica de
los principios cuanticos, sino que también sugiere la posibilidad de mejoras significativas
en la eficiencia y el rendimiento del aprendizaje automatico.

El primer capitulo ofrece una visién general de la computaciéon cudntica desde su nivel
mas elemental y se divide en tres secciones. La primera aborda los fundamentos de este
campo, incluyendo los conceptos clave para su comprensiéon, como qubit, superposicion,
puertas cuanticas...

La segunda seccion ofrece algunos ejemplos de fendémenos cudnticos relevantes para la
computaciéon cuantica a la hora de la elaboracién de algoritmos. En particular, se analiza
el paralelismo cuantico, el entrelazamiento y la teleportacién cudntica.

La ultima seccién del capitulo se centra en algunas aplicaciones conocidas de la compu-
tacién cuantica en la actualidad, teniendo en cuenta que se trata de un campo muy reciente
y cuyo verdadero potencial sigue investigandose a dia de hoy.

9



10 INTRODUCCION

El segundo capitulo ofrece una introduccién al machine learning con el fin de contextua-
lizar al lector y que éste tenga a su disposicion la informacion necesaria para comprender el
problema a resolver en el siguiente capitulo. En la primera seccién, vemos los fundamentos
del machine learning cldsico desde un formalismo matemédtico, analizando los conceptos
de vectores, modelos y aprendizaje.

La segunda secciéon muestra dos ejemplos concretos de modelos de machine learning: regre-
sion lineal y support vector machines. Ambos modelos tienen mucha relevancia dentro del
mundo del aprendizaje automatico y su entrenamiento sera el objeto del siguiente capitulo.

El tercer capitulo aborda el problema de optimizacién que surge al entrenar los modelos
de machine learning explicados anteriormente, dividiéndose en tres secciones. La primera
ofrece una descripcion detallada del problema de optimizacién analdgica que constituye la
fase de entrenamiento de los modelos, junto con la notacién que se va a utilizar.

En la segunda seccién, se describe una solucién clasica a partir de la construcciéon de una
maquina analégica basada en circuitos eléctricos, de forma que resuelve el problema en su
evolucién temporal.

La tercera y tltima seccién del capitulo muestra una méquina alternativa para resolver el
problema de optimizacién utilizando la computacién cudntica como herramienta. Para ello,
se debe establecer previamente un marco de trabajo que permita definir bien el algoritmo
cuantico utilizando los conceptos estudiados en el primer capitulo.

Para finalizar, se ofrecen algunas de las conclusiones a las que se ha llegado a través
de la realizacion de este trabajo y las posibles futuras lineas de investigacién que surgen a
partir de las mismas.



Capitulo 1

Computacién cuantica

La computacion clasica utiliza la 16gica binaria para el tratamiento de datos y almacena
la informacién en bits (acrénimo de binary digit, digito binario). Estos tienen una conexién
muy importante con la fisica pues, en la mayoria de las tecnologias de la informacion, los
bits se representan mediante la presencia o ausencia de carga eléctrica. En particular,
se utilizan los electrones de determinadas regiones de una clase concreta de materiales:
los semiconductores (por ejemplo, el silicio). Estos desempefian un papel clave en este
contexto ya que, a través de transistores y sus bandas de energia, ofrecen la plataforma
fisica donde los ceros y unos de los bits encuentran su existencia tangible, lo que revela la
fuerte conexion entre fisica y computacion desde su nivel més elemental.

En general, los ordenadores que se construyen hoy dia son de este tipo y son capaces de
abordar una gran cantidad de problemas. Sin embargo, la mecanica cuantica ha abierto
un nuevo camino en la computacion: la computacion cudntica. Este nuevo campo se sirve
de algunos de los principios fundamentales de la fisica cudntica para la resolucién de
problemas mediante el uso de qubits (acrénimo de quantum bit, bit cudntico) como unidad
fundamental. Este capitulo servird como introducciéon a los conceptos fundamentales de
la computaciéon cudntica, sabiendo que es un campo que actualmente sigue en desarrollo
y cuyo alcance tiene una complejidad mucho mayor que la que se puede resumir en este
trabajo.

El esquema que se ha seguido a lo largo de este capitulo ha sido, fundamentalmente, el
proporcionado por [2], pues para muchos es considerada la Biblia en este &mbito y se ha
completado con algunas de las ideas que aparecen en [6], [7], [8] ¥ [9].

1.1. Fundamentos de computacion cuantica

1.1.1. Qubits y superposicién

Comenzaremos dando la definicién de qubit, visto como un objeto matematico abstrac-
to. Al igual que en el caso clasico, donde un bit define un estado que puede ser 0 o 1,
en la computacién cudntica se utilizan los qubits. Siguiendo la notaciéon de Dirac, cuyas
propiedades damos por conocidas (véase [6], Secciones 1 y 2), éstos pueden definir un es-
tado |0) o |1), que podriamos considerar como el andlogo al estado 0 o 1, respectivamente,
de un bit clasico. La diferencia fundamental entre bits y qubits radica en el concepto de
superposicion. Es decir, un qubit |¢) puede definir un estado resultante de la combinacién
lineal de los estados |0) y |1), siendo de la forma

) = al0) + B1), (1.1)

11



12 CAPITULO 1. COMPUTACION CUANTICA

con a,3 € C y bajo la condicién de normalizacién |a|? + |5|> = 1. Alternativamente,
podemos considerar que cada qubit es un vector en C? y {|0),|1)} es una base ortonormal
del espacio de estados computacionales. En adelante, representaremos vectorialmente dicha

base de la forma
m=(5). m=(3): 12

De este modo, ya hemos visto la primera diferencia entre computacién clasica y cudntica:
en el caso clésico, cada unidad de informacién contiene un nico estado de los dos posibles
(0 0 1), mientras que en cudntica, cada qubit puede representar uno de los infinitos estados
intermedios entre |0) y |1), generados a partir de combinaciones lineales de los mismos. Sin
embargo, la mecanica cuantica restringe la cantidad de informacién disponible del estado
cuantico [1). Cuando medimos un qubit descrito por (1.1), el estado colapsa y obtenemos
como resultado |0) o |1), con probabilidades |a|? o |3|?, respectivamente (por lo que se
debe verificar la condicién de normalizacién |a|? + |8]? = 1). Es decir, la medicién del
estado de un qubit provoca un cambio en el mismo, de forma que pasa de un estado
de superposicién a convertirse en el resultado medido, |0) o |1). Se trata de uno de los
postulados fundamentales de la mecanica cuantica.

Tenemos entonces que un qubit puede existir en un espacio continuo de estados intermedios
entre |0) y |1) hasta que es medido. En la literatura, es habitual encontrar la esfera de
Bloch como representacién geométrica del espacio que conforman los estados que pueden
aparecer en un qubit (véase la Figura 1.1), de modo que cualquiera de ellos puede escribirse
como

[Y) = cosg 0) 4 ¢ sing 1),

con 6, ¢ € R. Como apunte, notemos que la base {|0), |1)} no es la tinica posible. Otra base

1 -1
ortonormal que conviene conocer es {|+),|—)}, donde |+) = 0+11) y|—)= |O>\/§‘>

V2

Figura 1.1: Representaciéon de un qubit mediante la esfera de Bloch [2].

Supongamos ahora que tenemos un sistema formado por dos qubits. En el caso clasico,
con dos bits tendriamos cuatro estados posibles: 00, 01, 10 y 11. Analogamente, en meca-
nica cudntica tenemos una base computacional que viene dada por {|00),|01),|10),[11)},
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donde
|$y> = ’x>®‘y>7 5573/:0;1,
y ® denota el producto tensorial. Igual que en el caso anterior, un par de qubits puede

existir en estado de superposicién a partir de los cuatro estados anteriores de forma que
el vector que describe el sistema es

|§0> = Qo |00> + a1 |01> “+ a0 ‘10> + a11 |11> ,

con a;; € C, 4,5 = 0,1, y bajo la condicién de normalizacién Z” |aij|> = 1. Del mismo
modo, la medicién del estado del sistema dard como resultado uno de los estados de la
base (|z) =]00),|01),|10),|11)) con probabilidad dada por la amplitud correspondiente
|| v el estado del sistema justamente después de la medicién es |x).

Ahora, supongamos que no medimos los dos qubits simultdneamente sino que lo hacemos
primero sobre el de la izquierda. Tendremos entonces que dicho qubit puede valer |0) con
probabilidad |agg|? + |ao1|? ¥ el estado justamente tras la medicién serfa

e 7)) ’00> + ap1 |01>

lago|? + |a1]?

[¥') = :
donde se ha tenido en cuenta de nuevo que los vectores deben estar normalizados. El caso
en el que el primer qubit da |1) se deduce de forma andloga.

Un ejemplo importante de sistemas formados por dos qubits son los estados de Bell o pares
EPR, que toman la forma
~100) + [11)

| Boo) = — |Bo1)

_[01) 4-]10)

= 7\/5 7

|00) — |11) _|01) —]10)

V2 V2

Estos tienen la propiedad de entrelazamiento, concepto que aparecera posteriormente en
este trabajo y al que, de momento, no haremos més referencia.

|B1o) = |B11)

Para terminar, consideremos un sistema formado por n qubits. De forma andloga al
caso anterior, la base computacional viene dada por estados de la forma

|z122 .. X)) = |21) ® |T2) @ -+ @ |X0),

conz; =0,1,i=1,...,n, y ® el producto tensorial. Es decir, cada estado cudntico del
sistema estd definido por 2" coeficientes.

1.1.2. Puertas cuanticas

Los ordenadores clasicos estan formados a partir de circuitos eléctricos constituidos por
cables y puertas ldgicas, de modo que los primeros se encargan del transporte de la infor-
macién y las segundas la manipulan. En cuantica, también encontramos estos conceptos
y, en este apartado, nos centraremos en el analisis de las puertas cudnticas. Suponiendo
que estamos trabajando con la base computacional de un tinico qubit dada por (1.2), las
puertas cuanticas pueden representarse en forma matricial. Por ejemplo, una puerta NOT
para un bit, cuya definicién cldsica viene dada por las relaciones 0 — 1 y 1 — 0, toma su
forma cuantica para un qubit mediante la matriz

X = <$ (1)> . (1.3)
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Es decir, dado un estado |¢) definido como (1.1), teniendo en cuenta la notacién vectorial
del mismo en la base (1.2) y haciendo actuar la matriz X sobre éste, obtenemos como
resultado el estado

X ) = X (al0) +5[1)) = all) + 50).

Asi pues, las puertas cudnticas para un tnico qubit vienen dadas por matrices 2 x 2, lo
cual implica un comportamiento lineal de las mismas. Ademaés, con el fin de preservar la
condiciéon de normalizacién sobre los estados finales, toda matriz U que represente una
puerta cuantica para un qubit debe ser unitaria, es decir, debe cumplir UTU = I, donde
Ut representa el adjunto de U e I es la matriz identidad. Esta serd la tnica restriccién
que encontraremos sobre las puertas cuanticas.

Otros ejemplos importantes de este tipo de objetos son la puerta Z

z=(y %) (14

y la puerta de Hadamard, H, que viene dada por

H= \2 G _11> , (1.5)

cuyas acciones sobre un estado cudntico [¢)) dado por (1.1) son

Z ) = Z(a]0) + B |1)) = a|0) = B]1),

Hg) = H(al0) + A1) = al2 71 g

0) — 1)
7 :

V2

Observemos que, ademds, se verifica H? = I.

Se puede demostrar (véase [2]), que toda puerta cuéntica U para un tinico qubit se corres-
ponde con un numero finito de rotaciones y reflexiones sobre la esfera de Bloch. Es decir,
la matriz que representa a U puede descomponerse como un producto de rotaciones de la

forma
Y _aqin 2
(cos % 511172)
: M
sing  cos g

y de la puerta que representa la rotacién de angulo 5 sobre el eje Z,

eilg 0
0 es)’

multiplicadas globalmente por la fase e'®, con a, 3,7 € R. No obstante, no serd necesario
construir estas puertas para valores «, § y v arbitrarios, sino que sélo se construiran
aproximaciones para ciertos valores concretos de ellos. De este modo, se puede obtener
cualquier puerta cudntica para un tnico qubit mediante un conjunto finito de puertas
cuanticas. El andlogo de esta afirmacién para puertas cuanticas de multiples qubits también
es cierto y es fundamental para la computacién cudntica.

Por otro lado, es conocido que existen puertas clasicas, como las de tipo NAND (véase
la Tabla 1.1), que se denominan universales pues toda funcién sobre bits puede obtenerse
como composicion de puertas de este tipo (el andlisis de los objetos clasicos se sale de los
objetivos del trabajo pero se puede encontrar més informacién sobre las puertas légicas
clasicas en [7]).
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A® B

—_—_ 0 O

B
0
1
0
1

—_—_ 0 O

B
0
1
0
1

orRr —~od
O = = = >

Tabla 1.1: Tablas 16gicas de la puerta XOR (izquierda) y la puerta NAND (derecha).

En el caso cuantico, el ejemplo més importante y similar a la universalidad para varios
qubits es la puerta CNOT (controlled-NOT). Esta tiene dos qubits como input, el qubit
de control y el qubit objetivo. Podemos ver su representacién como circuito en la Figura
1.2, donde la linea de arriba representa al qubit de control y la de abajo, al qubit objetivo.
Notemos que, en este caso, el simbolo @ es el de suma en mdédulo 2. Su representacion
matricial en la base {|00),|01),|10),|11)}, que vectorialmente toma la forma

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

es la que se muestra a continuacién
10 00
01 00
Uen=1¢9 0 0 1] (1.7)

0010

donde Ugy es unitaria, luego se verifica la inica condicién sobre este tipo de operadores.
Asi, la accién de este objeto puede resumirse como

Uon |00) = [00), Uecn |01) = [01), Uen |10) = [11), Uen |11) = [10).  (1.8)
| A) |A)
| B) |1B& A)

Figura 1.2: Representacion de la puerta CNOT para dos qubits [2].

Como se ha mencionado, se considera que este tipo de puertas son el caso analogo a las
puertas universales cldsicas gracias a un resultado que no vamos a demostrar (véase [2],
Seccién 4.5): toda puerta cudntica para varios qubits puede descomponerse en puertas
CNOT y de un tnico qubit.

Ademés, comparando la tabla 16gica de la puerta clasica XOR (véase la Tabla 1.1) con
(1.8), podria considerarse que la puerta CNOT es una generalizacién cudntica de la puerta
XOR, pese a que esta ultima no es universal. No es posible encontrar este andlogo para
todos los ejemplos clasicos pues existen casos en los que el efecto de una puerta clasica es
irreversible y conlleva una pérdida de informacién. Mientras tanto, las puertas cuanticas
son siembre invertibles (recordemos que vienen dadas por matrices unitarias), lo cual pone
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de manifiesto una vez mas el potencial de la mecanica cuantica dentro de la rama de la
computacion.

Por ltimo, supongamos que U es una matriz unitaria arbitraria que actiia sobre n
qubits, de forma que U puede interpretarse como una puerta cudntica sobre éstos. Es
posible definir la puerta controlled-U como una generalizacion de la puerta CNOT que
ya conocemos. Tal y como puede observarse en la Figura 1.3, dicha puerta tiene un sélo
qubit de control (la linea de arriba con el punto negro) y n qubits objetivo (lineas que
atraviesan la caja U). En particular, si U = X y n = 1, se obtiene la puerta CNOT, ya
analizada anteriormente.

U

L1}
1l

Figura 1.3: Representacion de la puerta cudntica controlled-U para n qubits [2].

1.1.3. Circuitos cuanticos

Aunque ya hemos dado los primeros pasos dentro de los circuitos cudnticos (por ejem-
plo, el de la Figura 1.2), vamos a ver con mas detalle cémo interpretarlos y su utilidad.
En primer lugar, los circuitos deben leerse de izquierda a derecha. Cada linea del circuito
representa un cable, pero no en el sentido fisico de la palabra, sino que simboliza el paso
del tiempo o un cambio de posicién en el espacio. Ademds, por convenio, se asume que el
estado inicial del circuito en la base de estados computacionales es aquel que estd formado
tnicamente por qubits en el estado |0).

Otro requisito de los circuitos cudnticos es que no pueden ser ciclicos, restriccion que no
encontramos en el caso clasico. Tampoco estd permitida la operacién FANIN, que consiste
en la unién de dos cables de entrada y, por tanto, no es reversible. Lo mismo ocurre con la
operacién analoga para la salida, FANOUT, pues la mecanica cudntica no permite realizar
una copia idéntica de un qubit (la demostracién de esta afirmacién puede encontrarse en
[2], Seccién 1.3.5.).

En la Figura 1.4, podemos observar un ejemplo sencillo de un circuito cuantico con dos
qubits. En particular, éste utiliza tres puertas CNOT sucesivas, dando lugar al intercambio
de los estados de los dos qubits. Paso a paso, el efecto del circuito sobre un estado |a, b)
de la base de estados computacionales (1.6) es

UcnUcnUcn |a,b) = UcnUcon la,a @ b) = Uon la ® (a ®b),a @ b)
= la®(a®b),(ad(add)®(a®b)) =|ba),

donde Ugy estd definida en (1.7), Ucn es la expresion matricial de una puerta CNOT
como la de la Figura 1.2 en la que se han invertido los papeles de qubit de control y qubit
objetivo, y recordemos que @ denota la suma en médulo 2.

Llegados a este punto, cabe destacar que, dentro del contexto de la computacion, es
posible simular todo circuito cldsico mediante un circuito cuantico. Esta afirmacién puede
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NZE AN

Figura 1.4: Circuito cudntico que intercambia dos qubits (izquierda) y su notacién equi-
valente habitual [2].

resultar sorprendente al lector puesto que, como ya hemos mencionado anteriormente, los
elementos cudnticos son siempre reversibles mientras que en el caso clasico puede no ser asi.
La clave de esta cuestién es la existencia de una puerta légica cldsica denominada puerta
de Toffoli que, para cualquier circuito clasico, permite obtener un circuito equivalente tal
que solo se componga de elementos reversibles y su versiéon cuantica es la que resuelve el
problema. Es decir, un ordenador cuantico puede simular la accién de uno clasico. Para
mas detalles sobre esta cuestién se recomienda consultar [2], Seccién 1.4.1.

1.1.4. Medidas

La ltima operacion que hemos considerado relevante para este apartado introductorio
es la de medida, que se representa como en la Figura 1.5. Su accién consiste en convertir
un qubit [t)) = «|0) + B|1) en un bit cldsico M = 0 6 1 con probabilidades |a|? y |8]?,
respectivamente. Graficamente, se distingue de un qubit por tener como cable una linea
doble.

M
) — =

/

Figura 1.5: Representacion de la operacién de medida en un circuito cuéntico [2].

1.2. Ejemplos de fenémenos cuanticos

En esta seccién, veremos algunos de los fenémenos mas relevantes en computacién
cudntica. Estos son fundamentales para los algoritmos cudnticos, sobre los que no hare-
mos referencia de momento pues en los préximos capitulos analizaremos uno de ellos en
concreto, pero al lector interesado se le recomienda leer [2], [6] v [9], donde aparecen de-
sarrollados algunos algoritmos notables como el de Deutsch, el de Deutsch-Josza o el de
Grover.

1.2.1. Paralelismo cuantico

Un aspecto fundamental en la elaboracién de algoritmos cuanticos es el llamado parale-
lismo cudntico. Esta propiedad permite que los ordenadores cudnticos evaliien una misma
funcién f(z) en distintos puntos = de forma simultdnea, sin necesidad de construir varios
circuitos. Vedmoslo con un ejemplo: supongamos que tenemos el circuito que se muestra
en la Figura 1.6, con f: {0,1} — {0,1} (un sélo bit). El estado resultante serd

_ 10,04 f(0)) +11,0+ £(1)) _ 10, £(0)) + 1, f(1))
V2 V2 '

¥)
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[0+1) |
V2

Uy V)
|0 —v v f(@)+—

Figura 1.6: Circuito cudntico para visualizar el fenémeno del paralelismo cuantico [2].

Podemos observar que, gracias a la superposicion, se estd evaluando f para dos valores de
x distintos, al mismo tiempo y mediante un tnico circuito. Para la generalizacién al caso
de funciones con un nimero arbitrario de bits, se utiliza la transformada de Hadamard y
la de Walsh-Hadamard. No entraremos en detalles (véase [2]), salvo decir que la primera
da lugar a la superposicién de 2" estados mediante el uso de n puertas.

Ahora, notemos que al medir el estado final, éste colapsa y, por tanto, se necesita dar
un paso mas alla para extraer toda la informacién que nos ofrece el paralelismo cuantico.
Aqui entran en juego los algoritmos cudnticos.

1.2.2. Entrelazamiento

Uno de los fenémenos cudnticos méas relevantes para la computacion es el entrelaza-
miento. Desde un punto de vista matematico, el espacio de estados formado por N qubits
se genera mediante el producto tensorial de los N espacios de estados de cada qubit por
separado. Se dice que un sistema formado por N qubits y definido por el estado [¢) es
separable cuando éste puede escribirse como producto tensorial de estados para un tnico
qubit de la forma

[P) =1 Un) = [h1) @ - @ [PnN)

y se dice que los estados estan entrelazados cuando no es posible llevar a cabo esta fac-
torizacion. Se trata de una propiedad muy importante a la hora de utilizar algoritmos
cuanticos y puede profundizarse en el tema en [9], Seccién 3.3.

Un ejemplo habitual en la literaruta para ilustrar el concepto de estados entrelazados es
el de los ya mencionados estados de Bell o pares EPR. Consideremos el circuito de dos
qubits de la Figura 1.7, formado por una puerta de Hadamard y una puerta CNOT.

r—H

|Bzy)
Y

Figura 1.7: Circuito cudntico generador de los estados de Bell [2].

Teniendo en cuenta (1.5) y (1.8), se puede comprobar que el estado resultante |3,,) para
cada input |zy) € {]|00),]01),[10),|11)} es el siguiente

|Boo) = ’00>\‘/F§|11>, | Bo1)

o) = PO e

_[01) + [10)
R
_|01) —[10)
UETL)
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que son los conocidos estados de Bell o pares EPR. Como podemos observar estos estados
no son factorizables, de modo que estian entrelazados. El valor de esta propiedad proviene
de que las mediciones realizadas en una de las particulas sobre cualquiera de estos estados,
instantaneamente, afectaran el estado de la otra particula, sin importar la distancia que
las separe, desafiando la intuicién clasica. Por ejemplo, si medimos la primera particula
de |f11) y encontramos que esta en el estado |0), entonces la otra particula se encuentra,
instantdneamente, en el estado |1), a pesar de que ambas posibilidades eran igualmente
probables antes de la medicién. Esta correlacion intrinseca entre qubits aparentemente
independientes permite ciertas ventajas a la hora de realizar cdlculos simultaneos.

1.2.3. Teleportacién cuantica

La teleportacién cuantica es un fenémeno que permite el traslado de estados cuanticos
sin necesidad de un canal de comunicacién cudntico, aunque si se requiere un canal clasico.
Habitualmente, esta técnica se ilustra mediante el siguiente ejemplo (para verlo con mas
detalle, se recomienda leer [2], Seccién 1.3.7 y [6], Seccion 6.4).

Supongamos que Alice y Bob son dos conocidos, cada uno de ellos con uno de los qubits
que componen un estado de Bell, pero ahora se encuentran separados, no pueden verse.
El objetivo de Alice es conseguir enviar un qubit |¢)) a Bob, con la restriccién de que ni
siquiera ella sabe cudl es la forma del estado del qubit en cuestién y, ademas, sélo puede
enviar informacion cldsica a Bob.

Aunque parezca complicado, la teleportacion cudntica permite que Alice logre su objetivo.
El proceso es el que se detalla a continuacion: Alice hace interactuar al qubit |¢) con el que
tiene procedente del estado de Bell y mide ambos, obteniendo uno de los cuatro resultados
clasicos posibles: 00, 01, 10 o 11. Ahora, ella envia esta informacién a Bob y, segin el
mensaje que éste reciba, Bob llevara a cabo una operacion de cuatro posibles sobre su
qubit correspondiente del estado de Bell. Concretamente, la operacién es ZM1 XMz donde
X y Z son las puertas definidas en (1.3) y (1.4), respectivamente, y M; y Ms son las
medidas obtenidas sobre el qubit [¢)) y el de Alice, respectivamente, De este modo, es
posible que Bob recupere el estado original |¢). El circuito correspondiente seria el que se
muestra en la Figura 1.8.

. 1 M-
[¥) —H N
[ M2
T /‘\4“
|Goo)
X_-“sz | Z_-“lfl — |"U)
T ! o 1
o) [¢1) |t2)  |3) oy

Figura 1.8: Circuito cudntico para la teleportacién de un qubit. Las dos lineas superiores
se corresponden con el sistema de Alice y la inferior, al de Bob [2].

Sin entrar en mas detalle sobre este fenémeno, conviene recalcar que la teleportacién
cudntica no puede producirse a mayor velocidad que la de la luz (lo que implicaria la
posibilidad de enviar informacién hacia el pasado), pues para concluir la teleportacion,
Alice debe enviar a Bob el resultado que ha obtenido tras su medida mediante un canal
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de comunicacién clésico, el cual se encuentra limitado por la velocidad de la luz. Otro
aspecto importante es que, aunque parezca que se estd creando una copia del estado |v)
(ya mencionamos anteriormente que esto no estaba permitido), en realidad, el tinico qubit
que queda en el estado |¢) tras la teleportacion es el de Bob, mientras que el original
queda como |0) o [1).

La teleportacién cudntica pone de manifiesto la equivalencia de diferentes recursos
cudnticos mostrando que, en algunos casos, una combinacién especifica de entrelazamien-
to cudntico y comunicacion clasica puede ser tan efectiva como el envio directo de infor-
macién cudntica. En particular, el uso de una pareja EPR junto con dos bits clasicos de
comunicacién es al menos tan efectivo como utilizar un qubit de comunicacién. Este tipo
de observaciones tiene implicaciones importantes en el diseno de algoritmos cuanticos y
en la comprensién de como se pueden utilizar los recursos cuanticos de manera eficiente.

1.3. Aplicaciones de la computaciéon cuantica

Existen ejemplos de algoritmos cudnticos como el de Deutsch—Jozsa que ponen en
evidencia la mayor eficiencia de la computacién cuantica para resolver ciertos problemas
computacionales frente a los limites que encontramos en los ordenadores clasicos, lo que
podria llevar a pensar en una supremacia cudntica. Sin embargo, es comun que los pro-
blemas que se pueden resolver mediante estos algoritmos no sean de verdadero interés.
Aqui mostraremos tres tipos de algoritmos cuanticos que suponen una ventaja frente a las
alternativas clasicas y que son realmente ttiles en sus aplicaciones:

= La primera clase de algoritmos que vamos a considerar es la de aquellos basados en
versiones cuanticas de la transformada de Fourier. Como sabemos, la transformada
de Fourier clasica tiene un gran nimero de aplicaciones en las distintas ramas de
la ciencia, dando una versién de los problemas que a menudo es mas sencilla de
resolver que la original. Del mismo modo, es posible utilizar la transformada de
Fourier cudntica para resolver de manera eficiente problemas que no pueden ser
atacados eficazmente por una computadora clasica. Un ejemplo seria el algoritmo de
Shor para la resoluciéon de problemas de factorizacion.

» En segundo lugar, consideramos los algoritmos cudnticos de buisqueda o quantum
search algorithms. Estos resuelven el siguiente problema: dado un espacio de bis-
queda de tamano N del que no sabemos nada sobre la estructura de la informacién
que hay en él, queremos encontrar en dicho espacio un elemento que satisface una
propiedad conocida. Mientras que una computadora cldsica requiere N operacio-
nes aproximadamente para la resolucion de este problema, un algoritmo cuéntico
de busqueda puede hacerlo con unas v/ N operaciones, lo cudl tiene gran interés de
aplicacién en una importante variedad de problemas.

= Otra rama de la computacién cudntica de interés en las aplicaciones es la simulacion
de sistemas cudanticos que no pueden ser simulados de forma eficiente por ordenadores
clésicos. Este es un problema muy importante en varios campos, como la quimica
cuantica, donde las restricciones de los ordenadores clasicos dificultan la simulacién
adecuada del comportamiento de moléculas con un tamafo relativamente moderado
v la complicacién se amplifica notablemente a la hora de tratar con moléculas grandes
como las que aparecen en multitud de procesos biolégicos.

Es importante entender que la computacion cuantica es un campo que ain se encuentra
en desarrollo y queda mucho por investigar, por lo que no podemos dar una respuesta clara
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sobre el verdadero potencial que tiene. Actualmente, existen varias lineas de investigacién
orientadas a la aplicacién de la computacién cuantica sobre el aprendizaje automaético.
Esta nueva rama de la ciencia recibe el nombre de quantum machine learning.

En lo que resta de trabajo, el objetivo es mostrar la utilidad de la computacién cuantica
(y, en general, la fisica en su totalidad) como herramienta a la hora de resolver problemas
matematicos en los que, a priori, no vemos que pueda existir una interpretacion fisica de los
mismos. Siendo méas concretos, en los siguientes capitulos, vamos a centrarnos en resolver
un problema de optimizacién comin dentro del contexto del aprendizaje automatico clasico
y veremos que es posible abordarlo mediante algoritmos cuanticos.
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Capitulo 2

Aprendizaje automatico

En este capitulo, vamos a definir algunos de los conceptos clave en torno a otro campo
que también se considera de los mas relevantes del panorama cientifico actual: el apren-
dizaje automdtico o machine learning. El objetivo no es profundizar en esta rama de la
ciencia, sino comprender las nociones basicas de la misma para contextualizar el proble-
ma que se va a resolver en el siguiente capitulo utilizando técnicas basadas en principios
fisicos.

La estructura del capitulo se basa en la que encontramos en [3], pues ofrece las nociones
bésicas sobre el aprendizaje automatico formalizadas matematicamente. Para profundizar
mas en el tema, también se recomienda leer [10] y [11].

2.1. Fundamentos de machine learning clasico

El aprendizaje automatico es una de las ramas de la inteligencia artificial que trata
el desarrollo de técnicas y algoritmos para que un ordenador sea capaz de aprender pa-
trones y tomar decisiones, sin estar programado explicitamente para ello. Asi pues, éstos
no deben seguir una serie de instrucciones concretas, sino que los sistemas resultantes de-
ben utilizar modelos mateméaticos parametrizados que se ajusten a un conjunto de datos
conocido, de forma que puedan predecir resultados sobre datos futuros. Decimos que se
trata de un aprendizaje, entendiéndolo como una forma de encontrar patrones y estructu-
ras en los datos automaticamente, mediante la optimizacién de parametros. La cantidad
de aplicaciones que se pueden encontrar para el machine learning es innumerable, desde
predicciones financieras hasta diagnoésticos médicos para la prediccion de tumores pasando
por las recomendaciones de Netflix para la préxima pelicula que podria gustarte.

Dentro del contexto del aprendizaje automético, existen tres aspectos fundamentales:
los datos, el modelo y el aprendizaje.

2.1.1. Los datos

En primer lugar, asumiremos que los datos con los que trabajamos ya se encuentran
representados numéricamente y que son legibles para un ordenador clasico. Por ejemplo,
en el caso de un conjunto de datos (o dataset) como el de la Tabla 2.1, cada fila representa
un caso particular y cada columna es una caracteristica concreta.

La eleccion de las caracteristicas que van a determinar el modelo y la representacion
numérica de éstas son de vital importancia, por lo que el conocimiento del area para el

23
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Nombre Género Nivel universitario Cdédigo postal Edad Salario anual (€)
Aditya M MSc W21BG 36 89563
Bob M PhD EC1A1BA 47 123543
Chloé F BEcon SW1A1BH 26 23989
Daisuke M BSc SE207AT 68 138769
Elisabeth F MBA SE10AA 33 113888

Tabla 2.1: Ejemplo ficticio de datos que no se encuentran en formato numérico [3].

que se estd trabajando suele ser fundamental para lograr resultados fiables. En la Tabla
2.2, se pueden ver los datos de la Tabla 2.1 en un formato numérico.

Género Nivel univ. Latitud (grados) Longitud (grados) Edad Salario anual (miles €)

-1 2 51.5073 0.1290 36 89.563
-1 3 51.5074 0.1275 47 123.543
+1 1 51.5071 0.1278 26 23.989
-1 1 51.5075 0.1281 68 138.769
+1 2 51.5074 0.1278 33 113.888

Tabla 2.2: Ejemplo ficticio de datos (véase Tabla 2.1) convertidos en formato numérico [3].

El siguiente paso es el de normalizacién y escalado de los datos (por columnas), de forma
que tengan media 0 y varianza 1. En adelante, supondremos que los datos ya se encuentran
en este formato y cada input, es decir, cada fila, la denotaremos como x, € X C RP,
n=1,...,N, siendo N el nimero total de ejemplos o puntos de los que se dispone y D el
numero de caracteristicas de las que se tiene informacion.

Siguiendo con el ejemplo de la Tabla 2.2, consideremos ahora el problema concreto de
predecir el salario anual en funcién de la edad. En este caso, cada punto z,, € X C R (la
edad) lleva asociada una etiqueta y, € Y C R (el sueldo). Asi pues, en este caso, el dataset
viene dado por un conjunto de pares etiquetados {(z1,41),...,(xn,yn)} C X x Y. Esta
representacién vectorial permite el uso del algebra y la geometria lineales para facilitar la
resolucién de este tipo de problemas.

Llegados a este punto, podemos distinguir tres tipos de problemas de aprendizaje au-
tomatico: aprendizaje supervisado, aprendizaje no supervisado y aprendizaje por refuerzo.
El primero trabaja con datos etiquetados (X,,yn) € X x Y C RP x RF y su objetivo
es encontrar un modelo tal que sea capaz de predecir un output y para un nuevo input
desconocido x ¢ X. El caso anterior de predecir el salario en funcién de la edad es un
ejemplo de este tipo.

El aprendizaje no supervisado trata con conjuntos datos no etiquetados, es decir, el dataset
se compone de vectores x, € X que no llevan asociada ninguna categoria como las que
anteriormente hemos denotado por y, € Y. Bajo estas circunstancias, la finalidad de los
modelos es encontrar patrones o estructuras intrinsecas (por ejemplo, clusters) a partir
de los datos conocidos. Un ejemplo de este tipo de problemas podria ser la agrupaciéon
automatica de fotos similares en un teléfono mévil.

Por ultimo, el aprendizaje por refuerzo es una variante del aprendizaje supervisado que,
en lugar de una etiqueta, recibe un feedback o refuerzo. Este caso es habitual cuando el
modelo creado debe tomar decisiones que pueden afectar al siguiente input y, mediante un
proceso de prueba-error, el modelo aprende qué accién debe realizar y cuando para lograr
ciertos objetivos. Por ejemplo, un ordenador programado para aprender a jugar al ajedrez
mediante partidas reales.
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2.1.2. El modelo

Una vez ya tenemos los datos en el formato vectorial adecuado, el siguiente paso
consiste en la construccién del modelo o predictor que dé resultados para datos de entrada
desconocidos. Es decir, que al recibir un input concreto (bajo la notacién anterior, un
nuevo vector de caracteristicas x ¢ X, x € RP), éste sea capaz de producir un output
y € Y C RE adecuado. En adelante, supondremos que los outputs son escalares, es decir,
K = 1. Siguiendo con el ejemplo dado por las Tablas 2.1 y 2.2, véase la Figura 2.1, donde
necesitamos un mecanismo para hallar el sueldo de una persona de 60 afnos sin tener ningin
ejemplo conocido de la misma edad.

1504

Y

0 10 20 30 40 30 60 70 80

Figura 2.1: Representacion de los datos de entrenamiento (z,, y, ), mostrando el salario en
funcién de la edad para los datos conocidos de la Tabla 2.2. En este ejemplo, el objetivo
seria predecir el sueldo de una persona de 60 anos (z = 60), marcado mediante la linea
discontinua roja [3].

Existen dos enfoques a la hora de trabajar con un predictor: determinista o probabilista.

= En el caso determinista, se utiliza un modelo paramétrico tal que se predice el output
y a partir de una funcién f : RP? x RF — R con y = f(x,w), siendo w € R’ el vector
de parametros. Dicha funcién puede aproximarse por su desarrollo en serie de Taylor
en torno a w = 0 y, truncando a su primer orden no trivial, da lugar a la regresién

lineal miltiple
y=w-¢(x)+b, (2.1)

donde b € R es el denominado sesgo o bias y la funcién ¢ : X — Z, Z c RE
se denomina mapa de caracteristicas. Notemos que el apellido lineal se refiere a la
relacién entre y y w. En lo que sigue, tomaremos b = 0 sin pérdida de generalidad
puesto que podemos extender el vector de caracteristicas mapeadas de la forma
¢(x) = (¢o(x), P1(X), ..., ¢L(x)) y el de pardmetros como w = (wp, w1, . ..,wr), con
¢0(X) =1 Yy wy = b.

= Para un predictor probabilista, se tiene un vector aleatorio X y una variable aleatoria
Y, de modo que las caracteristicas x y los outputs y son realizaciones de los mismos,
respectivamente. En este caso, el modelo paramétrico viene dado por la distribucién
de probabilidad condicionada con funcién de densidad P(y|x,w), donde aparecen los
pardmetros w € RY. Es habitual considerar que el vector aleatorio esté formado por
variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas.
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2.1.3. El aprendizaje

El aprendizaje en el contexto del machine learning consiste en encontrar un modelo y
sus parametros correspondientes de forma que el predictor resultante actiie adecuadamente
sobre datos desconocidos. Para ello, en primer lugar tomaremos un subconjunto del dataset
del que se dispone y, a partir del mismo, realizaremos el entrenamiento del modelo con el fin
de estimar los pardametros més apropiados. A continuacién, utilizaremos el subconjunto
de datos que atin no ha sido procesado por el modelo (conjunto test) y servirdn para
comprobar la eficacia del mismo. Por tltimo, se lleva a cabo la seleccién del modelo que
se considera mejor entre los que se han podido obtener en las anteriores fases. En este
trabajo, nos vamos a enfocar en el entrenamiento de los modelos pero se recomienda la
lectura de [3] para profundizar en el resto de etapas.

Vamos a centrarnos en el caso de tener un dataset de entrenamiento etiquetado dado
por D = {(x1,71),...,(xn,yn)} C X x Y C RP x R. Como ya se ha mencionado pre-
viamente, entrenar un modelo equivale a estimar los pardmetros w de f o P, segin si lo
hacemos desde una perspectiva determinista o probabilista. Para ello, se debe llevar a cabo
un proceso de optimizacion de forma que los valores que se obtienen para los parametros
w minimicen la distancia entre el resultado dado por el predictor para las caracteristicas
x;, € X,1=1,...,N, y su etiqueta correspondiente y;, ¢ =1,..., N.

Dentro del caso probabilista, se puede definir la funcién de probabilidad L como

N
L(w) = Hp(yib(iaw)» (2.2)
=1

y sirve para medir la verosimilitud de realizaciones concretas de la variable aleatoria con-
dicionada Y| X. El proceso de optimizacién en este caso consiste en maximizar (2.2) o,
alternativamente (véase [3]), se puede definir el problema de minimizacién equivalente

n}din (—log L(w)) . (2.3)

Si nos situamos en un contexto determinista, podemos definir la funcién error cuadratico
medio a partir de los elementos de D como

N
1 2
e(w) = N Z (f(xi,w) —4i)”, (2.4)
i=1
de forma que el entrenamiento consiste de nuevo en un proceso de minimizacion
min e(w). (2.5)
w

Asi pues, a partir de ahora podemos continuar sin especificar el enfoque desde el que
estamos considerando el predictor pues, tanto en el caso probabilista como en el deter-
minista, la fase de entrenamiento consiste en el proceso de minimizacién ((2.3) o (2.5),
respectivamente) de una funcién ¢(w) definida por (2.2) o por (2.4), segtn el caso.

A continuacién, presentamos el algoritmo de descenso del gradiente como método para
resolver el problema de minimizacién de p(w). Se construye tomando un primer vector wy
de forma aleatoria y, para s > 0, se tiene la relacién de recurrencia

Wst1 = Ws — ’YSV(P(‘*’S); (26)
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donde s € R es la denominada learning rate y puede ser la misma en todos los pasos.
Como podemos observar, este algoritmo genera una secuencia de vectores de pardmetros
de manera que los modifica avanzando hacia un minimo local de la funcién ¢(w) por su
pendiente més abrupta y s ajusta la intensidad de la actualizacién en dicha direcciéon
(véase [3]).

Observemos que no siempre llegaremos a un minimo local mediante este procedimiento
(por ejemplo, si 7, es demasiado grande podriamos estar oscilando infinitamente alrededor
de un minimo local sin llegar a alcanzarlo nunca). También puede ocurrir que el tamano de
D sea demasiado grande y que se produzcan problemas de eficiencia a nivel computacional.
Para solventarlo, se utilizan variaciones del método como el algoritmo de descenso del
gradiente estocdstico, que toma subconjuntos aleatorios de D. Por ultimo, notemos que
siempre que la funcién p(w) sea convexa, todos los minimos locales también seran globales,
de modo que el algoritmo puede llegar a converger a la solucién global (véase [3]). Los
casos que vamos a estudiar en este trabajo cumplen esta condicién.

Podemos considerar también una version en tiempo continuo de (2.6) que consiste en
el problema de valor inicial de una ecuacién diferencial de primer orden para una funcién
w:T CR — W CRE de la forma

) Ve, (2.7)
con valor inicial w(0) un vector aleatorio. Este algoritmo recibe el nombre de algoritmo de
flujo del gradiente. Notemos que la versién discreta del algoritmo descrita en (2.6) puede
ser implementada en un computador digital usual. Sin embargo, no puede hacerse directa-
mente para el caso continuo (2.7), salvo si se recupera (2.6) discretizando el problema. En
este trabajo, desarrollaremos distintas métodos para construir una maquina analdgica que
resuelva el problema de optimizacién en tiempo continuo (2.7), al que nos referiremos en
adelante como problema de optimizacion analogica. En primer lugar, lo haremos mediante
la teoria clasica de circuitos y, a continuacién, utilizaremos los conceptos del Capitulo 1
para armar un algoritmo cuantico que resuelva el problema en cuestion.

2.2. Ejemplos de modelos de machine learning

En este apartado, analizamos dos modelos fundamentales dentro del aprendizaje au-
tomatico: regresion lineal y support vector machines (SVM). En ambos casos, lo hacemos
desde una perspectiva determinista.

2.2.1. Regresion lineal

Dado un conjunto de datos etiquetados D = {(x1,91),...,(Xn,yn)} C X XY C
RP x R, el método de regresion lineal estima el vector de pardmetros w € R de forma
que para un nuevo valor x ¢ X, la prediccién correspondiente es

y=f(x,w) =w- x (2.8)

Como podemos observar, (2.8) es un caso particular de (2.1) con L = D pero podria gene-
ralizarse el método intercambiando x por ¢(x) y, como hemos explicado anteriormente,
aniadiendo un sesgo b.

Para entrenar este modelo, utilizamos el error cuadratico medio (2.4) para f(x,w) = w-X,
dando lugar a una funcién cuadratica positiva. Tenemos entonces que resolver el siguiente
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problema de optimizacién
N
(1 2
min (N Zl (W% — i) ) ; (2.9)
1=

cuya solucion analitica es
w = (XX Xy, (2.10)

donde X = (x1---xx) € RP*N es la matriz cuyas columnas son los vectores de caracte-
risticas ordenados de D ey = (y1,... ,yN)t € RV es el vector columna formado por las
etiquetas de D. Es claro que XX! debe ser invertible.

La solucién (2.10) puede generalizarse para el caso de un modelo que viene dado por
y = f(x,w) = w - ¢(x). La expresién de la solucién en este caso es

w = (20") Dy,

donde ® = (¢p(x1)--- p(xn)) € RP*N es la matriz cuyas columnas son los vectores de
salida del mapa de caracteristicas correspondiente. Igual que antes, se requiere que ®®’
sea invertible.

2.2.2. Support vector machines (SVM)

Este modelo sirve para tratar con problemas de clasificacién binaria donde el conjunto
de datos D = {(x1,%1),..., (xn,yn)} € X xY C RP x R tiene la peculiaridad de que
Y = {1, +1}. El objetivo es encontrar un plano 7 = {x € R” : w-x+ b= 0} c R” que
sirva como frontera entre los datos etiquetados con y = —1 y los que tienen la etiqueta
y = +1. Notemos que aqui w representa el vector normal al plano .

Ahora, suponiendo que ya tenemos dicho plano, como se trata de una superficie orienta-
ble, podemos utilizar la siguiente funcién de clasificacion como predictor para una nueva
muestra desconocida x ¢ X
y = sgn(w-x+b).

Sin entrar en detalles, el problema de optimizacién a resolver es el denominado problema
primigenio

A
min <2||ou||2 sy (wexp+b) > 1,V(x4,y:) € D> ) (2.11)

)

donde no sélo hay que minimizar una funcién sino que, ademas, se tienen N restricciones.
El teorema de Karush-Kuhn-Tucker ([3]) garantiza la existencia de constantes no negativas
aq,...,ay tales que el problema (2.11) equivale al siguiente

N
P 5 S
min <2Hw| + ;ai (I -y (w-x+ b))) : (2.12)

Se puede considerar una version dual del problema (2.12) de la forma

N N
, 1
min §ZQ1jaiaj—Zai:a~y:O,ai20 , (2.13)
ij=1 i=1
con Qij = yiy;X; X4, i,j = 1,..., N. Una vez resuelto el problema dual (2.13), la solucién

del problema primigenio viene dada por

w:Zaiyixi, b—‘;‘Z(yi_w'Xi)a

€S €S
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donde S ={ie{l,...,N}:a; #0}.

De forma analoga a lo que se hizo en el modelo anterior, podemos generalizar este
resultado al caso de buscar un plano 7 = {x € R : w- ¢(x) +b = 0} C RP. Este
caso puede darse cuando el conjunto de caracteristicas {x;}; C X no sea linealmente
separable pero {¢(x;)}¥, sf lo sea. El problema de optimizacién dual es entonces

LN N
min 3 ZQ;jaiaj—Zai:a-y:O,aiEO ,
«
ij=1 i=1

con Q;] = yzy](j)(x,) . (,b(Xj), i,j = 1, ey N.

No vamos a entrar en mas detalles sobre el machine learning pues se sale de los objetivos
de este trabajo, pero la informacién expuesta y los recursos recomendados son suficientes
para comprender el valor que tiene la fase de entrenamiento en la construccién de modelos.
En el siguiente capitulo, veremos como la fisica puede jugar un papel crucial en la bisqueda
caminos que nos permitan llevar a cabo esta tarea de manera eficiente pese a que, en
principio, no veamos una relacién directa entre ambas ramas de la ciencia.
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Capitulo 3

El problema de optimizacién

En este capitulo, mostraremos una alternativa para la resolucién de un problema de
machine learning clasico utilizando la fisica como instrumento. En concreto, vamos a cen-
trarnos en los problemas de optimizacion del modelo de regresién lineal (2.9) y el de SVM
(2.13), incluyendo sus versiones utilizando mapa de caracteristicas descritas en la Sec-
ciéon 2.2. Es habitual que la fase de entrenamiento sea la que requiera mas tiempo en su
ejecuciéon y la busqueda de caminos mas eficientes para llevarla a cabo es un tema que
actualmente se estd investigando. En este trabajo, el objetivo es construir un sistema fisi-
co cuya dindmica se rija por (2.7) de forma que, tras un tiempo lo suficientemente largo,
éste nos proporcione los valores de los parametros adecuados w tras el entrenamiento del
modelo en cuestion. Comenzaremos con un breve analisis del problema de optimizacién
y serd resuelto en las secciones sucesivas a través de dos alternativas, una clasica y otra
cudntica.

Las principales fuentes que se han utilizado para el desarrollo del capitulo son [3], [4], [12],
[13], [14] y [5].

3.1. Descripcion del problema

En primer lugar, generalizamos las optimizaciones (2.9) y (2.13) a partir de una funcién
v:Q CR™ — R de la forma

1 — -
p(a) = 5 Z Nijqiq; — ;pz’qz‘, (3.1)

i,j=1

donde la matriz A = (- A;;---) € R™ ™ y el vector columna p = (---p;---)' € R™ estan
fijos. En la Tabla 3.1, se encuentra el resumen de la notacién de cada modelo, utilizando en
ambos casos la version general con mapa de caracteristicas. Observemos que en el modelo
de regresién se tiene m = D mientras que para SVM, m = N. También se utiliza la
notacién e = (1,...,1)! € RV y ¥ = ®Y con Y = diag(y).

min ¢ q A P
Regresion | w o’ by
SVM ol (®Y)'®Y | e

Tabla 3.1: Resumen de la notacion en los problemas de optimizacién de la regresién lineal
y de SVM segtn la ecuacién general (3.1).

31
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Ahora, podemos abordar estos problemas en su version analégica mediante el algoritmo
del flujo del gradiente (2.7) aplicado a la funcién ¢. Segin (3.1), dicho algoritmo toma la

forma
dcclét) = —7(Aq(t) - p), (32)

con valor inicial q(0) un vector aleatorio y learning rate v > 0 constante. La solucién
analitica de (3.2) viene dada por

a(t) = exp(—yAt)q(0) + (I — exp(—yAt)) A”'p, (33)

y, tomando el limite cuando ¢ — oo en (3.3) y teniendo en cuenta que A es una matriz
definida positiva, obtenemos la solucién estacionaria q* de (3.2)

q"=A"'p. (3.4)

En la préctica, se puede dar una estimacion de un tiempo finito para el que la maquina
podria entrenar el modelo en cuestién. Dicho tiempo viene dado por el maximo tiempo
propio de decaimiento 7 = (’y)\u)_l, donde A, es el menor autovalor de A.

Observemos que q* y 7 no dependen en ningin caso del vector inicial q(0) y, ademas,
q* también es independiente del valor . Sin embargo, el tiempo 7 es inversamente pro-
porcional al learning rate, de modo que cuanto mayor sea dicha constante, més rapido se
produciré el entrenamiento.

En las siguientes secciones, analizaremos las alternativas que ofrece la fisica para re-
solver este problema siguiendo un camino clasico y otro cuantico.

3.2. Maquina analégica clasica

Veamos ahora cémo construir una méaquina analégica que codifique el problema de
optimizacién analégico obtenido a partir del algoritmo de flujo de gradiente resumido en
(3.2).

En [4], se trata con un modelo de tipo red neuronal recurrente (RN), cuya versién en tiempo
continuo es implementada por una red eléctrica (RE). Es decir, existe una equivalencia
RN ~ RE. Aqui, desarrollaremos cémo utilizar esa arquitectura circuital para codificar la
ecuacién diferencial (3.2), por lo que nos respaldaremos en [12] y [13] para el desarrollo de
esta seccion.

Es importante entender que las redes neuronales recurrentes son modelos de machine
learning distintos a los que hemos visto hasta ahora y su andlisis se sale de los objetivos
del trabajo. La clave es que la ecuacién de evolucion de estas redes tiene la misma forma
que (3.2), por lo que podemos seguir la metodologia desarrollada en [4] para estudiar el
€aso que nos ocupa.

La Figura 3.1 muestra la topologia general de la red eléctrica que se va a utilizar.
Se trata de m dipolos {N}}7, conectados a una red central N, denominada red de
interaccion.

Para analizar la arquitectura de los dipolos, utilizaremos la representacién en tensiones
de los mismos (véase la Figura 3.2), aunque también podria hacerse mediante su versién
dual, que utiliza corrientes e inductancias ([12], [13]). Asi, cada dipolo N; se compone de
un capacitor C; y un generador de corriente .J;, conectados a una red de m puertas. En
cada una de ellas, entra una corriente I;, de forma que todos los terminales b; se conectan
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N1

Figura 3.1: Representacién del circuito eléctrico que se utiliza para la optimizacién ana-
légica. Este se compone de m dipolos eléctricos N}, interconectados a través de la red de
interaccién N [4].

a la misma referencia (es decir, el potencial nulo). La diferencia de potencial entre el
par de terminales a; y b; se denota por V;, que es a su vez la diferencia de potencial del
condensador C; del dipolo N;.

Figura 3.2: Esquema del i-ésimo dipolo conectado a la red central de interaccién N.

Aplicando la segunda ley de Kirchoff (véase [12], [13]) sobre el nodo a;, se tiene que

Ic, +1; = J;, con Ic, = C’i—dti. Es decir, para cada i = 1,...,m se verifica
i— =—Li+J; :
C gr +J (3.5)

Ahora, nuestro objetivo es que cada tensién V; se corresponda con la componente i-ésima
del vector de pardmetros q del problema de optimizacién analdgico, por lo que la expresion
(3.5) debera adoptar la forma de (3.2). Para ello, lo tinico que falta es tener una relacién

lineal entre I; y cada una de las diferencias de potencial {Vi,...,V,,}, es decir, que se
cumpla
m
I=> GV (3.6)

=1
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para ciertos valores constantes G;j, ¢,7 = 1,...,m. Esto puede sintetizarse mediante un
circuito multiplicador como el que se muestra en la Figura 3.3, donde G;; denota cada
conductancia. Este se corresponde con la red de m puertos denotada por N en la Figura
3.1. Recordemos que la matriz de conductancias contiene los valores de la resistencia
inversa entre los nodos de entrada y salida, de forma que cada elemento de la matriz
representa la conductancia entre un par de nodos especificos. Asi, cada senal de salida
es una combinacion lineal de las senales de entrada ponderadas por las conductancias
correspondientes (véase [12], [13]).

Figura 3.3: Circuito multiplicador matricial de un vector de m componentes a otro de n
componentes, sintetizado mediante una matriz de conductancias m x n.

Uniendo (3.5) y (3.6) en un formato matricial, obtenemos la siguiente ecuacién diferencial

% = —c !'Gv+cJ, (3.7)
conv = (Vi, -, V) €R™ ¢ =diag (Cy, -+ ,Cp) € R™™ G = (---Gyj---) € R™*™
yJ = (Ji,-,Jm) € R™. Si comparamos (3.7) con (3.2), obtenemos la relaciéon entre
los elementos asociados al modelo de ML a entrenar (SVM o regresién lineal, en nuestro
caso) y los de una red eléctrica RE en la que puede implementarse el algoritmo de flujo
del gradiente (véase la Tabla 3.2).

ML | q| YA |
RE (v |c!G|cJ

Tabla 3.2: Resumen de la identificacion entre los elementos de las ecuaciones de evolucion
de los modelos de regresion y SVM (ML) con los de redes eléctricas (RE), (3.7) y (3.2),
respectivamente.

Si, ademas, todos los condensadores se toman iguales, es decir, C; = c¢parai=1,...,m con
¢ una constante estrictamente positiva, entonces obtenemos la asignacién que se muestra
en la Tabla 3.3.

Observemos que la relacién entre el learning rate v y la capacidad inversa de los
ondensadores ¢! puede ser interpretada fisicamente. Tal y como se explica en la Seccién
3.1, para cierto tiempo finito 7 = (’y/\u)fl, el sistema gobernado por la ecuacion (3.2) se
relaja hacia la solucién estacionaria q* dada por (3.4). Es decir, transcurrido ese tiempo,
podremos afirmar que el sistema esté entrenado, ha aprendido. Ocurre un proceso similar
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ML | q|A|p|Y
RE | v |G |J]|c!

Tabla 3.3: Resumen de la identificacion entre los elementos de las ecuaciones de evolucion
de los modelos de regresion y SVM (ML) con los de redes eléctricas (RE), (3.7) y (3.2),
respectivamente, cuando todos los condensadores son iguales.

con la red eléctrica para un tiempo dado por cglj1 (donde g, denota el minimo autovalor de
la matriz de conductancias G). Aqui, reducir el valor de ¢ acelera el aprendizaje, haciendo
que el tiempo de entrenamiento sea menor, pero notemos que no podemos tomar ¢ = 0
pues perderiamos la evolucion temporal del circuito.

La codificacion que revela la Tabla 3.3 permite que el circuito en cuestion sea inicia-
lizado colocando diferencias de potencial aleatorias en cada condensador C; = ¢, es decir,
el vector inicial v(0) se puede elegir al azar. A su vez, la matriz de conductancias G debe
estar sintonizada con los datos de entrenamiento segiin la Tabla 3.1. Asi, tras un tiempo
cg;l, la lectura de las diferencias de potencial en cada puerta de la red N se correspondera
con los valores de los pardmetros del modelo de machine learning ya entrenado.

3.3. MaAquinas cuanticas

Igual que se ha construido una méquina analégica capaz de llevar a cabo la fase de
entrenamiento de un modelo de aprendizaje automatico utilizando circuitos eléctricos,
cabe preguntarse si es posible hacer lo mismo mediante un algoritmo cudntico. En este
apartado, veremos que, en efecto, existen alternativas cuanticas para la optimizacién de

(3.1).

Recordemos que el algoritmo de flujo de gradiente (3.2) sirve para obtener los pardme-
tros que definen un modelo de machine learning y, a la hora de implementarlo mediante
un algoritmo cuantico, existen dos posibilidades para abordarlo: la estatica y la dindmica.

La opcidén estatica se basa en la convergencia de (3.3) hacia la solucién estacionaria g*
dada por (3.4). En particular, se trata de resolver el sistema de ecuaciones Aq = p.
Existen algoritmos cuénticos como el de HHL (véase [14]) que implementan la solucién
de ecuaciones lineales algebraicas, pero en este trabajo nos centraremos en la alternativa
dindmica.

El camino dindmico para la resolucion del problema se lleva a cabo mediante la codificacién
de la ecuacion diferencial (3.2) en un sistema cudntico, de forma que el mismo nos permitira
llegar a la solucién (3.3) y una medida posterior en este sistema dard lugar a (3.4). El
articulo [5] ofrece un algoritmo cudntico para la resolucién de ecuaciones diferenciales
lineales como la de nuestro problema y lo vamos a tomar como alternativa cuéntica para
el entrenamiento de los modelos de regresiéon lineal y SVM.

3.3.1. Marco de trabajo

En primer lugar, consideremos la aproximacién a la solucién (3.3) dada por los desa-
rrollos en serie de Taylor de orden n de las exponenciales que aparecen en dicha expresion,
que toma la forma

n k n l
q(t) ~ (Z (_Z!t) Ak> q(0) — (Z (_l”!”Al*) p. (3.8)

k=0 =1
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A continuacion, construimos los estados asociados a un sistema cuéntico teniendo en cuenta
la estructura de (3.8). Para ello, tomamos una base ortonormal B de un espacio de Hilbert
H

B=Alj):7=1,...,m},
donde m es la dimension de q. Los estados a considerar codifican cada una de las com-

ponentes de los vectores que aparecen en (3.8) como sus amplitudes de probabilidad y la
matriz A se identifica con el operador lineal en H, A. Explicitamente, tenemos que

lq(0)) = Z (3.9)
p) = Z ' (3.10)
A = Z (3.11)
= | H
donde | - || es la norma vectorial euclidea (si v € R™,|[v]| = /o3 +---+v2) v ||A] es

la norma matricial de A inducida por la anterior, que es la raiz cuadrada del autovalor
méximo de A’A. Combinando las expresiones (3.9)-(3.11) con (3.8), obtenemos una apro-
ximacion a la solucién del problema, que toma la forma del vector correspondiente a un
sistema cuantico que evoluciona en el tiempo como

an ey (HAIIA) a(0))

= 1ol (jaga) . (312

=1

Tal y como se explica en [5], el algoritmo presenta dos variantes segin si el operador
A es unitario o no. Por lo general, el problema de optimizacion que estamos estudiando,
dentro del contexto del aprendizaje automaético, no verificard esta condiciéon. Pese a ello,
en adelante, nos restringimos al caso en el que el operador si es unitario pues ofrece la
posibilidad de estudiar el algoritmo de una forma mas sencilla para su comprensién y es
suficiente para cumplir con los objetivos de este trabajo. El caso no unitario se basa en que
A puede descomponerse como una combinacién lineal de operadores unitarios y requiere
mas qubits, por lo que se vuelve algo més complejo.

Como A lo estamos suponiendo unitario, sus potencias también lo seran. Ahora, bajo la
notacién Uy = (—A)¥, k € R, la expresién (3.12) toma la forma

la( (ZCkUk|q +ZD1U1 1|p>> (3.13)

=1
con
O)IIA* ()"
o, - la )Il\k‘ll ) amk=o0,.. .
Al ()
p, — el \ll L

y, siguiendo [5], A2 = C2+D? (C=/>.Cry D= +/>. D)) es la constante de normaliza-
cién del estado, de modo que la componente j-ésima de la solucién q(t) es g;(t)=A? (jla(t)).
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3.3.2. El algoritmo

El diagrama del circuito cuantico que se va a utilizar es el que se muestra en la Fi-
gura 3.4. Dividiremos el algoritmo en cuatro fases: codificacién, generaciéon de estados
entrelazados, decodificacién y medicién.

T—W@—l@)

|0)®T-- - - VsiH Vs2 -— -----;---|0>®T
i 8
Ip) - —._. Ul Uy |-, |
H — — S

1)

Figura 3.4: Circuito cudntico para resolver el problema de optimizacién de (3.1) cuando
el operador A es unitario [5].

Fase de codificacion

El circuito cuantico que se muestra en la Figura 3.4 estd formado por un sistema
principal de qubits y dos auxiliares (también denominados ancillas). Por un lado, para
codificar vectores de m componentes, necesitamos logs(m) qubits principales. Los estados
|a(0)) y |p) se preparan y almacenan en los qubits principales y se encuentran etiquetados
por el primer ancilla como |0) |g(0)) y |1) |p), respectivamente. Es decir, el primer ancilla
estd formado por un sélo qubit. El segundo ancilla esta formado por T = log,(n+1) qubits,
donde recordemos que n es el orden de truncamiento del desarrollo de Taylor generado al
aproximar la solucién (3.3).

Supongamos que el estado de entrada del sistema de qubits principales es |¢) y que
todos los qubits de los ancillas estdn en el estado inicial |0). La primera puerta cudntica
que aparece, V', viene dada por la matriz

1/C D
V=1 (D —C) ’
de modo que el primer sistema ancilla formado por un sélo qubit evoluciona hacia un
estado de superposicién.

Los estados |q(0)) y |p) se forman haciendo actuar las puertas controladas U, y Uy,
respectivamente, sobre el estado de entrada |¢), dependiento del estado del qubit del
primer ancilla. De este modo, el estado inicial |0) [0)%7 |¢) pasa a ser

10)10)°7 a(0)) + 2 12) 10 ).

A continuacién, definimos las puertas controladas Vg1 y Vgo mediante su expresién
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matricial
Vs1 = c )
VG @ (n+1)x (n+1)
VDI Q - Q
Ve — 1 : . .

DD, Q --- Q ’
0 Q@ - Q (n+1)x (n+1)
donde los valores @) indican elementos arbitrarios en las matrices bajo la condicién de

hacer que Vg1 y Vgo sean unitarias. Estas puertas operan sobre los qubits del segundo
ancilla, de forma que el estado total que se obtiene tras su actuacién es

90 = (|o> S VGl a(0)) + 1) 3 VDl - 1) \p>) .
k=0 =1

Resumiendo, para obtener el estado |1;) a partir del estado inicial |0) [0)®7 |¢), la opera-
ci6n a realizar es |0) (0| ® Vo1 @ U, + |1) (1| ® Vo ® Up. Observemos que esta parte del
circuito puede verse desde dos perspectivas que generan el mismo resultado, tal y como se
indica en la Figura 3.5.

? Wy iyt

|0)®T -~ Vs1{ Vs2 ' —RalEl -=|-q V51 Vsz-é-
9~ uflu[- o T D

Ilﬁl) |1/f1)

Figura 3.5: Fragmento del circuito cudntico para resolver el problema de optimizacién de
(3.1) cuando el operador A es unitario. Esta parte se corresponde con la fase de codificacién
para preparar el estado [¢1) [5].

Fase de generacion de estados entrelazados

El siguiente paso consiste en aplicar una serie de operaciones controladas por el se-
gundo ancilla sobre el conjunto de qubits principal de la forma U, = Z?:o 17) (J| ® Uj,

donde recordemos que Uy = (—A)k Asi, el sistema principal y el segundo ancilla quedan
entrelazados, dando lugar al estado total

[92) = 5 (ro> SV k) Uela(0) +11) S VDl = 1) Uiy rp>> -
k=0 =1
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Fase de decodificacién

Dado que las puertas cuanticas son siempre reversibles, todas las operaciones llevadas
a cabo durante la fase de codificaciéon pueden aplicarse de forma inversa. Para ello, se debe
aplicar |0) (0] ® Ws1 + [1) (1| ® Wga sobre el segundo ancilla controlado por el primero,
donde Wg1 = Vgl y Wgo = ng. El estado resultante en el subespacio donde todos los
qubits pertenecientes al segundo ancilla son \O>®T es

- (|o> 0TS Fvita) + 1) 0)°7 Y- 2o |p>) .
k=0 =1

Por tltimo, se opera con la puerta W = VT sobre el primer ancilla. Llegados a este punto,
el tnico subespacio relevante es aquel en el que todos los qubits de los ancillas son |0),
donde el estado del sistema completo en este subespacio es

[vb3) = % 10) [0)*T (Z CrUs [a(0)) + >~ DU |P>> :
=1

k=0 =

Fase de medicion

El dltimo paso consiste en medir el estado final del conjunto principal de qubits en el
subespacio en el que todos los qubits de los ancillas son |0). Observando (3.13), es claro
que se obtiene la solucién directamente sobre un factor A? y con una probabilidad de

. . 1

acierto de, aproximadamente, T

Para obtener la solucién estacionaria (3.4), que es lo que nos interesa, bastard con medir
el estado final para varias realizaciones transcurrido al menos un tiempo 7 = (7/\u)_17 que
recordemos que era el tiempo propio de decaimiento segin veiamos en la Seccién 3.1. De
este modo, obtendremos la distribucién de probabilidad de los distintos posibles estados
finales y concluiremos que los parametros del modelo dados por (3.4) son aquellos cuya

probabilidad se corresponde con VTS

3.3.3. Algunas observaciones

Resumimos brevemente el andlisis que se hace en [5] sobre la complejidad del algoritmo
descrito en el apartado anterior. La rapidez de este algoritmo proviene de la libertad para
procesar informacién adquirida gracias a la presencia de los sistemas de qubits auxilia-
res, que permiten la creacién de estados en superposiciéon y la aplicacién de operaciones
controladas sobre el conjunto principal de qubits.

Desde un punto de vista fisico, tenemos que se estan implementando varias puertas cuan-
ticas de forma simultdnea sobre el sistema principal, pero en diferentes subespacios. A
continuacién, todas las operaciones de la primera fase se aplican en su forma inversa. Es
decir, se produce una combinacién de la informacion que hay en los diferentes subespacios
para obtener un resultado final dado por el subespacio en el que los dos ancillas son |0).
Tal y como se puede deducir de la Figura 3.4, los fenémenos cuanticos que juegan un papel
fundamental en este proceso son la superposicién y el entrelazamiento.

Por otro lado, para comprender el coste del algoritmo, se debe tener en cuenta la
complejidad del sistema de puertas utilizado, que para el caso que hemos estudiado es
O(nlogy(n)logy(m) + logy(m) + n?), frente al tiempo requerido por un ordenador clésico
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para aproximar la solucién, que es de al menos O(m?). Es claro que tinicamente depende
del orden del desarrollo de Taylor utilizado para la aproximaciéon de la soluciéon y de la
dimension del vector q, que en nuestro caso es el nimero de parametros del modelo que
se quiere entrenar. En general, un orden n relativamente bajo sera suficiente para llegar a
un buen resultado en un tiempo razonable.

Otro factor importante en la complejidad del algoritmo es la cantidad de qubits a utilizar.
Recordemos que necesitamos un total de 1+logy(n+ 1) qubits para los ancillas y, ademaés,
se verifica n = ln(%), donde C es una constante y € es el error entre la solucién ideal y la
aproximada. Igual que antes, un orden n relativamente bajo sera suficiente para obtener
buenos resultados en este sentido.



Conclusiones

Este trabajo presenta una muestra de la importancia de la fisica para la resoluciéon de
problemas que, aparentemente, no tienen que ver con ella. Comenzando por la base teérica
de la computaciéon cuantica, se han estudiado principios cuanticos y conceptos como la
superposiciéon cudntica y el entrelazamiento, que se revelan no sélo como curiosidades sino
como las bases para abordar problemas computacionales complejos.

Por otro lado, con el fin de ilustrar una de las aplicaciones de la computacion cuantica,
hemos tenido la oportunidad de conocer el campo del aprendizaje automatico o machine
learning, tratandose de uno de los temas de mayor relevancia dentro del panorama cientifico
actual por sus multiples aplicaciones. Con este trabajo, hemos podido resumir sus puntos
clave, llegando a ver dos modelos tan importantes como la regresion lineal y el SVM.

Al dar nuestros primeros pasos dentro del dmbito del aprendizaje automético, hemos
podido comprobar la importancia de llevar a cabo el entrenamiento de los modelos de
manera eficiente, pues esta fase es la que méas tiempo y energia exige y es determinante para
obtener los parametros adecuados. Es un aspecto vital para la construccién de modelos, por
lo que la btsqueda de la eficiencia en su ejecucion tiene mucho interés para la comunidad
cientifica.

En particular, hemos analizado el problema de optimizacién analdgica para los modelos
de regresién lineal y de SVM, que surge a partir de la versién continua del algoritmo
de descenso del gradiente y no puede implementarse digitalmente de forma directa. Por
ello, hemos querido dar una primera alternativa fisica desde una perspectiva cldsica que,
mediante la teoria de circuitos, nos ha permitido construir una méquina analdgica capaz
de llevar a cabo esta fase de entrenamiento. A continuacién, hemos podido comprobar que
existen algoritmos cuanticos capaces de resolver este mismo problema y su descripciéon ha
sido un ejemplo de aplicacion de los conceptos tedricos que estudiamos al principio del
trabajo.

Asi pues, consideramos que se han alcanzado los objetivos propuestos puesto que no sélo
hemos dado una introduccion teérica de la computacién cudntica sino que hemos podido
ver una aplicacién de la misma que, a su vez, nos ha permitido ampliar nuestros conoci-
mientos en torno a un a&mbito tan sustancial como el aprendizaje automatico. Ademads, este
trabajo sirve como motivacion para continuar estudiando este tema en el futuro, llevando
a cabo la implementacion del algoritmo desarrollado sobre algtin problema concreto. De
hecho, el algoritmo en cuestién sirve para resolver cualquier ecuacion diferencial lineal de
primer orden, presentes en multitud de &mbitos y que no tienen por qué tratarse tnica-
mente de aquellas que se obtienen a partir del entrenamiento de modelos de aprendizaje
automadtico, por lo que el anélisis del mismo es de gran interés. Del mismo modo, el algorit-
mo HHL, que no se ha analizado en profundidad pero que si hemos mencionado, sirve para
obtener matrices inversas mediante circuitos cudnticos, por lo que la investigacién mas a
fondo del mismo presenta oportunidades prometedoras en cuanto a futuras exploraciones
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para resolver este problema computacional tan conocido.

Para cerrar el trabajo, cabe destacar el papel fundamental de la fisica como una he-
rramienta impulsora para diversos campos cientificos, ejemplificado en su aplicacion den-
tro del aprendizaje automdtico. La fisica, con sus principios fundamentales que rigen el
comportamiento del mundo que nos rodea, no sélo establece los cimientos de su propia
disciplina, sino que también actia como un propulsor esencial para la innovaciéon en otras
areas cientificas. Esta relaciéon con otras ramas de la ciencia refleja la naturaleza colabora-
tiva de la investigaciéon. Reconocer y fomentar esta interconexién, no sélo amplia nuestras
capacidades cientificas, sino que también nos permite llegar a territorios atin por descubrir.
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