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ÍNDICE GENERAL

Resumen

En este trabajo se realiza un breve repaso a la descripción relativista de objetos compac-

tos autogravitantes, obteniendo las ecuaciones de equilibrio hidrostático (Tolman-Oppenheimer-

Volkoff) para un fluido perfecto esféricamente simétrico. Se introduce también el método

termodinámico demáxima entropía para alcanzar estas mismas ecuaciones. Posteriormente,

se discuten dos teorías de gravedad modificada, f(R) y f(R, T ), donde R, T son el escalar

de curvatura y la traza del tensor energía-momento, respectivamente. Se estudian las nuevas

ecuaciones de equilibrio hidrostático, obteniendo una corrección a las ecuaciones TOV. Es

aquí donde se muestra en acción el método de máxima entropía, demostrando su validez en

estas teorías extendidas de Relatividad General.
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Introducción
Las estrellas relativistas son aquellas que no pueden ser descritas por la mecánica new-

toniana debido a sus propiedades. Con esto nos referimos a objetos compactos, remanentes

de estrellas luminosas cuando alcanzan los estadíos finales de su ciclo de vida. Sus composi-

ciones y propiedades pueden ser muy variadas, y han sido objeto de estudio desde pricipios

del siglo pasado [29][41][17]. Su descripción mediante la teoría de la relatividad general

proporciona una serie de ecuaciones diferenciales acopladas que determinan la estructu-

ra interna de la estrella, conocidas como las ecuaciones de Tolman-Oppenheimer-Volkoff

(TOV).

La descripción propuesta por Einstein de la gravedad como la curvatura del espacio-

tiempo, a pesar de su rotundo éxito y sus excelentes resultados, presenta problemas funda-

mentales en cosmología y astrofísica. Esto ha motivado la búsqueda de modificaciones a la

relatividad general que puedan ajustarse mejor a las observaciones. Mediciones provenien-

tes de diversas fuentes como supernovas o la radiación de fondo cósmico de microondas

indican que el contenido energético del universo está compuesto en un 4% de materia ordi-

naria, un 20% de materia oscura (un compuesto similar a la materia usual pero que aún no

ha sido observado en un laboratorio) y un 76% de energía oscura[14][31][38], una forma

de energía desconocida, cuya dominancia actual sobre el resto de componentes da lugar a

una expansión acelerada del universo. Además, tanto la necesidad de inhomogeneidades

primordiales que den lugar a las estructuras a gran escala observadas en nuestro univer-

so [28]; como los conocidos como problemas del horizonte, de planitud y de monopolos

[26][23][44][24] apuntan a un período de expansión acelerada durante un tiempo en los ini-

cios de la historia del universo conocida como época de inflación[23][19][24], seguida de

un período de expansión decelerada.
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ÍNDICE GENERAL

El modelo más simple que describe todos estos fenómenos es el conocido comoΛCDM,

describiendo la energía oscura mediante una constante cosmológica que impulsa la expan-

sión del universo. Este modelo tiene problemas [8][45], principalmente el conocido como

problema de magnitud, es decir, la diferencia abismal entre el valor de esta constante y el

que se obtiene a partir de la energía de punto cero de los campos de materia; o el problema

de coincidencia, el por qué coincide que el pequeño periodo durante el cual la densidad

de energía oscura y la de materia son comparables es justo este en el cual existimos para

observarlo.

Ante toda esta problemática, uno de los enfoques adoptados es buscar modificaciones

de la teoría de la relatividad general para intentar evitar recurrir a estos componentes oscu-

ros y las complicaciones que conllevan. Otro aspecto que impulsa estas extensiones de la

teoría es el intento de construir una cuantización de la gravedad. La teoría de Einstein no es

renormalizable, y la inclusión de términos de orden superior en la acción mostró resultados

prometedores en este aspecto. [40][42]

En este trabajo se pretende estudiar las configuraciones estables de objetos compactos,

obteniendo las ecuaciones de equilibrio hidrostático (TOV) mencionadas anteriormente en

relatividad general y en teorías de gravedad modificada. El trabajo está estructurado de la

siguiente forma: en el capítulo 2 se obtienen las ecuaciones TOVmediante las ecuaciones de

Einstein y se introduce, basado en los trabajos de Cocke[10], Sorkin et al.[35] y Gao[16],

un método alternativo para obtener el mismo resultado empleando un procedimiento pu-

ramente termodinámico de maximización de la entropía. En las secciones posteriores, se

presentan modificaciones a la relatividad general comunes en la literatura y se obtiene las

ecuaciones TOV, generalizando por primera vez el método termodinámico a estas teorías en

concreto, cosa que no ha sido estudiada aún en la literatura, para posteriormente corroborar

su eficacia comparando con las ecuaciones obtenidas anteriormente por otros autores.
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Capítulo 1

Elementos de Relatividad General
1.1. Formulación clásica de la gravedad

En esta sección se introducen los elementos básicos que describen la interacción gravi-

tatoria clásica en el marco de la relatividad general (GR). Véase [43] para una descripción

más detallada.

Se describe el espacio-tiempo mediante una variedadM de cuatro dimensiones equipa-

da con un campo tensorial g simétrico dos veces covariante. Definimos el producto interno

de dos vectores u, v sobre el fibrado tangente como

⟨u, v⟩ = g(u, v)

De aquí en adelante emplearemos el convenio de Einstein, por simplicidad. Esto es, allá

donde aparezcan índices repetidos se asumirá una suma a todos los valores de dicho índice.

Asimismo, índices griegos se supone que toman valores enteros de 0 a 3. Por ejemplo

Aµ
νρBµ

ρ =
3∑

µ=0

3∑
ρ=0

Aµ
νρBµ

ρ

Así, si introducimos coordenadas xµ arbitrarias alrededor de un punto p, el producto

interno de dos vectores u = uµ∂µ , v = vµ∂µ en el espacio tangente a dicho punto está

determinado por

⟨u, v⟩ = uµvνg(∂µ, ∂ν) = gµνu
µvν

Donde definimos gµν = g(∂µ, ∂ν) y ∂µ denotan los vectores de la base inducida por la

carta xµ. Denotaremos gµν a la matriz inversa de gµν . Asimismo, introducimos la derivada

covariante∇, y la conexión localmente como
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1 Elementos de Relatividad General

(∇µ − ∂µ) v
ν = Γν

µρv
ρ

Si imponemos, de forma estándar

∇µ∇νf = ∇ν∇µf, ∀f ∈ C 1(M)

∇µgνρ = 0

Obtenemos que la conexión corresponde a la de Levi-Civita, que puede expresarse en

términos exclusivamente de la métrica

Γλ
µν =

1

2
gλκ(∂µgκν + ∂νgκµ − ∂κgµν)

Donde gλκ es la inversa de la métrica. Con estos elementos podemos definir el tensor de

curvatura, R

[∇µ∇ν −∇ν∇µ]v
ρ = Rρ

λµνv
λ

A partir del cual se construye el tensor de Ricci Rµν = Rρ
µρν y el escalar de curvatura

R = Rµ
µ. Finalmente, la interacción gravitatoria se describe mediante la siguiente acción

(Hilbert-Einstein)

S =
c4

16πG

∫ √
−gRd4x+

∫ √
−gLmd

4x

Lo cual lleva a la siguiente ecuación de movimiento, la ecuación de Einstein

Gµν := Rµν −
1

2
Rgµν =

8πG

c4
Tµν

Donde Gµν , aquí definido, es el tensor de Einstein y Tµν es el tensor energía-momento

debido a los campos de materia presentes.

Tµν =
−2√
−g

δ(
√
−gLm)

δgµν
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1 Elementos de Relatividad General

Es importante notar que, a pesar de haber expresado estas identidades en componentes por

brevedad, es perfectamente posible enunciarlas de forma completamente independiente de

coordenadas, por lo que esta teoría es invariante bajo difeomorfismos.

1.2. Convenciones

Son tantas las convenciones de signos y unidades como textos hay sobre relatividad

general. A lo largo de este trabajo, la signatura de la métrica será (+,−,−,−), los signos

en la ecuación de Einstein tal como semuestra en la sección anterior y el tensor de curvatura,

explícitamente, es

Rρ
σµν = ∂µΓ

ρ
σν + Γα

σνΓ
ρ
αµ − ∂νΓ

ρ
σµ − Γα

σµΓ
ρ
αν

A partir de ahora, tomaremos un sistema de unidades geometrizado, en el que G = c =

1. Cuando sea preciso obtener resultados numéricos, basta con multiplicar por potencias

correspondientes de G y c para obtener las dimensiones apropiadas.
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Capítulo 2

Estrellas Relativistas
2.1. Derivación dinámica de los perfiles de presión y den-

sidad

En primer lugar, revisemos la descripción en el marco de la relatividad general de ob-

jetos compactos estáticos y esféricamente simétricos. En coordenadas apropiadas, la forma

más general que puede adquirir una métrica con estas propiedades es la siguiente

ds2 = e2ν(r)dt2 − e2ϕ(r)dr2 − r2dΩ2 (2.1)

Donde Ω representa las variables angulares esféricas y los potenciales métricos ν y ϕ se

introducen en esta forma por conveniencia operativa. Supongamos ahora, en primera apro-

ximación, que la materia que compone el objeto pueda describirse como un fluido perfecto.

Es sabido que el tensor energía-momento que describe dicho sistema puede expresarse co-

mo

T µν = (ρ+ p)uµuν − pgµν (2.2)

Donde ρ y p representan la densidad de energía y la presión, funciones que dependerán ra-

dialmente de la posición. uµ es la cuadrivelocidad del fluido, localmente en reposo y cum-

pliendo que gµνuµuν = 1. Como suponemos un objeto estático, la trivelocidad del fluido

será nula, y uµ = δµ0 /
√
gtt, siendo δ la delta de Kronecker. En términos de los potenciales

métricos las componentes relevantes del tensor de Einstein pueden expresarse como

Gtt = −e2(ν−ϕ)

(
1

r2
− 2

ϕ′

r

)
+

e2ν

r2
(2.3)

Grr = −
(

1

r2
+ 2

ν ′

r

)
+

e2ϕ

r
(2.4)
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2 Estrellas Relativistas

Gθθ = −r2e−2ϕ

(
ν ′′ + ν ′2 − ϕ′ν ′ +

ν ′ − ϕ′

r

)
(2.5)

Donde el símbolo de prima significa derivación con respecto a r. Por otra parte,

Tµν = (ρ+ p)uµuν − pgµν (2.6)

Y sus correspondientes componentes relevantes son

Ttt = ρe2ν (2.7)

Trr = −pe2ϕ (2.8)

Tθθ = −pr2 (2.9)

Igualando ambos tensores

e2(ν−ϕ)

(
1

r2
− 2

ϕ′

r

)
− e2ν

r2
= −8πρe2ν (2.10)

−
(

1

r2
+ 2

ν ′

r

)
+

e2ϕ

r
= −8πpe2ϕ (2.11)

e−2ϕ

(
ν ′′ + ν ′2 − ϕ′ν ′ +

ν ′ − ϕ′

r

)
= 8πp (2.12)

La ecuación (2.10) puede reescribirse como

1

r2
d

dr

[
r
(
1− e−2ϕ(r)

)]
= 8πρ (2.13)

Que puede integrarse para obtener

e−2ϕ(r) = 1− 8π

r

∫ r

0

ρ(s)s2ds = 1− 2m(r)

r
(2.14)

Donde definimosm(r), representando un equivalente a lamasa total contenida en una esfera

de radio r

m(r) = 4π

∫ r

0

s2ρ(s)ds (2.15)
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2 Estrellas Relativistas

Las ecuaciones (2.10),(2.11) proporcionan expresiones para ϕ′ y ν ′ en términos de ρ y p

exclusivamente. Tomando la derivada de (2.11) podemos obtener una expresión para ν ′′ y

elevando también dicha ecuación al cuadrado, una última expresión para ν ′2. El cálculo no

aporta especial interés y ha sido extensamente discutido en la literatura [17]. Recapitulando,

a partir de las componentes tt y rr de la ecuación de Einstein obtenemos expresiones para

ϕ′, ϕ, ν ′, ν ′2 y ν ′′ en términos exclusivamente de ρ, p′ y p. Sustituyendo en la ecuación (2.12)

es posible obtener finalmente la ecuación de Tolman-Oppenheimer-Volkoff, que determina

los perfiles de densidad de energía y presión en el interior de la estrella

dp

dr
= − [m(r) + 4πr3p(r)] [ρ(r) + p(r)]

r2
(
1− 2m(r)

r

) (2.16)

Esta ecuación ha de resolverse en conjunto con (2.14) para formar un sistema completo de

ecuaciones diferenciales, es decir, junto con la ecuación

dm

dr
= 4πr2ρ(r) (2.17)

Recordando la expresión (2.15), lo único necesario para resolver estas ecuaciones es una

ecuación de estado, es decir, una expresión de la forma p = p(ρ) o alternativamente ρ =

ρ(p) cuya forma dependerá del contenido de la estrella.

2.2. Derivación termodinámica

En las últimas décadas, diversos resultados parecen apuntar a una interpretación termo-

dinámica en relatividad general. Los trabajos de Hawking invitan a una interpretación de las

leyes mecánicas de los agujeros negros en términos de análogos a las leyes ordinarias de la

termodinámica[21][3]. Tratando objetos compactos W.J. Cocke [10] describió en 1965 un

principio de máxima entropía para esferas fluidas auto-gravitantes. Mostró que las configu-

raciones que hacían extremal la entropía coincidían con las configuraciones de equilibrio
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2 Estrellas Relativistas

predichas por la ecuación de Einstein. Asimismo, Sorkin, Wald y Zhang [35] desarrollaron

en 1981 un principio similar, restringido a esferas de radiación.

Revisaremos aquí esta formulación, con el objetivo de recobrar la ecuación de Tolman-

Oppenheimer-Volkoff y más adelante generalizar este procedimiento. Comenzamos con la

primera ley de la termodinámica

TdS = dE + pdV − µdN (2.18)

Donde S representa la entropía total, E la energía interna, N el número de partículas, µ el

potencial químico y T la temperatura local. En términos de variables intensivas

Td(sV ) = d(ρV ) + pdV − µd(nV ) (2.19)

Es decir

TsdV + TV ds = ρdV + V dρ+ pdV − µndV − µV dn (2.20)

Si aplicamos esta expresión para un volumen unidad obtenemos

Tds = dρ− µdn (2.21)

Multiplicando (2.21) por V y restando (2.20) llegamos a

s =
1

T
(ρ+ p− µn) (2.22)

La entropía será, recordando la expresión (2.14) para el potencial métrico λ

S =

∫ R

0

s(r)dV (3) =

∫ R

0

s(r)eϕ(r)r2drdΩ = 4π

∫ R

0

r2s(r)√
1− 2m(r)

r

dr (2.23)

De igual forma definimos el número total de partículas

N = 4π

∫ R

0

r2n(r)√
1− 2m(r)

r

dr (2.24)
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2 Estrellas Relativistas

Requeriremos que la entropía sea extremal manteniendo constante el número de partículas,

por lo que planteamos el siguiente lagrangiano

L(m,m′, n) = [s(ρ(m′)), n) + λn(r)]

[
1− 2m(r)

r

]− 1
2

r2 (2.25)

El símbolo ′ denota d/dr y λ es un multiplicador de Lagrange. Las ecuaciones de Euler-

Lagrange son

∂L
∂n

= 0 (2.26)

∂L
∂m

+
d

dr

∂L
∂m′ = 0 (2.27)

La ecuación (2.26) queda

∂s

∂n
+ λ = 0 (2.28)

Que, recurriendo a (2.22) se reduce a

µ

T
= λ (2.29)

Por otra parte

∂L
∂m

= [s(r) + λn(r)]

[
1− 2m(r)

r

]− 3
2

r (2.30)

∂L
∂m′ =

∂s

∂m′

[
1− 2m(r)

r

]− 1
2

r2 =
∂s

∂ρ

∂ρ

∂m′

[
1− 2m(r)

r

]− 1
2

r2 (2.31)

Usando (2.15), (2.22)

∂L
∂m′ =

1

T

1

4πr2

[
1− 2m(r)

r

]− 1
2

r2 =
1

4πT

[
1− 2m(r)

r

]− 1
2

(2.32)

Derivando
d

dr

∂L
∂m′ =

(
m′

r
− m

r2

)
−

(
1− 2m

r

)
T ′

T

4πT (r − 2m)
3
2

(2.33)
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2 Estrellas Relativistas

Usando las ecuaciones (2.22) y (2.29) podemos expresar el término s+λn como (ρ+p)/T ,

con lo que finalmente la ecuación (2.30) queda

∂L
∂m

=
ρ+ p

T

[
1− 2m(r)

r

]− 3
2

r (2.34)

En conjunto, la ecuación de Euler-Lagrange queda

T ′

T
r2

[
1− 2m

r

]
= −(m+ 4πr3p) (2.35)

Ahora falta eliminar la dependencia con T . Partimos de (2.29) para obtener que µ′ = λT ′.

Despejando la presión en (2.22) llegamos a que su diferencial es

dp = d(Ts)− dρ+ d(µn) = sdT + Tds− dρ+ ndµ+ µdn (2.36)

Usando la expresión previa para la diferencial de la entropía (2.21) podemos reducir esta

última ecuación a

dp = sdT + ndµ (2.37)

Con lo cual, derivando con respecto a r y recordandoµ′ = λT ′ , así como s+λn = (ρ+p)/T

dp

dr
= sT ′ + nµ′ = sT ′ + nλT ′ =

T ′

T
(ρ+ p) (2.38)

Con esto podemos eliminar la dependencia con la temperatura en (2.35) para recobrar fi-

nalmente la ecuación de Tolman-Oppenheimer-Volkoff (2.16).

dp

dr
= − [m(r) + 4πr3p(r)] [ρ(r) + p(r)]

r2
(
1− 2m(r)

r

) (2.39)

El interés de este procedimiento, más allá de una posible discusión sobre la analogía ter-

modinámica de la relatividad general, es haber obtenido la ecuación TOV a partir de un

procedimiento puramente clásico, únicamente habiendo empleado el elemento de volumen

dado por la métrica (2.1), e implícitamente, la componente tt de las ecuaciones de Einstein
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2 Estrellas Relativistas

(2.10) para relacionar el potencial métrico ϕ con m. En el procedimiento mostrado en la

sección 2.1, es necesario trabajar con todos los potenciales métricos y posteriormente reali-

zar manipulaciones ad hoc para eliminar la dependencias en ν, ϕ y sus derivadas y obtener

así una ecuación en términos de ρ y p. Como veremos en la siguiente sección, en teorías más

allá de la relatividad general este procedimiento es más complicado, pues las ecuaciones de

campo no son tan sencillas como en este caso.
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Capítulo 3

Teorías f (R)
3.1. Motivación

Desde el origen de la propia relatividad general han surgido posibles modificaciones a

la teoría. Originalmente se mostraron como meras exploraciones para comprender la nueva

teoría y ponerla a prueba, sin embargo, posteriores hallazgos motivaron la búsqueda de

correcciones al modelo. En la década de los 60, intentos de cuantizar la gravedad probaron

que la relatividad general no es renormalizable, y por lo tanto no puede construirse una

teoría cuántica al uso. La adición de términos de mayor orden en la curvatura probó ser

capaz de proporcionar resultados prometedores [42], algo que fue corroborado por diversos

autores [40][5][6]. Además, observaciones cosmológicas como la expansión del universo

en tiempos tardíos puede ser explicada considerando también ciertas modificaciones de este

tipo [39]. Para más detalles consultar [9][37][33].

Las teorías f(R) consisten en modificar la acción de Hilbert-Einstein, sustituyendo el

escalar de curvaturaR por una función general delmismo. El interés de estasmodificaciones

consiste en que son suficientemente generales como para describir las propiedades de las

correcciones de mayor orden a la relatividad general, pero siendo a la par suficientemente

simples como para trabajar con ellas con facilidad.
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3 Teorías f(R)

3.2. Acción y ecuaciones de campo

Como se ha anticipado, las teorías f(R) consisten en tomar la siguiente modificación

de la acción

S =
1

16π

∫
d4x

√
−gf(R)L+ Sm (3.1)

Donde Sm representa la contribución de los campos de materia. Es importante notar que

consideraremos variaciones con respecto a la métrica a la hora de obtener las ecuaciones de

campo. Existe otro procedimiento, denominado formalismo de Palatini, en el que se consi-

deran variaciones independientes con respecto a la métrica y a la conexión. En relatividad

general son equivalentes, mientras que no lo son en otras teorías. No nos ocuparemos aquí

de dicho formalismo. Para más detalles consultar [7]. Tomando variaciones con respecto a

la métrica, conocido como formalismo de teorías métricas pueden obtenerse las ecuaciones

de campo

df(R)

dR
Rµν −

1

2
f(R)gµν − [∇µ∇ν − gµν□]

df(R)

dR
= 8πTµν (3.2)

Donde □ = gµν∇µ∇ν denota el operador d’Alembertiano. La obtención de estas ecuacio-

nes de campo no es para nada trivial, pero un estudio en profundidad se sale del objetivo de

este texto. Para una discusión más detallada ver [36].

Un aspecto a considerar es la conservación de la energía en estas teorías. En relatividad

general, las identidades de Bianchi garantizan que

∇µG
µν = 0 = ∇µT

µν (3.3)

Y el tensor energía-momento tiene divergencia nula. A priori, este no tiene por qué ser el

caso si introducimos una modificación en la acción. Sin embargo, tomando la divergencia

del miembro izquierdo en (3.2), definiendo f ′ = df/dR
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3 Teorías f(R)

8π∇µTµν = (∇µf ′)Rµν + f ′∇µRµν −
1

2
gµν∇µf − [□∇ν −∇ν□]f ′ (3.4)

Usando la regla de la cadena y la definición del tensor de Ricci esta expresión se reduce a

(∇µf ′)Rµν + f ′∇µ(Rµν −
1

2
R)−Rµν∇µf ′ = 0 (3.5)

Los sumandos primero y último se cancelan mutuamente y en el segundo, el término entre

paréntesis es precisamente el tensor de Einstein, que tiene divergencia nula, por lo que

efectivamente se cumple aquí también la ley usual de conservación de la energía.

Evaluando la traza de las ecuaciones de campo (3.2) podemos observar una diferencia

importante con la relatividad general. En GR, la traza de la ecuación de Einstein es R =

8πT , donde T es la traza del tensor energía momento. Sin embargo, en las teorías f(R)

Rf(R)− 2
df(R)

dR
+ 3□df(R)

dR
= 8πT (3.6)

Aquí, la relación entre T yR no es algebraica, sino diferencial. Para ilustrar la complicación

añadida que esto supone, recurramos al teorema de Birkhoff [4]. Este asegura que cualquier

solución esféricamente simétrica de las ecuaciones de Einstein en el vacío (T = 0) debe ser

estática y asintóticamente plana, es decir, debe ser la solución de Schwarzschild [43]. Esto

ya no es cierto, puesto que existen soluciones de la ecuación modificada con R ̸= 0 para

T = 0.
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Capítulo 4

Ecuación TOV en teorías f (R)
4.1. Derivación dinámica

Una vez más, para probar la potencia del método termodinámico, obtendremos el aná-

logo a la ecuación TOV en las teorías f(R) mediante el método clásico. El desarrollo de

las ecuaciones de campo ha sido tratado en la literatura [2]. Las componentes tt y rr pro-

porcionan (′ denota d/dr)

8πρ =
1

2
f(R)+

[
1

r2
+

e−2ϕ(2rϕ′ − 1)

r2
− R

2

]
df

dR
+e−2ϕ

(
ϕ′ − 2

r

)
df

dR

′
−e−2ϕ df

dR

′′
(4.1)

8πp = −1

2
f(R) +

[
− 1

r2
+

R

2
+

e−2ϕ(2rν ′ + 1)

r2

]
df

dR
+ e−2ϕ

(
ν ′ +

2

r

)
df

dR

′
(4.2)

Para eliminar la dependencia con los potenciales métricos, usamos en primer lugar (2.14)

para expresar ϕ, ϕ′ en términos dem,m′. Luego, dado que hemos probado la ley de conser-

vación de la energía en el capítulo anterior, podemos obtener una expresión para ν ′ a partir

de la divergencia del tensor energía-momento

∇µTµν = 0 → p′ = −(ρ+ p)ν ′ (4.3)

Incorporando todos estos elementos obtenemos finalmente la ecuación TOV modificada

dp

dr
= −(ρ+p)

(
1− 2m

r

)−1(2

r

df

dR
+

df

dR

′)−1 [
8πp+

2m

r3
df

dR
+

1

2
f(R)− R

2

df

dR
− 2

r

(
1− 2m

r

)
df

dR

′]
(4.4)

La ecuación (4.1) supone el análogo de (2.17), usando (2.14) para sustituir ϕ y, a partir de
esta misma relación

ϕ′ =
1

r

(
m′ − m

r

)(
1− 2m

r

)−1

(4.5)
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4 Ecuación TOV en teorías f(R)

4.2. Derivación termodinámica
Procedemos ahora a mostrar un cálculo similar al mostrado en la sección 2.2. Si usamos

(2.22), suponiendo una ecuación de estado p = p(ρ)

Ts = ρ(m,m′) + p(ρ(m,m′))− µn (4.6)

La diferencia con respecto al caso en GR estriba en que ahora ρ no sólo depende de m′

como en la ecuación (2.17), sino que, a través de la dependencia mostrada en (4.1) con λ′,
la densidad de energía depende también dem.

Planteamos el mismo lagrangiano que en la sección 2.2

L(m,m′, n) = [s(ρ(m,m′)), n) + λn(r)]

[
1− 2m(r)

r

]− 1
2

r2 (4.7)

La ecuación de Euler-Lagrange en la variable n aporta el mismo significado que en el caso
de GR

µ = λT (4.8)

Por otra parte, para las ecuaciones de Euler-Lagrange en la variablem

∂L
∂m

= (s+ λn)r

[
1− 2m(r)

r

]− 3
2

+

[
1− 2m(r)

r

]− 1
2

r2
∂s

∂m
(4.9)

∂L
∂m′ =

[
1− 2m(r)

r

]− 1
2

r2
∂s

∂m′ (4.10)

Calculamos las derivadas de la entropía. Usando (2.22), (4.1) y (4.5)

∂s

∂m′ =
∂s

∂ρ

∂ρ

∂ϕ′
∂ϕ′

∂m′ =
1

T

∂ρ

∂ϕ′
1

(r − 2m)
=

1

8πT

[
2

r2
df

dR
+

1

r

df

dR

′]
(4.11)

∂s

∂m
=

∂s

∂ρ

[
∂ρ

∂ϕ

∂ϕ

∂m
+

∂ρ

∂ϕ′
∂ϕ′

∂m

]
=

1

T

1

8π

[
−2

r

(
2rϕ′ − 1

r2
df

dR
− df

dR

′′
+

(
ϕ′ − 2

r

)
df

dR

′)
+

(4.12)

+
1

r

(
2

r

df

dR
+

df

dR

′)]
Usando la expresión para ϕ′ (4.5) podemos finalmente obtener las derivadas del lagrangiano

∂L
∂m

= (s+ λn)r

[
1− 2m(r)

r

]− 3
2

+
1

8πT

[
1− 2m(r)

r

]− 1
2
(
3
df

dR

′′
+ 2r

df

dR

)
(4.13)
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4 Ecuación TOV en teorías f(R)

∂L
∂m′ =

1

8πT

[
1− 2m

r

] 1
2
(
2
df

dR
+ r

df

dR

′)
(4.14)

Derivando (4.14) con respecto a r, así como eliminando el término s+λnmediante las ecua-
ciones (2.22),(4.8) podemos finalmente sustituir en la ecuación de Euler-Lagrange (2.27)

T ′

8πT 2

(
2

r2
df

dR
+

1

r

df

dR

′)
r2 =

1

8πT

(
− 4

r3
df

dR
− 1

r2
df

dR

′
+

2

r2
df

dR

′
+

1

r

df

dR

′′)
r2+

(4.15)

+
1

8πT

(
2

r2
df

dR
+

1

r

df

dR

′)
(2r + rm′ − 5m)

(
1− 2m

r

)−1

−

− 1

8πT

(
2

r

df

dR

′′
+

3

r2
df

dR

′)
r2 − p+ ρ

T
r

(
1− 2m

r

)−1

Recordando la relación (2.38) entre p′ y T ′ eliminamos de nuevo la dependencia con T para
obtener finalmente la ecuación TOV

dp

dr
= −(ρ+p)

(
1− 2m

r

)−1(2

r

df

dR
+

df

dR

′)−1 [
8πp+

2m

r3
df

dR
+

1

2
f(R)− R

2

df

dR
− 2

r

(
1− 2m

r

)
df

dR

′]
(4.16)

Que coincide con (4.4). La obtención directa de esta ecuación mediante el método dinámi-
co, aunque no se ha comentado en profundidad, encierra complicaciones y diversos pasos
de cálculo, además de ser necesario usar más de una de las componentes de las ecuaciones
de campo. Aquí se ve la potencia de este nuevo método. Simplemente empleando relacio-
nes termodinámicas y la componente tt de las ecuaciones de campo es posible obtener los
mismos resultados con una carga de cálculo menor.

20



Capítulo 5

Teorías f (R, T )
5.1. Motivación

Recientemente, Harko et al. [20] propusieron una generalización de las teorías f(R),
sustituyendo el escalar de curvatura en la acción de Hilbert-Einstein por una función arbitra-
ria tanto deR como de T , la traza del tensor energía-momento. Diversos trabajos posteriores
motivaron el interés por estas teorías para describir objetos compactos [30][25][13][27][11].
Este modelo introduce un acoplamiento nomínimo entre la geometría y la materia, y supone
un paso más allá de las teorías f(R) para estudiar los efectos a diversas escalas que surjen
al introducir nuevas correcciones a la relatividad general.

5.2. Formulación
Esta teoría se basa en la acción

S =
1

16π

∫
d4x

√
−gf(R, T ) +

∫
d4x

√
−gLm (5.1)

Realizando variaciones de la acción con respecto a la métrica se obtienen las ecuaciones de
campo

∂Rf(R, T )Rµν −
1

2
f(R, T )gµν + (gµν□−∇µ∇ν)∂Rf(R, T ) = (5.2)

= 8πTµν − ∂Tf(R, T )Tµν − ∂Tf(R, T )Θµν

Aquí Θµν = gαβδTαβ/δg
µν . De nuevo, comprobemos la divergencia del tensor energía-

momento para esta teoría

∇µTµν =
∂Tf

8π − ∂Tf

[
(Tµν +Θµν)∇µln(∂Tf) +∇µΘµν −

1

2
∇νT

]
(5.3)

En este caso, no se conserva el tensor energía-momento, en el sentido habitual en GR.
Estudiaremos, como sugieren Harko et al[20], un modelo más simplificado, en el cual la
corrección adquiere la siguiente forma

f(R, T ) = R + 2χT (5.4)

Donde χ es una constante que cuantifica la desviación con respecto a GR. Numerosos tra-
bajos toman también este modelo [34][32]. Las ecuaciones de campo se reducen a
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5 Teorías f(R, T )

Gµν = 8πTµν + χTgµν + 2χ(Tµν + pgµν) (5.5)

Cuyas componentes relevantes son

(8π + 3χ)ρ = χp− e−2ϕ

(
1

r2
− 2ϕ′

r

)
+

1

r2
(5.6)

(8π + 3χ)p = χρ+ e−2ϕ

(
1

r2
+

2ν ′

r

)
− 1

r2
(5.7)

Si definimos variables efectivas

8πρeff = (8π + 3χ)ρ− χp (5.8)

8πpeff = (8π + 3χ)p− χρ (5.9)

O lo que es lo mismo
ρ =

8π

α2 − χ2
(αρeff + χpeff ) (5.10)

p =
8π

α2 − χ2
(χρeff + αpeff ) (5.11)

Donde α = 8π + 3χ. Podemos reescribir las ecuaciones (5.6), (5.7) como

8πρeff = e−2ϕ

(
2ϕ′

r
− 1

r2

)
+

1

r2
(5.12)

8πpeff = e−2ϕ

(
1

r2
+

2ν ′

r

)
− 1

r2
(5.13)

La ecuación (5.12) puede integrarse para definir

e−2ϕ = 1− 2m(r)

r
(5.14)

Donde

m(r) =

∫ r

0

4πρeff (s)s
2ds (5.15)

La ecuación (5.3) se transforma en este modelo en

(4π + χ)∇µTµν = −1

2
χ∇ν(T + 2p) (5.16)

Que resulta en

−dp

dr
− dν

dr
(ρ+ p) +

χ

8π + 2χ
(ρ′ − p′) = 0 (5.17)
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Capítulo 6

Ecuaciones TOV en teorías f (R, T )
La deducción dinámica de las ecuaciones de equilibrio hidrostático para las teorías

f(R, T ) ha sido extensamente discutida en la literatura [27][12], por lo que sólo citaremos
el resultado final

dp

dr
= −(ρ+ p)

4πpr + m
r2

− χ(ρ−3p)r
2(

1− 2m
r

) [
1− χ

8π+2χ

(
1− dρ

dp

)] (6.1)

Procedemos ahora a emplear directamente el método termodinámico desarrollado en las
secciones anteriores. Definimos el lagrangiano de la forma usual, recordando que para de-
finirm empleamos esta vez ρeff en lugar de ρ.

L(m,m′, n) = [s(ρeff (m
′)), n) + λn(r)]

[
1− 2m(r)

r

]− 1
2

r2 (6.2)

Usando (4.8), en términos de las variables efectivas

L(m,m′, n) = k
ρeff + peff

T

[
1− 2m(r)

r

]− 1
2

r2 (6.3)

Donde k = 8π/(8π + 2χ). Las derivadas parciales son

∂L
∂m

= k
ρeff + peff

T

[
1− 2m(r)

r

]− 3
2

r (6.4)

∂L
∂m′ =

k

T

[
1− 2m(r)

r

]− 1
2

r2
∂ρeff
∂m′ (6.5)

Usando (5.15)

∂L
∂m′ =

k

4πT

[
1− 2m(r)

r

]− 1
2

(6.6)

Derivando con respecto a r

d

dr

∂L
∂m′ =

k

4πr2T
(m′r −m)

[
1− 2m

r

]−3/2

− k

4πT

T ′

T

[
1− 2m

r

]−1/2

= (6.7)

= k

(
m′

r
− m

r2

)
−
(
1− 2m

r

)
T ′

T

4πT
(
1− 2m

r

)3/2
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6 Ecuaciones TOV en teorías f(R, T )

Finalmente, si recordamos (2.38), la ecuación de Euler-Lagrange queda

4πpeff +m = −r2
(
1− 2m

r

)
T ′

T
(6.8)

Donde se ha usado la definición dem (5.15). Si expresamos (2.38) en variables efectivas

T ′

T
=

p′

ρ+ p
=

1

8π + 4χ

(
αp′eff + χρ′eff
peff + ρeff

)
(6.9)

Si suponemos una ecuación de estado podemos expresar ρ′eff = p′eff∂ρeff/∂peff . Llega-
mos así finalmente a la ecuación TOV modificada

dpeff
dr

= −(8π + 4χ)
(4πpeffr

3 +m)(peff + ρeff )

r2
(
1− 2m

r

) (
α + χ

∂ρeff
∂peff

) (6.10)

Que es el equivalente de (6.1) expresado en variables efectivas. La expresión aquí obtenida
es más visual que la mostrada habitualmente en la literatura, puesto que se ve rápidamente
la conexión con GR: si f(R, T ) = R, χ = 0, con lo que α = 8π y las variables efectivas
se reducen a la densidad y presión ordinarias.
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Conclusiones
Se han obtenido, para las teorías f(R) y f(R, T ), las ecuaciones TOV de una forma

completamente nueva. Los resultados concuerdan con los obtenidos mediante la derivación
dinámica, estándar en la literatura. Sin embargo, de esta forma no hay que tratar directamen-
te con las ecuaciones de Einstein, se ha mostrado que tan sólo es necesaria la componente
tt, que proporciona una expresión de la densidad de energía en función de los potenciales
métricos y sus derivadas. Así, la derivación de las ecuaciones de equilibrio hidrostático se
simplifica considerablemente.

Las ecuaciones de campo, junto con la ecuación de conservación del tensor energía-
momento (más la traza de las ecuaciones de campo (3.6) en el caso de la gravedad f(R)),
proporcionan un sistema de ecuaciones diferenciales acopladas con variables los potenciales
métricos y la presión (más el escalar de curvatura en el caso f(R)). Esto hace posible la
obtención de las configuraciones de equilibrio sin necesidad siquiera de la ecuación TOV
(o análogos). El interés de esta expresión es simplificar los cálculos numéricos, eliminando
variables que no tienen significado físico, como son los potenciales métricos, y obtener así
tan sólo unas ecuaciones en las variables de interés. El procedimiento de máxima entropía
simplifica aún más este proceso en teorías modificadas de gravedad, donde la obtención
ortodoxa de las ecuaciones TOV es bastante más complicado que en el caso de relatividad
general.

Más allá del interés que tenga este ahorro en cálculos, es importante una reflexión sobre
el significado físico de este método, y lo que pueda suponer para una posible analogía ter-
modinámica de la relatividad general [22][18][1][15]. Queda aún trabajo para averiguar si
existe alguna razón más profunda por la que la gravedad y la termodinámica parezcan estar
tan relacionadas. Sin ir más lejos, en este trabajo aparecen, de forma aparentemente fortuita,
magnitudes y expresiones frecuentes en termodinámica. Por ejemplo, el multiplicador de
Lagrange λ resulta ser el logaritmo de la actividad absoluta (2.29), magnitud frecuente en
termodinámica y física estadística

A = eµ/T = eλ

O por ejemplo, la densidad lagrangiana podría relacionarse con la densidad de entalpía
h = H/V = (U + pV )/V = ρ+ p

s+ λn =
ρ+ p

T
=

h

T

De igual forma, podemos observar que el factor ρ+p aparece frecuentemente, de hecho
la densidad de energía no aparece de otra forma que no sea esta salvo en la definición de
m(r) (2.15). Si estas coincidencias son casuales o conllevan un significado relevante no
está claro, y requiere un análisis más profundo desde el punto de vista de la termodinámica
clásica.

25



6 Ecuaciones TOV en teorías f(R, T )

El siguiente paso sería mejorar el modelo de estrella, puesto que está muy simplificado.
En primer, suponer que la configuración sea esféricamente simétrica es una restricción im-
portante, pues descarta que exista rotación alrededor de un eje o deformaciones de la forma
esférica. Además, no se ha considerado la existencia de campos magnéticos, ni se ha discu-
tido aquí las propiedades de la materia en el interior de la estrella, es decir, la ecuación de
estado. Son temas que han sido estudiados, pero por simplicidad se han omitido en favor de
modificaciones a la gravedad y el desarrollo del método de máxima entropía.

En resumen, este trabajo presenta una definición, aparentemente muy simple, de la en-
tropía en el contexto de objetos compactos, que aparenta suponer un atajo interesante para
obtener las configuraciones de equilibrio, pero no sin abrir incógnitas sobre el significado
físico de tal definición, incógnitas que invitan como poco a un estudio más profundo.
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