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Resumen

En este trabajo se realiza un breve repaso a la descripcion relativista de objetos compac-
tos autogravitantes, obteniendo las ecuaciones de equilibrio hidrostatico (Tolman-Oppenheimer-
Volkoft) para un fluido perfecto esféricamente simétrico. Se introduce también el método
termodinamico de maxima entropia para alcanzar estas mismas ecuaciones. Posteriormente,
se discuten dos teorias de gravedad modificada, f(R)y f(R,T), donde R, T son el escalar
de curvatura y la traza del tensor energia-momento, respectivamente. Se estudian las nuevas
ecuaciones de equilibrio hidrostatico, obteniendo una correccion a las ecuaciones TOV. Es
aqui donde se muestra en accion el método de maxima entropia, demostrando su validez en

estas teorias extendidas de Relatividad General.



Introduccion

Las estrellas relativistas son aquellas que no pueden ser descritas por la mecénica new-
toniana debido a sus propiedades. Con esto nos referimos a objetos compactos, remanentes
de estrellas luminosas cuando alcanzan los estadios finales de su ciclo de vida. Sus composi-
ciones y propiedades pueden ser muy variadas, y han sido objeto de estudio desde pricipios
del siglo pasado [29][41][17]. Su descripcion mediante la teoria de la relatividad general
proporciona una serie de ecuaciones diferenciales acopladas que determinan la estructu-
ra interna de la estrella, conocidas como las ecuaciones de Tolman-Oppenheimer-Volkoff
(TOV).

La descripcion propuesta por Einstein de la gravedad como la curvatura del espacio-
tiempo, a pesar de su rotundo éxito y sus excelentes resultados, presenta problemas funda-
mentales en cosmologia y astrofisica. Esto ha motivado la busqueda de modificaciones a la
relatividad general que puedan ajustarse mejor a las observaciones. Mediciones provenien-
tes de diversas fuentes como supernovas o la radiacion de fondo cosmico de microondas
indican que el contenido energético del universo estd compuesto en un 4 % de materia ordi-
naria, un 20 % de materia oscura (un compuesto similar a la materia usual pero que aun no
ha sido observado en un laboratorio) y un 76 % de energia oscura[14][31][38], una forma
de energia desconocida, cuya dominancia actual sobre el resto de componentes da lugar a
una expansion acelerada del universo. Ademas, tanto la necesidad de inhomogeneidades
primordiales que den lugar a las estructuras a gran escala observadas en nuestro univer-
so [28]; como los conocidos como problemas del horizonte, de planitud y de monopolos
[26][23][44][24] apuntan a un periodo de expansion acelerada durante un tiempo en los ini-
cios de la historia del universo conocida como época de inflaciéon[23][19][24], seguida de

un periodo de expansion decelerada.
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El modelo mas simple que describe todos estos fendmenos es el conocido como ACDM,
describiendo la energia oscura mediante una constante cosmoldgica que impulsa la expan-
sion del universo. Este modelo tiene problemas [8][45], principalmente el conocido como
problema de magnitud, es decir, la diferencia abismal entre el valor de esta constante y el
que se obtiene a partir de la energia de punto cero de los campos de materia; o el problema
de coincidencia, el por qué coincide que el pequefio periodo durante el cual la densidad
de energia oscura y la de materia son comparables es justo este en el cual existimos para
observarlo.

Ante toda esta problematica, uno de los enfoques adoptados es buscar modificaciones
de la teoria de la relatividad general para intentar evitar recurrir a estos componentes oscu-
ros y las complicaciones que conllevan. Otro aspecto que impulsa estas extensiones de la
teoria es el intento de construir una cuantizacion de la gravedad. La teoria de Einstein no es
renormalizable, y la inclusion de términos de orden superior en la accion mostro resultados
prometedores en este aspecto. [40][42]

En este trabajo se pretende estudiar las configuraciones estables de objetos compactos,
obteniendo las ecuaciones de equilibrio hidrostatico (TOV) mencionadas anteriormente en
relatividad general y en teorias de gravedad modificada. El trabajo esté estructurado de la
siguiente forma: en el capitulo 2 se obtienen las ecuaciones TOV mediante las ecuaciones de
Einstein y se introduce, basado en los trabajos de Cocke[10], Sorkin et al.[35] y Gao[16],
un método alternativo para obtener el mismo resultado empleando un procedimiento pu-
ramente termodindmico de maximizacion de la entropia. En las secciones posteriores, se
presentan modificaciones a la relatividad general comunes en la literatura y se obtiene las
ecuaciones TOV, generalizando por primera vez el método termodinamico a estas teorias en
concreto, cosa que no ha sido estudiada atin en la literatura, para posteriormente corroborar

su eficacia comparando con las ecuaciones obtenidas anteriormente por otros autores.



Capitulo 1

Elementos de Relatividad General

1.1. Formulacion clasica de la gravedad

En esta seccion se introducen los elementos basicos que describen la interaccion gravi-
tatoria clésica en el marco de la relatividad general (GR). Véase [43] para una descripcion
mas detallada.

Se describe el espacio-tiempo mediante una variedad M de cuatro dimensiones equipa-
da con un campo tensorial g simétrico dos veces covariante. Definimos el producto interno

de dos vectores u, v sobre el fibrado tangente como

<uv U) = g(u, 1})

De aqui en adelante emplearemos el convenio de Einstein, por simplicidad. Esto es, alla
donde aparezcan indices repetidos se asumira una suma a todos los valores de dicho indice.
Asimismo, indices griegos se supone que toman valores enteros de 0 a 3. Por ejemplo

3 3
At B,P = Z Z Ar, B,P
n=0 p=0

p

Asi, si introducimos coordenadas x* arbitrarias alrededor de un punto p, el producto
interno de dos vectores uv = u”d, , v = v"0, en el espacio tangente a dicho punto estd
determinado por

(u,v) = u'v”g(0y, 0,) = g urv”

Donde definimos g,, = ¢(9,,0,) y 0, denotan los vectores de la base inducida por la
carta 2. Denotaremos g*” a la matriz inversa de g,,,,. Asimismo, introducimos la derivada

covariante V, y la conexion localmente como
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(V= 0) 0" =T o

Si imponemos, de forma estdndar

V.V.f =V, V.f, Vfe¥€ (M)
V,gvp =10
Obtenemos que la conexion corresponde a la de Levi-Civita, que puede expresarse en

términos exclusivamente de la métrica

1 K
D = L0 0+ .50~ 0.0

Donde ¢g** es la inversa de la métrica. Con estos elementos podemos definir el tensor de

curvatura, R

V.V, — V,V, v = R, 0"

A partir del cual se construye el tensor de Ricci R, = R, y el escalar de curvatura
R = RJ. Finalmente, la interaccion gravitatoria se describe mediante la siguiente accion

(Hilbert-Einstein)

16G/\/_Rd4x+/\/_£d4

Lo cual lleva a la siguiente ecuacion de movimiento, la ecuacion de Einstein

G

1
G/“, = R#V - §Rg#y = ?THV

Donde G, aqui definido, es el tensor de Einstein y 7}, es el tensor energia-momento

debido a los campos de materia presentes.

w v =4 5g/w

6
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Es importante notar que, a pesar de haber expresado estas identidades en componentes por
brevedad, es perfectamente posible enunciarlas de forma completamente independiente de

coordenadas, por lo que esta teoria es invariante bajo difeomorfismos.

1.2. Convenciones

Son tantas las convenciones de signos y unidades como textos hay sobre relatividad
general. A lo largo de este trabajo, la signatura de la métrica sera (4, —, —, —), los signos
en la ecuacion de Einstein tal como se muestra en la seccion anterior y el tensor de curvatura,

explicitamente, es

RPopy = 0,10, + 10,10, — 0,10, —T¢,IY

ovt ap op av

A partir de ahora, tomaremos un sistema de unidades geometrizado, en el que G = ¢ =
1. Cuando sea preciso obtener resultados numéricos, basta con multiplicar por potencias

correspondientes de G y ¢ para obtener las dimensiones apropiadas.



Capitulo 2

Estrellas Relativistas

2.1. Derivacion dinamica de los perfiles de presion y den-
sidad

En primer lugar, revisemos la descripcion en el marco de la relatividad general de ob-
jetos compactos estaticos y esféricamente simétricos. En coordenadas apropiadas, la forma

mas general que puede adquirir una métrica con estas propiedades es la siguiente

ds? = e t? — 22 g2 — p240? (2.1)
Donde () representa las variables angulares esféricas y los potenciales métricos v y ¢ se
introducen en esta forma por conveniencia operativa. Supongamos ahora, en primera apro-
ximacion, que la materia que compone el objeto pueda describirse como un fluido perfecto.
Es sabido que el tensor energia-momento que describe dicho sistema puede expresarse co-
mo
™ = (p+ p)u"u” — pg"” (2.2)
Donde p y p representan la densidad de energia y la presion, funciones que dependeran ra-
dialmente de la posicion. u* es la cuadrivelocidad del fluido, localmente en reposo y cum-
pliendo que g, u*u” = 1. Como suponemos un objeto estatico, la trivelocidad del fluido
sera nula, y u* = 0f //gu, siendo ¢ la delta de Kronecker. En términos de los potenciales

métricos las componentes relevantes del tensor de Einstein pueden expresarse como

B 1 / €2V
Gtt = —62(V ¢) (ﬁ — 2%) —|— T_z (23)
1 / 2¢
Gy = — <ﬁ + 2%) + 67 2.4)

8
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Y.
Gog = —12e™2? (1/’ 12—+ L . ¢ > (2.5)

Donde el simbolo de prima significa derivacion con respecto a r. Por otra parte,

T,uu = (p +p)u,uul/ — P9uv (26)

Y sus correspondientes componentes relevantes son

Ty = pe (2.7)
Trr = _p€2¢ (28)
Tyo = —pr? (2.9)
Igualando ambos tensores
1 / 2v
20-9) (ﬁ _ 2%) _ 672 — _8mpe? (2.10)
1 / 2¢
— (ﬁ + 2%) + 67 = —8mpe?? (2.11)
1
e20 (y” gy 4 L ) — 8mp 2.12)
r

La ecuacion (2.10) puede reescribirse como

1d

g [r (1 — e )] = 8mp (2.13)
r?dr
Que puede integrarse para obtener
8 " 2
200 _q 8T [T s =1 - 20 (2.14)
r Jo r

Donde definimos m/(r), representando un equivalente a la masa total contenida en una esfera

de radio r

m(r) = 4w /T s*p(s)ds (2.15)
0
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Las ecuaciones (2.10),(2.11) proporcionan expresiones para ¢’ y v/ en términos de p y p
exclusivamente. Tomando la derivada de (2.11) podemos obtener una expresion para v y
elevando también dicha ecuacion al cuadrado, una ultima expresion para v'2. El célculo no
aporta especial interés y ha sido extensamente discutido en la literatura [17]. Recapitulando,
a partir de las componentes ¢t y rr de la ecuacioén de Einstein obtenemos expresiones para
@', ¢,V ,v"? y V" en términos exclusivamente de p, p y p. Sustituyendo en la ecuacion (2.12)
es posible obtener finalmente la ecuacion de Tolman-Oppenheimer-Volkoff, que determina

los perfiles de densidad de energia y presion en el interior de la estrella

dp _ [m(r) + 4mr®p(r)] [p(r) + p(r)] (2.16)

dr 2 (1 _ 2m<r>)

T

Esta ecuacion ha de resolverse en conjunto con (2.14) para formar un sistema completo de

ecuaciones diferenciales, es decir, junto con la ecuacion

d
d—T = 4nr?p(r) (2.17)

Recordando la expresion (2.15), lo tinico necesario para resolver estas ecuaciones es una
ecuacion de estado, es decir, una expresion de la forma p = p(p) o alternativamente p =

p(p) cuya forma dependera del contenido de la estrella.

2.2. Derivacion termodinamica

En las ultimas décadas, diversos resultados parecen apuntar a una interpretacion termo-
dinamica en relatividad general. Los trabajos de Hawking invitan a una interpretacion de las
leyes mecanicas de los agujeros negros en términos de analogos a las leyes ordinarias de la
termodinamica[21][3]. Tratando objetos compactos W.J. Cocke [10] describio en 1965 un
principio de maxima entropia para esferas fluidas auto-gravitantes. Mostr6 que las configu-

raciones que hacian extremal la entropia coincidian con las configuraciones de equilibrio

10
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predichas por la ecuacion de Einstein. Asimismo, Sorkin, Wald y Zhang [35] desarrollaron
en 1981 un principio similar, restringido a esferas de radiacion.

Revisaremos aqui esta formulacion, con el objetivo de recobrar la ecuacion de Tolman-
Oppenheimer-Volkoff y mas adelante generalizar este procedimiento. Comenzamos con la

primera ley de la termodinamica

TdS = dE + pdV — pdN (2.18)

Donde S representa la entropia total, F la energia interna, /N el nimero de particulas, p el

potencial quimico y 7' la temperatura local. En términos de variables intensivas

Td(sV) =d(pV)+ pdV — pd(nV) (2.19)

Es decir

TsdV +TVds = pdV 4+ Vdp + pdV — undV — pVdn (2.20)
Si aplicamos esta expresion para un volumen unidad obtenemos
Tds = dp — pdn (2.21)

Multiplicando (2.21) por V' y restando (2.20) llegamos a

1

= —(p+p—pmn) (2.22)

La entropia sera, recordando la expresion (2.14) para el potencial métrico A

S:/ORs(r)dv<3> = /OR (r)e?r) 2drdQ—47r/ \/T() (2.23)

De igual forma definimos el nimero total de particulas

N =47 /
/ 2m(7”)

11

(2.24)
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Requeriremos que la entropia sea extremal manteniendo constante el nimero de particulas,

por lo que planteamos el siguiente lagrangiano

Qm(r)] E r2 (2.25)

r

Llm, ) = [s(p(m")), ) + An(r)] [1 -

El simbolo ’ denota d/dr y A es un multiplicador de Lagrange. Las ecuaciones de Euler-

Lagrange son

oL
= 2.2
on 0 (2.26)
oL d oL
=4 = - 2.2
om * dr Om/ 0 2.27)
La ecuacion (2.26) queda
@ +A= (2.28)
on
Que, recurriendo a (2.22) se reduce a
]
2 _ 2.2
L= (2.29)
Por otra parte
oL om(r)] 2
B [s(r) + An(r)] [1 - ] r (2.30)

OL _ 0s [ _2m()]™% ,_0s 0p [|_2m(r)]™* ;4
om’  om/

Usando (2.15), (2.22)

oL 1 1 [ 2m(N]*, 1 [ 2m(r)]>
=T [1 ] r [1 (2.32)

Derivando

——= = ) 2.33
dr om/ AT (r — 2m)2 (239

12



2 Estrellas Relativistas

Usando las ecuaciones (2.22) y (2.29) podemos expresar el término s+ An como (p+p) /T,

con lo que finalmente la ecuacion (2.30) queda

3
oL p+p 2m(r)| 2
En conjunto, la ecuacion de Euler-Lagrange queda
T 2
TT2 [1 - Tm] = —(m + 4mr’p) (2.35)

Ahora falta eliminar la dependencia con 7. Partimos de (2.29) para obtener que i/ = \T".

Despejando la presion en (2.22) llegamos a que su diferencial es
dp =d(Ts) —dp + d(un) = sdT + Tds — dp + ndu + pdn (2.36)

Usando la expresion previa para la diferencial de la entropia (2.21) podemos reducir esta
ultima ecuacion a

dp = sdT + ndu (2.37)

Con lo cual, derivando con respecto a r y recordando i/ = AT”, asi como s+An = (p+p)/T

d T
d_]: =T 4+ ny = sT' +n\T' = T(p +p) (2.38)

Con esto podemos eliminar la dependencia con la temperatura en (2.35) para recobrar fi-

nalmente la ecuacion de Tolman-Oppenheimer-Volkoff (2.16).

Ao __[mr) + 4wr°p(r)][p(r) + p(r)]
Y TS =

r

El interés de este procedimiento, mas alla de una posible discusion sobre la analogia ter-
modinamica de la relatividad general, es haber obtenido la ecuacion TOV a partir de un
procedimiento puramente clasico, unicamente habiendo empleado el elemento de volumen

dado por la métrica (2.1), e implicitamente, la componente ¢¢ de las ecuaciones de Einstein

13



2 Estrellas Relativistas

(2.10) para relacionar el potencial métrico ¢ con m. En el procedimiento mostrado en la
seccion 2.1, es necesario trabajar con todos los potenciales métricos y posteriormente reali-
zar manipulaciones ad hoc para eliminar la dependencias en v, ¢ y sus derivadas y obtener
asi una ecuacion en términos de p y p. Como veremos en la siguiente seccion, en teorias mas
alla de la relatividad general este procedimiento es mas complicado, pues las ecuaciones de

campo no son tan sencillas como en este caso.

14



Capitulo 3

Teorias f(R)

3.1. Motivacion

Desde el origen de la propia relatividad general han surgido posibles modificaciones a
la teoria. Originalmente se mostraron como meras exploraciones para comprender la nueva
teoria y ponerla a prueba, sin embargo, posteriores hallazgos motivaron la busqueda de
correcciones al modelo. En la década de los 60, intentos de cuantizar la gravedad probaron
que la relatividad general no es renormalizable, y por lo tanto no puede construirse una
teoria cuantica al uso. La adicion de términos de mayor orden en la curvatura probd ser
capaz de proporcionar resultados prometedores [42], algo que fue corroborado por diversos
autores [40][5][6]. Ademas, observaciones cosmologicas como la expansion del universo
en tiempos tardios puede ser explicada considerando también ciertas modificaciones de este
tipo [39]. Para mas detalles consultar [9][37][33].

Las teorias f(R) consisten en modificar la accion de Hilbert-Einstein, sustituyendo el
escalar de curvatura R por una funcion general del mismo. El interés de estas modificaciones
consiste en que son suficientemente generales como para describir las propiedades de las
correcciones de mayor orden a la relatividad general, pero siendo a la par suficientemente

simples como para trabajar con ellas con facilidad.

15



3 Teorias f(R)

3.2. Accion y ecuaciones de campo

Como se ha anticipado, las teorias f(R) consisten en tomar la siguiente modificacion

de la accion

1

S = on d*z/=gf(R)L + S, (3.1)

Donde S,,, representa la contribucion de los campos de materia. Es importante notar que
consideraremos variaciones con respecto a la métrica a la hora de obtener las ecuaciones de
campo. Existe otro procedimiento, denominado formalismo de Palatini, en el que se consi-
deran variaciones independientes con respecto a la métrica y a la conexion. En relatividad
general son equivalentes, mientras que no lo son en otras teorias. No nos ocuparemos aqui
de dicho formalismo. Para méas detalles consultar [7]. Tomando variaciones con respecto a
la métrica, conocido como formalismo de teorias métricas pueden obtenerse las ecuaciones
de campo

df (R) 1 df (R)

WRW - gf(R)g;w — V.V, =g “dR

Donde [1 = ¢V ,V, denota el operador d’Alembertiano. La obtencion de estas ecuacio-

= 87T}, (3.2)

nes de campo no es para nada trivial, pero un estudio en profundidad se sale del objetivo de
este texto. Para una discusion mas detallada ver [36].
Un aspecto a considerar es la conservacion de la energia en estas teorias. En relatividad

general, las identidades de Bianchi garantizan que

V,.G" =0=V,T" (3.3)
Y el tensor energia-momento tiene divergencia nula. A priori, este no tiene por qué ser el

caso si introducimos una modificacion en la accion. Sin embargo, tomando la divergencia

del miembro izquierdo en (3.2), definiendo " = df /dR

16



3 Teorias f(R)

1
8TV T = (VS Ry + 'V Ry = 500 V* f =[OV, = V,OIf (34)

Usando la regla de la cadena y la definicion del tensor de Ricci esta expresion se reduce a

(V" YRy + f'V* (R — %R) — R, V' =0 (3.5)

Los sumandos primero y ultimo se cancelan mutuamente y en el segundo, el término entre
paréntesis es precisamente el tensor de Einstein, que tiene divergencia nula, por lo que
efectivamente se cumple aqui también la ley usual de conservacion de la energia.
Evaluando la traza de las ecuaciones de campo (3.2) podemos observar una diferencia
importante con la relatividad general. En GR, la traza de la ecuacion de Einstein es R =

87T, donde T es la traza del tensor energia momento. Sin embargo, en las teorias f(R)

LUR) | dI(R)

RI(R) dR dR

= 81T (3.6)

Aqui, larelacion entre 7'y R no es algebraica, sino diferencial. Para ilustrar la complicacion
anadida que esto supone, recurramos al teorema de Birkhoft [4]. Este asegura que cualquier
solucion esféricamente simétrica de las ecuaciones de Einstein en el vacio (7' = 0) debe ser
estatica y asintdticamente plana, es decir, debe ser la solucion de Schwarzschild [43]. Esto
ya no es cierto, puesto que existen soluciones de la ecuacion modificada con R # 0 para

T =0.

17



Capitulo 4

Ecuacion TOV en teorias f(R)

4.1. Derivacion dinamica

Una vez mas, para probar la potencia del método termodindmico, obtendremos el ana-
logo a la ecuacion TOV en las teorias f(R) mediante el método clasico. El desarrollo de
las ecuaciones de campo ha sido tratado en la literatura [2]. Las componentes ¢t y rr pro-

porcionan (" denota d/dr)

smp = 3 (R)+ [l AmliAs E} Lo (¢’ - g) e

72 r2 2| dR r) dR dR
1 1 R e*2r/+1)] df w0, 2\ df’
- = 4= e 2V @2
Smp 2f<R)+{ A T }dR“ (V+r>dR (42)

Para eliminar la dependencia con los potenciales métricos, usamos en primer lugar (2.14)
para expresar ¢, ¢’ en términos de m, m’. Luego, dado que hemos probado la ley de conser-
vacion de la energia en el capitulo anterior, podemos obtener una expresion para v’ a partir

de la divergencia del tensor energia-momento

VT, =0 — p=—(p+p/ 4.3)

Incorporando todos estos elementos obtenemos finalmente la ecuacion TOV modificada

d dR r3 dR 2 2dR r
(4.4)
La ecuacion (4.1) supone el andlogo de (2.17), usando (2.14) para sustituir ¢ vy, a partir de
esta misma relacion
1 m om\
¢ =—(m-2) <1 - —> (4.5)
r T T

d “Lroar ar\ 7t d Rd dar’
fZ(p+p)<12;n> <id'j;+f> [87710+2mf+1f(R)f2<12;n)dj:B



4 Ecuacion TOV en teorias f(R)

4.2. Derivacion termodinamica

Procedemos ahora a mostrar un calculo similar al mostrado en la seccién 2.2. Si usamos
(2.22), suponiendo una ecuacion de estado p = p(p)

T's= p(m, m/) + p(p(m, m,)) — Hn (4.6)

La diferencia con respecto al caso en GR estriba en que ahora p no sélo depende de m/
como en la ecuacion (2.17), sino que, a través de la dependencia mostrada en (4.1) con X,
la densidad de energia depende también de m.

Planteamos el mismo lagrangiano que en la seccion 2.2

ol

Clmnt ) = s(plm, ).+ an(e)} [ 1= 22| P ey

La ecuacion de Euler-Lagrange en la variable n aporta el mismo significado que en el caso
de GR

(= AT (4.8)

Por otra parte, para las ecuaciones de Euler-Lagrange en la variable m

|
SIE

oL =(s+An)r |1 — Qm_(r) +|1— 2m_(7’) 7“2@ (4.9)
om r r om
oL 2m(r) ~3 5 05
om' [1 o } om/ (4.10)
Calculamos las derivadas de la entropia. Usando (2.22), (4.1) y (4.5)
0s _Ds0p o0 _10p 1 _ 124 1d]
om'  0pd¢' Om/ T Oy (r—2m) 8xT |r2dR  rdR ’

r?2  dR dR

1/2df df’
;(;ﬁﬁﬁz”

Usando la expresion para ¢’ (4.5) podemos finalmente obtener las derivadas del lagrangiano

om 06 om ' 9¢' Om o

ds 85 8p8¢+8p5¢']:li{—2 (qué’—ldf ar” . (¢__)_f>
T8 di
i 412)

[N
-

oc 2m(r) ] 1 2m(r)] 2 (., df " f
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4 Ecuacion TOV en teorias f(R)

oL 1 om1z ([ df  df’

Derivando (4.14) con respecto a r, asi como eliminando el término s+ An mediante las ecua-
ciones (2.22),(4.8) podemos finalmente sustituir en la ecuacion de Euler-Lagrange (2.27)

To2df A, 1 (Adf Lt 2d 1A
T2 \r2dR rdR n 87T mdR r2dR r?dR rdR "
(4.15)
1 [(2df 1df’ ) om\ "
— (252 Yo —sm) (1-22) -
+8wT(r2dR+rdR)(r+rm m) r
L /2df" 34df'\ , p+p AN
—_— = = |- —r (1 —
87T \rdR r2dR T r

Recordando la relacion (2.38) entre p’ y T eliminamos de nuevo la dependencia con T para
obtener finalmente la ecuacion TOV

dp om\ 7t /2df  df "\ om df 1 Rdf 2 om
7——(p+p) (1_7”> <7“dR+dR> |:87Tp+7“3dR+2f(R)__<1_
(4.16)

Que coincide con (4.4). La obtencion directa de esta ecuacion mediante el método dinami-
co, aunque no se ha comentado en profundidad, encierra complicaciones y diversos pasos
de célculo, ademas de ser necesario usar mas de una de las componentes de las ecuaciones
de campo. Aqui se ve la potencia de este nuevo método. Simplemente empleando relacio-
nes termodinamicas y la componente ¢t de las ecuaciones de campo es posible obtener los
mismos resultados con una carga de calculo menor.

20



Capitulo 5
Teorias f(R,T)

5.1. Motivacion

Recientemente, Harko et al. [20] propusieron una generalizacion de las teorias f(R),
sustituyendo el escalar de curvatura en la accion de Hilbert-Einstein por una funcion arbitra-
ria tanto de R como de 7', la traza del tensor energia-momento. Diversos trabajos posteriores
motivaron el interés por estas teorias para describir objetos compactos [30][25][13][27][11].
Este modelo introduce un acoplamiento no minimo entre la geometria y la materia, y supone
un paso mas alla de las teorias f(R) para estudiar los efectos a diversas escalas que surjen
al introducir nuevas correcciones a la relatividad general.

5.2. Formulacion

Esta teoria se basa en la accion

S = 16% d'z/—gf(R,T) +/d4x\/—_g[,m (5.1)

Realizando variaciones de la accion con respecto a la métrica se obtienen las ecuaciones de
campo

Onf (R TV Ry — L F(R TV + (00— V, VIO (RT) = (52)
— 87Ty — O f (R, T) T — 07 f (R, T)O,n,

Aqui ©,, = ¢*0T,5/0g". De nuevo, comprobemos la divergencia del tensor energia-
momento para esta teoria

orf
& — an
En este caso, no se conserva el tensor energia-momento, en el sentido habitual en GR.
Estudiaremos, como sugieren Harko et al[20], un modelo mas simplificado, en el cual la
correccion adquiere la siguiente forma

1
VAT, = (T + ) VH (D1 f) + V*O, — 5V, T (5.3)

F(R,T) = R+2xT (5.4)

Donde x es una constante que cuantifica la desviacion con respecto a GR. Numerosos tra-
bajos toman también este modelo [34][32]. Las ecuaciones de campo se reducen a
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5 Teorias f(R,T)

G/u/ = 87TT},LV + XTg;w + QX(TMV + pguu)

Cuyas componentes relevantes son

(1 20\ 1
(87 +3x)p=xp—e ¥ (5—7) +3

1w 1
(87 +3x)p = xp+ e (ﬁ+—y) - =

Si definimos variables efectivas

8T pess = (87 + 3x)p — Xxp
8Tpess = (87 + 3x)p — xp

O lo que es lo mismo
8T

a2 — 2
8

CYQ—XQ

p= (apeff + XPerf)

p= (XPeff + apPesf)

(5.5)

(5.6)

(5.7)

(5.8)

(5.9)

(5.10)

(5.11)

Donde o« = 87 + 3. Podemos reescribir las ecuaciones (5.6), (5.7) como

r r2 r?

1 2U 1

T e+ ) - =
Peft <T2 r ) r2

La ecuacion (5.12) puede integrarse para definir

2
6—2¢ —1— m(r>

r
Donde

m(r) = [ Ampugslsis
0

La ecuacion (5.3) se transforma en este modelo en

1
(4m + x)V*T,, = —§XV,,(T + 2p)

Que resulta en

(5.12)

(5.13)

(5.14)

(5.15)

(5.16)

(5.17)



Capitulo 6

Ecuaciones TOV en teorias f(R,T)

La deduccion dindmica de las ecuaciones de equilibrio hidrostatico para las teorias
f(R,T) ha sido extensamente discutida en la literatura [27][12], por lo que so6lo citaremos
el resultado final

dmpr + 1 — x(p—3p)r
— =—(p+p) r : (6.1)

dr 2 X dp
(1_Tm) [1_87r+2x< T dp
Procedemos ahora a emplear directamente el método termodinamico desarrollado en las
secciones anteriores. Definimos el lagrangiano de la forma usual, recordando que para de-
finir m empleamos esta vez p. s en lugar de p.

om(r)]
) = s{pugs )} + )] [ 1= 22| (62)
Usando (4.8), en términos de las variables efectivas
1
9 —32
£<m7m/’n) — kpeff ;pEff [1 _ /n:ﬂ(r):| T2 (63)
Donde k = 87 /(87 + 2x). Las derivadas parciales son
3
oL ef f + Pe 2m(r)| 2
— = k;pff—Tff [1 - #} r (6.4)
o k 2m(r) : Opefs
om' T [1 o ] 7"2 om/ (65)
Usando (5.15)
1
oL k 2m(r)] 2
= 1— 6.6
om'  4rnT [ r } (6.6)
Derivando con respecto a r
d oL ko, om] ™ kT om] ?
“ _ _ 1— 222 - 1= == = 6.7
dr Om/ 47?7‘2T(mr m) [ r ] AT T r (6.7)
em ooy




6 Ecuaciones TOV en teorias f(R,T)

Finalmente, si recordamos (2.38), la ecuacion de Euler-Lagrange queda

2m\ 1T’
47, =i (1-")= 6.8
TPeff + M r ( . > T (6.8)
Donde se ha usado la definicion de m (5.15). Si expresamos (2.38) en variables efectivas
Ty 1 (ozp’eff +X:0/eff) 6.9)
T p+p 8m+4x Peff + Pess .

Si suponemos una ecuacion de estado podemos expresar pr;; = p|, 11OPers /Opess. Llega-
mos asi finalmente a la ecuacion TOV modificada

d e 4 e 3 e €
];ff - +4X>( TPers7” +m)(p ff;'/) 11) (6.10)
7" (1= 2) (a3

Que es el equivalente de (6.1) expresado en variables efectivas. La expresion aqui obtenida
es mas visual que la mostrada habitualmente en la literatura, puesto que se ve rapidamente
la conexion con GR: si f(R,T) = R, x = 0, con lo que @ = 87 y las variables efectivas
se reducen a la densidad y presion ordinarias.
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Conclusiones

Se han obtenido, para las teorias f(R)y f(R,T), las ecuaciones TOV de una forma
completamente nueva. Los resultados concuerdan con los obtenidos mediante la derivacion
dinamica, estandar en la literatura. Sin embargo, de esta forma no hay que tratar directamen-
te con las ecuaciones de Einstein, se ha mostrado que tan s6lo es necesaria la componente
tt, que proporciona una expresion de la densidad de energia en funcidon de los potenciales
métricos y sus derivadas. Asi, la derivacion de las ecuaciones de equilibrio hidrostético se
simplifica considerablemente.

Las ecuaciones de campo, junto con la ecuacion de conservacion del tensor energia-
momento (mas la traza de las ecuaciones de campo (3.6) en el caso de la gravedad f(R)),
proporcionan un sistema de ecuaciones diferenciales acopladas con variables los potenciales
métricos y la presion (mas el escalar de curvatura en el caso f(R)). Esto hace posible la
obtencion de las configuraciones de equilibrio sin necesidad siquiera de la ecuacion TOV
(o analogos). El interés de esta expresion es simplificar los calculos numéricos, eliminando
variables que no tienen significado fisico, como son los potenciales métricos, y obtener asi
tan so0lo unas ecuaciones en las variables de interés. El procedimiento de maxima entropia
simplifica aiin mas este proceso en teorias modificadas de gravedad, donde la obtencion
ortodoxa de las ecuaciones TOV es bastante méas complicado que en el caso de relatividad
general.

Mas alla del interés que tenga este ahorro en céalculos, es importante una reflexién sobre
el significado fisico de este método, y lo que pueda suponer para una posible analogia ter-
modinamica de la relatividad general [22][18][1][15]. Queda aun trabajo para averiguar si
existe alguna razon mas profunda por la que la gravedad y la termodindmica parezcan estar
tan relacionadas. Sin ir mas lejos, en este trabajo aparecen, de forma aparentemente fortuita,
magnitudes y expresiones frecuentes en termodinamica. Por ejemplo, el multiplicador de
Lagrange A resulta ser el logaritmo de la actividad absoluta (2.29), magnitud frecuente en
termodindmica y fisica estadistica

A=etT =t

O por ejemplo, la densidad lagrangiana podria relacionarse con la densidad de entalpia
h=H/V=U+pV)/V=p+p
ptp _h

)\ = ——--=
S+ An T T

De igual forma, podemos observar que el factor p+ p aparece frecuentemente, de hecho
la densidad de energia no aparece de otra forma que no sea esta salvo en la definicion de
m(r) (2.15). Si estas coincidencias son casuales o conllevan un significado relevante no
esta claro, y requiere un analisis mas profundo desde el punto de vista de la termodinamica
clasica.
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6 Ecuaciones TOV en teorias f(R,T)

El siguiente paso seria mejorar el modelo de estrella, puesto que estd muy simplificado.
En primer, suponer que la configuracion sea esféricamente simétrica es una restriccion im-
portante, pues descarta que exista rotacion alrededor de un eje o deformaciones de la forma
esférica. Ademas, no se ha considerado la existencia de campos magnéticos, ni se ha discu-
tido aqui las propiedades de la materia en el interior de la estrella, es decir, la ecuacion de
estado. Son temas que han sido estudiados, pero por simplicidad se han omitido en favor de
modificaciones a la gravedad y el desarrollo del método de méaxima entropia.

En resumen, este trabajo presenta una definicion, aparentemente muy simple, de la en-
tropia en el contexto de objetos compactos, que aparenta suponer un atajo interesante para
obtener las configuraciones de equilibrio, pero no sin abrir incognitas sobre el significado
fisico de tal definicion, incognitas que invitan como poco a un estudio mas profundo.
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