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Resumen

La simulacién de canales cudnticos utilizando operaciones locales y comunicacién cldsica (simu-
lacién OLCC) facilita el célculo de figuras de mérito en protocolos clave, como la codificacién
densa y la distribucién cudntica de claves, ademds de tener aplicaciones significativas en metro-
logfa cudntica.

Nuestros resultados destacan la existencia de canales que no son de Pauli ni unitales, pero
que pueden ser simulados utilizando el protocolo de teleportacién estindar, una forma particu-
lar de OLCC. Este hallazgo contradice la suposicién prevalente en la literatura de que solo los
canales de Pauli son Choi-estirables mediante teleportacién estindar, abriendo una nueva linea
de investigacién en la simulacién OLCC de mapas cudnticos.



Abstract

The simulation of quantum channels using local operations and classical communication (LOCC
simulation) simplifies the calculation of figures of merit in important protocols, such as dense
coding and quantum key distribution, and has significant applications in quantum metrology.

Our results highlight the existence of channels that are neither Pauli nor unital but can be
simulated using the standard teleportation protocol, a particular form of LOCC. This find-
ing contradicts the prevailing assumption in the literature that only Pauli channels are Choi-
stretchable via standard teleportation, thus our work opens a new line of research in the OLCC
simulation of quantum maps.



Capitulo 1

Introducciéon

En 1940, Claude Shannon establecié las bases de la teorfa de informacién [1]. La misma consta
de la formalizacién matemadtica de los procesos de cuantificacién, transmisién y almacenamien-
to de informacién utilizando la electrodindmica y mecdnica cldsicas —el término teoria cldsica
habitualmente refiere a estas dos dreas de la fisica. La teorfa de la informacién cudntica (TIC)
es la contraparte de la teorfa de Shannon, en la que se utilizan sistemas fisicos regidos por los
postulados de la mecdnica y electrodindmica cudnticas. NStese que las teorfas cudntica y cldsica
establecen relaciones de causa y efecto muy diferentes; de este modo, la teorfa de Shannon no
agota todas las posibilidades en cuanto al procesamiento de informacién, lo que constituye el
punto de motivacién principal de la TIC [2].

Los protocolos de distribucion de claves secretas, de teleportacién de estados cudnticos y de
codificacién densa, entre otros, son ejemplos claros de las nuevas posibilidades a estudiar y com-
prender por la teorfa de informacién cudntica [3]. Cabe aclarar que, en este contexto, informa-
cidn cldsica refiere al valor que toma una variable aleatoria particular (o un conjunto de ellas),
mientras que transmitir informacion cudntica supone el envio de estados cudnticos de un sis-
tema a otro. De este modo, los tres protocolos mencionados anteriormente tienen un objetivo
en comun que es la transmisién de informacidn: teleportacion es el procedimiento por el cual
se envian estados cudnticos, arbitrarios y desconocidos, de un sistema a otro; el protocolo de
distribucién cudntica de claves permite a dos entidades compartir una c/ave secreta completa-
mente aleatoria, dando lugar a la denominada criptografia cudntica; y, por tltimo, el algoritmo
de codificacién densa posibilita duplicar la cantidad de informacién cldsica que podria enviarse
a través de un canal cldsico.

Las Operaciones Locales y Comunicacién Clisica (OLCC) constituyen la herramienta ma-
temdtica principal de la teorfa de informacién cudntica, con la que los protocolos y algoritmos
cudnticos se describen de forma general. Operacidnes locales representan las evoluciones e inter-
acciones a las que podria someterse un sistema cudntica, y se describen matemdticamente por
medio de mapas completamente positivos que preservan la traza. Por otro lado, comunicacion
cldsica hace referencia al envio de informacidn cldsica entre partes con un objetivo especifico.

Un aspecto relevante en la teorfa de la informacién cudntica consiste en investigar cémo el
ruido presente en la implementacién experimental de los protocolos mencionados afecta sus
probabilidades. Asi surgen figuras de mérito —es decir, funcionales que cuantifican el éxito o
fracaso de determinadas operaciones, canales o protocolos cudnticos— como por ejemplo la fz-
delidad media en el caso del protocolo de teleportacidn, y las capacidades de distribucién de



claves y codificacion densa [4]. Estas dos tltimas capacidades son generalmente muy costosas
de calcular tanto numérica como analiticamente.

Este trabajo se desarrolla en torno a la simulacién OLCC de canales cudnticos, una herra-
mienta principalmente implementada y desarrollada por S. Pirandola [s] que permite simplificar
en gran medida el cdlculo de diferentes figuras de mérito de protocolo particulares, como por
ejemplo, codificacién densa, distribucién de claves y metrologfa. En particular, la simulacién
OLCC de una canal cudntico implica la reescritura de este tltimo utilizando OLCC conocidas.
Esto es importante porque ayuda a abordar la fragilidad inherente de la informacién cudntica:
Al utilizar las ya mencionadas operaciones locales asistidas por comunicacién cldsica, se pueden
disenar y evaluar protocolos adaptativos que maximizan las tasas de transmisién de informacién
cudntica, distribucién de entrelazamiento y generacién de claves secretas, estableciendo asf ca-
pacidades fundamentales de los canales cudnticos y proporcionando referencias esenciales para
el desarrollo de repetidores cudnticos y otras infraestructuras de comunicacién avanzadas [s, 6,

7].

El tipo de simulacién OLCC sobre el que trabajaremos consta de la simulacién de canales
utilizando el protocolo de teleportacién cudntica estindar. Nuestros principales resultados son
los teoremas 3.2.1y 3.2.2, que implican la existencia de canales no unitales y que tampoco son
de Pauli pero con las propiedades que buscamos. La importancia de este hallazgo radica en que
contradice la actual direccién de razonamiento que consideran los principales autores en el te-
ma. Esto se puede apreciar en el articulo [6] en el que se afirma que s6lo canales de Pauli pueden
ser simulados haciendo uso de teleportacién cudntica estindar.

En este primer capitulo planteamos una introduccién tedrica a los conceptos que nos serdn
de utilidad en el planteamiento y desarrollo del tema principal de este trabajo. Para ello comenza-
remos con una breve explicacién sobre estados y sistemas cudnticos bipartitos, Secs. 1.1.1y 1.1.2,
respectivamente. El proceso de medicidén de observables se resume en la Sec. 1.1.3, que forma
parte ineludible de cualquier protocolo cudntico. Luego, en las Secs. 1.3 y 1.4, revisaremos cémo
representar los canales cudnticos mediante la descomposicién de Kraus o la matriz de Choi, ade-
mis de introducir el concepto de fidelidad como herramienta basica para medir distinguibilidad
entre estados cudnticos [8, 3, 2, 4, 9].

En el Capitulo 2 introduciremos los protocolos de teleportacién, que utilizaremos para lle-
var a cabo la simulacién de canales, y el de codificacién densa, que emplearemos para ilustrar
especificamente la utilidad que tiene la simulacién OLCC de canales cudnticos.

Finalmente, en el Capitulo 3, profundizaremos en el concepto de simulacién de canales
cudnticos y, ademds, analizaremos nuestros principales resultados.

I.x1 Sistemas cuanticos

1.1.1 Estados cuinticos

En la teorfa cudntica, el comportamiento de los sistemas fisicos estd descrito por los estados cudn-
ticos, que son elementos de un espacio de Hilbert H. Los denominados sistemas de dos niveles,



0 “qubits” ', son representados por espacios de Hilbert de dimensién dos?, es decir, los estados
cudnticos son combinaciones lineales de dos elementos ortonormales |0) y [1) que forman una
base en el espacio de Hilbert,

ly) = l0y+BI1), a,BeC, laf+|8°=1. (L1)

Estos sistemas, constituyen el andlogo cudntico de un bit cldsico, con la diferencia de que el bit
puede asumir un tnico estado: [0) o |1).

La definicién que aparece en la Ecuacién 1.1 no engloba todos los posibles estados que un
sistema cudntico puede adoptar, ya que solo permite la representacion de estados puros. Para
dar una definicién mds general de los estados que puede tomar un sistema cudntico necesita-
mos introducir el operador densidad, p, el cudl sirve para representar tanto estados puros como
estados mixtos:

Estado puro: p = [y Xy, (r.2)
Estado mixto: P = Z Dj |lﬁleﬁJ| = Z PiPjs (13)
J J

con }}; p; = 1. Es ficil comprobar que este operador es semi-definido positivo, hermitico y su
traza es igual a la unidad. Podemos escribir esta tltima propiedad como que p € BT (H).

A diferencia de los estados puros, los estados mixtos representan una mezcla estadistica de
estados puros. Esta mezcla surge cuando no se tiene informacién completa sobre el estado del
sistema, o cuando este se encuentra interactuando con su entorno. Para describir matemdtica-
mente los estados mixtos, se introduce el operador densidad. Este operador, que funciona como
una analogia cudntica de las funciones de densidad de probabilidad en la fisica cldsica [4], per-
mite calcular las probabilidades de obtener diferentes resultados al medir una propiedad del
sistema.

La esfera de Bloch

En la seccidn anterior introdujimos el concepto de estado cudntico y vimos que su representa-
cién matemdtica mds general es el operador densidad. Cuando el sistema fisico se puede puede
describir utilizando un espacio de Hilbert de dimensién dos, podemos utilizar las matrices de
Pauli para establecer un relacién entre el espacio de operadores densidad y la esfera unidad en
R3. Esto se debe a que las matrices de Pauli, junto con la matriz identidad 1, forman una base
del espacio de operadores hermiticos, es decir, todo operador hermitico (como el operador den-
sidad) se puede escribir como suma de tales matrices.

La condicién de normalizacién (i.e. traza igual auno) y el hecho de que el operador densidad
es semi-definido positivo, implican que el estado de cualquier qubit queda especificado por un
vector en una esfera de radio unidad, que se denominan respectivamente vector de Bloch y esfera

"En 1995, Benjamin Schumacher acufié por primera vez el término “gubit” para referirse a los sistemas cudnticos
de dos niveles.

*Por lo general, nuestro trabajo estard centrado en sistemas de dimensién dos pero habrd casos concretos, por
ejemplo la Seccién 2.2, donde definiremos sistemas en dimensién arbitraria n.



de Bloch. Cualquier qubit se puede representar mediante la siguiente expresion [2, pg. 105]:

1 2>
p=7A+70), (1.4)

siendo 7 = (x,, z) € R3 el vector de Bloch asociado al estado del qubit,y & = (0, 0y, 07,) =
(071, 072, 03) las matrices de Pauli. El médulo del vector de Bloch es una medida de la pureza del
estado: para estados puros tenemos que || = 1, mientras que para estados mixtos vale [/] < 1.
El estado méximamente mixto es 1/2 y cuanto mayor es su médulo, mayor es la pureza.

Las operaciones unitarias sobre la matriz densidad acttian como rotaciones sobre la esfera
de Bloch. Cualquier operador unitario actuando sobre un espacio de Hilbert de dimensién dos
se puede escribir de la siguiente forma:

Usa = €Xp (—i% a- 5’) = cos %1 —isin %(& ), (15)

donde @ es el dngulo de rotacién y & = (a;, az, az) un vector unitario que representa el eje de
giro.

Al aplicar cualquier transformacién unitaria sobre la matriz densidad UpU”, el vector de
Bloch se transforma de la siguiente forma

-
7

¥ =7F-al +[F— (P-a)a]cosa + a X Fsina (r6)

Algunas propiedades del operador densidad que nos serin muy utiles:

I Tr[crao-ﬁ] = 20,p.

2. 1y = Tl'[p()'#].

De este modo, usando las propiedades anteriores, es fécil ver que para un observable O = s1 +
¢ - &, su valor medio es (0) = Tr[pO] = s + 7 C.

.12 Sistemas bipartitos y correlaciones cuinticas

El entrelazamiento es una de las propiedades de los sistemas cudnticos mds relevantes en la teorfa
de la informacién cudntica. Este fendmeno es, matemidticamente, consecuencia directa de dos
elementos clave de la mecdnica cudntica: el principio de superposicién y la estructura tensorial
del espacio de Hilbert. Sin embargo, el entrelazamiento no es el tnico tipo de correlacién que
pueden exhibir los sistemas cudnticos bipartitos. Veamos un pequena sintesis de la descripcion
de este tipo de sistemas y de sus correlaciones.

Comencemos con la representacién matemdtica de un sistema bipartito compuesto por dos
qubits. El espacio de Hilbert correspondiente estd dado por el producto tensorial entre los es-

pacios de Hilbert de cada una de las partes: H = H, ® H,, siendo {|0),, [1),} y {10);, ,|1),} las



bases de dichos subespacios, la base que define el espacio completo es

10}, ® 10}, =100},
10}, ® 1), = [01),
Do ®10), = [10),
1D ® 1), = [11).

En la notacién del operador densidad, el estado mds general posible para un sistema de dos
qubits viene dado por:

1 S :
p=7 1,81,+d-301,+1,85-¢+ ) Cyjo;@0;|, (1.7)

ij=1

donde d'y b representan los vectores de Bloch de los subsistemas y C;; son los elementos de
la matriz de correlaciones C entre ambos subsistemas. Mds adelante veremos algunas implica-
ciones asociadas a los valores que pueden tomar estos elementos. Por ejemplo, para un estado
producto tensorial, p = p, ® pp, la representacion anterior se puede obtener calculando el pro-
ducto entre las representaciones de cada subsistema (1.4) por separado, en dicho caso la matriz
de correlaciones entre ambos subsistemas es simplemente

R

C=ab’ (r.8)

Veamos a continuacién los tipos de correlaciones que pueden aparecer en un sistema cudn-
tico.

Estados puros

Si el sistema estd preparado en un estado puro ),z € Hap tal que Hap = Ha ® Hp, pueden
darse dos posibilidades [10]. La primera es que ambos subsistemas son completamente indepen-
dientes, en cuyo caso el estado del sistema global es:

[Ydag = la)s @ |B)p. (1.9)

En este caso no existen correlaciones entre los subsistemas ni cldsicas ni cudnticas.

La segunda posibilidad es que esta representacién no sea posible, en dicho caso i), des-
cribe un estado entrelazado de los dos subsistemas A y B. El entrelazamiento aqui engloba todo
tipo de correlaciones entre subsistemas, es mds, entrelazamiento, zo-localidad y correlaciones
cudnticas son sinénimos para estados bipartitos puros.

Estados mixtos

Para los estados mixtos el asunto se vuelve mds complejo. Si pap € B (Hyp) describe el estado
del sistema bipartito, el conjunto de estados separables Sy C B7(Hap) estd dado por

Sup:=3pas | pag= Z Piﬂfq ® T% . (r.10)



Cualquier otro estado pap ¢ Sap estd entrelazado.

Notese que el conjunto de estados separables es estrictamente mayor que el conjunto de
estados producto tensorial, Pap C Sap, donde

Pag :=1pap | pap=pa®ps}. (r.11)

¢Son las correlaciones en los estados separables inicamente cldsicas? Veamos a continuacién
porque, en general, la respuesta a esta pregunta es negativa. Definamos ahora un estado com-
puesto por un elemento clésico (un bit) en A y uno cudntico (un qubit) en B. Por conveniencia,
adoptaremos el mismo formalismo para ambos. El bit cldsico puede estar en el estado [0) o en el
estado |1). Si el bit cldsico estd en |0), se puede escribir el estado compuesto como [0) (0], ® pj,
donde hemos identificado el bit cldsico como el subsistema A y el qubit como el subsistema B,
siendo pp un estado cudntico. Sin embargo, si se desconoce el estado del bit clisico, entonces el
estado compuesto p4p es una mezcla estadistica, es decir
pas = pol0XOly ® o’ + p1 [1X114 ® pfy, (Li2)
donde py y pi son probabilidades que suman uno, mientras que pg)) y pg) denotan el estado del
bit cudntico B cuando el bit cldsico A estd en [0) y |1), respectivamente. Este es un ejemplo de lo
que llamamos un estado cudntico cldsico, o cldsico en A, ya que el subsistema A es cldsico. Por el
contrario, también podrfamos definir un estado en el que qubit se encuentre en el subsistema
Ay el bit en el B. Podemos definir respectivamente ambos conjuntos de estados como

CAZ

pas | pas= ) liXil®pj ¢, (113)

CBI

pas | pan= ) ph ®liXila - (1.14)

Y la interseccién de ambos conjuntos engloba a todos los estados cldsicos en A y en B que
presentan Uinicamente correlaciones cldsicas,

Cap:=4pap | pap= Zpij |iXil4 ® [/XJlp ¢ » (r.15)
ij
donde {p;;} se puede entender como una distribucién de probabilidad conjunta.
La jerarqufa entre todos los estados que hemos descrito es la siguiente:
Pap C Cap C{C4,Cp} CSup C BT(ﬂAB)- (1.16)

En esta jerarquia s6lo los dos conjuntos de la derecha son convexos.

Estados de Bell

Los estados de Bell son un conjunto de cuatro estados médximamente entrelazados definidos para
una pareja de qubits, esto implica que la medicién sobre uno de los subsistemas que componen
el estado de Bell nos permite saber inmediatamente el estado del otro subsistema sin necesidad



de aplicar ninguna medicién sobre él. La base de estados de Bell es la siguiente:

%) = %000) 1Y), (117)
o) = %(lom ~ 1), (118)
[y = %aon +110)), (119)
) = =001) - 10y (120)

La matriz densidad asociada a cada uno de estos estados se expresa como:

3
1
Pgelz = |\Pgell><\{l]1;ell =2 [la ®1,+ Z Wio ® O'i] ) (r.21)

5
donde d = b = 0, ya que al ser un estado completamente entrelazado perdemos toda la infor-
macién asociada a cada subsistema, y {Wk}2=1 son las matrices diagonales asociadas a los estados

de Bell:
1 0 0 1 0 0 -1 00 -1 0 0
wi=10 -1 of w?=(o0 1 o] W*=|l0 1 O] wW*=[0 -1 O
0 0 1 0 0 -1 0 01 0 0 -1
(r.22)

Para dimensiones superiores en las que aparecen sistemas de mds de dos qubits es habitual
sustituir los estados de Bell por las representaciones GHZ y W [11]. El estado GHZ para un
sistema con n qubits se define como

|GHZ):%(IOO---O)+|11---1)). (1.23)

Son estados mdximamente entrelazados en los que todos los qubits estdn en una superposicién
de estar todos en el estado |0) y todos en el estado |1). La medida de un solo qubit afecta in-
mediatamente a los demds. Sin embargo, son muy frégiles frente a la decoherencia; la pérdida o
medicién de un solo qubit puede destruir el entrelazamiento global.

Por otro lado, el estado W para un sistema con n qubits se define como

%(IlOO---0)+IOlO---O)+---+|OOO---1)). (1.24)

También son estados altamente entrelazados, pero a diferencia de los estados de GHZ, son mds
robustos frente a la pérdida de un qubit. Si se mide o se pierde un qubit, el estado restante de
los qubits sigue estando entrelazado. Esto se debe a que el entrelazamiento en los estados de W
estd distribuido de manera diferente que en los estados de GHZ.

W) =

1..3 Mediciones

W. Pauli [12, pg. 75] categorizé las mediciones en dos grupos bien diferenciados:



1. Mediciones que son repetibles, es decir, que se pueden aplicar varias veces sobre un mismo
estado sin que den lugar resultados nuevos, forman parte del primer grupo y también
son las que recoge el postulado de proyeccién de von Neumann (tercer postulado de la
mecénica cudntica). La medida del espin de Stern-Gerlach es usado habitualmente como
ejemplo prictico de este tipo de medicion.

2. Mediciones en las que el estado del sistema medido cambia de forma controlable de tal
manera que su repeticién conducird a resultados estadisticos diferentes a los de la me-
dicién inicial. Cuando se pueden sacar conclusiones definitivas sobre la cantidad que se
mide de esta manera, las mediciones son mediciones del segundo tipo. Es, por ejemplo,
el caso del conteo de fotones, proceso por el cual la particula queda destruida imposibili-
tando tomar nuevas medidas.

Las mediciones de von Neumann de un observable discreto ordinario son repetibles, pero
una medicién repetible de ese mismo observable no es necesariamente de von Neumann.

El tercer postulado de la mecdnica cudntica dice lo siguiente [2, pg. 84]:

Tercer Postulado: Las mediciones cudnticas estin descritas por un conjunto {M,,} de ope-
radores de medicién. Estos son operadores que actian sobre el espacio de estados del sis-
tema medido. El subindice m hace referencia a los posibles resultados de la medicién. Si el
estado del sistema es p inmediatamente antes de la medicién entonces la probabilidad de
obtener el resultado m es

p(m) = Te[M,pM, ] (1.25)

Y el estado del sistema después de la medicidn,

. M,pM,,

= —Tr[MLMmp] (1.26)

p—p

Los operadores de medicién satisfacen la ecuacién de completitud,

Z MM,=1 me =1 (r.27)

A la hora de diferenciar dos estados no existe ninguna medicién capaz de diferenciarlos si
estos no son ortogonales [2, pg. 87].
Mediciones proyectivas (PVMs)

Una medida proyectiva estd descrita por un observable fisico del sistema, i.e. un operador hermi-
tico en el espacio de estados del sistema que se estd midiendo. De este modo, si M es el operador
en cuestion, podemos tomar su descomposicion espectral:

M = Zum, con Pl'Pj = 5ijPi» (1.28)

donde P,, es el proyector al subespacio de M con autovalor m.

La medida proyectiva de este observable estd dada por los proyectores {P,,},. Los posibles
resultados de la medicién corresponden con los autovalores m del observable. Las medidas pro-
yectivas se pueden entender como un caso especial de lo que menciona el Postulado 3.



POVMs

Una medida POVM (Positive operator-valued measure) es un conjunto de operadores hermi-
ticos no negativos que actiian sobre el espacio de Hilbert que describe el sistema cudntico en
cuestién. A diferencia de las medidas PVM o proyectivas, las cuales son un caso particular de las
medidas aqui tratadas y son vilidas solo para sistemas cerrados, las medidas POVM, también co-
nocidas como medidas generalizadas, tienen en cuenta la interaccién del sistema con el entorno.

Supongamos una medida descrita por los operadores de medicién M, que se realiza sobre
un sistema en el estado p. En ese caso la probabilidad de obtener el resultado m al hacer la me-
dicién es p(m) = Tr[Mjanp]. Definamos ahora una medida POVM como el conjunto de
operadores hermiticos y no negativos {E,,} tales que

E, = M,Tan con Z E,=1, (1.29)

de forma que los operadores E,, son suficientes para encontrar las probabilidades de obtener
cualquier resultado en la medicién, cumpliéndose ahora que p(m) = Tr[E,p].

Se puede demostrar que si {E,,} es un conjunto de operadores positivos siempre vamos a
poder encontrar un conjunto de operadores {M,,} que describan una medicién [2, pg. 91].

Veamos un ejemplo atil de POVM para la computacién cudntica. Supongamos que Alice
le da a Bob un qubit que puede estar en uno de los estados |¢1) = [0) o [2) = |+), dado que
no son estados ortogonales, Bob es incapaz de saber con total certeza el estado de su qubit. Aun
asi, es capaz de idear unas mediciones que le permitan acertar el estado del qubit algunas veces
pero que evite que lo identifique erréneamente.

V2

1+ V2
1

0OXO0l = |0X1| = [1XO0 1X1)), 1.
2+\/§(|X||X||X|+|XD (1.30)

Es=1-E, - E;,

E, [IX11,

E,

Supongamos que a Bob se le da el estado i) = |0). Realiza la medicion descrita por la POVM
{E1, E», E5}. Hay probabilidad cero de que observe el resultado E}, ya que E; ha sido elegido
inteligentemente para asegurar que (Y| E [/1) = 0. Por lo tanto, si el resultado de su medicién
es £y, Bob puede concluir con seguridad que el estado que recibié debe haber sido [y,). Una
linea de razonamiento similar muestra que si se produce el resultado de la medicién E,, entonces
debe haber sido el estado [t1) que recibié Bob. Algunas veces, sin embargo, Bob obtendr4 el
resultado de la medicién E3 y no podrd inferir nada sobre la identidad del estado que se le dio.
Sin embargo, el punto clave es que Bob nunca se equivoca al identificar el estado que se le ha
otorgado. Esta infalibilidad tiene el precio de que a veces Bob no obtiene informacién sobre la
identidad del Estado.



1.2 Canales cudnticos abiertos

1.2.1  Operaciones cudnticas

La dindmica de un sistema cudntico aislado, descrito por un grupo de operadores unitarios,
es reversible en el tiempo. La evolucién de un sistema abierto, sujeto a influencias exteriores,
ya sea el proceso de establecimiento del equilibrio con el medio ambiente o la interaccién con
los aparatos de medicidn, revela caracteristicas de irreversibilidad. Estos cambios irreversibles
se describen matemdticamente mediante mapas completamente positivos. Por lo tanto, es util
considerar la clase de operaciones lineales completamente positivas,

p—p, (131)

y que cumplen las siguientes condiciones:

1. Tr[E(p)] es la probabilidad de que la operacidén & ocurra, siendo

o= (132)
T |

el nuevo estado tras la operacién.

2. &(p) es un mapa lineal convexo de operadores estadisticos, i.c.,

& Zpipi = ZPiS(Pi), (1.33)

siendo }; p; = 1 las probabilidades que describen el estado mixto.
3. &(p) es un mapa (o mapa dindmico reversible) completamente positivo.

Las operaciones &E(p) satisfacen estas tres condiciones si y solo si admiten una descomposicién
en sus operadores de Kraus (Seccién 1.3.2).

A partir del teorema de Wigner [9, pg. 22], se deduce que los mapas dindmicos reversibles
son de la forma:

Ep) = UpU", (134)

donde U es una matriz unitaria que actda en el espacio de estados H del sistema descrito por el
estado p.

1.2.2 Canales cudnticos y canales cldsicos

Un canal consiste en la capacidad de usar un medio fisico para transmitir informacién entre dos
puntos (Alice y Bob)’. En cuanto a lo que interesa para nuestro estudio, podemos hacer una
clasificacién en dos grandes grupos:

1. Canales cldsicos: en la teorfa de la informacidn cldsica, un canal cldsico describe la distri-
bucién de probabilidad en el envio de informacidn cldsica entre dos puntos. La capacidad

3Usaremos habitualmente estos dos nombres para hacer referencia a los extremos de un canal cudntico o cldsico
de la misma forma en la que podrian ser dos laboratorios.
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de envio de informacién de un canal cldsico se deduce el teorema de codificacién y viene
dada por la entropfa de Shannon (H).

2. Canales cudnticos: en la teorfa de la informacién cudntica, un canal cudntico sirve para
el envio de informacién cudntica (e informacién clésica) aprovechando las propiedades
de entrelazamiento que aparecen entre sistemas cudnticos. Mds formalmente, un canal
cudntico es un mapa completamente positivo que, ademds, conserva la traza (CPTP)*
entre dos espacios de estados

&) : Bi(H) - Bi(H), (135)

es decir Tr[E(p)] = 1. La medida estindar de la informacién contenida en un estado p es
la entropfa de Von Neumann (§).

La entropia de Shanonn y la de Von Neumann son andlogas en cuanto a que nos permiten
describir la capacidad de almacenar informacién de los sistemas clésicos y cudnticos, respectiva-
mente, pero existen diferencias importantes entre ambas magnitudes. En el caso de los sistemas
cldsicos, la entropfa puede verse como la informacién obtenida al identificar el estado del siste-
ma, mientras que en general el estado p de un sistema no puede identificarse completamente
mediante la observacidn de un evento.

La entropfa de Shannon y la entropfa de von Neumann coinciden sélo para un conjunto
formado por estados cudnticos puros mutuamente ortogonales. Por lo tanto, si se enviara un
mensaje codificado en un conjunto de estados de qubits ortogonales, cada uno de ellos puro,
que pueda describirse mediante un estado de producto tensorial general, la transmisién equi-
valdria a enviar la misma informacién que un conjunto de bits cldsicos. Porque cada qubit es
perfectamente distinguible una vez determinada la base de codificacién.

Esto tltimo hace referencia a los tipos de correlaciones que pueden surgir entre sistemas
cudnticos como vimos en la Seccién 1.1.2, resaltando nuevamente que el interés principal en
el uso de canales cudnticos recae en la presencia de entrelazamiento entre los sistemas que los
componen.

1.2.3 Canales ruidosos

Cuando la informacién se transmite sin errores en el mensaje decimos que el canal no tiene rui-
do o que es un canal sin ruido el cual es el tipo de canal mds simple que podemos estudiar. Sin
embargo, alahora de estudiar implementaciones reales, tenemos que considerar canales arbitra-
rios que podrian modelar ruidos experimentales.

En el momento en el que el ruido aparece en nuestro sistema, las operaciones dejan de ser
reversibles. La generalizacién de lo que hemos visto hasta ahora se define con un conjunto de
transformaciones unitarias que se realizan con cierta probabilidad, {p(k), Uy}. Estas definen un
canal &, actuando sobre un estado p de la siguiente forma

& ’
po— 0= pURLU (136)
k

4Por sus siglas en inglés: Completely Positive and Trace Preserving
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siendo p(k) una distribucién de probabilidad. Este canal es un ejemplo que representa un mo-
delo de ruido particular. A continuacién, presentamos algunos otros canales r#zdosos utilizados
en la literatura.

Canales de Pauli

Un canal de Pauli es una generalizacién del canal desfasador y del canal bir-flip [3, pg. 158]. Este
canal simplemente aplica un operador de Pauli de forma aleatoria de a cuerdo con una distribu-
cién de probabilidad. El mapa para un canal de Pauli es [4, pg. 128]

1 4
P = Y plip Sl p i = 3 pithip @)
k=0

i,j=0

donde oy, 0, y ioy, = 0,0, son las matrices de Pauli que, para este caso, son iguales a los ope-
radores de Kraus del mapa. Y donde el conjunto {o}'0”} también se conoce como el grupo de
Weyl-Heisenberg [6] que son la generalizacién de las matrices de Pauli para dimensiones supe-
riores.

Podemos describir la accién de cualquier canal cudntico mediante su representacion afin:
- -
Ep): -1 = A+ 7, (1.38)

que queda definida por una matriz A y un vector ¥, ambos de elementos reales. Para resumir, en
ocasiones se refiere a la descomposicion afin de & como (A, V). Los canales de Pauli son unitales’
y por lo tanto ¥ = 0.

Estos canales son importantes, por ejemplo, para el estudio de la distribucién cudntica de
claves debido a que, para este tipo de protocolos, la presencia de un espia induce la aparicién de
canales de Pauli [3].

Canal despolarizador

El canal despolarizador representa el escenario en el que perdemos toda la informacién a cerca
del estado de un qubit con una probabilidad p. Es decir, transforma cualquier qubit en el estado
méximamente mixto 7 = 1/2, i.e., un estado con su vector de Bloch nulo 7 = 0. La forma del
mapa que describe este canal es

p—p =0-p)p+pn, (139)
y sobre el vector de Bloch,

Ep):f— 1 =diag(1-p,1-p,1-p)t. (1.40)

SEn la Seccién 1.3.4 profundizamos en la definicién y caracterizacién de los mapas unitales.
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Con sus matrices de Kraus [13]:

3p

14
1 K, = /%0,
A \/;“
p p
K3 = \/;O'y, K4 = \/;O'Z. (1.41)

Canal amortiguador de amplitud

K]Z 1—

El canal amortiguador de amplitud (amplitude damping channel) se puede expresar en las ma-
trices de Kraus:

(1 0 _ (0 +p
f-lo =) ool V) .

Dicho mapa acttia sobre el vector de Bloch 7'de un estado cualquiera p tal que
Ep):IT—71 = diag(\ll -p,\1=-p,1 —p)?+p7< = Af+ pk. (1.43)

Interaccién con el entorno

En ocasiones nos puede ser util modelizar el ruido como una interaccién con el entorno. Su-
pongamos un sistema S que comienza en un estado pg y existe otro sistema asociado al entorno,
E, en un estado puro pr = |0X0|g, entonces el estado inicial del sistema es

E

p = ps ®10XO| (1.44)

Supongamos ahora que ambos subsistemas interacttian de acuerdo a un operador Us g que ac-
tia en el espacio conjunto, si nos interesa inicamente la evolucién del sistema S podemos definir
nuestro canal haciendo uso de la traza parcial

8(p) = Trz | Us(ps ® I0X0l) U | (1.45)

Esta evolucién es equivalente a un mapa CPTP con los operadores de Kraus
K; = ilg Usg 0)g . (1.46)

En la préxima seccion daremos una definicién mds general sobre este tipo de representacion.

1.3 Representaciones

1.3.1 Representaciones Ay B

Podemos expresar la operacién dindmica cudntica mds general como [13]:

p' (1) = ADp(ty), (1.47)
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donde los elementos de los operadores densidad se han reorganizado como vectores columna.
Veamos esta expresion de forma mds explicita:

-

denota la matriz densidad de un qubit en la base computacional, [0) = (1, 0)" y|1) = (0, DT,

Poo  Po1
P10 P11

Entonces p” = Ap se puede entender como

Poo Aoo00 Aooor Aooio Aoo;11 Y[ Poo

Por | _| Aoroo Aoror Aorio Aoran || por (1.48)
Plo A0 Aot Aro;io Aron || P10 *
P Aioo Aot Ao A )\ pu

La matriz B se obtiene reorganizando los elementos de A de forma que By j; = Ay jij,

por lo tanto

Aoo:00 Aot Aoro0 Aoron

% = Aooi0 Aooi1 - Aor;io Aorini . (1.49)
Aroo0 Aot Ao Arron
Ao Aror Ao A

La matriz B (también llamada matriz de Choi [14], matriz dinimica o mapa dindmico),
representa la transformacién més general que se le puede aplicar a un sistema cudntico ademads
de tener ndmerosas aplicaciones como veremos mds adelante.

1.3.2 Representacién de Kraus

Como ya vimos brevemente en la Seccién 1.2.3, dado un mapa CPTP, &, sobre el conjunto de
operadores del sistema S positivos semi-definidos, hermiticos y de traza unidad, 87 (Hs), tal que

&(p) = Trg[U1)(ps (to) ® 10XON U (1)1, (150)

donde tomamos un sistema auxiliar puro pg = [0X0|y U(f) es una transformacién unitaria so-
bre H = Hs®Hg (estase conoce como la representacion de sistema-entorno de Stinesprig [15]).
Podemos definir los operadores de Kraus (K, ) como [2] [13]

K, = (edAl0), (r.51)

siendo |ex) un conjunto de estados puros que forman una base ortonormal en H. Y la repre-
sentacién de Kraus de un mapa cudntico se obtiene reescribiendo la Ecuacién 1.50,

&(p) = ) KupKy. (152)
a
Esta representacién no es Ginica y que exista para un mapa es equivalente a que la matriz de

Choi sea positiva. Por otro lado también podemos relacionar A con los operadores de Kraus de
la siguiente forma

A= Z K,®K". (1.53)
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Y a partir de esto podemos deducir que los operadores de Kraus son la versién en forma de matriz
de los autovectores de B,

B= ) diloXal = ) KKl (1.54)

ie., K, = VA, mat|a). Como dijimos antes, los operadores de Kraus no son tnicos y este
resultado en concreto se conoce como el conjunto canénico de operadores de Kraus. Entonces
un mapa tendrd tantos operadores de Kraus como autovalores no nulos tenga la matriz B que

lo define [13].

1.3.3 Matriz de Choi

Como mencionamos anteriormente, la matriz B recibe también el nombre de matriz de Choi y
es de gran utilidad ya que describe por completo la accién de un mapa®. El teorema de Choi [14]
dice que para un mapa lineal & : C™" — C™" las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. Ses completamente positivo.

2. La matriz (Matriz de Choi)
pe = (1 ® E)ppens, (1.55)

es una matriz positiva, donde pg.y = |P*XD| siendo |DF) = \/LE Zflz_ol liY4 ® |i)g con
d = 2 paralabase computacional. Esta relacién entre canales cudnticos (descritos por ma-
pas completamente positivos) y estados cudnticos (descritos por operadores densidad), se

conoce como el isomorfismo de Choi-Jamiotkowski.

Teorema 1.3.1. (Isomorfismo de Choi-Jamiolkowski) El conjunto de los
estados cudnticos p : H ® H — H ® H es isomorfo al conjunto de los
mapas & : B (H) — B7(H) completamente positivos y que preservan la
traza, de modo que

pe = (1 ® E)ppen, (1.56)

siendo pg la matriz de Choi del mapa. La correspondencia es ademds uno a
uno.

Vemos que para definir la matriz de Choi ha sido necesario afadir un sistema recurso que
forma un estado de Bell con el sistema sobre el que acttia el mapa (Fig. 1.1). Veamos mds explici-
tamente la forma de la matriz de Choi usando la notacién de la esfera de Bloch,

1 3
ps=(1®E)h,; =1 &7 (1a ®1,+ Z Wio: ® 0',-]

1

3
=7 [la ®&E,) + Z Wl-kO',' ® 8(0})) . (r57)

¢ Ademds la matriz de Choi es Gnica para cada mapa.
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Si tenemos en cuenta la representacion afin del mapa (V, A), se puede demostrar que la ex-
presién anterior se reescribe como

3
1
ps=1A®E)ph,, = 1|l + 1@V 7+ Z ApWeo, ® o |. (r.58)
aB=1
A B A
PBell
Pe

&

5@

(a) (b)

BI

Figura 1.1: Construccién de la matriz de Choi de un mapa a partir de un estado de Bell maxima-
mente entrelazado.

1.3.4 Mapas unitales

Consideremos un mapa & definido en la base {1, 0= 2 3} como

el =1, (r.59)
(o) =zioy, z€R (1.60)
O escrito de otra forma
Ep)=p = Las Zzav-) (1.61)
_p - 2 : 1“1V .

dondep = %(1 + X a;0). El mapa en la forma de Kraus es unital si y solo si,
Z K'K, =1. (1.62)

Estas transformaciones convierten la esfera de Bloch en otra de menor radio o en elipsoides,
pero no puede aplastarla hasta formar un disco, ya que eso irfa en contra de la condicién de un
mapa completamente positivo. Ademds, tampoco desplazan el centro de la esfera de Bloch.

Por otro lado, a partir de la Ecuacion 1.61, podemos encontrar la expresién de la matriz de
Choi de estos mapas,

1+Z3 0 0 21 +22
1 0 l-z3 z71—2 0
B == . .6
2 0 z1—-2 l-2z 0 (1.63)
21+ 22 0 0 1+Z3

Los mapas unitales son todos aquellos que en su descomposicién afin v=0. Algunos ejem-
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plos de mapas unitales son el phase damping channel, el depolarizing channel o, como ya men-
cionamos, los canales de Pauli.

1.3.5 Mapas no unitales

También podemos definir mapas dindmicos con cambios afines que ademds desplazan el centro
de la esfera de Bloch. Dichos mapas son no unitales y se definen de la siguiente forma

1) =1+ Z toi, f€R, (1.64)
E(o) =z, z€ER. (1.65)

Mientras que la forma de la matriz de Choi es

I+85+23 t =i 0 21+ 22
1 t o+t 1-1-12 21— 2 0
= 17 o . (1.66)
2 0 21— 22 1+t3—Z3 tH — i
21+ 2 0 Hh+ith 1—t3+Z3

Son mapas no unitales, por ejemplo, el amplitude damping channel o el canal de despolari-
zacién parcial.

1.4 Fidelidad

La medida de la fidelidad nos permite cuantificar como de similares son dos estados cudnticos,
lo cudl se vuelve muy ttil cuando aparece ruido en nuestros canales cudnticos para poder com-
probar como de efectivo es el envié de informacion. Existen diferentes métodos a la hora de
comparar dos estados, dos de las mds habituales son la distancia traza y la fidelidad.

Distancia traza

Comenzamos definiendo la distancia traza entre dos estados p y o [2, pg. 403],

D(p. ) = 3 Tillo ~ o], (1.67)

donde se define |A] = VAAT. Unabuena forma de entender lo que estd midiendo esta magnitud
es a través de la representacion en la esfera de Bloch de los estados p y o, supongamos que

1 1
Ahora podemos reescribir la Definicién 1.67 de la siguiente forma
1 - Y
D(p,0) = 1 Tr[|(7 - 5) - 7). (1.69)
(7= §) - 0" tiene como autovalores +|7 — § |, por lo que
1 - o
D(p, o) = 57 = 51, (1.70)
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esto quiere decir que la distancia traza entre dos qubits coincide como la mitad de la distancia
euclidea entre sus respectivos vectores en la esfera de Bloch.

Fidelidad

Una segunda medida de la distancia entre dos estados es la fidelidad, aunque a diferencia de la
distancia traza esta no es una métrica sobre los qubits. La fidelidad de los estados p y o~ se define

como [2, pg. 409] )
F(p,0) = Tr[ \/pl/za'pl/z] : (r.71)

Aunque a primera vista no lo pueda parecer, la fidelidad es simétrica respecto de los estados
sobre los que se mide. Un caso particular es cuando ambos estados conmutan, es decir, ambos
se pueden expresar en una misma base

p=nliXil y o= sliXi. (72)

lo que nos lleva a que

F(p,0) = ) Vs = F(ri, ), (173)

donde F(r;, s;) se conoce como la fidelidad cldsica entre las distribuciones de autovalores r; y s;.
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Capitulo 2

Protocolos cuanticos

El término protocolos cudnticos hace referencia al conjunto de procesos cudnticos que se usan en el
dmbito de la comunicacién cudntica. El modo mds general de representarlos matemdticamente
es mediante el uso de las denominadas Operaciones Locales y Comunicacién Clésica (OLCC).
Veamos a continuacién los protocolos de teleportacion y codificacién densa.

2.1 Teleportacion

El objetivo que persiguen los diferentes protocolos de teleportacién, en cualquiera de sus va-
riantes, es el envio de un estado cudntico, p, de un sistema a otro con la mayor fidelidad posible.
Utilizando la notacién usual: Alice es la entidad que envia el estado del sistema A a otro sistema
diferente B, controlado por Bob.

2.1.1 Teleportacion cldsica

La versién cldsica dela teleportacién no aprovecha las propiedades cudnticas del entrelazamiento
que, como ya hemos mencionado anteriormente, son de especial interés para la comunicacién
cudntica. Este protocolo supone que las partes que se quieren comunicar puede utilizar s6lo un
canal cldsico entre ellos. Podemos resumir el protocolo en la siguiente serie de pasos:

1. Alice realiza una medicién POVM sobre A.
2. Alice transmite los resultados de la medicién a Bob a través de un canal cldsico.

3. Bob prepara un estado en base a los resultados de la medicién de Alice (aqui se supo-
ne que Bob tiene una estrategia de preparacién éptima en funcién del resultado de la
medicién de Alice).

Veamos de forma mds pormenorizada en qué consiste el protocolo. Alice dispone de un
sistema en un estado p desconocido, para extraer informacién de su estado realiza una medi-
cién POVM con n posibles resultados. Dicha medicién viene dada por los operadores {M;} que
cumplen las siguientes propiedades:

L XM =S e =1,
2. Pi = pj 2> 0,

3. TI'[pi] = 1.
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Que implican que
n n

D=2y Y ds=0, (2.1)
siendo §; el vector de Bloch asociado a p;. La probabilidad de obtener cada uno de los 7 posibles
resultados asociados al operador M; viene dada por

2
fos S
p(i) = pi = El(l +1-5), (2.2)

donde Fes el vector de Bloch del estado p.

Tras la medicién, Alice envia a Bob los resultados que ha obtenido a través de un canal cldsi-
co (sin ruido) y Bob prepara un estado de acuerdo a una estrategia preestablecida. Esto da lugar
a un nuevo estado p; (asociado al vector 7)) que dependerd de los resultados de la medicién de
Alice.

La estrategia de preparacion éptima, es decir, la que maximiza la fidelidad entre el estado a
transmitir y el estado que Bob prepara, estd dada por 7; = §; [16].

El principal problema de este protocolo reside en que nunca obtendremos el caso ptimo, ya
que no hay forma de que Alice extraiga suficiente informacién de su estado como para que Bob
lo reconstruya a la perfeccién. La fidelidad promedio del protocolo para el envio de un estado
puro depende del nimero N de copias del estado original de las que dispongamos [17],

—N :N+1
e N+ 2

(2.3)

Posteriormente G. Vidal [16] generalizé el cdlculo de la fidelidad del protocolo para estados mix-
tos.

2.1.2 Teleportaciéon cudntica

El protocolo de teleportacién cudntica aporta otro planteamiento a este problema. En esta oca-
sién aprovecharemos el entrelazamiento entre dos qubits que formen un estado recurso para
aumentar la fidelidad del protocolo. Al igual que antes, organicemos el protocolo en una serie
de pasos:

1. Preparacién y reparto del estado recurso entre Alice y Bob.
2. Medicidn sobre el sistema de Alice.

3. Transmision del resultado de la medicién a Bob.

4. Reconstruccién del estado original.

Dependiendo del estado recurso que compartan Alice y Bob obtendremos resultados dife-
rentes. Primero veamos como funciona el protocolo si dicho estado pertenece a la base de estados

de Bell.
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Teleportacién con un estado de Bell

El primer paso del protocolo consiste en preparar un estado de Bell a partir de un sistema de dos
qubits
1

3
pgfll = 4(1A®18+

Wioaa ® O'Ba) . (2.4)
a=1
A continuacién, enviamos uno de los qubits a Alice y el otro a Bob que se encuentran en labora-
torios diferentes. Una vez ambas partes comparten el estado entrelazado, Alice decide que quiere
transmitir el estado p,, (asociado al vector ') a Bob aplicando el protocolo de teleportacién cudn-
tica. Para ello realiza una medicién PVM sobre su sistema de dos qubits (el que quiere teleportar
y el que forma parte del estado de Bell), dicha medicién estd definida por los operadores

3
M; = ije[[ = Z [la ® 1A + Z W(;O'aa, ® O-Aa)’ (25)

a=1

que actda unicamente sobre el subespacio H,a = H, ® Ha, es decir, nuestra medicién es una
proyeccién sobre la base de estados de Bell (ver Ecs. 1.17-1.20).

A partir del tercer postulado (1.26), sabemos que después de la medicion el sistema estard en
el estado
1 1l
pi = —MipoM;,

1

(2.6)

donde hemos definido py = p, ® p327. El estado de Alice quedard destruido después de la
medicién pero el estado del qubit de Bob se verd afectado debido al entrelazamiento:

pi = Traa [pi] = %TraA I:Mi,DOM,-T] = ;TraA [M,-TM,'PO] ;

por las propiedades de la traza y al ser M; proyectores, podemos reescribir la expresién anterior
como

PBi = %TraA [Mipo] = %TraA [(P%ezz ® 13)( a ®P§ZI)] . (27)

Este es entonces el estado en el que se encuentra el qubit de Bob condicionado por la me-
dicién de Alice. Por otro lado, se puede comprobar ficilmente que la probabilidad de obtener

cada resultado es p; = }‘.

Desarrollemos la expresion 2.7 para extraer mds informacién sobre el estado de Bob, tras una
serie de pasos y simplificaciones llegamos a que

PBi = % (13 + Z WéWﬁtaaa] = (13 + Ty - 5’) ) (2.8)

| =

donde

bid . . . . ..
* tesel vector de Bloch asociado al estado original p, que Alice desea transmitir.

. ZTZ;M es el vector de Bloch asociado al estado pp; del qubit de Bob.

7Recordemos que para conocer el estado de los subsistemas necesitamos aplicar la traza parcial sobre el estado

global: p, = Traglpol, pa = Traglpol y o8 = Traalpol.
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« W'y W* son las matrices diagonales (1.22) que definen los estados de Bell correspondien-
tes al resultado de la medicién (2.5) y al estado que Alice y Bob compartian al principio
del protocolo(2.4), respectivamente.

Vemos entonces que el protocolo transforma el vector de Bloch del estado de Bob de forma
que coincide con una rotacién sobre el vector de Bloch del estado original que Alice queria
transmitir:

f;ﬂi = W'W'T. (2.9)

El paso final consiste en que Bob aplique una rotacién R5°” sobre su sistema para reconstruir

el estado original de Alice,
A—1 .
RE = (Ww') ™ = wiw', (2.10)
Aplicando este protocolo somos capaces de teleportar un estado cualquiera8 sin perder infor-
macién en el proceso, esto plantea una gran ventaja respecto de la teleportacion cldsica.

Teleportacién con un estado arbitrario

Veamos ahora cémo cambia el protocolo si hacemos que Alice y Bob compartan un estado cual-
quiera. Nuestro sistema queda descrito inicialmente por el producto tensorial entre el estado a
teleportar, p,, y el compartido, pag,

Pa = (1 +7 5’) , (2.1)

1

2
1 3

PAB = Z[1A®13+?A'0_)'A®13+1A®?B'(5)'B+ZcijO'i®O'j]. (2.12)
ij=1

Las propiedades de nuestro sistema han cambiado (compardndolo con la Ecuacién 2.4) ya que
ahora 7y # 0y 7 # 0,y la matriz C no es necesariamente diagonal. Al igual que antes vamos a
mantener la medicidn sobre la base de estado de Bell,

3
o .
M = Py = 1 [1a @1, + Z Wi s ® aAa) . (2.3)

a=1
El estado del qubit de Bob tras la medicidn de Alice sobre sus qubits es:

pi = Traa [(Pﬁgezl ® 13) (Pa ®pAB)] l% (2.14)

1

Se puede comprobar que el valor que toma la probabilidad de obtener cada estado de Bell
tras la medicién es:

3
pi= %[1 +> WétarAa] = %(1 + W7, (2.15)
a=1

ahora no es igual de probable obtener cualquiera de los estados de Bell, sino que la probabilidad
de obtener el estado p; ,, al medir va a depender de la medida que hagamos (W"), del estado que

8No es necesario conocer el estado que vamos a teleportar, es mds, siempre vamos a considerar un estado gené-
rico.
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queramos teleportar (') y del estado del qubit del sistema auxiliar que posee Alice (7).

Si desarrollamos la expresién del estado pp;; llegamos a que

1 2 i T
o = |1, 4 [EEWEON ol (2.16)
2 4pz

Entonces, llegados a este punto del protocolo, el vector de Bloch del estado de Bob viene
dado por la siguiente expresion:

po_ st (WO)'T g+ (WO)'T (1)
Bli — - TSN .
| 4p, 1+ Wit-7y

Es ficil comprobar que si tomamos 74 = 73 = 0y C = Wk recuperamos el resultado que obtu-
vimos en el apartado anterior usando un estado de Bell como sistema recurso (2.17).

En este caso es mds complicado para Bob reconstruir el estado original de Alice. Con esta
version del protocolo no podremos teleportar un estado sin perder informacidn, por ello nece-
sitamos que las operaciones que aplique Bob en el paso final sean las éptimas para maximizar
la fidelidad del protocolo. Sin precisar que tipo de rotaciones optimizan el protocolo, el estado
resultante tras aplicarlo serd la suma convexa de los posibles resultados y sus probabilidades, en
la notacidn de la esfera de Bloch,

7= Z piti = ZpiR?”hZ’ﬂi- (2.18)
; ;

2.2 Codificaciéon densa

En esta seccién detallaremos el protocolo de codificacion densa ya que, como mencionamos
antes, la simulacién de canales cudnticos constituye una herramienta importante a la hora de
caracterizar la capacidad de codificacién densa de un canal. El protocolo de codificacién den-
sa permite la transmisién de informacién cldsica entre dos partes mediante el uso de sistemas
cudnticos. Como veremos a continuacion, la preparacién de estados de Bell mdximamente en-
trelazados permite codificar 2 log, d bits de informacidn clésica en un sistema de dimensién d,
sobrepasando el limite cldsico log, d [7].

Veamos a continuacién el protocolo de codificacién densa parad = 2, es decir, el sistema
global sobre el que el protocolo estd definido son dos qubits a los que llamaremos A y B. Supon-
gamos ademds que Bob desea comunicar a Alice el valor que toma una variable aleatoria discreta
X = {)c,-}?':1 con cuatro resultados posibles.

En condiciones ideales, la codificaciédn densa hace uso de un canal cudntico sin ruido entre
Alice y Bob. En el primer paso del protocolo, Alice usa esta canal para enviar a Bob la parte B
de un estado de Bell p}%ll, dado por la Ecuacién 1.21. Una vez Bob lo ha recibido, aplica sobre
¢l una transformacién unitaria YU; dada por Uj; esto codifica el mensaje X = x; en el estado
cudntico del sistema. Consecuentemente, el estado que resultaes 14 ® (Ll,-(pllge”).

? Alice podria usar cualquier estado de Bell.
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Figura 2.1: Protécolo de codificacién densa.

Bob envia el sistema nuevamente a Alice haciendo uso del mismo canal cudntico sin rui-
do. Finalmente, Alice realiza una medicién conjunta sobre todo el sistema AB para recuperar la
informacion cldsica, es decir, el valor particular que codificé Bob. El protocolo de codificacién
densa se basa en que si las operaciones unitarias U; estin dadas por las matrices {U; = 1, U, =
03, Uz = 01, Uy = i0,}, entonces 14 ®(L(,~(p}3 o) = pg 1> €8 decir, Alice siempre obtiene alguno
de los cuatro estados de Bell dados por la Ecuacién 1.21. Como estados estados son ortogonales,
si Alice realiza una proyeccién en la base de Bell, entonces puede obtener el mensaje que Bob
codificé. Nétese que esta medicidn es la misma que se realiza en el protocolo de teleportacion,
descrito en la Seccidn 2.1.2.

Ahora bien, consideremos una situacién mds general: el estado recurso es uno arbitrario,
O 4B, y la dimension ahora es d € N. Las transformaciones unitarias que Bob aplica estin dadas
por U, = X'Z™ (estos operadores son una generalizacién de las matrices de Pauli para dimensién
d, grupo de Weyl-Heisenberg). La capacidad de este protocolo es: C(04p) es [7]

C(oap) = max{log, d,log, d + S(op) — S(0ap)} (2.19)

donde o5 = Tra[oaply S(0) = — Tr[o log, o] es la entropia de Von Neumann [2, pg. sto].
Para un estado mdximamente entrelazado recuperamos el valor de C = 2log, d que vimos
antes.

2.2.1 Protocolo de codificacién densa general

Fijémonos ahora en la Figura 2.1 donde el canal de comunicacién entre Alice y Bob puede estar
sometido a la presencia de ruidos, caracterizados por un mapa & CPTP. Del mismo modo que
en la seccién anterior, Alice tiene un estado arbitrario o4 y envia la parte B de dicho estado a
Bob, quien codifica una variable cldsica X := {x, 7}, a partir de los operadores U, los cuales
aplica con una probabilidad 7r,. De esta forma Bob genera el estado:

oap(x) = [14 ® (U, 0 E)pl(Tap). (2.20)

A continuacion, se devuelve el sistema B’ a través del canal cudntico y Alice recibe el sistema
B” en el estado

Pap(x) :=[14 ® E (T ap), (2.21)
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donde &, := Eo U, 0 &. Pararecuperar el valor de x, Alice realiza una medida POVM conjunta
sobre el sistema AB”. Asint6ticamente, i.c., para muchas repeticiones del protocolo, la informa-
cién ala que Alice puede acceder del conjunto {7, paa~(x)} viene dada por la cota Holevo [18],

XU pan) = S| D wpan )| = > weS [pan ()] (2.22)

La capacidad de codificacién del canal C g)((c)), se obtiene optimizando sobre la variable alea-
toria X que Bob desea transmitir, y sobre el estado recurso del protocol o, es decir:

CH(©&) = max x ({7, pag})- (2.23)

Dado que esta cantidad depende de un proceso de optimizacién complejo, el tratamiento
analitico es general muy complicado y, dependiendo de la dimensién a considerar, el cdlculo nu-
mérico resulta también muy costoso. Como veremos en la Seccién 3.1, la simulacién de canales
cudnticos permite simplificar esta optimizacién en gran medida.
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Capitulo 3

Simulacién de canales cudanticos

De cara a entender el punto principal de nuestro estudio necesitamos profundizar en un con-
cepto introducido por Pirandola et al. en 2017 [5]: la simulacién de canales cudnticos. En primer
lugar necesitamos entender a qué nos referimos con simulacién. Lejos de profundizar en méto-
dos de anilisis numérico o simulaciones por ordenador, el tipo de simulacién a la que hacemos
referencia en esta seccidn es estrictamente tedrica ya que se trata de una herramienta que se uti-
liza como antesala al cdlculo de otras magnitudes y medidas que nos ayudan a caracterizar un
canal cudntico.

Recordemos brevemente el proceso de teleportacién cudntica estindar *°. Al comienzo de
nuestro protocolo, Alice posee un estado p, y, al finalizar, ese mismo estado (en el caso ideal) es
transferido a Bob, mientras que Alice lo pierde, por esta razén decimos que ocurre una telepor-
tacién. Asi, podemos representar nuestro protocolo mediante un mapa que devuelve el mismo
estado que se introdujo, aunque cambiando el espacio de Hilbert al que pertenece.

E(Pa) = T (Pa @ Ppeit) = Pbs (3.1)

con& : Bi(H,) — B (Hp) y T la representacién del protocolo de teleportacién cudntica
estindar, tomando como estado original p, y como estado recurso pg,y. Podemos ampliar esta
definicién para cualquier otro mapa usando una OLCC (no necesariamente la teleportacién
estindar") y un estado recurso o-:

Ep) = S(p ® 0). (3-2)

Este nuevo método con el que podemos recrear el efecto de un mapa sobre un estado cudn-
tico usando OLCC es a lo que llamaremos simulacién OLCC de canales cudnticos [5]. En
general, podemos simular el mismo canal & con diferentes elecciones de S'y o, es por ello que
nos interesa encontrar la combinacién que nos permita optimizar el proceso. Por lo general, esto
ultimo se consigue utilizando la matriz de Choi del canal como estado recurso, i.e., o = pg.

"°Llamaremos a este protocolo “estindar” siempre que Alice tome la base de estados de Bell para realizar sus
mediciones.
"Teleportacién esténdar o teleportacién cudntica estindar son términos andlogos a lo largo de este trabajo.
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Mencionemos ahora algunas definiciones importantes [s]:

Definicién 3.0.1 (Canales o-estirables). Decimos que un canal cudn-
tico & es “o-estirable” si existe una OLCC Sy un estado recurso o que
nos permitan simular el canal. En dicho caso podremos escribir:

E(p) = S(p ® o). (3:3)

Definicién 3.0.2 (Canales Choi-estirables). Un canal cudntico &
se denomina como “Choi-estirable” si se puede simular usando una
OLCC que tenga como estado recurso la matriz de Choi de dicho ca-
nal.

Definicién 3.0.3 (Unitarias de teleportacién). Una matriz U esuna
unitaria de teleportacion si, dado un estado de Bell p'gell,

1® (Ll(p’fge,,) = pé}ell’

da como resultado otro estado de Bell para todo j, donde U(o) =
UoU".

Definicién 3.0.4 (Covariante de teleportacién). Un canal cudntico
es covariante de teleportacién (a partir de ahora tele-covariante) si, para
cualquier operador unitario de teleportacién U, existe un operador
unitario V tal que

EUpU") = VE(p)V'. (3.4)

El conjunto de matrices U forman el grupo de Weyl-Heisenberg™ y
conforman la generalizacién de las matrices de Pauli para dimensién
n.

Debido a la covarianza de teleportacién podemos simular un canal cudntico usando la tele-
portacién estindar mediante su matriz de Choi. Entonces si & es tele-covariante podemos escri-
bir

&(p) = Slp ® pe), (3.5)

i.e., & es Choi-estirable (esto lo veremos mds en detalle en la Seccidn 3.2.2). Todos los canales de
Pauli (independientemente de su dimensién) son covariantes de teleportacion, y por lo tanto

Choi-estirables [6].

"*Ya mencionamos estas matrices en la Seccién 1.2.3 en la explicacién de canales de Pauli.
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3.1 Aplicaciones de la simulacién de canales cudnticos

Como anticipamos en la Seccién 2.2, una aplicacién especifica de la simulacién OLCC de ca-
nales cudnticos es la simplificacién del célculo de capacidades de protocolos como el de codifi-
cacién densa. Recuperemos entonces la Ecuacién 2.23:

C'(&) = max x((my. pan-).

Siel canal &, cuya capacidad queremos calcular, es tele-covariante (ver Definicién 3.0.4) enton-
ces &, = & o U, o & también es tele-covariante; se sigue entonces que &, es Choi-estirable (ver
Definicién 3.0.2), con lo cual, podemos usar el protocolo de teleportacién estdndar para simular
este canal para todo valor de x:

E.(p) =T (p ® ps,), (3.6)
enel cual pg. = 1 ® E(ppen) es la matriz de Choi del canal &, y ppen es alguno de los estados

de Bell dados por la Ecuacién 1.21. Este resultado nos permite reescribir [7]

XUy, papr}) = x({my, [14 @ E(Tap)}) =
= x({me, [1a ® T1(0 a5 ® ps,)}), (3.8)

en donde hemos utilizado la expresién de los estados finales del protocolo, Ecuacién 2.21, en
la primera igualdad, Ecuacién 3.7, mientras que en la segunda empleamos la Ecuacién 3.6. Por
otro lado, la cota Holevo en general se puede expresar utilizando la entropia relativa S (pllo) =
Trp(log, p — log, o), del siguiente modo [2],

xmop) = > 1S (Bllps), (3:9)

para un conjunto arbitrario {py, p,}., donde el estado a priories p = }}, mp,. Por lo tanto, la
Ecuacidn 3.8, resulta:

X s @ TNoas @)D = 1S (Bl 14 ® TNoas ® p5,) ) =

= > a8 | > Ml e TIoas®ps,) [1A®(r]<aAB®pgx>]=
y

X

= > aS | L@ TIeas® ) mps) || (14 ® T Ao an ® ps,) ] <

X y
= Z S| oap® Z TTyPg, || TaB ® Pe, ] = Z xS [ Z TyPe,
y x Y

X
Para llegar a la Ecuacién 3.10, hemos utilizado que la entropia relativa es una cantidad moné-

Pe, ] : (3.10)

tona ante la accién de mapas CPTP vy, ademis, la propiedad de subaditividad (altima igual-
dad) [2]. Este es un resultado muy importante puesto que, usando la definicién de canales Choi-
estirables, la capacidad del protocolo de codificacién densa estd acotada por:

Z .S ( Z TTyPs,
x y

P&, ) = X({nx’ [IA ® 8x](pBell)}), (3'11)
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es decir, una cantidad que no depende del estado recurso 0. Mds aun,

C([;)(S) = Iz_lilx X({ﬂx, [lA ® Sx](O-AB)}) < H}réXX({T[x, [1A ® 8x](pBell)})7 (3'12‘)
para todo estado o, pero como tenemos igualdad para o= = pg.y, concluimos que la capacidad
Cg)(S) es maxima cuando el estado recurso es un estado de Bell para cualquier canal & tele-
covariante:

Cp (&) = mix x (.. [14 ® Ex](Ppen)})- (3.3

Estos argumentos se puede encontrar en los trabajos de Pirandola [5], Cope [6] y Laurenza [7].

3.1 Aplicacién en estimacion de pardmetros de sistemas cudnticos

En términos generales, otra aplicacion de la simulacién OLCC de canales es en metrologia, cu-
yo objetivo principal es la estimacién de pardmetros en informacién cudntica. En el caso de un
canal cudntico &y, caracterizado por un pardmetro cldsico 6 desconocido [19], la simulacién per-
mite explorar y entender el comportamiento del canal bajo restricciones de operaciones locales
y comunicacién cldsica (OLCC), lo cual es crucial para numerosas aplicaciones.

Especificamente, un problema relevante en la teorfa de la informacién cudntica es determi-
nar el valor éptimo de 6 que minimiza la varianza del estimador 0. En este contexto, se busca
que la desviacién estindar 660 decrezca de manera ptima con el nimero de pruebas n. Para
ciertos canales, el escalado 6ptimo de 66 es 66 ~ n~12
tindar"(SQL). Sin embargo, en sistemas cudnticos se puede superar este limite, alcanzando el
"limite de Heisenberg"(HL), donde 66 ~ n™".

, conocido como el "limite cudntico es-

Para determinar si un canal &y estd limitado por el SQL o puede alcanzar el HL, es esencial
adoptar los protocolos cudnticos mds generales permitidos por la mecdnica cudntica. Estos pro-
tocolos suelen ser adaptativos e involucran el uso de entrelazamiento maximo, optimizando las
operaciones cudnticas conjuntas a lo largo de multiples rondas de prueba. Este enfoque, aunque
poderoso, es extremadamente complejo de estudiar y requiere técnicas avanzadas para reducir

dicha complejidad [19].

3.2 Simulacién de canales de qubits

En su articulo de 2017, Cope et al. [6] afirman que no es posible utilizar el protocolo de tele-
portacién estdndar, que involucra tres qubits, para simular canales que no sean de Pauli. De
este modo, proponen una modificacién de dicho protocolo que implica afiadir un canal clisico
ruidoso entre Alice y Bob. En este apartado, demostraremos que esta afirmacién es, al menos
parcialmente, incorrecta, ya que existen canales que, aunque no sean de Pauli, cumplen los re-
quisitos para ser simulados mediante el protocolo de teleportacién estindar.

Consideremos entonces un canal cudntico arbitrario & entre sistemas de dimensién dos. Es-
te tipo de canales se puede expresar mediante su descomposicién afin (A, V) (ver Ecuacidn 1.38).
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Como vimos en la Seccién 2..1.2, el vector del estado final tras aplicar el protocolo de telepor-
tacidén cudntica estindar, Ec. 2.18, estd dado por:

7= Z Pif_; = ZP:’R?Obﬁm = }1 ZR?OI’?B + ZRfOb(WiC)T? > (3.14)

donde hemos tenido en cuenta la forma explicita que obtuvimos para fp; enla Ec. 2.17, para el es-
tado recurso dado por la Ec. 2.12. Si queremos que nuestro canal sea Choi-estirable necesitamos
sustituir nuestro estado recurso por la matriz de Choi del canal, esto es:

Pg=7V y C=WAT, (3.15)

lo cual viene de la expresién que obtuvimos en Ec. 1.58. De este modo, llegamos a:
1 )
2 _ Bob - Bob kyxsi\ 2
=7 2 RP 4+ 2 RE (AWHW) 7 |. (3.16)

Para que el canal & en cuestién sea Choi-estirable por medio de teleportacién estindar, tenemos
que encontrar las rotaciones Rf”b de forma que se cumpla la siguiente igualdad,

7= | R LRI (AWW)T | = V4T (.17)

i

No todo canal & es Choi-estirable, con lo cual, buscaremos para qué mapas & podemos encon-
trar operaciones de correccién R’ tales que la Ec. 3.17 se cumpla.

Un punto importante es que la Ec. 3.17 se puede reescribir como una composicién de mapas:
_ 1 Bob M
&) = 5 Z (UF? 0 &0 UM) (o). (3.18)

donde ‘LIlM son las transformaciones unitarias asociadas a la medicién de Alice®, y (LlfOb son las
operaciones de reconstruccién que realiza Bob. Esta es una condicién que el canal debe cumplir
para cualquier estado cudntico para que ser Choi-estirable.

Combinando los resultados de las ecuaciones 3.16 y 3.18, vemos que cada uno de estos mapas
actda sobre el estado original de la siguiente forma:

UM (p) = U,-pU;, sobre el vector de Bloch: 7 — WXW'T, (3.19)
E(p), sobreelvector de Bloch: 7 — ¥+ Af. (3.20)
7 —

UB(p),  sobre el vector de Bloch: RBF, (3.21)

Ahora nos hacemos la pregunta: ¢Para qué canales & podemos encontrar operaciones T
tales que la Ecuacidn 3.18 se satisfaga? Veamos en primer lugar el caso de los canales de Pauli.

BNotese que estas operaciones son las unitarias de teleportacion que definimos en la Def. 3.0.3.
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3.2.1 Los canales de Pauli son Choi-estirables

Antes de adentrarnos en los canales que dan fundamento a este trabajo, detengdmonos primero
para demostrar por qué los canales de Pauli son siempre Choi-estirables [6]. Partiendo de lo que
vimos en la Seccién 1.2.3, estos canales son unitales, es decir vV = 0, entonces de acuerdo con la
Ec. 3.16, tenemos que:

% Z RE (AWW) 7= AT, VT = % Z RE (AW*WY) = A (322)

Reemplazando ahora la descomposicién afin de los canales de PauliA = }’; g WKW, que
podemos calcular a partir de la Ec. 1.37, llegamos a que

1 0 ’ : i ’ .
7 DRI DL a W W W= g W W (3.23)
i J J

Al ser matrices diagonales conmutan entre ellas, entonces tomando Rf"h = (WW)™!, pode-
mos cumplir con la ecuacién anterior. De este modo, hemos comprobado que si reemplazamos
la descomposicién afin de los canales de Pauli en la Ec. 3.17, podemos encontrar las rotaciones
Rf”b de correccidn. Es decir, los canales de Pauli siempre se pueden simular haciendo uso de la
teleportacién cudntica estdndar.

3.2.2 Simulacién de canales que no sean de Pauli

Los canales de Pauli constituyen una herramienta importante para modelar ruidos en la teorfa
de la informacién cudntica, pero no son los tinicos de interés, es por ello que el objetivo de este
trabajo se centra en encontrar otro tipo de canales que también se puedan simular a través de su
matriz de Choi.

Analicemos a continuacién los casos que nos permiten satisfacer la Ecuacién 3.18 (que es la
condicién general para que un canal se pueda simular usando teleportacion estindar) y que no
sean de Pauli.

Conmutacién general

Supongamos que se da

EoU=UoE, VYU, (3.24)

es decir, que el canal & conmute con cualquier operacién unitaria (suponemos que actiien en un
mismo sistema). En notacién del vector de Bloch, la accién compuesta de estas dos operaciones
se reescribe como

AOF+ 7V = O(AF+7), ViyVvo, (3.25)

siendo O una matriz de rotacién arbitraria. Dado que esta igualdad se debe cumplir para todo
- -

f'vamos a tomar el caso £ = 0. Entonces, V = OV, para lo cual tenemos que estar en una de las
siguientes situaciones:

-

. v=0.
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2. Vesel eje de rotacién de la rotacién O.

Dado que el segundo caso no puede valer para todo O, nos queda que ¥ = 0. Entonces,
AOf = OAT VT = AO = OA, VO, (3.26)

que es la definicién del centro del grupo de las matrices ortogonales 3 X 3 y sabemos que toma
los valores +1, entonces
A==x1 y V=0, (3.27)

i.e., el caso trivial que ya sabemos que es Choi-estirable, por lo que no nos aporta nada nuevo.

Tele-covariante

Supongamos que nuestro canal conmuta con las unitarias de teleportacién UM (Def. 3.0.3) de
la siguiente forma

EoUY =V, 08, (3.28)

siendo esta la definicién de un canal tele-covariante (3.4). A partir de la Ecuacion 3.18, que es la
condicién para que el canal sea Choi-estirable, vemos que es suficiente con tomar 7/1?"” = (Vi_l
para que se cumpla. Por lo tanto hemos comprobado que es una condicién suficiente para que
un canal sea Choi-estirable como se menciona en la Ref. [6].

Igualdad en la suma

Hasta ahora nos hemos centrado en imponer condiciones que se cumplan para cada término de

lasuma, i.e., para cada i, tratemos de ver qué ocurre si consideramos la suma global. Recordemos
p q g

que tratamos de encontrar los canales & con matriz A y vector V tales que

1 ob [ — i N - -
ZZR? P(F+ AWWIE) =V + AL VE. (3.29)
Como se tiene que cumplir para todo 7, tomemos f = 0,
! D RPN =y (3.30)
1 2N : 33

Para que esto ocurra pueden darse tres situaciones:
1. V= 0. Este caso no nos interesa porque buscamos simular canales que no sean de Pauli.

2. 13, R = 1. Se puede demostrar que esta igualdad se cumple sélo si RB =1,y este
caso no es interesante dado que introduce el término ; W', que es nulo, en la Ecuacién
3.29, lo que implica que podriamos en principio simular canales con la matriz A nula; una
cuestién que no es interesante porque el mapa no tendrfa informacién del estado sobre
le que se aplica (es un caso trivial).

3. Rf”bﬁ) = V para todo i, es decir, que V' sea el eje de rotacién de R?Ob. El conjunto de todas
las rotaciones en torno al eje definido por Vviene dado por la férmula de Rodrigues:

Bob __ . NS LT _ ) A7 2
RF? =1+ sin(0)0 - L+ [1 - cos(@)] (v- L), (3.31)
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A Vé .7 =
donde ¥ = ¥/, ; define el dngulo de rotaciény L = (L, Ly, L,) forma la base del grupo
de rotaciones S O(3) o rotaciones tridimensionales que preservan la orientacién y tienen
un determinante igual a uno.

Consideremos ahora este tltimo caso. Siguiendo con la otra parte de la condicién impuesta
en 3.29, la que hace referencia a la matriz A, tenemos que cumplir con,

1 | o - -
7 Z REPAWKWT = AT, VF, (3.32)

lo que es equivalente a

1 .
1 Z R?”bAWle =A. (3.33)

A partir de esta tltima ecuacién podemos demostrar el siguiente resultado:

Teorema 3.2.1. Sea & un canal cudntico cuya descomposicién afin es (A, V).
Si A es una matriz con s6lo una columna no nula dada por el vector columna
dyademisa -V = 0, i.e., ambos vectores son ortogonales, entonces el canal
cudntico & es Choi-estirable (ver Def. 3.0.2).

Para este caso el canal también es tele-covariante dado que la Ecuacién 3.33 se cumple tam-
bién para cada elemento de la suma.

Demostracion:

Retomamos el caso R’V = ¥, con
i bl

Bob : s 7 ~ P\
RF?” =1+ sin(0)0 - L+ [1 - cos()] (v - L), (3.34)
Y si tomamos W* = W* = —1, por comodidad, la condicién 3.33 se reescribe como
1 Bob i
M= ZRi A(=W. (335)

Analicemos cada uno de los elementos de la matriz M,
Mo = (RF4) (-W'),
- [Xﬁ (~w), + sin@) (9 x Ay (—Wi)ﬁ) + (1 - cos(6)) (9 x (9 x Ay (—Wi)ﬁ))]

-

= (—Wi)ﬂ | A5 cos(@:) + sin(6;) (¥ x Ag) + (1 = cos(6)) #(? - A)| . (3.36)

donde hemos aplicado la propiedad (\7 . Z) i =9Pxi yA} representa las columnas de la matriz A.
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Vemos que si b - ffﬁ/ = 0 para algin 8 = B’ entonces la Ecuacién 3.36 se reescribe como
A_),B’ = (—Wi)ﬁ/ I:A_)B, cos(8;) + sin(0;)v X A_),B':I , (337)

a= (—W")ﬁ, [@cos(6;) + sin(8:)p x @], (3.38)

donde hemos renombrado la columna 8’-ésima de la matriz A como d. Ademds hemos apli-
cado el cambio M = A como impusimos en al igualdad 3.29. Dado que podemos elegir las
rotaciones R?"b de forma arbitrarfa sin perdida de generalidad, tomamos §; = nwconn € Z,
i.e., sin(#;) = 0, para todo i. Entonces

2> _ (_wi N 2 Wi N\ —
a= ( w )ﬁ/ cos(@)a = ( w )ﬁ, cos(6;) = 1. (3.39)
Las rotaciones R?"b quedan definidas entonces a partir de las ecuaciones 3.34 y 3.39, por lo

que cualquier mapa que cumpla las condiciones del Teorema 3.2.1 es Choi-estirable. |

Una vez hemos obtenido y demostrado el Teorema 3.2.1, pasemos ahora al segundo y dltimo
resultado de nuestro trabajo, el cual se deduce también a partir de la Ecuacién 3.33:

Teorema 3.2.2. Sea & un canal cudntico cuya descomposicién afin es (A, V).
Si A es una matriz con s6lo una columna no nula dada por el vector columna
- ’ . = . A A 7 .

dy es ademds antiparalelaaV,ie.,a - ¥ = —1, entonces el canal cudntico & es
Choi-estirable (ver Def. 3.0.2). Si por el contrario, son vectores paralelos, i..,
a -9 =1, el canal no serd Choi-estirable.

Demostracion:

Retomemos la Ecuacion 3.36,

Mz = (—Wi)ﬁ [ffﬁ cos(6;) + sin(6;) (f/ X A_),B) + (1 —cos(6;)) ¥ (‘A’ : Xﬁ)] (3.40)

a

Veamos qué ocurre si tomamos un canal cudntico definido por una matriz A y un vector ¥/
de tal forma que A tenga su tinica columna no nula en la misma direccién que ¥. Al considerar

esto, ¥ X Ag = 0 para 8 = 8'; podemos reescribir la Ecuacién 3.40 tal que
Ay = (-W), | &g cos(B;) + (1 = cos(8)) v (9 - Ag )],
a= (—W")ﬁ, [@cos(8;) £ (1 — cos(8)) |dlD]

= (—Wi)ﬂ, [d@cos(8;) + (1 — cos(6))) d], (3.41)

donde, de nuevo, hemos aplicado el cambio M = A como impusimos en al igualdad 3.29. En-
tonces se pueden dar dos casos en funcién de si V es paralelo o antiparalelo a @. Cuando ambos
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son paralelos,

(—Wi)ﬁ, [d@cos(6;) + (1 — cos(6))) d]

= (-w), a. (3-42)

llecamos entonces a la conclusién de que no es Choi-estirable porque la igualdad no se cumple
g q porq g p
para todos los casos. Si por el contrario son antiparalelos

d= (—Wi)ﬁ, [d@cos(6;) — (1 — cos(6))) d]
= a[1 —2cos(6)] W. (3.43)

Para que se cumpla la igualdad anterior es necesario que
1=[1-2cos(0)] Wy < W =[1—2cos(6)]. (3.44)

De este modo, de la ecuacién anterior podemos despejar los dngulos correspondientes a R,
entonces el canal si es Choi-estirable. |
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Capitulo 4

Conclusiones

En este trabajo hemos abordado el desafio de simular canales cudnticos que no son de Pauli
utilizando el protocolo de teleportacién estdndar, introducido en la Sec. 2.1.2. Asimismo, en
la Sec. 3.1, vimos un ejemplo especifico de por qué estas simulaciones son relevantes, y citamos
otras aplicaciones en el imbito de la estimacion de parimetros en la teorfa cudntica, ver Sec. 3.1.1.

En el Capitulo 3, hemos demostrado que existe un conjunto de canales cudnticos (Teorema
3.2.1y Teorema 3.2.2), que se diferencian del grupo de los canales de Pauli y que si pueden ser
simulados mediante el protocolo de teleportacion estindar usando su matriz de Choi, i.e., Choi-
estirable. Este resultado enriquece las posibilidades de simular canales, puesto que incrementa
la cantidad de tipos de canales cudnticos estirables por medio de teleportacién estindar [6], y
sirve como punto de partida para explorar casos adicionales.

Como hemos mencionado en la Sec. 3.2.2, nuestros resultados contradicen afirmaciones rea-
lizadas en el articulo [6]. Es interesante analizar posibles razones por las cuales en este trabajo se
afirma que sélo canales de Pauli son simulables por medio de teleportacién estindar. Aunque
no nos detuvimos a explicarlo en el apartado sobre el protocolo de teleportacién cudntica, se
puede demostrar que al optimizar el protocolo para aumentar la fidelidad del proceso, la trans-
formacién del vector de Bloch del estado inicial luego de aplicar el protocolo de teleportacion

estd dada por:
Elyo): T 7= 7 3 [-W) 0, C W7 (41)
1

siendo R; = (=W;)O,, las rotaciones que optimizan el protocolo maximizando la figura de mé-
rito correspondiente, es decir, la fidelidad media. En la Ref. [6], sugieren que las operaciones de
correccién de Bob son siempre unitarias de teleportacion, ver Def. 3.0.3. Bajo las suposiciones
anteriores, el protocolo serfa equivalente a un canal de Pauli, ver Ec. 1.37, lo cual impediria la
simulacién de cualquier otro canal cudntico que no sea de este tipo. Sin embargo, en el mismo
articulo se supone la posibilidad de modificar estas operaciones de correccién sin restriccién al-
guna.

Por tltimo, es importante destacar que nuestros resultados son parciales y atin quedan diver-
sas cuestiones por investigar. Por ejemplo, es necesario identificar la naturaleza de los canales que
hemos encontrado y explorar todos los casos en los que su simulacién mediante teleportacién
estindar pueda tener implicancias interesantes. En particular, es crucial calcular la capacidad de
codificacién densa y estudiar su aplicacién en metrologfa. Ademds, debemos continuar exhaus-
tivamente con la exploracién de todas las posibilidades de simulacidn para canales de qubits, es
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decir, determinar las condiciones necesarias y suficientes para su simulacién mediante telepor-
tacion. El préximo paso en esta linea de investigacién es considerar OLCC mids generales que la
teleportacion estindar.
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