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Resumen: En este trabajo se aborda un estudio sobre la teoria de invariantes de grupos
finitos y se incluye una revisién de conceptos basicos de algebra conmutativa necesarios para
el desarrollo de los resultados de interés. Entre estos resultados se destacan los teoremas que
relacionan el anillo invariante con un anillo de polinomios, los conceptos relacionados con el
algebra simétrica, el desarrollo de las series de Hilbert y la formula de Molien y, finalmente el
teorema de Shephard-Todd.
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Abstract: In this work, a study on the theory of invariants of finite groups is presented,
including a review of basic concepts in commutative algebra necessary for the development of
the relevant results. Among these results, notable highlights include theorems that relate the
invariant ring to a polynomial ring, concepts related to the symmetric algebra, the development
of Hilbert series and Molien’s formula, and finally, the Shephard-Todd theorem.

Keywords: Group representations, invariant ring, Noether’s bound, Molien’s formula,
pseudoreflections, Shephard-Todd’s theorem.
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Capitulo 1

Introduccion

La teoria de invariantes es una rama del algebra abstracta que nacié como resultado de
la curiosidad humana de obtener una descripcion explicita de expresiones polinémicas que se
mantenian intactas, o invariantes, ante las transformaciones de un grupo lineal.

Los primeros estudios sobre esta rama se remontan a los comienzos del siglo XIX y se
asocian al nombre de Arthur Cayley(1821-1895) quien en su primer escrito, On the Theory
of Linear Transformations (Acerca de la teoria de transformaciones lineales) datado en 1845,
inicié el estudio de formas algebraicas y sus propiedades invariantes bajo transformaciones
lineales, siendo su estudio mas destacado el método de derivacion hiperdeterminante. Gracias
a Cayley surgi6 el concepto de invariante como una funcién que permanece inalterada bajo
ciertas transformaciones.

El trabajo en invariantes continué de esta manera bajo la mano de matematicos como
James Joseph Sylvester, que hizo contribuciones significativas al estudio de formas binarias
y polinomios invariantes, o como Paul Gordan, que conocido informalmente por ser el Rey
de los Invariantes sus escritos se centraron en la clasificacién y construccién de invariantes de
formas algebraicas y en 1868 logré demostrar que el anillo de invariantes de formas binarias
de grado fijo es finitamente generado.

La teoria de invariantes es muy extensa y por ello vamos a centrarnos en los resultados
que abarcan unicamente a grupos finitos. La teoria de invariantes comenzo a relacionarse méas
estrechamente con la teoria de grupos a finales del siglo XIX gracias al matemético Felix
Klein que promovio el estudio de geometrias a través de sus grupos de simetria en su Erlanger
Programm en 1872.

Después de Klein, fue David Hilbert quien revolucioné la teoria de invariantes en 1890 al
probar que para cualquier grupo lineal G actuando sobre un anillo de polinomios K[ X1, ..., X,],
el anillo de invariantes K[X;, ..., X,] es finitamente generado. Y después de él, en el siglo
XX, destacamos los estudios de Emmy Noether que ayudo con el desarrollo conjunto de teoria
de invariantes con teoria de representaciones de grupos.

La teoria de invariantes de grupos finitos guarda una gran conexién con la teoria de Galois
y ha evolucionado desde sus inicios en el siglo XIX hasta convertirse en una parte integral de
las matematicas modernas.

Este trabajo con titulo Teoria de invariantes de grupos finitos tiene como objetivo el
desarrollo de las notas de Jiirgen Miiller con el mismo nombre, de los capitulos 1 al 5. Puede
obtenerse méas informacién de dicho autor y de sus notas en su pagina web [11].

En estas notas vamos a tratar distintos temas relacionados con teoria invariante incluyendo
una serie de conceptos que nos van a permitir llegar a analizar el teorema de Shephard-Todd
que indica el final de este estudio.
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CAPITULO 1. INTRODUCCION

Para ello vamos a definir lo que son los polinomios simétricos y vamos a poder establecer
una caracterizacién que nos va a ser 1til para poder trabajar con ellos.

También tendra mucha importancia en este trabajo el concepto de algebra simétrica que
serda muy redundante a lo largo de los capitulos finales y nos sera muy util para la constitucién
de las series de Hilbert, que introduciremos en los capitulos relacionados con la cota de Noether
y la formula de Molien.

Hablaremos de ciertas estructuras algebraicas que nos serviran como continuacion de lo
estudiado en el resto de asignaturas de algebra tratadas en la carrera y terminaremos hablando
de pseudorreflexiones, el ultimo concepto que nos permitird por fin introducir el teorema de
Shephard-Todd que marca el final del trabajo.
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Capitulo 2

Polinomios simétricos

Este capitulo va a estar destinado al estudio de polinomios simétricos que van a resultar
clave para la comprensién de la teoria de invariantes de grupos finitos. Para ello vamos a
asumir a lo largo de todo el capitulo que los anillos son unitarios.

2.1. Primeras definiciones y conceptos

En esta primera seccién nuestro objetivo es dar a conocer al lector la definicién de polinomio
simétrico, asi como anadir algunas propiedades basicas y aportar una serie de ejemplos que
sirvan como ayuda para entender bien todos los conceptos.

Como primera instancia queremos hacer referencia al algebra libre, pues nos va a ser 1til
para poder presentar el resto de conceptos que nos conducen al tema de interés. Informalmente
hablando, el algebra libre es el andlogo no conmutativo del anillo de polinomios.

Definicién 2.1.1. Sea R un anillo, el algebra libre en n indeterminadas Xi,..., X, es el
anillo generado por todas las combinaciones lineales de los productos no conmutativos de
las variables y es denotado por R(X7,...X,). Mas atin, sobre un cuerpo, el algebra libre
en n indeterminadas se puede construir como el algebra tensorial de un espacio vectorial n-
dimensional, pero esto ultimo lo abordaremos con mayor profundidad en la Definiciéon 3.1.8 y
en la Proposicion 3.1.13.

Partiendo de esto queremos aportar una pequena observacion que servira al lector como
recordatorio de algunas nociones necesarias para la comprension del tema a tratar.

Observacién 2.1.2. Sea F' un cuerpo, sea X = {Xj,..., X,}, con n > 1, un conjunto
finito de indeterminadas algebraicamente independientes sobre F', ver la Definicién 2.2.3, y
sea F[X]| := F[Xy,...,X,] el anillo de polinomios correspondiente. Nétese que, como veremos

en la Proposicién 3.1.13, F[X] es la élgebra libre conmutativa de F' con X = (X1,...,X,,) por
generadores libres.
Recordatorio: Una acciéon por la izquierda p de un grupo G sobre un conjunto X es

una operacion externa
GxX —X

(g, 2) —g-x

satisfaciendo las siguiente propiedades
1. (g-¢) - z=g9g-(¢ - x), para todos g,¢' € G, v € X.

2. e-x =z, para todo x € X, donde e es el elemento neutro de G.
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CAPITULO 2. POLINOMIOS SIMETRICOS

Denotemos por S, = Sx al grupo simétrico sobre X, actuando por la izquierda en X.
Como o € Sx permuta X, esto induce un automorfismo entre F-algebras o : F|X| — F[X],
y por lo tanto una accién por la izquierda de Sx en F[X]. Dado un polinomio f € F[X] =
F[X,...,X,], definimos o f como

Uf(X17 s 7Xn) = f(XU(1)7 s 7Xa(n)>

Noétese que, si f € F[X] es homogéneo de grado degx(f) = d € Ny, entonces of € F[X]
es también homogéneo y degy (o f) = d.

Ejemplo 2.1.3. Para X = (Xj, X3, X3), consideremos la permutacién o = (; ? g) y el

polinomio f(X7y, X5, X3) = X + X2 + 2X3, entonces siguiendo la definicién
o (X1, X2, X3) = [(Xo(1), Xo(2)s Xo@) = [(Xo, X1, X3) = Xo + X7 +2X;

Teniendo esta observacién en mente ya podemos introducir los conceptos de polinomio
simétrico y de anillo invariante.

Definicién 2.1.4. Un polinomio f € F[X] se llama simétrico, si o f = f para todo o € Sx.
Sea F[X]%% := {f € F[X] / f es simétrico } C F[X]. Como Sx acttia por automorfismos
de F-algebras de F[X], como vimos en la Observacién 2.1.2, el subconjunto F[X]°* es un
subanillo de F[X], que contiene a los polinomios constantes 1+ F = F', por lo que F[X]°* es
una F-subdlgebra de F[X]. Llamamos a F[X]%X el anillo invariante de S.
A lo largo de este capitulo, trataremos de describir la estructura del anillo invariante
F[X]5x.

[lustremos el concepto de polinomio simétrico con algunos ejemplos basicos pero visuales.

Ejemplo 2.1.5. Los polinomios f = X7 + X2+ 3, g = X{Xo + X2X2 + (X; + Xo)2 + X1 X3
son polinomios simétricos pues al intercambiar sus variables se obtienen de nuevo los mismos
polinomios, pero, sin embargo, el polinomio h = X; — X5 no es simétrico ya que al intercambiar
sus variables se obtiene Xy — X3 # h.

La existencia de los polinomios simétricos puede llevar a uno a cuestionarse la existencia
de una ”base”de polinomios que sean de este tipo o que sean sencillos de construir. Es por
esto que consideramos los polinomios simétricos elementales.

Definicion 2.1.6. Los polinomios simétricos elementales eén),egn), e ,67(1”) € F[X] de
X1,X5, ..., X, se definen como

(X1, Xy X)) = Y [ X

JC[n] i€J
|J1=j

donde [n] = {1,2,...,n}.
Ejemplo 2.1.7. Los polinomios simétricos elementales de X7, X5, X3 son los siguientes
L] 6(()3)(X1,X2,X3) =1

u egg)(Xla X27X3> - Xl + X2 + X3
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CAPITULO 2. POLINOMIOS SIMETRICOS

e (X1, Xay X3) = X1 X + X1 X5 + Xo Xy

s e (X1, X, X3) = X1 X0 X

En el caso general para X, Xo,..., X, algunos polinomios simétricos elementales son

s (X X, X)) =1
X, Xoy X)) =X+ Xo+ .+ X,

e (X0, KXoy X)) = X1 Xo+ XiXa bt XX+ Xo X+ oot XoXn ot X1 X
) (X1, Xo, . X)) = X1 XoXs + X0 X Xa o+ Xy 0 X, X,

Observacién 2.1.8. El polinomio eg»n) (X) es homogéneo de grado degX(e§~")) =j

Los polinomios simétricos elementales tienen algunas propiedades muy ttiles para obtener
expresiones de coeficientes de ecuaciones algebraicas o para relacionar indeterminadas.

Teorema 2.1.9. (Férmulas de Cardano-Vieta) Sea Y una indeterminada sobre F[X].
Entonces

Y =X) - (Y = X,) = [J(v - X;) Y"+Z X)Y" 7 e FIX][Y].

Demostracion.

Denotemos f, = (Y — X;)--- (Y — X,,). Por induccién sobre n = degx (f,).

Sin=1 =Y -X1)yY+ (—1)@%1)()(1) = Y — Xj por lo tanto se verifica que
fi=Y 4 (=1)el.

Supongamos que el resultado es cierto para n — 1. Denotamos X’ = (Xy,...,X,,_1), por
hipétesis de induccion,

n—1
n— i (n—1 n—1—7
fn—lz(Y_Xl)"'(Y—Xn_l):Y 1+Z(_1)]e§ )(X/)Y 1—j
j=1
Entonces
n—1
fo= far(Y = X)) = (Y"‘l + (—1)je§”_1’<X’)Y”—1‘j> (Y= X,) =Y — Y"1 X,+
j=1
n—1
+YZ )Yn13_|- j )XYﬂl]
j:l
Teniendo en cuenta que e,(f_l)(X’) =0y que (_1)j+1€§”_1)(X/)Xnynflfj =X,y !
§=0
podemos escribir
o= D Sy
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CAPITULO 2. POLINOMIOS SIMETRICOS

Ahora, haciendo un cambio de indice en el segundo sumatorio
=Y+ Z ‘ XY™ 4 Z 17el (X)X, Y
Y entonces podemos agrupar todo en una unica suma para obtener

o= ¥ Y P 4 Xl Y = Z Xy

J

Como queriamos probar. O
Observacion 2.1.10. En la demostracion anterior hemos hecho uso de la expresion

" (X)) + XV (X)) = eV (X).

Esta surge de la propia definiciéon de polinomio simétrico elemental en n variables

(X1, Xo, o X)) = Y X

JCn] ieJ
|J]=35

al separar los términos de la suma en aquellos en los que no aparece X,,, que son precisamente

2. I

JC[n—1] i€J
|J|=3
y agrupando aquellos en los que si aparece X,, tomando este término como factor comun, de
modo que lo agrupado se convierte en el polinomio simétrico elemental en n — 1 variables de
orden uno menos que el orden inicial
X o 11

JC[n— HZGJ
|J|=5—
De esta forma,
> IIx= > JIx+x > 1]x
JC[n] ieJ JCn—1] ied JCn— 1] ieJ
[J]=j |J| =Jj [J|=5—

que es precisamente la expresion usada.

Ejemplo 2.1.11. En relacién a la observacién anterior, para X = (X7, Xs, X3) por ejemplo
observamos que

(X)) = X1Xo 4+ Xo X3 + X1X3 = X1 X0 + X3(X1 4+ Xo) = 2 (X1, Xs) + X532 (X1, X))

Observaciéon 2.1.12. Si (1, (s, . . ., (, son las raices de la ecuacién algebraica ag+a1Y + ...+
a,Y"™ = 0. Entonces

An—j ::(__1)je?0(C17<27-"7Cn)an
esto es resultado de las férmulas de Vieta, procedentes del Teorema 2.1.9, que vienen dadas

por
a
Cl"'Cn:a_O GG+...+ G =—

n a‘?’L

Ap—1

cuando es p031ble dividir por a,. Observemos que precisamente se tratan de los polinomios
simétricos el)' (Q, Gy e§”>(§1, ooy Cn)-
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CAPITULO 2. POLINOMIOS SIMETRICOS

Por 1ltimo, el peso de un monomio o un polinomio va a tener alta influencia en los siguientes
resultados que vamos a tratar asi que vamos a hablar de ellos.

Definicién 2.1.13. Para un monomio X® := [[}_, X/ € F[X], con o = [a,...,q,] €
Ng, definimos por pex(X®) := Y " ia; € Ny a su peso. Para f € F[X], definimos como
pex(f) € Ny al maximo peso de los monomios de f.

2.2. Caracterizacion de los polinomios simétricos

En esta seccién veremos los primeros resultados importantes relacionados con polinomios
simétricos y aportaremos algin ejemplo que nos permita visualizar su funcionamiento de una
forma mas clara.

El siguiente resultado nos va a permitir expresar cualquier polinomio simétrico en términos
de los polinomios simétricos elementales.

Teorema 2.2.1. Sea f € F[X] un polinomio simétrico con degx(f) = d. Entonces existe un

polinomio g € F[X] tal que pex(g9) <d y f = g(egn), . eq(q,")).

Demostracion.

Por induccién sobre n.

El teorema es obvio si n = 1, basta con ver que si f(X) = agX?+ ... + a1 X + ag, como
e1(X) = X, podemos tomar g = f.

Asi que supongamos que n > 1. Hacemos ahora induccién sobre d, para el caso d = 0, f
es constante, y basta tomar g = f, asi que pongamos d > 0.

Consideremos el Teorema 2.1.9 y hagamos la sustitucién X,, — 0. Como

e (X X, 0) = o (X X),

igualdad procedente de la expresién discutida en la Observacion 2.1.10, obtenemos la expresién
siguiente

Y- 1(Y X;) Y”+Z V(X1 )Y € FIX][Y],

1

n

%

paraj € {1,...,n—1}. Observemos ademas que f(Xi,...,X,-1,0) essimétricoen Xy, ..., X, 1.
Por induccién en n, existe ¢ € F[X] tal que pex(¢') < dy

f(X17""Xn—1,O) _ g/(egn—l)w“ e(n—l))‘

’y n—1

(n)

Como los e; son homogéneos y degx (e W) = 4, concluimos que degX(g'(egn), e ) <d.

’nl

Sea f':=f—g (61"), ce fln)l) € F[X], entonces degy (f") < d también. Puesto que
f(X1,...,Xn-1,0) = 0, concluimos que f’ € F[Xy,..., X, 1][X,] es divisible por X,.

Como X, divide a f" en F[Xy,...,X,] y f es simétrico por ser suma de dos polinomios
simétricos, entonces, permutando 7,n, tenemos que X; divide a f’. Con este razonamiento
deducimos que X; divide a f’ para i = 1,...,n. Ahora bien, recordemos que F[X7,..., X,] es
un dominio de factorizacién tinica y puesto que los elementos X, ..., X,, son primos, finalmente
obtenemos que X; - X» - - - X, divide a ’. De esta forma podemos escribir f/ = e € F[X].

Entonces f” € F[X] es simétrico y tenemos que degy (f”) < d—n < d. De esta forma, por
induccién, existe ¢’ € F[X] tal que pey(¢”’) <d—ny [’ = g"(el™, ... ™). Concluimos as
que

f=g e, ety el el e,
<

donde pex (¢’ + X,9") < d. O
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CAPITULO 2. POLINOMIOS SIMETRICOS

Exponemos un ejemplo que nos permite ilustrar este resultado.

Ejemplo 2.2.2. Consideremos el polinomio f(X;, Xy) = X+ X2, entonces podemos escribir
f(Xl, XQ) = X12 + X22 = (Xl + X2)2 - 2<X1X2) = €1(X1, X2)2 — 262(X1,X2)
Por lo tanto f(Xl,Xg) = 9(61,62> con g(Xl,X2> = X12 — 2X2

Para el siguiente resultado a desarrollar, vamos a recordar la definicién de elementos alge-
braicamente independientes.

Definicién 2.2.3. Decimos que los elementos aq,...,a, € F son algebraicamente inde-
pendientes si no existe ningin polinomio no nulo

P(Xy,...,X,) € FIXy,...,X,)

tal que P(aq,...,a,) = 0. En caso contrario, decimos que ay,...,a, son algebraicamente
dependientes.

Teorema 2.2.4. El conjunto {e§”), . ,e,(ln)} C F[X] es algebraicamente independiente.
Demostracion.

Hacemos induccion sobre n. El caso n = 1 es evidente, asi que consideremos n > 1. Razona-
mos por reduccion al absurdo y elegimos f € F[X] de grado minimo tal que f (e&"), ceey e%")) =
0.

Sea
d

F=)f(Xy, . Xa) X € FIXy, . Xp][X)]
i=0
Si fo = 0, entonces tenemos que f = X, - f' y entonces f’(eg"), o ,e%")) = 0, donde [’ es
no nulo y deg(f') < degy(f), entrando en contradiccién con cémo habiamos considerado f.
Por lo tanto, necesariamente f; # 0. Sustituyendo X,, — 0 como en la demostracién del
Teorema 2.2.1, obtenemos que

0 — f(egn—l)’ L e(n—l) O) = fO(egn_l)y . e(n_l))

yn—1 > ’y “n—1

Por induccién, esto contradice la independencia algebraica de {eY“”, e ,efln__ll)}. O

Como consecuencia de los Teoremas 2.2.1 y 2.2.4 obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 2.2.5. El anillo invariante F[X]%% es un anillo de polinomios en las indetermina-
das ey, ..., e, es decir, tenemos F[X]%X = Fley, ..., e,].
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Capitulo 3

Anillos invariantes

En este capitulo vamos a formalizar el algebra simétrica que es isomorfa a un anillo de
polinomios cuyas indeterminadas son los elementos de una base de un espacio vectorial. Nue-
vamente vamos a considerar que todos los anillos mencionados tienen unidad.

3.1. El algebra simétrica

Para entrar en el tema vamos a comenzar introduciendo una serie de definiciones que
serviran como apoyo al lector interesado.

Definicién 3.1.1. Sea R un anillo, un médulo por la izquierda A sobre R es un grupo
abeliano (A, +), dotado de una operacién (multiplicacién escalar)

RxA—A
(r,a) —r-a

verificando que para todos r,r,7 € R, a,aq,a, € A se satisface
1. 1-a=a
2. (rra)a = ri(raa)
3. (r+mr)a=ra+rnra
4. r(ay + ag) = raj; + rag

Analogamente podemos definir un médulo por la derecha sobre A, sin embargo trata-
remos unicamente con mdédulos por la izquierda de ahora en adelante, a no ser que indique lo
contrario, y les denotaremos simplemente por A-moédulos o directamente médulos en caso
de que la referencia sea clara.

Veamos algunos ejemplos basicos de modulos.

Ejemplo 3.1.2.
a) Dado A un grupo abeliano, es un médulo sobre Z con el producto por escalares

{a+a+...+a(nveces)n20
na =
—a—a—...—a(nwveces) n <0
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CAPITULO 3. ANILLOS INVARIANTES

b) Si R es unitario, entonces R[X| es un médulo sobre R con el producto usual de polinomios
con elementos del anillo.

¢) R es un R-mddulo sobre si mismo. Realmente, si I es un ideal en R, entonces es un
R-médulo.

d) Dado un grupo abeliano A, sabemos que la familia de endomorfismos de A es un anillo
(respecto a la composicién y a la suma). Entonces, si para f € End(A) definimos f-a :=

f(a), A es un End(A)-médulo.

e) Sea S un anillo. Dado A un S-médulo y dado un homomorfismo de anillos R — S,
entonces A es un R-mdédulo al definir 7 - a := ¢(r)a.

f) Si I es un ideal sobre el anillo R, entonces R/I es un R-mdédulo, con la definicién
ri(r+1):=rr+1

Definicién 3.1.3. Dados un anillo R y dos R-moédulos A, B, un homomorfismo de R-
modulos es una aplicacion ¢ : A — B que es un homomorfismo de grupos A y B satisfa-
ciendo

o(ra) =rp(a), re€R, acA

Partiendo de la nocién de médulos vamos a introducir lo que es una categoria y la definicion
de producto tensorial que nos serd ttil para la definicién de dlgebra simétrica que es el concepto
de interés de esta parte del capitulo.

Definicién 3.1.4. Una categoria C consiste en una familia de objetos (usualmente escritos
A, B, C) y flechas entre ellos, llamadas morfismos (escritas f, g, h) tales quesi f: A — By
g : B — (' son morfismos, entonces go f : A — C' es un morfismo; tal que, cuando tenga
sentido, la composicion de morfismos f, g, h satisface

ho(gof)=(hog)of

y para todo objecto A en la categoria tenemos el morfismo identidad 14 : A — A que por
definicién satisface 140 f = f y go 14 = g (cuando estas composiciones tengan sentido).

El lector puede acudir a [10, Cap. 1] para profundizar més en las definiciones relativas a
las categorias asi como en sus axiomas caracteristicos.

Definicién 3.1.5. Sea R un anillo conmutativo, si Ey, Es ..., E,, I’ son mdédulos, entonces

denotamos por
L"(Ey,...,E,; F)

al médulo de n aplicaciones multilineales
f By x---xE, —F

(Recordemos que una aplicacién multilineal es una aplicacion lineal en cada factor del producto

Ey x -+ X E,)
Uno puede entender las aplicaciones multilineales de un conjunto fijo de médulos Ey, ..., E,
como objetos de una categoria. Fijados un conjunto de R-moédulos Fj, ..., E,, los objetos de

la categoria mencionada son aplicaciones multilineales
f: By x---xXE, — F|

donde F' es un R-médulo. Dados dos objetos de la categoria, f : Fy X -+ x E, — F|
g: Fyx---xE, — G, con F; G ambos R-mdédulos, un morfismo de esta categoria es un
homomorfismo de R-mdédulos h : FF — G que hace conmutativo el siguiente diagrama
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f F
/
E1><'-~><En h

T

El producto tensorial es un objeto inicial en esta categoria, una explicacién mas detallada
sobre este tema puede ser encontrada en [10, 1.2], y lo denotamos F; ® - - - ® E,,. Es conocido
que este siempre existe y es unico.

G

Eix---xE, —FE® --QF,

(e1,...,en) — (61 @ - ®ey,)
De esta forma, podemos enunciar una ”propiedad universal” asociada a FE4, Es, ..., E,.
Para todo f : Fy x --- x E, — F objeto en la categoria, existe un tinico homomorfismo

entre R-médulos f : By ® --- ® E, — F de tal forma que el siguiente diagrama se vuelve
conmutativo.

By x---x B,

E®---®F,
! f
F

Encontramos que si e;, €, € E; y a € R, el producto tensorial verifica para todo i lo siguiente
ne® - Ra® Ve, =ale1® - ®ey)
ne® R+ R Ve, =@ Qep)+ (1@ Ve ®---Rey)

Si tenemos dos factores, £ ® F' por ejemplo, entonces cada elemento de £ ® F' se puede
escribir como una suma de términos z ® y con x € E, y € F', porque tales términos generan
E®Fya(r®y)=ar®y para todo a € R. Ver [9, 16.1].

Vamos ahora a introducir algunas nociones necesarias para poder entender el algebra
simétrica.

Definicién 3.1.6. Una representacion matricial de grado n < 1 de un grupo finito G
sobre un anillo conmutativo A es un homomorfismo de grupos

p:G— GL,(A)

donde el grupo lineal general es el grupo de las matrices invertibles de orden n X n con
coeficientes en A. Diremos que A es el anillo de coeficientes de la representacién.

Definicién 3.1.7. Sea F' un cuerpo y sea G un grupo. El dlgebra de grupo F|G| = FG es
el F-espacio vectorial con base {g : g € G} con la estructura de dlgebra dada por el producto

(Z Agg) : <Z uhh) = D Agnlgh).

geG heG g,heG
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Una vez vistos estos conceptos, veamos lo que es una potencia simétrica un élgebra simétri-
ca y hablemos del anillo invariante.

Definicién 3.1.8. Sea F' un cuerpo y sea V' un espacio vectorial sobre F' con n = dimp (V') € Np.
Para d € N, definimos la d-ésima potencia simétrica de V' como el F-espacio cociente del

;. . . . d .
d-ésimo espacio tensorial potencia V ®---® V', donde los productos tensoriales se toman sobre
F'| con respecto al F-subespacio V. Esto es,

donde
Vi=n® - Qui—0c(ty @ Qug) /v €V, UESd>F§V®~C~l'®V
Definimos el dlgebra simétrica S[V] sobre V' como
S[V] := Baen,S[V]4, donde S[V]p:=1-F = F.

S[V] es una F-algebra conmutativa finitamente generada, donde la multiplicacién es heredada
de la concatenacién de productos tensoriales. Dada una F-base de {by,...,b,} CV = S[V]
de V, es un conjunto generador de S[V] como F-algebra.

Mediante las observaciones siguientes vamos a poder mostrar al lector de dénde procede la
razoén de la construccién de la potencia y algebra simétricas, explicando el sentido del cociente.

Observacién 3.1.9. Dados G un grupoy Dy : G — GL(V) = GL,(F') una F-representacion
de G, podemos observar que V' como F-espacio vectorial se convierte en un F'[G]-médulo.

Para g € G, v € V tenemos que g -v = Dy(g)(v) como aplicacién de G x V en V| como
los Dy son lineales y Y _~ A9 € F|G| actia de forma lineal, entonces V' es un F[G]-médulo
mediante la aplicacion

geG

FIGIxV —V

QU YA G

donde o =), o A\yg € F[G].

geG
‘s . S d

Observacién 3.1.10. Por otro lado, mediante la G-accién diagonal, V ® ---® V', con d € N,

se convierte en un F[G]-mddulo. Para analizar esto es suficiente hacer actuar un g del grupo

. d
sobre un elemento del producto tensorial. Sean g € G, 11 ® --- R vy € V ®--- ® V, entonces
tiene sentido escribir

g1 @ ®ug) = gu1 ® -+ ® gug,

pues los gv;, i« = 1,...,d son todos vectores y de esta forma la accion recibe el nombre de
diagonal debido a que actia de igual forma sobre todos los factores. Por lo tanto, si ahora
tomamos un elemento del dlgebra de grupo, a = 37 ;A9 € FI[G], a(v1 ® - ® vg) toma
sentido por linealidad.

Puesto que la G-accién es diagonal, entonces la G-accion y la Sg-acciéon conmutan en

V®-C-l-®V. Para o0 € &y, g € G,

o(g(r ® - ®vg)) = g(o(v1 ® -+ @ vg))
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Por lo tanto concluimos que V; C V ® A ® V es un F[G]-submédulo, y por lo tanto, el

d
F-espacio cociente S[V]; = W@"/+',®V tiene sentido pues estamos cocientando un maédulo sobre
d
el mismo anillo y es también un F[G]-médulo. Nétese que dejamos que G actie trivialmente
en S[V]p =1- F. Por otro lado, G' actiia mediante automorfismos de algebras de F' en S[V].

Esta construccién ayuda al lector a entender como partiendo de una representacion
Dy : G — GL(V), G actia sobre S[V].

Definicién 3.1.11. Nuevamente, el anillo invariante correspondiente se define como
SV9:={feS[V]/of = f para todo o € G}

Partiendo de esto, podemos abordar el primer resultado del tema que nos relaciona el alge-
bra simétrica con un anillo de polinomios. Para ello primero vamos a tratar una caracterizacion
de los productos tensoriales que va a ser necesaria para la prueba del resultado.

Observacién 3.1.12. Fijada una base {by,...,b,} de V, tenemos que para cada d € Ny
definimos la aplicacion multilineal

> d
Bag:V x-+xV — F[X]
(bil,...,bid) — Xil '”Xid‘
Entonces, por la Definicién 3.1.5, podemos considerar la siguiente aplicacion lineal que se
obtiene por la propiedad universal del producto tensorial

bil ®b12 (S ®bzd — Hi:lXik
que nos proporciona un polinomio de grado d.

Proposicién 3.1.13. Sea S[V] como en la Definicion 3.1.8. Entonces S[V] = F[X] como
dlgebras sobre F', donde F[X] es como en la Observacion 2.1.2.

Demostracion.
Sea {b1,...,b,} €V una base sobre F' de V. Como F[X] es el dlgebra libre de F' en X,
existe un homomorfismo de dlgebras de F,

a: F[X] — S[V] ,
X b, parai € {1,...,n}

Reciprocamente, por la Observacion 3.1.12, para d € Ny, sabemos que existe una aplicacién

lineal

bi1 ® biz & bld — Hizl Xik
donde i, € {1,2,...,n}. Dado que F[X] es conmutativo, tenemos V] C ker(f34), y por lo
tanto, existe una aplicacion F-lineal

B:=> " Ba: S[V] — F[X]

d>0

Ademas, 3, asi definido, es un homomorfismo de anillos compatible con el producto, luego
es un homomorfismo de algebras y, finalmente, tenemos que a8 = idpix) y Sa = idg)y). O
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Observacién 3.1.14. Sea F[X] como en la observacién 2.1.2, y sea
V= FlX| = {f € FIX] / degx(f) = 1} U {0}

Por la Proposicion 3.1.13, obtenemos S[V] = F|[X]| como F-algebras. Més aun, dado que
V = F[X]; es un F[Sx]-médulo, por la Definicién 3.1.8 tenemos una accién de Sy en S[V],
que de hecho coincide con la accién de Sx en F[X] dada en la Observacién 2.1.2.

Observacién 3.1.15. Ahora, fijada {b,...,b,} una base de V, vamos a identificar cada
elemento del grupo G' con una matriz

G — GL,(F)
g My

Acabamos de ver que S[V]| = F[X] como F-algebras, lo que nos proporciona la siguiente
identificacion
X21de<—>bz1®®bld

Esto nos lleva a considerar que hay una identificacién entre F[X]% y S[V]¢. Ya sabemos que
F[X]9 se define de la siguiente manera

FIX]9 = {p(X) € F[X] / g-p(X) =p(X), ¥V g € G},

y para poder considerar esta ultima identificacion, tenemos que entender cémo actia una
matriz sobre un polinomio.
Cémo ya hemos visto en las Observaciones 3.1.9 y 3.1.10

g(by ® -+ @by,) = gbi, ®@ -+ @ gb;, = Dy (g)(bi,) @ - - @ Dy (g)(bs,)

La construccion para matrices no va a diferir mucho de esta expresion. Tomando un elemento
cualquiera de la base tenemos que g actia de la siguiente manera

0

g-bj=Mg |1

tomando coordenadas en la base {by,...,b,}.
Por lo tanto, obtenemos que g actia sobre una variable de la manera siguiente

0

y sobre un producto entonces

9(Xi, - Xiy) = (9Xi,) - (9X4,)

obteniendo un polinomio homogéneo de grado d.

Sara Aguado Delgado 18



CAPITULO 3. ANILLOS INVARIANTES

3.2. Algunas nociones estructurales

A continuacién, introducimos algunas nociones estructurales que resultaran importantes
para los anillos conmutativos. A pesar de ser aplicables a anillos conmutativos en general,
originalmente fueron introducidas por Hilbert y Noether para el estudio de anillos invariantes.

Definicién 3.2.1. Sea R C S una extension de anillos conmutativos. Un elemento s € S se
llama entero sobre R si existe un polinomio no nulo f € R[X] ménico, tal que f(s) = 0.
En otras palabras, s € S es entero sobre R, si satisface una ecuacién ménica con la siguiente
forma
4"t 4+, =0, n>1

conr; € Rparat=1,...,n.
La extensién de anillos R C S se llama entera si cada elemento de S es entero sobre R.
Consultar [2, Ch. 5] o [4, Ch. 3.1] para ver mds sobre estas definiciones.

Ejemplo 3.2.2. Veamos ahora algunos ejemplos de elementos y extensiones enteras.

= Todo cuerpo F' que sea extension algebraica de un cuerpo K, es un anillo de extension
entera.

= Todo anillo R es entero sobre si mismo, pues para todo r € R existe
fr(X) =X —r e R[X]
polinomio no nulo y ménico satisfaciendo que f,.(r) = 0.

= En la extensién de Z por el cuerpo real R, 1/4/3 es algebraico sobre Z
1\2
3|—= | —1=0,
(%)

Sin embargo, 1/ V/3 es entero sobre Q ya que

pero no entero.

f(X) = X* - £ €Qlx]

es no nulo, ménico y satisface f(1/v/3) = 0.
Veamos ahora una caracterizacion de los elementos enteros.

Proposicién 3.2.3. Un elemento s € S es entero sobre R si, y solo si, existe un R-submaddulo

finitamente generado de S que contiene a s. Mas generalmente, finitos elementos s, Sa, ..., S, €
S son enteros sobre R si, y solo si, el R-mddulo R[sy,...,s,] es finitamente generado.
Demostracion.

(=]

Sea s € S un elemento entero sobre R, entonces sabemos que existe un polinomio moénico
f € R[X] de grado n > 1 tal que f(s) =0.
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Dado g € R[X], por la divisién euclidea (gracias a que f es ménico) tenemos que existen
q,7 € R[X]| con deg(r) < n tales que

9(X) = q(X) f(X) +r(X)
por lo tanto tenemos

g(s) =r(s)=ro+rs+...+ Fpops™ 1

De esta forma obtenemos que R][s| es generado como R-mdédulo por los elementos
1,s,...,8"1

La segunda afirmacién se obtiene al aplicar induccion a la primera afirmacién que aca-
bamos de desarrollar.

Paran = 1, acabamos de ver que si s; es entero sobre R, entonces existe un R-submodulo
finitamente generado de S que contiene a sq, concretamente R|[s].

Para n = 2, si s, sy son enteros sobre R, en particular, s, es entero sobre R[s;] y por lo
tanto R[s1][s2] = R][s1, s2] es un R-submédulo finitamente generado de S que contiene a

S1Yy Sa.
Supongamos ahora que esta afirmacién es cierta para n—1, es decir, que T' = R[sq, ..., Sy_1]
es un R-modulo finitamente generado conteniendo a los enteros sy, ..., s, 1 sobre R. Si
S1,...,8, € S son enteros sobre R, entonces s, es entero sobre T', por hipdtesis de in-
duccién tenemos que T'[s,] = R[s1,..., S, estd finitamente generado sobre T, y por lo
tanto también sobre R.

=]
Supongamos que el R-médulo Rlsy,...,s,| es finitamente generado, entonces existen
my, Mg, ..., m, de forma que para todo s € R][sy, ..., s,| se tiene una representacién

r
smy; = E T, izl,...,T, T’ijER.
j=1

En términos matriciales, este sistema de ecuaciones se transforma en

my
ma

Al | =0
My

donde A = (8;55 — 74)ij=1,..r» ¥ 0;; €s la delta de Kronecker definida como
1, 1=y
%= { 0, i # ]
Consideremos entonces la regla de Cramer para obtener la relacién

A A =det(A) -1
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con A la matriz adjunta de A e I la matriz identidad de tamano r. Esta ecuacién estd
definida para matrices con coeficientes en un cuerpo, pero se aplica también a anillos
en general. En efecto, comparando los coeficientes de las matrices en ambos lados de la
regla de Cramer, obtenemos un sistema de identidades polinémicas para los coeficientes
de A. Para justificar estas identidades, es posible visualizar los coeficientes ¢;; de A como
variables y trabajar sobre el anillo Z[c;;], caso que puede ser reducido a la situacién de
coeficientes en un cuerpo pasando al cuerpo de fracciones Q(c;;).

Por lo tanto, usando la férmula de Cramer obtenemos

mq mq

m m
det(A)- | =A% A ] =0

m?” mT'

y entonces, det(A) -m; = 0,7 =1,...,r. Como 1 = tymy + ... +t,m, € R[sy,..., sy,
entonces, necesariamente det(A) = 0, y asi obtenemos una ecuacién ménica para s con
coeficientes en R lo que muestra que s es entero sobre R.

]

Observacion 3.2.4. En general en R[X| no hay divisién euclidea, pero si es posible la divisiéon
por polinomios moénicos.

De acuerdo con esta proposicién, si sq,..., s, € S son enteros sobre R, entonces también lo
es cualquier elemento s de R[sq, ..., S,], porque R[s1, ..., Sp,s] = R[s1,...,S,] es un R-moédulo
finitamente generado.

Definicién 3.2.5. Sea R C S una extensién de anillos conmutativos. La extension de anillos
R C S se llama finita si S es una R-algebra finitamente generada y es entera sobre R.

La extensién de anillos R C S es finita si, y solo si, S es un R-moédulo finitamente generado.
Consultar [13, Pg. 31]

La siguiente proposicion nos va a permitir ver que el conjunto de elementos enteros sobre
un anillo forma una extensién de anillos.

Proposicién 3.2.6. Sean R C S C T dos extensiones de anillos, si'l' es entero sobre S y S
es entero sobre R, entonces T es entero sobre R.

Demostracion.
Sea t € T', como T es entero sobre S existe

st 4+s5,=0

cons; € Sparat=1,...,n.

Definimos A = R]sy, ..., Sy, entonces A[t] es un A-mddulo finitamente generado. Si S es
entero sobre R, entonces A[t] es también finitamente generado sobre R, pues A es finitamente
generado sobre R y por lo tanto t es entero sobre R. De esta forma concluimos que T es entero
sobre R. ]
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Definicién 3.2.7. Sea R C S una extension de anillos conmutativos. El conjunto de todos
los elementos de S que son enteros sobre R

R = {s € S / s entero sobre R} C S

: . . =S . =S .
es un anillo, deducido de los resultados anteriores, R — R~ es extension enteray R~ contiene
todos los subanillos de S enteros sobre R, y se denota como la clausura entera de R en S.

.59 . .
Si R* = R, entonces R se dice integramente cerrado en S.
Si R es un dominio entero y es integramente cerrado en su cuerpo de fracciones Quot(R),
entonces R se dice integramente cerrado.

Ejemplo 3.2.8. El dominio Z es integramente cerrado en @, sin embargo, no lo es en el
cuerpo complejo C ya que 7 € C es entero sobre Z.

Una vez conocidos estos conceptos podemos probar la siguiente proposicién que hace alu-
sién a los términos recién introducidos. Para ello necesitamos introducir algunos recordatorios
relacionados con un resultado que nos va a servir para la demostracién de la proposicion.

Definicién 3.2.9. Sea L un cuerpo y GG un subgrupo del grupo de automorfismos
Aut(L) ={g: L — L / g es isomorfismo}.

Al subcuerpo de L
LY={x €L /o(xr) ==, paratodo o € G}

se le llama cuerpo fijo de G. Ver el lema [1, Ch. 2.F] o acudir a [5, Ch. 5.5].

Teorema 3.2.10. Teorema de Artin. Sea L un cuerpo y G un subgrupo finito del grupo
Aut(L) ={g: L — L / g es isomorfismo}

Sea K = LY el cuerpo fijo de G. Entonces la extension L | K es normal, separable y su grado
coincide con el cardinal de G. Consultar [1, Th. 14] o nuevamente [5, Ch. 5.5].

A continuacién, vamos a ver un resultado que involucra al cuerpo de fracciones de S[V].
En el momento en que un grupo finito G' actia sobre S[V], también lo hard sobre su cuerpo
de fracciones y podremos considerar la construccién de cuerpo invariante de S(V') sobre dicho

grupo.
Proposicién 3.2.11. Denotemos S(V) := Quot(S[V]) y sea G un grupo finito.
a) Sea S(V)¢ C S(V) el cuerpo invariante de S(V) sobre G, entonces S(V)¢ = Quot(S[V]).

Ademds, la extension de cuerpos S(V)|S(V)Y es una extension finita de Galois con grupo
de Galois G = ker(Dy).

b) El anillo invariante S[V]¢ es integramente cerrado.

Demostracion.

a) Claramente, Quot(S[V]%) c S(V)%, luego sélo necesitamos ver que S(V)¢ C Quot(S[V]%).
Sea f = £ € S(V)¢, con g,h € S[V]®. Al multiplicar y dividir por [lizreq b € SV,
podemos asumir que h € S[V]¢, y por lo tanto, g € S[V] también, lo que implica que
f € Quot(S[V]9). Luego, S(V)¢ = Quot(S[V]%).

Para la segunda parte del resultado, por el Teorema de Artin, obtenemos directamente
que la extensién de cuerpos S(V)|S(V)¢ es de Galois.
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b) Sea f € S(V)¢ C S(V) un elemento entero sobre S[V]%, entonces también es entero

3.3.

sobre S[V]. Ahora, veamos que S[V] es integramente cerrado en S(V'). Dado que S[V] es
un dominio de factorizacién tinica, vamos a ver que todo dominio de factorizacion tinica
es integramente cerrado.

Sea R un dominio de factorizacién tnica. Sea, u € Quot(R) entero sobre R, entonces
existen cg,...,c,_1 € R tales que

Ut ey =0

Escribamos u = ¥, con a,b € R y asumamos que son primos entre si. Multiplicando la

ecuacion anterior por 0" obtenemos
-1
a" 4 Ccp_1ba"" 4 b =0

Ahora, sea d un divisor irreducible de b, tenemos que, como R es dominio de factorizacion
unica, d es primo. Observemos que d | ™ dado que d divide a todos los otros términos
y como d es primo, d|a. Pero a,b son coprimos por lo que d es una unidad y entonces
u € R.

Por lo tanto, hemos visto que todo dominio de factorizacién tnica es integramente ce-
rrado, luego S[V] es integramente cerrado en S(V'), por lo que f € S[V] y por ende
f e S[vie.

O

Anillos y médulos noetherianos

Como tltima parte de este tema queremos tratar los anillos y los moédulos noetherianos
dando a conocer sus respectivas caracterizaciones y teoremas de Hilbert pues tienen un gran
peso en el estudio de anillos conmutativos.

Comenzamos aportando el concepto de anillo noetheriano.

Definicién 3.3.1. Un anillo conmutativo unitario es noetheriano si, y solo si, todo ideal es
finitamente generado.

El siguiente teorema nos permite aportar una caracterizacién a los anillos noetherianos.

Teorema 3.3.2. Caracterizacion de anillos noetherianos. Sea R un anillo conmutativo
y unitario, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1.
2.

Todo ideal I en R es finitamente generado.

Toda cadena ascendente de ideales
LCLCIz3C...
es estacionaria, es decir, existe un m tal que L, = [,11

Cualquier familia no vacia de ideales en R contiene un elemento mazimal (con respecto
a la inclusion,).
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Para sumergirse en una exploracién més profunda acerca de los anillos noetherianos, se
sugiere consultar [2, Ch. 7].

Ahora que el lector ya conoce lo que es un anillo noetheriano, lo logico es introducir el
concepto de modulo noetheriano.

Definicién 3.3.3. Sea R un anillo conmutativo y unitario. Un R-médulo M es noetheriano

si todo R-submédulo de M es finitamente generado (en particular M es finitamente generado).
Ver [14, Ch. 4.2] o [2, Prop. 6.2].

Observacién 3.3.4.
a) El anillo R es noetheriano si el R-médulo Ry es noetheriano.

b) Si M es noetheriano, entonces también lo son los submédulos de R y los cocientes de R
con respecto a M. Si R es noetheriano, entonces M es noetheriano si, y solo si, M es un
R-médulo finitamente generado.

El teorema més importante y con mas peso en relaciéon a anillos noetherianos es el teorema
de la base de Hilbert que nos permite relacionar un anillo con el correspondiente anillo de
polinomios.

Teorema 3.3.5. Teorema de la base de Hilbert. Sea R un anillo conmutativo noethe-
riano. Entonces, el anillo de polinomios R[X| también es noetheriano. Ver [2, Th. 7.5] para
la demostracion del resultado.

Corolario 3.3.6. Una F'-algebra conmutativa finitamente generada es noetheriana. Consultar
[2, Cor. 7.7].

Como uno puede deducir, para moédulos noetherianos existe un analogo al teorema de la
base de Hilbert. La demostracion de esta version del teorema puede ser utilizada para probar
la versién simple para anillos y es que, en general, el submédulo de un médulo finitamente
generado no es finitamente generado por lo que es interesante conocer el siguiente teorema.

Teorema 3.3.7. Un mddulo finitamente generado sobre un anillo noetheriano es noetheriano.

Consultar [14, Ch. 4.2]

Para cerrar esta seccion veamos un ultimo teorema que nos anade un par de caracteristicas
sobre la extensiéon invariante de anillos.

Teorema 3.3.8. Sea G un grupo finito.
a) La extension de anillos S[V]¢ C S[V] es finita.
b) El anillo invariante S[V]¢ es un dlgebra sobre F finitamente generada.

Demostracion.

a) Sea S := S[V]. Si s € S, entonces para
for=T] (v = ms) € S9Y]
meG

tenemos que fs(s) = 0.

Dado que f, es ménico, la extensién de anillos S¢ C S es entera. Como S esté finitamente
generado, incluso como un F-algebra, la extensién S¢ C S es finita.
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b) Sea {s1,...,st} C S un conjunto generador de S como &lgebra sobre F. Definimos
R Cc S C S como el algebra sobre F' generada por los coeficientes de los polinomios

{forr - fa} € SCIY].
Puesto que R es un élgebra finitamente generada, por el Corolario 3.3.6, es noetheriana.

Debido a la eleccién de R tomada, el modulo S es finitamente generado como modulo
sobre Ry, por lo tanto, es un médulo noetheriano.

Entonces, por la definicion de moédulo noetheriano, Definicion 3.3.3, el R-submodulo
S% C S también es noetheriano, lo que implica que S¢ es un médulo finitamente gene-
rado sobre R.

Como R es un algebra finitamente generada sobre F, S¢ es un algebra finitamente
generada sobre F' también.

]

La demostracion expuesta del Teorema 3.3.8 es puramente no constructiva. En tiempos de
Hilbert esto llevo a la famosa frase de Gordan, que en ese momento era el principal experto
en teoria invariante y era un defensor dogmatico de la idea de que las matematicas debian ser
constructivas: Das ist Theologie und nicht Mathematik! (jEsto es teologia y no matematicas!)
En realidad, el trabajo pionero de Hilbert ahora es reconocido como el inicio y el pilar sobre
el que reside la algebra conmutativa abstracta moderna.

Observaciéon 3.3.9. La afirmacién sobre la generacion finita en el Teorema 3.3.8 no es valida

para grupos arbitrarios. Existe un famoso contraejemplo presentado por Nagata en 1959.
Sean K = C y a;; nimeros complejos algebraicamente independientes sobre QQ con

1=1,2,3,7=1,2,...,16. Sea G C (GL3s el grupo de todas las matrices diagonales por bloques

Ay
Ay
Ay
donde
(G cib
AJ N (O Cj )
para j = 1,...,16, con c¢;j, b; nimeros complejos arbitrarios tales que
16
0162"'C16:1 Y Zaijbj:O
j=1
parai=1,2 3.
Entonces K[z, ..., 73]% no es finitamente generado. Ver [6, Ex. 2.1.4] y [12].

Sin embargo, esta afirmacion es valida para los llamados grupos linealmente reductivos,
para ello hay que avanzar a las observaciones que se encuentran después de la Definicion 4.1.13.
Un grupo G se llama linealmente reductivo si para toda representaciéon racional V' y todo
v € VY~ {0}, existe una funcién lineal invariante f € (V*)¢ tal que f(v) # 0.

De hecho, Hilbert trabajo en grupos linealmente reductivos, aunque esta nocién no se
acuno hasta mas tarde en el tiempo, mientras que Noether desarrollé la maquinaria para
grupos finitos.
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Ademss, la afirmaciéon sobre la generacion finita en el Teorema 3.3.8 esta relacionada con el
problema nimero 14 de Hilbert, sean K un cuerpoy Xj,..., X, indeterminadas, si F es
un cuerpo tal que K C F C K(Xy,...,X,) (la K-adlgebra FNK[X}, ..., X,] es necesariamente
finitamente generada?

De otra forma, si K C S(V) es un subcuerpo, jes K C S[V] un élgebra finitamente
generada? Dado que, por definicién, S(V)¢ c S[V] = S[V]¢ para cualquier grupo G, el
contraejemplo de Nagata da una respuesta negativa a este problema también.
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Capitulo 4

Cota del grado de Noether

En este capitulo vamos a dirigir nuestra atencion a la pregunta de si es posible limitar los
grados de los elementos de un sistema de generadores del anillo de invariantes como algebra.

4.1. Estructuras graduadas, funciones de transferencia
relativas e ideales de invariantes

Para poder tratar la pregunta de interés de este capitulo, vamos a ir introduciendo una serie
de herramientas necesarias que son nociones derivadas del dlgebra conmutativa. Comenzamos
esta seccion por lo tanto hablando de los primeros conceptos, algebras y médulos graduados.
Para esta parte se puede consultar a mayores [2, Pg. 106].

Definicién 4.1.1. Una F-algebra conmutativa R se llama graduada si tenemos

R=EH R,

como espacios vectoriales sobre F'| tal que Ry = 1 - F = F y dimp(Ry) € Ny, asi como
RqRy C Rayq para d,d > 0.

Nétese que R es una suma directa, es decir, para 0 # r = [rq / d > 0] € @~ Ra existe
k € Ny minimo tal que 74 = 0 para todo d > k, y el grado de r se define como deg(r) = k € Nj.
El F-subespacio R; C R se llama el d-ésimo componente homogéneo de R.

Por 1ltimo, consideremos el ideal irrelevante de R, R+, que se define como

R, =@ R.<R,

d>0

es decir, el conjunto de todos los elementos homogéneos de R que no son invertibles.
El siguiente resultado es un apoyo al ideal irrelevante que acabamos de introducir.

Proposicién 4.1.2. El ideal irrelevante Ry de una F-dlgebra conmutativa graduada R es el
unico ideal maximal de R.

Demostracion.
Claramente R, C R, pues R, no contiene elementos de grado cero. Supongamos que existe
un ideal maximal I < R, tal que Ry C I. El ideal I debe contener al menos un elemento de

=

grado mayor que cero y como R, C I, entonces existe al menos un elemento y de grado cero
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tal que y € I. Si tenemos un elemento y € I, y # 0 € I tal que y € Ry = F entonces y ! € R
y por lo tanto 1 € I implicando que I = R, en contra de que [ era un ideal maximal. Por lo
tanto, R, es el unico ideal maximal de R. O]

Anélogamente a las dlgebras graduadas podemos introducir el concepto de médulos gra-
duados que poseen una estructura muy similar.

Definicién 4.1.3. Sea R una F-élgebra graduada. Un médulo M sobre R se llama graduado

s1l tenemos
M= M,

d>nps

como espacios vectoriales sobre F', para algiun ny, € Z, tal que dimg(My) € Ny, asi como
MyRy C Mg,y para d > ny y d > 0. Para 0 £ m € M, existe k > njy; minimo tal que
mq = 0 para todo d > k, y el grado de m se define como deg(m) = k € Z. El F-subespacio
My C M se llama el d-ésimo componente homogéneo de M.

Definicién 4.1.4. Si M y N son R-mdédulos graduados, un homomorfismo de R-mddulos
graduados es un homomorfismo de R-mdédulos

f:M—N
tal que f(My) C Ny para todo d > nyy

Para estas estructuras graduados es conveniente hablar de ideales homogéneos pues son
los que toman parte en este tipo de construcciones.

Definicién 4.1.5. Decimos que un ideal I C R es un ideal homogéneo si
I =@ 1, donde I, =N Ry
d
Proposicion 4.1.6. Un ideal I es homogéneo si, y solo si, puede ser generado por elementos

homogéneos.

Demostracion.

Si I es un ideal homogéneo, entonces por definicién
I=EI1nR,
d

luego I estd generado por los conjuntos {I N Ra}iez.,-

Supongamos que [ estd generado por elementos homogéneos {h,}. Sea x € I, podemos
descomponer de manera unica x como una suma de elementos homogéneos,

r = E Tq,
d

donde z, € Ry. Necesitamos ver que cada x4 € 1.
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Notemos que z = ) ¢oha con ¢, € R. Si tomamos las componentes homogéneas d-
ésimas, encontramos que

XTq = Z<Qa)d—deg(ha)haa

«

donde (qa)d—deg(h,) hace referencia a la componente homogénea de g, concentrada en el
grado d — deg(hy).
De esto se deduce facilmente que cada x4 es una combinacion lineal de los h, y, en

consecuencia, pertenece a I.

]

Por lo tanto, si I es un ideal homogéneo, tenemos que f € I si, y solo si, fq € I; donde
f=2 tic DR
d d

En relacion a las dlgebras y modulos graduados y a sus dimensiones tenemos las series de
Hilbert, también conocidas como series de Poincaré.

Definicién 4.1.7. La serie de Hilbert (serie de Poincaré) Hy € C[[T]] C C((T")) de una
F-algebra graduada R es la serie de potencias formal definida por

Hp(T) == dimp(Ry)T*

d>0

Definicién 4.1.8. La serie de Hilbert (serie de Poincaré) H,, € C((T")) de un R-médulo
graduado M es la serie de Laurent formal definida por

Hy(T) = dimp(My)T*

d>n

A continuacion, vamos a enunciar una serie de ejemplos y observaciones que nos seran de
gran utilidad para ilustrar los conceptos recién introducidos.

Ejemplo 4.1.9. Veamos una serie de ejemplos de estructuras graduadas de las que ya hemos
hablado en esta lectura.

» [l dlgebra simétrica

SIV) = @ 5[Vl

deNg

introducida en la Definicion 3.1.1, esta graduada.

» El anillo de polinomios F[X], del cual hablamos en la Observacién 2.1.2, también esta
graduado, donde la graduaciéon viene dada por el grado degx.

» Como muestra la demostracion de la Proposicién 3.1.13, el isomorfismo 3 : S[V]| — F[X]
de F-dlgebras es realmente un isomorfismo de anillos graduados, es decir, para f € S[V],

tenemos degx (ff5) = deg(f).
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Observacion 4.1.10. Dado que los componentes homogéneos S[V]4, para d € Ny, son F|[G]-
submédulos de S[V], como vimos en la Observacién 3.1.10, el anillo invariante S[V]% también
esta graduado, y entonces tenemos

SVI¢ =@ sviy,

d>0
donde de hecho S[V]p=1-F.

Observacion 4.1.11. Si F[X] := F[Xy,..., X, ]y F[X]s:={f € F[X] / degx(f) = d}, con
d € Ny, tenemos que

dime(rixL) = ("9

d

La base estandar de este espacio es de la forma X' X3?... X% con a; +...+a, = d. Ahora,
el nimero de n-uplas de enteros no negativos cuya suma es d es un problema conocido y es

igual a
n+d-—1\ n+d—1 _(n+d-1
n—-1 ) \n+d-1-(n-1)) d ’

este recibe el nombre de d-composiciones débiles de n y su resultado es obtenido mediante
el empleo del método del grafico de estrellas y barras. Este sistema consiste en representar n
estrellas por cada elemento de la n-upla necesario y utilizar d — 1 barras para separar cada
n-upla. Con este método el problema se traduce en averiguar de cuantas formas es posible
escoger k — 1 elementos (las barras) de entre n + k — 1 simbolos (estrellas y barras). Por
ejemplo, para n = 10 y d = 3 una posible combinacion es

1. 2.90. 2.8 .0 1) 8.2 ¢ ¢

n+d—1 10+3—1 12\ 12!
< d ) ( 3 ) (3) 3191 — 2%

Por otro lado, por inducciéon obtenemos que

()G () (5

Esto nos lleva a deducir que, por la Definicion 4.1.7,

y obtenemos que

~1)4n+d—1)! d —n d 1
=;< ) :g(d)w) — g € D),

Observacién 4.1.12. Andlogamente, si X' := {X],..., X/} C F[X], para m € Ny, es
algebraicamente independiente, donde X es homogéneo de tal forma que degy (X)) = d;,
entonces obtenemos de manera similar que

m

Hpixn(T) = H ﬁ e C((T)).

i=1

Se puede consultar [7, Prop. 3.8].
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Visto esto, podemos continuar introduciendo herramientas que nos seran ttiles para la
prueba de la cota del grado de Noether. Vamos a hablar por lo tanto, a partir de ahora, de
aplicaciones transversales y, lo mas importante, del operador relativo de Reynolds que se trata
de un operador muy util para trabajar entre anillos invariantes. Si el lector desea conocer mas
al respecto puede consultar [13, Ch. 2.2]

Definicién 4.1.13. Sea H C G tal que [G : H] < oo, y sea V un G-médulo de dimensién
finita. La funcién de transferencia relativa de H en G, Trfl, se define como la aplicacién
F-lineal

TS . SV — S[V]¢

donde
Trg(f)= > (9-1)

gHeG/H

La notacién significa que la suma se realiza sobre un conjunto de representantes de las clases
a izquierda de G sobre H.

Si |G| < 0o, entonces la aplicacién F-lineal Tr¢ := Tr¢ : S[V] — S[V]¢ se llama funcién
de transferencia, en este caso

T =>g-f feSV]

geG

Observacién 4.1.14. Es facil comprobar que Tr$ estd bien definida y es independiente de
la eleccion de los elementos en G representando las clases a izquierda G/H. Si g1H = g2 H,
entonces g, g1 € H y por lo tanto

Z nf= Z 9295 o1 f = Z 92f

g HeEG/H g HeG/H g2HeEG/H

Observacién 4.1.15. Més aun, puesto que para un ¢’ € G fijo tenemos que

g-Tri()= >, d9"H= D, d9')=Tr5),

g"HeG/H g'g"HeG/H

entonces observamos que Tr%(f) € S[V]Y para cualquier f € S[V] y ademés
TT%lS[V]H : SV] — S[V]§, para d € Ny.
d

Lema 4.1.16. Sean f € S[V]¢ C S[V]# y h € S[V]H, entonces
ToG(7h) = - TrG(h)

Demostracion.
Usando la propia definicion desarrollamos

Trg(fh) = Y g(fh) = > (9f)-(gh) =

gHeG/H gHeG/H

= > f(gh)=f > (gh)=f-Tri(h)

gHeG/H gHEG/H
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Observacién 4.1.17. Estos resultados nos permiten deducir que 7% es un homomorfismo
de S[V]%-médulos, y dado que Tr&(1) = 1[G : H], concluimos que

TT%‘S[V]G cfr— f-|G: H]

Los elementos en la imagen por la funcién de transferencia son invariantes bajo la accion de
G, lo que nos lleva a deducir que la transferencia proporciona una herramienta para construir
formas invariantes de grado arbitrariamente grande.

La siguiente proposicién nos aporta una caracterizacién de las transferencias. Para entender
su demostracién vamos a enunciar un lema previo debido a Dedekin.

Lema 4.1.18. Sean A un dominio conmutativo, F C A un cuerpo y aq, . .., a, € Aut(A) auto-
morfismos distintos de A. Entonces v, . . ., o, son linealmente independientes en Homp(A, A).
Ver [8, Ch. 1.3, Th. 3].

Proposicién 4.1.19. Sea p : G — GL,(F) una representacion de un grupo finito G sobre
el cuerpo F, entonces Tr¢ : S[V] — S[V]¢ es no nula.

Demostracion.
Por reduccién al absurdo, si Tr¢ = 0, entonces el conjunto {p(g) / g € G} C Aut(S[V])
de automorfismos distintos,
p: SV — SV],
f—9-f
es linealmente dependiente en Endp(S[V]) = Ends(V), ya que

0=Tr"=> "1-g<=> plg) =0,

9eG geG
lo que contradice el Lema 4.1.18. O
Esta proposicién nos lleva a una observacién referente a la funcién de transferencia.

Observacién 4.1.20. Tenemos que Im(77%) < S[V]¢. Para G finito, por la Proposicién
4.1.19, tenemos Im(Tr%) # {0}, pero es posible que Im(Tr%) # S[V]¢.

Proposicién 4.1.21. Sea p : G — GL,(F) una representacion de un grupo finito G sobre
el cuerpo F, y H C G un subgrupo. Si |G : H| es invertible sobre el cuerpo F, entonces el
homomorfismo de transferencia Tr% : S[V]H — S[V]% es un epimorfismo.

Esta ultima proposicién es consecuencia de la Observacién 4.1.17 ya que si |G : H| es
invertible en F', entonces

S[V]¢ — S[V)# — S[v]|¢

es un isomorfismo que consiste en multiplicar por |G : H| € F.

Segun la propiedad que verifique la caracteristica de F' vamos a poder identificar dos casos
bien diferenciados que nos va a llevar a proporcionar la definicién de operador de Reynolds
normal y relativo.

Definicién 4.1.22. Si char(F) t [G : H], entonces el operador relativo de Reynolds R
es el homomorfismo de S[V]%-médulos definido como

1
Rg:K}HTTﬁuﬂWH%SWﬁ
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que por lo visto anteriormente es una proyeccién sobre S[V]¢.
Si char(F) 1 |G| < oo, usando el operador de Reynolds, que es sobreyectivo,

RY:=R{ : S[V] = S[V]¢
obtenemos en particular S[V] = S[V]¢ @ ker(R%) como médulos sobre S[V]¢.

Observacion 4.1.23. Para G finito, el caso char(F) t |G| se llama el caso no modular, de
lo contrario, se llama el caso modular. Nosotros vamos a centrarnos exclusivamente en el
caso no modular.

Para obtener una mayor comprension de los iltimos conceptos recién introducimos veamos
un sencillo ejemplos del calculo del operador de Reynolds de un polinomio.

Ejemplo 4.1.24. Sea f = X? +Y Z + 3Z, y consideremos G = S3. Como
geG
entonces, tenemos que
Tré((X,Y,Z) = (X>+YZ+32)+ (X*+ ZY +3Y) + (Y? + XZ + 32)+

+ (Y2 4+ ZX +3X)+ (22 + XY +3Y)+ (Z2 +YX +3X) =
=2X2 4 2Y? 4272 4+ 2XY +2XZ +2YZ +6X +6Y +6Z

Y por lo tanto concluimos que

RO(f)(X.Y,Z) ,G,ZQ NXY, 2) = éZ(g-f)(X,Y,Z)Z
geG 9eG
:%(2(X2+Y2+Z2+YZ+XZ+XY)+6(X+Y+Z))

Para acabar con las definiciones introductorias de este capitulo vamos a hablar de los
ideales generados por invariantes homogéneos.

Definicién 4.1.25. El ideal de S[V] generado por todos los invariantes homogéneos de grado
estrictamente positivo,

Io[V] = S[V]E - S[V] = (S[V]+ n S[V]%) - S[V] < S[V]

se llama el ideal de Hilbert de S[V] con respecto a G.

Por el Corolario 3.3.6, la F-algebra S[V] es noetheriana, de esta forma concluimos, por la
Definicién 3.3.3, que el ideal de Hilbert Zg[V] < S[V] estd generado por un conjunto finito
de invariantes homogéneos. Nétese que Zg[V] <0 S[V] es un ideal homogéneo, es decir, para
f € S[V] tenemos que f € Zg[V] si, y solo si, fg € Zg[V] para todo d € Ny, donde f =", fa
es la suma de partes homogéneas de f.

Observacién 4.1.26. Expresado en otras palabras, sea p : G — G L, (F’) una representacién
de un grupo finito G sobre el cuerpo F, el ideal de Hilbert es el ideal en S[V] generado por
las formas, aplicaciones de un espacio vectorial al cuerpo de escalares en el que estd definido,
G-invariantes de grado positivo. Generalmente p se entiende por el contexto en el que aparece
y por eso no lo mencionamos.
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Ahora que ya somos conocedores de los conceptos necesarios para este capitulo, como
ultimo tépico de esta seccién vamos a tratar un teorema que nos va a permitir pasar a la
siguiente seccion del capitulo y hablar de la cota de Noether que es el tema de verdadero
interés.

Teorema 4.1.27. Sea G un grupo finito tal que char(F) 1 |G|. Sea
Ta[V] = f:S[V] < S[V],
i=1

donde f; € S[V]¢ es homogéneo para i = 1,...,r. Entonces, {fi,...,f,} es un conjunto
generador de la F-dlgebra de S[V].

Demostracion.

Sea h € S[V]Y homogéneo tal que deg(h) = d. Razonamos por induccién en d. El caso
d = 0 es claro, por lo tanto, asumamos d > 0.

Supongamos que

h = Zfigi, con g; € S[V]a_aeg(ssy pues h € Ig[V].

i=1

Por la Definicién 4.1.22 y el Lema 4.1.16, tenemos
h=REM) =Y fi-R% ).
i=1

Entonces, puesto que deg(R%(g;)) = d — deg(f;) < d y R%(g;) € S[V]¢, tenfamos lo que
buscabamos por induccién. O

4.2. Cota de Noether

Con lo visto en la seccién anterior, estamos ya preparados para demostrar el limite de grado
de Noether, que se cumple en el caso no modular. De hecho, Noether establecio el resultado
solo para el caso char(F) = 0, pero su prueba es védlida para el caso |G|! # 0 € F. Finalmente,
Fleischmann cerré la brecha para todos los casos no modulares. Presentamos aqui una prueba
basada en una simplificacién dada por Benson.

Primero vamos a introducir una nocion necesaria para el Lema de Benson que vamos a
tratar a continuacion.

Definicién 4.2.1. Sea G un grupo finito, un ideal de grupo [ es un subconjunto de F[G]
satisfaciendo las siguientes propiedades.

Lo Si Y0 e @9, D oneq Bl € I, entonces Y-, o(agg + Buh) € 1

2. Paracada ) qa,9 €1y 3,5 nh € F[G], entonces

(Z )\h> (Z agg> = hz Anay(hg) € 1

heG 9eG ,9€G
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Con este concepto ya podemos presentar el lema de Benson.

Proposicién 4.2.2. Lema de Benson. Sea G un grupo finito tal que char(F) 1 |G|, y sea
Z 4 S[V] un F[G]-ideal invariante. Entonces, tenemos

79 (N SVI9) - S[V] < S[V].

Demostracion.
Sea S := S[V]y {f: / m€ G} CI. Entonces tenemos

H(Uﬂfw - fw) =0,

TeG

para o € (G. Expandiendo el producto y sumando sobre o € (G esto deriva en

S 0o (S e ) T 5] -0

MCG oceGreM TeG\M

donde la suma se realiza sobre todos los subconjuntos M C G. Si M # (), entonces tenemos

(Z 11 awfﬂ) €InsY,

ceGmeEM

y de tal manera el sumando correspondiente de la suma anterior es un elemento de (ZNS%)-S.
Por lo tanto, para M = (), obtenemos de aqui que

+|G| - (Hﬁr) € (Zns%).s,

TeG

por lo que finalmente

(H f,r> (INnSY%.s.

TeG

]

Como consecuencia del lema de Benson obtenemos el siguiente teorema que nos proporciona
la cota del grado de Noether.

Teorema 4.2.3. Sea G un grupo finito tal que char(F) { |G|. Entonces existe un conjunto
generador del ideal de Hilbert 1]V] < S|V tal que sus elementos son homogéneos de grado
no superior a |G|.

Demostracion.

Sea S := S[V]. Utilizando la identificacién de la Proposicién 3.1.13, sea X* € S un
monomio de grado > |G|. Por la Proposicién 4.2.2; aplicada al ideal irrelevante S, < S,
tenemos

€ (S.NSY.-S=1g[V] < S.

Si deg(X®) > |G|, sea X = X - X*" | de tal forma que deg(X®) = |G|. Por lo tanto, ya
tenemos X< € Zg[V].
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Consideremos ahora

=1

un conjunto generador minimal y homogéneo. Si algin deg(f,.) > |G|, por ejemplo, por lo
anterior, concluimos que

fre > fS<aS,

J,deg(f7)<|G|

lo cual es una contradiccion. O

Corolario 4.2.4. Existe un conjunto generador del F-dlgebra S[V|¢ donde todos sus elementos
son homogéneos de grado < |G].

Observacién 4.2.5. Segun los Teoremas 4.1.27 y 4.2.3, existe un conjunto generador de la
F-algebra S[V] en
|G|

& sivig.

Utilizando el operador de Reynolds, que es sobreyectivo y conserva los grados como vimos en
la Definicion 4.1.22, tenemos que

|G| |G|

R EP SV | =P SV

Por lo tanto, evaluando el operador de Reynolds en los monomios X¢, donde deg(X®) < |G,
se obtiene un conjunto, no necesariamente minimal, que genera la F-algebra S[V]¢.

Observacién 4.2.6. La cota del grado de Noether es éptima en el sentido en que no se puede
mejorar solo considerando el orden del grupo: Sea G = (7) = C,, el grupo ciclico de orden n,
sea F' un cuerpo tal que char(F) t n, sea ( € F una raiz primitiva n-ésima de la unidad, y sea
G — GLy(F) : m— (. Entonces, el anillo de invariantes es

S[V]Y = F[X7] C F[X,] = S[V].

Observaciéon 4.2.7. En el caso modular, la cota del grado de Noether no siempre se cumple.
Un contraejemplo de esto puede ser encontrado en [6, Ex. 3.3.1].
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Capitulo 5

La formula de Molien

A lo largo de las proximas secciones vamos a considerar G como un grupo finito y F' C C.
El objetivo de este capitulo es determinar la serie de Hilbert de anillos invariantes, para ello
vamos a hacer uso de la teoria que trata sobre la caracteristica de grupos finitos.

5.1. Desarrollos previos

Vamos a comenzar definiendo algunos conceptos que nos van a ser de ayuda a la hora de
evaluar la formula de Molien.

Definicién 5.1.1. Sea V un médulo de dimensién finita sobre el grupo de anillos F[G],
consideramos la sigma-serie dada por

o

or(V) =Y _ S[V]a- T,

d=0
que es una serie formal de potencias con K|[G]-médulos como coeficientes. Ver [6, Ch. 3.2.1]

Definicién 5.1.2. Sea m una accién de G sobre V' y sean \i,...,\, € C los autovalores
asociados a Dy (7), definimos el cardcter de Brauer como

O (V)= A +...+ Ay

y mas aun

dety(1 —7T):=(1—-MT)--- (1= \,T) € F[T)],
donde 1 — Dy(m)T € F[T]™" y dety (1 — 7T) := detpprpuxn (1 — Dy(7)T) € F[T)]. Para una
explicacién més detallada se puede consultar [15, Ch. 10.1].

En este capitulo, nuestro principal objetivo es desarrollar la férmula de Molien y estudiar el
comportamiento de su estructura. Para entenderlo de una forma més generalizada, la férmula
de Molien es un teorema para las series de Poincaré de los invariantes de caracteristica cero,
Hpr € C[[T]] € C((T)), concepto introducido en 4.1.7.

Si F' es un cuerpo de caracteristica cero y p : G — G L, (F') una representacién del grupo

finito G, la aplicacion
1
G e —
LTe! Zg

geG
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es una proyeccién sobre S[V] con imagen S[V]“. Por lo tanto, la dimensién de S[V]¢ es igual
a la traza de la matriz representando 7 en S[V];. Tenemos de esta forma

HS[V]G = Z ZTTS

gEGj 0

Observacién 5.1.3. En muchos casos es posible computar la serie de Poincaré de un dlgebra
graduada conmutativa directamente. Por ejemplo, para el dlgebra polinémica FF[z] sobre un
unico generador z de grado d, encontramos que

He(T) = 3 T = 1=
=0

y entonces por la regla del producto de tensores

Hypay,.. ) (T H 1= Td deg(z)=d;, i=1,...,n,

i=1
como vimos en la Observaciéon 4.1.12.
La siguiente férmula para la traza funciona independientemente de la caracteristica de F'.

Proposicién 5.1.4. Para w € G tenemos

> Trow,(r) - T = m € F((1)),

d>0
donde Trgp,(m) € F es la traza usual de una matriz.

Demostracion.

Podemos asumir que Q[(¢] € F, donde (|| := exp fgf € C* es una raiz primitiva de la
unidad de orden |G|-ésimo. Puesto que m € G, podemos considerar la representaciéon Dy ()
sobre el espacio vectorial V', que es diagonalizable. En particular, sean Ay,..., A\, € F los
autovalores de Dy (), por la Definicién 5.1.2 sabemos que podemos escribir el determinante
de la matriz 1 — 71" en términos de los autovalores Aq,..., \,,

dety (1 —7nT) = ﬁ(l - \T) € FIT).

Ahora, los autovalores de la representacion Dgpyy,(7) son

n

[[xerF,

=1

donde a = (ay,...,a,) € Nf tal que > "  a; = d. Entonces, como la traza de una matriz
diagonal es la suma de sus autovalores, tenemos que

Trov,(m) = Y, ]

aeNp ST | ay=d 1=1
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por lo tanto

> Trswu(m) - 7= 3 [l =TI 0y =117 =
d>0 aeNg i=1 i=1 j>0 i=1 v
1 1
[T, (1 =NT)  dety (1 —7T) (7)),
donde hemos usado la suma de una serie geométrica. O]
Ejemplo 5.1.5. Para g = 1 se cumple que
S TdimgSIV], = — L
: o=
7=0

Como ya comprobamos en la Observacién 4.1.11. También es posible consultar 3, Pg. 22].

5.2. La formula de Molien

Los resultados vistos en la seccién anterior nos permiten finalmente introducir la férmula
de Molien al lector.

Teorema 5.2.1. Formula de Molien, 1897. Tenemos que

1 1
Hgpye = @%m € F((T)).

Demostracion.
El operador de Reynolds RY, introducido en la Definicién 4.1.22, proyecta S[V]4 en S[V]9,
para d € Ny. Usando esto obtenemos

. 1
dlmF(S[V]dG) = TTS[V]d('RG) = @ Z T?”s[v}d(ﬂ) e F.

TeG
Por lo tanto, la afirmacién se sigue de la Proposicion 5.1.4. O

Las siguientes observaciones son muy utiles para entender el contexto en el cual puede
hacerse uso de esta formula. A su misma vez, vamos a poder analizar una aplicacién mas
practica de la formula de Molien.

Observacion 5.2.2. El lado izquierdo de la expresién de la férmula de Molien reside en Q(7T),
mientras que el lado derecho reside en F(T'), por lo que la ecuacién toma sentido si F' posee
caracteristica cero.

Para la siguiente observacion vamos a necesitar introducir el concepto de cardcter de una
representacion y también es preciso hacer uso de las identidades de Newton, asi que vamos a
introducir esto primero.

Definicién 5.2.3. El caracter de una representacién p : G — GL,(V) es una funcién
Xv : G — F definida como

x(g9) = Tr(p(g))
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El caracter de una representacion conserva mucha informacion sobre dicha representaciéon
y es una herramienta muy 1til a la hora de trabajar con representaciones de grupos finitos.

Por otro lado, las identidades de Newton nos van a permitir relacionar los polinomios
simétricos elementales e§"> con las sumas de potencias de los autovalores p,, ;. Para esta seccién
puede consultarse [13, Pg. 81].

Teorema 5.2.4. Identidades de Newton. Sean X1,..., X, variables, para k > 1 denota-
mos por pnr(Xi,...,X,) la k-ésima suma de potencias en n variables

Pag(X1, . X)) =Y X=X+ 4+ X
=1

entonces las identidades de Newton se establecen como

k
kel — Z(_l)iilpn,iel(cn;)i’ con ke€{l,...,n},

i=1
donde e,(en) son los polinomios simétricos elementales, recordar la Definicion 2.1.6.

Demostracion.
Vamos a probar el caso especial en que k = n. Por el Teorema 2.1.9 de las férmulas de
Cardano-Vieta tenemos que

k k

[[7 - x) =3 (-peir.

i=1 i=0
Al evaluar T en X; con 1 < j < k obtenemos

k k
0=JJx;—x)= > (- Xl 1<j <k

i=1 =0

Y finalmente sumando sobre todas las j
k
0= (—1)kkel(€k) -+ Z(—l)k_zeé@ipk7i.
i=1

Es decir,
k

()" kel =3 (1) e

i=1

Lo que nos lleva a concluir, una vez que hemos simplificado y agrupado, que

k k

i=1 i=1

como queriamos probar. O
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Observacién 5.2.5. La férmula de Molien es muy facil de evaluar en la practica. Para esto,

notese que
n n

dety(1—=T) = [J@-NT)=T"-T[ (T = N),
i=1 i=1
para m € (. Por lo tanto, por la Definicién 2.1.6, podemos expandir usando los polinomios
simétricos elementales

dety (1 —7T) = (T +Z Yel™ (A .,)\n)Ti"> =

—1+Z Vel (A1, ..., AT € FIT].

Usando las identidades de Newton, Teorema 5.2.4,

k
ke, = Z(—l)iilpn,iek,i, con k € {17 s 7n}7

i=1

los polinomios simétricos elementales e ()\1, ..y \n) € F, para i € {1,...,n}, se pueden
determinar a partir de las sumas de potencias p, j(A1,..., \,) € F, para j € {1,...,n}.
Finalmente, tenemos

P A1y, Z N = Try(n?) = xy (),

donde xy € ZIrrc(G) denota el cardcter ordinario de G inducido por V' y ZIrrc(G) repre-
senta el conjunto de combinaciones lineales de caracteres irreducibles, es decir, cardcteres de
representaciones sin subrepresentaciones propias no triviales, con coeficientes enteros.

Por lo tanto, la Féormula de Molien se puede evaluar una vez que Yy y las llamadas
aplicaciones de potencia

p; : Cl(G) — CI(G),

para j € {1,...,n}, en las clases de conjugacién CI(G) de G son conocidas. En otras palabras,
podemos evaluar la formula de Molien en el momento en que conocemos el cardacter de Brauer
asociado a V' y las aplicaciones de potencia de (G, sin que sea necesaria la computacion de
ningin determinante.

Esta informacion suele poder encontrarse en las bibliotecas de tablas de caracteres, por
ejemplo, en la del sistema algebraico computacional GAP, y de hecho, la Férmula de Molien
también estd implementada alli.

Debido a la gran importancia del teorema de Molien, la serie de Hilbert de un anillo
invariante a veces también se denomina serie de Molien.

Para finalizar este capitulo veamos ahora con un ejemplo cémo es el funcionamiento de la
férmula de Molien.

Ejemplo 5.2.6. Para k£ € N, sea G = (§,0) = Dy el grupo diedral de orden 2k. Sea
(p = exp <& 27” € C* una raiz primitiva k-ésima de la unidad, y sea

v:G—= GLy(C): {% Cgl},aﬁ[? [1)]
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Tenemos que G = {6*,08" /i € {0,1,...,k —1}}, donde §" € G es una rotacién teniendo
los autovalores (i € C, y donde ¢6° € G es una reflexién, por lo tanto teniendo los autovalores
+1eC.

Entonces, mediante la Férmula de Molien 5.2.1, la serie de Hilbert de S[V]“ viene dada
por

1 k—1
mWP:ﬂ?(a— 1+T+§:1— G—QTJECWD)

1=

Desarrollando esta expresién obtenemos que

k—1
1 1
H + B
SV = o ( 1-172?) Z 1— T — Ck—lT + Ckgk_ZT2>

=0

k—1
1
i (i m s
- : e C((7))
STy (1-TY |
Por lo tanto, por la Observacién 4.1.11, estamos tentados a conjeturar que S[V]¢ es un ani-

llo de polinomios en dos indeterminadas de grados 2 y k. De hecho, mediante la identificacién
de la Proposicién 3.1.13, tenemos

fii=X1Xo € SVIC y foi= XF+ XEeSV)©

Por el Criterio Jacobiano, ver Proposicion 6.3.6 en el siguiente capitulo, facilmente con-
cluimos que {f1, fo} C C[X}, X5] es algebraicamente independiente, y por lo tanto, la serie de
Hilbert de C[fi, fo] € S[V]¥ viene dada por

1
H —
Clf1./2] (1 _ TQ) ] (1 _ Tk)

€ C((T).

Asf que finalmente concluimos que C[f1, fo] = S[V]¥, que de hecho es efectivamente un
anillo de polinomios.
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Capitulo 6

Anillos de polinomios invariantes

En este capitulo nuestro principal objetivo es obtener una respuesta a la pregunta de si po-
demos caracterizar aquellas representaciones cuyo anillo invariante es un anillo de polinomios.
De esta forma, el resultado principal a tratar es el Teorema 6.3.7 de Shephard-Todd.

Para poder estudiar esta pregunta, vamos a comenzar considerando la expansion de Laurent
de Hgpje en T = 1, lo que nos lleva directamente a considerar pseudorreflexiones, la primera
nocion a definir en este capitulo.

Para un andlisis mas profundo y complementar este capitulo es posible consultar [7, Ch.
3], [3, Ch. 2.5, Ch.7] o también [13, Ch. 7.1].

A lo largo de este capitulo vamos a considerar que G es un grupo finito, /' C C, y Dy es
una representacion fiel de F', es decir, tenemos ker(Dy) = {1} C G.

6.1. Pseudorreflexiones

Abordamos esta seccién introduciendo el concepto que le da nombre asi como otras nociones
relacionadas.

Definicién 6.1.1. Un elemento 1 # 7w € G se llama pseudorreflexién si, para el espa-
cio vectorial Fizy(m) C V de puntos fijos de 7 € G, identificando 7 con Dy (), tenemos
dimp(Fizy(m)) = n — 1, y si ademds 72 = 1, entonces 7 se llama reflexién. El F-espacio
Fizy(m) C V de puntos fijos de una pseudorreflexién se llama su hiperplano reflectante.
Vamos a denotar por Ng € Ny al niimero de pseudorreflexiones en G.

Notese que estos conceptos dependen de la representacion Dy escogida y toman sentido
para cualquier cuerpo arbitrario F'.

Definicion 6.1.2. Para una funcion racional

!

H

donde H', H” € C[T] son coprimos, consideremos ¢ € C y sea k € Z tal que

(T — o)t H) () # {

Entonces, ord.(H) := k € Z es el orden de H en T' = ¢. Si H = 0, entonces consideramos
ord.(H) := oo.
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La siguiente observacién nos permite ilustrar el concepto de orden.

Observacién 6.1.3. Como en la demostracion de la Proposicion 5.1.4, sean Ay, ..., \, € F
los autovalores de Dy (), para m € G. Gracias a la expresién

dety (1 —7T) = ﬁ(l - \T) € F[T],

i=1

podemos observar que ord;(dety (1 —7T)) < n. Ademds tenemos que ord; (dety (1 —7T)) =n
si, y solo si, m = 1. Para m = 1 todos los autovalores son 1 y por la expresion anterior deducimos
que
dety(1—m-T)=(1-T)"

obteniendo que ord;(dety (1 — nT)) = n. Para m # 1, necesariamente ord;(dety (1 — 7T)) <
n— 1.

Por lo tanto, por la Férmula de Molien, recordar el Teorema 5.2.1, podemos determinar
que ordy(Hgpe) = —n. Ademas,

n _(=yn
(T =1)" Hoype) (1) = e

Ahora si consideramos la expansion
(=n"

Hopo = =L
S[V]G ’G|

(T—-1)""+ H’S[V]G e F(T),
obtenemos que ordi(Hgyc) 2 —(n — 1).

Por otro lado, ord;(dety (1 — 7T)) = n — 1 si, y solo si, 7 # 1 tiene el autovalor 1 con
multiplicidad n—1, es decir, si, y solo si, 7 es una pseudorreflexién como vimos en la Definicién
6.1.1. En este caso, sea 1 # A € F' el autovalor no trivial de 7, entonces tenemos

(T — 1)n—1 (1) _ (_1)77,—1
dety(1—7T)""  (1—=X\)"
Dado que se verifica que
1 1
=1
1—A + 11—t ’

al emparejar cada pseudorreflexion con su inverso y sumar sobre todas las pseudorreflexiones
en (G obtenemos como resultado

(=1 Hypye) (1) = %

Asi, finalmente, concluimos que

(="
|G|
>

(=1)"'- Ng
2-|G]

HS[V}G = : (T - 1)7n +

donde ordy (Hg ) —(n—2).

Como anunciamos previamente en la introduccién el verdadero resultado de interés que
trataremos en este capitulo es el Teorema de Shephard-Todd, Teorema 6.3.7. Debido a su difi-
cultad, para poder estudiarlo vamos a ir encaminando algunos resultados previos comenzando
con el Lema 6.1.4.
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Lema 6.1.4. Supongamos que G estd generado por pseudorreflexiones, y sea
R:=S[V]¢ C S[V] =: S.

Ademds, sean hy,....h, € Ryhe R\ (3.;_,hR), y sean p,p1,...,p. € S homogéneos tales

que
hp = Z hipi.
i=1

Entonces, tenemos que p € Zg[V'], donde Zg[V] < S denota el ideal de Hilbert, introducido en
la Definicion 4.1.25.

Demostracion.
Vamos a realizar la demostracién por induccion sobre deg(p).
Supongamos que deg(p) = 0y p # 0. Entonces tenemos que

hp = R(hp) = Zh R%(p;) € ZhR

donde R% denota el operador de Reynolds, puede consultar la definicién 4.1.22. Esto contradice
la eleccién de h pues h € R\ (3_;_, h;R) y por reduccién al absurdo concluimos que p = 0.

Ahora, supongamos que deg(p) > 0. Sea m € G una pseudorreflexion, y supongamos que
su hiperplano de reflexién viene dado por Fixy(m) = (by,...,b,)r, donde {by,... b} CV es
una F-base de V.

Usando la identificacién de la Proposicion 3.1.13, obtenemos que 7X; = X, para i > 2.
Por lo tanto, tenemos que (7 —1)X® = 0 para todos los monomios X® € F[X], donde a € Nj
tal que a; = 0. De esto concluimos que existen p/, p; € S homogéneos tales que

(r—lp=Xp' eSS y (r—1)p=Xp, €S,

para i € {1,...,r}. En particular, deg(p’) < deg(p).
Aplicando 7w — 1 a la ecuacién hp = Y ._, h;p; obtenemos

Xohp' = X1 hap).

i=1

Por lo tanto, por induccién, tenemos p’ € Z := Zg[V], y asi (7 — 1)p = X;p' € Z también.

Ahora, sea™: S — S/Z el epimorfismo natural de F-algebras. Dado que Z <1 S es un F[G]-
submédulo, el grupo G actiia sobre la F-algebra cociente S/Z. Por lo anterior, tenemos 7mp = p
para todas las pseudorreflexiones 7 € G, y como G esta generado por pseudorreflexiones,
tenemos 7p = p para todas las m € G, es decir, p es invariante por G.

Dado que RY%(p) € Ry C Z, concluimos que p+Z = R (p) +Z = 0+ Z € S/Z, por lo
tanto, p € L. O

6.2. Pseudorreflexiones y anillos de polinomios

El objetivo en esta seccién es obtener una serie de resultados que nos aporten ciertas rela-
ciones entre pseudorreflexiones y anillos de polinomios, todo encaminado para poder realizar
la prueba del Teorema de Shephard-Todd 6.3.7.

El siguiente teorema a estudiar nos da una implicacién del mencionado Teorema 6.3.7.
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Teorema 6.2.1. Sea G generado por pseudorrefleviones. Entonces, S[V]% es un anillo de
polinomios.

Demostracion.
Mantenemos la notacion del Lema 6.1.4, y consideramos

I:=Ic[V]=) fiS<S

donde f; € R es homogéneo tal que d; := deg(f;), y r € Ny es minimo.

Por el Teorema 4.1.27 sabemos que el conjunto {fi,...,f,} € R es un sistema de ge-
neradores como F-dlgebra de R y por lo tanto es suficiente demostrar que {fi,..., f.} es
algebraicamente independiente.

Supongamos, por reduccién al absurdo, que existe 0 # h € F[Y] := F[Y,...,Y,] tal que
h(fi,..., fr) = 0. Podemos suponer también que h es homogéneo, es decir, que hay un d € Ny
tal que para todos los monomios de la forma Y* € F[Y], donde o € N}, que aparecen en h se

tiene que
,
i=1

A continuacién vamos a definir

i =

ag(flw'wfr)ep'ﬂ

parai € {1,...,r}, de modo que deg(h;) = d—d;. Reordenando las variables podemos suponer

que
> mR=Y hR<R,
=1 i=1

para {hy,...,h.} C{hy,...,h.} donde 1 <7’ <r es minimo.
De esta forma, para j > r/, existe g;; € R, para i € {1,...,7'}, homogéneo tal que

deg(gij) = deg(hy) — deg(hi) = d; —d; y hj =) higi;.

Ahora consideramos la derivada parcial respecto a X}, 8;)3%’ para k € {1,...,n}. Utilizando
la regla de la cadena llegamos a la expresion

N ofi  ~~, Of
0= an (fl:?f) ﬁ(fl?afT)an_th an

i=1 =1

Y puesto que para j > r’ podemos expresar h; en términos de los h; con i <1’ tenemos que

< ofi f;
S (e 5 ._)es.

Jj=r'+1

Ahora consideremos

py = O | @fn
bi= axk+z

j=r'+1
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parai € {1,...,r'}. De esta forma, p; es homogéneo con, o bien deg(p;) = d; — 1, o bien p; = 0.
Por construccién, podemos suponer que p; # 0y hy ¢ haR+ -+ + h,.R, y asi por el Lema
6.1.4 concluimos que p; € Z, y por lo tanto,

D1 = Z fii,
i=1

para algun ¢; € S homogéneo.
Por otro lado teniamos que

_ O0h - df;
p1 = + _Z gl] an
Al multiplicar por X}, y sumar sobre todos los k£ € {1,...,n}, mediante la identidad de Euler
que viene dada por

& 0
Zxﬁf = degx(f)- f., vara f € 5,

deducimos la igualdad

T T
di - fi + Z dj - q1jfj = Zfiqé,

j=r'+1 i=1
donde deg(qi) > 00 ¢, = 0.

Dado que el lado izquierdo de esta ecuacién es homogéneo de grado dy, el lado derecho
también lo es. Si ¢; # 0, entonces tenemos que deg(fi¢;) > di, y por lo tanto, el término
f1q) se cancela con otros términos del mismo grado en el lado derecho. De esto finalmente
concluimos que

fie ifis < S,
i=2

lo que es una contradiccion. O

Introducimos a continuacion el concepto de representacion de pseudorreflexion aunque no
sera hasta después del Teorema 6.3.7 que tomara sentido al completo.

Definicién 6.2.2. Las representaciones p : G — GL,(F) en las que S[V]“ es un dlgebra
polinémica son precisamente aquellas en las que p(G) es generado por pseudorreflexiones, estas
representaciones reciben el nombre de representacion de pseudorreflexion. Se dice que G
es un grupo de pseudorreflexion cuando existe alguna representacion de pseudorreflexiéon.

Para la demostracion de la siguiente proposiciéon necesitamos recordar el concepto de con-
junto algebraicamente independiente, Definicién 2.2.3, pues vamos a hacer uso de una nueva
caracterizacion. Es posible introducir un orden entre los subconjuntos algebaricamente in-
dependientes de un cuerpo por inclusién existiendo elementos maximales. Teniendo esto en
cuenta estudiamos el siguiente concepto.

Definicién 6.2.3. Sea S un subconjunto de F' algebraicamente independiente sobre a. Su-
pongamos que la cardinalidad de S es maxima entre todos los subconjuntos de F', entonces
esta cardinalidad recibe el nombre de grado de trascendencia o dimension de F sobre a.
Se puede consultar [9, Ch. 8.1].
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Observacién 6.2.4. Sélo vamos a necesitar distinguir entre grado de trascendencia finito
e infinito. Obsérvese que la nocion de grado de trascendencia guarda con la independencia
algebraica la misma relacion que la nociéon de dimension guarda con la de independencia
lineal.

Proposicién 6.2.5. Supongamos que S[V|% = F[fi,..., f.] es un anillo de polinomios, donde
fi € S[V] es homogéneo y deg(f;) = d;, y sea NG € Ny el nimero de pseudorreflexiones en G,
ver Definicion 6.1.1. Entonces r = n y tenemos que

n

=1

i=1

Demostracion.
Puesto que S[V]¢ = F[Y] := F[Y1,...,Y,], para el cuerpo invariante tenemos que S(V)¢
F(Y), donde segun la Proposicién 3.2.11,

o~

r = tr.deg(S(V)®) = tr.deg(S(V)) = n.

Por la Observacién 4.1.12, la serie de Hilbert de S[V]¢ viene dada por

n

oo = L = 0 0 =07 [Ty € FUTD

i=1
Utilizando la Observacién 6.1.3, al multiplicar por (—1)" - (7' — 1)™ obtenemos

n

D+ (S (T = 1) Hpo = [ e € F(T)),

1 Ng
_ AT —
il zal S

donde ord, ((T'— 1)" Hg[V]G) > 2. Evaluando en 7' = 1 se obtiene

]
:inld—i.

Al aphcar sobre el lado derecho de la ecuacion anterior obtenemos

i 1 - Z]i JT7!
_@z m) (Z ST )

y nuevamente evaluando en 7" = 1 llegamos a la expresién
| " di(d; — 1)
(1) 21

En el lado izquierdo de la ecuacion anterior obtenemos — De esta manera, usando
2IG\
[1;, di = |G|, obtenemos

n

Ne =) (di—1).

=1
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6.3. Anillos polinémicos e invariantes

En esta ultima seccién del capitulo vamos a hablar de conjuntos de invariantes y conclui-
remos el trabajo con la demostracion del importante Teorema de Shephard-Todd.

Definicién 6.3.1. Supongamos que S[V]¢ = F[fi,..., f.] es un anillo polinémico, donde
fi € S[V] es homogéneo y tal que deg(f;) = dz. El conjunto {f1,..., f.} € S[V]Y recibe
formalmente el nombre de conjunto de invariantes basicos.

La siguiente proposicién nos permite afirmar que los grados d; = deg(f;) de un conjunto
de invariantes bdsicos estdn definidos de manera tnica, salvo reordenamiento. Ver [7, Prop.
3.7].

Proposicién 6.3.2. Sea R una F-dlgebra graduada finitamente generada y sean { f1,..., fo} C
Ry{fi,....f.} C R conjuntos algebraicamente independientes de elementos homogéneos tales
que

Sean d; = deg(fl) y d; =deg(f!), donde dy < ---<d, ydy <---<d,. Entonces d; = d;, para
1=1,...,n
Demostracion.

Cada conjunto de polinomios puede ser escrito como polinomios en el otro conjunto, es
decir, para i =1,...,n,

F=Y_af; v f=Y af;
j=1 j=1
Para cada par de indices (i,7) con i,j € {1,...,n}, podemos usar la regla de la cadena

of; ,
a7, ¥ ast obtener

of; ofi0fy . [ 1, sii=j
of; Zafkafj %0 i A

lo que muestra que las matrices

(%) ( 3f£)
of; of;
son inversa una de la otra, concluyendo que cada una tiene determinante no nulo por ser
invertibles.

Como los determinantes son no nulos, la expansion del primero de ellos debe incluir un
producto no nulo de la forma
n
[

para alguna permutacion 7. Por la ordenacién de los grados, podemos suponer que esa per-
mutacion es la identidad, es decir 7(i) = i. De esta forma, como

ofi
12 o0
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entonces g?} # (0 parai=1,...,n. Por lo tanto cuando expresamos f; como un polinomio en
2
fi,--., f1, el término f debe aparecer con un coeficiente no nulo.

Una vez hemos descartado los términos redundantes, podemos asumir que cada monomio

1k1 1k

St

. o n / ., /

que toma lugar en f; satisface d; = Zj:1 djk;. Por la construccion, sabemos que f; debe

aparecer en la expansién de f; y puesto que los grados estan ordenados concluimos que d; > d;.

Reciprocamente,
n n
D o
i=1 i=1

Al intercambiar los roles de f; y f/, el mismo razonamiento nos lleva a obtener que d, > d;
lo que nos permite concluir que d; = d; para todo i. O

Definicién 6.3.3. A los grados d; = deg(f;) de un conjunto de invariantes basicos se les llama
los grados polinémicos de G, donde podemos asumir que d; < dy < --- < d,,.

La siguiente observacién nos permite ilustrar el hecho de que los invariantes basicos no son
Unicos.

Observacién 6.3.4. A diferencia de los grados polinémicos, los invariantes basicos general-
mente no estan definidos de manera tnica, ni siquiera salvo reordenamiento y multiplicaciéon
por escalares. Sea G = S, = ((1,2),...,(n — 1,n)) el grupo simétrico como en el Capitulo 1,
que actia sobre el anillo de polinomios F[X] al permutar las indeterminadas. Encontramos
entonces que G estd generado por reflexiones. Por las identidades de Newton, vistas en el
Teorema 5.2.4, el Corolario 2.2.5 y la independencia algebraica de py,1,. .., Pnn, que quedard
probada por la Proposicién 6.3.6, tenemos F[X] = Fley,...,en] = Flpnis-- - Pnn)-

Demostramos a continuacion un criterio general para decidir si un subconjunto de n ele-
mentos de un anillo polinémico F[X] = F[Xy,...,X,], donde char(F) = 0, es algebraicamente
independiente. Esto ya ha sido utilizado en el Ejemplo 5.2.6.

En la Definicion 6.3.5 y la Proposicion 6.3.6 permitimos cuerpos F' mas generales.

Definicién 6.3.5. Para {fi,..., f,} € F[X| = F[X;,...,X,], l]a matriz Jacobiana se
define como

df;
J(fre o ) = | 2L FIX]™".
oeenf) = 55| el
i,j=1,...,n
y su determinante, det(J(f1,..., fn)) € F[X] se llama el determinante Jacobiano.

Proposicién 6.3.6. Criterio Jacobiano. Si char(F) =0, entonces {f1,..., f.} C F[X] =
F[Xy,...,X,] es algebraicamente independiente si, y solo si, det(J(fi,..., fn)) #0 € F[X].

Demostracion.

Sea 0 # h € F|[X] de grado minimo tal que h(f1,..., f,) = 0. Al aplicar la derivada

parcial %, mediante la regla de la cadena, obtenemos el sistema de ecuaciones lineales
J

sobre F(X) = Quot(F[X]),
{ oh
0X;

(f17~-'7fn):| ‘J(f1,.-.,fn):O.

i=1,...,n
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Dado que degx(h) > 0y char(F) = 0, existe i € {1 .,n} tal que ;—)]é # 0 € F[X].
Como degx ( ) < degx (h), también tenemos que F3- (fl, ...y fn) #0 € F[X]. Por lo

tanto, el sistema de ecuaciones lineales anterior tiene una solucién no trivial, y de esta
forma concluimos que det(J(f1,..., f,)) =0 € F[X].

Supongamos ahora que { f1, ..., f,} es un conjunto algebraicamente independiente. Dado
que tr.deg(F (X)) = n, para k € {1,...,n} los conjuntos {Xy, fi,..., fn} son algebrai-
camente dependientes.

Sea 0 # hy, € F[XO,Xl, ..., X,] = F[XT] de grado minimo tal que hy(Xy, f1,..., fn) =

0. Diferenciando por 55~ obtenemos
X, frs . T, f) =d Xe, frre s
0X< k7f1a 7f) biel o (fla 7f) tag aXO( k fl f ):|k1 77777 .
Dado que {fi,..., fn} es algebraicamente independiente, tenemos que degx,(hy) > 0.
Ahora, como char(F) = 0, obtenemos % # 0 € F[XT], y como degy+ g—?gg) <
degx+(hy), tenemos
Ohy,
Xi, froe oo f) £ 0 € FIXT).
(’3X0< k7f1 f ) 7é [ ]
De esta manera llegamos a que
oh
det ( diag | —2~(Xp, fr,.-.. fa)| ) #0 € FIXT],
0Xy
y asi concluimos que det(J(f1,..., fn)) # 0 € F[X].
[

Demostramos finalmente el teorema para el que nos llevamos preparando todo el capitulo.

Teorema 6.3.7. Shephard-Todd. El anillo invariante S[V|¢ es un anillo de polinomios si,
y solo si, G estd generado por pseudorreflexiones.

Demostracion.

Por el Teorema 6.2.1, sélo es necesario ver que que si S[V]% es un anillo de polinomios,
entonces (G esta generado por pseudorreﬂexiones

Mediante la Proposicién 6.2.5, sea S[V|% = F[fi,..., fu], donde f; € S[V] es homogéneo
tal que d; := deg(f;). Sea H C G el subgrupo generado por las pseudorreflexiones en G. Por
lo tanto, nuevamente por el Teorema 6.2.1, tenemos

SIVI® € S[V)" = Flgi,....q.) € SV,

donde ¢; € S[V] es homogéneo tal que e; := deg(g;).

De esta manera, existen h; € F[X] tales que f; = hi(g1,...,9x), para i € {1,...,n}.
Como todos los elementos son homogéneos podemos suponer que para todos los monomios
X € F[X], con a € N, que aparecen en h; se tiene que

n
E e, = dz
i=1
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Al diferenciar por %, para k € {1,...,n}, y aplicar la regla de la cadena a f; =
hi(g1,- .., gn) oObtenemos la expresién
(9hl nxn
‘](fla"'afn): 0X (glv"'7gn) ‘](gbvgn)eF[X] .
J i,j=1,...n
Por el Criterio del Jacobiano, véase la Proposicién 6.3.6, tenemos que detJ(f1,..., fu) #

0 € F[X], y por lo tanto

Oh;
det | | =—=—(g1,...,9n 0e FIX
et ([t o] ) o€ Fx
también.
Partiendo de esto y reordenando {fi, ..., f,} podemos suponer que
“r Oh;
. gn) #0 € FIX].
gan(gb 7g>7é [ ]
Asi que tenemos d; > e;, para i € {1,...,n}. Asi, por la Proposicion 6.2.5, tenemos
» (di—1)=Ng=Npg=>» (e—1),
i=1 =1
de donde concluimos que e; = d; para i € {1,...,n}. Por tanto, obtenemos que
Gl =]]di=]]e =5
i=1 i=1
es decir, G = H. O

Observaciéon 6.3.8. Shephard-Todd demostré el Teorema 6.3.7 primero clasificando los gru-
pos finitos generados por pseudorreflexiones. Luego analizd caso por caso con lo que pudo
verificar el Teorema 6.2.1. Mas tarde, Chevalley proporcioné una demostracion conceptual.

Los grupos finitos generados por pseudorreflexiones juegan un papel importante no solo en
la teorfa de invariantes, sino también en la teoria de representaciones de grupos finitos de tipo
Lie.

Ejemplo 6.3.9. Un ejemplo de representacién por reflexiones irreducible es la accion del
grupo diedral Dy, que consideramos en el Ejemplo 5.2.6.

Ejemplo 6.3.10. Otro ejemplo de este tipo de representaciones puede visualizarse mediante
el grupo de permutaciones §,,. Consideremos la representacién

S, — GL,(K)
o— M

donde M es una matriz de permutacién que actia permutando las columnas de I,,.

Puesto que S, estd generado por trasposiciones 7;; = (i,7) y la matriz de permutacién
de 7;; es una reflexién deducimos que S[V]°" es un anillo de polinomios en n variables y
S[V]°» = K[polinomios simétricos|, que ya vimos en el capitulo de anillos invariantes que era
un anillo de polinomios.
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Por otro lado existe la representacién de S, en dimensiéon n — 1

Dy(o) : K" —s K71
€ — €o(i)

donde e,, = —(e; + ...+ €,_1). Puesto que
K"/{e;+...+e,) 2 K"

existen polinomios invariantes algebraicamente independientes {fi,..., f,_1} € S[V]°" tales
que S[V]*" = K|fi,..., fn_1). Partiendo de X; + ...+ X,, = 0 y de los primeros n-ésimos
polinomios simétricos elementales obtenemos

s XX+ X Xs+ . 4+ XX =—(Xo+ .+ X)) Xo— (Xo+. . .+ X)X — ... — (Xo+
e X)X+ X X+ X X

n XXX+ X0 XoXg+. 4+ X 0 X 1 X, = —(Xo+. .+ X)) X0 X — (Xo+. .+ X)) Xo Xy —
= (Xt X)X X+ X XX+ + X e X1 X

Y de esta forma
n i =X2 4+ X0+ X2+ (n—-2)Xo X3+ (n—2)Xo Xy + ...+ (n—2)X, 1 X,

. f2 = <X2 + X3>X2X3 + <X2 + X4)X2X4 +...+ (Xn—l + Xn)Xn—an + (n - 2)X2X3X4 +
(TL — 2)X2X3X5 + ...+ (n — Q)Xn_QXn_an

Después del anélisis del Teorema de Shephard-Todd y su aplicacién en la teoria de represen-
tacion, hemos llegado a la conclusion de que si es posible caracterizar aquellas representaciones
cuyo anillo invariante es un anillo de polinomios. Ademas, esta caracterizacién nos abre nue-
vas vias de investigacion para poder explorar las propiedades de estas representaciones otros
contextos més generales.

Sara Aguado Delgado 53



CAPITULO 6. ANILLOS DE POLINOMIOS INVARIANTES

Sara Aguado Delgado

o4



Bibliografia

1]

2]

[10]

[11]
[12]
[13]

[14]

[15]

Emil Artin. Galoissche Theorie, volume 28 of Math.-Naturwiss. Bibl. Teubner Verlags-
gesellschaft, Leipzig, 1959.

Michael F. Atiyah and I. G. Macdonald. Introduction to commutative algebra. Reading,
Mass.-Menlo Park, Calif.-London-Don Mills, Ont.: Addison-Wesley Publishing Company
(1969)., 1969.

D. J. Benson. Polynomial invariants of finite groups, volume 190 of Lond. Math. Soc.
Lect. Note Ser. Cambridge: Cambridge University Press, 1993.

Siegfried Bosch. Algebraic geometry and commutative algebra. Universitext. London:
Springer, 2nd edition edition, 2022.

Félix Delgado, Concha Fuertes, and Sebastian Xambé. Introduccion al Algebm. Paraninfo,
Madrid, 22 ed. edition, 2021.

Harm Derksen and Gregor Kemper. Computational invariant theory, volume 130 of
Encycl. Math. Sci. Berlin: Springer, 2002.

James E. Humphreys. Refilection groups and Cozeter groups, volume 29 of Camb. Stud.
Adv. Math. Cambridge: Cambridge University Press, 1992.

Nathan Jacobson. Lectures in abstract algebra. III: Theory of fields and Galois theory.
3rd corr. printing, volume 32 of Grad. Texts Math. Springer, Cham, 1980.

Serge Lang. Algebra. Reading, Mass.: Addison-Wesley Publishing Company, Inc., XVIII,
508 p. (1965)., 1965.

Saunders Mac Lane. Categories for the working mathematician., volume 5 of Grad. Texts
Math. New York, NY: Springer, 2nd ed edition, 1998.

Jirgen Miiler. https://www.math.rwth-aachen.de/ juergen.mueller/, 2024.
M. Nagata. On the 14th problem of Hilbert. Sugaku 12 (1960/61), 203-209 (1961)., 1961.

Mara D. Neusel and Larry Smith. Invariant theory of finite groups, volume 94 of Math.
Surv. Monogr. Providence, RI: American Mathematical Society (AMS), 2002.

D. G. Northcott. Lessons on rings, modules and multiplicities. Cambridge: Cambridge
University Press, reprint of the 1968 hardback ed. edition, 2008.

Peter Webb. A course in finite group representation theory, volume 161 of Camb. Stud.
Adv. Math. Cambridge: Cambridge University Press, 2016.

Sara Aguado Delgado 55



