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Resumen

La valoracién de derivados financieros es un problema de gran relevancia en
la sociedad actual. En este trabajo, se presentaran las herramientas matematicas
fundamentales, basadas en la Teoria de la Probabilidad y los Procesos Estocasticos,
necesarias para modelar un mercado financiero. Se explicaran los modelos de Black-
Scholes y Heston. Posteriormente, se describiran los modelos de redes neuronales
y se expondran los resultados obtenidos al aplicarlos para aproximar el precio de
una opcién Call Europea viendo su potencialidad para el problema de valoracion
en tiempo real.

Abstract: The valuation of financial derivatives is a problem of great relevance
in today’s society. In this paper, the fundamental mathematical tools, based on
Probability Theory and Stochastic Processes, needed to model a financial market
will be presented. The Black-Scholes and Heston models will be explained. Sub-
sequently, the neural network models will be described and the results obtained
by applying them to approximate the price of a European Call option will be
presented, showing their potential for the real time trade valuation problem.
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Introduccion

Los derivados financieros son unos instrumentos cuyo valor se determina a
partir del precio de otro activo del mercado, conocido como subyacente. Aunque
diversas formas de derivados financieros han sido objeto de negociacion desde la
Antigiiedad, no fue hasta 1697 que aparecen los primeros registros de un mercado
de futuros y derivados organizado y regulado con la Bolsa de Arroz de Dojima, en
Osaka, Japon.

Este mercado sent6 las bases para el desarrollo posterior de mercados financie-
ros mas sofisticados, introduciendo la idea de contratos estandarizados y regulados
y, utilizando los derivados financieros de manera pionera en el comercio del arroz,
un producto vital para la economia japonesa. A través del uso de contratos deriva-
dos, se lograba mitigar la incertidumbre causada por factores impredecibles como
el clima, las plagas y las variaciones en la oferta y demanda, lo que contribuia a
estabilizar los precios para los consumidores finales.

Antes del ano 1900, debido a la ausencia de modelos matematicos avanza-
dos, el precio de los derivados solia determinarse de manera intuitiva mediante
estimaciones imprecisas que realizaban los comerciantes basadas en su experiencia
previa sobre la oferta y la demanda futuras. Fue en ese ano cuando Louis Bachelier
(1870-1946), bajo la supervisiéon de Henri Poincaré, introdujo en su tesis docto-
ral titulada Theorie de la Speculation los fundamentos matematicos para poder
valorar opciones de manera sisteméatica y rigurosa.

Bachelier no obtuvo un reconocimiento significativo en vida, sin embargo, sus
trabajos fueron adelantados a su tiempo ya que fue pionero en la aplicacién de la
Teoria de la Probabilidad y los Procesos Estocasticos al estudio de los mercados

financieros. No obstante, la teoria de Bachelier no se ajusta de manera adecuada
a la realidad del Mercado.

En 1973, Fischer Black y Myron Scholes en [7], y de manera independiente
Robert Merton en [26], desarrollaron un marco tedrico para la valoracién de op-
ciones asumiendo que los activos del mercado seguian un movimiento browniano
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geométrico, hecho que se ajustaba mejor a las observaciones empiricas del mercado.

Estas innovaciones tedricas coincidieron con la inauguracién del CBOE (Chica-
go Board Options Exchange), la primera bolsa de opciones del mundo, establecida
en 1973 en Chicago, Estados Unidos. Esta circunstancia condujo a la rapida adop-
cion del modelo de Black-Scholes como un método efectivo de valoracion. Como
resultado de sus contribuciones, Scholes y Merton fueron galardonados en 1997
con el Premio Nobel de Economia, aunque Black no pudo recibirlo debido a que
los premios Nobel no se otorgan de forma péstuma, y él fallecié dos anos antes.

El modelo de Black-Scholes presenta una serie de limitaciones que hacen que
sus valoraciones no encajen del todo con la realidad observada, por ejemplo, en
periodos de alta volatilidad en el mercado. Esto ha impulsado el desarrollo de
nuevos modelos mas complejos y realistas pero que requieren de métodos numéricas
para su resolucion.

En la actualidad, los métodos numéricos utilizados abarcan una amplia gama,
que incluye desde la resolucién numérica de ecuaciones diferenciales en derivadas
parciales hasta técnicas de simulacién estadistica. En esta memoria, se examinard
el potencial de uso de las redes neuronales como herramienta para la valoracion
de productos financieros en tiempo real, problema conocido como real-time trade.
Aunque las redes fueron planteadas por primera vez en la década de 1950, su
importancia comenzo a aumentar significativamente hacia mediados de la década
de 1980. Esto se debio al desarrollo del algoritmo de Backpropagation y los avances
en la capacidad computacional, lo cual permitié su aplicacion efectiva a una amplia
gama de problemas.



Capitulo 1

Mercados y Derivados Financieros

En este capitulo se describiran los principales elementos, de un mercado finan-
ciero, haciendo énfasis en los derivados. También se introducira el problema de
valoracién de un derivado y las herramientas matematicas e hipdtesis necesarias
para la modelizacién del mismo.

1.1. Definiciones y Primeras Propiedades

Un Mercado es un lugar donde se encuentran individuos con necesidad de un
bien junto con otros individuos que tienen un excedente de dicho bien.

Un Mercado Financiero es, por tanto, un mercado en el que se negocian e
intercambian instrumentos financieros.

En un mercado, el dinero existe para facilitar las transacciones y establecer los
precios de los productos que se negocian en él. Por ejemplo, a las diferentes mo-
nedas que emiten los Estados, se las denominan divisas. Las divisas conforman un
instrumento financiero, ya que pueden ser intercambiadas entre si mediante tipos
de cambio que fluctiian de manera constante en funcién de los factores econémicos
y socio-politicos de cada nacion.

Las materias primas o commodities también se negocian en un mercado finan-
ciero, debido a que representan una forma de valor con uniformidad. Entre las
commodities mas negociadas estan los productos agricolas como el trigo y el café,
los metales como el oro y el cobre, y los recursos energéticos como el petrédleo y
el gas natural. Los precios de las materias primas son en general, impredecibles
debido a la influencia de factores geopoliticos, econémicos y ambientales.

Otro de los motivos por el que las personas e instituciones suelen acudir a
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14 1.1. DEFINICIONES Y PRIMERAS PROPIEDADES

los mercados financieros es para obtener liquidez. Para ello se pueden emplear los
bonos, que son instrumentos financieros que, a cambio de un préstamo de capital
al emisor del bono, ofrecen en una fecha futura la devolucién del capital prestado
junto unos intereses fijados de antemano. Como en general, el retorno futuro de
un bono es conocido, se dice que es un Activo Libre de Riesgo.

El retorno final de un bono esta completamente determinado al principio de la
inversion. Por comodidad se supondra que todo activo libre de riesgo se comporta
igual que un bono, en el que si se invierte un capital Cj en el instante ¢, este
devuelve Coe" T en el instante T con t < T, donde 7, es lo que se conoce como
el tipo de interés libre riesgo.

Otra forma de obtener liquidez para una compaiia es, por ejemplo, la emisién
de acciones. Al emitir acciones en el mercado financiero, la compania esta ofre-
ciendo una participacién de propiedad a los inversores a cambio de capital. Esta
participacion concede ademas a los accionistas la posibilidad de participar en la
toma de decisiones de la compania mediante el derecho a voto en junta de accio-
nistas, asi como el derecho a recibir dividendos, que son pagos que la compania
efectiia como compensacién por su inversion a los accionistas con motivo de distri-
buir las ganancias obtenidas en un periodo determinado. El precio de una accién
se puede ver afectado por el desempeno de la empresa o por el estado general de
la economia. Como el futuro no se conoce a priori, el valor de cada participacion
varia de forma a veces impredecible, por lo que la inversiéon en acciones supone
una inversiéon con riesgo para el accionista.

La gestion del riego es, de hecho, uno de los principales motivos por el que los
los individuos acuden a los mercados financieros. Para desarrollar estrategias de
cobertura ante el riesgo (Hedging), existen unos instrumentos financieros denomi-
nados Derivados, que consisten en contratos cuyo valor se determina en funcién
del precio de otro activo del mercado, denominado Activo Subyacente del deriva-
do. Los activos subyacentes pueden de ser de diversos tipos, incluyendo acciones,
bonos, commodities, divisas, etc.

Los derivados permiten a una de las partes del contrato transferir un riesgo a
cambio del pago de una prima, a otra parte que este dispuesta a asumirlo a cambio
del pago de esa prima.

El derivado financiero mas simple que existe es el Futuro. Este contrato obliga
a una de las partes a comprar, y a la otra a vender, una cantidad especifica del
activo subyacente a un precio previamente acordado en una fecha futura especifica,
conocida como vencimiento o maturity. Si este tipo de derivado se negocia fuera
de un mercado financiero organizado, como una bolsa de valores, se denomina
contrato forward.
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Las Opciones, son otro tipo de derivado que, a cambio del pago de una prima,
ofrecen al comprador de la opcién el derecho, pero no la obligacién, de comprar
(Opcién de Compra o Call) o vender (Opcién de Venta o Put) una cantidad
especifica del activo subyacente por el precio de ejercicio o Strike que se haya
fijado.

Dentro de las opciones, existen diferentes clases de contratos en funcién de las
condiciones que ofrecen. Los tipos de opciones mas negociados son:

e Opcion Europea: Este contrato otorga al comprador de la opcion el derecho de
comprar (Call) o vender (Put) el activo subyacente, por el precio de ejercicio
acordado, unicamente en una fecha futura 7' denominada vencimiento. El
titular de la opcién, tinicamente ejerce su derecho (i.e. ejecuta la opcién) si
el valor de la opcién en el vencimiento (su payoff) le es favorable.

Si se considera una Call Europea de strike K, entonces el payoff de dicha
opcién viene dado por

méx(S(T) — K, 0), (1.1)

donde S(T') es el valor del activo subyacente en el vencimiento.

Si se considera una Put Europea de strike K, su payoff viene determinado
por la expresion

méx(K — S(T),0). (1.2)

En la Figura [1.1] se puede ver representado, a la derecha, el diagrama del
payoff de una opcién de compra Europea con strike 100 en funcién del valor
del activo subyacente en el momento del vencimiento. A la izquierda de la
figura, se muestra lo mismo pero para la Put Europea.
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50 4 —— Payoff de la Call Europea 50 4 —— Payoff de la Put Europea
-- Strike = 100 ---- Strike = 100
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Precio del Activo Subyacente en el Vencimiento Precio del Activo Subyacente en el Vencimiento

(a) Call Europea (b) Put Europea

Figura 1.1: Payoffs de una opcién Europea de strike K = 100 en funcién del precio
del activo subyacente en el vencimiento.

e Opcion Americana: La opcién americana, es similar a la Europea con la di-
ferencia de que la opciéon americana se puede ejercer en cualquier instante
anterior o igual al vencimiento, y no unicamente en la fecha de vencimiento
como en el caso de la opcién Europea.

e Opciéon Bermuda: La opcion bermuda combina caracteristicas de las opciones
europeas y americanas. Permite comprar o vender una cantidad especifica del
activo subyacente por el precio de ejercicio que se haya fijado, pero unica-
mente en una serie de fechas de ejercicio establecidas de antemano.

e Opcion Asiaticas: Las opciones que se han detallado hasta ahora, cuando se
ejecutan, se liquidan con el valor exacto del activo subyacente en la fecha de
vencimiento. Sin embargo, las opciones asiaticas dependen del valor medio
que haya tenido el activo subyacente durante la vigencia del contrato.

Este tipo de contratos permite a los inversores apostar por la tendencia que
puede tener el precio de cierto activo, sin preocuparse por las posibles fluc-
tuaciones extremas que pueda presentar en fechas cercanas al vencimiento.

e Opcion Barrera: El payoff de las opciones barrera se realiza si y solo si, el
precio del activo subyacente alcanza (o no ha alcanzado), un valor previa-
mente acordado, llamado valor barrera, antes de la fecha de vencimiento de
la opcion.

Las opciones barrera se clasifican principalmente en dos tipos: knock-in, si
el payoff se cobra (en el vencimiento) si el precio del subyacente alzanza la
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barrera a lo largo de la trayectoria y, knock-out si el payoff deja de cobrarse
si el precio del subyacente alcanza la barrera.

En un mercado financiero, se permite que los individuos tomen posiciones
largas o cortas en los diferentes activos financieros. Una posicion larga supone la
compra de un activo con la expectativa de que su valor aumente en el futuro, lo
que permite obtener ganancias al venderlo a un precio mas alto. Por otro lado,
una posicién corta implica vender un activo que el inversor no posee realmente en
el momento de la venta, con la intencion de comprarlo mas tarde a un precio mas
bajo para obtener ganancias. Esta practica, conocida como “vender en corto” o
(short-selling), se permite en los mercados financieros y posibilita a los inversores
beneficiarse de caidas en el precio de los activos (por ejemplo mediante futuros).

Los inversores en el mercado financiero no estan restringidos a mantener una
posicién en un solo activo. Tienen la capacidad de desarrollar estrategias diversifi-
cadas mediante la compra y venta de una variedad de activos de diferentes clases.
Esta coleccién de inversiones variadas se conoce como Portfolio (o portfolio de
inversién).

1.1.1. La Hipédtesis de No Arbitraje

Aunque existen varias definiciones similares, esencialmente, una oportunidad
de arbitraje es una estrategia financiera que, en un escenario con riesgo (i.e del
que se desconoce su evolucion futura), permite obtener ganancias sin necesidad de
un aporte inicial de capital.

La hipétesis de No Arbitraje asume la inexistencia de oportunidades de ar-
bitraje en un mercado financiero. El fundamento de esta hipdtesis, consiste en el
hecho de que si existiera una diferencia de precios entre dos activos que supues-
tamente deberian de ser iguales, esta no podria existir de manera sostenida en el
mercado, ya que los inversores del mercado explotarian rapidamente esta oportu-
nidad, ajustando los precios en el proceso y haciendo desaparecer la oportunidad
de arbitraje.

En el contexto de la valoraciéon de derivados financieros es fundamental asu-
mir la hipétesis de no arbitraje. Esta suposicion permite, a partir de principios
econdmicos inmediatos, obtener una serie de resultados que tienen que cumplir ne-
cesariamente los precios de algunos derivados para evitar incurrir en oportunidades
de arbitraje.

Para los siguientes resultados, se fija el convenio de que los flujos de capital
que representan ingresos o ganancias son positivos y que los flujos de capital que
representan egresos o pérdidas son negativos.
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Proposicion 1.1. El tipo de interés libre riesgo es unico.

Demostracion. Supongamos que existen dos activos libres de riesgo con tipos de
intéres ry y ro respectivamente. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que
r <Ta.

Es posible conformar un portfolio vendiendo en corto una cantidad A del bono
con el menor tipo de interés (esta operacion es equivalente a pedir prestadas A
unidades monetarias a un banco) y reinvirtiéndolo en la compra del bono con el
tipo de interés mayor.

Valor en t Valor en T’
Venta Bono r; A —Aen(T=1)
Compra Bono 7y —A Aer2(T=1)
Neto: 0 Aer2T= — eni(T=1) >

Tabla 1.1: Ejemplo de oportunidad de arbitraje con dos tipos de interés libres de
riesgo.

Entonces, como se observa en la Tabla [I.1] sin necesidad de un aporte inicial
de capital y sin ninguna incertidumbre, se obtiene una cantidad estrictamente
positiva de dinero, lo que es absurdo si se asume que en el mercado no pueden
darse oportunidades de arbitraje. O

Para el siguiente resultado, se denota por C(t) al precio que tiene en el instante
t una opcién Call Europea, negociada sobre el activo subyacente .S, de vencimiento
T y strike K. De la misma manera, se denota por P(t) al precio que tiene en el
instante ¢ una opciéon Put Europea, negociada con el mismo strike K, vencimiento
T y sobre el mismo activo subyacente S que la Call anterior.

Entonces, con la notacion que se ha introducido, se tiene el siguiente resultado.

Proposicién 1.2 (Paridad Put-Call). Para todo t < T se tiene que:

P(t)=C(t) + Ke "™ — S(t). (1.3)

Demostracion. Se razona por reduccion al absurdo.
Supongamos que —P(t) + C(t) + Ke "7~ — S(t) = A > 0.

Si en el instante ¢ se crea un portfolio mediante la compra de una Put Europea,
la venta de una Call Europea, la compra de una unidad del activo S y la venta de
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un bono por valor de Ke ""=% se obtiene un portfolio con el flujo de caja que
aparece representado en la Tabla

Valor en ¢ Valor en T’
Compra Put —P(t) max(K — S(T),0)
Venta Call C(t) —max(S(T) — K,0)
Venta Bono | Ke (7% ~-K
Compra Activo |  —S(t) S(T)
Neto: A>0 0

Tabla 1.2: Portfolio del Caso A > 0.

En la Tabla se puede observar también que el valor del portfolio en el
vencimiento 7" es 0, ya que siempre se cumple que

max(K — S(T),0) —max(S(T) — K,0) = K — S(T), (1.4)
independiente del valor desconocido S(T').

Entonces, si como se muestra en la Tabla[1.3] en ¢ se vende el portfolio por su
valor A y se reinvierte esa cantidad en la compra de un bono,

Valorent | ValorenT
Venta Portfolio A 0
Compra Bono —A Ae (Tt
Neto: 0 Ae"T-D >

Tabla 1.3: Oportunidad de arbitraje si no se da la paridad Put-Call.

se demuestra que, sin necesidad de un aporte inicial de capital y sin ninguna
incertidumbre, se obtiene una cantidad estrictamente positiva de dinero, lo que
incumple la hipdtesis de no arbitraje.

El caso A < 0 se razona de manera andloga al caso anterior pero conformando
esta vez el porfolio mediante mediante la venta de una Put, la compra de una Call,

la venta de una unidad del activo S(t) y la compra de un bono por Ke 774,

]

En [14] se presenta un compendio completo de resultados obtenidos inicamen-
te a partir de la aplicacién de la hipdtesis de No Arbitraje. No obstante, estos
resultados por si solos no son suficientes para la valoracion de derivados, ya que
es un problema que, para su tratamiento, requiere de un aparato matematico mas
complejo
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1.2. Modelizacion Matematica

En estas seccion se introduciran las herramientas matematicas necesarias abor-
dar el problema de determinar el precio de una opcion.

1.2.1. Procesos Estocasticos y Calculo de It6é.

Para estudiar la valoracién de derivados financieros en tiempo continuo, se
modelizaran los precios de los activos del mercado como procesos estocasticos
continuos. Para ello, se recuerdan las siguientes definiciones de Teoria de la Pro-
babilidad y del Célculo Estocastico (un desarrollo detallado de los resultados aqui
presentados se puede encontrar en [5] y [0]).

Definicién 1.3. Sea 2 un conjunto arbitrario. Un subconjunto no vacio F C P(2)
se dice que es una o-dlgebra de 2 si satisface:

1. Qe F.
2. Si A € F, entonces Q \ A € F. (Cerrada para complementarios.)
3. Si{Ak}2, C F,entonces ;- Ax € F. (Cerrada para uniones numerables.)

Definicién 1.4. Sea (€2, F) un espacio medible. Se dice que la aplicaciéon P : @ —
R es una medida de probabilidad sobre (€, F) si satisface:

1LO<PA)<1IVAETF
2. P(@) =0y PQ) =1

3. Para toda sucesiéon {A;}2, C F de conjuntos disjuntos dos a dos se tiene
que:

IF’( O Ak> - i]P’(Ak).

A la terna (2, F,P) se la denomina espacio de probabilidad.

Definicién 1.5. Sea € C (). Se define la o-dlgebra generada por £ en €2, que
denotaremos por (€), a la interseccién de todas las o-algebras de € que contienen

acf.

Se llama o-algebra de Borel de R™ a la g-algebra generada por la topologia
usual de R”. Se denota por B(R").
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Definicién 1.6. Sean F C P(2) una o-algebra de Q y A C  un conjunto no
vacio. La o-dlgebra de A, F4 = {FNA: F € F} recibe el nombre de o-dlgebra
inducida en A por F.

Para T' > 0 se denota por B([0,7]) a la o-dlgebra inducida en [0,7] por la
o-algebra de Borel de R.

Definicién 1.7. Sea (2, F,P) un espacio de probabilidad y T un conjunto. Un
Proceso Estocdstico X es una coleccién de variables aleatorias { X (t) }ser definidas
en (2, F,P) y con valores en R™.

A P se la suele llamar la medida fisica de probabilidad.

Nota. Generalmente T se suele interpretar como un conjunto de indices que es-
pecifica los momentos en el tiempo en los que se observa el proceso. T puede ser
finito o N (en tal caso se denomina proceso discreto), pero también puede ser [0, T
0 [0,00), en cuyo caso, se denomina proceso en tiempo continuo.

Observacién 1. Un proceso estocastico se puede interpretar como una aplicacion

X: QxT — R"
(w,t) — X(t,w)

Para cada w € Q, a la funcién X (w,-): T — R" se la denomina realizacion o
trayectoria del proceso.

Definicién 1.8. Se dice que una variable aleatoria real X sigue una distribucion
normal de media p y desviacién tipica o si tiene funcién de densidad dada por:

1

oV 2T

%) zeR. (1.5)

fx(x) = exp ( -

En este caso, se denota X ~ N (u, ).

Definicién 1.9. Sea X una variable aleatoria continua con funcién de densidad
fx. Se define la funcion caracteristica de la variable X por

ox(t) = B[] = /Re“XfX(t)dt, vVt e R. (1.6)

El siguiente resultado, que se empleard posteriormente, se puede encontrar en

7.

Teorema 1.10 (Teorema de Inversién de Gil-Peldez). Sea X una variable aleatoria
con funcion caracteristica ©x.
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Entonces se tiene que st Fx es la funcion de distribucion de X, esta viene
dada por

1 1 00 —itx
FX(:”):E_%/O Im[efgpxw]dt, zeR. (1.7)

Definicién 1.11. Un proceso estocéastico continuo W se denomina Movimiento
Browniano o Proceso de Wiener si verifica que:

1. W(0)=0
2. Para todo s < t se tiene que W(t) — W (s) ~ N (0,v/t — s).

3. W tiene incrementos independientes. Es decir, si r < s <t < u entonces las
variables aleatorias W (u) — W(t) y W(s) — W (r) son independientes.

4. La trayectoria de W es continua.

El objetivo es describir la dindmica de un proceso que se aproxima localmente
por un término determinista y otro que sigue un proceso de Wiener, cuya dinamica
viene dada por:

, (1.8)

dX(t) = p(t, X(t))dt + o(t, X (t))dW (t)
X(0)=a

donde a p(t, X (t)) se le denomina drift y o(t, X (t)) es un término de difusién que
modeliza la amplitud que la componente gaussiana tiene en cada instante.

Dado un proceso estocastico X, es importante precisar el concepto de la in-
formacion generada por X. Para ello, se introduce el concepto de filtracion.

Definicién 1.12. Sea (€2, F,P) un espacio de probabilidad y sea I un conjunto
de indices totalmente ordenado. Una filtracién en (2, F,P) es una coleccién de
o-dlgebras de F, F = {F;}ics tales que

Fir € Fj para cada k < j.

Definicién 1.13. Sea {X(t)};>0 un proceso estocéstico definido en el espacio de
probabilidad (€2, F,P). Se define la o-dlgebra generada por X en el intervalo [0, t]
como

FX = U({X(s): 0<s< t}) ,
es decir, la menor o-dlgebra de € que contiene a {X(s): 0 < s < t}.

Si A € F/X, se dird que A es F;¥-medible.



CAPITULO 1. MERCADOS Y DERIVADOS FINANCIEROS 23

Observacién 2. Para un proceso estocastico { X (t)}¢>o definido en (2, F,P), la
coleccién {FX}i>o es una filtracion de (Q, F, P).

Definicién 1.14. Sea {X(t)}+>¢ un proceso estocéstico definido en el espacio de
probabilidad (€2, F,P) y sea {F;* };>0 una filtracién de (2, F,P).

Diremos que el proceso {Y (t) }+>¢ estd adaptado a la filtracion {FX }i>¢ si para
todo t > 0 se tiene que
Y(t)e R

Definicién 1.15. Sea {X(t)}+>0 un proceso estocéstico definido en el espacio de
probabilidad (2, F,P) y sea F = {F;}:>o una filtracién en (2, F,PP). Se dice que
el proceso estocdstico X es una {F; }>o-martingala si se satisface que:

1. X estd adaptado a la filtracion {F;}>o.
2. E[|X(t)|] < oo para todo t > 0.
3. E[X (¢)|Fs] = X(s) para todo s,t con s < t.

Es natural interpretar la expresion ([1.8) como la ecuacién integral
t t
X(t)=a+ / w(s, X(s))ds + / o(s, X(s))dW(s). (1.9)
0 0

No obstante, el tercer término de la derecha no se puede interpretar como
una integral de Riemann-Stieltjes en el sentido usual, ya que las trayectorias del
proceso de Wiener son localmente no acotadas.

Como se expone en [22], en la década de 1940, el japonés Kiyoshi It6 desarrolld
una teoria de integracion estocastica para abordar el problema anterior, la cual se
conoce como el Célculo de Ito.

Una construccion completa de la integral estocastica de It6 para un proceso de
cuadrado integrable arbitrario se puede encontrar en [§], aunque esquemdticamente
se procede de la siguiente manera, como se presenta en [0].

Definicién 1.16. Sea {W(t)};>¢ un proceso de Wiener. Un proceso estocastico
g se dice que pertenece a L%([a,b]), o que es de cuadrado integrable en [a,b], si
verifica que:

1. f;E[gQ(s)]ds < 00.

2. g esta adaptado a la filtracion {F}V }4>o.
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Definicién 1.17. Se dice que un proceso estocéstico g € L?([a,b]) es simple si
existe una sucecién determinista de puntos a =ty < t; < --- < t, = b tales que

g(s) = g(tx) para todo s € [tg,tri1) -

Definicién 1.18. Para un proceso estocéstico simple g € L?([a,b]) se define la
integral estocdstica de Ito como

n—1

/mwwmziywmwwn4wmy

k=0

Entonces, en primer lugar, se demuestra que para un proceso g € L*([a,b])
existe una sucesién {g,}>°, de procesos simples de L?([a,b]) tales que

b
LM@@—wﬂm—w.

Asi mismo, se prueba que la variable aleatoria Z,, = ff gn(s)dW (s) esta bien
definida y que existe una variable aleatoria Z tal que Z,, —— Z en L2.

n—oo
Por 1ltimo, se define la Integral Estocdstica de Ito por
b b
/ g(s)dW (s) = T [ ga(s)dW(s).

n—oo a

Definicién 1.19. Sea {X (t) };>0 proceso estocastico definido en el espacio de pro-
babilidad (€2, F,P).

Se dice que X es un Proceso de Ito si existen un proceso de Wiener {W (t)}+>o,
un proceso estocistico K adaptado a la filtracién {F}V },»o tal que [ |K(s)|ds < oo
y un proceso H € L*([0,t]) para todo ¢t > 0 tales que permiten que X admita la
representacion:

X(t)=X(0)+ /tK(s)ds + /tH(s)dW(s) para todo t >0, (1.10)

o escrita en forma diferencial

dX () = K(t)dt + H(t)dW (t).

De acuerdo con [14], si un proceso de It6 admite dos representaciones, entonces
estas coinciden casi seguro.
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Proposicién 1.20. Sea X un proceso de Ito que sigue la dindmica dada por:

dX(t) = p(t)dt + o(t)dW (t),
Entonces, X es una martingala si, y solamente si u(t) =0 casi siempre.

Demostracion. Supongamos que X es una martingala, entonces, por definicion se
tiene que

E[X () Fs] = X(s).

Aplicando la definicién de proceso de Ito y la linealidad de la esperanza con-
dicionada se cumple que

E[X (t)|F)] = E[X(s) + / tu(u)dqu / ta(u)dW(u)‘fs}

= X(s) +E[/:u(u)du‘}"s] + E[/Sta(u)dW(u))fs}
= X(s).

A partir de la definicién de proceso de Wiener se sigue que

E[/Sta(u)dW(u)’FS} ~0,

por lo que necesariamente se tiene que cumplir que

E[/gtu(u)du‘fs] =0,

con lo cual, aplicando las propiedades de la esperanza condicionada, se comprueba
t . . .

que fs p(u)du = 0 c.s, y por las mismas razones, se tiene que verificar que = 0

casi siempre.

Si se supone que p = 0 casi siempre, entonces la dindmica del proceso X viene
dada por

dX(t) = o(t)dW(t).
Entonces

BX01F] = E[X()+ [ otwiw|7] = X6),

por lo que X es una martingala.
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Proposicién 1.21 (Lema de It6). Sea X un proceso de Ité que sigue la dindmica
dada por:

dX (t) = p(t)dt +o(t)dW(t), (1.11)
y sea f: (0,00) x R — R de clase C**. Entonces, f(t, X(t)) verifica que:
0 0 1 0
df(t, X (1)) = (a—{+ﬂa—f+— - “ﬁ)dt+ ai W(t) . (1.12)

Demostracion. Para no recargar la memoria, no se realizard una demostracion
exhaustiva (que se puede encontrar en [I0] y en [31]) sino que se presentara una
aproximacién de la misma que aparece en [6].

En virtud de la férmula de Taylor para funciones de varias variables (ver [15]),
para cada (tg, zo) € R? y r > 0 se tiene que:

F(6,2) = Flto,z0) + S (t,2)(¢ — t0) + 52 (6, ) — )
+ %(%(t, D)t —to)? + a—‘];(t )z — )2 + 2§x£t(t,a:)(t ~ to)( — x0) )
+o(||(t — to, x — m0)|*), V(t,z) € B((to, zo),7) -

Denotando Af = f(t,z)— f(to, x0), At = (t—ty), Az = (x—x) y permitiendo
un pequeno abuso de notacién, se puede reescribir la expresién anterior como:

Af = 8f At + 8fA
ox
>*f 32f >*f
+ - (at2 (A0 + S5 (M) + 2 AtAr)
+o(l[(t — to,x — z0)[*) -
Haciendo tender r hacia 0, se obtiene que:
af of °f >*f >*f
df = Srdt+ Sdo+ ( s (A1) + 25 (d)? + 2t )
donde sustituyendo x por el proceso de [to X, se llega a que
) f of 10%f 10%f *f
df = dt + 8_de + §W(dt) 392 (dX) aIatahde. (1.13)

Por la definicién de ([1.11f), formalmente se tiene que:

(dX)? = p?(dt)* + 2uo (dt) (dW) + o*(dW)?. (1.14)
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Entonces, sustituyendo (1.11)) y (1.14) en (1.13]) y desarrollando, se tiene que:

_of of
df —Edt + 8_x<udt + odW)
1 an 2 2 2 2
1977 1.15
+555 (u (d6)? + 2uodtdW + o*(dW) ) (1.15)
10%f  0°f
20 T deot

(u(dt)2 + adtdW) .

Como se menciona en [6], los términos que contienen (dt)? y dtdW son despre-
ciables respecto a los términos que contienen dt. Entonces, probar que (dW)? = dt
es equivalente a demostrar (|1.12]).

Para ello, como se muestra en [0] y en [37], se considera una subdivisién del
intervalo [0, t] en n partes iguales, de maneraque 0 =ty < t; < ... <t,_; <t, =t,
donde t, = % Para cada subdivision, se define la variacion cuadrdtica del proceso
de Wiener W por:

n

5= (Wt) - W(tk_1)>2. (1.16)

k=1

Como W es un proceso de Wiener, se cumple que W (t)—W (t_1) ~ N (0, \/%> ,

entonces se tiene que:

E[W () = W(ts-1)] =

S+ <

Como:
Var[W (ty) — W(ty1)] = E [(W(tk) - W(tk_l))Q] —E[W () — W (t,1))?,
se obtiene que:

E[(W(tk) — W(tk1)>2} = % para cadak=1...,n. (1.17)

Entonces, aplicando la linealidad de la esperanza se obtiene que:

n

E[S,] = Zn:]EKW(tk) _ W(tk_l))Q] ey (1.18)
k=1
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Para calcular la varianza de S,,, se acude al hecho de que los procesos de Wiener
tienen incrementos independientes, con lo cual:

Var|S, ZV&I[( W(tk_1)>2} .

Puesto que:
2

var[(W(tk)—W(tkl))Q} :E[<W(tk)—W(tk1))4] —E[(W(@)—W(@ﬁﬂ ,

y, como es conocido que el momento central de orden cuatro de una variable
aleatoria normal Z ~ N (0, ) es E[Z%] = 302, se tiene que:

Var[(W(tk) - W(tk_1)>2} = 3<£>2 - (£>2 = 2<£>2 paracada k=1,....,n

n n n

Con lo cual, se tiene que:

n

Var[S,] = 2<3>2 _2 (1.19)

n n n—oo
k=1
por lo tanto, se ve que cuando n — oo, S, tiende hacia el limite ¢ con varianza 0,

por lo tanto, en virtud de la construccién que se ha descrito antes para la integral
estocastica de Ito, se puede considerar que:

/0 t(dW)2 =

(dW)?* = dt . (1.20)

o equivalentemente:

Asi pues, despreciando en (1.15) los términos que contienen (dt)? y dtdW,
sustituyendo (dW)? por dt y reordenando los términos, se tiene que:

of

of of 1 of
ox

df = (G5 + s + 50 8f>dt+

como se queria demostrar. O

Se puede dar una versién de este resultado en varias variables (ver [6] y [31]).
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Definicién 1.22. Un proceso n-dimensional de It6 es un proceso vectorial X =
(X1, -+, X,)T donde cada componente X; sigue un proceso estocéstico dado por

dXi(t) = p;(t)dt + znj o ()W () |

y donde cada dW; denota a un proceso de Wiener que tiene una correlacion con el
resto de procesos denotada por

pijdt = Cov(dWi, dW;),  j=1...,n.
Proposicién 1.23 (Lema de It6 Multidimensional). Sea X un proceso de Ito n-

dimensional y sea f: (0,00) x R" — R de clase C'*. Entonces, f(t, X (t)) verifica
que:

_of "L of 1o~ O%f
df (8. X (1) = & dt+; Fu i+ 2; (%ia%cz;(zc1)<‘7 (1.21)

Junto con la siguiente tabla de multiplicacion

(dr)? =0,
dt-dW; =0,i=1,....n, (1.22)
dWZ : dW] = p%jdt
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1.3. El Modelo de Black-Scholes

Se considera un mercado financiero en el que existen dos activos:
Un activo libre de riesgo B, que sigue un proceso determinista dado por la
dindmica
dB(t) = rB(t)dt, (1.23)

y una accién S, que sigue un proceso estocastico dado por la dindamica
dS(t) = puS(t)dt + o S(t)dW(t), (1.24)

donde W es un proceso de Wiener en el espacio de probabilidad (2, F, P), y
recordemos que P es la medida fisica.

Fischer Black y Myron Scholes, en su famoso articulo [7], asumen ademés las
siguientes hipdtesis:

1. No existen oportunidades de arbitraje.
2. Se permiten las posiciones largas y cortas de cualquiera de los activos.

3. Estd permitido comprar o vender una cantidad ilimitada de cualquier activo
en el mercado.

El precio de venta de un activo es igual a su precio de compra.
No existen costes de transaccion.

La accién no paga dividendos.

No v

La negociacion de los activos se lleva a cabo de manera continua.

Aunque en la practica pueden existir oportunidades de arbitraje, si lo hacen,
estas existen por muy poco tiempo.

También se podria considerar un modelo donde la accién pagara dividendos
o incluyera los costes de transaccién, pero en general, las hipotesis que se toman,
aunque simplifican mucho la realidad, permiten obtener a cambio una férmula
explicita para el precio de ciertos derivados financieros.

La forma en que se va a valorar la opcién europea se basa en la construccién
de lo que se llama un portfolio de réplica.

Definicién 1.24. Dado el mercado formado por el bono y la accién, se denomina
portfolio de réplica de la Call Europea a la estrategia [ag(t), a1 (t)] v el portfolio
de inversiones TI(¢) dado por

(1) = ao(t) B(t) + an()S(t),  te[0.T],
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que verifica que II(7") = max(S — K, 0).

Se dice que el portfolio es autofinanciado si

dII(t) = ao(t)dB(t) + ay(t)dS(t).

Nota. La propiedad de autofinanciamiento implica que el portfolio puede reba-
lancearse sin la necesidad de aportes adicionales de capital.

En el caso de que existiera un portfolio de réplica autofinanciado, el precio
de la Call Europea y el del portfolio deberian coincidir en todo momento ya que,
en caso contrario, surgiria una oportunidad de arbitraje comprando/vendiendo la
Call y vendiendo/comprando el portfolio de forma similar a como se vio en la

Proposicién

La demostracion de la existencia de este tipo de portfolios es bastante extensa
y técnica (ver [0]), necesitando de resultados de Teoria de Probabilidad y Andlisis
Funcional que estdan mas alla del objetivo de este trabajo. No obstante, se presenta
un breve resumen de las etapas intermedias de la demostracion.

Definicién 1.25. Sea (€2, F) un espacio medible y sean P y ) dos medidas sobre
(@, F).

Se dice que P y @ son medidas equivalentes y se denota P ~ (), si se cumple
que
P(A) =0+ Q(A) =0, (1.25)

es decir, si las dos medidas tienen exactamente los mismos conjuntos de medida
nula.

De forma general (ver capitulo 10 de [6]), se considera un mercado sobre el es-
pacio de probabilidad (2, F, P), formado por los activos Sp, Si, ..., Sy, que siguen
dindmicas dadas por

dS;(t) = pi(t)Si(t)dt 4 o3(t) S (£)dW

y sea II(t; X)) un portfolio replicador para el derivado X que se ejecuta en el
vencimiento y cuyo valor dependera de los valores Sy, S1,...,SN.

Definicién 1.26. Se dice que ) es una medida libre de riesgo o medida de mar-
tingala, si () ~ P y los procesos

son martingalas sobre Q).
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El activo Sy se denomina habitualmente el activo numerario del mercado.

Teorema 1.27 (Primer Teorema Fundamental). El modelo del mercado esta libre
de arbitraje si, y solamente si, existe una medida libre de riesgo.

Proposicién 1.28. Si el activo numerario Sy verifica que oo(t) = 0, es decir,

So(t) _ 6f0t r(s)ds

)

entonces una medida Q) equivalente a P es una medida libre de riesgo si, y sola-
mente si los activos Sy ..., Sy tienen QQ-dindmicas en la medida () de la forma

dSi(t) = Si(t)r(t)dt + Si(t)oi(t)dW® i=1...,N.

donde W es un proceso de Wiener multidimensional en la medida Q.

Teorema 1.29 (Segundo Teorema Fundamental). Suponiendo que el mercado es-
ta libre de arbitraje, el mercado es completo (i.e todo derivado se puede replicar
mediante un portfolio replicador autofinanciado) si, y solo si la medida libre de
riesgo es unica.

Proposicién 1.30. Si I1(t; X) es el precio del portfolio replicador de un derivado
financiero X como el indicado, se verifica que

1. Para evitar oportunidades de arbitraje, el precio de X tiene que venir dado

por
X
TI(t; X) = So(t)EQ ‘ :
(.X) = Su(0E? | 55|
donde @Q es la medida libre de riesgo para [So, S1,...,Sn] y So es el activo
NnUMErario.

2. En particular, si el activo numerario es de la forma
dSo(t) = r(t)Se(t)dt,
la formula de valoracion anterior es

TI(t; X) = EQ [e— ff?”(s)dSX’ft] |

Se dice que el mercado sigue el modelo de Black-Scholes si las dinamicas de
los activos vienen dadas por

{ dB(t) = rB(t)dt

, (1.26)
dS(t) = uS(t)dt + o St)dW (t)
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donde 7, y o son constantes.

Por tanto, para el modelo de Black-Scholes, si existiera la medida libre de
riesgo @), se tendria el siguiente resultado.

Teorema 1.31 (Valoracion libre de Riesgo). El precio C(t) para el modelo de
Black-Scholes de una Call Europea sobre el activo subyacente S, de strike K y
vencimiento T ,viene dado en cada t € [0,T] por:

C(t) = T IELmax(S(T) — K, 0)|FV]. (1.27)
y la dindmica de las acciones del Modelo de Black-Scholes viene dada por:
dS(t) = rS(t)dt + o S(t)dW(t). (1.28)
Entonces, para concluir la seccién, indicar que a partir del Teorema de Girsanov
(ver [0]), se demuestra que el cambio de variable dado por d@Q = LydP, donde

Ly = exp (/OT o(s)dW (s) — %/OT |¢(5)|2d5> :

©

—lleva a la media @) buscada.

con p = £

1.3.1. La Formula de Black-Scholes

Lema 1.32. Sea X ~ N (u,0) y sea ®(x) la funcion de distribucion de X. Para
todo x € R se verifica que:

O(—z)=1—(x). (1.29)

Demostracion. Por definicién se tiene que

() = / .

donde fx es la funciéon de densidad de la distribuciéon normal definida en (|1.5)).

En virtud del Teorema de Cambio de Variable (ver [15]), tomando ¢ = —u, se
llega a que:

O(—x) =— / fx(u)du = / fx(u)du. (1.30)
Puesto que fx es funcion de densidad de una variable aleatoria, se cumple que

/_Z fx(u)du = 1.
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Entonces, como para cada x € R, se tiene que

/_Z Ix(uw)du = /_; f(u)du + /:o Fu)du =

despejando y aplicando la definicién de funcién de distribucion, se llega a que:

/:o Flw)du =1 — d(z).

Juntando la expresién anterior con la de (1.30]), se concluye que
D(-2) = 1- D(a),
como se queria demostrar. O
Lema 1.33. Sea X ~ N(u,0) y sean a,k € R constantes. Entonces se verifica

que:
a’o?

; )N(d), (1.31)

_ 2 L, L, : .
donde d = W y N es la funcion de distribucion de una variable aleatoria
normal estandar.

Elexp(aX)|X > k] = exp (a,u +

Demostracion. Por la definiciéon de esperanza condicionada y en virtud de las
propiedades que verifica la esperanza de una variable aleatoria, se tiene que:

exp ax) exp(—%(xgu>2>d$. (1.32)

Elexp(aX)|X > k] = U\/_

donde aplicando las propiedades de las exponenciales, se obtiene que

17z —pN\2
> - = .
Elexp(aX)|X > k] = 0\/_ eXp ax 2( . ) )d:v

Desarrollando el argumento de la funcién exponencial y completando cuadra-
dos se llega a

2

1<x—,u>2 20%ax — 2% — p? +2xp —2? + 2x(p + ao?) — p
axr — = = =

2\ o 202 B 202
_ 2" —2x(p+a0?) + (u+ao®)? — (p+ ac®)® + 4’
B 202
(2 — (u+ ao?))? — a*c* — 2a0*p
) 2 2 20" 2
_ 2
:a,u+a20 _l(x (LLO-+GJ)> .
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Por lo tanto, se tiene que

252 1 _ 2\ 2
Elexp(aX)|X > k] = O\/_ eXp au+a20 _5(9«“ (u;rcw)) )dx
a? x—(,u+a02)>2)
=exp (ap+ —— ex ——) )dz
p( K U /_271' p o

. . . —_ 2 .7 .
Considerando el cambio de variable u = @ en la expresién anterior, el
limite superior de integracion se mantiene igual mientras que el inferior, pasa a ser

L= M Ademsds, se tiene que du = 1dz, con lo cual, tras aplicar el Teorema
del Cambio de Variable, se tiene que:

2

Elexp(aX)|X > k] = exp <a,u +— exp - E)du (1.33)

Dl

Por definicién,

N(L):\/%/];exp(—u;)du,

entonces, por las propiedades de la funcion de distribucion y aplicando el Lema

[1.32] se tiene que
1 > u?

Con lo cual, llamando d = —L = ﬁUL‘”Q, se puede reescribir (|1.33)) como

Elexp(aX)|X > k] = exp <au + a20 >N(d),

que es lo que se queria demostrar. O

Teorema 1.34 (Férmula de Black-Scholes para la Call Europea.). El precio C' de
una Call Furopea sobre el activo subyacente S, de strike K y vencimiento T ,viene
dado en cada t € [0,T] por:

C(t) = SN (dy) — Ke "IN (dy). (1.34)
donde:
0" ln(%) + <7’+%2>(T—t) - ln(%> + (T—§>(T—t) |
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e N: es la funcion de distribucidn de una variable aleatoria N'(0,1),
e K: es el strike o precio de ejercicio,

o T es la fecha de vencimiento,

e t: es el instante de la valoracion de la opcion,

e S(t): es el precio de la opcion en el instante t,

e 1: es el tipo de interés del activo libre de riesgo y

e 0: es la volatilidad que presenta la dinamica de precios del activo con riesgo.

Demostracion. Por el Teorema [I.31] se tiene que el precio de una Call Europea en
un instante ¢ previo al vencimiento es

C(t) = e "TIEQméx(S(T) — K, 0)|FV°], (1.35)

luego, la Call se ejecuta si S(T") > K y vale 0 en caso contrario.

Puesto que la accién sigue la dindmica dada por el proceso de [to
dS(t) =rS(t)dt + o S(t)dW(t),
aplicando el Lema de It6 para la funcién f(t,z) = In(z), como

of L of 1 9f 1
E(t,x)—o,%(t,x)—;y@(tam)__ﬁ,

sustituyendo en ([1.12)) se llega a que:

2

dIn(S(t)) = (7« - %)dt +odW(t). (1.36)

por lo que

In (%) - <7“ - ";) (T —t) — o(W(T) — W(t)).

Para que la Call se ejecute se tiene que cumplir que
2

S(T) = S(t) exp ((r - %) (T —t) — o(W(T) — W(t))) > K, (1.37)

lo que equivale a
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Tomando k = %(ln (%) — (r — %2> (T — t)), como la opcién vale 0 si no se

ejecuta, y de hacerlo su precio es
2

O(t) = e*T(T*t)IE[S(t) exp ((r—%)(T—t)—a(W(T)—W(t)))—K‘W(T)—W(t) > k} ,

Aplicando las propiedades de la esperanza se tiene que

)

O(t) = S(t) exp ( . %)E[exp (J(W(T) . W(t))) ‘W(T) W) > k}

— Ke "TOR[1|W(T) — W(t) > k],

y aplicando en ambos términos el Lema [1.33] (1 = exp(0)), tras las cuentas opor-
tunas se llega al resultado deseado.

]

1.3.2. La EDP de Black-Scholes

En la seccién anterior, se ha obtenido una férmula para el precio de una Call
Europea, proporcionando una herramienta directa para determinar el precio de
este tipo especifico de opcién. A continuacién, se expondréd la derivacién de la
EDP de Black-Scholes y su aplicacién para la valoracion de derivados.

Sea V'(S,t) el precio en el instante ¢ de un derivado financiero con strike K y
vencimiento 7" sobre un activo subyacente S que sigue la dindmica de (|1.24]).

Sea II el valor de un portfolio compuesto por una posicion larga del derivado
y por una cantidad A de la accion.

Entonces, el valor del portfolio en el instante ¢ es:

T1(S,t) = V(S,t) — AS. (1.38)

Si se considera la variacion del valor del portfolio en un instante, se tiene que:

Il = dV — AdS.. (1.39)

Por las hipdtesis del modelo de Black-Scholes que asumimos, se tiene que el
proceso S sigue la dinamica

dS = pSdt + o SdW , (1.40)
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luego, en virtud del Lema de Ito, se tiene que:

ov 8V 1

2 Q2
R T L

o5t ooz )t + oS AW (1.41)

0*V ) ov
oS

v = (5

Sustituyendo la expresién anterior en ([1.39)), se llega a que

ov 8V I 232
T + pS— —0 S

it = (G + 1S5 957

MSA) dt + as(g—g - A)dW. (1.42)

Se advierte que el primer término de la expresion anterior es determinista,
mientras que el segundo término tiene un caracter aleatorio. Entonces, tomando

oV
A=o. (1.43)

se elimina la componente aleatoria de la dinamica del portfolio 11

En consecuencia, dado que la evolucion del portfolio es completamente deter-
minista, el portfolio debe de evolucionar de la misma manera que el activo libre
de riesgo del mercado. Por lo que, en virtud de la Proposicién [1.1], debe cumplirse
que:

dll = rlldt, (1.44)

Entonces, puesto que necesariamente se tiene que verificar ya que de
lo contrario, habria una oportunidad de arbitraje, imponiendo la definicion del
portfolio de y la expresion de teniendo en cuenta el A que se ha
tomado, se llega a que

(5 + 275 s =r(v - 55 )t (145

donde reordenando los términos, se obtiene la conocida Ecuacién de Black-Scholes:

OV 1,V OV -

Nota. A la practica de escoger la cantidad A como en ((1.43) para eliminar el
riesgo del portfolio se la conoce como delta hedging.

Para que la ecuacién quede totalmente determinada, falta imponer las condi-
ciones frontera en la ecuacién.
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Por ejemplo, si se supone que V' (S,t) = C(S,1) es el valor de una Call Europea,
con strike K y vencimiento 7', el valor en el vencimiento debe ser

C(S,T) = méx(S — K,0). (1.47)

Si S =0, debido a la dindmica de la accién ([1.24)), S valdré 0 hasta el venci-

miento, luego, se tiene que verificar que

C0,t)=0, t>0. (1.48)

Si se considera P(S,t) como es el valor de una Call Europea con strike K y
vencimiento 7', cuando S tiende a infinito, serd mas dificil que se ejerza y, en el
limite se tiene con probabilidad probabilidad 1 que

lim P(S,t) =0, t>0,

S—o0

por lo que, en virtud de la Proposicién [1.2

_ —r(T—t)
L C(S.t) _ P(S.t) -~ Ke +5

S—o00 S S

1, t>0. (1.49)

Es posible obtener la férmula de ([1.34) mediante la resolucién de la EDP ([1.46|)
imponiendo las condiciones frontera ((1.47)), (1.48) y (1.49). Este enfoque se puede
consultar en [37].

Para derivados més exdticos (opciones americanas, barrera, etc.) u otras dindmi-
cas en general, no se puede obtener una férmula explicita para determinar su pre-
cio. Sin embargo, la EDP de Black-Scholes permite utilizar métodos numéricos de
resolucion de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales, como las diferencias
finitas y los elementos finitos.

1.3.3. Deficiencias del Modelo de Black-Scholes

El modelo de Black-Scholes supuso un hito en la valoracién de derivados fi-
nancieros, pero este modelo presenta una serie de carencias debido a las hipdtesis
que asume para simplificar la realidad de los mercados financieros.

La principal de estas limitaciones es la suposicion de que tanto la volatilidad
como la tasa libre de riesgo son constantes en el tiempo, cosa que, como se muestra
en [16], no se ajusta con las observaciones empiricas que se realizan en el mercado.

El modelo de Black-Scholes tampoco tiene en cuenta los costes de transacciéon
que aparecen en la practica. De hecho, la estrategia de cobertura delta-hedging
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descrita anteriormente, se basa en mantener continuamente una cantidad g—‘é del
activo subyacente. Debido a que la estrategia se realiza de manera continua, en [36]
se prueba que si existen los costes de transaccion , la ejecucion de una estrategia de
cobertura mediante el portfolio replicador que se construye mediante delta-hedging
conlleva la pérdida de todo el capital de la inversién, siendo la unica estrategia
viables comprar el propio subyacente.

La suposicion que hace el modelo de Black-Scholes sobre la liquidez del mer-
cado, es decir, sobre la posibilidad de poder comprar o vender cualquier cantidad
de cualquier activo en el mercado tampoco resulta realista en la practica.

Sin embargo, pese a todos estos inconvenientes, el modelo de Black-Scholes ha
sido el principal marco de referencia para la valoracién de derivados financieros
durante muchos anos y, en la actualidad, se sigue usando en la practica en muchas
ocasiones debido a que se dispone de una férmula explicita facil de evaluar.

1.4. El Modelo de Heston

Para superar algunas limitaciones del modelo de Black-Scholes, como la asun-
cién de volatilidad constante, surgieron otros modelos mas sofisticados, que por
ejemplo asumen que la volatilidad es otro proceso estocastico.

De esta serie de modelos de volatilidad estocéstica en tiempo continuo, destaca
el introducido en 1993 por Steven L. Heston en [19], ya que proporciona una
férmula semi-explicita para el precio de una Call Europea.

En su modelo, Heston asume que la dindmica del activo con riesgo viene dada
por

{dS(t) = pS()dt + /o () S () AWy (¢), (1.50)
dv(t) = k[0 — v(t)]dt + o~/v(t)dWa(t), (1.51)

donde Wy y W5 son dos procesos de Wiener cuya correlacion viene dada por p =
Cov(Wy, Ws) y la dindmica v(t) de la varianza del proceso de la accién que se
define en (|1.51)) viene dada por un proceso de Ornstein—Uhlenbeck de reversion a
la media. El parametro 6 representa el valor en torno a el cual el proceso oscila, k
es la tasa de reversién y o es la “volatilidad de la volatilidad”.

Mediante el Lema de Ito multidimensional y empleando argumentos similares
s a los utilizados para deducir (1.46)) , se demuestra en [I6] que el valor de un
derivado financiero debe de satisfacer
1 02V oV 1, 9*V oV oV oV

— 2_ — - - — — R - =
21}5’ 552 —1—,0011585(%—1—20 L +TOSaS+(/€(9 v)—A(S,v,t)) 5 rV+ T 0,
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donde \(S,v,t) representa el precio de la prima de riesgo.

Como se indica en [19], considerando argumentos del modelo de consumo de
Cox, Ingersoll y Ross (ver [L1]) la prima de riesgo es A(S,v,t) = Av. Por tanto, la
EDP que satisface el precio V (S, v,t) de una Call Europea es

0*V o*V. 1, 9*V oV oV oV
—_— 2_ — — — —_—
vS 552 TP7 5858 t3 va 2+7“Sas+( k(0 —v)— )\v)(% rov—i-at(l;z)),

sujeta las condiciones frontera

V(S,v,T) =max(S — K, 0),

V(0,v,t) =0,
r o (S,0,t) + I@'@@—(SO t) —rV(S,0, t)+6—(50 t) =0,
508 O ot B
oV
%(OO,'U,t) = 1,
V(S,00,t) =S.

A partir del Teorema [1.31] se tiene que el precio de una Call Europea en la
medida libre de riesgo () tiene que verificar

V(S,v,t) = e "TUECméx(S(T) — K, 0)|F] =
= e "TIER[(S(T) — K)Lisry=x3|1Fe) =
=Bl TIS(T) Lisry> iy | Fi] = Ke "B Lisys i F) =

e rT-g8(T (T
= S(t)E? {Tmﬂ{smzm‘ﬂ] — Ke "B L)) F]

por lo que se puede asumir que existe una solucion similar a la de Black-Scholes
V(S,v,t) = SP,(S,v,t) — Ke "D Py(S, v, 1), (1.53)

donde
7'r(T t)
Pi(S,v,t) = EQ[TS(T)H{S m>r 3],
Py(S,v,t) = E9Lgsr)> x| ] -

Se tiene que e "I Py(S,v,t) es el precio de un derivado cuyo valor en el
vencimiento viene determinado por 1yg)>x3. Entonces, P (S,v,t) debe verificar
la ecuacion (|1.52]).
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Realizando el cambio de variable z = In(S) se tiene que Py(x,v,t) verifica

1 82P2 82P2 1 82P2 (7“ _ _) @Pg 0P2 (9132

595 TP 5mae T30 U a o a0 o U
(1.54)

+(k(0—v) = v)—

con la condicién frontera Py(z,v,T) = L{z>in(k)}-

Sustituyendo ((1.53)) en (1.52)) y teniendo en cuenta que P, verifica (1.54)), se
obtiene que P;(z,v,t) verifica

182P1 (9P1 1 82P1 v@Pl 81 (9P1
5053 +po Vs 8 a VR +<T+§)%+(H(9_U)_/\U—F'OUU)W—FWO 5(;))

satisfaciendo también la condicién frontera Pi(z,v,T) = L{z>m(k)3-

Por simplicidad, para j = 1,2 se tiene que P;(S,v,T') verifica

1 9°P 0?pP; 1 82 an OP; 0P,
- I e A O Sl Bl R O
282+p 88+ 82+(r+uﬂ])8x (a U)8v+(‘9 0, (1.56)
sujeto a Pj(z,v,T) = Liz>m(k)}, donde
1 1
w =g, Uy =g, ar=ay=k0, by =(K+ X)) —po, bo=(k+ \). (1.57)

Para cada 7 = 1,2, tras los cambios de variables indicados, se consideran los
procesos estocdsticos z; e v; dados por

{dxj(t) = (r + ujo(t))dt + /o(£)dW, (t), (1.58)
dv;(t) = (a; — byv(t))dt + o\/v(t)dWa(t), (1.59)

y se tiene que

Py(x,v,t;In(K)) = ]P(ajj (T) > In(K)|a;(t) = @, v;(t) = U> . (1.60)

Esto se ve definiendo, para cada j = 1,2,
g9j(x, v, t;In(K)) = E[Ls, (r)>my |7 (1) = 2, 0;(t) = 0],
y viendo, mediante el Teorema de la Esperanza Total (ver [5]), que g; es una
martingala, ya que para s <,
Elg; ()| Fs] = E[E[L{, )2y |25 (t) = @,0;(t) = ]| Fy]
E[E[M o, ()23 | Fe][Fs] = Elg; (£)| 73]
= E[1{¢;(7)>m(x)} | Fs]
= E[1{;m>mplzi(s) = z,v;(s) = v] = g;(s).
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Aplicando el Lema de It6 multidimensional y la Proposicién [1.20] se tiene, tras
las oportunas cuentas, que g; es solucién de la EDP

99; B SN '/ R SN i )

8t + (T _'_UJU](t)) ax + (a’J bJU (t)) av + QU](t> axg + (1 61)

L .(t)@Jr (1) g; _ '
97 Y\ g2 TP\ a0 T

y que, por definicién de g, se tiene que

95,0, T;In(K)) = Tipzinx)y -

Entonces, para cada j = 1,2, g; es solucién de ((1.56)), y se tiene que
Pi(z,v,t;In(K)) = g;(x, v, t; In(K)) .

probando la afirmacion realizada en (1.60)).
Para calcular las probabilidades de ((1.60]), para cada j = 1,2 se acude a las

funciones caracteristicas de z;

fi(dyz,v,t) = B[ Dla;(t) = z,v;(t) = 0],

Se asume (ver [19]), que la funcién caracteristica es de la forma
fildiz,0,t) = exp(C5(T = t;¢) + D;(T' — t; 9)v + igx) . (1.62)

donde f;(¢; x,v,T) = exp(i¢x) y donde C;j(¢; T'—t) y D;(¢; T'—t) son dos funciones
a determinar.

Aplicando el lema de It6 y con argumentos similares a los utilizados, f; satisface

(1.61)) sujeta a la condicién f;(¢;x,v,T) = exp(igx).

Sustituyendo la solucién de ((1.62)) en la ecuacién de (|1.61)) y reordenando los
términos, se obtiene que las funciones C; y D; satisfacen las siguientes ecuaciones
diferenciales ordinarias

1 , 1 ‘ oD;
—50%2 + pogiD; + §D§. +uji — b;D; + 8_t] =0, (1.63)

aC;
roi +a;D; + 8_tj =0, (1.64)

sujetas a las condiciones iniciales C;(0; ¢) = D;(0;¢) = 0.
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La EDO que aparece en (|1.63) es una Ecuacién de Riccati (ver [28]) cuya
solucién es

o bj—popitdsl—e
D,(r:6) = o (1 _gedf), (1.65)
donde
. : b; — popi +d
P Tty d= (o b R0~y g = PR

Conocido D; e integrando (|1.64)) para despejar C;, imponiendo la condicién
C;(0; ¢) = 0 se obtiene que

, a; , 1 — ge®
Ci(1;9) = rgiT + = [(bj — pogi+d)T —21In <1—>] ) (1.66)
g -9
con lo que queda perfectamente determinada la funcién f;(¢; z, v, t).

Para calcular ((1.60)), simplemente basta con invertir las funciones caracteristi-
cas aplicando el Teorema para obtener la probabilidad deseada

o0 —igIn(K) § (4.
Pi(xz,v,t;In(K)) = % + %/0 Re<e Zﬁ(qﬁ,x,v,t))dqb, (1.67)

para cada j =1, 2.

Con lo cual, el precio que da el modelo de Heston para la Call es

V(S,v,t: K,T,r, k,0,0,\) = SP(In(S),v,t) — Ke " T Py(In(S),v,t) .| (1.68)

1.4.1. Real Time Trade

Como se ha visto, el modelo de Black-Scholes proporciona una formula explicita
para el precio de la Call Europea. No obstante, los modelos que ofrecen una férmula
cerrada para el precio de un derivado son escasos. Ya se ha visto que un modelo
algo mas sofisticado (Heston) solo ofrece una férmula semi-cerrada y, en general,
cuando se valoran derivados méas complejos (opciones barrera, asidticas, etc.), se
hace imperativo el uso de métodos numéricos para aproximar los precios.

Existen diferentes técnicas para estimar el precio de un derivado. Si el modelo
trabaja con la EDP, existen diversos métodos para su solucién numérica. Por
ejemplo, se puede emplear el método de elementos finitos como se describe en
[1], o se pueden utilizar métodos espectrales, cuya aplicaciéon en la valoracién de
derivados financieros se detalla en [24].
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También es posible el uso de técnicas estadisticas para la valoracién de un de-
rivado. El Teorema ofrece una férmula (generalizable para cualquier derivado)
que permite aplicar simulaciones de Montecarlo para aproximar el valor de deriva-
dos. En [18] se presenta una descripcién exhaustiva de los métodos de Montecarlo
en el &mbito de las finanzas, destacando el Algoritmo de Longstaff-Schwartz, [25],
para las valoracion de opciones americanas.

En la practica, es importante tener la capacidad de obtener el precio de un
derivado de manera (casi) inmediata tras un cambio en las condiciones del mercado
(un cambio en la cotizacién, negociacién de un nuevo vencimiento, etc.). A este
problema se le conoce como Real Time Trade o valoraciéon en tiempo real. En
este contexto, es fundamental la rapidez de los métodos numéricos que se empleen
para la valoracion, ya que para ejecutar érdenes de compra-venta, es necesario
determinar el precio del derivado antes de que la cotizacién de su subyacente
cambie de nuevo, cosa que sucede de manera continua en los mercados financieros,

En este contexto, las redes neuronales representan una opcién interesante para
abordar el problema de la valoracion en tiempo real ya que, como se vera en el
siguiente capitulo, el coste computacional de evaluar una red previamente entrena-
da es muy bajo. Aunque el entrenamiento de una red puede tomar mucho tiempo,
este proceso solo hay que hacerlo, en general, una vez, disponiendo tras de ello de
una red entrenada para usarla todas las veces deseadas.






Capitulo 2

Redes Neuronales

Las redes neuronales artificiales, conocidas simplemente como redes neuronales,
son modelos de aprendizaje automatico que pueden ser utilizados para multitud
de problemas muy variados y diferentes entre si, desde abordar la clasificacion de
iméagenes y la generacion de texto hasta la aproximacion numérica de funciones,
que es para lo que seran empleadas en este trabajo.

Las redes neuronales estan compuestas por una gran cantidad de elementos de
procesamiento simples denominados Neuronas, interconectadas entre si. Es comin
hacer la analogia de que las redes neuronales artificiales son similares a la red
neuronal que conforma el cerebro humano, donde las neuronas estan interconec-
tadas mediante conexiones sinapticas y se activan en funcién de los estimulos
que reciban. No obstante, como veremos, las redes neuronales artificiales son una
estructura matematica perfectamente definida, donde las entradas y salidas son
funciones matemaéticas (véase [12] y [35]).

2.1. Modelo de una Neurona

La neurona es la unidad elemental de procesamiento de informacién en una red
neuronal. Las neuronas reciben valores numéricos (generalmente salidas de otras
neuronas) y los procesan para obtener un nuevo valor numérico que transmiten a
otras neuronas de la red.

Matemaéticamente, el funcionamiento de la k-ésima neurona de una red neu-
ronal artificial, como la que se describe en [35], aparece representado en la Figura
donde se pueden identificar los elementos bésicos que la conforman:

47
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Bias

T o Wk Funcién

T de
\/\ activacién ~ Output
Inputs { 2 o Wk,2 - Z (7(-) ag

Suma
Ponderada

Y

Ty o——— Wigm

Pesos

Figura 2.1: Diagrama de funcionamiento de la k-ésima neurona de una Red.

Inputs:
Las entradas x1,xo,...,x, son valores reales que pueden ser unos datos
iniciales o bien provenir de otras neuronas.

Pesos:
Los pesos wy, ; representan la intensidad en la entrada que tiene el input j-
ésimo en la neurona k-ésima de la red. A priori, los pesos pueden ser tanto
positivos como negativos, es decir, wy ; € R.

Sumatorio Ponderado:
Se calcula la combinacién lineal de las senales de los inputs ponderadas por
sus respectivos pesos Y | wy ;T;.

Bias:
El bias o sesgo b, es una constante que se anade a la suma ponderada de los
imputs para aumentar o disminuir, dependiendo de su signo, el argumento
que se le pasa a la funcion de activacion para modificar la salida de la neurona.

Funcién de Activacion:
Es una funcién o : R — R (tipicamente no lineal para posibilitar asi la
modelizacién de datos mas complejos), que determina la salida que produce
una neurona. Hay muchas clases de funciones de activacién (ver [34]). La
eleccién de unas u otras puede depender tanto de sus propiedades como de
su eficacia para tratar el problema con el que se esté trabajando.

Las funciones de activacion mas comunes las podemos ver representadas en
la Figura [2.2] donde a la izquierda aparece la funcién sigmoide o logistica
definida por

1
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y a la derecha la funcién ReLU (Rectified Linear Unit) definida por

o(z) = max(0,x),z € R. (2.2)
1.0 10 4
0.8 | 8
0.6 4 64
0.4 4]
0.2 24
0.0 04
100 -75 50 -z5 00 25 50 75 100 -100 75 -50 -z5 00 25 50 75 100
(a) Funcién Sigmoide: o(z) = H% (b) ReLU: o(x) = max(0, z)

Figura 2.2: Funciones de activacién mas comunes.

Como se observard en las siguientes secciones, la derivada de la funcion de
activacion de una red se calcula repetidamente durante el proceso de entre-
namiento. Por lo tanto, es importante elegir una funcion de activacion cuya
derivada sea facil de computar. En el caso de la funcion sigmoide se puede
comprobar que su derivada es

o (z) = e ” 1 < 1

(e (e +eiz) = o(z)(1—0(z)),z €R. (2.3)

Por lo tanto, una vez calculado el valor de la funcién sigmoide en un punto,
se tiene automaticamente el valor de su derivada sin necesidad de realizar
otra costosas evaluaciones.

Para la funcién ReLLU, aunque no es derivable en x = 0, se puede establecer
que su derivada sea la funcion de Heaviside

0 sixz<O
"(z) = H(z) = ,x €R. 2.4
o'(@) = H() {1 T (24)

La expresion matematica de la salida de la neurona k-ésima de una red es:

ap = O'(Z Wi, T -+ bk) s (25)
j=1
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cantidad que se denomina activacion de la neurona.

2.2. El Perceptron Multicapa

En esta seccién se va a describir una arquitectura de red neuronal que se conoce
como Perceptrén Multicapa (Multi-layer Perceptron). En este tipo de redes se tiene
un conjunto de neuronas como las descritas en la seccién anterior que se disponen
en una o varias capas de neuronas interconectadas.

Supongamos que una red cuenta con L capas, donde la primera y la L-ésima
capa se denominan Capa de Input y Capa de Output respectivamente. Las capas
intermedias se denominan Capas Ocultas.

Paral=1,2...,L, sea n; el nimero de neuronas de la capa [. En particular,
ny es la dimensién de los datos de entrada y ny, es la dimension de los datos que
se producen como salida de la red.

Capas Ocultas

Capa
de Input

Figura 2.3: Ejemplo de un Perceptréon Multicapa con 3 capas ocultas (L = 5).

En general, aunque existen otras arquitecturas de redes neuronales, la Figura
muestra como las neuronas de una capa inicamente trasmiten sus salidas a las
neuronas de la siguiente capa.

El objetivo es obtener una expresion recurrente para la salida de las neuronas
de cada capa y finalmente, tener una expresion para la salida que produce la red
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dado un input x € R™. Para ello se sigue el desarrollo presentado en [20].

Paral=1,...,Lyk=1,...,n sea ag} la salida o activacion de la neurona
k-ésima de la [-ésima capa.

Dada una entrada para la red x = (z1,...,2,,)7 € R™ y una funcién de
activacion o: R — R, se considera por definicién que las activaciones de las
neuronas de la primera capa se corresponden con el input, esto es:

ak]:xk parak=1,...,n;. (2.6)
Paral = 2j ..., L y conociendo las activaciones de las neuronas de la capa [—1,
a[ll _1], e ,ag;ll, se puede generalizar la formula de 1} para definir la activacién
de la neurona k-ésima de la capa [ como:
ni—1
a,€ = 0<Zw,w Jl 1y b[l]> para k =1,. : (2.7)

donde w,[j} ; el peso que existe entre la neurona j-ésima de la capa [ —1 y la neurona
k-ésima de la capa [ y b%] es el término de bias o sesgo que introduce la neurona
k-ésima de la capa [ parak=1,...,myyj=1,...,m_1.

Por comodidad, se emplea una notaciéon matricial y vectorial para agrupar los
pesos y bias, de manera que se denota
!
Wi = ( [,]J)izl,...,m e R"™™-1 paral=2,...,L,
j:11'“7nl71

a la matriz de pesos de la capa [ y

bl =@, BT e R™ paral=2,...,L,

) g

al vector de bias de la capa [.

Para trabajar con la notacién que se acaba de introducir, dada una funcion de
activacion 0 : R — Ry x = (x1,...,2,,)7 € R™ un vector arbitrario de cualquier
dimension, se define la funcién de activacion vectorizada o : R™ — R™ aplicando
o componente a componente. Esto es, poniendo

(o(x));i =o0(x;) parai=1,...,m.

Entonces, si se denota por
all :(a[ll],..., nz) e R" paral=1,...,L,

al vector cuyas componentes son las activaciones de todas las neuronas de la [-ésima
capa, se obtiene el siguiente resultado:
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Proposicién 2.1. Dado x € R™, se tiene que:

alll = x e R™ . (2.8)
all = 0'<Wma[l_1] + b[l]> eR™ paral=2,...,L. (2.9)

Este resultado proporciona un algoritmo para calcular de manera recurrente
la salida de la red al" para una entrada dada de la red x € R™.

Ademés, la Proposicién [2.1] evidencia que, fijada una funcién de activacién, la
red neuronal establece una aplicacion

Y: R" — R™

x +— Y(x)=alll

en funcién de todos los pesos y bias almacenados en W y bl paral=2,... L.

2.3. Entrenamiento de una Red Neuronal.

Como se ha visto en la seccién anterior, una red neuronal es una aplicacién
Y : R™ — R"™ que depende de los valores almacenados en [W, b|, los pardmetros
de la red, donde

W= (W, W Wiy b=[b2 be, . bl (2.10)

Entonces, el niimero de pardametros que se tienen para una red como la que se
acaba de describir es

L L
P = (nl X nl_l) +n; = an(nl_l + 1) . (211)
=2 =2

Por lo tanto, se puede entender que el conjunto de todos los parametros de la
red estd en el espacio © = RY.

Como se muestra en [27], esencialmente, una red neuronal es una intercone-
xion de neuronas simples organizadas en capas que se puede describir como una
aplicacion

Y:R" x0 — R" (2.12)
descrita asi para indicar explicitamente la dependencia respecto de los parametros
que tienen las salidas que produce la red.
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Esta aplicacion toma como inputs un vector x € R™ y un vector de parametros
0 € © y devuelve como output un vector Y(x,60) € R"-.

Sea ahora F': R™ — R"™ una funcién que se desea aproximar por una red
similar a la descrita en secciones anteriores.

Para ello, lo primero que se precisa es una muestra de entrenamiento
T = {(x:, F(x:))}i% (2.13)

que es un conjunto formado por una serie de puntos del dominio de F, {x;}¥, C
R™ para los cuales se conocen {F(x;)}¥, C R", los valores de la funcién F en
€s0s puntos.

El problema para hacer que la red neuronal se aproxime a la funcién F' con
los datos que se tienen en 7, consiste en encontrar la configuracién de parametros
(pesos y bias) que hagan que las salidas de la red difieran lo menos posible con las
salidas de la funcion F' para los puntos de la muestra de entrenamiento.

Para tratar este problema, se define una funciéon objetivo que se intentara
minimizar:

Definicién 2.2. La funcién C' : © — R definida para cada 6 = [W,b] € © como
el error cuadratico medio

w35

se denomina Funcion de Coste.

1F(x:) = Y(xi, 0)][3 - (2.14)

DN | —

Es razonable suponer que para que la red se aproxime adecuadamente a la
funcion F en puntos no incluidos en la muestra de entrenamiento, se requiera
que las que las salidas que produce la red neuronal Y(x;, #) para los puntos de la
muestra de entrenamiento sean iguales o lo mas cercanas posibles (para la norma
euclidea de R"%) a las salidas conocidas de la funcién F(x;).

Por tanto, es légico querer encontrar

6 = argmin C(6),
€0
el conjunto de pesos y bias de la red que minimicen la funcién de coste definida en
(2.14), ya que de esta manera se tiene que la distancia promedio entre los valores
conocidos de los puntos F(x;) y las salidas de la red Y(x;,0) es lo menor posible.

Definicién 2.3. Al proceso de buscar los pesos y sesgos que minimizan la funcion
de coste se denomina entrenamiento (train) de la red neuronal.
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2.3.1. El Descenso de Gradiente Estocastico.

En esta subseccion, se describird un algoritmo iterativo de optimizacion co-
nocido como el método del descenso del gradiente, que posibilita encontrar un
minimo local de la funcién de coste C' : © — R. Posteriormente, se examinara
una variante de este algoritmo que reduce el coste computacional de manera signi-
ficativa para su implementacion en la préactica, denominada descenso de gradiente
estocéstico.

El algoritmo del descenso del gradiente se basa en el recurso de que dada una
funciéon real f: R® — R, para cada xy € R", el vector gradiente de f en xq

of of of T

Vf(xo) = [— Oy ’8_%(}(0) ;

(3361 (Xo)v

(XQ), N
marca la direccion de variacién maxima de la funcién en xq, por tanto, si se desea
de minimizar la funciéon f, hay que moverse en la direccién opuesta a la que indica
el vector gradiente.

Se empleard esta técnica con el objetivo de minimizar la funcién de coste
calculando el gradiente de la funcién de coste, es decir, VC'(8).

Para ello, asumiendo que la funcién de coste C' es diferenciable y empleando
la férmula de Taylor para funciones de varias variables (véase [I5]). tenemos para
f € O, una aproximacion local de la funcion C' en un parametro arbitrario de la
red:

C(0+ Af) = C(0) +VC(0)(A) +e(A9)||AG])?,

para Af € © un vector tal que 6 + A6 sea suficientemente proximo a 6 y € una
funcion tal que

lim (Af) = 0.
A6—0

Por lo tanto, si Af € © es suficientemente proximo a 0 € © se puede despreciar
el término ||Af||?. Teniendo en cuenta que

VC(0)(Af) = (VC(0), AD) ,
se puede considerar que
C(0+ Af) ~C(0) +VC(H)'AG e R (2.15)
para Af € O suficientemente préximo a 0 € ©.

Por lo tanto, dado que se desea minimizar la funcién de coste, se intentara
encontrar un vector Af de manera que la cantidad VC(0)T A sea lo més pequena
posible.
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Para ello se emplea la desigualdad de Cauchy-Schwarz, que sostiene que para
todos u, v € © se cumple que

[(u, v)| = [u'v] < [Julla][v]]2 (2.16)

Ademads, es un hecho conocido que la igualdad en ([2.16)) solo se alcanza si y
solamente si u y v son linealmente dependientes.

Con lo cual, VC(6)T Af solo puede ser tan pequeiio como —||VC(9)]]2]|Af]]2,
cosa que solo sucede cuando Af esta en la direccién de VC(0), o lo que es lo
mismo, cuando

AG = —VC(0). (2.17)

Teniéndose en cuenta que la aproximacién de ([2.15)) solo vale para Af préximo
a 0, si se fija un n € R suficientemente pequeno, que se conce como Tasa de
Aprendizaje, se tiene que el vector § —nVC(#) da un pequeno paso en la direccién

que marca ([2.17)) hacia un minimo local.

Entonces, empleando los argumentos que se acaban de describir, se puede
construir un algoritmo iterativo que converja hacia un minimo local de la funcién
de coste.

Para su implementacién practica, el procedimiento debe poseer algin criterio
de parada, como el establecimiento de una tolerancia o de un nimero maximo de
iteraciones, para no exceder la capacidad computacional de la que se disponga.

El algoritmo que se proporciona es el siguiente:

Datos: Funcién objetivo C', vector inicial § € ©, tolerancia tol y maxiter.
n<+1
mientras C(6) > tol y n < maziter hacer
0+ 0—-nVC(0)
n<n-+1
fin
Algoritmo 1: Descenso del Gradiente

Este algoritmo presenta un inconveniente. Para cada punto x; de la muestra

de entrenamiento (2.13)), se denota

Cool0) = 1P (%) — V(i )] (218)

En cada iteracion se precisa calcular el gradiente de la funcién de coste, es
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decir,

V() = (%i% F(x) = Y O)l) = 1+ 3 V0w 0),

lo que muestra que calcular el gradiente de la funcién de coste equivale a tener que
calcular una suma de gradientes que recorre toda la muestra de entrenamiento.

Por lo tanto, este hecho supone que si N, el tamano de la muestra de entre-
namiento, es grande, el coste de calcular VC'() para cada iteracién puede tener
llegar a tener un coste computacional inasumible.

Para evitar tener que calcular todos los gradientes de todos los datos de la
muestra de entrenamiento en cada iteracién, se introduce una variante al Algo-
ritmo [I| denominada descenso del gradiente estocastico. Este método, consiste en
escoger de forma aleatoria un subconjunto de los datos de (2.13)), y realizar una
iteracion del descenso del gradiente tinicamente con los datos seleccionados, aun-
que la versién del algoritmo que se dara, considera solamente un tnico dato en
cada iteracién del descenso del gradiente.

Datos: Vector inicial § € ©, tolerancia tol y maxiter.

n<1

mientras C(6) > tol y n < maziter hacer
i < entero aleatorio elegido de {1,..., N}
0« 0 —nVCy,(0)
n<n+1

fin

Algoritmo 2: Descenso del Gradiente Estocéstico.

Se observa que a medida que se van realizando las sucesivas iteraciones, se van
empleando diferentes datos de los que se calcula su respectivo gradiente. Conviene
advertir que aunque el coste computacional de cada iteracion se reduce enorme-
mente, no estd garantizado que se reduzca la funcién de coste, empiricamente es
un método que ha probado su utilidad en muchos modelos (ver [29]) y el grandisi-
mo ahorro computacional que se obtiene a cambio hace que merezca la pena ser
probado.

En funcién de cémo se escojan los puntos de la muestra de entrenamiento (con
remplazamiento, sin remplazamiento, etc.) se pueden dar multitud de variantes
del algoritmo del descenso del gradiente estocastico que aparecen recogidas con
detalle en [4].
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2.3.2. El Algoritmo de Backpropagation.

En la subseccién anterior se ha expuesto el proceso mediante el cual las redes
neuronales aprenden empleando el descenso del gradiente estocéstico. Para aplicar
ese algoritmo es necesario computar muchas veces el gradiente de la funcion de
coste de cada dato de entrada, es decir, VCy,.

Para calcular dicho gradiente, es necesario ver como de sensible es la funcién
de coste ([2.18)) respecto de cada parametro, que son todos los pesos w,[f] ;¥ bias bg-l].

Tomando F(x;) =y, se reescribe (2.18) como

1
C=lly—aB, (219)

para obviar la dependencia del dato x;.

El propésito de esta subseccién es el de porporcionar un método para calcular
las derivadas parciales de la funcién de coste respecto de cada parametro
oc  oC
—l,—lparal:2,...,L, (220)
ow” " opl
Ik J
de manera sencilla con la finalidad de aplicar el método del gradiente estocastico
de manera eficiente.

Observacién 3. Es conveniente notar que la dependencia de C' respecto de los
parametros recae exclusivamente en el output al™ que produce la red como salida.

Una posible estrategia abordar el problema de calcular las derivadas de (2.20)
es aproximarlas utilizando diferencias finitas. Al ordenar todos los parametros de
la red (pesos y bias) en el vector § € ©, para un valor de h suficientemente pequeno
se tiene que

oC  C(0+ he;) —C(0)
R B

donde e; es el j-ésimo vector canénico de © = R,

Este enfoque es sencillo a nivel conceptual y facil de implementar en un or-
denador, pero presenta una grave deficiencia. Si la red tiene un gran nimero de
parametros, el cdlculo de las derivadas parciales requiere evaluar la funcién de
coste tantas veces como parametros existan. Ademas, evaluar la funcién de coste
requiere realizar un paso hacia adelante sobre toda la red (forward pass), lo que
resulta en un coste computacional muy elevado.

Para superar estos inconvenientes, se introduce un algoritmo conocido como
Backpropagation. Este término se refiere al hecho de que, para calcular el gradiente
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de la funcién de coste, el algoritmo de Backpropagation requiere tinicamente un
paso hacia adelante y un paso hacia atrds (backward pass), con el mismo coste
computacional que el paso hacia adelante. Ademads, este algoritmo calcula todas
las derivadas de de manera simultdnea, en lugar de hacerlo individualmente
como en el método anterior.

Como se expone en [30], el algoritmo de Backpropagation fue desarrollado
inicialmente en la década de 1970. Sin embargo, no fue hasta 1986 cuando David
Rumelhart, Geoffrey Hinton y Ronald Williams senalaron por primera vez en [33]
como la Backpropagation funciona de manera mas rapida que otros los enfoques
que se habian intentado hasta entonces en el campo del Aprendizaje Automatico.
Este hecho propicié un auge en la investigacion de las redes neuronales, ya que
con la reduccién del coste computacional, se aumentd la gama de problemas que
las redes neuronales podian afrontar.

Para calcular las derivadas parciales de (2.20) empleando la Backpropagation
se introduciran dos nuevas cantidades auxiliares que seran de gran utilidad durante
el desarrollo de esta seccién.

Definicién 2.4. Se define la Entrada Ponderada de la j-ésima neurona de la [-
ésima capa como la j-ésima componente del vector

2l = [zy], e ,z,@f}

7 =wlal=t 4 pll ¢ R™ paral=2,...,L.

Observacion 4. Es de inmediato comprobar que para la funcién de activaciéon
vectorizada o que se considere, se mantiene la relacién

all — a<zm> paral=2,.... L (2.21)

Definicién 2.5. Se define el Error de la j-ésima neurona de la [-ésima capa como

(5][”: paraj=1,....,myl=2,...,L (2.22)

que se dispone por componentes en el vector 8l € R™.
También, es necesario definir una nueva operacion entre vectores.

Definicién 2.6. Se define el Producto de Hadamard de dos vectores u,v € R”
como un nuevo vector u ® v € R™ donde sus componentes vienen dadas por

(W@ vVv); =ww; paratodoi=1,...,n (2.23)
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Teniendo en cuenta todas estas consideraciones preliminares, se puede dar el
siguiente resultado cuya demostracién tomamos de [20] y [30].

Proposicién 2.7 (Ecuaciones Fundamentales de la Backpropagation). Para una
funcion de activacion o se verifica que

o =o'z o (al! —y) (2.24)
T
ol = o'z © <W“+”> ol paral=2,...,L—1 (2.25)
oC
— = 5][” paral=2,...,L (2.26)
bl
oC 10—
PO = 5]“aL 1 paral=2,...,L (2.27)
jk

Demostracion. Primero se prueba la relacion ([2.24)).

Para cada j = 1,...,ny se debe determinar la expresion de 5][,L} = %. Esto
P

J
se logra combinando las identidades (2.19)) y (2.21)), obteniendo que:

1 1 & L 1 L
C=5lly-a"lB=5> e —a)P =35> -7 (22)
k=1 k=1

Al aplicar la versiéon de la regla de la cadena que se propone en [I5] a la

., . . L .
expresion previa y derivar con respecto a zj[» ], se obtiene que:

oC  9C Oay
St = = J_paracada j=1...,np.
’ 82}” 8@&” 82][”

(L]

J

Los componentes de esta expresion son faciles de calcular, puesto que a

a(zj[.L]), implica directamente que:

(L]

J

Ademas, al derivar (2.28]) con respecto a a; " es claro que:

80 [L]
9 =—(y; —a;").
J
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Entonces, juntando los dos términos recién calculados se tiene que:

s 9C _

; H_(aj —y;)o’(z [])paracadaj—l ,NL
(9,2]

lo cual, expresado en notacién vectorial con el producto de Hadamard resulta en:

S — a./(Z[L]> ® (a[L} —y).

Para demostrar se expresaran los errores de la capa [ en funcién de los
errores de la capa [ 4+ 1, ya que la variacién de la funcién de coste respecto a la
variacién de la entrada ponderada z][l] dependera de las variaciones introducidas
por todas las neuronas de la capa posterior en funcion de las entradas que reciben
de la capa anterior.

Entonces, a partir de la definicién de error y aplicando la regla de la cadena
se tiene que:

(5[1]

8,2][-” P} (?z,[fﬂ] az}” B P} ’ 82}”

0C & o 9l g0
Z P Sl 2k para cada j =1,...,n; (2.29)

Por construccion de las entradas ponderadas se tiene que:
Z[H—l] — W[H—l]a[l] + b[l+1] e Ru+1

luego, las componentes del vector anterior se escriben como:

ny

A3 o)+ = 1,
s=1

Entonces, derivando la expresién anterior con respecto a las entradas ponde-
radas de la capa anterior se obtiene que:

az[l-‘rl] - l
a’;m = wi o' (2)) para cada k =1,...,m y L=1,...,m. (2.30)
J

Juntando las expresiones (2.29) y (2.30]) se llega a que:

ni4+1
5][.” = Zé[Hl]w ;0 (z []) paracada j=1,...,n
k=1
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lo que reescrito en notaciéon matricial y vectorial queda de la forma

T
J

Estas son las componentes del producto de Hadamard
T
o-’(z[”) o <<W[l+1}) 5[l+1}> ’

lo que prueba la relacién ([2.25)).

Para demostrar (2.26)) para cadal = 2, ..., L, se observa que la funcién de coste
depende de zj[-l] para cada j = 1,...,n; y que por construccién, evidentemente z][-l]

depende del bias bg-l]. Por lo tanto, en virtud de la regla de la cadena se tiene que:

oc  aC 9z

= paracada j=1,...,n;. (2.31)
obll 92 bl

(0
: l 0z
El primer factor ya se conoce, pues es o j[-], por lo que resta calcular —;. Para
b}
ello, se observa que:

ni—1

zj[»l] = (Z w‘gly]ka(z,[j*”)) + by] para cada j =1,...,ny, (2.32)
k=1
y dado que A o depende bg»”, es claro que:
0z _
al =
J

Luego, en virtud de (2.31]), queda demostrado que:

W_(S]m paracada j=1,...,n.
J

Finalmente, para probar (2.27)), si para cada [ = 2,..., L se deriva la funcién
de coste con respecto a cada elemento de W aplicando la regla de la cadena, se
obtiene:

oC <L aC 9L

— = _ (2.33)
8wj[.{]k 1 82?1 awy’]k
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De la expresion de (2.32)) se deduce que, independientemente del valor de j =
1,...,n; se tiene que:

0210
i — o paratodo k=1,...,n;.
! k
Jik

]

Ademas, puesto que la entrada ponderada zg solo depende de los pesos de las

capas anteriores y de U’E,]k; para k =1,...,n;_1, se deduce que:
9zl . .
— = Osis#7.
Ow;

Entonces, aplicando estas dos observaciones en ([2.33) y usando la definicién
de error de una capa, se llega a que:

oC ! oC azﬁl] oC 82’][‘” [0 -1
o U0 = Al =%
Qw34 0z Owyy 0z dwjy

como se queria demostrar. O]

Observacién 5. Las relaciones (2.24]) y (2.25) muestran una forma de calcular
iterativamente los errores de las neuronas capa [ en funcion de los errores de las
neuronas de la capa [ + 1.

Conviene notar ademas que los errores de las capas estan expresados en térmi-
nos de la derivada de la funcién de activacion que empleemos.

Por ejemplo si se emplea la funciéon sigmoide o logistica, que como se ha com-
probado en ([2.3)) tiene como derivada a la funcién

o(x)=0c(x)(1—0o(x)), v €R,

que aparece representada en rojo en la Figura junto con el grafo de la funcién
sigmoide en azul.
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-10.0 -7.5 -5.0 -2.5 0.0 25 5.0 75 10.0

Figura 2.4: Grafico de la funcion sigmoide y su derivada.

Entonces, en virtud de las relaciones de (2.26]) y (2.27)), se tiene que los pesos
y bias de las neuronas que tengan una salida J(zlm) préoxima a 0 o a 1, conocidas

como neuronas saturadas, aprenden de manera mas lenta, debido a que, como se
observa en la Figura 2.4}

0'(,2][-”) ~0.

Este hecho en redes neuronales con muchas capas puede dar lugar al problema
conocido como desvanecimiento del gradiente (Vanishing Gradient), ya que para
calcular las derivadas parciales de los parametros se van multiplicando sucesiva-
mente los errores entre si. Entonces, si estos errores se vuelven muy pequenos, las
actualizaciones de los pesos y bias durante el entrenamiento también se vuelven
muy pequenas, lo que provoca un aprendizaje ineficiente de la red.

Para prevenir esta interrupciéon en el aprendizaje, se pueden emplear otras
funciones de activaciéon, como la ReLU.

Observacién 6. La relacién establece que la tasa de cambio de la funcién
de coste con respecto a cualquier bias de la capa [ de la red es igual al error de la
neurona correspondiente a dicho bias, por lo que una vez computados los errores
de las neuronas, se tienen automaticamente las derivadas parciales de la funcién
de coste con respecto a los bias.

Se puede observar también que la relacién mantiene que la tasa de cam-
bio de la funcién de coste respecto a un determinado peso es igual a la activacion
de la neurona de la que sale el peso por el error de la neurona a la que llega el peso.
Entonces, puesto que se realiza un paso hacia adelante para calcular las activacio-
nes y un paso hacia atras en la red para computar los errores de las capas,
afirma que para calcular no se requiere mayor coste computacional que una
multiplicacion extra por peso. Ademas, se verifica que para cadal=2...,L



64 2.3. ENTRENAMIENTO DE UNA RED NEURONAL.

= ol (al'=hT ¢ Rrxm- (2.34)

Anteriormente, se ha demostrado como calcular el gradiente de la funcién de
coste de manera eficiente utilizando el algoritmo de Backpropagation. A conti-
nuacion, se resumird todo lo presentado en esta seccion, proporcionando el pseu-
docddigo de un algoritmo que permite a una red neuronal aprender mediante una
variante del descenso del gradiente estocastico.

Para evitar la notacién con los productos de Hadamard y poder escribir un

algoritmo de manera més compacta, para cada [ = 2, ..., L se definen las matrices
! S

Dl = (d['l]'>- € R™*™  donde d. = Jl(zlu) S (2.35)
R = ’ w0 sii#j

con las que por construccién se tiene que DI es una matriz cuadrada en cuya
diagonal estan las componentes de z! y que

Sl — D[L](a[L] —y) (2.36)
T
sl — pll (WV“]) Sl+1 paral =2, ... [ —1 (2.37)
lo que al desarrollarse, para cada [ = 2,..., L permite expresar el vector de los

errores de las neuronas de cada capa es una sola linea:

T T T
sl _ pli (W[zm) pli+1 (W[l+2]) ... pl-1 (W[L}> (@ —y). (2.38)

Por lo tanto, se puede presentar el siguiente algoritmo de aprendizaje para
una red neuronal que devuelve las matrices de pesos y los vectores de sesgo con
los parametros 6ptimos con la notacién introducida en ([2.19)).
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Datos: Conjunto de entrenamiento 7, nimero de capas L, Pesos W,
Bias b, funcién de activacién o, tasa de aprendizaje n y nimero
de iteraciones numiter.

para n=1,..., numiter hacer
k < entero aleatorio elegido de {1,..., N}
alll « Xk

paral=2,..., L hacer
2 — wllal=1 4 pli
all = o(zl)
DU + diag(o’'(z"))

fin

S D (al —y)

paral=L—1...,2 hacer

sl pi (W[z+11)T5[l+1J

fin
paral=L,...,2 hacer
Wi will — pl(al-1)T
bl — pll — 775[1}
fin

fin
Algoritmo 3: Algoritmo de Aprendizaje de una Red Neuronal.

En la préactica, se suele utilizar una version alternativa de este algoritmo en la
cual, la muestra de entrenamiento se divide en subconjuntos de tamano uniforme
denominados lotes o batches, los cuales se emplean en cada iteracion del descenso
del gradiente. Generalmente, durante el entrenamiento, la red recorre todos los
datos de la muestra de entrenamiento varias veces. A completar el procesamiento
de todo el conjunto de datos de entrenamiento una vez se le conoce como recorrer
una época.

2.4. La Red Neuronal como Aproximador Uni-
versal.

En las secciones anteriores se ha descrito un método para aproximar una fun-
cion mediante una red neuronal, sin embargo, no tenemos ninguna garantia ma-
tematica de que esta aproximacién sea efectiva. Es natural preguntarse entonces
sobre qué funciones es capaz de aproximar una red neuronal y como de buena
puede ser esta aproximacion.

Estas cuestiones fueron resueltas en 1989 por George V. Cybenko, quien en
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[13], demostré que cualquier funcién continua definida en el cubo unidad, puede
ser aproximada, con cualquier grado de precisién, por una red neuronal de una
sola capa oculta con un nimero suficiente de neuronas empleando una funcién de
activacion sigmoidal.

Después de la publicacién de este articulo, se desarrollaron numerosos traba-
jos que ampliaban los resultados obtenidos por Cybenko. Uno de los resultados
de aproximacién més significativos es el presentado en [23]. En este trabajo se
demuestra que una red con una funcién de activacién continua tiene capacidad de
aproximacion universal si y solamente si la funcién de activacién no es polinémica.

En esta seccién se expondra el trabajo realizado por Cybenko, tanto por su
relevancia historica como por la brevedad de las demostraciones de los resultados
obtenidos. Para fundamentar estos resultado, es necesario presentar una serie de
conceptos y definiciones, asi como teoremas de Anélisis Funcional, cuyas demos-
traciones se pueden consultar en [32].

Proposicién 2.8. Sea (E,|| - ||) un espacio vectorial normado y sea F C E un
subespacio.

Entonces F también es un subespacio de E.
Definicién 2.9. Sea (E, || - ||) un espacio vectorial normado sobre el cuerpo K.

Se define su dual topologico como:

E*={T: EF — K : T lineal y continua} . (2.39)

A los elementos de E* se les denomina funcionales lineales.

Teorema 2.10 (Teorema de Hahn-Banach). Sea (E,|| - ||) un espacio vectorial
normado, F' C E un subespacio vectorial y'T' € E*.

Entonces, existe un funcional lineal T: E— K tal que
1. T|F =T, es decir, T es una extension de T.
2. |IT1| = [IT1].

Proposicién 2.11. Sea (E,d) un R-espacio vectorial normado, F C E un sub-
sespacio y xo € E con d(xg, F) =d > 0.

Entonces, eziste T: E — R tal que ||T|| =1, ||T(x)|| =d y T|r = 0.

Teorema 2.12 (Teorema de Representacién de Riesz para espacios de Hilbert.).
Sea (H,(-,-)) un espacio de Hilbert sobre R y sea f: H — R.

Entonces eziste y € H tal que para todo v € H, f(x) = (z,y)
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Definicién 2.13. Sea I = [0,1] y sea n € N. Entonces /™ denota al cubo unidad
n-dimensional.

Se pretende estudiar la aproximacion de una funcién continua por una ex-
presion del tipo . Para ello se considera el espacio métrico de las funciones
continuas en el cubo unidad n-dimensional dotadas de la norma infinito o del
supremo (C(I™), || - |]o0)-

Se recuerda que un conjunto D C (C(I"), || - ||) es denso si D = C(I"™), o
equivalentemente, si para todo € > 0 y para toda funcién f € C(I™), existe g € D
tal que [|f — gl <e.

Definicién 2.14. Se denota por M(I™) al espacio de las medidas, finitas, signadas
y regulares de Borel en ™.

Se recuerda que una medida de Borel en I™ es una medida definida sobre el
espacio medible (1™, B(I™)), donde B(I™) es la o-dlgebra de Borel del cubo unidad
n-dimensional.

Ademas, una medida de Borel p en I se dice que es regular si para todo
A € B(I™) se tiene que:

{ u(A) = if{u(U): A C U, U abierto} (2.40)

pu(A) =sup{u(U): A C K, K compacto}

Definicién 2.15. Una funcion o: R — R se dice que es discriminatoria si para
una medida g € M(I™) y para todos w € R" y b € R la condicién

/In o(wix +b)du(x) =0, (2.41)

implica que p = 0.

Definicién 2.16. Sea 0: R — R. Se dice que o es una funcién sigmoidal si

1 dot —
o(t) — cuando +00 (2.42)
0 cuando t - —o0
Teorema 2.17. Sea o una funcion discriminatoria continua y sea
N
D= {G(x) =Y ao(w'x+b): NeN,weR",a;,be R} c ey, (2.43)
j=1

el conjunto de todas las combinaciones lineales finitas de esa forma.

Entonces, D es denso en (C(I™), ]| - ||o)-
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Demostracion. Razonamos por reduccion al absurdo.

Supongamos que D no es un subconjunto denso de C(I™). Dado que D es un
subespacio vectorial de C(I™), en virtud de la Proposicién se tiene que D es un
subespacio propio de C(I™).

Consideremos f € C(I") \ D. Esto supone que doo ([ D) > 0 ya que si
doo(f, D) = 0, como D es cerrado se tendria que f € D, en contra de lo que
se ha supuesto.

Entonces, en virtud de la Proposicion que es consecuencia del teorema
de Hahn-Banach, existe un funcional lineal acotado no nulo L: C(I") — R tal

que L(D) = L(D) = {0} (i.e. L|5=0).

Si consideramos en C(I™) el producto escalar definido por

(fr9) = | f(x)g(x)dx para todas f,g € C(I"),
In

es un hecho conocido que el espacio (C(I"), (-,-)) es un espacio de Hilbert. Apli-
cando el teorema de representacion de Riesz al funcional L, se tiene que existe

Y € C(I™) tal que

L(h) = /I h(x)(x)dx para toda h € C(I").

Dado que v es una funcién continua en /", la medida definida por

es finita, signada, regular y de Borel en I", luego p € M(I™).

Entonces, se puede considerar que el funcional L esta definido como
L(h) = / h(x)du(x) para h € C(I"), (2.44)

luego, se tiene que o # 0 ya que L # 0.

Claramente, para cada w € R" y cada b € R, se tiene que

o(wix+b)eD.

Entonces, por definicién de L, se tiene que

/I o(wx + B)dp(x) =0,
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para cada w € R" y cada b € R.

Como estamos asumiendo que o es una funcién discriminatoria, esta condicién
implica que = 0, lo cual absurdo, pues contradice ([2.44).

En consecuencia, D debe de ser un subespacio denso de C(I™). O

Lema 2.18. Toda funcion medible acotada y sigmoidal es discriminatoria. En
particular, toda funcion sigmoidal continua es discriminatoria.

Demostracion. Sea o una funcién sigmoidal medible y acotada, y sea u € M(I")
una medida tal que para todoy e R"y 6 € R

/In o(y'x+0)du(x) =0.

Sean ademds o € Ry {\;}32, una sucesién tal que A\, ——— +o00. Se considera,
la sucesién de funciones {0y, }72; definida por

oa(X) = oAy x+0) + )

La sucesién de funciones converge puntualmente hacia la funcion

1 siylx+6>0,
y(x) =<0 siylx+60<0,
o(p) siylx+60=0,

ya que

—1 siy’x 4+ 6 > 0 cuando A — 400,
cAy"'x+0)+¢){ =0 si y'x + 6 < 0 cuando A\ — +o0,
=o0(p) siy’x+60=0 paratodo \.

Para cada y € R” y 6 € R se definen los conjuntos

Mys={x€eR": y'x+0=0},
Hyp={xeR":y'x+6>0}.

Por hipétesis, para todo k € N se cumple que

[ onutx) = [ o0l x+6) + () 0,
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entonces, en virtud del Teorema de la Convergencia Dominada (ver [15]), se tiene
que

0= Jim [ o (x)dutx) = [ Jim o, (x)aux (2.45)
= [ Aux) = o) + (). (2.46)

y como o es sigmoidal, lim,_,., o(¢) = 1, por lo que

M(Hyﬁ) + M(Hyﬁ) =0. (2.47)

Para concluir que ¢ es una funcién discriminatoria, hay que probar que la
medida nula de los conjuntos Il y y Hy ¢ para cada y implica necesariamente que
i = 0. Este hecho es trivial si p fuese una medida positiva, pero como p es una
medida positiva, hay que trabajar mas.

Para ello, se fija y € R" y se considera el funcional F': H — R definido por

F(h) = / By X)),

donde H es el conjunto de las funciones medibles y acotadas en I™.

Como p es una medida finita en I™, F' es un funcional lineal y acotado en
L>®(R).

Si se considera h(u) = Ljg o0y (), la funcién indicatriz del intervalo [0, 4+-00),
teniendo en cuenta (2.47)), se tiene que

F() = [ B0 = (Il o) + (I, -0) = 0.

Mediante argumentos similares y aplicando la linealidad del funcional, se de-
muestra que si h es una funcién simple (i.e. una suma finita de funciones indicatri-
ces de intervalos), entonces F'(h) = 0. En consecuencia, puesto que las funciones
simples son densas en L>®(R), necesariamente se tiene que F' = 0.

En particular, si para cada y € R" se toman las funciones

s(x) = sin(y”x)
e(x) = cos(y”).

como estas son medibles y acotadas, su imagen por el funcional F' es

F(c+is) = /In cos(y'x) + isin(y’ x)du(x) = /In exp(iy’ x)du(x) = 0.
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La expresion anterior muestra que la transformada de Fourier de la medida
pes 0, y en consecuencia, u = 0 (ver [32]), por lo que se concluye que o es una
funcién discriminatoria.

]

Corolario 2.19 (Teorema de Aproximacién Universal.). Una red neuronal de ar-
quitectura feed-forward con una tunica capa oculta de un niumero suficiente neu-
ronas con funciones de activacion sigmoidales y continuas, puede aproximar con
precision arbitraria a cualquier funcion continua definida en un compacto.

Demostracion. Basta combinar el Teorema y el Lema [2.18|

Entonces, para cualquier € > 0, la densidad del conjunto D del Teorema [2.17]
permite garantizar que para cualquier funcién f € C(I™), existe una red neuronal
como la descrita en enunciado que es una combinancién lineal finita de funciones
sigmoidales de la forma

N
G(X, 0) = Z Cl/j(T(W,fX + b]) s
j=1

tal que
|G(x) — f(x)] < e para todo x € I".

Lo que demuestra que con una red neuronal, es posible obtener precision ar-
bitraria para la aproximaciéon de una funcién de C(1™).

]






Capitulo 3

Experimentos Numeéricos

Para concluir esta memoria, se van a realizar unos experimentos sencillos pa-
ra materializar en la practica los modelos descritos durante el trascurso de este
trabajo.

Para la implementacién practica de las redes neuronales, se ha elegido el len-
guaje de programacién Python, desarrollado por Guido van Rossum y lanzado
por primera vez en 1991. Python dispone de una amplia variedad de bibliotecas,
siendo de especial relevancia para este trabajo TensorFlow, una biblioteca de cédi-
go abierto de diferenciacion automaética disenada especificamente por Google para
construir y entrenar modelos de redes neuronales. Para facilitar la creacién rapida
y sencilla de modelos de redes neuronales, se empleara la API de Keras. La com-
binaciéon de estas tecnologias proporciona un potente framework para el desarrollo
y aplicacion de métodos numéricos basados en modelos de redes neuronales.

3.1. Experimento 1

Con este experimento, se demostrara empiricamente cémo una red neuronal
actia como aproximador universal. Para este ejemplo, la funcién que se va a apro-
ximar es , es decir, el precio Black-Scholes de una opcion europea sobre una
accion que no paga dividendos.

Para el primer experimento, se fijaron los parametros de la tasa libre de ries-
go r = 0.05 y la volatilidad ¢ = 0.1, y como conjunto de entrenamiento pa-
ra la red, se utilizé6 una malla cuadrada equiespaciada de 100 x 100 nodos en
(S,T) € ]0.8,1.2] x [0,1]. En esta malla, la primera dimensién corresponde a los
valores de las cotizaciones de la accién y la segunda al tiempo hasta el vencimiento.
Para la validacién de este experimento, se toma otra malla cuadrada equiespaciada

73
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Aproximacién del Precio B-S de una Call Europea por una Red Neuronal.
Entrenamiento con 10 épocas.
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Figura 3.1: Salidas de la red para 10, 100 y 1000 épocas.
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de 200 x 200 nodos en [0.8,1.2] x [0, 1] (i.e. el doble de fina que la malla de entrena-
miento). Con la red neuronal entrenada, se realizan predicciones sobre esta malla
y se comparan con los precios exactos para obtener el error de la aproximacion.

En la Figura , se ha representado el precio exacto de Black-Scholes (iz-
quierda), el precio predicho por la red (centro) y la diferencia entre ambos precios
(derecha) para distinto nimero de épocas (filas). Se observa cémo la calidad de
la aproximacion mejora con el incremento del niimero de épocas de test. Con 10
épocas, la red neuronal aproxima la forma de la superficie de precios, pero muestra
un error de aproximacion considerable. A medida que se incrementa el niimero de
épocas a 100 y 1000, las predicciones de la red se ajustan mejor al precio tedrico,
reduciendo significativamente el error de aproximacion, aunque la ganancia entre
100 y 1000 épocas no es significativa.

Una vez comprobado que la red funciona para dos entradas, se entrena otra red
para todos los pardmetros del modelo de Black-Scholes. La nueva red tendra cuatro
variables de entrada (el precio de la Call es lineal respecto a la relacion %) Para
generar los datos de entrenamiento de esta nueva red red, se ha generado una malla
con todas las combinaciones posibles de los siguientes parametros: S € [0.8,1.15],
T €[0,1], r € [0.01,0.05], o € [0.05,0.2], tomando 100 valores equiespaciados para
Sy T y 10 valores equiespaciados para r y o.

Para cada combinacién de los parametros mencionados, se ha calculado el
precio de una Call segtin el modelo de Black-Scholes utilizando una funcién de

Python que implementa (|1.34]).

Como conjunto de entrenamiento se selecciona al azar el 70 % de las combina-
ciones anteriores de los parametros con los precios y como conjunto de validaciéon
se toma el otro 30 % restante, practica habitual en el entrenamiento de redes (ver

210).

Con este conjunto de entrenamiento y validacion, se ha entrenado durante 1000
épocas un modelo secuencial de Keras formado por una capa de input de tamano
4, 2 capas ocultas con 20 neuronas cada una y una capa de output de tamano 1.
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Error de Entrenamiento vs Error de Validacion
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Figura 3.2: Error cuadréatico medio de las muestras de entrenamiento y validacion
en cada época.

La Figura muestra como se ha desarrollado el entrenamiento de la red,
mostrando en escala semi-logaritmica, en azul el error cuadratico medio de la
muestra de entrenamiento y en rojo el de la muestra de validaciéon o test. Se
observa como durante las primeras 50 épocas, los errores de ambas muestras tienen
comportamientos similares.

Después de este punto, el error en la muestra de validacion comienza a fluctuar,
mientras que el error en la muestra de entrenamiento continia disminuyendo,
aunque de forma muy tenua. A partir de aproximadamente la época 200, el error
de la muestra de entrenamiento se estabiliza, mientras que el de validacion muestra
mayores fluctuaciones. Por lo visto, entrenar mas alla de las 200 épocas parece no
ofrecer una mejora significativa.

A continuacion, se realizard un analisis del error de aproximacién que comete
la red.



CAPITULO 3. EXPERIMENTOS NUMERICOS 7

—_— =X
0.25 y

0.20 4

o
-
w

o

-

=}
L

Valores Predichos

0.05 4

0.00

T T T T T T
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25
Valores Reales

Figura 3.3: Precios reales frente a los precios predichos por la red.

En la Figura [3.3] la coordenada x de cada punto es el precio Black-Scholes
de cada elemento del conjunto de test, mientras que la coordenada y es el precio
predicho por la red. Los puntos azules representan estas combinaciones de precios
reales y predichos. La linea roja, que corresponde a la recta y = x, que indicaria
una prediccién perfecta donde los valores predichos coinciden exactamente con los
valores reales.

La proximidad que se observa en la Figura de los puntos azules a la recta
y = x, sugiere una alta precisiéon de las predicciones de la red, ya que la mayoria
de los puntos se alinean estrechamente con la linea de referencia. Esto demuestra
que la red neuronal es capaz de aproximar con precision los precios calculados
mediante el modelo de Black-Scholes para la muestra de validacion.

La dispersién de algunos puntos alrededor de la linea indica pequenos errores
de prediccion, que son esperables, pero para garantizar que la aproximacién de
la red no introduce ningin tipo de sesgo, es interesante estudiar la distribuciéon
empirica que tienen los errores de las salidas de la red.
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Distribucion del Error de Prediccion

25000 -

20000 -

15000 4

Frecuencia

10000 4

5000 4

T T T T
—0.004 —0.002 0.002 0.004

Error

Figura 3.4: Distribucién empirica del error de prediccion de la red.

En la Figura [3.4] se muestra un histograma con con el error en el eje horizontal
y la frecuencia en el eje vertical. Se observa que la distribucién del error parece
ser simétrica y centrada en cero, lo que sugiere que la red no introduce sesgos de
manera sistematica en sus predicciones. La mayoria de los errores son pequenos,
lo que indica que la red tiene un buen rendimiento en términos de precision de
prediccion.

Por 1ltimo en la Figura [3.5) se representan los precios de Black-Scholes en
funcién de las cotizaciones y vencimientos. Se ha representado el valor exacto de
Black-Scholes (izquierda), el precio predicho por la red (centro) y la diferencia
entre ambos (derecha) para los valores de r = 0.01 y ¢ = 0.1 (primera fila), los
valores r = 0.03 y 0 = 0.15 (segunda fila) y 7 = 0.05 y o = 0.2 (tercera fila). Como
se puede apreciar, el error de aproximacion es similar en todas las combinaciones
de parametros que se han elegido.

3.2. Experimento 2

En la realidad, ningiin modelo teérico (Black-Scholes, Heston, etc.) consigue
ajustar perfectamente los precios observados en los mercados. Lo que se intenta
es encontrar los modelos (o el valor de los pardmetros de los mismos) que mejor
ajusten a los precios observados (i.e. calibrar el modelo)
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Figura 3.5: Salidas de la red para diferentes combinaciones de parametros

modelo de Black-Scholes.
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En este experimento, se implementara una técnica usada en la valoracién de
derivados financieros que aparece en [9].

El objetivo es, asumiendo que los precios negociados de los derivados siguen
el modelo tedrico elegido (o al menos una dindmica muy similar), estimar los
parametros del modelo mediante un ajuste de minimos cuadrados entre los precios
negociados y los precios predichos por el modelo.

En la préctica, se elige un conjunto de datos histéricos del pasado reciente y se
buscan los parametros del modelo que mejor ajustan (conocido como el ajuste in-
the-sample). Posteriormente, se utiliza el valor estimado de esos pardmetros para
predecir el valor de nuevos contratos (conocido como la prediccién out-the-sample)
tras variaciones, por ejemplo, en la cotizacion del activo o en las condiciones del
contrato como el vencimiento.

Para llevar a cabo este experimento, se utilizara el precio exacto del modelo de
Black-Scholes, la segunda red del experimento anterior, que se llamara Modelo 1, y
una nueva red, que se llamara Modelo 2. La red del Modelo 2 ha sido entrenada de
manera similar a la anterior, con el mismo conjunto de datos, pero con 5 neuronas
en cada capa oculta en lugar de 20. El Modelo 2 se ha incorporado para ver si
existen diferencias significativas o habria bastado con una red més pequena.

A falta de datos reales de mercado, se van a realizar dos subexperimentos
con datos creados artificialmente. En primer lugar se van a generar los precios de
Black-Scholes de 20 contratos fijando » = 0.03 y ¢ = 0.1 y tomando 5 valores
equiespaciados para S € [0.85,1.1] y 4 valores equiespaciados para T € [0,1]
(muestra in-the-sample Black-Scholes).

Aunque en el Experimento 1 se comprobé que el error obtenido con la red era
pequeno, parece interesante comprobar que la red entrenada es de hecho consistente
para estimar los parametros del mercado en el propio modelo en el que ha sido
entrenada.

Parametros Estimados RMSE in-the-sample
B-S exacto | r = 0.030004, o = 0.099999 1.5 x 107°
Modelo 1 | r = 0.031929, o = 0.096696 0.000469
Modelo 2 r =0.01, o = 0.188167 0.011872

Tabla 3.1: Resultados de la estimacion in-the-sample con datos Black-Scholes.

En la Tabla|3.1|se puede observar en la primera columna el valor de los parame-
tros obtenidos con el modelo exacto de Black-Scholes, con la red més grande del
Modelo 1 y la red mas pequena del Modelo 2 y en la segunda columna la raiz
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del error cuadratico medio (RMSE) cometido con cada modelo en el ajuste in-the-
sample. Para la muestra out-the-sample, se generan otros 20 contratos tomando
5 valores equiespaciados para S € [0.83,1.13] y 4 valores equiespaciados para
T € [0.1,0.9] y los mismos valores r = 0.03 y ¢ = 0.1. En la Tabla se in-
cluyen, para los distintos modelos, el RMSE cometido empleando los pardmetros
estimados en el andlisis in-the-sample.

RMSE out-the-sample
B-S exacto 1.49 x 107°
Modelo 1 0.000638
Modelo 2 0.011249

Tabla 3.2: Error out-the-sample con datos Black-Scholes.

A la vista de los resultados presentados en las Tablas y se ve que
la aproximacion de los parametros mediante el precio exacto de Black-Scholes es
bastante buena, al igual que la obtenida por el Modelo 1 que es también aceptable.
Los resultados del Modelo 2 difieren mucho més, asi que seguramente la red del
Modelo 2 es excesivamente pequena para el objetivo buscado. De hecho, para
el Modelo 2, la busqueda de los parametros lleva a valores que estan fuera del
dominio donde la red ha sido entrenada, haciendo que los resultados obtenidos con
este modelo no sean fiables.

La segunda parte del experimento va a intentar recrear las condiciones reales
de mercado como en [9]. El mercado real no sigue el modelo de Black-Scholes
y, debido a la carencia de datos reales de mercado, se va a intentar replicar esas
condiciones generando los contratos para el andlisis in-the-sample / out-the-sample

con el modelo de Heston, aunque la estimacion de parametros se va a realizar con
el modelo de Black-Scholes.

Para la generacion de los datos del modelo de Heston, se han fijado los parame-
tros r = 0.02,v = 0.05,0 = 0.03,0 = 1.3,p= —0.7y (k+ A) = 1 y se han tomado
las mismas cotizaciones y vencimientos a los tomados en el experimento anterior.

Parametros Estimados RMSE in-the-sample
B-S exacto | r = 0.045899, o = 0.166185 0.002816
Modelo 1 | r = 0.047801, o = 0.164300 0.003031
Modelo 2 r = 0.05, 0 = 0.124869 0.009568

Tabla 3.3: Resultados de la estimacion n-the-sample con datos Heston.
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RMSE out-the-sample
B-S exacto 0.002768
Modelo 1 0.003161
Modelo 2 0.009655

Tabla 3.4: Error out-the-sample con datos Heston.

En las Tablas y [3.4] se aprecia como el modelo exacto de Black-Scholes
comete un error mucho mayor que en las Tablas y cosa esperable ya que se
esta aproximando un modelo por otro mucho mas simple. Los resultados obtenidos
con la red del Modelo 1 de nuevo son bastante consistentes y més similares a los
resultados de Black-Scholes en comparacion con la red del Modelo 2, que de nuevo
tiende a salirse del dominio en el que ha sido entrenada.

3.3. Conclusiones

Este TFG ha sido un trabajo exploratorio en dos sentidos. En primer lugar
ha sido una toma de contacto con el campo de las Matematicas Financieras, los
modelos que se emplean y las propiedades que intentan recrear a nivel tedrico (asi
como las carencias que presentan). Por el otro, ha sido una toma de contacto con
las Redes Neuronales y sus potencialidades.

En los experimentos realizados se ha visto como una red neuronal puede apro-
ximar bastante bien un modelo de valoracion, y que sélo han hecho falta gran
cantidad de datos de entrenamiento previamente calculados. Asi mismo, la evalua-
cion de una red neuronal entrenada en modelos mas complejos, es mucho menos
demandante computacionalmente que el calculo de un precio a través de un método
numérico clasico.

Esta eficiencia es la gran potencialidad de las redes en este campo, ya que
permite la valoracién en tiempo real de derivados financieros, una capacidad que
es crucial para la toma de decisiones rapidas y precisas en los mercados financieros.

Existe una amplia literatura del empleo de las Redes Neuronales en este cam-
po. Por ejemplo, se pueden emplear redes neuronales entrenadas con datos de
mercado [3] o, como se menciona en [2], las redes neuronales pueden integrarse con
algoritmos tradicionales para acelerar significativamente el proceso de céalculo de
los precios de los derivados, proporcionando resultados mas rapidos y eficientes.

Otra forma de aplicar las redes neuronales en el contexto de las Finanzas
Cuantitativas es mediante el uso de un tipo de redes conocidas como Physics-
Informed Neural Networks (PINN’s). Estas redes estan disenadas para aproximar
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procesos que pueden describirse mediante en derivadas parciales, lo que las hace
particularmente ttiles para aproximar modelos multidimensionales en finanzas que
siguen tales ecuaciones.

En resumen, los temas abordados en esta seccién sugieren areas de estudio
futuras muy interesantes y, el desarrollo de este trabajo ha sido una experiencia
extremadamente enriquecedora, que me ha proporcionado una cierta comprension
y ganas de profundizar sobre la modelizacién de los mercados y la aplicaciéon de
las redes neuronales en la valoracién de derivados financieros.
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