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Resumen

La programacion lineal entera es una rama importante de la programacion li-
neal en la que las variables toman valores enteros, lo que dificulta la busqueda de la
solucién optima.

Sin embargo, se emplea en diferentes ambitos con el fin de optimizar una funcién
objetivo sujeta a una serie de restricciones.

Este trabajo se centra en dar una descripcién ideal de la envolvente convexa de
la region factible y acercarnos lo més posible a la soluciéon éptima del problema
mediante la utilizacién de algoritmos de corte.

En el primer capitulo se presentan definiciones y resultados fundamentales de
la teoria poliédrica, ademas de la formulacién de los diferentes tipos de problemas
de programacién entera (pura, mixta y binaria) y el Teorema de Meyer, resultado
principal de este capitulo.

El Capitulo 2 se centra en la resolucién efectiva de problemas de programacion en-
tera, debido a que se conoce la descripcién completa de la envolvente convexa. Se
estudian los conceptos de poliedro entero y matrices unimodulares y se analizan los
problemas de transporte y flujo de redes.

En el tercer capitulo se profundiza en la descripciéon parcial de la envolvente conve-
xa mediante familias de desigualdades, se introducen los conceptos de desigualdades
validas, relajaciones y cortes. Se detalla el algoritmo de planos de corte, como he-
rramienta para aproximarse a la solucién 6ptima de un problema de programacion
entera. Y finalmente se da una lista con una breve explicacion de algunas familias
de desigualdades.

Por tultimo en el Capitulo 4 se tratan los cortes de Gomory, el algoritmo de cortes
fraccionarios de Gomory tanto para el problema de programacién entera puro como
para el mixto, y se estudia la efectividad de dicho algoritmo para llegar a una solu-
cién Optima en un numero finito de iteraciones.

Palabras clave: Programacién lineal entera, planos de corte, desigualdades validas,
relajaciones, envolvente convexa y cortes de Gomory.






Abstract

Integer linear programming is an important branch of linear programming in
which variables take on integer values, making it difficult to find the optimal solu-
tion. However, it is used in different areas in order to optimize an objective function
subject to a series of constraints.

This work focuses on giving an ideal description of the convex envelope and get-
ting as close as possible to the optimal solution of the problem by using cutting
algorithms.

In the first chapter, definitions and fundamental results of polyhedral theory are
presented, as well as the formulation of the different types of integer programming
problems (pure, mixed and binary) and Meyer’s Theorem, the main result of this
chapter, is presented.

Chapter 2 focuses on the effective resolution of integer programming problems, as
the complete description of the convex envelope is known. The concepts of integer
polyhedron and unimodular matrices are studied and the problems of transport and
network flow are analyzed.

In the third chapter, the partial description of the convex envelope is deepened by
means of families of inequalities, the concepts of valid inequalities, relaxations and
cuts are introduced. The cutting plane algorithm is detailed as a tool to approximate
the optimal solution of an entire programming problem. And finally a list is given
with a brief explanation of some families of inequalities.

Finally, Chapter 4 deals with Gomory cuts, Gomory’s fractional cut algorithm for
both the pure and mixed integer programming problem, and studies the effectiveness
of this algorithm to arrive at an optimal solution in a finite number of iterations.

Keywords: Integer linear programming, cutting planes, valid inequalities, relaxa-
tions, convex hull and Gomory cuts.






Introduccion

La programacion lineal es una disciplina dentro de la optimizacion matematica
que se desarrollé a mediados del siglo XX.[5] En 1947, el estadounidense George
Dantzig, desarroll el método simplex, lo que permitié resolver problemas de opti-
mizacién lineal de manera mas efectiva.

Este método se convirtié rapidamente en una herramienta importante en numerosas
areas gracias a su capacidad de resolver grandes sistemas de ecuaciones con multi-
ples restricciones.

En los problemas de programacioén lineal [7], se busca maximizar o minimizar una
funcién, conocida como funcién objetivo, para llegar a la soluciéon 6ptima dentro
de la regién factible definida por las restricciones. La formulacién general de un
problema de programacion lineal es

min{cz : Ax < b,z > 0}

donde A es una matriz real de dimensiones m x n, x € R" es el vector columna
de variables de decisién, b € R™ es el vector columna de términos independientes y
c € R" es el vector fila de los coeficientes de la funcién objetivo.

A lo largo del trabajo supondremos que la mayoria de los problemas de optimizacién
considerados son de la forma minimizar la funcién objetivo.

La programacion lineal entera extiende este concepto al considerar variables con
valores enteros, lo que dificulta la busqueda de la solucién éptima debido a la natu-
raleza discreta de la regién factible.

En este caso la formulacion del problema es de la siguiente manera
min{cx + hy : Av+ Gy < b,z >0,y > 0,z € R",y € Z"}

Donde A es una matriz m x n, G una matriz m X p, x un vector de dimensién n e
y de dimension p y ¢ € R™ y h € RP son los vectores fila de los coeficientes de la
funcién objetivo.

La region factible de estos problemas deja de ser convexa, por lo que, inicialmente,
dificulta la aplicacion de la teoria de poliedros.

Sin embargo, gracias a resultados, como el teorema de Meyer, que estudiaremos a
continuaciéon, podemos ver que la envolvente convexa de la regién factible es un

11



12 INDICE GENERAL

poliedro.

A lo largo de las décadas de 1950 y 1960 se realizaron grandes aportaciones a la
programacion entera de matematicos como Ralph Gomory, que introdujo los cortes
de Gomory.

Sin embargo, los avances computacionales mas recientes han permitido abordar pro-
blemas de programacién entera mas complejos y de mayor escala.

El trabajo de Crowder, Harlan and Johnson, Ellis L. and Padberg, Manfred, “Sol-
ving large-scale zero-one linear programming problems” [2] se considera un punto de
inflexion en la mejora de la resoluciéon de problemas de programacion entera, debido
precisamente a la obtencion de relajaciones fuertes mediante algoritmos de planos
de corte.



Capitulo 1

Teoria poliédrica

1.1. Poliedros y resultados basicos

La teoria poliédrica es un marco fundamental para la investigaciéon operativa
que proporciona definiciones y resultados béasicos para la comprensién de problemas
de programacion entera.

En este capitulo vamos a estudiar aquellas definiciones y resultados sobre la teoria
de poliedros que nos seran de gran utilidad en los siguientes capitulos.

A partir de ahora consideramos A una matriz de dimensiones m X n y b un vector
columna de dimensién m, ambos de coeficientes racionales.

ay; Q2 -+ Aip by

Q21 Q22 -+ A2y by
)

Am1 . e . e Amn, bm

Definicién 1.1. Llamamos poliedro racional, P C R"™, al conjunto de puntos que
satisface un nimero finito de inecuaciones lineales de la forma P = {z € R" : atr <
b, Vi € {1,..m}}.[11]

Definicién 1.2. Un poliedro racional P C R™ se dice que es acotado si existe w € R
talque PC {z e R": —w < z; <w,Vj € {1,....,n}}.

Definicién 1.3. Sea P = {z € R" : a’x < ;,Vi € {1,...,m}} un poliedro racional.
La dimensién de P es k, dim(P) = k, si el nimero maximo de puntos linealmente
independientes de P es k + 1.

Definicién 1.4. Decimos que  es un punto interior de P si paratodoi € {1,2,...,m}
se satisface a’z < b;.

13



14 1.1. POLIEDROS Y RESULTADOS BASICOS

Vamos a considerar ahora (A=, b~) las filas correspondientes de (A, b) que satis-
facen las ecuaciones a'x = b;,Vx € P.

Proposicién 1.5. Dado un poliedro P, si P C R"™ entonces dim(P)+rang(A=,b~) =

n. [11]

Demostracion. Suponemos que rang(A~) = rang(A=,b=) =n —k con 0 < k < n.
Sabemos que hay k + 1 soluciones linealmente independientes del sistema A=z = 0,
y las denotamos como y',v?, ..., y**.

Sea z un punto interior de P entonces para un € > 0 lo suficientemente pequeno
tenemos 7 + ey’ con i € {1,...,k -+ 1} son puntos linealmente independientes de P,
luego dim(P) > k y por tanto dim(P) + rang(A=,b~) > n.

Si consideramos el caso dim(P) = k, con x!',... 2% puntos linealmente inde-
pendientes de P tal que A=z" = b= con i € {1,...,k + 1}. Tendremos entonces
rang(A=,07) <n —ky dim(P) 4+ rang(A=,b~) < n.

Es decir, dim(P) + rang(A=,b0~) = n.

O

Ejemplo 1.6. Consideramos el poliedro acotado P € R? dado por las inecuaciones
siguientes:

T+ T+ a3 <1 (1.1)
—x] —xg —x3 < —1 (1.2)
r1+ 23 <1 (1.3)

-1 <0 (1.4)

-5 <0 (1.5)

23 <3 (1.6)

(1.7)

$1+[L‘2+2I3§2

Representado en la Figura 1.1

Los puntos (1,0,0),(0,1,0), (0,0, 1) son linealmente independientes y estédn en
P,y como los tres satisfacen la igualdad de (1.1) 1 + 22 + 23 = 1 se tiene que
rang(A=,b=) > 1y por la proposicién anterior dim(P) < 2. Luego dim(P) = 2. [11]

A continuacién veremos como se puede representar un poliedro en términos
de puntos y direcciones extremas. Comenzaremos con las definiciones y teoremas
previos antes de ver el resultado fundamental.[11]

Definicién 1.7. Dado un x € P, decimos que es un punto extremo de P si no puede
escribirse como combinacién estrictamente convexa de dos puntos distintos de P. Es
decir, que si tenemos © = Axr;+(1—\)zy con A € R, entonces x no es punto extremo.
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Figura 1.1: Poliedro

Definicién 1.8. Dado un vector d # 0, decimos que d es direccién de P si satisface
Ad <0.

También podemos decir que d es direccion de P siy solo si paratodox € Py A >0
se tiene que z + A\d € P.

Definicién 1.9. Una direccién d de P decimos que es direcciéon extrema si no se
puede escribir como una combinaciéon lineal positiva de dos direcciones distintas
de P, es decir, si no existen d',d?, d' # \d? para cualquier A > 0, tal que para
i, pa > 0, se tiene d = pyd' + pod?.

Definicién 1.10. Sea P un poliedro racional y sea cx < ¢g, V& € P una desigualdad
vélida de P, decimos que el conjunto F' = {x € P : cx = ¢y} es una cara de P.

Proposicién 1.11. Sea P # () un poliedro racional y rang(A) =n —k, entonces P
tiene una cara F de dimension n—rang(A) = k y ademds no tiene una cara F' # ()
de dimension menor.

Demostracion. Sea F # () una cara de Py rang(Az, bn) < n—k, por la proposicién
1.5 dim(F) > k.

Si estamos en el caso dim(F) = k = 0 entonces no hay ninguna cara de menor
dimensién y no hay nada que probar.

Suponemos dim(F) > 0, sea & un punto interior de F, como dim(F) > 0 existe
un punto y € F. Consideramos la recta que los une & + A\(y — ) = z()\), donde
A € R, y suponemos que interseca con la recta a’z = b; para i € {1,...,m}.
Consideramos \* el menor de los A que hace que la recta z(\) se corte con la recta
a'z = b;. Como & es un punto interior \* # 0. Y tenemos F; = {zx € P : Azx =
b, a'r = b;} una cara de P de dimensién menor lo que es una contradiccion.
Luego no puede haber caras de dimensién menor que F.

Entonces & + A(y — ) no interseca con la recta a'z = b; para ningin ¢ € {1,...,m}
lo que quiere decir que Az + ANy — ) < b para todo A € R.
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,xz

—1 +

—2

Figura 1.2: Cara de dimensién 1 del poliedro

Como Az < b por ser punto interior, entonces AX(y — ) = 0 para todo y € F,y
por lo tanto F' = {y : Az = Ay} y como rang(A) = n — k por la proposicién 1.5
dim(F) = k.

0

Ejemplo 1.12. Dado un poliedro P = {x € R? : z;+x5 < 1}. (Figura 1.2). Tenemos
que rang(A) = 1, y una cara de P de una dimensién es F = {z € R : 2y + 25 = 1}

Proposiciéon 1.13. Sea P un poliedro racional, x es un punto extremo de P si, y
solo si es una cara de dimension cero de P.

Demostracion. Vamos a demostrar ambas implicaciones, empezamos con (<=).

Sea z una cara de P de dimensién 0, por la proposicién 1.5 sabemos que rang(A;) =
n, tomamos (A, b) una submatriz de (A,b), con A de dimensién n x n.

De esta manera podemos escribir z = A~1b.

Siz = %xl + %xg con r1,T3 € P,y flml < b para ¢ = 1,2, entonces flxl = fle = l~),
es decir que x1 = x9 = x y por lo tanto x es un punto extremo de P.

Para probar la otra implicacién vamos a probar: no b = no a, y asi tendremos
la implicacién que buscamos (a = b).

Suponemos que z no es una cara de P de dimensiéon cero. Por la proposicién 1.5
rang(A;) < n, pero ahora existe un y # 0 que satisface A7y = 0, y para un € > 0
lo suficientemente pequefio tenemos que x' =z +ey € Py 22> = v — ey € P. Ahora

tenemos r = %xl + %:c? y por lo tanto no es punto extremo.
0

Proposicion 1.14. Sea P es un poliedro racional no vacio, entonces d es direccion
extrema de P si, y solo si el conjunto {\d : A\ € R} es una cara de dimension uno
de P.
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Demostracion. Vamos a probar las dos implicaciones, comenzamos por (<)

Sea A7 = {a': i € {1,...,m},a’d = 0}. Si {\d : A > 0} es una cara de dimensién
uno de P, rang(A3) = n — 1. Por lo tanto todas las soluciones de Ay = 0 son de
la forma y = Ad, A € R. Si d = %dl + %dQ llegamos a una contradiccién como la
proposicion 1.12 y por la tanto d es direccién extrema.

Probamos la otra implicacién al igual que en la proposiciéon anterior, no b = no
a, y asi tendremos la implicacién que buscamos (a = b).

Sea d un vector que satisface Ad < 0, y rang(A>) < n — 1, entonces existe
d # M, € R tal que A7d = 0. Las direcciones d' = d + ed, d> = d — ed nos
muestran que d = 3d' + $d? y por lo tanto d no es direccién extrema.

De las dos proposiciones anteriores se deduce lo siguiente.

Corolario 1.15. Todo poliedro racional tiene un nimero finito de puntos extremos
y direcciones extremas.

Observacion 1. El nimero de puntos extremos de un poliedro racional, aunque
sea finito, puede llegar a ser muy grande.

Proposicién 1.16. Sea P # () un poliedro racional y acotado, y consideramos el
problema de programacion lineal min{cx : x € P}, entonces existe una solucion
optima para este problema que es un punto extremo.

Demostracion. El conjunto de soluciones ptimas de P es una cara F' = {x € P :
cx = ¢p}. Por la proposicién 1.11 F' contiene una cara de dimensién n — rang(A), y
como n — rang(A) = 0, F' contiene un punto extremo por la proposicién 1.12.

O

Proposicién 1.17. Si P # () es un poliedro racional no acotado y consideramos el
problema de programacion lineal min{cx : © € P}, entonces P tiene una direccion
extrema d* que satisface cd* > 0.

Demostracion. Dado el problema de programacion lineal min{cx : © € P} existe
un vector d € R™ tal que Ad < 0y c¢d > 0. Considerando el nuevo problema de
programacién lineal min{cd : Ad < 0,ed < 1} = 1. Por la proposicién 1.16, tiene
una solucién optima que es un punto extremo d.

Por lo tanto d satisface cd > 0 y rcmg(Ad?) =n — 1, y por la proposicién 1.14, d es
una direccién extrema de P.
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A continuacién vamos a dar el primer resultado fundamental de este capitulo.
[11]

Teorema 1.18. Sea P = {z € R" : Az < b} un poliedro racional. Entonces
tenemos el conjunto de puntos extremos de P, S, = {z',.... 2"} # 0 y el conjunto
de direcciones extremas de P, Sq = {d',...,d'} # 0 tal que todo v € P se puede
representar como combinacion convexa de puntos extremos y combinacion lineal no
negativa de direcciones extremas,

k l

T = Z)\jmj + Zyjdj

7j=1 7j=1

k
)\jz();Z)\j:lijzO

j=1

Si P es un poliedro acotado entonces no tiene direcciones extremas y se representa
como combinacion convexa de puntos extremos.

Demostracién. Sea Q = {z : x = Zle N + Zé.:l vidi N >0, Z?Zl No=1v >

0}.

Como 2/ € Pcon j = 1,....k y P es convexo tenemos que & = 25:1 A\;jz? para
todo \; que satisface A\; > 0, Z?Zl A =1 |

Ademas, como para cada j = 1,..,1 se tiene que d’ son direcciones extremas de P,
es decir & + 22:1 v;d’ € P para todo v; > 0 con j =1,...,1.

Por lo tanto tenemos que ) C P.

Queremos ver que P = (), para ello vamos a razonar por reduccién al absurdo.

Suponemos que () & P, entonces existe un y € P\ @, es decir no existen \; ni
v, que cumplan las propiedades pedidas:

k l
Yy = Z)\jl’j + Zdej
=1 j=1

k
)\jZO,Z)\jzl,VjZO

j=1
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Esto quiere decir que existen ¢ y ¢ tal que cz® < ¢g, cd' <0y cy < co.

Si consideramos el problema de programacién lineal min{cx : = € P} tenemos
dos casos:

= Caso 1: El poliedro racional P es acotado, y por la proposicion 1.16 existe una
solucién éptima que es un punto extremo, por lo que y € P, cy > cz® para todo
z* € P que son puntos extremos de P. Por lo que llegamos a una contradiccién.

= Caso 2: P es no acotado y aplicando la proposicion 1.17 existe una direccién
extrema d* tal que cd* > 0 y de nuevo llegamos a una contradiccién.

En ambos casos se llega a una contradiccion y por lo tanto podemos concluir
que P = Q.

O

Gracias a este resultado concluimos que se puede dar una representacién finita
de todo poliedro, ya sea acotado o no.

Observacion 2. Existe una equivalencia entre el nimero finito de puntos extremos
y soluciones bésicas que se aplica en el método simplex [1] para la resolucién de
problemas de programacién lineal.

1.2. Envolvente convexa en programacion entera

En esta seccion daremos una clasificacion de los diferentes problemas de progra-
macion entera y definiciones bésicas que utilizaremos a lo largo del resto de capitulos.

Dado un problema de programacién lineal {cx : Ax < b,z > 0} que se quiere
maximizar o minimizar, con A una matriz de dimensiones m x n y b un vector
columna de dimensiéon m de coeficientes racionales, podemos anadir algunas restric-
ciones sobre las variables, como por ejemplo x € Z".

De esta forma obtenemos un problema de programacion entera y en funcién de las
condiciones que demos sobre las variables tendremos distintos tipos de problemas.

[10]

= Programacién entera mixta:
Cuando no todas las variables > 0 son enteras hablamos de problemas de
programacion entera mixta y se puede formular de la siguiente manera.

min{cx + hy : Az + Gy < b,z >0,y > 0,y € Z}

Donde A es una matriz m x n, G una matriz m X p, x un vector de dimensién
n e y de dimension p.
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= Programacién entera pura:
En este caso todas las variables son enteras y estamos en el problema de
programacion entera pura

min{cx : Az <b,x >0,z € Z"}

= Programacion entera binaria:
Si las variables son binarias, es decir, toman valores 0-1 entonces hablamos de
problemas de programacién entera binaria.

min{cr : Ax < b,z € {0,1}"}

Los problemas de programacion lineal se resuelven de manera eficiente pues
existen métodos simples para resolver problemas de grandes dimensiones, funda-
mentalmente el método simplex [1] y se tienen teoremas y resultados que funcionan
muy bien, debido sobre todo a los teoremas de dualidad.

Sin embargo esto no ocurre con la programacion entera ya que la regién factible no
es convexa, si no discreta.

Conocemos el problema de programacién entera min{cz : Az < b,z > 0,z € Z"},
que denotaremos por Pg y consideramos el conjunto S C Z" de puntos factibles
S={xeZ" x>0: Az < b}.

Definicién 1.19. Dado el conjunto factible de un problema de programacién entera
S C R™, la envolvente convexa de S, conv(S) se define como el conjunto de todos los
puntos que son combinacién convexa de un nimero finito de puntos de S, conv(S) =

(o= 2\, N=1,N<0,i=1,..,t{z' .. 2} € S}.[10]

Proposicion 1.20. La envolvente convexa de S es el conjunto convexo mas pequeno
que contiene a S.

Demostracion. Supongamos que C' es un conjunto convexo que contiene a S. Que-
remos probar que conv(S) C C. Por definicién de C' todo punto x; de S pertenece a
C. Dado que C' es convexo, cualquier combinacién convexa de puntos de S también
debe pertenecer a C', es decir cualquier punto de la forma Z:f:l i\ conx; €Sy
i <0 estd en C. Por lo tanto conv(S) C C.

Como conv(S) es convexo esta contenido en cualquier conjunto convexo que conten-
ga a S. Luego es el conjunto convexo mas pequeno que contiene a S.
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Un problema central en programacion entera es encontrar un conjunto de des-
igualdades que describan la envolvente convexa, es decir conv(S) = {z : Hx < h}
con H matriz de dimensiones muy grandes, y esto se resuelve de manera tedrica en
el siguiente teorema.|11]

Teorema 1.21. (de Meyer) Sea P = {x € R" : Az < b} un poliedro racional
y S = PNZ" conjunto factible para el problema de programacion lineal entera
min{cx : Ax <b,x >0,z € Z"} , entonces conv(S) es un poliedro racional.

Demostracion.

Nota. Antes de dar la demostracién de este teorema vamos a ver un resultado previo.

Proposicién 1.22. Sea P={z € R": Az < b,z >0} #0 y S=PNZ", entonces
existe un conjunto finito de puntos {¢'her de S y un conjunto finito de direcciones
{d7};es de P tal que

S:{xE]R":x:Zalql—l—Zﬂjdj,Zal:1,a€Z|L‘,6€Z|J|,a,5>O}

leL JjedJ leL

Demostracion. Sea {z¥ € R" : k € K, 2% > 0} un conjunto finito de puntos extremos
de Pysea{d € R":j € J d >0} conjunto finito de direcciones extremas de P.
Como P es un poliedro racional, todos estos vectores extremos tienen coordenadas
racionales. Tenemos

P={zeR":x=Y MNa®+ ) pd, Y Ao =1A,p; >0}

keK jeJ keK

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que {d’} con j € J son vectores
enteros. Sea

Q:{xGZ”:x:Z/\kxk—l-Zujdj,Z)\k:l,)\kZ0,0g,uj<1,x>0}

keK jeJ keK

Entonces Q es un conjunto finito y lo denotamos por Q = {¢! € Z": 1 € L}, y
QCS.

Ahora observamos que z' € S siy solo si z' € Z" y

= {3 N+ 3k D@+ ) 3 M = Loy > 0

keK jeJ jeJ keK

para j € J. k € K.

El primer término de la suma anterior es un punto de @, luego existe [(i) € L
tal que 2 = ¢! + 3", Bid/, Bi = |p}| para todo j € J. Y concluimos.

O
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Ahora ayudandonos del resultado anterior procedemos a demostrar el Teorema
de Meyer.

Como todo punto ¢ € S se puede escribir de la forma z* = ¢'® + ZiEJ ﬁ;dj por el
resultado anterior, entonces toda combinacién convexa de puntos {z* € S : i € I}
se puede escribir como

=Y v’ = 7@V +) ] i)

iel il jeJ

=2 D W+ Q)

leL iel:l(i)=l jed el

-+
leL jeJ

donde o = Zie[:l(i):l Vi=0conleLydcroau=>,%=1yB=> %5; 2

0 para j € J.

Por lo tanto conv(S) = {z e R" : z = ZleL g + > ey Bid con x>0, Bj,cq >0
parale L,jeJy Y o au=1} Cong',r7 € Z" paral e L,j € J.

Luego conv(S) es un poliedro racional.

Proposicién 1.23. Los puntos extremos de conv(S) pertenecen a S.

Gracias a estos resultados podemos dar la descripcion de la envolvente convexa,
P = conv(S), de manera que P; C P,y como consecuencia del Teorema de Meyer
podemos escribir P = {z : Hx < h} con H matriz de coeficientes enteros y dimen-
siones muy grandes.
Cuando conv(S) sea un poliedro acotado lo denotaremos como politopo.

En general conv(S) tiene una estructura muy complicada, y de ahi la dificultad
de los problemas de programacion entera.

El Teorema de Meyer no es mas que un resultado tedrico, que nos garantiza un
conjunto de desigualdades para describir la envolvente convexa, en la practica este
conjunto puede llegar a ser muy grande y por lo tanto no es tan facil dar dicha
descripcion.

Se puede tener una idea pero normalmente serd una cantidad enorme (exponencial)
de desigualdades y no es simple obtenerlas.

Aun asf se conoce una familia de ejemplos con una sola restriccion y dos variables
y con un nimero ilimitado de puntos extremos de conv(S).
Cuando S es el conjunto de soluciones de un problema combinatorial, normalmente
las variables son z; = 0,1 y conv(S) es un politopo. Se le suele dar el nombre del
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T2

1 2 3 4 5
Figura 1.3: Envolvente convexa de S

politopo del problema, por ejemplo; politopo de la mochila, politopo de acoplamiento
o politopo del viajante.

Ejemplo 1.24. Sea S = {(z,75) € Z*:

—x1 + 279 < 4,
511 + 19 < 20,
—2x1 — 229 < =7
x> 0,29 > 0}

Por lo tanto S = {(2,2),(2,3),(3,1),(3,2),(3,3),(4,0)} y de estos seis puntos
solo cuatro son puntos extremos de conv(S). (ver Figura 1.3)
En este caso es facil dar una descripcion de conv(S) por desigualdades lineales.

conv(S) = {(x1,2,) € Z* :

—r1 < =2,

xy < 3,

—x1 — 22 < —4
3r1 + a9 < 12
x> 0,29 >0}






Capitulo 2

Problemas bien resueltos

2.1. Poliedros enteros

En este capitulo continuamos con el estudio del conjunto de puntos factibles
para un problema de programacion lineal entera.
Dado el conjunto de puntos factibles S = {z € Z" : Az < b} donde A es una matriz
de dimensiones m x n y b un vector columna de dimensién m, ambos de coeficientes
enteros, consideramos el problema de programacion entera Pg

min{cz : z € S}

A lo largo de este capitulo vamos a estudiar los casos en los que se conoce la des-
cripcién de la envolvente convexa de S. Conociendo conv(S) podemos encontrar un
algoritmo eficiente para resolver el problema de programacién lineal, y por tanto el
problema Pg.

Definicién 2.1. Sea P C R™ un poliedro no vacio, decimos que es un poliedro
entero si cada una de sus caras no vacfas contiene un punto entero. [11]

Proposicién 2.2. Sea P # () un poliedro P = {x € R™ : Ax < b} con rang(A) = n,
P es entero si, y solo si todos sus puntos extremos son enteros.

Demostracion. Sea P un poliedro entero, con rang(A) = n, por la proposicién 1.11,
deducimos que P tiene una cara de dimension n — rang(A) = 0, luego nos fijamos
en sus caras minimas no vacias, cada una de ellas es un punto extremo (proposicién
1.13), y aplicando la definicién de poliedro entero son puntos enteros.

Sea z € P un punto extremo entero, cada punto extremo es una cara de dimen-

sion cero de P y por lo tanto contienen un punto entero, luego P es un poliedro
entero.

25



26 2.1. POLIEDROS ENTEROS

Del resultado anterior se deduce lo siguiente.

Corolario 2.3. Sea P # () un poliedro P = {x € R" : Ax < b}, P es entero si, y
solo si todos sus puntos extremos son enteros.

Consideramos el problema de programacién lineal para el poliedro P, zp, =
min{cx : © € P}. Los poliedros enteros pueden caracterizarse a partir de la solucién
del problema Py.[11]

Proposicion 2.4. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. P es un poliedro entero.

2. El problema Py, tiene una solucion optima entera para todo ¢ € R™ para el cual
tiene solucion optima.

3. El problema Py, tiene una solucion optima entera para todo ¢ € Z™ para el cual
tiene solucion dptima.

4. zp, es entero para todo ¢ € Z" para el cual Py, tiene solucion optima.

Demostracion. 1 = 2: Si el problema P, tiene una solucién 6ptima, entonces dicha
solucion es un punto extremo de P, por el teorema 1.17 del capitulo anterior.

2 = 3 = 4 son evidentes.

4 = 1: Dado min{cx : x € P} con P entero y el problema (Pp) con solucién éptima,
entonces x € P es punto extremo, y tenemos ¢ € Z" tal que x es la Unica solucién
optima de P, por la proposicion 1.16 del capitulo anterior.

Vamos a probar no 1 = no 4

Si P no es entero = existe ¢ € Z™ tal que 2’ es la tnica solucién éptima de P,
y alguna de las componentes de 2, por ejemplo (z;) no es entera.

Entonces podemos tener un ¢ € Z" tal que 2’ es también solucién 6ptima para
d=¢c¢+ %Cj y para gc’ = q¢ + ¢;. Pero ¢z’ — géx’ = (x;)" lo que quiere decir que
min{cz : € P} no es entero y por lo tanto no se cumple 4.

Hemos probado 1 = 2 =3 =4=1
OJ

Definicién 2.5. Un sistema de desigualdades lineales Ax < b decimos que es entero
totalmente dual, TDI, si para todo ¢ € Z™ tal que zp, = min{cz : Az < b} es finito,
entonces su dual méx{yb: yA = ¢,y € R,y > 0} tiene solucién éptima entera.
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Corolario 2.6. Si Ax < bes TDI yb € Z" entonces P = {z € R" : Az < b} es
entero.

Demostracion. Si Ax < b es TDI quiere decir que su dual tiene soluciéon 6ptima, y
como b € Z" tenemos que zp, del dual es también entero.

Por tanto, para todo c para el cual zp, es finito se tiene que zp, es entero y por la
proposicion anterior P es entero.

U

Ejemplo 2.7. Dada una particién de V' = {1,...,n} el conjunto de nodos, V; =
{1,..m} y Vo ={m+1,..n} tal que V. =V; U V5, los pesos de cada nodo los deno-
tamos por ¢; para 7 € V' y los pesos de los ejes por b;; parai € Vi y j € Va.

Tenemos el problema ml’n{zyzl cjx;xi+x; < bVieVy,je Vol

Su dual es

maix{z Z bijyij:

i=1 j=m+1

Zyz‘j =¢;,V] € Va,y;; 2 0,Vi,5 € V}
=1

y tiene solucién éptima entera si es factible y si ¢; es entero Vj € V. Por lo tanto
el sistema x; + z; < b;; es TDI y b;; son enteros, luego P = {x € R" : z; + x; < b;;
con i € V4,7 € V4} es un poliedro entero.

Este ejemplo es un tipo de problema de transporte que estudiaremos mas adelante.

Proposicion 2.8. Si Ax < b es un sistema lineal de coeficientes racionales, entonces
existe un entero positivo, q € 7 tal que %Aw < éb es TDI.

Demostracion. Tenemos el problema dual yA =c¢, y € R", c € Z".

Podemos escribir todo punto extremo y de la forma y = %(ph ...pn) donde p; son
enteros.

Ahora sea 1y’ = gy por lo tanto todo punto extremo de éy’ A=c,y € R" es entero

y el sistema dual %Aa: < éb es TDI.

Del resultado anterior se deduce el siguiente corolario.
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Corolario 2.9. Todo poliedro P = {x € R" : Az < b} se puede representar por un
sistema de desigualdades lineales TDI.

Sin embargo no siempre la descripcién con un sistema de desigualdades lineales
de un poliedro entero es TDI.

Ejemplo 2.10. El problema

mfIl{l’m + T13 + 14 + Loz + Tog + T3q :

T2+ T3+ x4 2 1
T13 + Tog + Xog 2> 1
713+ Tz + 34 > 1
T1y + Tog + 134 > 1}

Tiene tres soluciones éptimas :

» 1o =T34 = 1y x;; = 0 para el resto de variables
» 713 =Ty = 1y x;; = 0 para el resto de variables
» 1y = To3 = 1 y ;5 = 0 para el resto de variables

Su dual es el problema méx{Zle yi cyi+y; < 1lparatodoi,j={l,..,4}:75>
i,y € R}

Su tnica solucion es y; = % para todo i € {1,...,4}, por lo tanto el sistema li-
neal Az > 1,2 > 0 no es TDI, pero el poliedro P = {x € R* : Az > 1,2 > 0} si es
entero.

2.2. Matrices unimodulares

Dado un problema de programacién lineal entera Pg de la forma min{cz : Az <
byr € Z",x > 0} con A y b de coeficientes enteros, la idea principal para resolver
dicho problema es dar un problema relajado Pr y estudiar si tiene una solucién
optima entera.

Nota. En el siguiente capitulo estudiamos con méas detalle como obtener un problema
relajado para encontrar la solucién optima del problema de programaciéon lineal
entera Pg.

Observacion 3. Sabemos de programacion lineal que las soluciones factibles basicas

toman la forma r = (zp,xx) = (B7'b,0) donde B es una matriz m X n no singular,
submatriz de (A, I).

Observacion 4. Si B, base éptima, satisface que det(B) = £1 entonces el problema
de programacién lineal relajado Pg resuelve el problema Pg.
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Demostracién. Por la regla de Cramer podemos escribir B~! = B* detl(B) donde B*

es la matriz adjunta. Los términos de B* son productos de términos de B, por lo
tanto B* es entera y como det(B) = +1, entonces B~! también es entera. Por lo
tanto B~'b es entera para b entero.

OJ
Ahora nos preguntamos cudndo las bases éptimas satisfacen que det(B) = +1.

Definicién 2.11. Una matriz A es totalmente unimodular, TU, si toda submatriz
cuadrada de A tiene determinante 0, 1 o -1.[11]

El siguiente resultado recoge como reconocer las matrices TU.[9] [11]

Proposicion 2.12. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

Aves TU.

La traspuesta de A, AT, es TU.

(A, I) es TU.

Una matriz obtenida eliminando una columna (o fila) de A es TU.

Una matriz obtenida multiplicando una columna (o fila) de A por -1 es TU.
Una matriz obtenida intercambiando dos columnas (o filas) de A es TU.

Una matriz obtenida duplicando una columna (o fila) de A es TU.

o RS s e~

Una matriz obtenida por una operacion pivote en A es TU.

Demostracion. 1 << 2,1 3,14, 1< 5,14 6y 1< 7son evidentes.
Veamos 1 & 8

Pivotar en una matriz (0,1,-1) incluye los siguientes pasos.

1. Si a;; = —1 entonces la fila 7 la multiplicamos por -1 y tenemos la nueva fila a'.
2. Para k = 7 tenemos

a st ap; =0
at = a* —a' si ap; =1
k =1 =_1

a”+a  sv agj

Sea B submatriz de A y B la matriz que obtenemos tras realizar una operacién
pivote sobre B. Veamos que B es una matriz (0,1,-1).
Para ellos diferenciamos distintos casos.

» Silafilai de A estd en B — |det(B)| = |det(B)| y ya hemos terminado.
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» Si la columna j de A estd en B pero la fila i no — det(B) = 0 y hemos
terminado.

= ni la fila ¢ ni la columna j de A estan en B. Entonces definimos

Qij Qg - Qi L oap - ay
agj _ 0
cC=1 . ,C = _
: B B
QA 0

Por lo tanto tenemos |det(B)| = |det(C)| = |det(C)|, y hemos terminado.
U

Observacion 5. Si A es una matriz totalmente unimodular, entonces a;; € {0,1, —1}
para todo i, J.

Proposicién 2.13. A es TU si y solo si P(b) = {x € R": Ax < b} es entero para
todo b € Z™ tal que P(b) # 0.

Demostracion. (=-): Consideramos el problema de programacion lineal con restric-
ciones Ax +Iy=bconz € R",y € R™, z,y > 0 donde A es TU y b es entero.

Sea (A,I) = (Ap, Ax) donde Ap es matriz base para dicho problema. Por el apar-
tado (8) de la proposicién anterior, Agl es entera. Por lo tanto Aglb es entera y los
puntos extremos se corresponden con las soluciones factibles bésicas, luego P(b) es
entero.

(«<): Sea A; una matriz arbitraria no singular de A de dimensién k x k y sea

s (A 0

A= (AQ ]m—k)
submatriz de (A, I) no singular generada por A; tomando los vectores m — k apro-
piados de . Sea b = Az +e; donde z € Z™ y

0

el vector de I con un 1 en la fila ¢. Entonces se tiene que A~'b = z + a; ', donde
;! es la columna i-ésima de la matriz A1
Tomamos z tal que z+a; ' > 0. Por lo tanto z+a; ' es un vector de variables bésicas
y puntos extremos de P(b). Por hipdtesis,z + &;1 eLmy z e Z™, es decir di_l ez
y A~ es una matriz entera, luego Al_l es una matriz entera.
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Finalmente det(A,) y det(A;") son enteros tales que
|det(Ay)] - |det(Ar )] = |det(AAT)| =1
Es decir |det(A;)| = 1.
U

Observacion 6. Como la traspuesta de A es TU, el poliedro dual es también entero.
Es decir,
Qc) ={ueR™ :uA>c,ce Z"}

es poliedro entero.

En el siguiente teorema se recoge la caracterizacion de las matrices totalmente
unimodulares, junto con algunas condiciones suficientes como corolarios. [10][9]

Teorema 2.14. La matriz A es totalmente unimodular si y solo si para todo J C
N ={1,...,n} existe una particion Jy, Jo que satisface ‘EjeJl a;j — Zj€J2 a;l <1
para cada i € {1,...,m}.

Demostracion. (=): Sea J un subconjunto de N arbitrario. Definimos z tal que

1 si jeJ
Zj:

0 si jé&.J

Yseand =0,d=z,9g=Azy b, =b; = %gi sig; espary b, = %(gi—l),bi =0 +1
si g; es impar.
Consideramos P(b,0,d,d') = {z € R" : b/ < Az < b,d <z < d,x > 0}. Observa-
mos que x = 5 € P(b,V,d,d').

Como A es TU, tenemos que b',b € Z™ y d,d € Z", luego P(b,b',d,d') es un
poliedro entero por la proposicién 2.13.

Por lo tanto existe z° € PN B con 2) =0 paraje€ N\ Jy z) € {0,1} si j € J.
Observamos que z; — 2:0? =+l paraj e J. Sea y ={jeJ:z— 2x9 =1}y
Jo={jeJ:z— Qx? = —1}. Tenemos

Z Qi5 — Z Q5 = Zaij(zj — 21’2) =

Jj€N JEJ2 jeJ
gi—¢gi =20 St g; €s par

gi—(g; 1) =241 si g; es impar
Y por lo tanto tenemos

\Zaij—Zaij] < 1,i:1,...,m

JjeS1 JEJ2
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(<): Si |J| =1 tenemos que a;; € {0, £1} para todo i, j. Por lo que razonamos
por induccién sobre la dimensién de las submatrices de A no singulares utilizando
la hipétesis de que toda submatriz (k — 1) x (k — 1) de A tiene determinante 0,1 o
-1.

Sea B una submatriz no singular de A de dimensiones k x k y sea r = |det(B)|. El
objetivo es ver que r = 1.

Aplicando la hipétesis de induccién y la regla de Cramer tenemos que B~ = -
donde bj; = {0, £1}. Por definicién de B* tenemos que Bbj = re; donde b} es el
primer vector columna de B*.

Sea J ={i: b}y #0}y J; ={i € J:b}} = 1}. Entonces para i = 2,..., k, tenemos

(Bb)i =Y bij— Y by =0

JjeJ] NISDAVA

B*

Por lo tanto {7 : b; # 0}| es par, es decir, para cualquier particién (Ji, Jy) de
J, luego .7, bij Z]EJQ b;; es par para i = 2, ..., k.
Ahora por h1p0t681s existe una particion (Jy, Js) de J talque | D27 bij—> ez, bij| <
1. Es decir que

para i = 2, ..., k.

Consideramos a; = | deJl by — Z]EJ by;|. Siay = 0, definimos y € R¥ como y; = 1
para i € J, y; = —l parai € Joyy; = 0sii ¢ Jp,Jo. Como By =0y B es no
singular, y = 0, lo que contradice que J # ().

Luego por hipdtesis tenemos a; = 1 y By = +e;. Por lo tanto, Bb] = re;. Como y
y b} son vectores con elementos (0,1,-1), entonces b} = £y y |r| = 1.

O

Ahora volviendo al problema de programacion lineal entera min{cz : x € Z", Ax <
b,z > 0}, si A es una matriz TU entonces el problema relajado Pg resuelve el pro-
blema original.

Proposicién 2.15. El problema de programacion lineal P, min{cz : x € R", Az <
b,z > 0} tiene solucidn dptima entera para todo vector entero b si, y solo si A es
TU.

Con este resultado podemos concluir que para un problema de programacion
lineal entera Pr con matriz A, TU, se conoce una descripcién de la envolvente
convexa del conjunto de soluciones factibles, conv(S) = P.
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2.3. Problemas de flujo de redes y de transporte

En esta seccién del capitulo trataremos dos tipos de problemas que se pueden
resolver mediante programacion lineal entera.

2.3.1. Problema de flujo de redes
Estudiamos el problema del flujo de redes. [1]

Dado un grafo D = (V, A) donde V = {1,...,m} es el conjunto finito de nodos
y A={(i,7),(k,1),...,(s,t)} el conjunto finito de arcos que unen los nodos, (el arco
(4,7) une el nodo 7 con el nodo 7).
Cada nodo i tiene asociado un valor b;, que llamamos demanda si b; < 0 o suministro
disponible si b; > 0. Podemos clasificar los nodos en funcién del valor de b;:

s Sib; > 0 el nodo 7 lo llamamos fuente.
= Sib; <0 el nodo 7 lo llamamos sumidero.

= Sib; = 0 no hay ni suministros disponibles ni demanda y el nodo ¢ lo llamamos
nodo de transferencia o intermedio.

Asociado a cada arco (7,7) tenemos z;; la cantidad de flujo que hay en dicho
arco, (x;; > 0) y ¢;; el coste de flujo a lo largo de dicho arco.
Suponemos que la oferta total es igual a la demanda total dentro de la red , es decir

2imi bi=0.

El problema del coste minimo del flujo de redes consiste en encontrar un flujo fac-
tible que satisfaga todas las demandas en un coste minimo, y lo formulamos de la
siguiente forma

min{z ch'jxij ; inj — Zwm =b; (2.1)
j=1 k=1

i=1 j=1
i=1,...,m,x;; >0,4,j=1,...m}.

Donde la ecuacién (2.1) la denominamos ecuacion de “conservacién de flujo”, e
indica que el flujo ni se crea ni se destruye, si no que se conserva.

., sz m 3
En la ecuacién de conservacién, el sumando j—1 Tij representa el flujo total que
sale del nodo 7, y el sumando »_;", xy; el flujo total que entra en el nodo i. Esto
sugiere que el flujo neto que sale del nodo 1, Z;"zl Tij — > ey Tk, debe ser igual a
b;.

Luego, en particular, si b; < 0 entonces debe de haber mas flujo que entre en ¢
del que sale. Este problema lo denominamos “incapacitado”, mientras que si el pro-
blema incluye cotas superiores en los arcos lo denominamos “capacitado”.



34 2.3. PROBLEMAS DE FLUJO DE REDES Y DE TRANSPORTE

El problema del coste minimo del flujo de redes puede sugerir una red logistica
en la que personas y materiales se desplazan entre distintos puntos del mundo.
Puede estar asociado al movimiento de locomotoras entre puntos de una red ferro-
viaria para satisfacer la energia de los trenes y minimizar los costes del viaje.

Los problemas del coste minimo del flujo de redes aparecen en el diseno y anali-
sis de sistemas de comunicacion, problemas de distribucion y suministro de cadenas,
y en una gran variedad de areas.

Claramente el problema de coste minimo del flujo de redes es un problema de progra-
macion lineal que puede resolverse de diferentes maneras, una de ellas es aplicando
el algoritmo simplex.[1]

Ejemplo 2.16. Consideramos el problema siguiente

Minimizar
2.%‘12 — 5ZL’13 — X923 -+ 41’24 —+ 6[L’32 + 31334 —+ 7.T41
sujeto a
Tig2 + X153 — 2 < 4,

—T12 + To3z + Tog — T3z < 2,

—T13 — T3 + T3z + T3y < —1

—Tog — X34 + Ty < =D
QZZ']' Z 0

Figura 2.1: Problema de flujo de redes

En la figura 2.1 aparecen los 4 nodos, con los valores b; en rojo y el coste del
flujo, ¢;j, en verde.
Ademas en este problema podemos ver que no hay mas de 4 y 2 unidades de sumi-
nistro disponible en los nodos 1 y 2 respectivamente, y hay al menos 1 y 5 unidades
de demanda en los nodos 3 y 4.

Con esto obtenemos el problema de la figura 2.2
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T2 13 T23 Tog T32 T3g T4 | L1 T2 T3 T4 | Tp b
1 1 0 0 0 O 1,1 0 0 010 4
-1 0 1 1 -1 0 0O]0 O 1 0710 2
o -1 -1 0 1 1 0]0 0 -1 01]O0]-1
0 0 0o -1 0 -1 1 0 0 O -1]0/1 -5
0 0 0 0 0 0 oOo-1 -1 1 1]1 0

Tabla 2.1: Tabla método simplex

Figura 2.2: Primera fase del método simplex y base factible

2.3.2. Problema de transporte

A continuacién estudiamos el problema de transporte.[11].
Dado un conjunto de nodos V' = {1, 2, ..., n} y un conjunto de arcos A = {(4, j), ..., (k, 1) }.
Los nodos representar las ciudades y los arcos determinan el par de ciudades que
estan conectadas por un viaje directo.
Para cada arco (i,7) € A, ¢;; es la duracién (en tiempo) del viaje entre la ciudad 4
y la ciudad j.
En este tipo de problemas buscamos un circuito, que empiece en la ciudad 1, que
pase una sola vez por cada ciudad y que regrese a la ciudad 1 en el menor tiempo
posible.

Para formular el problema introducimos las variables x;; = 1 si las ciudades j e
i van seguidas en el circuito y x;; = 0 en caso contrario.

De manera que el problema de transporte es de la forma

Minimizar

E cijxij

(3,7)€A

sujeto a

Z :L’ijzl,jEV, Z a:ijzl,iEV

i:(i,7)EA j:(i,j)EA
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Z .legl

(4,§)€Ae€U,jeV\U

conUCVy2<|U<LI|V|-2

Este problema también se puede formular como un problema de flujo de redes,
tomando el grafo bipartito D = (V;UVa, A) donde Vi = {1, ...,m;} es el conjunto de
fuentes, Vo = {m;+1,...,m} el conjunto de sumideros y A = {(i,j) : i € V1,5 € Va}.
Sin pérdida de generalidad podemos suponer que hay un arco que va de cada nodo
“demanda” a cada nodo “suministro”.

El coste de transporte por unidad del nodo 7 € V; al nodo j € V5 lo denotamos
por w;; y si no hay un arco que una dichos nodos tomamos un valor lo suficiente-
mente grande para w;;.

Tendremos que el nodo 7 tendrd un valor de suministro a; > 0 y el nodo j un valor
de demanda b; > 0.

Por lo tanto tenemos una condicién necesaria para el problema, » 7,y a; = >

b.

JjEV2
Una vez descrito el problema de transporte como uno de flujo de redes:

Minimizar
E E wi]‘ IL‘Z‘]‘
1€Vy jeV,

sujeto a

N ay=anie Vi, ay=bj€ Vo, z € Rz >0

JEV, 1€Vy

el objetivo es encontrar un flujo que satisfaga las ecuaciones de suministro y demanda
con un coste minimo.



Capitulo 3

Descripcion parcial de conv(S)
mediante desigualdades

3.1. Relajaciones y desigualdades validas

A continuaciéon consideramos el problema de programacion lineal entera Pg,
zp, = min{cx : x € S} con S = {x € Z" : Az < b,x > 0}, que podemos escribir
de forma equivalente como zp, = min{cx : € conv(S)}, pues segin el Teorema de
Meyer visto en el capitulo 1, la envolvente convexa es un poliedro racional descrito
de la forma conv(S) = {z : Hx < h}.

Por lo tanto, en teoria se podra obtener una solucién éptima de todo problema de
programacion lineal entera. Sin embargo hemos visto que en la préactica es impo-
sible obtener una descripcién total de conv(S) por lo que vamos a ver familias de
desigualdades que nos dan una descripcién parcial.
El objetivo es encontrar una buena cota inferior para zp, sin necesidad de resolver
Pg, que denominaremos “relajacion lineal fuerte”.

Ejemplo 3.1. Dado un conjunto S = {(1,1),(2,2),(3,1), (1,2),(2,2),(3,2),(2,3)}.
En la Figura 3.4 observamos dos formulaciones diferentes de S, P; y P, pero nin-
guna de ellas es la descripcién ideal de conv(S).

Pi={reR:0<x<1,8x + 61wy + 4923 + 2024 < 100}
Po={reR":0<ux <142 + 329 + 223 + 74 < 4}

conv(S) ={zx € R* : 0 <z < 1,4x) + 329 + 223 + 14 < 4,21 + 9 + 23 <
1,1’1+$4§1}

Todas estas formulaciones contienen a la formulacion ideal de S, conv(S). Habra
veces que no consigamos dar la descripciéon de conv(S) y que por lo tanto nos
quedemos con una descripcién como P o Ps.

37
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1 2 3 4 )

Figura 3.1: P, es mejor formulacion de S que P,

En primer lugar vamos a estudiar lo que es una relajacién de restriccién.
Veremos que es un tipo habitual de relajacién o problema relajado que consiste en
omitir alguna restriccién de las que definen el problema original Pg, obteniendo asi
un conjunto Sg D S factible de Pg.

Definicién 3.2. Dado un problema Pg, zp, = min{cz : z € S}, una relajacién
de restricciones para este problema es otro problema de minimizacion Pg relajado,
zp, =min{cz : v € Sg} con S C Sg. [11]

Dentro de las relajaciones de restriccion tenemos diferentes tipos, como la rela-
jacién lineal:

= Simple: consiste en omitir la restriccién de que las variables sean enteras. Es
decir, pasamos a un problema P;, que ya sabemos resolver.

= Fuerte: consiste en anadir a la relajacion lineal simple una serie de restricciones
adicionales que llamamos ”desigualdades validas o planos de corte”.

También existen otro tipo de relajaciones que no son de restriccion:
= Relajacién Lagrangiana: muy utilizada en Pg

= Relajacién de grupo

= Relajacién subrogada

En cualquier caso se pasa del problema original Pg que es dificil de resolver, al
problema relajado Pr mas facil de resolver.

A continuacion vamos a enunciar una serie de propiedades, pues una vez resuelto
el problema relajado se puede extraer informacién sobre el problema original.[10][11]
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Proposiciéon 3.3. Si P es no factible entonces el problema original Pp es no

factible.

Demostracion. Como S C Sg por definicién de problema relajado, si Sg = () enton-
ces S = (.

O

Proposicion 3.4. Si Pg es factible, entonces zp, < zp,, es decir, el valor optimo
de un problema relajado de minimizacion es una cota inferior del valor optimo.

Demostracion. Tenemos zp, finito y & solucién 6ptima de Pg. Entonces zp, = c& <
ZPg (j) < Zpg.

Ambas desigualdades se obtienen de la definiciéon de P y £ € S C Skg.

Por lo tanto si zp, = 0o, entonces zp, = o0.

O

Proposicion 3.5. Sea & € Sg la solucion optima de Pr. Si & € S entonces T es
solucion optima de Pg, es decir, si la solucion dptima de Pg es factible para Pg,
entonces es solucion optima de Pp.

Demostracion. Sea & € S, solucién 6ptima de Pgr entonces zp, > c& = zp,, COMO
2p, < zp, entonces zp, = zp, y por lo tanto & es solucién éptima de Pg.

O

Observacion 7. En el caso de los problemas de maximizacién la cota que se obtiene
es superior zp, > zp, y se calcula con métodos heuristicos. Nos vamos a centrar en
la obtencion de la cota inferior.

Definicién 3.6. Una desigualdad 7z < 7, decimos que es vélida para el conjunto
para S si todo x € S la satisface.

Proposiciéon 3.7. Sea S = P NZ" el conjunto factible del problema Pg, y sea
conv(S) la envolvente convexa. Simx < my es una desigualdad vdlida para S entonces
es también vdlida para conv(S).

Definicién 3.8. Dadas dos desigualdades validas para el conjunto S, mx < 7 y
cx < ¢y, decimos que son equivalentes si (¢, cg) = A(m, mp) con A > 0.

Si no son equivalentes y existe un p > 0 tal que ¢ > um y ¢y < pmg, entonces
{r €eR":cx < ¢y} C{x € R": mx < mp} y decimos que ¢z < ¢y domina o es mas
fuerte que mx < 7.
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671‘2 I1:4
4,,
3%1 +4$2 =24
2,,
T

2 4 6 8

Figura 3.2: desigualdades validas fuertes

Ejemplo 3.9. Si retomamos el ejemplo 1.22 del capitulo 1, en el que concluiamos
que conv(S) = {(z1,12) € Z* :

-1 < =2,

xg <3,

—T] — Xy < —4
3r1 + a9 < 12
1 > 0,29 >0}

Podemos observar en la figura 3.2 que la desigualdad valida 3z, + 42, < 24 estd
dominada por la desigualdad vélida x; + x5 < 6.
La desigualdad valida x; < 4 es una cara de dimensién 0 que también esta dominada
por una desigualdad valida, en este caso 3x; + zo < 12.

Como hemos explicado anteriormente, el objetivo de introducir desigualdades
validas en un problema de optimizacién Pg es reducir la region factible del problema
Pg, y simplificar asi su resolucién. Por ello, de entre todas las posibles desigualda-
des que podemos dar, solo nos interesan aquellas que eliminen la solucién actual del
problema Ppg sin eliminar soluciones enteras.

Con esta idea introducimos el concepto de corte.

Definicién 3.10. Sea 7 soluciéon éptima de Pg, entonces decimos que una desigual-
dad vélida mx < 7p es un corte, o plano de corte, (Figura 3.3) si elimina a la solucién
z, es decir, si 7% > mp. [11]

Definicién 3.11. Dado S C R" el conjunto factible y dos formulaciones P, = {x €
R": Alz <V} y Po={reR": A% <b*}deS,con SC P yS C P, entonces
decimos que P; es mejor formulacion que Ps si zp, < zp, < zp,.
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Figura 3.3: Representacion de corte

3.2. Algoritmo genérico de planos de corte

Dado que no podemos dar una descripcién completa de conv(S), aplicando el
algoritmo de planos de corte [8] vamos a ir consiguiendo una descripcién parcial de
conv(S) mediante lo que hemos definido como “cortes”.

Cada iteracién de corte comienza resolviendo un problema relajado y si la solu-
cién éptima es factible en Pg, es decir, es entera, entonces termina el algoritmo por
la proposicién 3.5.

La idea es generar nuevas relajaciones del problema original Pp hasta obtener la
solucion 6ptima o llegar a una relajacion lineal fuerte.

Notacion. Sea zp el valor 6ptimo de un problema P:

= 2p = +00 si el problema P es un problema de minimizar no factible.

= 2p = —0 si el problema P es un problema de minimizar no acotado.

A continuacién definimos las diferentes etapas del algoritmo.

Sean zp, el valor éptimo del problema Pg con conjunto factible S. En cualquier
iteracion se resuelve un problema relajado Pg con Sk el conjunto factible asociado
y se obtiene una sucesion de la forma

Spt DSp2 D ... D Skt D ...

Inicializacién: Tomamos ¢ = 1, y consideramos un problema relajado lineal
simple Pg con Sp1 = {z: Az <b,0<z; >0}, S C Sk
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Pasamos a la iteracion genérica, t:

» Etapa 1: Resolvemos el problema relajado actual Pgre = min{cx : © € Sge} y
obtenemos una solucién éptima para este problema 2 tal que 2! = ci?.

= Etapa 2: Esta etapa la llamamos “Test de optimalidad”, pues lo que hacemos
es comprobar si la solucién éptima de Pr: obtenida en la etapa anterior 2! es
solucién éptima para el problema original Pg.

e si 7! es entera , entonces también es solucién éptima para Pgp por la
proposicion 3.5 y hemos terminado.

e si 2! no es entera pasamos a la siguiente etapa.

» Etapa 3: Esta etapa tiene el nombre de “problema separador”. Buscamos
una nueva desigualdad valida mz < 7, para S tal que 72! > 7,, y definimos
Sge+1 = Sge N{x : mz < 7,} de manera que Spe+1 C Sgre 'y pasamos de nuevo
a la etapa 1.

Si no encontramos una desigualdad vélida que satisfaga 72! > 7, entonces
en este caso se termina el algoritmo sin llegar al éptimo, pero obtenemos una
relajacion lineal fuerte con valor éptimo zp,,.

A lo largo del algoritmo vamos obteniendo una sucesién de valores 6ptimos de
la forma

2P < ZPyo <...< 2Pyt < ZPE,\V/t eN
Donde zp,, es la cota inferior del valor éptimo del problema original zp,,.

Este algoritmo, dependiendo de las familias de desigualdades que se tengan, aca-
bara en un valor 6ptimo entero o en una relajacién lineal fuerte.

Idealmente un algoritmo de planos de corte deberia terminar en la solucion 6pti-
ma del problema Ppg, es decir terminaria en la etapa 2.1.

Pero para la mayoria de familias de desigualdades no se llega al 6ptimo, es decir, se
llega hasta la etapa 3.2.

3.3. Algunas familias de desigualdades

Como ya hemos dicho, uno de los problemas principales es que no podemos dar
una descripcién completa mediante familias de desigualdades de conv(S).
Si embargo, como hemos visto en la seccion anterior, 3.2, para una familia de des-
igualdades dada se obtiene una familia de relajaciones cada vez mas fuertes, que en
algunos casos acaba en el 6ptimo y en otros, simplemente, en una relajacion lineal
fuerte.
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Hay una gran variedad de problemas interesantes para los cuales se han obtenido
familias de desigualdades fuertes. En esta seccién vamos a dar una breve descripcion
de algunas de ellas.

A continuacion enumeramos algunas de las familias de desigualdades mas conocidas.
» Desigualdades de cubrimiento
= Desigualdades de cubrimiento de flujo
= Desigualdades disyuntivas
» Desigualdades de aritmética modular
» Desigualdades de Chvatal-Gomory de redondeo

= Desigualdades para problemas especificos.
Para cualquier problema de combinatoria estd muy estudiado como encontrar
desigualdades vélidas para dicho problema. Como por ejemplo

- Problema de localizacion
- Problema del agente viajero

- Problema de tipo mochila

3.3.1. Desigualdades de cubrimiento

Las desigualdades de cubrimiento son, en particular, las que se dan para el pro-
blema de programacion lineal de tipo mochila.
Aprovechando la estructura del problema se puede desarrollar una familia de des-
igualdades fuertes y eficientes.[11]

Suponemos que tenemos un problema con una de las restricciones del problema
de tipo mochila de la forma
n
max E C;Tj
j=i

sujeto a

Zajxj <bwx; €{0,1},j=1,2,...,n

J=1

Donde b > 0 es la capacidad de la mochila, y disponemos de n objetos que podemos
introducir en ella.

Para cada objeto j tenemos a; > 0 el espacio que ocupa y ¢; > 0 el beneficio que
proporciona.

El objetivo del problema es elegir un conjunto de objetos que no superen la ca-
pacidad maxima y que aporten los maximos beneficios.
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De manera que la region factible de este problema es

n

S:{xG{O,l}”:Zajxj < b}

j=1
A continuacién estudiamos la definicién de cubrimiento.[10]

Definicién 3.12. Un conjunto C' C N es un cubrimiento para S si 3 ;. a; > b.
Diremos que un cubrimiento es minimal si C'\ {j} no es cubrimiento para ningin
jed.

Proposicion 3.13. Si C C N es un cubrimiento para S, la desigualdad de cubri-

miento
d oz <iCl-1
jeC

es valida para S.[10]

Demostracion. Dado un subconjunto R C N = {1,2,...,n}, definimos el vector in-

dicador:cRE{O,l}ptalquezlesijERy:Uf:OsijgéR.

Para todo x € S se tiene que x; = 1 si j € R un subconjunto de N.

R R

Entonces, sea x € S, x = x™, vamos a probar que si z'* no satisface la desigualdad,

entonces rf ¢ S.

Si 3 o) > |C| — 1, entonces [RN C| = |C| y por lo tanto C' C R. Luego
22;1 @jxf = ZjeR a; > ZjeC a; > by por tanto ot ¢S

Ejemplo 3.14. Dada la regiéon factible de un problema
S ={xc{0,1}": 11z; + 62y + 623 + 514 + Sa5 + 426 + 27 < 19}

Algunos de los cubrimientos minimales para S y sus restricciones correspondientes
son,

C={1,2,3} 21 + 29+ 23 < 2,
C={1,2,6}: 21+ a9+ 26 <2,
C={1,56}:21+x5+x6 <2
C'={3,4,5,6} x5+ x4+ x5+ 26 <3

Ademas observamos que hay una forma simple de hacer mas fuertes estas des-
igualdades de cubrimiento. Existen diferentes procedimientos para hacer estas des-
igualdades de cubrimiento mas fuertes, como la extensién, que estudiamos a conti-
nuacion.
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Definicién 3.15. La extension E(C) de un cubrimiento minimal C' es el conjunto
CU{je N\C:a;>a; para todoi e C}. [11]

Proposicion 3.16. Si C' es un cubrimiento de S, la desigualdad de cubrimiento

extendida
d oz <] -1
JEE(O)

es valida para S. [10]
Demostracion. La demostracion es similar a la de la proposicién 3.14.

Ejemplo 3.17. Siguiendo con el ejemplo anterior, la desigualdad de cubrimiento
extendida para C' = {3,4,5,6} es 1+ 29+ 23+ x4+ 24+ 26 < 3. Por lo que podemos
decir que la desigualdad de cubrimiento x3 + x4+ x5 + x5 < 3 estd dominada por la
desigualdad x1 + x9 + 23 + x4 + 24 + 26 < 3.

Lifting (levantamiento) de desigualdades de cubrimiento

En general, dado un cubrimiento, buscamos los mejores valores posibles de «;
con j € N\ C tal que la desigualdad

Z(L’j—f- Z Oéj(lfjg |C|—1

jeC JEN\C
sea valida para S.

Ejemplo 3.18. En el ejemplo anterior podemos ver como la desigualdad x; 4+ x9 +
3+ x4 + x4 + 26 < 3 estd dominada por 2x1 + x9 + 3 + 14 + 24 + 16 < 3.
Veamos como lo hemos obtenido.

Consideramos el cubrimiento C' = {3,4,5,6} y claramente observamos que cuan-
do z1 = x9 = 27 = 0, la desigualdad x5 + x4 + x4 + v¢ < 3 es valida para
S ={z€{0,1}*: 623+ bxy + Hrs + 425 < 19}

Ahora tomando z, = z7; = 0, buscamos valores de «; que cumplan que la des-
igualdad
a1+ r3+ x4 +x4+ 26 <3

es valida para S = {z € {0,1}° : ayz1 + 623 + Sy + S5 + 426 < 19}

Estudiamos los casos en los que x; # 0.

Si 1 = 1, la desigualdad es valida si y solo si ay + 6x3 + 5xy + b + 4w < 3 es
valida para todo = € {0,1}* que satisface 6x3 + 5y + Hz5 + 4z < 19 — 11,

De manera equivalente podemos decir que la desigualdad es valida si y solo si
a; < 3—M donde M = méx{xs+r4+x5+6 : 623+524+515+416 < 8,7 € {0,1}}.
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Sea M =1 en el punto z = (0,0,0, 1), entonces o7 < 2. Entonces la desigualdad es
valida para a1 < 2y a3 = 2 nos da la desigualdad fuerte.

A continuacién describimos un procedimiento que nos conduce a tales valores
a; vy, de hecho nos proporciona una desigualdad vélida para conv(S) cuando C es
cubrimiento minimal.

Dados j, ..., jr un conjunto ordenado de N \ C'. Comenzamos el procedimiento con
t=1.

Tenemos la desigualdad vélida Y071 aj,z;, + 3. jec®j < |C| — 1 obtenida anterior-
mente. _

Para calcular el mayor valor de oy, para el cual la desigualdad a,z;,+ Y= " a2, +
> jecTi < |C'| — 1 sea valida, resolvemos una de las restricciones del problema de

tipo mochila:
t—1
Mt:max E Oéjixji_‘_ E Q?j
i=1 jec

t—1
> a4+ Y az; < b—a,
=1

jeC

= {O, 1}‘C‘+t71
Tomamos «a;, = |C| — 1 — M, y paramos si t = 7.

Ejemplo 3.19. Consideramos C' = {3,4,5,6}, j1 = 1,0 = 2y js = 7, en el
ejemplo anterior hemos calculado a; = 2. Continuando con la variable x5, My =
mAax{ 2z, +23+24+T5+x¢ : 1121 +623+514+dr5+476 < 19—6 = 13,2 € {0,1}°} =2
y por lo tanto a;j, = gy =3 -2 = 1.

Razonando de forma similar se obtiene M3 = 3 y por tanto o, = a7 = 0, y
terminamos el procedimiento definiendo la desigualdad

200 + 1y + 23+ 24+ 25 + 26 + 027 < 3

Las desigualdades de cubrimiento se han integrado en todos los programas de
resolucion de programacion lineal entera desde la década de los 80. En particular,
el trabajo de Crowder, Harlan and Johnson, Ellis L and Padberg, Manfred, “Sol-
ving large-scale zero-one linear programming problems” [2] se considera un punto
de inflexién en la resolucion de problemas de programacion entera. A partir de este
trabajo, se empezaron a obtener restricciones fuertes lo que supuso una mejora en
la resolucién de problemas de programacion entera.

Este estudio no se centra en teoremas ni resultados tedricos importantes, simple-
mente presenta diferentes procedimientos computacionales para resolver problemas
de programacién lineal entera.
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3.3.2. Aritmética modular

En esta seccién vamos a encontrar desigualdades vélidas para el conjunto de
soluciones enteras no negativas de un sistema lineal.

Sea

S:{xEZ”:Zajxj:ao,xj >0,,a; € R}

J=1

Fijamos un nimero d entero positivo y definimos el conjunto

Sd:{xGZ”:Zajxj:ao+kd,x20,k62"}

J=1

De manera que S C Sy. Vamos a dar una desigualdad valida para Sy, que también
serd valida para S.

Es una desigualdad que no es trivial.

Tomamos a; = b; + a;d para 7 = 0,1,...,n donde 0 < b; < dy «; € Z, es de-
cir, b; es el resto de dividir a; por d.

Entonces Sy = {x € Z" : 377 bjx; = by + kd,x > 0,k € Z}.
Pues Y7 ajz; =30 bjw;+dY 7 a;r; y esto es un miiltiplo de d si y solo si es

igual a ag méas un multiplo de d.

Ademas 0 < b; < d luego Z?Zl bjz; > 0, es decir by + kd > 0 y como by < d
tenemos que k > 0. Pues si k < 0 tendriamos by + kd < 0.

Y por tanto obtenemos la siguiente desigualdad valida

i bjx; > by
j=1
que es no trivial si d no divide a ag, es decir, si by > 0.
Ejemplo 3.20. Sea
S = {22, + 3wy + a3 +4ry=3,x € Z* 2 >0}
tomamos d = 2 y el corte que obtenemos es x5 + x5 =1 mdd (2).

Como x5, 3 € Z y mayores que cero se deduce x5 + 23 > 1 que es una desigualdad
valida para el conjunto inicial S.

Ademas el vector (%,0,0,0) cumple la relajacién lineal de S, pero no cumple la
de x5 + x3 > 1 de manera que esta ecuacién es un plano de corte.



48 3.3. ALGUNAS FAMILIAS DE DESIGUALDADES

Para d = 1 se obtiene la desigualdad
> F(a;)z; > F(b)
j=1

dénde F(aj) = a; — |a;] son las partes fraccionarias. Esta desigualdad la llamamos
plano de corte de Gomory, que estudiaremos en el siguiente capitulo.

3.3.3. Redondeo de Chvatal-Gomory

A continuacién introducimos unas desigualdades que se obtienen redondeando
combinaciones lineales de las restricciones originales del problema Pg.
Dado un problema Pg, zp, = min{cx : x € S} con S = {z € Z" : Az < b,z > 0}.
Tomamos un vector u € R™ y denotamos A = {ay, ..., a, } las columnas de la matriz.
A continuacion construimos una desigualdad valida siguiendo tres pasos:

1. Multiplicando por u obtenemos la desigualdad Z?Zl(uaj)xj < ub, para todo
u > 0.

2. Considerando las partes enteras obtenemos la desigualdad »7_, (|ua;|)x; < ub
, para todo x > 0.

3. Por 1iltimo tenemos la desigualdad > 7 (lua;])z; < [ub] que es vélida para

S.Y como x € Z", 377 ([ua;])z; es entera.

Es importante el tercer paso, en el que, gracias a haber tomado las partes enteras

en el lado izquierdo, podemos redondear hacia abajo el lado derecho de la desigual-
dad.

La desigualdad

n

> (lua))z; < [ub)

j=1

que es valida para S se anade al sistema de desigualdades que ya tenemos y vamos
repitiendo el procedimiento combinando las desigualdades originales con las que se
han ido generando.

Este procedimiento de llama redondeo de Chvétal-Gomory (C-G), y las desigualda-
des que produce se llaman desigualdades C-G.

Ejemplo 3.21. Sea S = {(z1,22) € Z*:

—x1 + 239 < 4,
51’1 -+ ) S 20,
2, — 215 < —T}
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. -

1
D

T1+ 2o =20

Figura 3.4: Desigualdades C-G

Tomamos u = (%, %, 0). En el primer paso tenemos
-1 2 4
-2 =2 -7
Y haciendo uA obtenemos (%, %) y haciendo ub tenemos %, luego la desigualdad

que obtenemos es

22"t T 2277 = 99

Con el segundo paso obtenemos

100
Ty < —

22
y por ultimo nos queda la desigualdad valida

I2§4

Tomamos ahora u = (%, %, 0) y realizando de nuevo el mismo procedimiento
tendremos

.oy + 22 < %
2. Como el lado izquierdo tiene coeficientes enteros la desigualdad no cambia.
3. Ty + X2 S 6

(Figura 3.4) Es afortunado en este caso que la recta x; + x2 = 6 contenga un
punto de S.

Algunos programas como Xpress limitan el nimero de cortes y algunas carac-
teristicas de los mismos para obtener la relajacion lineal fuerte en un nimero finito
de iteraciones.

De hecho Xpress proporciona distintos tipos de cortes y estrategias para “persona-
lizar” el algoritmo.
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Estos son algunos de los cortes Y algunas estrategias
» Cortes de redondeo de enteros mix- = Sin cortes.
tos = Estrategia de corte conservadora.
= Cortes de cubrimiento. = Estrategia de corte moderada.
= Cortes de flujo. = Estrategia de corte agresiva.

Cortes fuertes de C-QG.
Cortes de Farkas.

3.4. Formulacion fuerte y débil. Problema de la
p-mediana

Como hemos visto a lo largo de este capitulo la formulacién de los problemas
de programacién entera tiene una gran importancia a la hora de generar planos de
corte para obtener la soluciéon 6ptima.

También hemos visto una introduccién de las formulaciones equivalentes[11] de un
problema de programacion entera, que, aunque varian en ntimero de restricciones y
su estructura, mantienen la solucién 6ptima. Escoger una buena formulacién puede
simplificar la resolucién del problema de forma significativa.

Vamos a tratar un ejemplo, en particular el problema de la p-mediana, para ilustrar
las diferentes formulaciones, la formulacién débil y la formulacién fuerte.

Problema de la p-mediana

Como en otros modelos de localizacién, tomamos un conjunto M = {1,2,...,m}
de puntos de demanda de un cierto servicio, y otro conjunto N = {1,2,...,n} de
puntos donde es posible situar o abrir una instalaciéon. Representamos las demandas
con las variables h; con ¢ = 1,2,...,m y conocemos la matriz de distancias de cada
punto de demanda i a cada punto de instalacién j, (d;;).

En este caso el modelo tiene como objetivo minimizar la distancia total que de-
be ser atravesada para que toda la demanda quede cubierta.

El problema de la p-mediana [3] es un problema de localizacién-asignacién don-
de el nimero total de instalaciones que van a ser abiertas estd prefijado a un valor
p.Cada punto de demanda ¢ = 1,2, ..., m tiene asignado el valor h;, que generalmente
es la poblacion de dicho punto.

El problema consiste en decidir en qué puntos deben ser abiertas las instalacio-
nes y como asignar cada punto de demanda a una instalacién abierta de forma que
la distancia total para cubrir todas las demandas sea minima.



CAPITULO 3. DESCRIPCION PARCIAL DE CONV(S) MEDIANTE
DESIGUALDADES 51

Formulaciones del modelo

Para formular el problema introducimos variables de localizacién z; € {0,1},
j = 1,2,...,n para las instalaciones, y variables de asignacién y;; € {0,1}, para
i=1,2,...,myj=1,2,..,ntal que y;; = 1 si el punto ¢ estd asignado a la instala-
cién j, y y;; = 0 en caso contrario.

De esta manera formulamos el problema de la siguiente forma:

Minimizar
m n

z = Z Z hid;;yi; (3.1)

i=1 j=1

Sujeto a

yp=1li=1..m (3.2)
j=1
D T =P (33)
j=1

Yy <majj=1,..n (3.4)
=1
z; €{0,1},i=1,..,n

Yij € {O, 1},2 = 1, ey

Con la funcién objetivo (3.1) se minimiza la suma de las distancias promedio res-
pecto a las distancias. Las restricciones (3.2) aseguran que todo punto de demanda
quede asignado a una tunica instalacién, y las restricciones (3.4) aseguran que si una
instalacién no esta abierta, no puede servir a ningin punto de demanda. Es decir,
estas tltimas restricciones sirven para modelizar las condiciones z; = 0 = y;; = 0
para todo i =1, ...,m.

Otra manera de formular las restricciones anteriores es
Yij < x5 (3.5)

paratodoi=1,..myj=1,.. n.

Por lo tanto tenemos dos formulaciones diferentes para el problema de la p-mediana.
La formulacién con las restricciones (3.4) se denomina formulacién fuerte, mientras
que la formulacién en la que sustituimos las restricciones (3.4) por las de (3.5) se
denomina formulacién débil.



3.4. FORMULACION FUERTE Y DEBIL. PROBLEMA DE LA
52 P-MEDIANA

Como hemos mencionado anteriormente, ambas son formulaciones validas para el
problema, son formulaciones equivalentes. La diferencia que encontramos entre am-
bas es que, pese a que el conjunto de soluciones enteras (en este caso binarias) es el
mismo, el conjunto de soluciones continuas al implementar la formulacién fuerte es
mucho menor.

A priori podemos pensar que la formulaciéon débil, al presentar menos restriccio-
nes, sera mas eficiente, sin embargo, a la hora de resolver la relajacion lineal con
la formulacion fuerte observamos que el hecho de que presente més restricciones no
supone una menor eficiencia. De hecho, a menudo, se obtiene la solucién éptima
entera directamente.

Ejemplo del problema de la p-mediana

A continuacién implementamos el modelo en Mosel-Xpress dando diferentes va-
lores al nimero de instalaciones, p y n = 45 puntos de demanda. Veamos como
asignar a cada punto de demanda una instalacion, para ello vamos a resolver el pro-
blema utilizando tres formulaciones diferentes, formulacién débil, fuerte y de planos
de corte.

Este es el codigo del programa.

N

]

!Resolucion optima del problema de la p-mediana

1

model "P-Mediana"

uses "mmxprs";

uses "mmsystem"

uses "mmive"

!a continuacion se declaran las variables

declarations
n:integer !numero de puntos leidos
archivo_datos="C:/Users/rocio/Desktop/mosel/s50_2.pln.txt"

end-declarations

!se lee el archivo con los datos para el problema
fopen(archivo_datos ,F_INPUT)
readln(n,"\n")

declarations

p = 10

puntos = 1..n

lvectores de coordenadas de los puntos
cl:array(puntos)of integer ! coordenada 1
c2:array(puntos)of integer ! coordenada 2

lvector de demanda de cada punto
dem:array (puntos)of integer
Imatriz de distancias entre puntos
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dist:array(puntos,puntos)of integer

lvariables de decision
x:array (puntos)of mpvar
y:array (puntos ,puntos)of mpvar

lvector de restricciones lineales
res_vub:array(puntos,puntos)of linctr

ltipo de formulacion que utilizamos (1 =debil, 2= fuerte
vub explicitas, 3=planos de corte)
formulacion = 2
ldefinimos variables para controlar el algoritmo
final, nc:integer
tole = 0.0001
end-declarations

!leemos los datos del archivo
forall(j in puntos)readln(cl1(j),c2(j),dem(j))
fclose (F_INPUT)

'A continuacion calculamos las distancias entre los puntos

!y las almacenamos en la matriz de distancias

forall(i in puntos,j in puntos)do
dist(i,j):=round(sqrt ((cl1(i)-c1(j)) "2+(c2(i)-c2(j))"2))

end-do

!Configuramos el modelo

writeln("Problema P-Mediana, datos: ",archivo_datos)

writeln("n = ",Il,", p = ",p,“\n“)

dem_total:=sum(j in puntos)dem(j) !suma de las demandas
writeln("dem_total = ",dem_total)

forall(j in puntos)x(j) is_binary
forall(i in puntos,j in puntos)y(i,j) is_binary

!funcion objetivo
obj:=sum(i in puntos,j in puntos)dist(i,j)*dem(i)*y(i,j)

!con res_dem nos aseguramos de que cada punto sea asignado
!exactamente a una instalacion
forall(i in puntos)res_dem(i) :=
sum(j in puntos)y(i,j)=1
!con res_p nos aseguramos de que haya exactamente p
instalaciones
res_p:= sum(j in puntos)x(j)=p
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tl:=gettime

'!Resolvemos el problema en funcion de la formulacion escogida
!Con la formulacion debil se resuelve el problema usando una
relajacion 1lineal

if (formulacion = 1)then
forall(j in puntos)res_debil(j):= sum(i in puntos)y (i, j)
<=nx*x(j)

minimize (XPRS_LIN,obj)
writeln("Formulacion debil, Relajacion Lineal z_LP = ",
getobjval)

forall(j in puntos|x(j).s0l>0.000001)writeln("x(",j,") =

",x(j).sol)

minimize (obj)

writeln("\nValor optimo entero = ",strfmt(getobjval,10,2)
,", tiempo = ",strfmt(gettime-t1,5,2))

!Con la formulacion fuerte se resuelve el problema usando
restricciones adicionales
elif (formulacion = 2)then
forall(i,j in puntos)res_vub(i,j):=y(i,j)<=x(j)
minimize (XPRS_LIN,obj)
writeln("Formulacion fuerte explicita, Relajacion Lineal

z_LP = ",getobjval)

forall(j in puntos|x(j).s0l>0.000001)writeln("x(",j,") =
",x(j).sol)

minimize (obj)

writeln("\nValor optimo entero = ",strfmt(getobjval,10,2)
,", tiempo = ",strfmt(gettime-t1,5,2))

!Con la formulacion de planos de corte se itera el proceso
introduciendo nuevos planos de corte hasta encontrar la
solucion optima

elif (formulacion = 3)then
writeln("Formulacion fuerte con planos de corte:\n ")
forall(j in puntos)res_debil(j):= sum(i in puntos)y(i,j)<=

n*xx(j)
final :=0
nc:=0
iter :=0
while(final = 0)do
minimize (XPRS_LIN,obj)
iter+=1
writeln("iter ",iter," z = ",getobjval,", nc = ",nc)
nci:=0
forall(i,j in puntos)do
if(y(i,j).sol > x(j).sol+tole)then
nc:=nc+1
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nci+=1
res_vub(i,j):=y(i,j)<=x(j)
end-if
end-do
if (nci=0)then final:=1;end-if
end-do
writeln("Formulacion fuerte con planos de corte,
Relajacion Lineal z_LP = " getobjval)
forall(j in puntos|x(j).s0l>0.000001)writeln("x(",j,") ="
,x(j) .sol)
writeln ("Numero de cortes: ",nc)
minimize (obj)
writeln("\nValor optimo entero = ",strfmt(getobjval,10,2),
", tiempo = ",strfmt(gettime-t1,5,2))
end-if

!Para cada formulacion se minimiza la funcion objetivo

forall(i in puntos)do
daux :=999999;
forall(j in puntos|x(j).sol >=0.999)do
if (dist (i, j)<daux)then
daux :=dist (i, j)
jaux:=j;
end-if
end-do
fi1 (i) :=jaux;
end-do
IVEerase
idl:=IVEaddplot ("Puntos_demanda",IVE_BLACK)
id2:=IVEaddplot ("Asignacion",IVE_RED)

forall (i in puntos)do

IVEdrawpoint (idl,c1(i),c2(i))

IVEdrawline (id2,c1(i),c2(i),c1(£fi1(i)),c2(£fi1(i)))
end-do

end -model

Listing 3.1: Problema de la p-mediana en Mosel Xpress
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Tras implementar el problema para cada valor de p obtenemos los resultados de
cada formulacion y un grafico que relaciona cada punto con cada instalacién.
En la siguiente imagen se muestra la asignaciéon de dichos puntos de demanda con
p = 10 instalaciones.

[v W Puntos_demanda
[v W Asignacion

90

80

70

60

50

40

el

2

10

0w
0

Figura 3.5: Asignacion de instalaciones a cada punto, p = 10

p | relajacion n? de optimo | valor
lineal restricciones entero
z1=0 91 No
10 | zo = 15112 2071 Si 15112.00
z3 = 15112 261 Si
z1=0 91 No
15 | 29 = 8722 2071 Si 8722.00
z3 = 8722 199 Si
z21=0 91 No
25 | 29 = 2517 2071 Si 2517.00
z3 = 2517 150 Si
z21=0 91 No
40 2o =47 2071 Si 47.00
z3 =47 136 Si

Tabla 3.1: Comparativa de resultados con formulaciones equivalentes

En esta tabla la fila z; se corresponde con los resultados obtenidos al resolver
la relajacién lineal con la formulacion débil, la fila 2o con la formulacién fuerte y la
fila z3 mediante planos de corte.

La primera columna indica el valor de p escogido en cada caso y para cada uno de
estos valores tenemos los resultados de las tres formulaciones. La columna correspon-
diente a la relajaciéon lineal nos da la soluciéon obtenida mediante dicha relajacion, a
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continuacion el niimero de restricciones de cada una de ellas y si llega o no al 6ptimo
entero con la relajacion lineal y el valor correspondiente.

Observando los resultados obtenidos en la tabla podemos pensar que la formula-
cion débil es mas sencilla ya que el nimero de restricciones es menor, y podemos
pensar que es mejor que la fuerte para la resolucion del problema, sin embargo
también observamos que al elegir la formulacion fuerte obtenemos directamente la
solucién éptima entera, mientras que con la formulacién débil no es tan inmediata
su obtencion.

Por otra parte, pese a la eficiencia del algoritmo de planos de corte ya comenta-
da, ya que con cada iteracién se mejora significativamente la solucion éptima, el
tiempo de cémputo es mucho mayor, debido precisamente a las multiples iteracio-
nes y a la generacién de nuevos cortes.

Actualmente el algoritmo que se utiliza para obtener el éptimo entero en un pro-
blema de programacién lineal entera se llama “branch and cut”, pues es un método
eficaz que combina el “branch and bound” (enumeracién y ramificacién) y los planos
de corte.

La parte de enumeracion y ramificacién estd detallada en otro trabajo de fin de
grado [6], en esta memoria nos centramos en la parte de algoritmos de corte.






Capitulo 4

Cortes de Gomory

La nocion de algoritmos de planos de corte para resolver problemas de opti-
mizacién fue aparentemente utilizada por primera vez por Dantzig, Fulkerson y
Jonhson(1954), pero la primera implementacién de dichos algoritmos fue en 1958
por R.E. Gomory.

Las desigualdades propuestas por Dantzig buscan resolver un problema Pg, zp, =
min{cx : x € S} con S ={x € Z" : Az < b,z > 0}.

Para ello la idea es pasar a un problema relajado lineal Pg, encontrar la solucion 6pti-
ma, y generar una desigualdad valida que corte a la soluciéon 6ptima que habiamos
obtenido de Pg.

Estas desigualdades se generan a partir de combinaciones lineales de las restric-
ciones originales y se anaden al problema para “cortar” las soluciones fraccionarias
y acercarse mas a la solucién factible entera.

Se generan combinaciones lineales de la forma
Y yay)z <Y,
: =

Jj=1

Estas desigualdades proporcionan una manera inicial de generar nuevas restriccio-
nes, pero no garantizan nada sobre la soluciéon ya que no se llega a una relajaciéon
fuerte.

Mas adelante, Gomory introduce los llamados cortes de Gomory, una técnica mas
efectiva, pues proporcionan desigualdades validas que “cortan” las soluciones frac-
cionarias y se acercan con una relajacion fuerte a la solucién 6ptima.

Sin embargo, los algoritmos de Gomory tuvieron un éxito computacional limitado

y por ello derivaron en diferentes casos especiales (descritos también por Gomory)
que estudiaremos en esta seccién. [8] [1]

29
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4.1. Cortes Fundamentales

Dado el problema de programaciéon lineal Pg, zp, = min{cz : = € S} con
S={xeZ": Ax <b}.

Es bien conocido que en programacién lineal se reescribe el problema anadiendo
variables de holgura y en una iteracién del método simplex [1] se obtienen las varia-
bles basicas, B, y no basicas, NB.

Por lo tanto, suponemos que tenemos una representacion del problema dada por

{wi=2— > ayzj,a;>0i=1,..m} (4.1)
JENB

donde denotamos por a;; el coeficiente de la variable no basica x;. Esta descompo-
sicion de cada z; es lo que llamamos descomposicién candnica.

Multiplicando la igualdad anterior por h # 0 obtenemos
hﬂfi + Z han:Uj = hfz
JENB
y como z; > 0, tomando partes enteras tenemos

[P+ Y Lhdij); = ha

JENB

Como z; € Z" el lado izquierdo de la desigualdad es entero, y por tanto no puede
ser mayor que la parte entera del lado derecho, es decir

|h)ai+ > |hdij)z; = | hai] (4.2)

JENB

Si multiplicamos |h|(4,1) y le restamos (4,2) tenemos

> (lhlai; — |hais))w; > [h]@; — b

JENB

La desigualdad obtenida es lo que llamamos corte fundamental. [4]
Utilizando esta desigualdad de varias maneras, se pueden desarrollar una serie de
cortes y algoritmos de corte diferentes. En particular tomando A = 1 obtenemos los
cortes de Gomory que estudiaremos a continuacion.

4.2. Problema entero puro

Dado un problema de programacién lineal Pg puro min{cz : = € S}. Suponemos
que obtenemos el problema relajado lineal Pr y que podemos resolverlo. Tenemos
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una solucién 6ptima = de Pg.

Como hemos visto anteriormente podemos reescribir el problema de la siguiente
forma

{ZEi = fi — Z a_ijacj,xj Z 0}

JENB

que llamamos descomposicién canonica.

Si la solucién z de (Pg) es entera, entonces resuelve el problema (Pg) y hemos
terminado.
Si no es entera estudiamos las partes fraccionarias.[§]

Definimos F'(z) = z — | 2]y reescribimos z. Como Z no es entera, elegimos una fila r
para la cual Z, no es entero, es decir F'(z,) > 0 y obtenemos z, = &, — ZjGNB ;%
(por construccién) y sustituyendo por F(z,) y nos queda

e = F(&) + [o.] = Y (Flayy) — i)z,

JENB

y reagrupando

> Flag)a; — F() = &) — ) lagle; — =,

JENB JENB

Basta probar que ambos lados de la igualdad son positivos para afirmar la validez
de los cortes fraccionarios de Gomory que son

> Flai)z; > F(x,)

JENB
Teorema 4.1. Validez de los cortes fraccionarios de Gomory.[8]

Sean Pg y Pgr los problemas definidos anteriormente, la desigualdad

> Flai)z; > F(x,)

JENB

es un corte vdlido para (Pg), es decir, es vdlida para todo entero x € S y corta a la
solucion actual.

Demostracion. El conjunto de soluciones factibles de Pg, S satisface que = > 0, y
ademds se tiene que para cualquier z € R",1 > F(z) > 0. Por tanto > ;v 5 F'(d@;)x;—
F(z,) > —1 para todo = € S.

Ademés cada x € S tiene componentes enteras x, y x; con j € N, por lo que
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|7 — > jenplaij|z; — @, es entero para cualquier z € S.
Podemos concluir que ).y p F(d;;)z; — F(2,) > —1 > 0 para todo z € S, es decir

> Flay)a; = F(z,)

JENB

es valida para (Pg).
O

A continuaciéon describimos el algoritmo de planos de cortes fraccionarios de
Gomory.|§]

Algoritmo de planos de cortes fraccionarios de Gomory

Notacion. Sea zp el valor éptimo de un problema P:
= zp = 40 si el problema P es un problema de minimizar no factible.

= 2p = —¢ si el problema P es un problema de minimizar sin acotar.
Sea Pg el problema ya definido, y Pg el problema relajado lineal con valor épti-
mo z(Pg) acotado.

Inicializacién: Tenemos las variables z; con j € {1,2,...,n} del problema P,
y pasamos al problema (Pr).

Pasamos a la iteracion general, t:

» Etapa 1: Resolucién del problema (Pg)*

Si el valor éptimo z(Pg)" = 400 entonces hemos terminado y tanto el pro-
blema (Pr)* como (Pg) son no factibles.

Si z((Pgr)") = 2" es solucién éptima de (Pg)' pasamos a la siguiente etapa.
= Etapa 2: Test de optimalidad
Si x' es entera entonces es también solucién Gptima de (Pg) y hemos ter-

minado.
Si 2! no es entera pasamos a la siguiente etapa.

= Etapa 3: Buscamos el corte

Como z! no es entera, existe un r,1 < r < n tal que JEi no es entero, de
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manera que podemos reescribir la fila r de las ecuaciones de la siguiente for-
ma:
— et oo
T, = L E ;i
JE(NB)!

t+1

Obtenemos un nuevo problema (Pg)"™! anadiendo la desigualdad

S Fld)e, < F(at)

jE(NB)

y anadiendo variables adicionales x,.;+1 > 0 obtenemos la igualdad

> Fal)aj — T = F(at)

JE(NB)t

Finalmente remplazamos ¢t por ¢t + 1 y volvemos a la etapa 1.

Ejemplo 4.2. Consideramos el problema Pg
min{7z; + xo

sujeto a
T — 3x9 > —1,31’1 + 229 > 4,1’1,1’2 > 0}

Atiadimos variables adicionales y obtenemos el problema relajado (Pg)!
min 7xy + 9
sujeto a

ry — 3ZE2 — T3 = -1 (43)
3131 + 2]32 — Ty = 4 (44)

L1, T2,T3, Ty >0

Comenzamos la primera etapa, es decir, resolvemos el problema relajado (Pg)?
y llegamos a la solucién z' = (12, £,0,0). Comprobamos que z' ¢ Z* y pasamos a
buscar el corte.

Recordamos la férmula z; = 7; — jenp Gij;j ¥ reescribimos

Ty = -7 — (1133 + 25(74)

10 ( 2 3 )
= ——(—7—=T3— —x
ST n? 1t

7 3 1

11 (523 — =24

2 11 11
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Tanto x; como x5 son validas para generar el plano de corte, elegimos z; y el
corte de Gomory correspondiente es

y anadiendo una nueva variable x5 tenemos

9 8 10
-~ S e = 4.5
Bt T BT (4.5)
T Xy X3 Ta D
|10 0 1 2|7
9 8 | 10
|00 1 = L1

—_
—
—_
—
—_
—_

Tabla 4.1: Tabla correspondiente al método simplex

Ademas, utilizando (4.3) y (4.4) y sustituyendo x5 y x4 obtenemos

9 8 10
= _ - _4) > =

De manera que tenemos un nuevo problema (Pg)? y comenzamos de nuevo el
algoritmo.

Resolvemos (Pg)? y obtenemos 22 = (19,3, %,0,0) ¢ Z°. Reiterando el proceso

anterior y, anadiendo una nueva variable x4 encontramos un nuevo corte

1 2 8
51’4 + §ZE5 — Tg = § (46)

De nuevo utilizando (4.3), (4.4) y (4.5) y sustituyendo x5, x4 y =5 obtenemos
T Z 2

Tenemos un nuevo problema relajado (Pg)® con z3 = (2,0,3,2,3,0) € Z°, solu-
cion optima. Hemos llegado a una solucion 6ptima para Pgr y por lo tanto hemos
terminado.

Es importante remarcar que a medida que avanza el algoritmo se puede llegar a
acumular un nimero bastante grande de planos de corte, lo que conlleva una gran
carga de célculo y almacenamiento.
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T2
2@ ° ° °
1¢" corte
1le ° ® °

~
H
—_

2l~
—

29 corte

3)
>

z® = (2,0) éptimo T

&) Py

@ .

2 3
Figura 4.1: Representacién de los cortes de Gomory (ejemplo 4.2)

La etapa 3 del algoritmo incluye una técnica para aliviar esta acumulacién de planos
de corte.

Cuando un nuevo plano de corte no es vinculante podemos desecharlo sin afectar a
la convergencia. Es posible que una desigualdad eliminada sea regenerada més tarde,
pero este costo no supone un gran problema frente a la acumulacion de cortes.

Por tanto, el logro clave de Gomory fue demostrar la convergencia finita de dicho
algoritmo de planos de corte.

4.3. Convergencia finita del algoritmo

Vamos a ver que el algoritmo de planos de corte fraccionarios de Gomory tiene
convergencia finita a la que hemos llamado solucién 6ptima entera.[4][8]

La demostracion depende del concepto de orden lexicografico. Se dice que el vector
21 es lexicograficamente mayor que 2o, denotado z; > zs, si el primer componente
no nulo de z; — 25 es positivo.

Teorema 4.3. Convergencia finita del algoritmo de cortes fraccionarios.

Sea Pg el problema de programacion entera definido anteriormente, con un valor
optimo para el problema relajado Pr, z(Pr) > —00, y supongamos que el algoritmo
descrito se implementa a través de un procedimiento de simplex pasando por las



66 4.3. CONVERGENCIA FINITA DEL ALGORITMO

t1

soluciones bdsicas x° = w°, w', ..., w', x' = whtl w2 w', etc. Entonces, si

i) (wh, ..., wt) >p (Wi, ..., wt) para todo t, y

i) se elige el menor r admisible en cada ejecucion de la etapa 3 del algoritmo (es
decir, r = min{j = 0,1,...,n: F(z}) > 0})

el algoritmo termina después de un numero finito de iteraciones del método
simplex, t,, con (x§,...,2) solucion dptima para Pg o por el contrario concluyendo
que no existe una solucion factible para el problema Pg.

Demostracion. Si el algoritmo termina en la primera etapa concluyendo que el pro-
blema Pg no es factible, o en la segunda etapa con una soluciéon 6ptima entera para
Pg, es claro que el algoritmo termina en un nimero finito de iteraciones.

Las restricciones anadidas en la tercera etapa, Tpi¢y1 > 0y Zje(NB)t F(az?j)xj —
Tpis1 = F(xt) son vélidas, por lo que (Pg)* sigue siendo una relajacién del proble-
ma Pg. Queremos demostrar que el procedimiento no puede continuar indefinida-
mente.

Para ello razonamos con las componentes 0,1, 2..., n de la soluciéon en orden. Consi-
deramos la secuencia {wf}. Esta secuencia estd acotada inferiormente y es monétona
decreciente debido al orden lexicografico, lo que significa que alcanza un limite que
denotamos por wg°, y en un numero finito de iteraciones del método simplex, la
secuencia se acercara arbitrariamente a wg®.

Elegimos una iteracién t,, con solucién éptima para (Pg)?, 7 = w' y tal que

wit — |we] < 1. Si wi = |w] pasamos a la siguiente componente. Si no, eso
. . tq .. . .,

quiere decir que F(wy’) > 0 y (ii) nos lleva a generar una nueva restriccién de la

forma > e npy F(ai;)x; — Tpyeer = F(at) para r = 0.

La nueva restricciéon se introduce en la fila correspondiente al problema, y en la
siguiente iteracién ¢, 4 1, el pivote se realizard en la nueva fila de corte, que es la
unica fila no factible para la solucion actual, y en la columna de alguna variable no
bésica xj, con F(agy?) > 0, donde ag,? es un coeficiente fraccionario asociado a la
nueva restriccion.

<z t .
De esta manera la componente 0 de la solucién w," queda actualizado de la for-
ma siguiente:

tq+1

wi™ = wit — agy? (4.7)

t — " _ . . ..
F(wy") y F(agn?) son ambos positivos y agn? es fraccionario, luego es distinto de
cero.

P . . / tq+1 t .
Si agp? < 0,en la desigualdad anterior tendriamos wy’' = > w,’ que contradice el
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orden lexicografico, por lo tanto agp? > 0. Pero entonces agp? > F'(agy?) y junto con
(4.7) implican que
wg' = Fluwg) > wy'™ > [wge].
Dado que elegimos ¢, con w{! — F(w{) = |w], podemos concluir que w'*' =
|wg?]. El limite (entero) de la serie no creciente {wf§} se ha alcanzado después de
un numero finito de iteraciones del método simplex.

Una vez que la sucesién {w}} alcanza su limite, el orden lexicogréafico asegura que es-
te valor que se alcanza se mantendra en todas las futuras iteraciones. Podemos pasar
a analizar la siguiente componente de la solucién w!, y la secuencia wiqﬂ, wiﬁz, e
que como antes es monotona decreciente. Ademas debe estar acotada inferiormente
por 0, pues si algin w! con ¢ > t, es negativo, la secuencia no volverd a una solucién
factible del problema relajado. Por lo tanto {w!} es monétona y estd acotada infe-
riormente, y también tiene limite. Por el mismo razonamiento de antes, este limite

(entero) se alcanzard después de un nimero finito de iteraciones.

Continuando con el mismo argumento para ws, ws, ..., w,, todas las variables ori-
ginales del problema necesariamente alcanzaran sus valores limite después de un
nimero finito de iteraciones. Solo necesitamos completar el problema relajado (Pg)*
durante el cual se alcanza el iltimo limite para terminar el algoritmo en un nimero
finito de pasos.

U

Para probar la convergencia hemos asumido que el algoritmo de planos de corte
de Gomory, puede realizarse con las propiedades (i) y (ii).
Aunque en la practica no siempre es la mejor opcién se puede implementar (ii) al
realizar el algoritmo, y mediante una version adecuada del método simplex también
se puede implementar (i). [1]

4.4. Problema entero mixto

Aunque hemos probado la validez de los cortes fraccionarios de Gomory para el
caso entero puro, Gomory demostré que se podia extender el resultado al caso de
problemas enteros mixtos.

Dado un problema Py, mixto min{cz : x € S}. Al igual que en el caso anterior
los cortes fraccionarios de Gomory se representas de la siguiente forma

Ty = Tp — E ;x5 — g A%

JENI JENc

con z, la variable correspondiente con valor fraccionario del problema (Pg) z,, v el
conjunto de variables no basicas N B lo dividimos en dos; Ny, el conjunto de varia-
bles no basicas enteras y N¢ de variables no basicas continuas.
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Reescribiendo la igualdad anterior en términos de sus partes fraccionarias y re-
agrupando obtenemos

Z F(a;j)x Z a;x; — F(z,) = Z \ajj|z; — x, (4.8)

JENT JENC JENT

Observando que el lado izquierdo de la igualdad (4.8) tiene que ser un valor
entero < —1 o > 0 podemos dar una demostraciéon de la validez de los cortes
fraccionarios de Gomory en el caso mixto, que son de la forma

> Flag)w;+ Y dijr; + 1Fé”)) Z( aij)z; > F(,)

jEN] j€N+

C

Teorema 4.4. Validez de los cortes fraccionarios de Gomory en el caso mizto:

Sean Py; y Pgr los problemas definidos anteriormente, la desigualdad
_ _ F(z,)
> Flag)z+ ) %’%’ﬂL% > (—ay)z; > F(z)
JENT JENE 25 Y Geng
es vdlida para (Pg), es decir, todo entero x € S satisface dicha ecuacion.

Demostracion. Todas las constantes y variables del lado derecho de (4.8) son enteras
para z factible en P, por lo tanto el lado izquierdo también es entero. En particular
es > 0o < —1, es decir, es

Z F(ayj)x; + Z arjx; — F(z,) >0 (4.9)

JENT JENc

Z( (arj) :UJ+Z —ayj)z; + F(z,) > 1 (4.10)

JENT JENCc

Para x > 0 los términos con coeficientes < 0 en el lado izquierdo de (4.9) y (4.10)
no pueden contribuir para satisfacer las desigualdades. Por lo tanto, reescribimos las
dos desigualdades y tenemos

> Flay)z;+ Y dyay > F(a,) (4.11)

JENT JENG

> (—ay)z; > 1— F(z,) (4.12)

JENG
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Teniendo en cuenta que 0 < F(z,) < 1 ya que Z es fraccionario, las desigualdades
anteriores son equivalentes a

% > (=dn)z; > F(z,) (4.13)

JENG

Concluimos que tanto el lado izquierdo de (4.11) como el de (4.13) deben ser
al menos iguales a F(z,) para alguna solucién del problema P;. Pero entonces,
efectivamente la suma de estos dos lados es F(z,) y el lado izquierdo de (4.8) es
exactamente esa suma.

O

En este caso también encontramos el problema de la acumulacién de planos de
corte. Si el valor de z(Py) se puede asumir restringido a enteros, entonces de manera
andloga al teorema 4.3 se prueba la convergencia finita de los algoritmos mixtos de
Gomory. Sin embargo, dado que z(P);) puede incluir variables continuas con valores
fraccionarios, es posible que no siempre podamos asumir que sean valores enteros.
En este caso, el algoritmo puede no converger de manera finita.

4.5. Dificultades computacionales

En secciones anteriores hemos visto que el Algoritmo de planos de cortes frac-
cionarios de Gomory converge en un nimero finito de iteraciones.
Desafortunadamente, la limitada experiencia computacional al realizar las imple-
mentaciones de dicho algoritmo en los ordenadores ha sido insatisfactoria.

La dificultad principal no viene dada por gran niumero de iteraciones, si no por
los errores numeéricos en aritmética computacional.

Los elementos de cada corte que daban estos problemas eran las partes fraccionarias,
F(ay;) de los coeficientes a;.

Gomory, en 1963 y otros matematicos propusieron un enfoque para evitar tales erro-
res de redondeo, sin embargo estos nuevos planos de corte son mas débiles que los
cortes fraccionarios.

Tedricamente esta demostrado que el algoritmo de planos de corte de Gomory con-
verge de manera finita a la soluciéon 6ptima de un problema de programacion lineal
entera. Sin embargo, en la préactica Gomory se dio cuenta de que dicho algoritmo
tardaba mucho en concluir y muchas veces ni siquiera terminaba, ademés en algunas
iteraciones se daban cortes repetidos o que no aportaban nada nuevo a la solucion
del problema.

Es por esto que los cortes fraccionarios de Gomory se dejaron a parte a la hora de
buscar soluciones 6ptimas para estos problemas.
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Actualmente los cortes de Gomory si que se utilizan, pero no con el propésito de
encontrar una soluciéon 6ptima, como era la idea inicial. Se emplean para encontrar
relajaciones lineales fuertes que permitan describir lo mejor posible la envolvente
convexa de la regién factible de un problema.
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