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Resumen y palabras clave

Resumen: se presenta la teoria elemental de las series de Dirichlet. En la me-
dida de lo posible se considera el caso general, en el que los pesos que aparecen
en su definicién forman una sucesion creciente hacia infinito. Sin embargo, para el
estudio de algunos aspectos se considera el caso ordinario, en el que los pesos son
los logaritmos de los naturales. Se analizan resultados relativos a la posicion de las
abscisas de convergencia (usual, absoluta y uniforme), la regularidad y el compor-
tamiento asintético de la funciéon suma, la presencia de singularidades en la recta
vertical dada por la abscisa de convergencia, etc. También se estudia la relaciéon
de las series de Dirichlet con la teoria de nimeros, proporcionando ejemplos que
ilustren el uso de herramientas como la convolucién de Dirichlet.

Palabras clave: series de Dirichlet; abscisas de convergencia, de convergencia
absoluta y de convergencia uniforme; regularidad de la funcién suma; orden en
rectas verticales; producto o convolucion de Dirichlet.

Abstract: the elementary theory of Dirichlet series is presented. As much as
possible, the general case is considered, where the weights appearing in the defini-
tion form an increasing sequence towards infinity. However, for the study of some
aspects, the ordinary case is considered, where the weights are the logarithms of
the natural numbers. Results related to the position of the abscissas of conver-
gence (ordinary, absolute and uniform), the regularity and asymptotic behavior
of the sum function and the presence of singularities on the vertical line given by
the abscissa of convergence are analyzed. The relationship of Dirichlet series with
number theory is also studied, providing examples that illustrate the use of tools
such as Dirichlet convolution.

Keywords: Dirichlet series; abscissas of convergence, of absolute convergence
and of uniform convergence; regularity of the sum; order in vertical lines; Dirichlet
product or convolution.






Introduccion

Dada una sucesién {f,}22, de funciones complejas en un conjunto no vacio
X, se denomina la serie de término general f,, a la sucesién {5, }52, dada por las
sumas parciales:

So=fit . Hfa=> fr. n=12...
k=1

En las asignaturas Andlisis Matemadtico y Variable Compleja se han estudiado sus
propiedades y los distintos modos de convergencia. En particular, las series de
potencias, aquellas de la forma >~ 7 a,(z — 29)" con a, € C, juegan un papel
fundamental en el estudio de la analiticidad de una funciéon compleja y su equiva-
lencia con la holomorfia.

Por otro lado, el estudio de los nimeros primos y sus propiedades se remonta a
la Grecia clasica. Desde entonces se ha intentado buscar patrones y obtener una
mejor comprension de como se distribuyen. Matematicos como Fermat, Mersenne,
Goldbach o Euler consiguieron allanar el terreno y progresar en el conocimiento
de estos escurridizos nimeros. En este sentido, fue Euler el primero en conectar
dos ramas de las Matematicas aparentemente lejanas, la Teoria de Numeros y el
Andlisis Matemdtico, mediante el siguiente teorema

1 1
Z—:H— para todo s € R, s > 1, y p primo.
n:1ns . 1_pfs

A Euler le siguieron otros muchos: Gauss, Lengendre, Chebyshev, Dirichlet... Di-
richlet estudié sistemdticamente series de funciones del tipo >, @ con s un
nimero real mayor que 1y x(n) un caracter de Dirichlet. A partir de ese momento

se empezd a considerar series mas generales hasta llegar a series de la forma

oo
an

n=1 n
donde {a,}22 , es una sucesién de nimeros complejos y s = o + it la variable com-
pleja. Este tipo de series se denominan Series de Dirichlet ordinarias. Un ejemplo
de esta clase de series es la funcién zeta de Riemann ¢(s) = > | . Esta funcién

n=1 ns
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estd intimamente relacionada con la distribuciéon de los ntimeros primos y forma
parte de uno de los problemas maés importantes de las Matematicas, la Hipdtesis
de Riemann.

El primer capitulo aborda las Series de Dirichlet generales, principalmente toman-
do como referencia los textos de Hardy [5] y Apostol [2]. Una serie de Dirichlet
general de tipo ), es una serie de la forma Y >° a,e ** con a, € C, {\,}2,
una sucesion estrictamente creciente de niimeros reales que converge a infinito, y
s = o+it € C la variable compleja. Cuando se considera A, = Inn (utilizaremos la
notacién In para el logaritmo neperiano, que se distinguira asi del logaritmo com-
plejo, denotado por log) la serie toma la forma de una serie de Dirichlet ordinaria.
Otra situacion muy importante es cuando A, = n,

00 0o 00
E ane—)\ns — E ane—ns — E an(e—s>n’
n=1 n=1 n=1

transformando la serie de Dirichlet en una serie de potencias en la variable u = e™*.

La primera parte del capitulo estd dedicada a la caracterizacion de las regiones de
convergencia. De esta forma surgen de manera natural los conceptos de abscisa y
semiplano de convergencia. También se incluyen diferentes ejemplos que ilustran
la variedad de situaciones que pueden darse en cuanto a la convergencia de la se-
rie en puntos de la frontera del semiplano de convergencia. Se establecen también
resultados relativos a la convergencia uniforme de la serie y la continuidad de la
funcién suma en el semiplano de convergencia.

En la segunda parte del primer capitulo se proporcionan férmulas para las abscisas
de convergencia y convergencia absoluta bajo determinadas condiciones. De esta
manera se comparan resultados clasicos para series de potencias, como la férmula
de Cauchy-Hadamard para el radio de convergencia, con los obtenidos para series
de Dirichlet generales.

El segundo capitulo se inicia con el estudio de un tipo de integrales complejas
que posteriormente se emplean en la demostracién de la férmula de Perron, que
permite calcular las sumas parciales de la sucesién {a, }°,; a partir de la funcién
suma f(s). Para demostrar estos resultados se emplean el teorema de los residuos
y la férmula integral de Cauchy, ambos vistos en la asignatura Variable Compleja.
En la segunda mitad del capitulo se introduce la nocién de orden de una funciéon
holomorfa en semiplanos y en lineas verticales del plano complejo, dando lugar a las
funciones v(o) y p(o) respectivamente. El cdlculo de estas funciones es, en general,
un problema muy complicado. Sin embargo, permiten una mejor comprension del
comportamiento asintotico de la funciéon suma asociada a una serie de Dirichlet
general. De nuevo, la referencia seguida en este capitulo ha sido mayoritariamente
el libro de Hardy [5].
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Con la teoria desarrollada en los capitulos previos, el tercer capitulo se centra en
las series de Dirichlet ordinarias, aquellas en las que A\, = Inn. Ademads de parti-
cularizar resultados anteriores también se demuestran algunos nuevos, no validos
en el caso general. Para este tipo de series se tienen resultados similares a los de
series de potencias. Al igual que la formula integral de Cauchy permite calcular los
coeficientes de la serie de Taylor de una funcién holomorfa en el disco unidad, los
coeficientes de una serie de Dirichlet ordinaria se calculan integrando la funciéon
suma a lo largo de lineas verticales. De esta forma queda patente la diferencia
entre las regiones de convergencia de las series de potencias (discos) y las corres-
pondientes de las series de Dirichlet (semiplanos).

Se define también la abscisa y semiplano de convergencia uniforme para series de
Dirichlet ordinarias. De esta forma, surge de manera natural la siguiente pregunta:

¢Cudl es la distancia maxima entre las abscisas de convergencia uniforme y
absoluta de una serie de Dirichlet ordinaria?

Esta cuestién se conoce como el problema de Bohr. En este capitulo se demuestra
que la distancia maxima es menor o igual que % Sin embargo, probar que esta
cota es Optima, no es en absoluto trivial y constituye el importante Teorema de
Bohr-Bohnenblust-Hille. Para probarlo se necesita desarrollar la teoria del Espacio
de Banach de las Series de Dirichlet, lo que queda fuera del alcance de esta me-

moria. Para este capitulo se ha seguido el texto de A. Defant et al. [4].

Por 1ltimo, el cuarto capitulo es una aplicacién de las series de Dirichlet a la teoria
de nimeros. Para ello se define el concepto de funcion aritmética y se estudian las
propiedades de algunas de ellas: la funcién de Mobius u(n), la funcién indicatriz de
Euler ¢(n), la funcién de Mangoldt A(n), la funcién de Liouville A(n), etc. En este
estudio surge de manera natural el producto o convolucion de Dirichlet. De esta
forma, y junto con la teoria de productos infinitos, se obtienen identidades entre
las funciones anteriores y la funcién ((s). La fuente principal para los resultados
relativos a teorfa de niimeros es el libro de Apostol [1] y para los productos infinitos
se ha tomado como referencia el libro de Ash y Novinger [3].






Capitulo 1

Teoria elemental sobre la

convergencia de las series de
Dirichlet

Una serie de Dirichlet general de tipo A, es una serie de la forma Y >° | a,e=**

con a, € C, {\,}22, una sucesién estrictamente creciente de nimeros reales que
converge a infinito, y s = o + it € C la variable compleja, siendo o = R(s) y
t = 3(s) sus partes real e imaginaria, respectivamente. En ocasiones, y con el
fin de realizar un estudio mas detallado, nos restringiremos al caso de las series
de Dirichlet ordinarias, es decir, aquellas en las que A, = Inn. Otra situacion
interesante es en la que A\, = n, en cuyo caso la serie de Dirichlet se convierte
en una serie de potencias en la variable e™®. En este capitulo se caracterizara
las regiones de convergencia de las series de Dirichlet generales. Esto dara lugar
a conceptos basicos como el de semiplano y abscisa de convergencia. Ademas se
ilustrara con ejemplos la amplia variedad de situaciones que pueden darse a la
hora de estudiar los tipos y conjuntos de convergencia.

En la demostracion de una buena parte de los resultados que veremos se empleran
dos lemas muy sencillos pero fundamentales a la hora de trabajar con acotaciones.

Lema 1.1 (Férmula de sumacién por partes de Abel). Dadas dos sucesiones de
nimeros complejos {an}>2, y {0}, para p,q € N con p > q se tiene que

P p—1
Z anb, = Z A(q,n)Ab, + A(q,p)b, .
n=q n=q

siendo A(m,n) =Y, _ ay cuando m < n (cuando m > n se toma como convenio
A(m,n) =0) y Ab, = b, — by11.

11



Capitulo 1. Teoria elemental sobre la convergencia de las series de Dirichlet 12

Demostracion. Puesto que a, = A(g,n) — A(q,n — 1) se cumple que

p P P p p—1
n=q n=q n=q n=q n=q—1
p—1 p—1
= > Alg;n)Aby + Ag, p)bp — Alg, ¢ — 1)bg = Y Alg,n)Aby+
n=q n=q
+ A(q,p)b, -
]
Lema 1.2. Si o # 0, entonces |Ae 3| < %Ae”‘"".
Demostracién. Escribiendo Ae~*#* en forma integral,
An41 An+1 |S|
|Ae™ | = ‘/ se " du| < |5]/ e du = = Ae M
An An g
]

1.1. Regiones de convergencia y unicidad de las
series

Los siguientes teoremas, aunque son faciles de demostrar, establecen un resul-
tado fundamental: la regién de convergencia de una serie Dirichlet general es un
semiplano.

Teorema 1.3. Si la serie es convergente en s = o + ti, entonces es convergente
para cualquier valor de s con parte real estrictamente mayor que o.

Este teorema forma parte de otro mas general que sera el que demostremos:

Teorema 1.4. Si la serie es convergente en s = so € C, entonces es uniforme-
mente convergente en la region del plano complejo definida por la desigualdad

]arg(s—sg)]§&<g.

Es decir, la serie es uniformemente convergente en el sector circular de amplitud
2 y bisecado por la semirrecta {so +1t:t € [0,00)}.

Demostracion. Es inmediato que este teorema implica el anterior pues si 0 > oy,
entonces (s — s9) > 0. Luego s — sy pertence al semiplano derecho, lo que es
equivalente a la desigualdad del enunciado tomando un « adecuado que depende
de s (se puede aproximar a § tanto como se necesite).
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Para probar el teorema podemos suponer sin pérdida de generalidad que sq = 0.
Si no fuera asi, podemos considerar la serie >~ ane M (F%0) que converge en
u = 0 y, en consecuencia, converge uniformemente en la regién del plano complejo
{ueC:R(u) >0,|arg(u)] < a}. Mediante el cambio de variable s = sy + u se
concluye que la serie de Dirichlet Y7 a,e™*** converge uniformemente en la
region D = {s € C: R(s — s9) > 0, | arg(s — so)| < a}. Por tanto, si consideramos
que sg = 0 por el lema 1.1 se sigue que

n n—1
Z ape M = Z A(m, k)Ae ™5 + A(m,n)e .
k=m k=m

Sea € > 0y sea mg tal que A\, > 0y |A(m, k)| < € cos(a) para cada k > m >
mo. La existencia de myg es obvia a partir del hecho de que la serie Y >°  a, es
convergente y por tanto es de Cauchy. Sea s € D, entonces

sl _ sl 1 1

o |s|cos(ay) - cos(ay) = cos(a) = sec(a).

Aplicando el lema 1.2 se concluye

n n—1
E age M| < e( E Ae Mo 4 e’\””) = e M < ¢
k=m

k=m
para cada n > m > mgy. Por lo tanto, la serie es uniformemente de Cauchy en D

y, en consecuencia, uniformemente convergente en D. OJ
R
200
S0
x

Figura 1.1: Regién del plano complejo definida por |arg(s — so)| < a con a <

S

El teorema 1.4 es muy importante pues establece las diferentes posibilidades en
cuanto a la convergencia de una serie de Dirichlet y la forma de las regiones de
convergencia:
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Teorema 1.5. La serie puede ser convergente para todos los valores de s, para
ninguno, o solo para una parte de ellos. En el dltimo caso, existe un valor real oy
tal que la serie es convergente para valores s con o > oy y divergente (la sucesion
de los mddulos de las sumas parciales tiende a infinito) u oscilatoria (la sucesion
de sumas parciales es acotada pero no converge) para valores s con o < 0y.

Por lo tanto, la regién de convergencia de una serie de Dirichlet es un semiplano.
Los puntos de la frontera de este semiplano pueden ser o no puntos de convergencia.
No hay un resultado general que establezca bajo qué condiciones la serie converge
en los puntos de la frontera. Esto da lugar a la siguiente definicién.

Definicién 1.6. Al valor oy anterior se denomina abscisa de convergencia de la
serie de Dirichlet y a la linea o = og linea de convergencia. Se suele emplear la
notacion o9 = —oo cuando la serie es convergente en todo el plano complejo y
09 = 00 cuando no converge en ningun punto.

Mas adelante se abordara el problema de determinar la abscisa de convergencia de
una serie de Dirichlet dada. En cambio, la convergencia de la serie en la linea de
convergencia es un problema abierto a dia de hoy. Los siguientes ejemplos muestran
la variedad de situaciones que pueden darse:

Ejemplo 1.7.

» La serie Y | Z—Z, con |a| < 1 es convergente para todos los valores de s: se
trata de una serie de Dirichlet ordinaria con a,, = a™ y A, = Inn para cada
n € N. Para estudiar la convergencia basta aplicar el criterio de D’ Alambert

o del cociente

a"t(n+1)"° n \°
lim #:h’mkd( ) =lal <1.
n—00 a"n—s n—00 n-+1
Luego la serie converge absolutamente en C y 0g = —o0.

. n . ’
» La serie > o2 % con |a| > 1 no converge en ningin punto pues no cumple

n=1 ns"
la condicion necesaria de convergencia:
e —_— /. a "
lim |a"n™%| = lim Ja" = 00

°|
n—00 n—oo N2

» Laserie )~ # tiene en ¢ = 1 su linea de convergencia. Igual que en el caso
anterior, se trata de una serie de Dirichlet ordinaria pero con a, = 1 para
cada n € N. No es convergente en ningtin punto de la linea de convergencia,
pues diverge para s = 1y en el resto de puntos la sucesiéon de sumas parciales

es acotada Ppero no converge:
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o0

1
Zn1+6<oo, para todo 6 > 0.

n=1

Luego 0¢p = 1. Tenemos que comprobar que la sucesién de sumas parciales
estd acotada pero no es convergente. Veamos lo que ocurre en un punto
genérico de la linea de convergencia distinto de s = 1:

o0 00
Z 1+it Z <c0s tln n) — z'sin(t In n)) .
n=1 n n=1

Veamos que la serie 220:1 w tiene las sumas parciales acotadas pero

no converge para cada t € R con ¢ # 0 y habremos terminado (para la serie
con el seno se razona de forma similar). Para cada t € R con t # 0 sea

0 (t) = cos(tlnn) /”+1 cos(tIn I)dx

_ /01 (cos(z;jlnn) ~ cos(t ;n—(i_nx—l— z)) dI) |

Para cada = € (0, 1] se puede aplicar el teorema del valor medio para asegurar
la existencia de un n € (0, ) de manera que

sm(t In(n + n)
(n+m)?

cos(tlnn) cos(tln(n+x))|
n n—+x

] it

En consecuencia,

al |t]
|a()]_/0n2xx 2n?

y la serie Y07 | a,(t) es absolutamente convergente. Sea A(t) = Y > | an(t).
Como

T

[ (sntinn 1)) = sentetn) ).

de la definicién de a,(t) se sigue que

l{m (Z w - %Sin(t In(N + 1))) = A(t).

N—o0
n=1

Puesto que la sucesién {sin(¢In(N + 1))}%_; es acotada pero no converge,
al hacer que N — oo se concluye que la serie Y~ w tiene la sucesion

de sumas parciales acotada pero no converge para cada t € R con ¢ # 0.
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» La serie > 7, hm)Q ; tiene en o = 1 su linea de convergenma Se trata de

una serie de Dirichlet ordinaria con a, = (Inn)™? para cada n € N. Es
convergente (de hecho absolutamente convergente) en todos los puntos de
la linea: sabemos que las series de Bertrand )~ Za{nay? Son convergentes
si, ysolosi, « >10a =1y 8 > 1. Por tanto, oy = 1. Para ver que la
serie converge absolutamente en todos los puntos de la linea de convergencia

observemos que

1 1 .
T (I )2 = ML | cos(tInn) —isin(tlnn)| =
1

= ——— , paracadat € R,

n(lnn)
y la serie Y7, erm)? < 0.

= La serie de Dirichlet ordinaria » 7, % con a, = (—1)" +

59

1 .
Tnn)? tiene en
o = 1 su linea de convergencia. Es convergente (aunque no absolutamente
convergente) en todos los puntos de la linea:

Sis=1,laserie Y 2, 9% < o0.

n=2 ns
Si0 < s < 1, laserie de Bertrand )7, > diverge y la serie Y 7 2
1

es convergente en virtud del criterio de Lelbnltz ya que la funcién - con

0 < a < 1 es decreciente. Por tanto, si 0 < s < 1 la serie ), % = oo.

Luego, o0y = 1. Que la serie es convergente en la linea ¢ = 1 es inmediato

a partir del ejemplo anterior y del hecho de que )7, (—7Z1S)n es convergente

para 0 < s < 1y por tanto para s con R(s) > 0. Sin embargo, no converge
an

absolutamente en la linea de convergencia pues para s = 1 + it se tiene que
o

> |a, =1 1
ns 22%225(1_(111”)2)

n=3 n=3 n=3

)n

ns lnn ns

que evidentemente no converge.

Teorema 1.8. Sea D cualquier region compacta contenida en el semiplano de
convergencia, es decir, tal que todos sus puntos s cumplan que o > oy. Entonces la
serie es uniformemente convergente en D, y su suma f(s) es una funcion analitica.
Ademds, cuando p es un entero positivo, la serie

o0
E ap\le s
n=1
es también uniformemente convergente en D y representa a la funcion

(=1)7fP(s).
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Demostracion. Puesto que los puntos del conjunto D cumplen que o > oy, el com-
pacto D y el cerrado {s € C: R(s) < 0¢} son disjuntos. Por consiguiente, existe
un 0 > 0 y una bola cerrada B, centrada en un punto sy = g + itg, de tal manera
que D C BN{s e C:R(s) > oy + 0}. Ahora es evidente que tomando « suficien-
temente proximo a 7 el conjunto D estd contenido en una region del tipo de la
figura 1.1 (de hecho existe un o minimo que cumple la condicién pero en general
no es necesario considerarlo). El teorema 1.4 asegura la convergencia uniforme de
la serie en D. Esto implica, en virtud del teorema de Weierstrass, que la funcion
suma f(s) es analitica en D y admite derivadas de cualquier orden en D que vienen

dadas por

O = 3 (A

Figura 1.2: Demostraciéon del teorema 1.8.
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El siguiente teorema establece la continuidad de la funciéon suma en los puntos de

convergencia en la linea critica y siguiendo sectores circulares del tipo de la figura
1.1:

Teorema 1.9. Si la serie es convergente en s = sq, y tiene como suma f(sg), en-
tonces f(s) — f(so) cuando s — sy a lo largo de cualquier camino completamente
contenido en la region

D(sp,a) = {s € C: |arg(s — so)| §a<g}.

Demostracion. Sea € > 0. En virtud del teorema 1.4 existe un mg € N tal que

Fs) =D ane™*

< g , s € D(sg,)
n=1

‘ >

< £
3

mo
f(s0) — Z ape
n=1

Aplicando la desigualdad triangular,

f(s) — i ape
n=1

£ (s) = f(s0)| < +

mo mo
§ anef)\ns - 2 anef)\nso
n=1 n=1

mo
“An
+ E ane " — f(so)
n=1
€ € mo mo
< § + g + E ane’A"S — g ane*)‘”s‘)
n=1 n=1
Puesto que la funcién g(s) = > 1 a,e ** es continua en todo C basta hacer

s — s en D(sg, ) para conlcuir.
]

Para terminar la seccién veamos una especie de teorema de anulacién para series
de Dirichlet.

Teorema 1.10. Sea E = {s€ C:0 >0 >0,|arg(s)| <o <Z}. Si la serie es

convergente para s = 0 y f(s) = 0 para un nimero infinito de valores de s en E,
entonces a, = 0 para todo n y [ es idénticamente nula.

Demostracion. Vamos a distinguir dos situaciones dependiendo de si existe o no
un punto de acumulacién de ceros en E.
Si no existe un punto de acumulaciéon de ceros en E entonces existe una sucesion
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de puntos s, = o, + it, con 0,41 > 0, y lim,_, 0, = oo tales que f(s,) =0
(pues f se anula para un nimero infinito de valores de s en E) Razonemos por
reduccion al absurdo y supongamos que existe un j, € N minimo tal que a;, # 0.
Consideremos la funcién g(s) = eXo®f(s), que es convergente para s = 0 y por
tanto uniformemente convergente en E. Observemos que

lg(s) —aj,| = Z ape” M= Aio) Z ape” M Z ape” A= Xio)s
n=jo+1 n=jo+1 n=j0+1
N
+ Z ape” %)% para cada s € E .
n=jo+1

De la convergencia uniforme de g(s) en F se deduce que el primer sumando es
arbitrariamente pequeno tomando un N > jy+1 suficientemente avanzado. Puesto
que m,_o0 ane~Pn=%0)* = 0 para n > jo + 1 se deduce que el segundo sumando
de la expresion anterior tiende a 0 cuando s — oo. En consecuencia, tenemos
que g(s) = aj, cuando s — oo a lo largo de cualquier camino en E. Sin embargo,
0 = eo®n f(s,) = g(s,) — aj, cuando n — co. Pero esto es absurdo pues habfamos
supuesto que a;, # 0. Por tanto, se concluye que a,, = 0 para todo n y que f es
idénticamente nula.

Si existe un punto de acumulacién de ceros en E entonces f = 0 por el principio
de identidad. Para ver que a, = 0 para todo n basta con razonar igual que antes.
Supongamos que existe un jo € N minimo tal que a;, # 0. Ahora la funcién g(s) =
etio f(s) es idénticamente nula por serlo f, de manera que existe una sucesién de
ceros de g cuyas partes reales tienden hacia infinito. De esta forma, se puede aplicar
igual que antes el hecho de que ¢g(s) — a;, cuando s — oo en E para concluir que
aj, = 0, lo que es absurdo. En consecuencia, f es idénticamente nula y a,, = 0 para

todo n.
O]

&

Figura 1.3: Regién E = {s € C:0 >0 > 0, |arg(s)| < a < 5}.
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1.2. Determinacioén de la abscisa de convergencia

El objetivo de esta seccion es calcular la abscisa de convergencia de una serie
de Dirichlet dada. Supongamos que la serie no es convergente para s = 0 y sea

In|A
n—oo )\TL

donde A(n) = Y ;_ja,. Siy < 0 existirfa un f < 0 y un ng € N tales que

%in)l < B para todo n > ny. Por tanto, como A, > 0 se cumple que |A(n)| <
ePn — 0 cuando n — oco. Pero esto es absurdo ya que la serie Y7 a,e™*"® no es

convergente para s = (. En consecuencia, vy > 0.

Teorema 1.11. Si la abscisa de convergencia de la serie es positiva, entonces
viene dada por la formula

In|A(n
0o = lim sup M .
n—oo )\TL
Demostracion. Probaremos en primer lugar que oy < 7. Sea d > 0 y veamos que
la serie es convergente para s = 7y + 4.
Sea € con 0 < € < J. Por definiciéon de ~, existe ng € N tal que

In[An)| < (Y+d6—eA, = |A(n)] < 979 (1.1)
para cada n > ng. Por el lema 1.1,
n n—1
Z ape M = Z A(k)Ae ™ + A(n)e **
k=1 k=1

Observemos que

{A(n)e—xns‘ < e H=dn o =An(v408) _ o—€Xn

para n > ny. Como e~* — 0 cuando n — oo, la convergencia de la serie

S>> ane ** depende de la convergencia de la serie

Z e(7+5_€))\7b Ae—An('Y‘HS) ,

n=1

ya que para cada n > ng se tiene que

n n—1

Z ape M = Z A(k)Ae™* + A(n)e ™ =
k=1 k=1
no—1

n—1
= A(k)Ae ™™ > " A(k)Ae ™ + A(n)e

k=1 k=ng
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y la convergencia de la serie no depende de los primeros ng — 1 sumandos (que es
donde no podemos aplicar la acotacién de (1.1)). Puesto que v+ 6 — e > 0,

An+1 Ant1
e = Ae=(1HDAn — (o 1 §) / e == 1o (4 ) / e “dx,

oo An-l»l

—€X
net Jy, € “dxes

ya que A, < x en el intervalo de integracién. La serie (y+0) >
convergente pues

—eA1

00 Ant1 1 0o e

E e =~ E (e7An — gmnt1) = <00,
A € €

n=1 n n=1

Por tanto oy < 7.

Veamos ahora que v < 0g. Supongamos que la serie > -, ape M = > re by es
convergente para un s € R y positivo. Luego las sumas parciales estan acotadas,
es decir, existe M > 0 tal que |B(n)| = |>_;_, by| < M para todo n. Por el lema
1.1,

n—1

A(n) = Zak = Zbke)‘ks = Z B(k)Ae)\kS + B(n)e)‘”s .
k=1 k=1 k=1

Por tanto, como s > 0

n—1
|A(7’L)| < M(Z |€)\k5 _ €>\k+15| + ekns) _ M(GA"S _ e>\15 + ekns) _
k=1

= M(2eM* — M%) < 2MeMs = Ken®
Fijado cualquier § > 0, podemos tomar n suficientemente grande de forma que

In|A(n)| < Aps+InK < (s+ )\, ,

luego
, In[A(n)|
s> limsup ———— =7 = 7< 0.
n—oo A7"L
[
El andlisis anterior acerca de la convergencia de la serie >~ ane ** se pue-

AnS

de realizar de la misma manera a la serie >~ |a,|e”*"* obtienendo resultados

andlogos:

Teorema 1.12. Eziste un nimero real & tal que la serie de Dirichlet Y > | |a,|e **
es absolutamente convergente para o > & y no converge absolutamente para o < &.
Este numero, si es positivo, se puede calcular mediante

InA
o = lim sup nA(n)

n—oo >\7’L
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con A(n) =71, |ag|.

Definicién 1.13. Al nimero ¢ se le denomina abscisa de convergencia absoluta
y a la linea o = & linea de convergencia absoluta. De la misma manera, la region
o > 0 se llama semiplano de convergencia absoluta.

En realidad, la existencia del semiplano de convergencia absoluta es inmediata
a partir del hecho de que |e %] < e 1| si 0 > 0. Es evidente que ¢ > o
pues si una serie converge absolutamente entonces converge. De igual forma que
para la abscisa de convergencia, también se puede tener 6 = oo 0 ¢ = —oo. En
general entre la linea de convergencia y la linea de convergencia absoluta existira
una banda en la que la serie es condicionalmente convergente.

Teorema 1.14. Para una serie de Dirichlet general se cumple que

B , Inn
0 —o0p < limsup —.
n—oo n

Demostracion. Sin pérdida de generalidad supondremos que o¢ > 0. En otro caso
bastaria razonar como en la demostracién del teorema 1.4. Sean 0 < ¢ < 9.
Entonces la serie Y °° | a,e (%) es convergente. Haciendo lo mismo que en
la demostracién del teorema 1.11 con s = oy + ¢’ > 0 se deduce que existe una
constante K > 0 tal que |[A(n)| < Ke*(@+) para todo n € N. Por tanto,

In|A(n)| < Moo+ 0") +In K < A\, (09 + 0)

pues \,0’ +1In K < \,d para n suficientemente grande. Es decir, |A(n)| < e(@0F0)n
a partir de algun ng en adelante. Ademas, se tiene que

lan| = |A(n) — A(n — 1)| < 2600+ An - o(00+20)An

si e > 2 para n > ng, lo cudl se puede suponer sin ninguna restriccién pues
A, — oo cuando n — co. De lo anterior se sigue que

A(n) = Z lax| < Alng) + nel@ 29 < pele0t3di
k=1

si m > ny y ny es suficientemente grande comparado con ng pues A(ng) es una
cantidad finita y fija. Finalmente, para cada n > n;

In A(n) _ Inn

)\n /\n +0'0+35.

Puesto que esto es valido para todo 6 > 0, para concluir basta tomar limites
superiores en la expresion anterior y tener en cuenta el teorema 1.12. ]
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Observacién 1. Silnn = o(\,) entonces ¢ = 0. Este es el caso cuando \,, =

Efectuando el cambio de variable x = e™® obtenemos los resultados clésicos para
series de potencias. Los teoremas 1.3 y 1.4 establecen la existencia del circulo
de convergencia y el teorema 1.11 un resultado similar a la férmula de Cauchy-
Hadamard para el radio de convergencia. Si A\, = Inn entonces ¢ — o9 < 1. De
hecho, esta distancia méxima entre ambas lineas de convergencia se alcanza en
la serie de Dirichlet ordinaria >~ n1)n Como se vi6 en el ejemplo 1.7, la serie

converge pero no absolutamente para valores s = o+t con o > 0. La convergencia
absoluta se da para valores s con ¢ > 1. Por lo tanto, 6o =0y o = 1.

Ejemplo 1.15. La serie

Z\/_lnn

es convergente para todos los valores de s pero no es absolutamente convergente
en ningin punto. En este caso el teorema 1.14 no nos da ninguna informacion pues

— ¢ Inn __ 71 Inn __ ; :
0 — 0o < limsup,_,, 5* = limsup, _, a5 = 0 Para estudiar la convergencia

An
consideremos s € R. Para cada n € N sea a,(s) = f(hm) La sucesion {a,(s)}5° 4
es monotona decreciente y converge a 0 al hacer n — oo para todo s € R. En
virtud del criterio de Leibniz la serie alternada converge para todo s € R. El
teorema 1.3 asegura la convergencia de la serie en todo el plano complejo, es
decir, 0y = —o0. Para estudiar la convergencia absoluta procederemos del mismo
modo considerando s € R con vistas a aplicar de nuevo el teorema 1.3. La serie
Yo, m es una serie de Bertrand con o = % < 1, por lo que no converge para

ningun valor de s. En consecuencia, la serie original no converge absolutamente en
ningin punto del plano complejo y 6 = oc.

Para series de potencias la region de convergencia viene dada por el circulo de
mayor radio hasta encontrarnos el primer punto singular. Sin embargo, el caso de
las series de Dirichlet es distinto. La convergencia de la serie en una region implica
que la serie representa una rama de una funcion analitica en esa region, aunque la
funcién pueda ser analitica en zonas donde la serie no converge. Hay un caso en el
que la linea de convergencia contiene al menos una singularidad:

Teorema 1.16. Si todos los coeficientes de una serie de Dirichlet son positivos
o nulos, entonces s = og es un punto singular de la funcion representada por la
serie.

Demostracion. Como los coeficientes son positivos o cero, la abscisa de convergen-
cia y la abscisa de convergencia absoluta coinciden. Razonaremos por reducciéon
al absurdo. Como en otras ocasiones, supongamos sin pérdida de generalidad que
0 = o9 = 0. Entonces, si s = 0 es un punto regular, f es analitica en s = 0 y por
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lo tanto f es analitica en un entorno de s = 0. Luego la serie de Taylor de f en
s = 1 tendra radio de convergencia estrictamente mayor que 1. En consecuencia,
existe un valor negativo s tal que

Puesto que todos los términos de la serie anterior son positivos, se puede inter-
cambiar el orden de la suma y se obtiene

[]

Figura 1.4: Abierto de convergencia de la serie de Taylor de f en s = 1.

Para cerrar el capitulo veremos una representacion integral para un tipo deter-
minado de series de Dirichlet.

Teorema 1.17. Si la serie Zzozl ane s es convergente y o > 0 entonces

oo 1 /oo oo
—1In(An)s — s—l( —)\nx>d
ane — T an€ T .
2 rwh
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Demostracion.
0o 1 ) 00
Zane_ln()‘")s = (/ ts_le_tdt> ane_ln(’\”)s =
n=1 F(S) 0 n=1
_ 1 Za—s/oots_le_tdt: 1 Zan/oots_le_t sdt:
F(S) n—=1 )\n 0 F(S) n=1 0 >\n
— 1 Z an /00 TR e 1 /‘X’ A Z ane M
I'(s) 1 0 I'(s) Jo —t

donde en la ultima igualdad se ha empleado el teorema de la convergencia moéno-
tona de Levi para la integral de Lebesgue. O]

Ejemplo 1.18. = Paraoc > 1,

= Para o >0,
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Capitulo 2

La féormula de Perron y el orden
de una funcién representada por
una serie de Dirichlet

En este capitulo estudiaremos la acotacién de series de Dirichlet generales a
lo largo de lineas verticales en el plano complejo. El resultado principal de esta
seccién es la formula de Perron que permite conocer las sumas parciales de la su-
cesién {a, }5°, a partir de la funcién suma f(s), con s = o +it. La segunda parte
del capitulo estd dedicada al estudio de la funcién orden p (o) asociada a una serie
de Dirichlet, que esta relacionada con el comportamiento asintético de la serie en
las lineas verticales del plano complejo.

El siguiente teorema establece el cardcter asintotico de las sumas parciales de
una serie de Dirichlet, concretamente su dependencia con la variable imaginaria.
Ademas jugara un papel fundamental en la demostracion de la formula de Perron.

Teorema 2.1. Si la serie Y - a,e ** tiene la sucesion de sumas parciales aco-
tada en s = a y Ay > 0, entonces

N
S ane™ = o(jt]), 1] - oo
n=1

uniformemente para o > o+ € > « y para todo natural N. En particular haciendo
tender N — oo, f(s) = o(|t]) cuando |t| — 0o uniformemente para o > «a + €.

Demostracion. Supongamos sin pérdida de generalidad que a = 0. Puesto que las
sumas parciales de la serie ) ° | a, estdn acotadas, existe M > 0 tal que

q

Alp.q) = ax

k=p

la,| < M , <M,

27
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para cada p y ¢ naturales. En virtud del lema 1.1, si 1 < K < N se tiene que

N K-1 N-1
Z ane s = Z ane " 4 Z A(K,n)Ae™ 4 A(K, N)e ™ = S| + S, + Ss.
n=1 n=1 n=K

Si 0 > € entonces |S;| < MK y |S3| < M puesto que [e V| <1 (Ay >\ >0
por hipétesis). Ademds, por el lema 1.2

N-1
t2
155] < Ml > Ae M7 < M| (1 + —2)(3“6
g €
n=K

si 0 > €. En consecuencia, si 1 < K < N entonces

N
Z ane” " = O(K) 4 O(|t|e™%) para todo s con o > e.
n=1
Ademis, si K > N y o > € entonces | YV a,e ™| < MN < MK = O(K). Si
ahora K es una funcién de |t| que tiende hacia infinito més despacio que [t|, es
decir, K = o(]t]) en oo entonces O(K) = O(o(|t|)) = o(|t]). Como |t|e k¢ — 0
cuando [t| — oo se tiene que
N
Z ane ™ = o(|t|) uniformemente para o > €,

n=1

como se queria. O

Antes de demostrar la féormula de Perron necesitamos calcular el valor de unas in-
tegrales que aparecen en su demostracion. Para ello aplicaremos la férmula integral
de Cauchy en contornos adecuados:

Lema 2.2. Sean ¢ >0 y T > 0. Para cada x € R se cumple que

1 c+iT ers exe .
— —ds—1| < stx >0,
2t Jo_ir S ml'x

o —as| >
21t Jo_ir S

1 c+iT _xs 1
—/ e—ds——gi stz =0.
2t Jo_ir S 2

—xc

—€

stx <0,

Haciendo T — oo,

1 st >0,
1 c+i00 e;cs .
— —ds = % st x=0,
210 Joline S
0 st z<0.
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donde en el primer y tercer caso las integrales impropias convergen y coinciden
con su valor principal, pero en el seqgundo caso la integral impropia no converge y
se considera su valor principal.

Demostracion. : sea b > ¢ > 0y sea R el contorno de la figura 2.1. La
funcién % tiene un polo simple en s = 0 con residuo Res(%, 0) = lim,_,g 5% =1.
En virtud del teorema de los residuos se tiene que

ers c+iT ers —b+iT ers —b—iT ers c—iT TS
2t = @ —ds = / —ds + / —ds + / —ds + / —ds.
R S c—iT S c+iT S —biT S —b—iT S

Luego,
1 c+iT 6 1 c+iT ezs —b+1T eajs —b—1iT ea;s
— —ds—l— / —ds+/ —ds+/ —ds| .
21 Joir 2mi | J pir S —b—iT S c—iT S
Acotando las integrales,
c+zT
/ —ds / —da < —/ e““do =
b+iT S
—xb

—b+iT
/ 6—als <2Tsup{|—‘ —b — T, b+zT}<2T ;o
b— zT

b— 1 e
—d Che < 2
/ci i / O_Tx

Finalmente haciendo tender b — oo

1 c+iT ers exc
L / Chs—1l< 2
S

21t Jo_ir e

R

—b+1iT c+T

—b—iT c—1iT

Figura 2.1: Contorno de integraciéon R para el caso x > 0.
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: sea b > c > 0y sea R el contorno de la figura 2.2. Como la funcién %
es analitica en el dominio cuyo contorno es R, en virtud del teorema de Cauchy-

Goursat en dominios estrellados se cumple que

evs c+iT ers b+iT ers b—iT eTs c—iT oS
0= —ds = —ds + —ds + —ds + —ds.
R S c—iT S il S biT S b—iT S

Pasando las tres ultimas integrales al otro miembro y acotando de forma similar
al caso anterior,

c+il' _xs b xo zb _ jzc
/ 6—ds < e—da = l—e ¢ ,
b S e T T Z
b+iT exs ezs exb
/ —ds| < 2T sup {|—|:s € [b+iT,b—iT)} <2T—,
b—iT S s b
b—iT b 00
eZ'S eIO’ 1 1 _exc
—ds| < —do < = do = = )
/c_iTsS_CTU_T/CeUTa:
Finalmente haciendo tender b — oo
c+iT _xs xc
1 / sl < =6
2t Jo_ir S ml'x
R
c+ 1T b+1T
R
R
c— 1T b—1T

Figura 2.2: Contorno de integraciéon R para el caso x < 0.

: haciendo la integral de forma directa,

c+iT1 T 7/ T t T 1 T 1
/ —ds:/ ,dt:/ —dt+z’c/ —dt:%c/ L,
e_iT S _rc+it _p 2+ 12 _p 2+ 12 0 241t




31

donde se ha tenido en cuenta el caracter impar de la funcién ﬁ y el caracter
par de la funcion ﬁ Calculando una primitiva,

1 et c (T 1 1 T 1 1 c
— —ds = — ———dt=—arctan | — | == — —arctan | = | .
27t Jo_ip s T Jo 2+t ™ c 2 T

En la dltima igualdad anterior se ha tenido en cuenta la identidad trigonométrica
arctan(z) + arctan() = . Por ultimo, empleando la desigualdad arctan(z) <

para x > 0 se concluye que
1 c+iT 1 1
— / Zds—=| < £
21t Jo_ir S 2 'l

]

Finalmente estamos en condiciones de probar la importante férmula de Perron.

Teorema 2.3 (Férmula de Perron). Si la serie de Dirichlet general > 7 | ae™*"*

es convergente en s = +ia yc>0,c> [, A, <w < \yy1, entonces

n 1 c+ioo ws
Za’f _ f(s)e ds |
k=1

210 Jolino 5

siendo f(s) la funcion suma de la serie.
Siw = \,, se cumple que

n—1 ;
1 1 cHeo f(g)erns
—lp = — —ds,
;a” 2" T omi ) T s

donde hay que tomar el valor principal de la integral.
Demostracion. Sea \, < w < A\,;1 y sea la funcién

g(s) =€ (f(S) - Zake_kks) = Z ape” M = Zbke‘“ks
k=1

k=1 k=n+1

donde by = @y i, tp = Apir —w. Observemos que p; = A\, 1 —w > 0 por hipdtesis.
Para probar la formula

n

1 c+ioco ws
Zak:_ f(s)e ds |

271 S

_ c—100
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basta probar que [’ ctico g s) ds = 0 pues

1 c+ioco f(8>€ws 1 c+ioo c+i00 (w Ak)s
— CANAY) P 95 4 —
27”'/@—’ S S i /C_. s+Zak/ ds

100 200

1 c—i—ioog 8
= — _d 2 ) p—
27m'[/c S s+;ak m}

—100

1 c+ioco g(S) n
= Slds+ Y
211 /C s ° — e

—100

donde en la pentultima igualdad se ha tenido en cuenta el lema 2.2 y que w— A > 0
para todo k = 1,...,n. Sea la curva I' de la figura 2.3 con T} > 0, T, > 0y v > c.
Puesto que @ es analitica en un abierto que contiene al dominio cuyo contorno
es I', por el teorema de Cauchy-Goursat se tiene que

&
C+iT2 ’}/+ZTQ
T
D14
c— 11} v — 1y

Figura 2.3: Rectangulo de integracion para la formula de Perron.

c+iTs y+iTs y—iT7 c—ily
O:fﬂ@%:/' m@@+/ m@@+/ m@%+/ 9(s) 5o
r S c—iTy S c+iTy, S NHiTy S y—iTy S

En consecuencia,

c+iTn y—1iT1 y+iTs y+iTs
/‘ ﬂﬁﬁz/ ﬁ$%_/ M$%+/ 9(s) ;.
c—iTy ) c—iTy S c+ils S y—iT S
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Vayamos ahora con cada una de las integrales del lado derecho de la ecuacién
anterior. Manteniendo fijos 177 y T,, hacemos tender v — co. Por el teorema 1.4, la
serie » >, a,e ** es uniformemente convergente en la regién o > 3. Por tanto,
la serie que representa a g(s) también es uniformemente convergente para o > 3.
En particular, existe una constante K > 0 e independiente de v tal que |g(s)| < K
para ¢ > (. En consecuencia,

y+iT>
/ 9(s) ;.
y—iTh S

Se tiene por tanto que

c+iTs oco—iTy oco+ils
[ gy [T [l
c—iTy S c—1T1 S c+iTs S

siempre que las dos integrales del miembro derecho sean convergentes. Sea h(s)
tal que g(s) = e " *h(s). Bs decir, h(s) = Y, . age” M=) En virtud del
teorema 2.1, como A\,y1 —w — p; > 0 si s = o + 715 entonces existe T' > 0 tal
que si Ty > T se cumple que h(s) = o(|T3]). Luego |h(s)] < €Ty si T, > Ty
o > c. Aplicando esto a la segunda de las integrales anteriores se deduce que es
convergente y que

e Midr < —.

oo+zT2 oo+1T%
zTQ c+iTs V2 + T2 1

Para la integral f il g 8) ds se razona de forma andloga. Por tanto se tiene que

< (1 + T3)

K
—’ — 0 cuando 7 — o0
fy

( )

€
ds < ———

crit 9(8)
/ —=—~ds =0 para T7, Ty > 0 suficientemente grandes.
c—1T1 S

Finalmente, basta hacer tender 17, T5 — oo para concluir que

c+ioco
/ @ds =0.
c—100 S

Sea ahora w = \,. Razonando de forma anéloga al caso anterior y definiendo g(s)

oo ) g

de forma idéntica, basta probar que f s = 0 pues aplicando el lema 2.2 se

tiene que

1 c+ioco f(s)e)\ns 1 c+ioo ctioo ,\n Ak)s
omi s 0T o / ot Z a / °

c—100 —100

1 c+ioo g(s) ] 1 )
= % |:/c Tds + ; (lk;27T@ + §an27m =

—100
1 c+100

(S) n—1 1
= — g—ds+Zak+—an.

21 Jolioo S — 2
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Para probar que fcc_tzo @ds = 0 se procede de forma idéntica al caso anterior
pues fi1 = Apy1 — W = Apy1 — A > 0.

]

Nuestro objetivo ahora es determinar el crecimiento de una funciéon representada
por una serie de Dirichlet a lo largo de lineas verticales. Supongamos que f(s)
es una funciéon holomorfa para o > v y sea § > ~. Puede ser o no cierto que se
cumpla

f(B+it) = O(|t]*) cuando |t| — oo (2.1)
para un valor particular de £ € R. Lo que es claro es que si se cumple para un
valor £ entonces se cumple para todos los valores mayores que £. Esto da lugar al
concepto de orden de f(s) para o = 3:

Definicién 2.4. Sea f(s) una funcion holomorfa para o > ~ y sea B > ~. Se
define el orden de f(s) para o = 3 como

w(B) =if {€ €R: f(B+it) = O(|t]*) cuando |t| — oo},

con el convenio de que p(f) = —oo si la ecuacion (2.1) se cumple para todo valor
real & y uw(B) = oo si la ecuacion (2.1) no se cumple para ningin valor real &.
Cuando no es cierto que () = oo se dice que f(s) es de orden finito para o = 3.

De forma similar, la ecuacién
f(o+it) = O(|t|*) uniformemente para o > /3 cuando |t| — oo (2.2)

puede ser o no cierta para algiun valor real de £. De esta forma se introduce el
concepto de orden de f(s) para o > f.

Definicién 2.5. Sea f(s) una funcion holomorfa para o > ~ y sea B > ~. Se
define el orden de f(s) para o >  como

v(B) =mf{{ €R: f(o+it) = O(|t|*) uniformemente para o > B y |t| — oo},

con el convenio de que v(5) = —oo si la ecuacion (2.2) se cumple para todo valor
real & y v(B) = oo si la ecuacion (2.2) no se cumple para ningin valor real &.
Cuando no es cierto que v(f) = oo se dice que f(s) es de orden finito para o > 5.

Observacién 2. Es evidente que v(5) > u(3). Mediante leves modificaciones de
las definiciones anteriores emplearemos expresiones como f(s) es de orden finito
para o > [ (en el caso de que f(s) sea de orden finito para o > [ + € para
cada € > 0, pero no necesariamente para o > 3) o f(s) es de orden finito para

B <o < B

El siguiente teorema nos permite establecer un resultado fundamental a la hora
de determinar la funcién p(o) asociada a f(s). La prueba se debe a E. Leonard
Lindelof, aunque el teorema forma parte de un conjunto de teoremas generales
descubiertos por L. Edvard Phragmén.
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Teorema 2.6 (Teorema de Lindeldf). Sea f(s) una funcion tal que:

a. es de orden finito y holomorfa para p; < o < [y

b. f(s) = O([t|**) para o =By ,

c. f(s)=O([t|**) para o =B, .
Entonces, f(s) = O(|t|*?)) uniformemente para B; < o < By, donde k(z) es la
aplicacion lineal que toma los valores ki en x = 31 y ko en x = [s.

Demostracion. En toda la demostracion ¢ tomara valores positivos.

Supongamos primero que k; = ko = 0 de forma que k(x) =0y f estd acotada en
las lineas 0 = 1 y 0 = (. Sea M > 0 una cota superior para |f| en las dos lineas
o = p1, 0 = By y en el intervalo (B, 52) del eje real. Para cada ¢ > 0 definimos
g(s) = e* f(s). Entonces

lg(s)| = e~ f(s)] < [f(s)]-

Por tanto g esta acotada en las lineas 0 = 3, y 0 = . Como f es de orden finito,
g(s) = 0 cuando t — oo, uniformemente para 5; < o < 5. Por tanto, dado el €
anterior, existe un valor ¢y de forma que |g(s)| < M parat >ty y f1 < o < fo.
Sea ahora sy un punto con f; < R(sg) < P y sea el contorno formado por un
rectangulo de lados las lineas ¢ = fi, 0 = [, el eje real y un lado paralelo
a este a suficiente distancia (mayor que tg) (ver figura 2.4). En este contorno
lg(s)| < M. Por el teorema del médulo maximo se cumple que |g(so)| < M vy, por
tanto, | f(so)| < Me. Puesto que esto es vdlido para cada € > 0, se concluye que
|f] < M como querfamos.

R

S0

> 1

o B2

Figura 2.4: Contorno para aplicar el teorema del médulo méximo.
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Antes de pasar al caso general observemos que se podia haber obtenido la misma
conclusién que antes pidiendo solo que M > 0 sea una cota superior para f(s) en
las lineas o = f; y 0 = [ (antes era una cota también en el segmento (31, f2)).
Para probar esto basta con demostrar que |f(s)] < M para s = o € (01, 52) ya
que estarfamos en la situacién anterior. Si ahora definimos g(s) = e f(s) siendo
e > 0, entonces [g(s)| = e )| f(s)| < |f(s)| para t suficientemente grande
y 81 < 0 < By, Como f es de orden finito en f; < o < [y se cumple que
g(s) — 0 cuando t — oo. Por consiguiente, |g(s)| < M para ¢ suficientemente
grande y 51 < 0 < 5. Tomando como contorno un rectangulo de lados las lineas
o= p1y o= Py y dos lados paralelos al eje real y simétricos respecto a este y a
una distancia suficientemente grande, |g(s)| < méax{M,e®> M} = e M en este
contorno. Aplicando el teorema del médulo méximo se deduce que |g(s)| < e M
en su interior, en particular, en el intervalo de la recta real (51, 32). Si s € (51, f2),
entonces |f(s)] = |g(s)|e @) = |g(s)|e"" < eFZMe " — M cuando e — 0.
En consecuencia, |f(s)] < M en (1, 82) y hemos acabado.

Supongamos ahora que k(x) no es idénticamente nula, es decir, que k(z) = cx +d
con ¢y d constantes reales, no ambas nulas, y consideremos la funcién k(s) =
k(o +it) = c(o +it) + d = co + d + cti = k(o) + cti, extensién de k(z) al plano
complejo. A continuacion se define la funcién

h(S) _ (—Si)k(s) _ 6Ic(s) log(—si)’

donde se toma la rama principal del logaritmo. La funcién h(s) es holomorfa en
un abierto que contiene a la regién 51 <o < By y t > 1 (el motivo de tomar t > 1
es para evitar la singularidad del logaritmo en s = 0, lo cudl no supone ninguna
restriccién pues estamos trabajando con valores de ¢ suficientemente grandes).
Ademas,

log(—si) = In V2 + 0% 4 i arctan (Ta) =
1 - 1
=1Int+ 3 In (1+ (%)2) +iarctan(Ta) =lInt+ O(E)
en la region f; < o < By y t > 1. Juntando lo anterior, podemos escribir en la
region 8 <o < Byt >1que

h(S) — 6(k:(zr)—l—cti)(lnt—i—O(l/t)) ]

De esta manera se tiene que

’h(S)l — ek(a) lntek(o')O(l/t) _ tk(")eo(l) '

Puesto que k(o) varia entre los valores k; y k2 en la regién anterior, el cociente L},ﬁ((i))'

varia también entre dos valores positivos fijos en la region citada. En consecuencia,
G

la funcién F'(s) = h(s) €5 una funcién holomorfa y de orden finito para f; < o < 3,




37

y estd acotada en las lineas ¢ = (1 y 0 = (5. Aplicando el caso anterior a la
funcién F(s) se deduce que F'(s) estd acotada en la region 51 < o < s, es decir,
F(s) = O(1) en 3; < 0 < B,. Finalmente, f(s) = O(t*()) uniformemente en
b1 < 0 < s y hemos terminado la demostracion del teorema.

]

Un caso particular pero muy interesante del teorema anterior es cuando k1 = ky = 0
y f(s) es una funcién holomorfa, de orden finito para 51 < o < 35 y acotada en
las lineas ¢ = 1 y 0 = (5. En esta situaciéon el teorema afirma que la funcién
f(s) esta acotada en toda la banda comprendida entre las abscisas 0 = 81 y 0 = [s.

A continuacion aplicaremos el teorema 2.6 para establecer las propiedades fun-

damentales de la funcién p(o) asociada a la funcién representada por una serie de
Dirichlet.

Teorema 2.7. Supongamos que la serie Y - a,e ** es absolutamente conver-
gente para o > &, y que la funcion f(s), definida por la serie cuando o > &, es
holomorfa y de orden finito para o > -y, siendo v < . Entonces la funcion p(o),
definida para o > vy, cumple una de las dos situaciones siguientes:

a. es idénticamente nula

b. es nula para o > vy, siendo v < 9 < 0, mientras que para 7 < o < 7y €s
una funcion positiva, decreciente, convexa y continua.

Ademds, la funcion v(o) es idéntica a la funcion u(o).

Demostracion. Supongamos que pu(51) = py para B1 > v, y que u(f2) = ug para
Bo > (1. Por definicién de la funcién (o), para cada €, €5 > 0 se tiene que

f(Br+it) = Ot ™) f(B2 +it) = O(Jt)> 7).

Por el teorema 2.6 se cumple que

pr—o0 o— P
o) < +€1)+ + € ara 31 < o < f3,.
p(o) ) (1 1) 8, — B, (112 2) P o 2
Haciendo €1, €3 — 0 se llega a
(o) < 22+ T para B <o < B (2.3)
B2 — B B2 — B

lo que prueba la convexidad de la funcién p(o).

Veamos que si existe og > v tal que p(og) = —oo, entonces p(o) = —oo para
todo o > 7. Sea g1 > ¢ (el caso v < 01 < 0y se razonaria de forma andloga).
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Veamos que p(o;) = —oo. Como la serie es de orden finito para ¢ > +, entonces
debe existir k; € R (fijo) tal que u(oq1) < k;. Como u(og) = —o0,

f(oo +it) = O(|t|*) para todo ko € R.
Razonando igual que antes, por el teorema 2.6 se tiene que

(0'1 — O')ko + (0' - O'o)]fl
01 — 0y

(o) < para todo kg € R y para og < 0 < 0;.
Haciendo tender kg — —o0, (o) = —oo para o9 < 0 < o07. Luego p(o;) = —o0.
Ademas, se tiene que p < 0 si o > 7. Para ver esto, sea [ > &. Entonces

1f(s)] < Z layle ™ = C <00 parac > B.

n=1

Por lo tanto,
f(s)=0(1)=0(t]") parac > = u<0 parac >7.

También se cumple que p > 0 para o suficientemente grande: sea a,, el primer
coeficiente no nulo, entonces

f(s) = apme s e~ ms Z ape”AnmAmls,

n=m-+1

La serie anterior es absolutamente y uniformemente convergente para ¢ > . Por
tanto el segundo sumando de la expresion anterior tiende uniformemente hacia 0
cuando o — 0o pues e ** — () cuando ¢ — oo y el otro factor estd acotado. En
consecuencia, existe w > 0 tal que

f(s) = ame (1 + p),
con |p| < 3 si ¢ > w. Por este motivo,

1 1
()] = lamle 7 [L+ pl = |am|e™"7[1 = S| = S|am|e ™" > 0 para o > w.

Si fuera u(o) < 0, entonces existirfan » > 0y C' > 0 tales que |f(s)| < %
todo ¢ mayor que un cierto ty > 0. Pero esto es absurdo pues % — 0 cuando
t — 00 pero 0 < ]am|e™7 < |f(s)| en toda la linea. Juntando ambas cosas se

tiene que

para

p(o) =0 para o> w. (2.4)

Veamos ahora que p nunca puede ser negativa: si fuese negativa para algin o
podemos suponer en la ecuacién (2.3) que u(f1) = p1 < 0y que Sy > w. Por lo
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anterior 1(B2) = 0. Pero esto es absurdo pues por (2.3) se tiene que pu(o) < 0 para
w < 0 < [y, en contra de (2.4). Como ya sabiamos que pu < 0 para o > 7, se tiene
que (o) =0 para o > 7.
Ademds, si en (2.3) suponemos que p; > 0y 53 > 7 de forma que s = 0 entonces
p(o) < py si o > (1. Es decir, u es estrictamente decreciente en las zonas en las
que no es idénticamente nula.
Ahora probaremos la continuidad de la funcién u. Sea 5, € R y sean

!/

py= lm p(o), p=p(B), pi= lm uo).

o—B1 o—B7

Observemos que p) y pf existen pues p es estrictamente decreciente. Ademads
1 1

py > pr > pf. Como p es convexa, 2u(*5%) < p(z) + p(y) para cualesquiera z e

y. Si 6 > 0 entonces

(P = 0) < p(Br = 26) — p(Br = 8) + p(B)

donde se ha tomado x = (1 — 20, y = ;. Haciendo tender § — 0 se tiene que
iy < pq. De forma similar, tomando z = 8, + 9, y = 81 — 9,

pw(B1) — (B +6) < pu(Br —06) — p(Br) .

Como el ¢ > era arbitrario, p; < pf. En definitiva, p) = p; = pf y p es continua.

Por ltimo falta probar que p(o) = v(o). Hemos visto que u(o) = 0 para o > 4.
Por tanto, si § > & entonces () = v(f). Consideremos ahora f; y [ tales
que v < B; < & < P9 y probemos que pu(f51) = v(fy). Sea € > 0, como [ es de
orden finito para o > 7 se cumple que f(f; + it) = O([t|*(")*<) cuando |t| — occ.
Ademds, también se tiene que |f(s)| < M para o > [, para cierta constante
M > 0. Aplicando el teorema 2.6 se deduce la existencia de una constante M; > 0
tal que
()] < My < MyfeHO

51)+6(

para [t| > 1y 1 < 0 < [, siendo k(o) = — fPo). Por tanto se cumple que

B

= A ) 1 ! - - M1-
|£(s)] < max{M, M }t[*®) para |t| > 1y o >p

En consecuencia, v(f1) < k(f1) = u(B1) + €. Haciendo tender € — 0 se tiene que
v(f1) < p(p1). Como siempre se cumple que p(o) < v(o), finalmente se deduce

que p(B1) = v(B).
O

Observacién 3. Notemos que del teorema 2.1 podiamos deducir que p(o) < 1
para o > 0g, siendo og la abscisa de convergencia de la serie de Dirichlet.
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El calculo de la funcién p(o) de una serie de Dirichlet es un problema de gran
complejidad y son muy pocas las series cuya funcién (o) se conoce. Harald Bohr
se preguntd si habia alguna relacién entre la convergencia de la serie de Dirichlet (y
su funcién asociada f(s)) y la funcién p(o). La respuesta fue negativa y encontré
ejemplos de series de Dirichlet con la misma funcién u(o) pero distintas regiones
de convergencia. Sin embargo, el concepto de orden de la funcién f(s) estd rela-
cionado con los métodos de sumabilidad de Cesaro de orden k, lo que permitio a
matematicos como Marcel Riesz establecer un nuevo camino a la hora de estudiar
la convergencia de este tipo de series.

Consideremos la serie de Dirichlet

n+1

Z (1—2"7)¢(s) = f(s),

n=1

que es convergente para ¢ > (0 y absolutamente convergente para ¢ > 1. Ademas,
f(s) es una funcién entera. Por el teorema 2.7 sabemos que p(o) = 0 para o > 1.
Por medio de la ecuacién funcional de Riemann para la funcién zeta

s

(s) = 2m sin(D0(L = s)(1 — 5),

se puede probar que p(o) = 5 — o para o < 0. Puesto que (o) es convexa se
deduce que p(o) < 3 — ara 0 <o <1 (ver figura 2.5). De hecho esto es lo
unico que se sabe de p(o) en la banda 0 < o < 1. thtlewood probo que si todas
las raices complejas de la funcién ((s) tienen parte real % 5 entonces

Ao

1 : 1
5—0 st o<j,

(o) =
0 si o>

MIH

Como ya se ha comentado antes, la funcién p(o) no determina las regiones de
convergencia. Supongamos que o9 = 0, @ = 1 y que la funcién f(s) es holomorfa y
de orden finito para algunos valores negativos de o. Entonces sabemos que (o) =0
para ¢ > 1y p(0) < 1. Por la convexidad de u(o) se deduce que p(o) < 1—o0
para 0 < ¢ < 1. Bohr fue capaz de construir dos series de Dirichlet ordinarias
ambas con 0p =0, & = 1, pero una con p(o) =0para0 <o <1lypu(o)=1—-0
en 0 < o < 1 para la otra. Es decir, a pesar de que las series tienen las mismas
regiones de convergencia, sus respectivas funciones u(o) son lo méas distintas que
pueden ser.

Antes de cerrar el tema acerca del orden de una serie de Dirichlet es importante
observar que el teorema 2.7 tiene como hipdtesis la existencia de una region de
convergencia absoluta. Bohr demostrd que si la sucesion {\,};2; es de términos
linealmente independientes (es decir, cualquier conjunto del tipo {A,..Ax} estd
formado por elementos linealmente independientes sobre Z para cada N natural,
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p(o) (o)
% —0 % —0
0,5 L . 0,5
o202 \
05 1 o 05 1 o
(a) Situacién actual de u(o). (b) Hipdtesis de Littlewood.

Figura 2.5: Resumen de p(c) para la serie representada por (1 — 27%)((s).

esto es, no existen relaciones del tipo k1A + koo + ... + kxAny = 0 donde los k’s
son enteros y no todos nulos) y la funcién f(s) es holomorfa y acotada para o > 3,
entonces la serie es absolutamente convergente para ¢ > . En consecuencia, si la
serie no converge absolutamente en ningin punto entonces f(s) no estd acotada
en ningun semiplano.
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Capitulo 3

Estudio particular de las series de
Dirichlet ordinarias y el problema

de Bohr

En este capitulo vamos a particularizar los resultados ya vistos para series de
Dirichlet generales a series de Dirichlet ordinarias, es decir, aquellas en las que
los pesos A, vienen dados por A, = Inn para cada n natural. Ademéds, veremos
otros resultados para series de Dirichlet ordinarias no validos en el caso general.
En ocasiones, y con la intencién de facilitar la lectura, en este capitulo se omitira
el adjetivo ordinaria para referirnos a las series de Dirichlet con A, = Inn. De esta
forma, cuando nos queramos referir a una serie de Dirichlet general se indicara
adecuadamente en ese caso concreto.

3.1. Distancia entre las abscisas de convergencia

El teorema 1.14 para el caso de series de Dirichlet ordinarias toma la forma si-
guiente:

Proposicién 3.1. Sean oo(D) y a(D) las abscisas de convergencia y convergen-

cia absoluta respectivamente de una serie de Dirichlet ordinaria D = >~ %=,
Entonces

sup{a(D) — oo(D) : D serie de Dirichlet ordinaria} = 1.

Demostracion. Del teorema 1.14 se deduce que (D) — og(D) < 1. Para concluir

. —1)n
basta tener en cuenta que la serie > -, (ns) converge para ¢ > 0 y converge

absolutamente para ¢ > 1. O

Es evidente que en las series de Dirichlet con coeficientes positivos (es decir, aque-
llas en las que a,, > 0 para cada n) las abscisas de convergencia y convergencia

43
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absoluta coinciden, 0y = . Sin embargo, no son el tnico tipo de series de Dirichlet
con esta propiedad.

Definicién 3.2. Se dice que una serie de Dirichlet >~ . depende de un nimero
finito de nimeros primos si existe un conjunto finito de numeros primos que facto-
rizan cada n tal que a, # 0. Concretamente, si existen numeros primos p;,, ..., Din
tales que si a, # 0 entonces n = p?ll . p?}év para ciertos aq, ..., an naturales, se
dice que la serie de Dirichlet depende de N primos. Si los nimeros primos que apa-
recen son los N primeros entonces se dice que la serie depende de los N primeros
Primos.

Para esta clase de series de Dirichlet se tiene el siguiente resultado:

Proposicion 3.3. Si la serie de Dirichlet depende de un niumero finito de niumeros
primos entonces ooy = G.

Demostracion. Trataremos el caso en el que la serie depende de dos primos pues
el resultado general se demuestra de forma analoga. Si la serie depende de dos
primos entonces existen p y ¢ primos tales que la serie se puede expresar como

Z arq (P"q) "
kol

Supongamos que la serie es convergente en s = o +it. En consecuencia, existe una
constante M > 0 tal que para todo k,[ se cumple que

|apqu|
< M,
(pkqt)e

ya que para los sumandos que no aparecen en la serie se tiene que a,r, = 0. Sea
€ > 0 y N un natural cualquiera. Entonces,

5::1 |apkql|m = M(g (pi)’“) (g} (qle)l) =

. 00 1 . J ;1 .
Ya que la serie Zk:l Wk €S una serie geometrlca de razon e < 1.En consecuencila,
o S agg. ]

El siguiente lema es una especie de teorema del médulo méximo para semiplanos:

Lema 3.4. Para cada ay, ...,an € C, se cumple que

N N
Qn Qn
sup E —| = sup E — .
R(s)>o0 | ,,—1 n R(s)=00 | ;,—1 n
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Demostracion. Observemos en primer lugar que basta con probar el resultado para
el caso en el que oy = 0 pues, a partir de ¢él, se deduce el caso general:

N N N N
an, a, 1 a, 1
sup —| = sup E = sup g ——| =sup E —_—
t
R(s)>o0 | 5 0| Re)>0 | S NOTE] wz)s0 | £ NN er | A noo !
N N
= sup g In_| _ sup E &
= | = 2
teR | nooti R(s)=00 | ,,—1 n®
Sean
N N
an an
= sup —| v B= sup —.
nzt ns
teR | R(s)>0 |, =

Haciendo tender o = R(s) — 0 en la regiéon R(s) > 0 se deduce por continuidad
que A < B. Como la funcién s — SN %2 es holomorfa en C\ (—o0, 0], si A fuera
0 se conlcuye que, por el principio de identidad, esta funcion es idénticamente nula
y también B = 0. Dado € > 0 sea la funcién g, : {z € C: R(z) > 0} definida como

N
n
n=1

donde para /s = e3198(5) g toma la rama principal del logaritmo. En consecuencia,
ge es una funcién holomorfa para R(s) > 0 y continua en R(s) > 0. Escribiendo la
variable en forma polar s = re’® para R(s) > 0, se tiene que

N N
_ —€eR(V3) On| ¢ rcos(%) n —ey/Tcos(T)
(s)| =e —| =€ 2 —| < Be 1),
95) > > <

Puesto que la expresion anterior tiende hacia 0 cuando r — oo, si A > 0 existe un
R > 0 tal que |g.(re’®)| < A parar > R. Sea ahora el semicirculo derecho centrado
en 0y de radio R, es decir, A = {s € C: R(s) > 0,|s| < R} (ver figura 3.1). Se
tiene que |g.(s)| < A para cada s de la frontera de A pues si t € R, entonces

N

Z nzt

n=1

< Ae € T‘COS(%) < A

|ge(it)] = e~V

En virtud del teorema del médulo maximo se deduce que |g.(s)| < A para s € A.
Haciendo tender R — oo se deduce que |g.(s)| < A para (s) > 0. Puesto que el
€ era arbitrario se concluye que B < A. O
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Figura 3.1: Region A = {s € C: R(s) > 0, |s| < R}.

Ademas de las abscisas de convergencia y convergencia absoluta existe otra abscisa
importante, la abscisa de convergencia uniforme:

Definicién 3.5. Para cada serie de Dirichlet D = "> | 92 se define su abscisa
de convergencia uniforme como

ou(D) = inf{o € R : D converge uniformemente en R(s) > o}.

Evidentemente se tiene que oy < o,. Observemos también que dado € > 0, para
cada M > N y t € R se cumple que

Como el lado derecho converge, la serie es uniformemente de Cauchy para R(s) >
ct+eyo,<a.

Estamos ahora interesados en hallar la distancia maxima entre og y o, de una

serie de Dirichlet. Antes de dar respuesta a la pregunta anterior necesitamos una
férmula para o, similar a la del teorema 1.11:

46
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Proposicién 3.6. Sea la serie de Dirichlet )" | 2. Entonces,
(| >y anl)
oo < lim sup ——&=2=1L "2
0= N—>c>op In N ’

1 N —it
o < T sup TR | nmy ann "))
N—oo In N

(30 an)
5 < i n=1 %n ‘
o= TN

En cada caso, si la abscisa no es negativa, entonces se da la igualdad.

Demostracion. Las férmulas relativas a las abscisas oy y ¢ ya fueron probadas en
el contexto de las series de Dirichlet generales en el teorema 1.11.
Probemos entonces la formula para la abscisa de convergencia uniforma o,. Sea

N —
L = lim sup hl(suptER | Zn:l ann t|>

N—o0 In N ’

y veamos que o, < L. Supongamos en primer lugar que L # +oco y sean € > 0 y
o1 = L + e. Si demostramos que la serie Y -, o2 es uniformemente convergente
en R(s) > oy entonces habremos acabado. Para cada N > 2y s € C se define

An(s) =N @ % Empleando el lema 1.1 se cumple que
N N
a 1 1
=) L= A, (it) - A (it)—
— n01+zt “— nzt no1 Z Z (nm (77, + 1)01) + N(Z )Nal

Puesto que para cada M > N + 1 se tiene que
M

1 N 1
Z no1+zt Z A Zt (n”l W) +AM(Zt)m — AN(Zt) Noi ,

n=N-+1

aplicando la desigualdad triangular se deduce que

M
1 , 1 .
Z na1+lt Z |A Zt nO’l o (n + 1)01 + |AM(Zt)|Ma1 + |AN(Zt)|NU1
n=N+1
(3.1)
Por la definicion de L, existe un ng tal que si N > ng entonces
sup | Ay (it)| < NE+2, (3.2)
teR
Ademas, se tiene que
1 1 n+1 0_1 n+1 |0_1|
nor (n+ 1) B /n x“’l*ldx S/n x‘fl“dx =
|01| 2‘01+1| | 1|

~ min{no1tl (n + 1)1t} — noitl’
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donde en la ultima desigualdad se ha empleado que

+1 +1 n
min{n”*" (n4+ 1)7*"} > PSR

Si min{n®* (n + 1)1} = n?1*1 entonces la desigualdad anterior es inmediata.
En el otro caso se tendria que min{n?**! (n + 1)7**'} = (n + 1)7**! por lo que
—o01 — 1 = oy + 1] y en consecuencia

(n+ 1) = L = ! > ! =
(n+1)==1  (n+ 1)lentll = (2p)lor+]
1 1 nottt

o nloi+1]9lo1+1] - n—o1—19lo1+1] o 9lor+1|

Tomando superiores en la ecuacién (3.1) y teniendo en cuenta (3.2), se tiene que

M M—1
an oy +1| L s L+g 1 pig L
sup E - < g 2 |o1] —n T 4 M + N""2—— |
teR £ no1ti — no1+ Mo No1
n=N+1 n=N

para cada M > N + 1 > ng. Teniendo en cuenta que o1 = L + € se sigue que

M M-—1
a, o) 1 1 1
sup E - <E 2171 gy | s+ —+ —=,
no’1+lt - 1+§ 3 3
teR | S04 — n M N

para cada M > N +1 > ng. El ng se puede tomar de tal forma que los dos ultimos
términos sean tan pequenos como se desee. Finalmente, en virtud del lema 3.4 se
deduce que la serie es uniformemente de Cauchy en R(s) > o1, lo que implica que
o, < L.

Si L = 400 entonces la desigualdad del enunciado es obvia. Por otro lado, si
L = —o0o entonces fijamos R € R y sea rp = R + €. Procediendo de la misma
forma que en el caso de L finito se deduce que o, < R. Como el R era arbitrario
se concluye que 0, = —o0.

Para terminar la demostracion falta probar que se da la igualdad en el caso o, > 0.
Sea ahora o1 = 0, + ¢ > 0. Entonces la serie converge uniformemente para R(s) >
o1. En consecuencia y en virtud del lema 3.4 existe una constante B > 0 tal que

Y a Y a
sup g —| = sup —|<B.
R(s)=01 n—1 n R(s)>o1 n—1 n

Sea By(it) = SN | % parat € Ry N > 2. Empleando el lema 1.1 para cada

n=1 no1 +it

t y N se tiene que

Noa N 1 N-1

Z = Za”nalﬂ'tnal = Z B, (it)(n”* — (n+1)7*) + By (it)N7* .
n=1 n=1

nit
n=1
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Aplicando la desigualdad triangular y tomando superiores,
N
an
>
n=1
para cada N > 2. Luego,
Y a
In | sup —

para cada N > 2. Entonces L < 01 = g, + € y, por tanto,

sup
teR

N-1
<B) ((n+1)" =n”)+ BN? <2BN""
=1

n

) <In(2B)+o0;InN,

N —i
lim sup ln(suptER ’ Zn:l ann t’)

<o
N—oo In N b

como se queria demostrar.

]

Observemos que la condicién para la igualdad es importante. Por ejemplo, la serie

>, n21n5 converge para s = 0. De hecho, 0y = 0, = ¢ = —1, pero todos los

limites del teorema son 0.

Proposicién 3.7. Sean 0o(D) y 0,(D) las abscisas de convergencia y convergen-
cia uniforme respectivamente de una serie de Dirichlet ordinaria D = Y7 | 2.
Entonces

sup{o, (D) — oo(D) : D serie de Dirichlet ordinaria} = 1.
Demostracion. En virtud de la proposicion 3.1 se tiene que

sup (0u(D) = 00(D)) < sup (6(D) —a9(D)) =1,

siendo D el conjunto de series de Dirichlet ordinarias. Para probar la otra desigual-
dad consideremos la sucesién de nimeros primos {p, }7° . Sea la serie de Dirichlet
D=%">, %. Observemos que D = Y %2 donde a, = (—1)" sin = p;, y 0
en otro caso. Aplicando el criterio de Leibniz se deduce que oo(D) = 0.
Empleando el teorema de Kronecker (ver apéndice A.1) se deduce la existencia para
cada N de una sucesién {t;}2, de niimeros reales tales que limy_,o, pift = (—1)"
para todo n = 1, ..., N. Por tanto, para todo N se cumple que

al 1 al 1 oo
N = lim —1)"—| <su —1)"—| =su Ap—| .
|2 S | 2O = 2
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Empleando la férmula para o, de la proposicion 3.6,

N —i
In(supeg | D ey @nnt ‘)

ou(D) = 11']1&1 sup N >
—00
1 PN —it
o sup TPtz | 0 @)
N—oo Inpy
i In N
> lim sup )

N—oo IMMPN

Por el teorema de los niimeros primos (ver apéndice A.2) limy o, % = 1. En

consecuencia o, (D) > 1y como oy(D) = 0 hemos terminado. O
Observacién 4. Sean D =3 " %2y D, =3 -2 donde 2y = 01+it; € C,

entonces las abscisas de convergencia de ambas series estan relacionadas mediante
0o(D,,) = 0o(D) — 0y .

Ezxactamente la misma relacion se tiene para las abscisas de convergencia unifor-
me y absoluta de ambas series. Es decir, lo que se consigue al dividir el término
general de la serie original por n*' es desplazar todas las abscisas de convergencia
hacia la izquierda un valor igual a R(z1). Puesto que en muchas ocasiones estamos
interesados en hallar la distancia entre abscisas, cuando hacemos esta traslacion
de abscisas la distancia entre abscisas no varia y es la misma para ambas series.

Nos preguntamos ahora si la funcién suma estd univocamente determinada por los
coeficientes a,, y viceversa (como ocurre con las funciones holomorfas en discos y las
series de potencias). La férmula integral de Cauchy permite calcular los coeficientes
de la serie de Taylor en el disco unidad (aunque también podria ser otro disco)
de forma univoca. Una situacién similar se tiene con las series de Dirichlet. Los
coeficientes a,, estan determinados de forma tinica por la funcién suma al integrar
a lo largo de lineas verticales (como se ha comentado anteriormente, los circulos de
las series de potencias se transforman en lineas verticales en las series de Dirichlet).

Proposicién 3.8. Sea la serie de Dirichlet Y - . (convergente en algiin semi-
plano) y sea f(s) su funcion suma. Entonces para cada k > y N € N,

1 K+iR
ay = lim —/ f(s)N?ds.
K—iRR

Demostracion. En primer lugar observemos que si la serie es convergente para
o > o0y entonces es absolutamente convergente para o > o9 + 1 pues ¢ — oy < 1.
Sea N € N fijo. Probemos en primer lugar que para cada R > 0,

1 st n=N,

1 (BN
THOES
2R J_p \ n sin(RIn(N/n))

Ty St n#E N
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Sin = N es inmediato. Si n # N entonces (%)Zt = I"(N/") Por tanto,

R it R
/ E dt = / tIn(N/n) g — 1 it In(N/n) R
—rR\TN —-R z'ln(N/n)

~R
— 1 [ iRIn(N/n) e—iRln(N/n)}
iIn(N/n)
2
= ———sin(RIn(N/n)).
(N /) sin(RIn(N/n))

Sea ahora R > 0 fijo. Como f(s) = >, % converge uniformemente en la regién
{k+it: —R <t < R} se puede intercamblar la serie con la integral y

1 K+iR
S K+it K+it
) f(s )Nds-—/ f(k +at)N*Ftdt = ZHHMN dt =
=L a, sin(RIn(N/n))
= — | dt= N* — :
n” QR/ ( ) oyt Zl n*  RIn(N/n)
Nt N
Observemos que
a, sin(RIn(N/n)) || 1 |an]
‘Z RIn(N/n) ‘ Z nr R|lnN/n|_ Z

para cierta constante C' > 0 (pues T 0 cuando n — o). Puesto que la

1
[ In(N/n
serie » 7, ‘Z—Z' es convergente (pues hemos tomado x > @), este tltimo término
tiende hacia 0 cuando R — oo. Finalmente,

- K+t _
}%I—{EOQR/ f(k+ i) N"™dt = ay .

3.2. El problema de Bohr

En la seccién anterior hemos determinado la anchura méaxima de la banda
vertical en la que una serie de Dirichlet converge pero no converge uniformemente
o absolutamente. Esta distancia maxima es igual a 1 en ambos casos. La pregunta
natural que surge es jcudl es la distancia maxima entre las abscisas o, y 67 Esta
cuestion se conoce como el problema de Bohr ya que fue él quién la estudié en
profundidad. Sea

S =sup{a(D) — g,(D) : D serie de Dirichlet ordinaria} .
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Evidentemente de la proposicién 3.1 se desprende que S < 1, pero podemos mejo-
rar esta cota. Veamos antes un resultado de tipo formula de Parseval debida a F.
D. Carlson:

Proposicion 3.9. Para aq,...,ay € C se tiene que

N
;’CLRF ]%ggoﬁi/ Zan it

Demostracion. De la demostracion de la proposicién 3.8 se tiene para cada n 'y m,

1 [ ‘
lim —/ n'm=tdt = 6, .

R—o0 2 _R

Por lo tanto,

Estamos ahora en condiciones de mejorar la cota anterior para S:

Teorema 3.10. Dada una serie de Dirichlet D =Y~ | %2 la anchura de la banda
en la que la serie converge uniformemente pero no absolutamente es menor o igual

1 .
que 3, es decir,

S <

h)l»—l

Demostracion. Daremos dos posibles demostraciones al teorema.
Primera demostracién. Sea ) >, 92 una serie de Dirichlet y veamos que

= < .
0_0u+2

Tomemos o7 > o, y probemos que Y 7, |a,| < o0 . Seao, <o <oy

ﬁ
¢ = 01 —o. Empleando la desigualdad de Cauchy Schwarz con oy +% =0+ e+% =
(0+5)+ (5 + %) se tiene que

00 1 o0 ) 1 1/2 , o0 1 1/2
< _ —_— .
; ’an’nffl‘f'% = (; ‘an| n2(a‘+6/2)) (; (n1/2+e/2)2)
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Puesto que la serie de Dirichlet converge uniformemente en R(s) > o (pues o >
ou), existe una constante K > 0 tal que

St

para cada N. Empleando la proposicion 3.9, para cada N se tiene que

N 2 R
Z — lfm i/
- R—o0 2R _R

sup
R(s)=0+€/2

N
St
note/2
n=1

N

1
Z An note/2—it
n=1

2

dt =

Qn
note/2

2
dt < K?.

Como ademds la serie ) ° | — es convergente se concluye que Y ]an]—

también es convergente.

an

Segunda demostracién. Sea la serie de Dirichlet ) >° | %= con o, > 0. Empleando
la desigualdad de Cauchy-Schwarz y la proposicién 3.9 se deduce que

N N 1/2
> la] < N”Q(Z\an\Q) =
n=1

n=1
Nl/Q( lim i/R ia n't th)l/z < NY2gup ia n'|.
R—)OOQR R n—1 " - teR n—1 "

Empleando las férmulas de la proposicién 3.6 se tiene

N N i
In Zn:l |(In| < ln(N1/2 SuptER | Zn:l ann t|) —

InN - In N
_ In NY2  In(sup,cp | Zﬁ’zl a,nit]) _
In N In N
_ 1 n In(sup;cp | Zﬁ;l ann®|)
2 In N '

De lo anterior se deduce que ¢ < % + o0,. Si fuera o, < 0 entonces bastaria con
aplicar una traslacién (como se explicé en la observacién 4) que no afectaria a la
distancia entre abscisas.

O

Observacién 5. En wvirtud de la proposicion 3.3 las abscisas de convergencia y
convergencia absoluta coinciden para series de Dirichlet dependientes de un nimero
finito de primos y las series de términos positivos. Por lo tanto, este tipo de series
no son utiles para dar respuesta al problema de Bohr.
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De hecho, la cota % obtenida en el teorema 3.10 es Optima. Este resultado se
conoce como el Teorema de Bohr-Bohnenblust—Hille. Para poder demostrar este
teorema se necesita desarrollar la teoria del Espacio de Banach de las Series de
Dirichlet, que queda fuera del alcance de esta memoria. Por lo tanto, no daremos

su demostracion aunque puede encontrarse en [4].

Teorema 3.11 (Teorema de Bohr-Bohnenblust-Hille). Se tiene que S = %, y el
supremo es de hecho un mdxrimo. Es decir, existe una serie de Dirichlet D tal que

ou(D) =0y a(D) = % Mas ain, para cada 0 < o < %, existe una serie de
) _

Dirichlet E tal que 6(E) — o,(E) = 0.
R

| | |

l l convergencia
| | |

| | |

l l l

l l convergencia uniforme
l : ?

| | |

l l l

| | | .

‘ ‘ conviergencia absoluta
l l —

l <1l | l

| | |

l l l

| | 1 |

| . =3

|

| | |

| | |

| | |

l l l

| | |

T | ' R
| | |

| | |

| | |

| | |

l l l

0o O, o

Figura 3.2: Separacién entre las distintas abscisas de convergencia de una serie de
Dirichlet ordinaria.



Capitulo 4

Aplicaciones en teoria de nimeros

La teoria de nuimeros es la rama de las matematicas que estudia las propie-
dades de los nimeros enteros. Entre ellos, los niimeros primos juegan un papel
fundamental pues son los ladrillos con los que se construyen el resto de niimeros
enteros. Las primeras curiosidades matematicas acerca de los niimeros se remontan
a los griegos con Pitagoras y los nimeros triangulares. Sin embargo, no fue has-
ta mediados del siglo XVIII cuando matematicos como Euler, Fermat, Legendre,
Gauss y Dirichlet desarrollaron un estudio sistemético y transformaron la teoria
de ntimeros en una nueva area de las matematicas. Muchos de los enunciados en
teoria de nimeros son simples de entender, pero no asi su demostracion. Las técni-
cas empleadas son una recopilacién de otras areas como la geometria, el dlgebra o
el andlisis. En concreto, la teoria analitica de niimeros es la rama que emplea las
ideas y métodos del analisis real y complejo. Esta forma de enfocar los problemas
ha resultado extremadamente 1til, dando respuesta a muchos problemas. Quizas
el més famoso e importante sea el Teorema de los nimeros primos (A.2). Tuvieron
que pasar mas de 100 anos para que C. J. de la Vallée Poussin y J. Hadamard
dieran una demostracién al problema en 1896. Pese a ello, son muchos los pro-
blemas en teoria de nimeros que permanecen sin resolver. Algunos de ellos son
la conjetura de Goldbach, la hipotesis de Riemann, la conjetura de Legendre, la
conjetura de Hardy-Littlewood...

Las series de Dirichlet fueron empleadas por primera vez por P. G. L. Dirichlet para
resolver problemas como el Teorema de Dirichlet sobre progresiones aritméticas
mediante las llamadas funciones L de Dirichlet, un caso particular de series de
Dirichlet. Sin embargo, Dirichlet solo consider6 valores reales para la variable s.
Fue J. Jensen el primero en extender la variable al plano complejo y explotar atn
mas sus cualidades. En este capitulo se empleara la teoria desarrollada hasta ahora
para probar resultados relativos a las funciones aritméticas.

25
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4.1. Funciones aritméticas y convolucion de Di-
richlet

En primer lugar definiremos un conjunto de funciones aritméticas que juegan
un papel fundamental en las propiedades de divisibilidad de los niimeros enteros y
la distribucién de los niimeros primos. También probaremos una serie de resultados
que emplearemos en el resto del capitulo.

Definicion 4.1. Una funcion aritmética es una funcion definida en los naturales
y con llegada en C, f: N — C.

Observaciéon 6. En este trabajo se considerard que los numeros naturales son los
nidmeros enteros estrictamente positivos, es decir, excluyendo al 0, N = {1,2,3,...}.

Definicién 4.2. La funcién de Mébius pu(n) se define como:

u(l) =1;
Sin>1ymn=p- - p* entonces,
(1) siag=ay=..=ap =1,
p(n) =
0 en otro caso.

Observemos que p(n) = 0 solamente si n tiene un cuadrado como factor.

p(n)
1 ° ° ° o0
——»—o—o—o—o—o—o—o—o—o—o—o—o—o—o—n>
1 5 10 15
—1 o0 ° ° ° °

Figura 4.1: Grafica de la funcién de Mobius p(n) para los primeros 15 valores.

Una de las propiedades fundamentales de la funcién u es la sencilla féormula para
la suma de p(d) extendida a todos los divisores d de n:
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Proposicion 4.3. Sin > 1 se cumple que
1 1 si n=1,
dzlz'u(d)_ LEJ _{ 0 si n>1,
donde |x| denota la parte entera de x (el mayor entero menor o igual que x).

Demostracién. Sin = 1, es evidente. Supongamos que n > 1y que n = pi* - - - pi*.
En el sumatorio >_,, pu(d), los tinicos términos no nulos provienen de d = 1y
de aquellos divisores de n que son productos de niimeros primos distintos. Por lo
tanto,

> p(d) = p(1) + plp) + -+ ppe) + p(pip)+
dln

+ A (o) + - (P2 k) =

=1+ (lf)(—l) + (I;)(—l)? +...+ (Z)(—l)"‘ =

=(1-1"=0.
m

Definicién 4.4. Sin > 1 la funcidn indicatriz o funcion totiente de Euler ¢(n)
proporciona el numero de naturales menores que n y coprimos con n. Es decir,

o(n) = Z 1.

k=1

med(k,n)=1
n
5 |¢(n)
[ ]
10 | °
+ °
: [ ] [ ] [ ]
5,,
T [ ] [ ] [ ] [ ]
[ N ] o
1| oo n
1 5 10 15

Figura 4.2: Gréfica de la funcién de Euler ¢(n) para los primeros 15 valores.

De forma similar a la funcion de Mobius, existe también una férmula para la suma
de ¢(d) extendida a todos los divisores d de n:
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Proposicion 4.5. Sin > 1 se tiene
> 6(d) =n.
din

Demostracion. Llamemos S = {1,2,...,n} y construyamos una particién de S.
Para cada divisor d de n sea

A(d) = {k : med(k,n) =d,1 <k <n}.

Sea f(d) = |A(d)| el cardinal de A(d), entonces

> fd) =n. (4.1)

dln

Pero mcd(k,n) = dsi, y solo si, med(5,%) =1,y 0 < k <nsi, ysolosi, 0 < § < %

h PR E)
Por tanto, si escribimos ¢ = 7, existe una correspondencia biunivoca entre los

elementos de A(d) y los enteros ¢ que cumplen 0 < ¢ < % y med(q, 5) = 1. El
niimero de tales enteros g es ¢(%). En consecuencia f(d) = ¢(5) y (4.1) se convierte

;¢<g> =n

Pero esto es equivalente a que > din ¢(d) = n porque cuando d recorre todos los
divisores de n, 7 también lo hace. O

Antes de seguir con el resto de funciones aritméticas introducimos el concepto
de convolucién de Dirichlet, fundamental en el resto del capitulo y que surge de
manera natural al considerar productos de series de Dirichlet.

Definicién 4.6. Sean dos funciones aritméticas [ y g. Se denomina convolucion
de Dirichlet (o producto de Dirichlet) de f y g a la funcién aritmética

hn) = (f xg)(n) = Y f(d)g(5) = 3 Fla)g(b).
din

ab=n

La siguiente proposicién describe las propiedades algebraicas de la convolucion de
Dirichlet:

Teorema 4.7. La convolucion de Dirichlet es conmutativa y asociativa. Es decir,
si f, g yk son funciones aritméticas cualesquiera entonces

fxg=gx [ (propiedad conmutativa)

(fxg)*xk=fx*(gxk) (propiedad asociativa.)
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Demostracion. En primer lugar observemos que la definiciéon de f % g se puede
expresar también como

(fxg)(n) =Y fla)g(b),

ab=n

donde a y b varian sobre todos los naturales cuyo producto es n. De esta forma,
la propiedad conmutativa es evidente.
Para probar la propiedad asociativa definamos A = gk y sea fx A= fx*(gx*k).
Se tiene que

(f = A)(n) =D fla)A(d) =) fla) > g(b)k(c) =

= > fla)g(b)k(c).

De la misma forma, si B = f* g y consideremos B x k llegamos al mismo resultado
para (B k)(n). En consecuencia, f* A = B xk, lo que implica que la convolucién
de Dirichlet es asociativa. O

A continuacion introducimos un elemento unidad para este producto:

Definicién 4.8. La funcion aritmética dada por

I(n)zFJ: 1 si n=1,

0 si n>1,
se denomina funcion identidad.
Proposicion 4.9. Para cada funcion aritmética f se cumple que fxI =1xf = f.

Demostracion. Aplicando la definicién de convolucién de Dirichlet y de la funcién
identidad es inmediato que

(7« D) = 3 5@1(D) = 7).
dn
O

Teorema 4.10. Si f es una funcion aritmética con f(1) # 0 entonces existe una
inica funcion aritmética f~1, llamada la inversa de Dirichlet de f, tal que

fafl=fluf=1

Mds atin, =1 estd determinada por las férmulas recursivas siguientes

1 —1 n
1) = C ) = —S " f(=2)fd) paran > 1.
) oy 2= @)/ 0

F

d<n
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Demostracién. Dada f, probaremos que la ecuacién (f * f~1)(n) = I(n) tiene una
tinica solucién dada por los valores f~!(n). Para n = 1 tenemos que resolver la
ecuacion

(f = fH)(1) =1(1)

que se reduce a la ecuacién f(1)f71(1) = 1. Puesto que f(1) # 0, existe una tnica

solucién, dada por f~1(1) = % Supongamos ahora que los valores f~!(k) han

sido determinados de forma tnica para todo k < n. Entonces tenemos que resolver

la ecuacién (f * f~1)(n) = I(n), o
Ny g
D I
din
Esto es equivalente a escribir

1 n) +Zf(%)f—1

din
d<n

Si los valores f~!(d) son conocidos para todos los divisores d < n, entonces existe
un tinico valor para f~!(n), dado por

1 _ __1 WS

puesto que f(1) # 0. Esto establece la existencia y unicidad de f~! por induccién.
O

Observaciéon 7. Se tiene que (f x g)(1) = f(1)g(1). Por tanto, si f(1) # 0 y
g(1) # 0 entonces (f * g)(1) # 0. Este hecho junto con los resultados 4.7, 4.9
y 4.10 implica que el conjunto de funciones aritméticas f con f(1) # 0 es un
grupo abeliano respecto del producto de Dirichlet x, siendo su elemento identidad
la funcion I. Se puede comprobar facilmente que

(f*g) ™ =f"x
si f(1) # 0y g(1) #0.

Teorema 4.11 (Férmula de inversién de Mébius). Sean f y g dos funciones

aritméticas. La ecuacion
=> g(d) (4.2)
din

implica

n) =" f(@du(5). (4.3)

dln

Reciprocamente, la ecuacion (4.3) implica (4.2).
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Demostracion. Denotemos por u a la funcién aritmética constante e igual a 1,
u(n) = 1 para cada n. Puesto que >, u(d) = I(n) se cumple que u * p = 1I.
Luego la ecuacién (4.2) establece que f = g * u. Multiplicando por p y teniendo
en cuenta la propiedad asociativa de la convolucién de Dirichlet se tiene f x pu =
(gxu)xpu=gx*(uxp) =g=xI =g, que es la ecuacién (4.3). Reciprocamente,
multiplicando f % u = g por u se deduce (4.2). O

Veamos ahora otra importante funcion aritmética, la funcién de Mangoldt, que
juega un papel central en la distribucién de los niimeros primos:

Definicién 4.12. La funcién de Mangoldt A(n) se define como:

Inp sin=p™ para algin primo p y algin m > 1,

0 en otro caso.

A(n)

._.
=
—~
w
=
[ J
[ J

1 5 10 15

Figura 4.3: Gréfica de la funcién de Mangoldt A(n) para los primeros 15 valores.

La demostracién de la siguiente proposicion muestra cémo la funcién de Mangoldt
surge de manera natural del teorema fundamental de la aritmética:

Proposicion 4.13. Sin > 1 se cumple

Inn = ZA(d).

din

Demostracion. Sin = 1 entonces ambos miembros son 0. Supongamos que n > 1

y escribamos
,
— afg
n=]]n"
k=1
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Tomando logaritmos se tiene

T

Inn = Zaklnpk.

k=1

Consideremos el miembro derecho de la ecuacién del teorema. Los tnicos térmi-
nos no nulos en la suma provienen de los divisores d de la forma p}' para m =
1,2,...,ar vy k=1,2,...,r. Entonces

DM =D Y AP =)D lape=> aplnpe =Inn,

djn k=1 m=1 k=1 m=1 k=1
lo que prueba el teorema. O

Ahora empleamos la férmula de inversién de Mobius para expresar A(n) en térmi-
nos del logaritmo:

Proposicién 4.14. Sin > 1 se cumple

A(n) =" u(d) In (g) =Y ul(d)lnd.
din

din

Demostracion. Empleando la férmula de inversién de Mobius en la ecuacion Inn =
>4 Md) de la proposicién 4.13 se deduce

A(n) = Z,u(d) In (g) =lnn Z p(d) — Z,u(d) Ind =

din dln din

= [(n)lnn—Zu(d)lnd.

dln
Puesto que I(n)Inn = 0 para todo n se concluye la demostracién. O

Definicién 4.15. Se dice que una funcion aritmética f es multiplicativa si no es
idénticamente nula y f(mn) = f(m)f(n) siempre que m y n sean primos entre si
(es decir, siempre que med(m,n) = 1).

Se dice que una funcion aritmética f es completamente multiplicativa si no es
idénticamente nula y f(mn) = f(m)f(n) para todos m y n naturales.

Observacion 8. Es inmediato que si f es una funcion aritmética multiplicativa
entonces f(1) = 1 pues f(n) = f(1)f(n) y med(n,1) = 1 para cada n natural.
Puesto que f no es idénticamente nula, f(n) # 0 para algin n, luego f(1) = 1.

Observacion 9.

» La funcién de Mébius p(n) es multiplicativa pero no completamente multi-
plicativa pues p(4) =0 # 1 = u(2)u(2).
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» La funcién indicatriz de Euler ¢(n) es muliplicativa pero no completamente
multiplicativa ya que ¢(4) =2 # 1 = ¢(2)¢(2).

Proposicion 4.16. Si f y g son funciones aritméticas multiplicativas entonces su
convolucion de Dirichlet f % g también es multiplicativa.

Demostracion. Sea h = fx*gy escojamos naturales m y n primos entre si. Entonces

h(mn) = " J(e)g(=-)

clmn
Cualquier divisor ¢ de mn se puede escribir como ¢ = ab donde a|m y b|n. Ademas,

med(a,b) = 1, med(™, %) = 1 y hay una correspondencia biunivoca entre el con-
junto de productos de la forma ab y los divisores ¢ de mn. Por tanto,

h(mn) = Z f(ab)g(%) = Z f(a)f(b)g(%)g(%) =

alm alm
bln bln

=>. f(a>9(%) > f(b)g(%) = h(m)h(n).
alm bln

O

Observacién 10. Sin embargo, la convolucion de Dirichlet de dos funciones com-
pletamente multiplicativas no es completamente multiplicativa. Por ejemplo, con-
sideremos la funcion aritmética f(n) = n. Es evidente que f es completamente
multiplicativa. Si calculamos el producto de Dirichlet de f por si misma,

G0 = @ () = S = n 31 = naufon)

dln dln dln

donde og(n) cuenta el nimero de divisores de n. Observemos que (f * f)(9) =

9-3=27y (f*f)B)=3-2=06. Luego (f = [)(9) # (f * )B)(f * f)B), y f = f

no es completamente multiplicativa a pesar de que f si lo es.
Otra funcién aritmética que emplearemos es la funciéon de Liouville:

Definicién 4.17. La funcion de Liouville \(n) se define como A1) = 1, y si
n=pi'---p* entonces

)\(n) — (_1>a1+...+ak ]
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A(n)
1 ° ° ° o e oo
L n
1 ) 10 15
—1 o o ° o0 e o o

Figura 4.4: Gréfica de la funcién de Liouville A\(n) para los primeros 15 valores.

Definicién 4.18. Las funciones divisor o,(n), con « real o complejo y n > 1,

vienen dadas por
oa(n) =) d*,
din

es decir, la suma de las potencias a-ésimas de los divisores de n.

Observacion 11. Observemos que oo(n) es el nimero de divisores de n y o1(n)
la suma de los divisores de n.

30 1

I |®oo(n)
s

20 |
15 | .

10 |

Figura 4.5: Grafica de las funciones og(n) y o1(n) para los primeros 15 valores.

Para cerrar la seccion presentaremos las ultimas funciones aritméticas importantes
que emplearemos:

Definicién 4.19. Un cardcter de Dirichlet x es una funcion aritmética con las
siguientes propiedades:
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=\ es completamente multiplicativa.
» x(n) = x(n+ k) para todo n y para algin natural k.
Se dice entonces que x es un cardcter de Dirichlet modulo k.
El caracter de Dirichlet da lugar al siguiente tipo de series de Dirichlet:

Definicién 4.20. Una serie L de Dirichlet es una serie de la forma

o) Y(n
L(S7X) = %7
n=1 n

siendo x un cardcter de Dirichlet y s la variable compleja con R(s) > 1.

Observacién 12. FEste tipo de series se pueden prolongar de forma analitica al
resto del plano complejo formando funciones meromorfas denominadas Funcio-
nes L de Dirichlet. Este tipo de funciones le permitieron a Dirichlet demostrar el
teorema de los numeros primos en progresiones aritméticas.

4.2. Series de Dirichlet y productos de Euler

Cada funcién aritmética f(n) induce de forma natural una serie de Dirichlet

>, fT(L?). El estudio de las propiedades analiticas de esta serie permite una mejor
comprensién de la funcién aritmética. Esto convierte a las series de Dirichlet en
una poderosa herramienta para la resolucién de problemas en teoria de ntimeros.

En este capitulo trabajaremos con este tipo de series de Dirichlet.

Veamos primero un resultado que utilizaremos mas adelante:

Proposicién 4.21. Sea F(s) = Y >, fé:‘) la funcion suma y supongamos que
0 < 00. Entonces
lim F(o +it) = f(1),

g—00

uniformemente para —oo < t < 00.

Demostracion. Puesto que F(s) = f(1)+> 0, fT(LZ), solo tenemos que probar que
el segundo término tiene hacia 0 cuando o — co. Si o > ¢ > & entonces

IS fn ] < S ) = S 1 ()l <

- A
<2779 n)n"¢=—
<2 DIl = 5
siendo A independiente de o y de t. Puesto que 24, — 0 cuando o — oo, se concluye
la demostracion.

]
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El siguiente teorema relaciona el producto de series de Dirichlet con la convolucion
de Dirichlet de sus coeficientes:

Teorema 4.22. Sean F(s) y G(s) las sumas de dos series de Dirichlet,

o0
AL
n=1 n’

s):Z% para o > b.

Entonces, en el semiplano en el que ambas series convergen absolutamente se tiene

que
= h
:Z:l i

siendo h = fxg, la convolucion de Dirichlet de f y g. Reciprocamente, si F'(s)G(s)

Yoy % para todo s de una sucesion {si}32, tal que limy_,o 0 = 00 entonces

a= fxg.
Demostracion. Si s es tal que ambas series convergen absolutamente entonces

9= (L) () - 5oy )

n=1 m=1

Puesto que ambas series convergen absolutamente se puede multiplicar ambas
series y reordenar los términos como se quiera en virtud del teorema de Mertens.
Ordenando los términos de forma que mn sea constante se tiene que

FEIGE = (X fogm) )i =S

k=1 mn=~k

donde h(k) =>_,,._y f(n)g(m) = (f * g)(k).
La otra implicacion se deduce de forma inmediata del teorema de anulacion 1.10.
O

Ejemplo 4.23.

Consideremos las series ((s) = > 00 =y Y00 ng , ambas con ¢ = 1. Con la
notacion del teorema anterior f(n) =1y g(n) = ,u( ). Observemos que

(fx9)m) =D F(d)g(5) = D g(@F(5) = Y uld)

dln dln din
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Finalmente, empleando la proposiciéon 4.3 y el teorema 4.22 se tiene que

C(s)zum) =1sioc>1.
En particular, esto demuestra que ((s) # 0 para o > 1y que

Oo’um)—isia
2w g et

n=1

Ejemplo 4.24.

De forma mds general, supongamos que f(1) # 0y sea g = f~!, la inversa de Diri-
chlet de f. Entonces en cualquier semiplano donde ambas series F(s) = >~ ff;j)

yG(s) =", % convergen absolutamente se tiene que F(s) # 0y G(s) = Fzs).

Ejemplo 4.25.

Supongamos que F'(s) = > 7, % converge absolutamente para ¢ > ¢. Suponga-

mos ademds que f es completamente multiplicativa. Entonces f~!(n) = u(n)f(n)
pues

S F@u() () =D Fu(5) = ) Yo u(5) = F0) Y- u(d) = f)Im),
din

dn dn din

y teniendo en cuenta que f(1) = 1y que I(n) = 0 para n > 1 se deduce que
f71(n) = p(n)f(n). En consecuencia, |[f~(n)| < |f(n)] y la serie > °7, %
también converge absolutamente para ¢ > ¢. Empleando el ejemplo anterior se
deduce que

= u(n)f(n 1 _
;M( 7)1{( ): Fis) para o > 0.

En particular, para cualquier caracter de Dirichlet y se cumple que

S 1
Z u(n)x(n) = paraoc > o.
~ L(s, x)

Ejemplo 4.26.

Tomemos ahora f(n) =1y g(n) = ¢(n). Puesto que ¢(n) < n la serie > - ¢(n)

n=1 ns
converge absolutamente para ¢ > 2. Ademas se vio en la proposicién 4.5 que

(fxg)(n) =) oé(d)=n.
din
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Empleando el teorema 4.22 se deduce que

s)iQZS ilnﬁ: C(s—1) sio>2.

Finalmente,

o) _(s-1)
; =) > 2.

Ejemplo 4.27.

Consideremos f(n) = 1y g(n) = n® Entonces h(n) = (f * g)(n) = >_,,d* =
0a(n). El teorema 4.22 establece

nS

C(s)¢(s —a) = Z %a(n) si o > max{1l,1+ R(a)}.

Ejemplo 4.28.

Escribamos f(n) =1y g(n) = A(n). Probemos primero que

D Ad) =

dln 0 en otro caso.

. _ 2 z
1 sin = m~ para algin m,

Sea h(n) = de A(d). Puesto que h es multiplicativa por la proposicién 4.16, para
calcular h(n) solo necesitamos hallar h(p®) para potencias de primos. Se tiene que

=D ANd) =1+ Ap) + AP + ...+ Ap") =
dlp®
=1-141—...+(-1)*=

0 sia esimpar,
1 siaespar.

Por tanto, si n = [, p® se tiene que h(n) = [[i, h(p%). Si alguno de los
exponentes a; es impar entonces h(p;) = 0y h(n) = 0. Si todos los exponentes a;
son pares entonces h(p;’) = 1 para todo i y h(n) = 1. En consecuencia, h(n) =1
si n es un cuadrado y h(n) = 0 en otro caso.

Aplicando ahora el teorema 4.22 se deduce que

C(s) z:l )‘T(;L) Z % zjl mlzs ¢(2s) para o > 1.

n:m
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Finalmente,

. An 2s
Zl 725) :CC((S)) para g > 1.

El siguiente teorema descubierto por Euler en 1737 se conoce también como la
version analitica del teorema fundamental de la aritmética. En el apéndice B se
incluyen los principales resultados de productos infinitos.

Teorema 4.29. Sea [ una funcidn aritmética multiplicativa tal que la serie’y - | f(n)
sea absolutamente convergente. Entonces la suma de la serie se puede expresar co-
mo un producto infinito absolutamente convergente extendido a todos los primos.
Es decir,

S fm)y =T+ f) + F@*) + ..} (4.4)

p

Si f es completamente multiplicativa, el producto se simplifica y se tiene
> -0
= L 1-f(p)

En cada caso, el producto se denomina producto de Fuler de la serie.

Demostracion. Consideremos el producto finito

P(x)=[[{1+f) + f*) +.. .}

p<z

extendido a todos los primos p < x. Puesto que es el producto de un niimero finito
de series absolutamente convergentes podemos multiplicar las series y reordenar los
términos de cualquier forma sin alterar la suma. Organicemos la suma en términos
de la forma

fy)f®3?) -~ f(r) = f(pi'p5* -+ - pi")

puesto que f es multiplicativa. Teniendo en cuenta la expresién anterior y el teo-
rema fundamental de la aritmética podemos escribir

P(z)=7 f(n),

siendo A el conjunto de los naturales que tienen todos su factores primos < x. Por

lo tanto,
S fn) = Pla) = 3 f(n).

neB
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siendo B el conjunto de los naturales que tienen al menos un factor primo > =x.
Entonces

D f) = P@)| <> f)] <) 1f(n)].

neB n>x

Al hacer tender x — oo el ultimo término del lado derecho converge a 0 puesto
que Y |f(n)| es convergente. Por tanto, P(z) — >~ f(n) cuando z — oo.

Observemos que

ST O+ 1< @I+ 1) +-.) <D 1f)].

p<z p<w

Puesto que todas las sumas parciales estan acotadas, la serie de términos positivos

D)+ )+

converge, lo que implica la convergencia absoluta del producto (4.4) en virtud del
lema B.3.

Por otro lado, cuando f es completamente multiplicativa se tiene que f(p™) = f(p)"
y cada serie en la parte derecha de (4.4) es una serie geométrica convergente con
suma #(m pues si f(p) > 1 entonces f(p™) > 1 para todo n (lo cual es absurdo

ya que >~ f(n) converge absolutamente). O

Aplicando el teorema anterior a series de Dirichlet absolutamente convergentes se
obtiene el siguiente resultado:

Teorema 4.30. Supongamos que » -, fé’;) converge absolutamente para o > o.

Si f es una funcion aritmética multiplicativa se cumple que

p2s

o0 2
PEALNE y JENP LN (Go I U P
nS pS
n=1 P
Si, ademds, f es completamente multiplicativa entonces

= f(n) 1 o
2 nZ :H1_f(p) S10>0.

p ps

Ejemplo 4.31.

Tomando f(n) =1, u(n), ¢(n), oa(n), A(n) y x(n), respectivamente, se obtienen
los siguientes productos de Euler:
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C(s):i%:H 1_5 para o > 1,
P

1 = uln s
@:Z/ﬁs):g(l—p ) paraoc > 1,

—C(Z(;)l) = Z ¢SZ) = H —11 __51—3 para o > 2,

(s)(s—a) =" 0a(n) _ I = p—s)h sy par o > mix{1 1 R()}

para o > 1,

L(s,x):ZX(n) :1_[;_S para o > 1.

Una serie de Dirichlet F(s) = ">, éﬁ) que no es idénticamente nula tiene un

semiplano en el que nunca se anula (teorema 1.10). El siguiente teorema muestra
que en este semiplano F'(s) es la exponencial de otra serie de Dirichlet si f(1) # 0.
Teorema 4.32. Sea F(s) =) >, ffg) una serie de Dirichlet absolutamente con-
vergente para o > & con f(1) # 0. Si F(s) # 0 para ¢ > 0y > &, entonces para
o > oy se tiene

con

G(s) = log(f(1) + 3 L H N, s

siendo f~1 la inversa de Dirichlet de f y f'(n) = f(n)Inn.

Demostracion. Puesto que F(s) # 0 y es una funcién holomorfa en o > oy, el
cociente I;T(j)) es una funcién holomorfa para ¢ > oy. En consecuencia, F' admite
logaritmo analitico y podemos escribir F(s) = e para alguna funcién G(s)

analitica para o > 0. Derivando se tiene que
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F'(s) = YOG (5) = F(s)G'(s),
luego G(s) = &) Pero

T F(s)
-3 f(”ijn” ¥ f;E:L)
n=1 n=1

En consecuencia,

Integrando,

n=2

siendo C' una constante. Haciendo ¢ — oo se tiene lim,_,o, G(o + it) = C. Em-
pleando la proposicién 4.21,

f(1) = lim F(o +it) = e“,

T—00

y C = log(f(1)). También hemos demostrado que la serie para G(s) converge
absolutamente si o > oy.

0
Ejemplo 4.33.

Tomando f(n) =1 se tiene que f'(n) =Inny f~'(n) = pu(n). Luego

(5 S 7)) = D mdp(5) = Aln)

dn

donde en la ultima igualdad se ha empleado la proposicién 4.14. Si o > 1 se cumple
que

((s) = e,
donde
CAn)
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Ejemplo 4.34.

Un argumento similar muestra que si f es completamente multiplicativa y F(s) =

>, %") entonces en el semiplano de convergencia absoluta o > & se cumple que

F(s) =%
siendo

i = S LA

puesto que (f' x f~1)(n) = >a f(d) Indp(n/d) f(n/d) = f(n)A(n). Observemos
que al ser f completamente multiplicativa se cumple que f~!(n) = u(n)f(n).

Las férmulas anteriores también se pueden deducir mediante los productos de
Euler. Por ejemplo, recordemos la expresién para la funcién zeta de Riemann

1
((s) = H = para o > 1.
p

Consideremos s real y s > 1 de forma que ((s) es positiva. Tomando logaritmos y
empleando la serie de potencias —In(1 — ) = Y.°°_, £~ para |z| < 1 se deduce

m=1 m
~ AR . ~
() = =l =) = 3 e = 3 Ay
p p m=l1 n=1

donde

% si n = p™ para algtin primo p,

Mi(n) =

0 en otro caso.

Pero si n = p™ entonces Inn = mInp = mA(n) luego = = IIXIE:? Entonces

In(c(s)) = 30 2

lo que implica que ((s) = e“®) para s > 1 real. Pero cada uno de los miembros de
la ecuacion anterior es analitico en el semiplano o > 1, luego también se cumple
para o > 1 por el principio de identidad.

El siguiente teorema permite conocer el valor medio del producto de dos series de
Dirichlet:
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Teorema 4.35. Scan dos series de Dirichlet, F(s) = 520, L1 ¢ G(s) = S | 4n)

n=1 ns n=1 ns ’
con abscisas de convergencia absoluta o, y o9 respectivamente. Entonces para

a>o; yb> oy se cumple

I -
zlggoﬁ/_TF(aJrz't)G(b—z't)dt:z::%.

Demostracion. Se tiene que

F(a+it)G(b—it) = (i i(’f)t) (i fbgﬂ) = i i —f(zzigm (%)t _

:Zlf(z,)ﬁgn) 3 f(zzign (&)
B i

Observemos que
00 00 it
n
S5 ()
m=1 n=1
por lo que la serie es absolutamente convergente. De hecho, también es uniforme-
mente convergente para todo t. Integrando término a término y dividiendo por 27
se obtiene

1 (7 . . — f(n)g(n)
7). F(a+ it)G(b—it)dt = Z et

+ Z f ( ) /T 1tln(n/m)dt
Cment 2T '

m,n=1
m;én

Pero para m # n se cumple

/T eitln(n/m)dt — 2sin [Tll’l (%)] )
-7

En consecuencia,

1 T i ) = f(n)g(n
o7 _TF(a—Ht)G(b—zt)dt:ZlM—i—

o~ f(m)g(n)sin [T ()]
+ Z m“nb Tln(%) '

La serie doble anterior converge uniformemente respecto de 1" pues (sinz)/z estd
acotado para cada x. Por tanto podemos pasar al limite término a término para
obtener la férmula del teorema. O]
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Como consecuencia inmediata del teorema anterior se deduce el siguiente resultado:

Teorema 4.36. Si F(s) = >~ fr(L?) converge absolutamente para o > & entonces
para o > & se cumple

1 |f(n)*
g [ ot -3 L

En particular, para o > 1 se tiene

a.
i L [ o+ inPd =30 L = ¢(20)
T8 OT 7 o 7n_1 p2e — o\E9)
b. o
1 = 1n**n
_ (k) — (2k)
711_{130 2T/ IC™) (0 4 it)|*dt = ; o= ¢ (20).
¢ T 2
20)
T30 2 /T|C(0+Z ) “— n* ((40)
d.

1T 4 _ N 9(n) _ ¢M(20)
Tlggoﬁ/_T|g(a+zt)|4dt_Z 7?&20 = o)

n=1
Demostracion. La féormula general del teorema se deduce del teorema 4.35 toman-

do g(n) = f(n). Para demostrar los casos particulares solo tenemos que calcular

()\

el valor de las series ) - para distintas f(n). Para el caso (a) la férmula es

obvia tomando f(n) = 1. Para el ejemplo (b) tomando f(n) = (—1)*In"n se tiene

2 In*n
() = (DY

nS

n=1
Para probar los casos (c¢) y (d) emplearemos los productos de Euler y el teorema
4.30. Para (c), escogiendo f(n) = p(n) se deduce

L u*(n) o YTl ()
> ns _1;[(1+p =11 L—ps  ((29)°

n=1 p

Sustituyendo s por 20 se obtiene (c). Para (d) observemos que

2 % H{l +oo(p)p o)+ ) =

:H{1+22p—5+32p—25+__‘}:

2 —-ns | __ 1_p72s o 64(8)
S
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puesto que Y o2 (n+1)%z" = —(;f11)3 = % para |z| < 1. Basta con sustituir s

por 20 para obtener (d).
[l



Apéndice A
Teorema de Kronecker

El objetivo de este apéndice es demostrar el teorema de aproximacién de Kro-
necker empleado en la demostracién de la proposicion 3.7.

Teorema A.1 (Teorema de Kronecker). Denotemos al conjunto N -dimensional
TV ={w e C": |w;| =1paraj=1,..,n} y sea {1,01,....,0n} un conjunto de
miimeros reales Z-linealmente independientes. Entonces la sucesion {2;}32, defini-
da por

Z

= (62m‘j91’ o 62mj9N)

es densa en TV. En particular, si py,...,pn son los N primeros primos,
{(®Y,..p) s t €R}
es denso en TV.

Demostracion. Sea z; para cada j € N como en el enunciado. Veamos que para
cada funcién compleja definida y continua en TV, f € C(T"), se cumple que

lim =37 () = [ fw)dw. (A1)

La tultima integral se puede tomar en el sentido de Lebesgue o, si se prefiere, en
el sentido de Riemann al tratarse de una funcién continua en un compacto. Para
hallar su valor se emplea el teorema de Fubini mediante la integracién iterada:

f( (e, .. etn)dty .. . dty.

TV es un espacio topolégico compacto. Sea A el conjunto de polinomios trigo-
nométricos de la forma ) _p cow® con F un subconjunto finito de Z" . Entonces,

= A es un subdlgebra de C(TV),
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= A contiene a todas las funciones constantes,

» A separa puntos de TV: si z,y € TV con x # y entonces existe un j con
1 <j < N tal que x; # y;. Basta considerar la proyeccién j-ésima II;(w) = w;
que pertenece a A y cumple que IT;(x) # II;(y).

= si f € A entonces f € A: si f(w) = ZaeF cow® entonces

E caw“—g coﬂu1 E co/w1

acF a€EF a€EF

= E Cawl NO‘N— E aw;al...w&O‘N
acl a€EF

= E @’U_] @
acl

En virtud del teorema de Stone-Weierstrass se deduce que A es denso en C(TV).
Por tanto, para probar la igualdad anterior bastard con demostrarla para el caso
flw) =w® = w - wi, conw € TV y a € Z. Si a = 0 entonces es inmediato
que ambos miembros son iguales a 1. Supongamos que a # 0. Existe por tanto un
jeonl<j<N tal que a; # 0. Como fo% e'@ilidt; = 0, entonces [y w*dw =0
por (A.1). Por otro lado, si u = S~ _, Gy entonces 1 —e>™* % 0 (pues si no a = 0
ya que {1,0y,...,0x} son Z-linealmente independientes y u € Z. Por tanto, para
cada n se cumple que

1 - 1 Gl 21505 o 1 . 2miw j 1/1— @277i(n+l)u
S = ST = D3 ey = (e ).
J=1 j=1 k=1 ]

En consecuencia,

1/1— 2mi(n+1)u
e

n—oo N 1 — €2mu

Probemos ahora el teorema. Sea z € TV y supongamos que existe un entorno de
z, U, tal que no contiene a ninguno de los ZJ Sea f € C(T)\ {0} con soporte en
U. Por tanto, %Zyzl f(z;) =0, pero [on f(w)dw > 0, lo cudl es absurdo.

Finalmente, vamos a probar que existe un a > 0 tal que el conjunto

{(p,....,p¥): j €N},

es denso en T, lo que obviamente implica la afirmacién del enunciado. Como

aln pk
m] 2mj
Dy,
basta ver, por la primera parte, que {1, ..., “lg%} es Z-linealmente independiente

para un a > 0 adecuado. Para probar esto tomemos un a en el conjunto

2mm

(0, )\{— meZ,qeQ0<q#1}.
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Observemos que esto es posible porque sustraemos un conjunto numerable de otro
no numerable. Supongamos que

216+ aralnpy + -+ ayalnpy =0,

para 3, aq, ..., ay € Z. Siexistieraun oy # 0, entonces 0 < n := (p1)* - -+ (py)*N #

1. Por tanto, a = —%, que es absurdo. Por consiguiente, todos los ay son 0 y

B=0. 0

También se incluye el enunciado del teorema de los niimeros primos, resultado que
se emplea en la demostracién de 3.7.

Teorema A.2 (Teorema de los nimeros primos). Sea w(x) el nimero de primos
menores o iguales que x. Entonces,

7(z)Inx

lim =1.

T—00 €T
Demostracion. Dada la complejidad de su demostracion, nos remitimos a la bi-
bliografia clésica. Pueden encontrarse demostraciones detalladas tanto en [3] como

en [1]. O
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Apéndice B
Productos infinitos

En este apéndice se recogen las definiciones y los principales resultados relativos
a los productos infinitos.

Definiciéon B.1. Sea {z,}22, una sucesion de nimeros complejos y sea P, =
[1i_; zx, €l producto parcial n-ésimo. Se dice que el producto infinito [[,_, z, con-

verge si la sucesion { P, }2° | converge hacia un nimero P, y en este caso se escribe
[o¢]
P =1Tn21 %0

Observacién 13. Notemos que si P, — P # 0, entonces z, = 2=

P _
S 7 p =1
cuando n — oo. Por tanto una condicién necesaria (pero no suficiente) de la
convergencia del producto infinito a un limite no nulo es que lim,, ., z, = 1.

b

Un forma de tratar con productos es transformandolos en sumas por medio de los
logaritmos. El siguiente resultado ilustra este hecho:

Lema B.2. Supongamos que z, # 0 para todo n. Entonces [[ _, zn converge a un
limite no nulo si, y solo si, la serie Y - log z, es convergente (donde log z denota
la rama principal del logaritmo complejo de z).

Demostracion. Sean P, = [[}_; 2z v Sn = D.p_ logz,. Si S, — S, entonces
P, =e% — 5 #£0.

Reciprocamente, supongamos que P, — P # 0. Sea § un argumento de P y
escojamos 6 # 0 tal que la funcién arg, es continua en P, siendo arg, la de-
terminacién del argumento que toma valores en [0,0 + 27). Se tiene por tanto
que logy P, = In|P,| + iargy(P,) — In|P| 4 iargy(P) = log, P cuando n — oo.
Puesto que e°» = P,, se cumple que S, = log, P, + i27l,, para algin ente-
ro [,. Pero S, — S,_1 = logz, — logl = 0 cuando n — oo. Por lo tanto,
logy P, — logy P,,_1 + i2m(l,, — l,_1) — 0 al hacer n — oo. Ademads se tiene que
logy P, — logy P,,-1 — logy P — logy P = 0 cuando n — oo. Como [,, — l,,_1 es
un entero y su limite es 0, [, — [,_1 = 0 para todo n > ng para cierto ng. En
consecuencia, [, = [ para todo n > ng y S, — logy, P + i27l, como se queria
probar. O]
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Lema B.3. Si a, > 0 para todo n, entonces [[.—,(1 + a,) converge si, y solo si,
la serie Y > | a, converge.

Demostracion. Sean P, = [[;_,(1 + ax) y Sp = > _p_, ax. Puesto que a,, > 0 las
sucesiones { P, }22; v {S,}52, son mondtonas crecientes. Por tanto, para probar el
teorema bastard ver que {P,}° ; estd acotada superiormente si, y solo si, {S,}5°
estd acotada superiormente. Puesto que 1 + x < e” para x real, para cada n se
tiene que

a1+---+an§(1+a1)---(1—|—an)§e“1+"'a”,

de donde se deduce inmediatamente el resultado. O

El resultado anterior sugiere el concepto de convergencia absoluta para productos
infinitos:

Definicién B.4. El producto infinito [[,~,(1 + z,) se dice que es absolutamente
convergente si [[7—,(1 + |z,|) converge. En virtud del lema B.3 la convergencia
absoluta de T[7_,(1 + z,) es equivalente a la convergencia absoluta de la serie

fo:l Zn -

Lema B.5. Si el producto infinito T[]~ (1 + z,) converge absolutamente entonces
converge.

Demostracion. Por el lema B.3, la convergencia de [~ (1 + |z,|) implica la con-
vergencia de Y 7 | |z,|, en particular |z,| — 0 cuando n — oo. Podemos suponer
por tanto que |z,| < 1 para todo n. Si |z| < 1 se tiene que

log(1+2) = S (~1)"1 5 = 2h(2),

siendo h(z) = Zle(—l)”“?, |z| < 1. En consecuencia, para m < p, se cumple
que

D log(L+z)| <> |zalA(z)] - (B.1)

Puesto que h(z) — 1 cuando z — 0, el conjunto {h(z,) :n=1,2,...} es acotado.
Ademds, como la serie >~ |z,| converge, verifica la condicién de Cauchy de
convergencia. Por este motivo se deduce de (B.1) que |> ?_ log(l+ z,)| — 0
cuando m, p — oo. Por tanto, la serie Y >°  log(1+z,) converge y, en consecuencia,

[[=,(1+ z,) converge por el lema B.2. u

El siguiente resultado es andlogo al teorema de reordenacion de series de Riemann
pero en el caso de productos infinitos absolutamente convergentes:
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Teorema B.6. Si [[°° (1 + z,) converge absolutamente, entonces cualquier reor-
denacion del producto también converge absolutamente y hacia el mismo limite.
Es decir, si [[7—1(1 4 |z,|) converge y P = [[,~,(1 + z,), entonces para cada
permutacion k — ny de los naturales, 1, (1 + 2,,) también converge hacia P.

Demostracion. Puesto que [[°2,(1 + |z,]) converge, la serie Y 7  |z,| también
converge por el lema B.3. No sélo eso, cualquier reordenacion de la serie también
converge por tratarse de una serie absolutamente convergente. De nuevo, en virtud
de B.3, T[;=, (1 + |2,,]) converge.

Veamos ahora que [[;—,(1 + z,,) converge al mismo limite que [[°7,(1 + z,).
Consideremos € > 0 y para cada j = 1,2,..., sea (); la suma parcial j-ésima
del producto [[r—,(1 + z,,). Tomemos N suficientemente avanzado de forma que
Yo na1 |2nl < € (la existencia de tal N se deduce de la convergencia de la serie
Yo |zal) y J suficientemente grande tal que si j > J entonces {1,2,...,N} C
{n1,n2,...,n;} (esto es posible ya que j — n; es una permutacién de los nimeros

naturales). Entonces para cada j > J se tiene que

|Q; — P| <|Qj — Py| + |Py — P|

= |Pyl| T+ 20) — 1| + [Py — P (B.2)
k
donde el producto es a lo largo de los k£ < 5 tales que n, > N.
Ahora veamos que si wy, ..., w, son nimeros complejos cualesquiera entonces se
tiene que

Lo probamos por induccién. Si n = 1 es inmediato ya que |1 +w; — 1] = |wq| <
1 + |w;| — 1. Supongamos que es cierta la desigualdad para n, entonces

n+1 n

T+ we) =1 = | T+ we) (L + wagr) — 1

n

(14+wg) — 14 wpiy H(l - wk)’

!
E]:

k=1 k=1

n n+1
< T+ Jwil) + |wn+1|H L fwgl) = 1 =TT+ fwil) - 1.
k=1 k=1 k=1

Llevando la desigualdad anterior a (B.2) se obtiene

1@y — PL< Pyl (T + Iz ) — 1) + [Py — P
k
< |Pyl(e = 1) + [Py — P
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El miembro derecho de la desigualdad anterior se puede hacer tan pequeno como
se quiera tomando e suficientemente pequeno y N suficientemente grande. En
consecuencia (); — P cuando j — oo y se concluye la demostracion. O]

Los siguientes resultados atanen a la convergencia de productos infinitos de fun-
ciones complejas:

Proposicion B.7. Sean g1, go, . . .una sucesion de funciones complejas acotadas,
definidas todas ellas en un conjunto S. Si la serie Y | |gn| converge uniforme-
mente en S, entonces el producto [[)_ (1 + g,) converge absolutamente y unifor-
memente en S. Mds ain, si f(z) = Hn: (14 gn(2)), z € S, entonces f(z) =0
para algun z € S si, y solo si, 1 + g,(2) = 0 para algin n.

Demostracion. La convergencia absoluta se deduce del lema B.3. Si > | |g,| con-
verge uniformemente en S entonces existe un N tal que si n > N se cumple que
lgn(2)| < 1 para todo z € S. Sea r > N cualquiera,

10+ 0n(z) = [T+ 0n(2) T (1 + 0n(2)

Como en la prueba del lema B.5, con la misma funciéon A y con m,p > N,

’ZIOgHQn Zlgn )(gn(2))] =0 (B.3)

uniformemente en S cuando m,p — co. Por tanto, Y o\ log(1 + g,(2)) converge
uniformemente en S. Puesto que las funciones gy, gni1, - .. estan acotadas en S,
la serie Y 0 v |9n(2)||h(gn(2))| estd acotada en S y por la desigualdad (B.3), lo
mismo ocurre con la serie > -\ log(1+g,(z)). Sin embargo, la funcién exponencial
es uniformemente continua en los subconjuntos acotados de C, por lo que

exp{ Z log(1 —i—gn(z))} = exp{ i log(1 —|—gn(z))} £0

uniformemente en S cuando r — oo. Esto prueba la convergencia uniforme de
[y (14gn(2)) en S. Como 1+ g,(z) nunca se anula en S paran > N, si f(z)
[132,(1+ gn(2)), entonces f(z) = 0 para algin z € S si, y solo si, 1 + g,(z) =
para algin n < N.

o |l

Observacién 14. El producto [[,~,(14|g,|) también converge uniformemente en
S, como se deduce de la deszgualdad

[T+ 1) < exp { 3 o}

n=m n=m

o también se deduce aplicando la proposicion anterior a |gil,|g2], - .. -
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El siguiente teorema trata acerca de la holomorfia de productos infinitos de fun-
ciones:

Teorema B.8. Sean fi, fo,... funciones analiticas en un abierto Q2. Siy 0" | fn—
1| converge uniformemente en los subconjuntos compactos de 2, entonces f(z) =
[, fu(2) define una funcion analitica en Q. Mds dun, para cualquier z € Q se
tiene que f(z) =0 si, y solo si, f,(z) =0 para algin n.

Demostracion. Por la proposicion B.7, si tomamos ¢, = f, — 1, el producto
I[.2, fu(2) converge uniformemente en cada subconjunto compacto de €2, por lo
que [ es analitica en () en virtud del teorema de Weierstrass. La ultima frase del
teorema es de nuevo consecuencia de B.7. O
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