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Prefacio

Esta memoria se centra en resultados fundamentales de la teoria de apro-
ximacién éptima en la norma Ly (o en media) de funciones continuas por ele-
mentos de un subespacio de dimensién finita; en particular, por funciones po-
linémicas. En contraste con la aproximacién éptima minimos cuadrados y la
aproximacién 6ptima en la norma de Chebyshev, la aproximacion éptima en Ly
tiene poca presencia en los textos de la teoria general de la aproximacién. Una
referencia cldsica es el texto de Watson [6], que hemos seguido para presentar
resultados generales en el capitulo 1 y para el desarrollo de la solucién L; de
sistemas lineales sobredeterminados en el capitulo 2. Aunque la solucién Lq de
un sistema sobredeterminado se puede formular como un problema de progra-
macién lineal, hemos optado por desarrollar un algoritmo de descenso directo,
cuyos elementos se estudian también en este capitulo. Hemos implementado una
funciéon Matlab de este algoritmo con la que presentamos una experimentacion
numérica en el capitulo 4.

El capitulo 3 se centra en la aproximaciéon L; de funciones continuas en un
intervalo compacto. Aunque la teoria considera subespacios generales de dimen-
sion finita que satisfacen la condicion de Haar, la situacién predominante es
la aproximacién por polinomios. Para los resultados de existencia, unicidad y
caracterizacién de la solucién hemos seguido los textos de Powell [5] y Cheney
[3]. Algoritmos para la construccién efectiva de la aproximacién éptima L; de
una funcién continua no estan tan desarrollados como para el caso de la apro-
ximacion Chebyshev. Es por ello que el capitulo 3 aborda la discretizacién en
una malla de puntos del problema de aproximaciéon L;. Cuando se discretiza
el problema, se recae en la soluciéon L; de un sistema lineal sobredeterminado.
El capitulo 3 ilustra el buen funcionamiento de las aproximaciones discretas asi
construidas.



VI

INDICE GENERAL



Capitulo 1

Introduccion

La aproximacién éptima polinomial en la norma L es un tema de gran rele-
vancia en el &mbito de las matematicas y la optimizacion. Este enfoque tiene una
aplicacién significativa en la resolucién de problemas matematicos fundamenta-
les, que involucran la minimizacién de errores o la aproximacién de funciones.
En este Trabajo de Fin de Grado (TFG), exploraremos los aspectos tedricos y
préacticos de la aproximacién 6ptima polinomial en la norma L;, con un enfoque
especifico en la existencia, unicidad y los algoritmos asociados.

La norma L, también conocida como la norma del valor absoluto, es una métri-
ca de distancia que se utiliza para medir la magnitud de un vector o la diferencia
entre dos funciones. A diferencia de la norma Ls (norma euclidiana), que utiliza
el cuadrado de los valores absolutos, la norma L; se basa en la suma de los
valores absolutos. Esto tiene implicaciones importantes en la optimizacién y la
aproximacién, ya que a menudo refleja mejor la estructura y propiedades de
ciertos problemas matematicos.

En este TFG, nos centraremos en tres aspectos clave:

1. Existencia: Investigaremos las condiciones bajo las cuales podemos garan-
tizar la existencia de un polinomio que minimiza la distancia L; entre
una funcién dada y su aproximacién. Formularemos teoremas y resultados
que caracterizan la aproximacion éptima en la norma L; y establecen la
existencia de dichas aproximaciones en diversos contextos y problemas.

2. Unicidad: La unicidad es otro aspecto crucial de la aproximacién éptima
en la norma L;. A diferencia de la norma Lo, la norma L; no es es-
trictamente convexa y es necesario imponer condiciones adicionales para
obtener la unicidad de las aproximaciones éptimas. Examinaremos bajo
qué condiciones el polinomio que minimiza la distancia L; es tnico, lo
que nos ayudard a comprender cudndo podemos estar seguros de que la
aproximacién obtenida es la mejor posible en términos de la norma L.
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3. Algoritmos: Ademds de estudiar la teoria subyacente, nos sumergiremos
en la préctica revisando la tipologia de los algoritmos utilizados para en-
contrar la aproximacién 6ptima en la norma L;. Examinaremos métodos
numeéricos y algoritmos eficientes que se aplican en diversos contextos ma-
tematicos y que juegan un papel crucial en la optimizacion.

En resumen, este TFG se enfoca en un tema mateméatico fundamental que tiene
aplicaciones significativas en la optimizacién, la aproximacién de funciones y
el andlisis estadistico de datos [2]. Con un enfoque en la existencia, unicidad
y algoritmos, esperamos proporcionar una comprensién sélida de la aproxima-
cién 6ptima polinomial en la norma L, y su relevancia en el A&mbito matematico.

1.1. Concepto de aproximacion 6ptima

Todos los problemas de aproximacion son casos especiales de la siguiente
formulacion abstracta general:

Se tiene un espacio métrico S, un subconjunto M C Sy un elemento g € S. Se
trata entonces de encontrar un elemento de M que esté a distancia minima de
g. En términos de la distancia del espacio métrico S, se formula

Encontrar f € M tal que d(f,g) = d(f, M).

El caso en que S es un espacio vectorial normado es de gran importancia y
vamos a limitarnos a él.

La condicién de compacidad, que implica que todas las sucesiones en M tienen
subsucesiones convergentes, resulta ser la propiedad minima que garantizard la
existencia de una mejor aproximacion.

Teorema 1.1.1. Sea M un conjunto compacto en un espacio vectorial normado.
Entonces, a cada punto g del espacio le corresponde un punto en M que es el
mds cercano a g.

Demostracion. Sea d = inf{||g—=x||, = € M}. Por la definicién de infimo existe
una sucesion de puntos x1,x2, ... en M tal que

lg —xn|| >0 n— oo

Como M es compacto, implica que existe una subsucesion x1, 2, ... que converge
a z* € M. Entonces

lg ="l < llg = wnll + [lzn — 2]

y tomando n — oo, |lg —z*|| < ¢ el lado izquierdo de la desigualdad no
depende de n. Entonces, como x* € M,

lg =2l =6

y entonces ||g —x*|| = § y «* es el punto de minima distancia desde g a M. O
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Lema 1.1.1. Todo conjunto cerrado, acotado y de dimension finita en un es-
pacio normado es compacto.

Demostracion. Sea M un conjunto de dimensién n. Sea un conjunto linealmente
independiente {m1,ma,...,m,} tal que todo elemento de M debe estar escrito

Unicamente como
n
i=1

Consideremos R™ dotado con la norma L., y sea T la aplicaciéon de A € R" a
m € M. Entonces

3

HT)‘ T/’L” = | Z/\ mg; — ZMZ”%H

=1, (X = i)l

NM: i

Z = palllmal|

S

n
<A = palloo D llma]
i=1

por lo tanto T es continua. Ahora tomamos X = {\: TA € M}. La compacidad
de M resulta de la compacidad de X, ya que una aplicacién continua de un
espacio métrico en otro conserva la compacidad. Por tanto necesitamos ver que
X es cerrado y acotado. Para ver que X es cerrado, tomamos A%) € X, \F) — ).
Entonces por la continuidad

TA=T ( lim /\(’“>> = lim T(A®).
k—o00 k—o0

Por ser M cerrado, TA € M y A € X. Por tanto X es cerrado.
Ahora tomamos el conjunto {A : ||A]lcc = 1} que es compacto, y la continuidad
de T

a= fiof |TA|= inf ||mel\|

[Ala=1 [Ala=1

se consigue. Como las funciones {m;} son linealmente independientes, tenemos
que a > 0. Por tanto para algin A # 0,

ITA = T/ [[Mlso) 1Moo [| = etl[Allso-
Entonces | T'A|| es acotado para A € X porque M lo es, y | A/ €s acotado por

A € X. Por tanto X es acotado.
O
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Teorema 1.1.2. Sea M un subespacio de dimension finita de un espacio lineal

normado S. Entonces existe una mejor aproximacion en M de cualquier punto
de S.

Demostracion. Sea M un subespacio de dimension finita de un espacio lineal
normado S y sea g un punto de S. Entonces si m’ es un punto de M, el punto
buscado se encuentra en el conjunto

{m:m e M,|lm—g| <|m'— g} (L.1)

Este conjunto es cerrado y acotado y compacto por el Lema 1.1.1. Por tanto
por el Teorema 1.1.1 tenemos que existe una mejor aproximacion.
O

Ya hemos visto entonces la existencia de una mejor aproximacién, ahora
vamos a centrarnos en la unicidad de dichas mejores aproximaciones. Para ello
vamos a comenzar introduciendo el concepto de convexidad.

Definicién 1.1.1. Un conjunto M de un espacio vectorial S es convexo si dados
x,y € M se cumple que

Ax+ (1—=X) -y €M, VYA tal que 0<A<1

Definicién 1.1.2. Un conjunto M de un espacio vectorial S es estrictamente
convezo si dados x,y € M ya € S que se encuentran en la frontera de la esfera
cerrada de radio r, se cumple que

Az +(1—-XNy—al] <, 0<Aa<1 (1.2)

Teorema 1.1.3. En un espacio vectorial normado S estrictamente convezo,
un subespacio de dimension finita M tiene una unica mejor aproxrimacion para
cualquier punto g € S.

Demostracion. Podemos asegurar que al menos existe una mejor aproximacion
gracias al Teorema 1.1.2. Sea mj y mso elementos de M de minima distancia
desde g con distancia r. Entonces para un A € R tal que 0 < A <1,
[Amy + (1= A)mz — gl| < [[A(m1) = gll + [|[(1 = A)(m2 — g)||
<r
y si
m1 = gll = [m2 — gll = [|]Ama + (1 = A)mz — g
entonces contradice a (1.2) a no ser que my = ma.

O

Teorema 1.1.4. Sea D un subconjunto cerrado y convexo de R™. Entonces D
no contiene el origen si y solo si existe z € R™ tal que

dTz >0, vd e D
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Demostracion. Asumimos que 0 ¢ D y consideramos el problema
encontrar d € D para minimizar ||d||2.
Debemos buscar aproximaciones a partir del conjunto
{deD:|d]s < ||dl|2}

donde d € D es arbitrario y, dado que este conjunto es compacto, se garantiza la
existencia de un punto z € D en el cual se alcanza el minimo. Ahora, si d € D,
debido a la convexidad de D

vd+ (1 —~v)z € D, 0<~y<1
asi pues
0 < [y + (1= 7)zl3 — ||z]3
—12d — 23 +2v(d - 2)"z.
esta desigualdad no puede ser valida para valores pequenos de v a menos que
(d-2z)T>0

y por lo tanto
d’z >272>0

lo cual, dado que d es arbitrario, proporciona la conclusién requerida. Ahora,
asumamos que existe un valor z € R tal que

d’z >0, vd e D

si D contiene el origen, es imposible.
O

1.2. Caracterizacion de aproximaciones optimas

En esta secciéon vamos a presentar un resultado de caracterizaciéon general
para una clase importante de problemas de aproximacion lineal, que incluye to-
dos los problemas que se pueden esperar en la practica y aquellos que se tratan
en detalle mas adelante.

El requisito bésico aqui es una funcién (posiblemente no lineal) f(a) que va
desde R™ a un subconjunto M de un espacio vectorial normado arbitrario S.
Entonces, sin pérdida de generalidad, el problema de encontrar una mejor apro-
ximacion desde M hacia un elemento de S se puede expresar como:

Minimizar ||f(a)]], tal que a € R" (1.3)
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Antes de formular el teorema necesitamos introducir algunos conceptos funda-
mentales sobre el espacio dual de un espacio normado.

Sea S* el espacio dual de S, es decir, el conjunto de funcionales lineales continuos
v(f) definidos en S. Para mayor comodidad, escribiremos

v(f) = {f,0),

por lo tanto, definiendo la funcional lineal como un producto interno entre los
elementos de S y los de S*. La norma dual en S* viene dada por

[o][* = sup (f,v).
IS

Ahora definimos, dado f € S, el conjunto V(f) por
V() ={ve s |Ifll = (f,v),llv]" <1} (1.4)

Observamos que V(f) es un subconjunto convexo de S*. Entonces, asumiendo
que la derivada parcial de f con respecto a a; existe y se denota como g;(a),j =
1,2,...,n,, podemos dar la siguiente condicién necesaria para que a sea solucién
de (1.3).

Teorema 1.2.1. Sea a € R™ que resuelve (1.8) y supongamos que existe un
entorno de a en el que podemos escribir

flat2) = fla) + 3 zg,(a) +o(zl)) (15)

donde ||| representa cualquier norma en R™. Entonces existe v € V (f(a)) tal
que
(gj,v) =0 j=1,2,..,n. (1.6)

Demostracion. Supongamos que a resuelve (1.3) y que se cumple (1.5) pero no
se cumple (1.6). El conjunto D C R™, definido por

D={d:d;=(gj,v)/j=1,2,...,n, ve V(f(a))}
V' es un subconjunto convexo ya que dados vy, ve € V(f). Tenemos que:

[[(T = Xwvr + Avs||* = sup {f, (1 — N)vy + Avg)

IFl<1
< sup (1= A)(f,v1) + A(f, v2)
I£1<1
< (1 —=X) sup (f,v1) + A sup (f,v2)

IS NS
= (L =N [orll + Aol < 1.

Y por ser S un subconjunto convexo y cerrado de R™, entonces por el Teorema
1.1.4, existe z € R”™ tal que

d’z > o, vd e D
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n

> 7i(g;,v) < =8 W eV (f(a))

j=1

para algtin 0 > 0. Para cualquier v(y) € V (f(a+vyz)) con v > 0
Ifla+2)ll = (fla+72),0(7))

= (f(a),v(v))) + zj(g5,v(7)) +o(7)
v v; g5, v(y v W

< (f@),v())) = 3y + Y _ z{gj, v(y —v)) + o(y)
j=1
para todo v € V (f(a)). Existe una secuencia positiva {,;} — 0 tal que
(u,v(;) —v*) =0 comoj — oo

para todo u € S. Adema&s

F@ ~ (f(a), v(2)
Fla+72)] — {f(@), v(m)
—o(1)

y asl v* € V (f(a)). Hacemos que « tienda a 0 en la desigualdad (1.7) en la

sucesion {7;} y tomando v = v* llegamos a la contradiccién que a es un minimo.
O

0<|
<

Teorema 1.2.2. Sea f(a) una funcion lineal de a. Entonces a resuelve (1.3)
sty solo si existe v € V (f(a)) tal que

(gj,v)=0 5=1,2,...,n. (1.8)

Demostracion. La implicacién necesaria se deriva del Teorema (1.2.1). Supon-
gamos que se cumplen las condiciones de este teorema y consideremos b como
cualquier otro vector en R™. En ese caso

<gja U> =0
donde g; es independiente de a. Entonces

(f(b),v) = (f(a),v) = [f(a)ll

para v € V (f(a)) que satisface (1.8). Y esto nos da

If @) < [l (D).
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1.3. Conceptos basicos y generalidades

Vamos a comenzar dando unas primeras nociones bésicas necesarias que
utilizaremos de manera recurrente a lo largo de todo el proyecto. Son nociones
las cuales la mayoria ya se han trabajado durante el transcurso del grado.

Definicién 1.3.1. (Convezxidad) Un conjunto C C R™ es convezo si para todo
par de puntos a,b € C el segmento que los une

[a,b] = {x = (1—t)a+1tb, Vte]0,1]}.

Definicién 1.3.2. Sea V' un espacio vectorial. Un funcional lineal en V' sobre
un campo F es una aplicacion lineal V. — F'.

Definicién 1.3.3. Sea V un espacio vectorial sobre un campo F. El espacio
dual de V' denotado por V* se define como el conjunto de todos los funcionales
lineales V. — F, con operaciones lineales definidas punto a punto:

(¢ +9)(x) = ¢(x) + ¥(x), (M)(x) := Ap(x).

El enfoque de los espacios métricos ofrece una manera general de evaluar la
calidad de una aproximacién, ya que una de las caracteristicas fundamentales
de un espacio métrico es que incluye una funcién de distancia. En concreto, la
funcién de distancia d(z,y) de un espacio métrico T es una funcién que asigna
valores reales y estd definida para todos los pares de puntos (z,y) en T.

En la mayoria de los problemas de aproximacion, existe un espacio métrico
adecuado que contiene tanto a f como al conjunto de aproximaciones A. En-
tonces, es normal decidir que ag € A es una mejor aproximacién que a; € A si
se cumple la desigualdad

d(a, f) < d(as, f) (1.9)

y vamos a definir a a* € A es la mejor aproximacion si se cumple que
d(a*, f) <d. (1.10)

Puede ser importante saber si existe o no una mejor aproximacion. Una razén
es que muchos métodos de célculo se derivan de propiedades que se obtienen a
partir de una mejor aproximacion. El siguiente teorema muestra la existencia
en el caso en que A es compacto.

Teorema 1.3.1. Si A es un conjunto compacto en un espacio métrico T, en-
tonces, para cada [ en T, existe un elemento a* € T tal que la condicion (1.10)
se cumple para todos los a € A.

Demostracion. Sea d*

d* = ;Ielgd(a,f).
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Si hay un elemento a € T para el cual se logra este limite en la distancia, entonces
se llega a la demostracién. De lo contrario,existe una sucesién {a;;i = 1,2, ...}
de puntos de A que dan tiene por limite

lim d(a;, f) =d*. (1.11)
1—00
Por la compacidad, la sucesion tiene al menos un punto limite en A, llamémoslo
a™. Por (1.11) y la definicién de a™, implica que para cualquier € > 0, existe un
k € Z tal que

d(ag, f) < d* + g

d(ag,at) < %

se cumple. Y por la desigualdad triangular obtenemos que

da™, f) < d(a™,ax) + d(ay, f)
<d' +e¢

como € puede ser lo suficientemente pequeno que deseemos, la distancia d(a™. f)
no es mayor que la de d*. Por tanto a* es la mejor aproximacién.

O

Las propiedades de los espacios métricos no son lo suficientemente fuertes
para la mayoria de nuestro trabajo, por lo que se asume que Ay f estdn conteni-
dos en un espacio lineal normado, al que también llamamos T' cuando queremos
referirnos a él. La norma es una funcién de valores reales ||z|| que estd definida
para todo x € T'. Sus propiedades son tales que

d(z,y) = |lz —yl| (1.12)
estd definida como una funcién de distancia.

Teorema 1.3.2. Si A es un espacio vectorial de dimension finita en un espacio
vectorial normado S, entonces, para cada f en S, existe un elemento en A que
es la mejor aproximacion de A a f.

Demostracion. Sea el subconjunto Ag que incluye los elementos de A que cum-
plen con la condicién
lall < 2[If]l (1.13)

es compacto porque es un subconjunto cerrado y acotado de un espacio de
dimension finita. No estd vacio, por ejemplo, contiene el elemento cero. Por lo
tanto, segtin el Teorema 1.3.1, existe una mejor aproximacién desde Ay a f, la
que llamaremos af. Por definicién, se cumple la desigualdad

la = Fll = llag = I, a € Ao (1.14)
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Si un elemento a estd en A pero no estd en Ag, entonces, por la condicién (1.13)
tenemos la cota

la = fII = llall = 1171
> || £l
2 |lag — f1I,
donde la ultima desigualdad hace uso del hecho de que el elemento cero esta en

Ap. Por tanto la expresién (1.14) se cumple para todo a € A y por tanto af es
la mejor aproximacion. O



Capitulo 2

La soluciéon L de un
sistema sobredeterminado
de ecuaciones lineales

En este capitulo nos centramos en la solucién L; de un sistema sobredeter-
minado de ecuaciones lineales

Aa=Db (2.1)
con A una matriz m x n, m > n y b € R™ dado. Denotaremos a las filas de
A como al,...,al, De modo que AT = [ay,...,a,,]. También denotamos a las

componentes de b = [B1, ..., Bm] 7.

Si denotamos con r(a) := b — Aa el vector residuo, se trata de determinar
a € R" que minimiza

[r(a)ll = Z [ri(a)]. (2.2)

Este problema es un caso particular del problema general considerado en el
capitulo anterior.

Ahora S es el subespacio de R™ generado por los vectores columna de la matriz
A, el vector b € R™ es un vector arbitrario y se trata de determinar el vector a
de S = (ay, ..., a,) que hace minima la distancia en la norma L; al vector b.

2.1. Caracterizacion de las soluciones

(1550

Dado a € R", definimos Z = Z(a) como el conjunto de indices “i” para los
que 7;(a) = 0 y definimos

11
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V(a) ={v e R"/|v;| < 1;v; = sign(r;(a)), i¢ Z}.

Teorema 2.1.1. Un vector a € R™ satisface (2.2) siy solo si existe un conjunto
v € V(a) tal que:
ATv =0. (2.3)

Demostracion. Supongamos que las condiciones del teorema se cumplen para
a. Entonces
(@)l = v'r = vTb

para algin d € R"

m

(@) =D Iri(d)] > va(d) =v'b.

i=1

Entonces a resuelve (2.2).

Ahora, consideremos que a es una solucién para (2.2) y asumamos que las con-
diciones del teorema no se cumplen. Sea

D={deR":a=ATv,veV}

el cual es cerrado y convexo de R™ donde 0 ¢ D. Por lo tanto usando el Teorema
1.1.4, existe ¢ € R™ tal que Vd € D, d”c > 0, entonces

vIide >0, WeV (2.4)

Recordando que o denota la fila “i-ésima”de A,

Ie(a+ye)ll = Y lri(a +e)l

=3 Iri(a) ~naTe)
=Y wilri(a) —yafe) £ _|afcl.

i¢z i€z
Para v > 0 suficientemente pequeno, digamos v < G para el cual el signo de
r;(a+ yc) permanece constante y es igual al signo de r;(a) para todo i ¢ Z.

Escogemos
v; = —signo(alc) i€ Z.
Entonces si 0 < v < G
[r(a+ye)|| = [[r(a)] — v’ Ac
<|lr(a)]l

usando (2.4). Esto contradice la suposicién de que a resuelve (2.2) y demuestra
el resultado. [
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Teorema 2.1.2. Si la matriz A tiene rango t, siempre existe una solucion a
para (2.2) tal que Z contiene al menos t indices.

Demostracion. Tomemos A con rango t y a una solucién de (2.2) con Z(a) que
contiene s < ¢ indices. Sea ¢ € V(a), tal que ||c||2 satisface

afe=0, icZ (2.5)
y tomamos v que satisfaga (2.3). Entonces para un v > 0 suficientemente pe-
queno

m
le(a+ye)ll = Y Iri(a) — yal el
i=1

= Z vi(ri(a) — yayi c)

i¢Z

= [r@)] =D wviajc
i¢Z

= [lr(2)]]-

Por la hipétesis del rango de A, existe ¢ satisfaciendo (2.5) con a;‘»rc # 0 para
algiin j ¢ Z. Por lo tanto, es posible aumentar gradualmente los valores de ||
desde cero hasta que la primera componente de r;(a+~c) j ¢ Z se vuelva cero,
mientras a + yc como solucién de (2.2).

La cantidad de componentes igual a cero puede ir aumentando de esta manera
hasta que no sea posible encontrar ninguna solucién no trivial para (2.5), mo-
mento en el que Z contiene al menos ¢ indices.

O

Teorema 2.1.3. Denotemos a S como el conjunto de soluciones para (2.2) y
a K como la envolvente convexa de todos los a para los cuales Z(a) contiene t
indices. Entonces S = K.

Demostracion. Claramente K C S. Sea a* € S, pero a* ¢ K. Entonces el
conjunto convexo y cerrado {k-a*, k € K} no contiene el origen y por el Teorema
1.1.4 existe u € R™, tal que para todo k € K,

u’k < u’a* = 3.

Para cualquier a € S el cual Z(a) contenga s < t — 1 indices, podemos escoger
un ¢ € R”, tal que ||c|l2 = 1, que cumpla

alc=0 i€ Z(a)
u’c=0.

Por lo tanto, segin el Teorema 2.1.2, podemos encontrar d € S con Z(d) que
contiene (¢ — 1) indices y que satisface u’d = . Sea ¢ € R", |[c[l2 = 1, de
manera que

alc=0 i€ Z(d)
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u’c > 0.

Luego, al aumentar el valor de v en una direcciéon positiva, podemos obtener
d +vc € S con Z(d+ vc) que contiene ¢ indices. Ademas, u?'(d +~c) > 3 lo
cual lleva a una contradiccién. Por tanto S C K.

O

El anterior teorema nos dice que si A tiene rango maximo es posible compu-
tar una solucién éptima en el sentido Ly encontrando todos los vectores a que
hacen minimo la norma L; del residuo y a la vez hacen n de los residuos del
sistema iguales a cero.

En particular esto reduce el problema a calcular la solucion L; del sistema
(2.1) a un problema combinatorio:

Se resuelven todos los posibles subsistemas lineales formados por n ecuaciones
(en las n incégnitas de a), y se determinan entre esas soluciones las que tienen
norma L; minima. La envolvente convexa de esas soluciones es el conjunto de
soluciones del problema.

Naturalmente este procedimiento no es el mas efectivo, pero indica que el pro-
ceso de solucién puede determinarse en un numero finito de pasos.

2.2. El problema L, y la programacion lineal

Para comenzar debemos reformular (2.2) como
w
minimizar e’w = Zwi (2.6)
i=1
sujeto a w; > |alx — Bi|, i=1,...m,
donde e = [1,..., 1T y w = [w1, ..., wm]T que es equivalente a

minimizar e’ w (2.7)

sujeto a w; > (alx — B;), i=1,..,m,
y w; > (B —alz), i=1,..,m.

Y si lo ponemos en notaciéon matricial esto se convierte en

T

. I —AT] [w —b
sujeto a [I AT}{x]Z{b]

Podemos obtener el problema dual de (2.8) y es:

minimizar [¢7, 07 m (2.8)

maximizar —u’b+vTb (2.9)
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sujeto a u+v =c¢,
Av — Au =0,
y ©v>0, v>0.

Y después de realizar las sustituciones de v = e — u e y = 2u — e, tenemos el
problema
minimizar b7y (2.10)

sujeto a Ay =0,
y —e<y<e

2.3. Meétodos de optimizacion por descenso di-
recto

En este capitulo hablaremos de manera concreta de la implementacién del
algoritmo de descenso directo en Matlab y tomando algiin ejemplo para ver los
resultados finales obtenidos.

La esencia del enfoque se encuentra en la demostracién de la necesidad de las
condiciones del Teorema 2.1.1, ya que si podemos obtener un vector ¢ que cum-
pla con (2.4), entonces ¢ representa una direccién de descenso para |r|. La
direccién de descenso particular utilizada en el algoritmo se define de manera
directa y conveniente de la siguiente manera.

Para mantener la unidad en la notacién, deseamos considerar que todos los
vectores sean vectores columna. En consecuencia, formularemos el problema de
una manera ligeramente diferente a la que se utiliza cominmente. Sea A una
matriz real n x m (m > n > 2) con ag, s, ..., &, columnas. Sea b un vector
con m componentes reales 81, B2, ..., Bm. Queremos resolver el sistema sobrede-
terminado de ecuaciones lineales

ATa=b (2.11)

en la norma L;. Es decir, deseamos encontrar un vector real con componentes
que resuelva el problema:

minimizar ¢(a) = ||r(a)|| = ||[Ada—b|; = Z|aiTa — Bil. (2.12)

i=1

Por el momento, no se imponen restricciones en a. Sin embargo, las restriccio-
nes de desigualdad lineal se pueden acomodar facilmente en el problema. Para
cualquier punto a, denotamos por Z al conjunto de indices donde el residuo es
cero

Z ={ijala—B; =0} = {i1,...,ix}. (2.13)



16  CAPITULO 2. SOLUCION EN SISTEMAS SOBREDETERMINADOS

Podemos estar interesados en el conjunto de ecuaciones que se satisfacen y su
conjunto complementario (las ecuaciones que no se satisfacen). A este conjunto,
asociamos la matriz

AT = [ail,aiz,...,aik] (214)

que estard formada por las filas de A que estan relacionadas con las ecuaciones
satisfechas, y también denotaremos con N al nicleo de A,

N =N(AL) ={y/aly=0 Viec Z}. (2.15)

El proyector ortogonal en el conjunto N se denotard como Ppy. En cada punto
a que estamos considerando, los vectores

r=b—Aa=[p1,..., pm]" (2.16)

s = signo(r) = [signo(py), ..., signo(pm)]? = [o1, .oy o] ” . (2.17)

Frecuentemente haremos referencia a estos vectores. Finalmente, consideraramos
el conjunto

D={m/lez° y m=—plajc y m>0} (2.18)

para un vector ¢ dado.

En las secciones siguientes, propondremos un algoritmo para el problema (2.12).
Debemos anticipar, como ocurre con muchos algoritmos, que tendremos que con-
siderar el nuestro desde dos perspectivas distintas: la matematica y la compu-
tacional. Desde ninguna de estas perspectivas se requerird que A tenga rango
completo. Sin embargo, las dependencias lineales en la matriz A asociadas con
ciertos puntos a requeriran una consideracién especial desde el punto de vista
matematico, pero pueden ser tratadas de manera menos importante desde el
punto de vista computacional. Las dependencias que nos preocupan correspon-
den en concepto a vértices degenerados en los problemas de programacion lineal
asociados.

Como vimos en la seccién 2.2, el problema (2.12) es precisamente equivalen-
te al problema de programacién lineal. Dado que el punto de vista matematico
exige cierta consideracion de la degeneracién cuando se aborda el problema de
programacion lineal, la degeneracion debe ser al menos un problema pasajero
para nosotros en el problema.

2.3.1. Cambios lineales en el argumento de ¢

Tomemos cualquier punto a y consideremos el vector ¢ de n-componentes
como indicativo de una direccién en la que nos alejamos de a. Nos interesa
determinar el valor de ¢ en un punto trasladado @ +~vc, v > 0.
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dlatye) = [af (a+vc) - Bi] - signo [af (a+ yc) — Bi]
i=1
= Z [pi +ver] c] - signo [p; +va] ] +~ Z [a] c] - signo [a] c]
i€ze i€z

(2.19)

donde estamos usando el hecho de que p; = a?a — B; es cero cuando ¢ € Z. Si
v > 0 es lo suficientemente pequeno, si se cumple que

0<y<minD (2.20)

tal que D estd dado en (2.18), entonces signo [p; + yal c| =signo[p;] = 0; Vi€
Z¢y (2.19) sse reduce a

dla+yc) =Y |pil+7v (Z siafc+ Y ]a?c!) : (2.21)

i€Z¢ i€Z¢ i€Z

Definimos el vector h como

h=>" o (2.22)

i€ze
entonces, la expresién (2.21) adquiere una forma que se asemeja a una expansion
de Taylor

dla+rc) = ¢(a) + yh e+ > |efc
i€z

, VYceN. (2.23)

2.3.2. Proyeccién

Si consideramos solo aquellos vectores de direccién ¢ que estdn en el nicleo

de AZ, segiin se define en (2.14) y (2.15), entonces el dltimo término de (2.23)
sera, cero.

p(a+vc) = ¢p(a) +yh'e, VpeN. (2.24)

Necesitamos determinar algiin ¢ € N tal que h7c < 0 para el punto a + vyc
en el cual su valor en ¢ es estrictamente menor que ¢(a). De hecho, v podria
ser elegido igual al l{imite superior en (2.20) para lograr la mayor reduccién en
el valor de ¢ con respecto a todos los v > 0 para los cuales (2.24) se cumple.
Al romper la limitacion de este limite superior, como veremos en una secciéon
posterior, se pueden realizar elecciones atin mejores de 7.

La eleccion mas sencilla de ¢ es
c = —Pyh, (2.25)

que es la proyeccién de —h en el nticleo de AZ mientras esta proyeccién no sea
cero. Si la proyeccién es cero, el punto a se le llamara punto muerto.
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2.3.3. Optimizacién y puntos muertos

Consideremos vectores de direcciéon generales c, es decir, volvamos a consi-
derar las ecuaciones (2.21) y (2.23). Claramente ¢(a +yc) > ¢(a), Vv > 0lo
suficientemente cerca del cero si y solo si

h'c+ lafc| >0, Ve (2.26)
i€Z

Si este es el caso, entonces a proporciona un minimo local para la funcién ¢.

Como ¢(a) = ||[Aa — b||; es una funcién convexa, los minimos locales son mini-
mos globales. As{ que a es éptimo para (2.12) si y solo si (2.26) se cumple. Debe
destacarse que la solucién al problema L; no necesita ser tnica.

Supongamos que Pyh no es cero. Entonces, el vector ¢ elegido como en (2.25)
violard (2.26), por lo tanto, el correspondiente a no puede ser éptimo. Por otro
lado, asumamos que Pyh = 0, decimos entonces que el a correspondiente es un
punto muerto. Entonces h estd en el espacio generado por las columnas Ay:

k
h=Azw=> wja;, (2.27)
j=1

para algtin w = [wy,..,wi]T y para i; € Z, i = 1,..k. Por (2.26) se puede
reescribir cémo

k
Z {1 + signo(e; c)wj la ¢l (2.28)
j=1

Vemos que w es dnico si y solo si las columnas de AZ son linealmente indepen-
dientes. El punto a en el que esto ocurre se llama punto muerto no degenerado.
Asumimos por tanto que w es Unico.

Notemos que (2.28) solo puede ser negativo si |wj,| > 1 para algun jo. Si jw;| <1
para todo j, entonces, todos los términos de la suma deben ser no negativos sin
importar qué vector ¢ se considere. Supongamos que un valor como el mencio-
nado anteriormente existe y tomamos

¢ = —signo(wj, ) Pn,, @i, , (2.29)

donde Nj, es el niicleo nulo de Az con las columnas a;; eliminadas. Para esta

T

eleccién de ¢ tenemos ¢’ a; = 0si i € Z — {i;,} y obtenemos

signo(cTo%o)wj0 = —|wj, |- (2.30)

Esto proporciona un valor negativo para (2.28). Por lo tanto, un punto muerto
no degenerado es éptimo si y solo si |w;| <1, Vj=1,..,k.
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2.3.4. El gradiente restringido y la eleccion de v

Implicito en todo lo anterior es el resultado de que o bien a es éptimo, o bien
hay un c tal que

d(a+c) =¢(a) + ey, c'g<0 (2.31)

para todo los v que cumpla (2.20). En el caso de que a no sea un punto muerto,
tomamos

g=h y c=—Pyh. (2.32)

En el caso de que a sea un punto muerto no degenerado, podemos tomar

g=h+ signo(cTaijo) y ¢ = —signo(wj,)Pn, @i, (2.33)

donde jg es el indice de una componente de w, como se muestra en (2.27), para
la cual |w;,| > 1. Nos referiremos a esto como el gradiente restringido de la
funcién ¢.

Cuando el gradiente restringido existe bajo las reglas anteriores, es posible pro-
ducir un punto a + yc en el cual el valor de ¢ es menor que ¢(a). Nuestras
suposiciones nos permitirdn hacer a no més grande que la cota dada en (2.20).

Sin embargo, si a se eligiera ligeramente mayor que esta cota, entonces es facil
de verificar que el gradiente restringido en el punto a + yc para ese valor de y
es

g =9-2-) o (2.34)
ieL
Donde L conjunto de indices es tomado de los indices de Z€¢, para los cuales se
alcanza la cota superior de (2.20). De hecho, en problemas no degenerados, L
consistird en un solo indice I’, de modo que

g =92 o (2.35)

donde I’ proporciona el minimo de las razones positivas descritas en (2.18).
Todavia puede ocurrir que c¢’'g’ < 0; es decir, que

cTg < 2cT (Z aial) , (2.36)
icL

En este caso, v puede incrementarse al siguiente valor mas grande en el conjunto
D para lograr una disminucién adicional en ¢. Podemos continuar con valores
sucesivos en el conjunto D, ajustando el gradiente restringido de acuerdo a (2.34)
y aplicandolo en (2.36). Este proceso debe terminar el criterio en algin valor
n € D, ya que si pudiéramos aumentar a 7 indefinidamente, ¢ podria disminuir
indefinidamente, no puede ocurrir.

Una vez que se ha determinado un valor 7 maximo en D, podemos sustituir a
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por a+~c y reconsiderar la biisqueda de una direcciéon de descenso para ¢ desde
este nuevo punto.

2.3.5. Algoritmo (Caso no degenerado)

1. Seleccionar cualquier punto xg
2. a) Identificar Z, = {iy, ..., iy}, (Indices de ecuaciones con residuo 0)
Tomamos Az como hemos definido en (2.14) y N como en (2.15).
b) Calculamos h como se indica en (2.22).

¢) Calculamos ¢ = —Pyh
Si ¢ # 0, tomamos g = h y vamos al paso (3), si no

d) Calculamos w como en (2.27).

e) Si |w;j| <1 para todo j = 1,...,k enconces xq es 6ptimo y paramos
el algoritmo. (STOP)
Si no ocurre esto,

f) Buscamos i, € Z tal que |wj,| > 1.

g) Reemplazamos Z por Z — {ij, } y hacemos los correspondientes cam-
bios en Az y en N.

h) Calculamos
¢ = —signo(wj,) Pna;

y tomamos
g = h — signo(wj, e,

3. Determinamos los elementos de D como en (2.18) y los ordenamos:
0<m, <..<mny,

donde 7;; corresponden cada uno a —oy, /alj;c. Las desigualdades estrictas
se derivan al considerar el caso de puntos muertos no degenerados, es decir,
puntos para los que las columnas de A, son linealmente independientes.
Tomamos k = 1.

4. Si ch > 201chalk_, entonces vamos al paso niumero (6). Si no:

5. Sustituimos g por g — 2ay, 7, -
Sumamos 1 a k, es decir, pasamos de k a k + 1. Mientras satisfaga la
condicién cT'g > 20y, cTay, .
Vamos al paso (4).

6. Reemplazamos a por a + n;, - ¢ y volvemos a empezar en (2) una nueva
iteracién.
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2.3.6. Implementacion del proyector Py

Si la matriz AL tiene columnas independientes es posible factorizarla (orto-
gonalizacién de Gram-Schmidt) en la forma

R R
AT=Q-|-| =] | Q] |- (2.37)
0 0
donde @ = [Ql | Qg] es una matriz 1 x n ortogonal y R es un matriz k X k

triangular superior y no singular. @; denota las primeras k columnas de Q) y
Q2 las n — k columnas restantes.

El proyector sobre N el niicleo de A, estd dado por la matriz

Q2Q% (2.38)

y el vector w de (2.27) viene dado por
w=R'QTh. (2.39)

La implementacion efectiva del algoritmo considera la actualizacion de la facto-
rizacién (2.37) cuando a AL se afiade o elimina una columna.

Hay técnicas matriciales muy efectivas para esta actualizacion que no consi-
deramos. La implementacién del algoritmo en Matlab que presentamos en el
apéndice recomputa partiendo de cero la factorizacion QR en cada iteracion.

2.3.7. Convergencia en un nimero finito de pasos

Comenzando en cualquier punto a, el algoritmo genera una secuencia de
puntos adicionales, cada miembro de la secuencia se obtiene de su predecesor a’
en el paso (6). El pardmetro 7;, en el paso (6) se elige de manera que el nuevo
punto cumple que la ecuacién asociada con el indice ,, del paso (4). Si el punto
a no es un punto muerto, entonces el vector de direccién c generard el punto
siguiente a” el cual se elige en el paso (2, (c)). Esto garantizard el nuevo punto
a” generado a partir de a’ cumplira todas las ecuaciones que ya cumplia a’ Este
proceso se realiza para asegurarse de que cada nuevo punto generado mantenga
las condiciones satisfechas por su predecesor, lo cual es crucial para el progreso
del algoritmo y la convergencia hacia la solucién 6ptima. Ademds, ¢ se habra
elegido de manera que ¢(a”) < ¢(a’).

Asf que, a menos que se encuentre un punto muerto, el conjunto de ecuaciones
cumplidas por cada nuevo punto contiene estrictamente al conjunto de ecua-
ciones cumplidas por su predecesor, y se produce una secuencia estrictamente
decreciente de valores desde ¢.

Una consecuencia de lo anterior es el hecho de que los pasos (2) hasta el paso
(6) no pueden ejecutarse més de m veces consecutivas antes de llegar a un punto
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muerto a. Para puntos muertos, la determinacién de si existe un vector c que
servird como direccién de descenso se da en los pasos (2, (d)) hasta el paso (2,
h).

Vemos que la submatriz Ay de A estd asociada al punto muerto a. POr tanto
se también tiene asociado dicho punto el subespacio N(AZL). Vemos que (2.24)
y (2.27) implica que ¢ es constante en todo el nicleo, por lo que debemos con-

siderar constante al valor ¢ = ¢(a).

Supongamos que se encuentra un vector ¢ en el paso (2) el cual viola a (2.26).
Entonces ¢(a+~c) < (/3 para algin v > 0 y y para todos los puntos que el algo-
ritmo genere a partir de este punto en adelante, el valor de ¢ sera estrictamente
menor que gZ; Esto significa que nunca se encontrard ningiin punto muerto aso-
ciado a Ay después de que hayamos pasado el punto a en el algoritmo.

Por lo tanto, podemos concluir que solo puede haber un nimero finito de eje-
cuciones de los pasos (2) a (6) entre cualquier par de puntos muertos, y que
solo se puede generar un nimero finito de puntos muertos, ya que cada uno estd
asociado con una submatriz de A que solo debemos encontrar una vez. Por otro
lado, algin punto muerto es 6ptimo y el algoritmo no lo terminara hasta que se
haya encontrado un punto muerto éptimo.



Capitulo 3

Aproximacion optima L de
funciones continuas

Una aproximacién éptima L; desde un subconjunto A del espacio Cla,b]
de las funciones continuas en el intervalo [a,b] a una funcién f € Cla,b] es un
elemento p* € A tal que minimiza la expresién:

b
I —plls = / (@) - p(a)ldz, pe A (3.1)

El caso de mayor interés en el que nos centraremos, es cuando el conjunto A es
un subespacio vectorial de dimension finita.

En este caso si {¢1, ..., ¢, } es una base del subespacio A, los resultados generales
del capitulo 1 garantizan la existencia de aproximaciones éptimas a f en A, es
decir, que minimizan aproximaciones p* = Y | a;¢;(x)

Ir(,a)llz, = £ () = Y aidi(x)|lz,:  a=(ar,..,an) € R™
i=1

Las condiciones necesarias y suficientes que caracterizan que la funcién p* en A
sea la mejor aproximacién L; a f se dan en la siguiente seccion.
Esta es la situacién, por ejemplo, cuando A C P, es el espacio de los polino-
mios de grado menor o igual que n en x. Estas condiciones tienen la propiedad
interesante de que toda la dependencia de f estd contenida en la funcién de
signo:

-1 si f(z) <p*(z).

s(x)=<¢ 0 si f(x)=p*(z). a<z<b. (3.2)

1 st f(x) > p*(x).
Por lo tanto, se deduce que si p* es la mejor aproximacién a f, y si f se mo-
difica de alguna manera sin que se altere la funcién de signo (3.2), entonces p*

23
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seguird siendo aproximacion éptima. También es relevante el caso discreto de
aproximacién a f por elementos de A. Aqui requerimos que p* = Y7 | a;¢;(x)
minimice

Y (@) —pla)l, pea (3.3)

donde {z:/t =1,2,...,m} es un conjunto finito de puntos en el intervalo [a, b].
Como motivacién consideramos la aproximacién éptima por una constante de
una funcién f continua mondtona creciente en [a, b]. Se trata de:

b
minimizar ¢(c) :/ le — f(x)| de.

La integral anterior la podemos expresar tal que

b c ) f(0) b
/ le = f(z)|dz :/ dy / dz —I—/ dy / dx
a f(a) a c V()

c f(b)
- / (F' ) —a)dy + / (b— () dy.
f(a) c

Derivamos ¢(c¢) y obtenemos

()= (") —a) = (b= fH(0)) =0,

lo que implica que
a+b

R

es decir

3.1. Caracterizacion de las soluciones

La caracterizacién de las soluciones de (3.1) puede estar dada de diferentes
formas, de las cuales la que se proporciona aqui es quizds la mas conveniente.
Un papel importante es desempenado por el conjunto Z(= Z(a)) de puntos
x € X para los cuales el error f(z) — p(x) es cero. También utilizaremos Z/(e)
para denotar el conjunto

Z(€) = {x: |f(z) — p(z)| < €},
que esta definido para todo € > 0.

Denotamos 6(x,a) a la funcién signo del residuo

0(1‘, a) = signo(f(z) - Z al¢l(z))7 X € [(l, b] (34)
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y con V(a) al conjunto

V(a) ={v:|a,b] = P,/ xrél[:iﬁ]\v(xﬂ <1 y wv(z)=0,a),x¢ Z}.

Teorema 3.1.1. Un elemento p* =Y. a;¢;(z) € A resuelve (3.1) si y solo si
existe v(x) € V(a) tal que

/bv(a:)(bj(:c)dx —0, j=1.2..n. (3.5)

El decir, la funcion signo del error es ortogonal al subespacio A.

Demostracion. Supongamos que las condiciones del teorema se cumplen en el
elemento a. Entonces se tiene

wxMF/’ Ir(x,)|de
la,b]—Z

— [ bxa)(fede+ [ o6 feoda,
[a,b] -2 z
Tomemos d € R™ arbitrario (d # a)

lr(x,d)| > /[ oz 0(x,a) r(x,d)dz +/[ ) v(x) - r(x,d)dz

:/[mb]Zﬂ(x,a)f(x)d:z:+/zv(x).f(x)dx

= [Ir(x,a)]|

usando (3.6). Por tanto p* = Y7 | a;¢;(z) resuelve 3.1.

Ahora tomamos p que sea solucién de (3.1) y suponemos que las condiciones
del teorema no se cumplen. Tomamos

D={deR"d; = / v(x)0;(x)dx, v(x) eV, j=12,..,n}
[a,0]

Entonces D es cerrado y es un subconjunto convexo de R™ tal que 0 ¢ D.
Entonces por el teorema 1.1.4, existe ¢ € R™,§ > 0, tal que

df¢>6>0, vdeD

n
Jj=

cj/ o(x);(x)dz > 6> 0, Vo(x) € V. (3.7)
1 [a,b]
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Si v > 0 entonces

lrixatae)l = [ |rxa) =93 ey do

[a,b]

—7/ chgbj(x) d:z:+/ r(x,a) —vzcjgbj(x) dx
la,b] =1 la,b]—Z =1

Ponemos

—signo (Z;‘L:1 cihj (X)) st x€Z
v(x) =
0(x,a) si x € [a,b] — Z.

entonces v(x) € V' y por (3.7)

cidi(x dxg/ 0(x,a cjdi(x)dx — 6
/Z;J‘M) " Z”

Tomamos M = méx,¢[q,5] = ’2?21 cjgbj(x)‘ y tomamos € = M~y
Entonces

(%2 + ye)]| = —76 + /[ 1, 00 >0,
a,b]— =1

—I—/ r(x,a) —wzcjgbj(x) dx
[a,b]—Z j=1
=—70+ ’y/ (x,a cjdi(x
la,b]—Z (e Z o
—i—’y/ f(x,a cjdi(x dx—|—/ |r(x,a)|dx
2(0-2 Z Y [

a,bl—Z(e)
— ’y/ 0(x,a) cjd;(x)dx
b2 ;

—|—7/ r(x,a) — c;i9i(x)|dx
ooz [0 =Y sty

Si escogemos un v > 0 suficientemente pequeno, tal que 0 < v < G entonces

signo ( 'chqu] ) O(x,a) x € [a,b] — Z(e).
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Por tanto, si v < G,

Ir(x,a +ye)|| < =70 + [Ir(x,a)

+ /Z( L, 7(x,a) — W’Zcﬂ/)j(X) — [r(x,a)| +0(x,8) > ¢;h;(x)

j=1
El integrando estd acotado por el médulo 4e = 4yM . Entonces
[r(xya +7c)|| = [[r(x,a)l| +y(4Mpu(Z(€) — Z) = 6)

donde p(Z(€) — Z) denota la medida de Lebesgue de Z(e) — Z, que tiende a cero
cuando € — 0. Si v < G es tal que

AMu(Z(e) — Z) < 6

tenemos la contradicciéon de que a reselve (3.1) y terminamos la demostracion.
O

Corolario 3.1.1. Supongamos que p =Y. a;d;(z) € A es tal que p(Z) = 0.
Entonces p resuelve (3.1) si y solo si

0(x,a)p;(x)de =0, j=1,2,..n. (3.8)
[a,b]

Este corolario es importante, ya que en general podriamos esperar que u(Z) =
0; por ejemplo, esto es cierto si f(z) — p(z) se anula solo en un nimero finito
de puntos en [a, b].

En general, si u(Z) > 0, entonces la caracterizacién de aproximacién éptima
puede formularse en los siguientes términos:

Teorema 3.1.2. Sea A un subespacio vectorial de Cla,b]. Sea f cualquier fun-
cion en Cla,b] y sea p cualquier elemento de A, de manera que el conjunto

I={z: f(x)=p"(z),a <x <b} (3.9)

esté vacio o esté compuesto por un numero finito de intervalos y puntos discre-
tos. Entonces, p es una mejor aproximacion Ly desde A hacia f, si y solo si se
satisface la desigualdad

/ab s*(x) - p(z)dz

< [1p(@)ds (3.10)
I
para todos los p en A, donde s* = signo(f — p*) es la funcion (3.2).

Demostracion. Si la condicién (3.10) no se cumple para todas las funciones p
en A, tomamos p como un elemento de A tal que el nimero

dr.
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b
p= [ @) - pl)ds = [ @)z (3.11)

sea positivo y la condicién de norma

[plloc =1 (3.12)

se cumpla. Demostramos que p* no es una mejor aproximacién L desde A hacia
f al mostrar que, si el nimero @ es suficientemente pequeno y positivo, entonces
la desigualdad

If =@ +0p) <|f—p"IIk (3.13)

se obtenga. El limite superior de 6 depende del conjunto

Ip={z:0<|f(z) —p*(z)| < 0,a <z < b} (3.14)

Necesitamos que 6 sea tan pequeno que la condicién

1
de < —p (3.15)
Iy 2

se cumpla, lo cual es posible debido a las restricciones impuestas en I que se dan
en el enunciado del teorema. Dejamos que I sea el conjunto que contiene los
puntos de [a, b] que no estan ni en I ni en Iy. La desigualdad (3.13) se demuestra
dividiendo el rango de integracién en la definicién

b
15 =+ 69l = [ 1£0) =9 (&) ~ Op(@)lda (3.16)
en tres partes, I, Iy y Ip. La definicién (3.9) nos da esta igualdad

|f(z) —p"(z) — Op(x)| = Olp(x)], (3.17)

la condicién (3.12) ofrece la cota

|f (@) =p"(2)=Op(x)| < |f(2)—p*(2)[+0]p(x)] < If(w)—p*($)|+9[2—8*($)'€9($)])»

3.18
con x € Iy y las ecuaciones (3.12) y (3.14) implica que, cuando z estd en I el
signo de {f(x) —p*(z) —Op(x)} es el mismo que el de {f(z) —p*(x)} lo cual nos
da

[f(z) = p™(2) = Op(x)| = | f(2) —p*(2)| =0 - s"(2) - p(x) welr  (3.19)

Por lo tanto, se deduce de las ecuaciones (3.2) y (3.16) que se obtiene la condicién

b
1= +6p)l1 < | F—p"l1-+6 / Ip(e) dz—0 / 5" (2)-p(x)da+20 / dz. (3.20)

Iy
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La desigualdad (3.13) es ahora una consecuencia de las expresiones (3.11) y
(3.15), lo que demuestra la primera mitad del teorema. Para demostrar la se-
gunda parte del teorema, tomamos ¢ como un elemento general de A, luego,
dejamos que p sea la funcién (p* — ¢q) que también estd en A y deducimos a
partir de la desigualdad (3.10) que la distancia ||p* — ¢||; no es menor que la
distancia ||f — px||1. Especificamente, de las expresiones (3.2), (3.9) y (3.10)
obenemos la relaciéon

b b
/ (@) - g(a)lde > / (@) [f () - q(@))dz + / (@) — q(a)|da
b b

[ @l - p@hds + [ 5@l @) - g(o)ldo+
+ / Ip* (2) — () |da

b
- Iffp*|1+/ s*(x)~p(z>+/l|p<x>\dx

>|f =p"lh
(3.21)

donde la primera linea depende de la propiedad {s*(z) = 0,z € I}. Debido a
que esta desigualdad muestra que ¢ no es una mejor aproximacién L; que p*,
por tanto el teorema queda demostrado.

O

Notemos que cuando el conjunto I definido por la ecuacién (3.9) contiene
solo un nimero finito de puntos discretos. En este caso, debido a que el lado
derecho de la expresion (3.10) es cero, p* es una mejor aproximacién L; a f en
A siy solo si se cumple la condicién

(s",p) =0, peA (3.22)

se cumple, donde s* es la funcién (3.2), y donde (s*,p) es el producto escalar
b
(0) = [ 5 (@) pla)de (3:23)

3.1.1. Unicidad y la condicién de Haar

Si el subespacio vectorial A = (¢4, ..., ¢, ) satisface la condicién de Haar es
posible probar la unicidad de la aproximacién 6ptima en L; a una funcién f.
Esta propiedad generaliza a subespacios A = (&1, ..., ¢, ) propiedades especificas
que se dan con los polinomios de grado menor o igual que n.

Es 1til expresar el teorema en una forma que aplique a una clase de funcio-
nes que incluye a los polinomios como un caso especial. La forma habitual de
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definir esta clase es identificar las propiedades de dichos polinomios. Estas pro-
piedades hacen referencia a si cumplen o no la condicién de Haar.

Definicién 3.1.1. Sea A un subespacio vectorial de dimension n de Cla,b],
entonces se dice que A satisface la condicion de Haar:

1. Si ¢ es cualquier elemento de A que no es identicamente cero, entonces el
nimero de raices de la ecuacion {p(x) = 0;a < x < b} es a lo sumo n.

2. Si{¢i;i=1,....,n} es cualquier base de A y si {&;;5 = 1,...,n} es cualquier
cualquier conjunto de n puntos distintos en [a, b], entonces el determinante
de la matriz de dimension n x n que tiene por elementos {¢;(&;);i =
1,...,n;j=1,....,n} es no nulo.

Ahora vamos a demostrar que se cumple la equivalencia entre ambas condi-
ciones.

Demostracion. Supongamos que se cumple la condicién (1) pero no la condicién
(2). Entonces existen n puntos distintos {{;;j = 1,...,n} en [a, b], tales que la
matriz {¢;(&;);i =1,...,n;j = 1,...,n} tiene determinante nulo siendo {¢;;i =
1,...,n} una base de A. Por lo tanto existen escalares {\;;i = 1,...,n} que no
son todos ceros y que cumplen con

> Aigi(6) =0, j=1,.,n (3.24)
i=1
Por tanto la funcién
dx) =Y Noi(z) a<z<b, (3.25)
=1

tiene ceros en los puntos {{;;j = 1,...,n}, lo que contradice la condicién (1).
Por otra parte si la condicién (1) no se cumple, entonces existe una funcién
(3.25) que es idénticamente nula, y los ceros estén en los puntos {&;;7 = 1,...,n}.
Entonces la ecuacién (3.24) se cumple, lo que implica que la matriz {¢;(§;);i =
1,..,n;5 = 1,...,n} tiene determinante nulo. Por tanto es una contradiccién si
la condicién (1) no se cumple pero la (4) si, lo que completa la demostracién de
que (1) y (4) son equivalentes.

O

Dos aplicaciones del Teorema 3.1.2 son las siguientes. La primera parte de
la demostracién del teorema proporciona un método constructivo para obtener
una aproximacién a f en A que es mejor que p* si la condicién (3.10) no se
satisface. En segundo lugar, el teorema a veces se puede utilizar para calcular
directamente la mejor aproximacién.
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Teorema 3.1.3. Sea A un subespacio vectorial de dimensién n en Cla,b] que
cumple con la condicion de Haar, y sea [ cualquier funcién en Cla,b]. Si p* es
una mejor aproximacion Ly a f en A, y si el numero de ceros de la funcién de
error

e(x) = f(z) —p*(x), a<z<b (3.26)

es finito, entonces e* cambia de signo al menos n veces.

Demostracion. Supongamos que e* tiene un nimero finito de ceros y que cam-
bia de signo menos de (n + 1) veces. Entonces, segiin la propiedad (2) vista
previamente, existe una funcién p en A tal que el producto s(z) - p(x) es posi-
tivo para todos los valores de z € [a, b], excepto en los ceros de e*, donde s* es
la funcién (3.2). Por lo tanto, la integral (3.23) es positiva, pero el lado derecho
de la expresién (3.10) es cero, porque I tiene medida cero. Por lo tanto, p* no
satisface el teorema de caracterizacién. Esta contradiccién demuestra finalmente
el teorema.

O

Ahora vamos a presentar un resultado muy importante, el Teorema de
unicidad.

Teorema 3.1.4. Sea A un subespacio vectorial de dimension finita de C|a,b]
que cumple con la condicion de Haar. Entonces, para cualquier funcion f en
Cla,b], existe una unica mejor aproximacion L1 a f en A.

Demostracion. Sean ¢* y r* las mejores aproximaciones a f en A, y sea p* la
funcién 3(¢* + r*). Consideramos la desigualdad

[15@) = @ldz = [ 1515() 4" @) + 517(0) = r*@)lde

b b
<3 [ @ -s@lde+g [ -r @l 5

1 * 1 *
= SIF =N+ 50F =7,
= d(f, A).

Dado que el lado derecho es la distancia minima a f en A, y porque p* estd en
A, esta desigualdad se cumple como una ecuacién. Por lo tanto, debido a que
todas las funciones estdn en Cfa, b], la identidad

1@ = @) =5 @) @+ 5 1@ @ (3.2)

se cumple para todos los « € C[a, b]. En particular, cuando f(x) es igual a p*(x),
entonces tanto ¢*(x) como 7*(x) deben ser iguales a f(z). Se sigue del Teorema
3.1.3 que la funcién

¢ () —r"(x), a<z<b
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tiene al menos n ceros. Por lo tanto, la condicién de Haar implica que las fun-
ciones ¢*(z) y r*(z) son iguales.
O

Teorema 3.1.5. Supongamos que A es un subespacio vectorial de dimension n
en Cla,b] que cumple la condicidn de Haar, y sea f una funcion en Cla,b] tal
que la funcion de error (3.26) tiene exactamente n ceros, donde p* es la mejor

aproximacion Ly a f en A. Entonces, las posiciones de los ceros no dependen
de f.

Demostracion. Sea s* la funcién (3.2) y consideremos los ceros de la funcién de
error {f(z)—p*(x);a <z < b} en los puntos {§;;7 = 1,...,n}. Sea g una funcién
en Cla,b] tal que la funcién error

d*(z) =g(z) = ¢"(z), a<x<bh (3.29)

tiene n ceros, donde ¢* es la mejor aproximacién Ly de A a f. Supongamos que
los ceros se encuentren en los puntos {n;;i = 1,...,n}, y sea

-1 si g(x) < g*(x).
t*=9 0 s g(x)=qg*(x). a<z<b (3.30)

1 st og(x) > ¢ ().

tenemos que demostrar que los conjuntos {&;i = 1,...,n} y {n;i=0,1,...,n}
son el mismo. Por las condiciones de Haar y por el Teorema 3.1.2 tenemos las
ecuaciones

b b
/ s*(x)p(z)dx = / t*(z) - p(x)de =0, pe A (3.31)

a a
También necesitamos dos consecuencias del Teorema 3.1.3, a saber, que las
funciones de error (3.26) y (3.29) cambian de signo en sus ceros, y que e*(a) y
d*(a) son distintos de cero.
Asumimos sin pérdida de generalidad que & < ng, y que los signos de e*(a)
y d*(a) son iguales. Debido a las condiciones de Haar tenemos que p es una
funcién en A que cambia de signo en los puntos {£;;7 = 1,...,n} y que no tiene
otros ceros. Elegimos el signo general de p de manera que los signos de p(a) y
e*(a) sean opuestos. Consideramos la ecuacién

b
/ [s*(z) — t*(x)] - p(x)dx =0 (3.32)

que se sigue de la condicién (3.31). El signo del integrando es importante. Nues-
tras suposiciones indican que [s*(z) — t*(x)] es igual a cero cuando x estd en el
intervalo [a, &y). Ademds, en el intervalo (&g, b], el producto s*(z)p(x) es positi-
vo, excepto en un conjunto de medida cero, es decir, en el conjunto de puntos
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{ni;i=1,...,n}

Ademaés, las definiciones (3.2) y (3.30) muestran que, si s*(z)p(x) es positivo,
entonces el producto [s*(z) — t*(z)] - p(x) nunca es negativo negativo. Sabiendo
todo esto, deducimos que la desigualdad

[s"(x) —t"(x)] - p(r) >0, a<z<b (3.33)

se cumple. La ecuacién (3.32) implica que la funcién {s*(z) — t*(z);a < z < b}
es igual a cero en casi todos los puntos. Por tanto los conjuntos {§;;i = 1,...,n}
y {mi;i =1,...,n} son iguales.

O

Es de interés el concepto de unicidad fuerte que es mas restrictivo que el
de la unicidad.

Definicién 3.1.2. Sea A C C[a,b] (no es necesariamente un subespacio) y dado
f € C([a,b]). Sea p* € A una aprozimacion dptima a f en A, es decir tal que

If=p I <IIf =pll, VpeA.
Si existe v > 0 tal que para todo p € A
Ylp =Pl < If —pl = 1If =l
se dice que p* es una aprorimacion optima fuertemente unica.

Noétese que en particular la desigualdad anterior implica la unicidad de la
aproximacién 6ptima p* € A.

El siguiente ejemplo ilustra cémo la condicién de Haar de un subespacio de
dimensién finita A no es suficiente para obtener la unicidad fuerte de la aproxi-

macién optima.

Ejemplo: Sea z = [0,1], n =1, f(z) = 2%, ¢1(x) =1

1
nm%@n:/Wﬁgnux
0
Jva 1
:/ (a—mQ)daz—i—/ (22 —a)dr si 0<Va<1
0

va
4 5 1
= sla —a+ .
3| | 3
s L . 1 1
Esta expresién se minimiza al elegir a = 7 con Ir|l = VAR claramente este es

1
el valor minimo de la norma. Ahora, para cualquier ¢ tal que \/c € {2, 1]

1 4 1
Ir(e.o) - = 2 —c4 =

4 _ 3 12 1
= =0 — =
|C 1/ ‘ 1 COIHO\E 5

4
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Por lo tanto a = 7 Do es una solucién tnica de (3.1).

Concluimos esta secciéon considerando brevemente la situacién cuando el re-
quisito de continuidad en (3.1) es menor, de modo que Cfa, b] se reemplaza por
el espacio L'[a,b] de funciones integrables de Lebesgue. Este caso es exami-
nado en detalle por Kripke y Rivlin (1965), quienes demuestran, por ejemplo,
que el importante corolario del Teorema 3.1.1 todavia se mantiene. Sin embar-
go, el Teorema 3.1.4 ya no es vélido, en el sentido de que existen funciones
f € Li(Ja,b]), para los que atin con A subespacio de dimensién finita satisfa-
ciendo la condicién de Haar, no se tiene unicidad de la aproximacién éptima.

El siguiente ejemplo se ilustra esta situacién:
Ejemplo: Sea 2 =[—1,3], n =2, ¢1 =1, ¢o(z) =z

0 st —1<x<2

fx) =

-1 si 2<x<3.

1
Entonces los polinomios p(z) = tx con -3 < t < 0 son todos aproximaciones

Optimas de f,

3
/ 1-signo(f(z) — tz)dz = 0,

-1

3
/ x - signo(f(z) — tx)dx =0

-1

1
y tx es la mejor aproximacion para todo t tal que -3 <t<0.

3.2. La construccion de las mejores aproxima-
ciones

El problema del calculo real de las mejores aproximaciones L; a funciones
continuas, es de interés tedrico mas que practico, y no es uno que haya recibido
mucha atencién, al menos en general. Solo nos ocuparemos del caso particular de
aproximacién de funciones continuas en [a, b] por elementos de A = (¢1,...d,),
ya que esto permite utilizar algunos aspectos especiales de la teoria. Hemos visto
que para el problema discreto L, existe una relacién cercana con un problema,
de interpolacién adecuado, y el Teorema 3.1.3 sugiere que una conexién similar
puede establecerse en el caso continuo.

Suponemos que tenemos un conjunto de puntos a = xg < 1 < ... < T, <
Znt1 = by la funcién signo s(z) satisface que |s(x)| =1, z € (z;,2;41), €l cual
puede cambiar de valor en cada punto x;, ¢ = 1,2,...n y en ningin otro punto
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en [a, b]. Supongamos ademds que

b
/ s(x)pj(x)de =0, j=1,2,..,n. (3.34)

Ahora tomamos a € R™ que satisfazca las condiciones de interpolacién
n
Zaj(bj(:ci) = f($l), = 1,2,...7TL. (335)
j=1

Entonces, si s(z) = 0(x,a), se sigue de (3.34) y del Corolario del Teorema 3.1.1
que a resuelve (3.1). Por supuesto, no hay garantia de que una solucién para
(3.35) sea tal que s(x) = O(x,a), por lo que incluso si se pudiera obtener un
s(z) apropiado que satisfaga (3.34), no necesariamente llevard directamente a
una solucién de (3.1).

Cuando ¢;(x), j = 1,2, ...,n cumple las condiciones de Haar en el intervalo [a, b].
Entoncesla funcién signo es tnica y tiene exactamente n cambios de signo. En
el caso de la aproximacién por polinomios de grado menor o igual que n — 1 de
una funcién continua f € C([—1,1]), la funcién signo debe satisfacer

1
/ 2fs(x)de =0, k=0,1,..,n—1. (3.36)
-1

Demostraremos que un s(x) apropiado se obtiene tomando como

s(z) = signo (Un (z))

donde U, (z) es el polinomio de Chebyshev de segunda clase de grado n, definido
por

sin(n 4+ 1)0

sin 0

Un(x) =
donde x = cosf, 6 € [0, 7]. Tenemos entonces
1 ™ o 1
/ zFsigno (U, (z)) dz = / (cos 0)"signo (W) sin 0d6
1 0 sin 6

= / (cos B)F sin Asigno(sin(n + 1)0)d6
0

1 ™
=3 / (cos 0)” sin 6 - signo(sin(n + 1)6)db.

—T

Como

0 4 —i0\k . (,i0 | ,—if
. + . + .
(cos0)F sinf = (e c 2)k+1(; ) = Z e’
Ip|<k+1



36 CAPITULO 3. APROXIMACION CONTINUA L,
para ciertas constantes a,. El resultado requerido (3.36) se cumple siempre que

I, = / ePsigno(sin(n +1)8)dd =0, p=0,1,...,%n.

—T

Tomamos 0 = ¢ + L7 obtenemos
n+1

m—m/(n+1) ]
I, = / P/ D) 4 giono (sin(n + 1)(6 + 7/(n + 1)) dé
—m—m/(n+1)

) 7—m/(n+1)

= —e'P7/(n+1) / eP?signo (sin(n + 1)¢) dé
—m—m/(n+1)

— _eipw/(nJrl) . Ip

va que el integrando es periddico, concretamente de periodo 2.
Como —e™/(n+1) £ 1 |p| < n, obtenemos que I, = 0,|p| <n,Y asi hemos
demostrado que

1
/a:ksigno(Un(x))dxzo, k=0,1,...,n—1. (3.37)
-1

i 1)60
Ahora, los ceros de Uy, (z) en [—1, 1] son los mismos que los de sin(n + 1)

sin
Dado que sinf = 0 en 6 = 0, los ceros se obtienen en los valores de m donde
U,(z) # 0, y estan dados por:

(n+1)0,=kmr, k=1,2,...,n

o por
= cos 0, = cos k=1,2,...,n. 3.38
Tk COS Uk, CObn+17 y Ly ey T ( )
Por lo tanto, si a € R™ es tal que
p(zy) = Zamﬁ;l = f(zx), k=1,2,...,n (3.39)
i=1

sin ningun otro punto de interpolacién en [—1,1]
signo(p(z) — f(x)) = £signo(Un(x))

y por (3.37)

1
/ z¥signo (p(x) — f(x))de =0, k=0,1,...,n—1.

—1

En otras palabras, si p(xz) — f(z) es igual a cero solo en los puntos {x, k =
1,2,...,n} definidos por (3.38), entonces p(x) es la mejor aproximacién Ly por
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un polinomio de grado (n—1) a f(z) en [—1, 1]. Este resultado es notable porque
los puntos zj, estdn fijos e independientes de f(x).

Para el tratamiento de problemas de aproximacion L; mas generales, es esencial
hacer la suposicién de que p(Z) = 0 en la solucién, de modo que el problema se
reduce a encontrar a € R™ tal que satisfaga

b
/ O(z,a)¢;j(x)de =0, j=1,2,..,n. (3.40)

Esto es simplemente un sistema de n ecuaciones no lineales en n incégnitas,
aunque de una forma algo inusual y poco conveniente, por lo que es poco pro-
bable que un enfoque directo para su solucién sea exitosa. Sin embargo, si se
sabe que en la solucién, r(x,a) cambia de signo exactamente m veces en [a, b],
entonces (3.40) puede ser reemplazado de manera exitosa por las ecuaciones:

m+1

Z(—l)j/ pj(x)dr =0, j=1,2,..,n,

i=1

donde zyp = a y Z;m41. Este es un sistema de (n + m) ecuaciones no lineales
en las (n 4+ m) incdgnitas a, x1, xa, ..., Ty, de una forma més manejable que la
ecuacién (3.40).

El valor de m y las aproximaciones a las incégnitas pueden obtenerse resolviendo
una discretizacién del problema (3.1), donde los métodos del capitulo anterior
estan disponibles.

Otra forma posible de resolver (3.1) es mediante un método de descenso. Si
a es una aproximacion a la solucién que no satisface (3.40), entonces se puede

lograr una reduccién en el valor de la norma mediante un paso lo suficientemente
pequeno en cualquier direccién ¢ que cumpla con

ch/ v(x)pj(x)dr > 6 >0, Yu(x)eV. (3.41)
j=1 7X
En este caso, lo podemos escribir como

n_oob
Z/ 0(z,a)p;(w)dx > 6 > 0. (3.42)

Si se asume que u(Z) = 0 en la aproximacién actual, entonces podemos elegir,
por ejemplo,

b
¢ :/ O(z,a)p;(x)dz, j=1,2,...,n,

lo que solo dejara de definir una direccién de descenso si a es una solucién.
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3.3. Discretizacion

Para las mejores aproximaciones de Chebyshev en un conjunto continuo X,
se le da una gran importancia a los problemas discretos correspondientes obte-
nidos al reemplazar X por un conjunto discreto de puntos en X. En el caso de
L1, la relacion entre estos problemas no es tan cercana.

Limitaremos el problema al caso en el que X = Cla,b] y consideraremos apro-
ximaciones en conjuntos discretos Y = {x1, 22, ...., &, } elegidos de manera que
{z; € [yi—1,¥i],1=1,2,..m}, donde a < yp, < Y1 < ... < Ym <D.

Sea h = méxi<i<m h; donde {h; =y; —yi—1,4=1,2,...,m} y sea

Q) = mdx  sup [¢i(x) — ¢i(y)]

ISiSm |x—y|l2<e

w(f,h) = sup |f(x)— f(y)|

[x-y|<h

Lema 3.3.1. Sea g(x) € Cla,b]. Entonces

b m
/ g(x)dz =Y g(w:)hi

=1

< (b—a)-w(g,h).

Demostracion.
b m m Yi
[ stz = Y gwim] = |3 [ o) - o)l
a i=1 =17yl

IN

m Yi
/ 9(@) — g(e)lde
—1Yyi—1

g

<w(g,h) Zh = (b—a)-w(g,h).

Ahora definimos
M = min||r(z,a)||

M(h) = rrgn2|r(aci,a)|hi = Ir(wi,a(h))|hs.
i=1 =1

Teorema 3.3.1. Sea h — 0. Entonces
1. M(h) — M.
2. |r(xz,a(h))] = M.
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3. Si a* es la unica solucion de (3.1), a(h) — a*.

Demostracion. Por continuidad, w(f, h) y Q(h) tienden a 0 cuando h — 0. sea
h tal que w(f,h) < |f|/(b—a), Q(h) < §, donde & > 0 satisface:

n
D¢
i=1

1> cidi@)l =6
j=1

para todo ¢ € R™. Entonces

< M)+ (b—a) w(|r(z,a(h))|,h) por el Lema 3.3.1
< M(h)+ (b—a) - w(r(z,a(h)), h) (3.43)

Ademas

(3.44)

= @) + f@i)|

I

SN
NE

]
8
=
5
5

IA

IN

(IfIF+ (b= a) - w(f, h))

IA
| 0O = Sl

=

Por tanto
8(b—a)

M < M(h) + ——

[£11€2(R) (3.45)

y si p* es una solucién de (3.1)
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Donde E(h) — 0 si h — 0. Asi pues
M > M(h)+ E(h). (3.46)

Por lo tanto, las ecuaciones (3.45) y (3.46) proporcionan la afirmacién (1). Las
desigualdades de (3.43) luego dan lugar a la afirmacién (2), ya que las des-
igualdades de (3.44) muestran que {a(h)} estd acotado. Finalmente, los puntos
limite, segin la afirmacién (2), deben resolver (3.1), y de aqui se obtiene la
afirmacién (3).

0

El Teorema 3.3.1 muestra que se puede obtener una buena aproximacién del
valor minimo de la norma en (3.3) mediante uno de los métodos del Capitulo
2. Para que dicho método sea eficiente, nos gustaria ser mas selectivos en la
eleccion del conjunto discreto en cada etapa, de manera similar a como se hace
en el caso L. Sin embargo, el enfoque a seguir ya no es tan directo. Una posible
manera de abordar este problema serfa construir una secuencia de problemas
discretos, cuyas soluciones estén determinadas por n puntos de interpolacion
tomados del conjunto discreto.

Estos puntos deberian converger hacia el conjunto adecuado de puntos de inter-
polacién en el intervalo [a,b], los cuales caracterizan esencialmente la solucién
del problema continuo. Sin embargo, cualquier método de este tipo probable-
mente requerird suponer que se cumple una condicién de las condiciones de
Haar. Ademas, no existe una forma obvia de colocar los nuevos puntos en cada
etapa para garantizar la convergencia. Mientras estas dificultades fundamenta-
les no se resuelvan, el problema de desarrollar un método general efectivo para
resolver (3.1) sigue sin resolverse.

En célculos de ajuste de datos, cuando buscamos el elemento de A que mi-
nimiza la expresién (3.1), hay un teorema de caracterizacién similar al Teorema
(3.1.2). Este teorema se presenta de tal manera que permite asignar diferentes
ponderaciones a los valores de la funcién {f(z¢);t = 1,2,...m}.

Teorema 3.3.2. Supongamos que los valores de {f(x:);t = 1,2,..m} y las
funciones peso {wy;t = 1,2,...m} estin dados. Tomemos A como un espacio
vectorial de funciones definidas en el conjunto de puntos {xy;t = 1,2,..m}.
Sea p* cualquier elemento de A y L tiene los puntos de {x;t = 1,2,...m} que
satisfacen la condicion

p*(xe) = f(xt) (3.47)

y sea s* la funcion signo
-1 si f(z) <p*(x).
s(x) =< 0 si f(ay) =p*(ay). t=1,2,...,m. (3.48)

L si f(ze) > p*(z).
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entonces p* es la funcion en A que minimiza la expresion
> wilf(ze) —p(zs)], peA (3.49)
t=1

sty solo si la desigualdad

< Y wilp(a)] (3.50)

xt €L

Z wis” (2)p(e)

se cumple para todo p € A.

Demostracion. El método de prueba es similar a la prueba del Teorema (3.1).
Si la condicién (3.50) no se cumple, consideramos reemplazar la aproximacién
px por (p* + 0p), donde |0 es tan pequeno que, si z; no estd en L, el signo de
{f(x¢) — p*(at) — Op(x)} es el mismo que el signo de s*(z;). Se sigue que el
reemplazo cambia el valor de la expresién (3.49) por

—GZwts*(xt)p(xt) +6 Z we|p(xe)]. (3.51)

xe €L

Por lo tanto, si el lado izquierdo de la expresién (3.50) es mayor que el lado
derecho, se puede elegir el signo de # de modo que (p* + fp) sea una mejor
aproximacién que p*.

Por otro lado, si se cumple la condicién (3.50) para todos los p en A, entonces, al
reemplazar las integrales en la expresién (3.20) por sumas con pesos, se deduce
que px es la mejor aproximacién discreta de L a los datos.

O

El siguiente teorema muestra que existe una funcién p* en A que minimiza
la expresion (3.49), y que es tal que el conjunto del Teorema 3.3.2 contiene al
menos (n+ 1) puntos, donde (n+1) es la dimensién de A. Por lo tanto, muchos
algoritmos para calcular las mejores aproximaciones discretas L; buscan un con-
junto que permita obtener una funcion 6ptima p* mediante la interpolacién.

Teorema 3.3.3. Supongamos que los valores de {f(x¢);t = 1,2,..m} y las
funciones peso {wy;t =1,2,...m} estdn dados. Sea A un subespacio vectorial de
R™ donde los componentes de cada vector p en A tienen los valores {p(x);t =
1,2,...m}. Entonces existe un elemento p* en A que minimiza la expresidn (3.49)
y que tiene la propiedad de que el vector cero es el unico elemento p en A que
satisface las condiciones {p(x¢) = 0; 2+ € L} donde se define el conjunto L como
en el Teorema 3.3.2.
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Demostracion. Sea p* la mejor aproximacién ponderada L; de A a los datos,
pero supongamos que existe un elemento no nulo ¢ en A que satisface la condi-
cién

g(ze) =0, a2 €L (3.52)
consideramos la funcion
G(0) = wilf(w1) = p*(wi) — Op(wr)], —o0 <6 < oo, (3.53)
t=1

donde 6 es una variable real.

Tenemos que (3.53) es una funcién continua, lineal por partes de 6, que tiende a
infinito cuando |0| crece, y que toma su valor minimo cuando 6 es cero, porque
p* es la mejor aproximacién. Ademds, la ecuacién (3.52) implica que dos seg-
mentos de linea diferentes de 1) no se unen en # = 0. Por lo tanto, 9 es constante
en un entorno de § = 0 Si § se incrementa desde cero, entonces ¥ (6) permanece
constante hasta que se alcance un valor de 6 que cumpla las condiciones

f(xe) —p*(2¢) — Op(z) =0 (3.54)

y
q(x:) #0

para algin valor de t. Deja que este valor de 6 sea 6. Dado que w(é) es igual
a ¥(0), la funcién (p* + éq) es otra mejor aproximacién L; ponderada de A a
los datos. La ecuacién (3.52) implica que los residuos {f(z¢) — (p* + 0¢)(x¢)}
son cero. Ademds, otro residuo cero se obtiene de (3.54). Por lo tanto, nuestra
construccién aumenta el niimero de ceros de una mejor aproximacién. Dado que
la construccién se puede aplicar recursivamente, por tanto, se sigue con que el
teorema se cumple.

O

3.4. Puntos de interpolaciéon L; para polinomios
algebraicos

El Teorema 3.1.5 proporciona el método principal para calcular las mejores
aproximaciones L a funciones continuas. Se comienza asumiendo que la funcién
de error cambiard de signo solo n veces. En este caso, debido a que los ceros de la
funcioén de error son independientes de f, pueden ser encontrados mediante una
consideracién detallada de A. Una aproximacién a f en A se calcula mediante
interpolacion en estos ceros, y luego se verifica si su funcién de error cumple con
la hipétesis. Si la hipdtesis es valida, entonces se ha encontrado la aproximacién
que estamos buscando.

Para aplicar el algoritmo para calcular las mejores aproximaciones L1, descrito
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en el parrafo anterior, es necesario identificar los puntos de interpolacién que son
objeto de estudio del Teorema 3.1.5. Los puntos de interpolacién para el caso
especial importante cuando A es el espacio P,, se dan en el siguiente teorema.

Teorema 3.4.1. Sea que las condiciones del Teorema 3.1.5 se cumplen y sea
A el espacio P, y (a,b) es el intervalo [—1,1]. Entonces los ceros de la funcion
de error

e(z) = f(z) —p*(x), -1<z<1 (3.55)
tiene por valores
1
& = cos {W] , i=0,1,...,n. (3.56)

Demostracion. El Teorema 3.1.3 implica que la funcién de error (3.55) cambia
de signo en sus ceros. Por lo tanto, debido al Teorema de Caracterizacién, es
suficiente demostrar que la ecuacién

/ s*(2)p(z)dz = 0 (3.57)

-1

se cumple para todos los polinomios p en P donde s* es la funcién de signo
1 St -l<z< 50.
(-1)f st o1 <x <&

(-t s <z <1

0 St otro caso.

Los ntimeros s*(—1) y s * (1) se definen como cero, para que la funcién

o(0) =s*(cosh), 0<O<m (3.59)

satisfazca algunas condiciones de periodicidad. Extendemos o a un rango in-
finito definiendo {o(—0) = —0(0);0 <0 <7} y al dejar o como una funcién
2m-periédica. Se deduce de las ecuaciones (3.56) y (3.58) que el grafico de
{o(0); —c0 < § < o0} es una onda cuadrada que cambia de signo cuando 6 es

T
un multiplo entero de 5 Por lo tanto, se obtiene la condiciéon

o <9 + - i 2) = —o(6), —00 < 0 < o0. (3.60)

Se ve que, si se realiza un cambio de variables {x = cos6;0 < 6 < 7} en
la integral (3.57), entonces la condicién (3.60) permite demostrar la ecuacién
(3.57) cuando p es uno de los polinomios de Chebyshev.

Ti(z) =cos(jcostz), —1<x<1, j=0,1,..,n (3.61)
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Dado que estos polinomios son una base de P, completamos la prueba del
teorema estableciendo las ecuaciones

1
/ s*(x)T;(x)de =0, j=0,1,..,n.

—1

La identidad

/ s*(2)Tj(z)dx = /O7r s*(x)(cos 0) cos(j6) sin Odx

-1

= /07r o (0){sin[(j + 1)0] — sin[(j — 1)0]}d6

- i / ﬂ o (0){sin[(j + 1)0] — sin[(j — 1)6]}dO

—T

se cumple, donde la ltima linea depende del hecho de que o es una funcién
impar. Por lo tanto, es suficiente demostrar que las integrales

1k=/ o(0)sin(k0)dd,  k=0,1,...n+1

sSon cero.

Utilizamos la periodicidad del integrando de Ij, luego la condicién (3.60) y
después el hecho de que o es una funcién impar para deducir la ecuacién

I —/7;0 <9+ni2> sin {k <e+ni2>] d9
— —cos (n"f?) [ 7; o(6) sin(k0)d6 — sin <n’f2> [ T; o (6) cos(k)do

km
= —Cos I k=0,1,... 1.
COb<n+2> ks 3L enn+

km
Dado que el factor — cos (H) no es igual a uno, se sigue que I es cero, lo
n

que proporciona el resultado buscado.
O



Capitulo 4

Experimentacion numeérica

En este capitulo abordamos una experimentaciéon numérica con una imple-
mentaciéon en Matlab del algoritmo de descenso descrito en el capitulo 2. El
algoritmo en los términos descritos se debe a R.H Bartels y A. R. Cohn [2],
pero la implementacién que se recoge en el apéndice dista mucho de un software
eficiente que contemple mas alld del caso no degenerado. Ademas tampoco op-
timiza alguno de las herramientas numéricas utilizadas recurriendo en general
a funciones de Matlab ya existentes.

Asi, por ejemplo, para el cdlculo del vector h de la proyeccién ortogonal so-
bre el nicleo de Az para determinar la direccién de descenso c¢ cada ciclo del
algoritmo tiene que realizar una factorizaciéon QR de Az. Esta factorizacion se
implementa llamando en cada iteracién a la funcién qr de Matlab, cuando seria
posible un tratamiento mas eficiente teniendo en cuenta que de una iteracién
a otra Az solo cambiar en una fila, y por tanto el algoritmo de factorizacién
puede sacar partido de este hecho.

Tampoco consideramos un tratamiento robusto del caso en el que el algorit-
mo tropieza con puntos muertos degenerados, situacién que llevaria a modificar
el cdlculo de w descrito en el algoritmo (etapas 2d, 2e, 2f, 2g y 2h descritas en
2.4.5).

4.1. Primer test

Como primer test [2] mostramos los resultados del siguiente problema académi-
co

Ax=Db
con
AT — [1 1

111 -
12345]’ b'=[1 1 2 3 2

45
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T
La solucién 6ptima en el sentido L' es x = [4 4] . Con aproximacién inicial

T e . .
Xg = [1 0] , obtenemos la solucién éptima en 2 iteraciones.

4.2. Segundo test

Ahora mostramos un ejemplo que se ha realizado de manera personal to-
mando estas matrices

1 2 3 2 3
AT=1|-1 1 -1 -1 0
1 1 5 1 0

=n
N
|
—= = e

y tomando el vector de aproximacion inicial es xg = [O 0 0] y tras b itera-

ciones obtenemos la solucién éptima en el sentido L' que es

0.333333333333333
x = |—0.416666666666667
—0.083333333333333

Y norma del residuo ||r|| = 1.1667.

4.3. Tercer test

El segundo ejemplo [2] considera la solucién L; éptima del problema dado
por

5 3 4
9 7 3
6 6 0
9 9 7
A=1[3 01|, b'=[7 42 7 7 735 3.
8 1 8
19 8
311
0 9 3

Con solucién tras 4 iteraciones

0.299319727891156
x = |0.034013605442177
0.571428571428572

Y norma del residuo ||r|| = 15.9456.
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4.3.1. Tercer test linealmente dependiente

Tomando como ejemplo de partida el test previo, vamos a anadir dos co-
lumnas nuevas, las cuales son linealmente dependientes de las tres primeras
columnas.

12 4
19 13
12 12
25 11
4 2, b'=[r 4277735 3.
17 1
18 2
5 3
12 6

B

Il
O W 0 W©O DO
O OO OO W
L 0000 -] O o

Con 29 =[0 0 0 0 0]7 se alcanza la solucién 6ptima en 7 iteraciones siendo

0.165986
—0.09931972
X = 0.190476
0.257142
—0.123809

Y la norma del residuo ||r|| = 15.9456 que coincide con con la norma del test
previo.

4.4. Cuarto test

5 3 4 12 4] 7]
9 7 3 19 13 4
6 6 0 12 12 2
9 9 7 25 11 7
301 4 2 7
8 1 8 17 1 7
198 18 2 3
A=10 9 3 12 6|, b=|3
311 5 3 5
6 76 19 7 1
6 1 9 16 —2 4
0 4 8 12 —4 1
05 7 12 -2 6
732 12 8 6
5 4 9 18 0] 0]
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Este ejemplo anade 6 ecuaciones adicionales a las ecuaciones del ejemplo ante-
rior. Obteniendo tras 7 iteraciones la solucién 6ptima:

0.224489
—0.0816326
x = | 0.0272108
0.170068
0.115646

Y norma del residuo ||r|| = 34.2245.

4.5. Quinto test

Como experimento mas exigente en cdlculo ilustrando el proceso de discreti-
zacién de un problema de aproximacién polinomial é6ptima en Ly por polinomios
consideramos f(z) = e*, =z € [0,2] [2]. Muestreamos la funcién en abscisas
x =[0.0:0.1: 2.0]. Buscamos determinar aproximaciones L; 6ptimas discretas
por polinomios de grados 1 hasta 7 resolviendo el sistema lineal sobredeter-
minado con incégnitas en los coeficientes del polinomio de grado 7 en la base
polinomial {1,z,22,..,27}.

La norma del residuo es ||r|| = 8.366667 y obtenemos como solucién Gptima
tras 5 iteraciones

[0.232237]
2.832967]

X =

Tras 7 iteraciones obtenemos la norma del residuo ||r| = 1.441155 y como

solucion ~ _
1.188057

x = [0.114670 .
|1.415553

Tras 13 iteraciones obtenemos la norma del residuo ||r|| = 0.190059 y como

soluciéon ) )
0.983546

1.206081
0.054814
0.468423 |

Tras 18 iteraciones obtenemos la norma del residuo |r|] = 0.01830 y como

solucion ~ _
1.003167

0.956106
x = [0.637888
0.001884
0.119062|
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Tras 33 iteraciones obtenemos la norma del residuo |r|| = 0.001591 y como
solucién

0.999647

1.004982

0.476336

0.211976

0.002040

0.0232998

Tras 16 iteraciones obtenemos por norma del residuo ||r|| = 9.98 - 107° y como
solucién

[ 1.000000 |
0.99960
0.503054

x = | 0.158046

0.0532550

—0.000479

| 0.003840 |

Figura 4.1: Aproximacién discreta L1 de grados 1 (en rojo) y 2 (en azul)
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Vamos a hacer un resumen en la que indicamos el niimero de iteraciones
necesarios y la norma del residuo obtenida en cada caso, poniendo de manifiesto
la reduccion de la norma del residuo con el grado de la aproximacién polinomial.

Grado | Ntumero de iteraciones | Norma del residuo ||r|]
2 5 8.3667(0)
3 7 1.4412(0)
4 13 1.9006(-1)
5 18 1.8303(-1)
6 33 1.5946(-3)
7 16 9.98(-5)

Para poder realizar este experimento hemos usado ciertas funciones de Matlab.
Para llevarlo a cabo hemos comenzado definiendo un vector v que esté formado
por

v =10.0:0.1:2.0]

para definir los puntos para evaluar la funcién. También debemos evaluar la
funcién exponencial en dichos puntos ya calculados con
b= exp(v)’.
Definimos la matriz A
A = fliplr(vander(v))

y en este caso como va a ser hasta el grado 5 tomamos las 5 primeras columnas
con
A=A(;,1:5)

y defino el vector inicial xq
2o =1[00000]".

Una vez definidas estas matrices, ejecutamos nuestro algoritmo que se encuentra
desglosado en el apéndice y obtenemos las soluciones nombradas previamente

> descenso(A, b, xg).

4.6. Sexto test

Ahora vamos a realizar un test con 201 puntos con la funcién f(z) =
e™®, x €10,2] [2]. Muestreamos la funcién en abscisas = [0.0 : 0.01 : 2.0].
Buscamos determinar aproximaciones L; 6ptimas discretas por polinomios de
grados 1 hasta 8 resolviendo el sistema lineal sobredeterminado con incégnitas
en los coeficientes del polinomio de grado 8 en la base polinomial {1, z, 22, .., 28}.
Vamos a hacer un resumen en la que indicamos el niimero de iteraciones nece-

sarios y la norma del residuo obtenida en cada caso.



4.6. SEXTO TEST

Grado

Numero de iteraciones

Norma del residuo ||7||

0 O U W

6
9
12
19
21
24
24

9.5961(2)
3.0643(2
7.4530(
1.4628(
2.4083(
3.4056(-1)
4.2337(-2)

)
1)
1)
0)
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function [xsol,res,llnorm,iter] = descenso(A,b,x0)
format long;

pA

[m,n] = size(A); % m >> n (sistema lineal

sobredeterminado) .
nb = length(b);
if ((n<1) [l (m < 0) |l (m <mn) ||l (m”"= nb))
error ('Dimensiones incorrectas de la matriz A o
del vector b o del vector x0 (si se proporciona

). ")
return
end
if (nargin < 3)
x0 = zeros(n,1); % vector imnicial
end
nx = length(x0);
if (nx "= n)
error ('Dimensiones incorrectas de x0');
return
end
yA

TOLZERDO = eps*sqrt(mn); ’ Vamos a definirlo para ver si
un valor es 0

MXSTEPS = 100; % Numero maximo de iteraciones.
ZERO = 0.0d0;

yA

x = x0;

% Inicialiciacion antes de empezar las iteraciones

h
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=O;

% Iniciamos el programa

h

nact 0; % Numero maximo de ecuaciones activas
iaddc = 0; % Indice de la ultima ecuacion con
residuo cero no activa
idelc = 0; % Indice de la columna de AZ que sera
eliminada
indx = 1:m; % Vector con indices de columnas en A
“T: indx (1), ..., indx(nact)
% son los indices de las columnas de
A°T activas.
% indx (nact+1),...,indx(iaddc) son
los indices de las columnas de AT
% con residuo cero y no activas.
% indx(iaddc+1),..,indx(m) son 1los
indices de las ecuaciones
% con residuos no nulos
% INDX da en cada iteracion 1la
informacion de ecuaciones
7% activas, ecuaciones con residuo
cero y no activas,
% y ecuaciones con residuo no cero.
done = false;

while (“done)

iter = iter+1;

YA

% Preparacion para el proximo la proxima iteracion
de minimizacion

yA

if (iter > MXSTEPS)
error ('Se alcanzo el numero maximo de

iteraciones sin encontrar una solucion.')

return

end

res = Axx - Db; % Residuo inicial

linorm = norm(res,1);

mxabsres = max(abs(res));

if (mxabsres < TOLZERO) 7 x es solucion de A*xx=b
aritmeticamente
xsol = x0;
linorm = norm(res,1);
return
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end

b

% COMPROBANDO RESIDUOS IGUALES A CERO. El test de
zero residuals compara con

% TOLZERO la magnitud del valor absoluto de cada
componente ix del

% residuo dividida por el maximo de las magnitudes

en valor absoulto

% de los terminos A(ij,j)*x(j).

b

% Es un test bastante estricto del residuo cero.
Es preferible en costo

% computacional ignorar un residuo cero extra que
aceptarlo y

% provocar sucesiones ciclicas de ecuaciones
activas (estas se pueden

% salvar incorporando aleatoriedad en la eleccion
de las ecuaciones

% activas.

/A

for i = 1:iaddc % Establecemos en cero los
residuos que se sabe que
ix = indx(i); % son cero en los indices
indx (1) ... indx(iaddc)
res(ix) = ZEROD;
end
iadpl = iaddc+1;
for i = iadpl : m % Viendo nuevos residuos para
X
ix = indx(i);
temp = res(ix);
test = abs(b(ix));

for j =1 : n
prod = abs(A(ix,j)*x(j));
if (prod > test)
test = prod;
end
end
test = TOLZERO*test;
if (abs(temp) > test)
res(ix) = temp;
else
jaddc = iaddc+1;
indx (i) = indx(iaddc);
indx (iaddc) = ix;
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res(ix) = ZERO;
end
end
YA
% No se elimina de la lista de ecuaciones activas
las que
% son linealmente dependientes.
A
sigma = sign(res); % signos de los residuos
indxact = indx(1l:nact);
iadpl = iaddc+1;
indxresnO = indx(iadpl:m);
nresn0= length(indxresnO); % numero ecuaciones

con residuo no nulo
)
% Calculo del gradiente restringido (GRDX = H) o (
GRDX = P_N (H)),
% proyeccion de H

%
if (nresn0 == 0)

h = zeros(1,n);h = h';
else

h = zeros(1,n);

for i = 1:nresn0

h = h + sigma(indxresn0(i)) * A(indxresnO(
i),:);

end

h =h';
end
%

% Identificamos las ecuaciones activas y hacemos
la factorizacion QR a

% la matriz AZ: Matriz donde cada columna contiene
todas las filas activas de A

%
if (nact == 0)
Q = eye(n); R = zeros(n,nact); % factorizacion
AZ (=0) = Id * R (=0)
Q1 = Q(:,1:nact); Q2 = Q(:,nact+1:n);
proj = -h;
elseif (mact == n)

AZ = A(indxact,:)';
[Q,R] = qr(AZ); % factorizacion QR de AZ
Q1 = Q(:,1:nact); Q2 = Q(:,nact+1:n);
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proj = zeros(n,1); 7 suponiendo columnas
independientes en AZ
else % para 1 <= nact < n;
AZ = A(indxact,:)';
[Q,R] = qr(AZ); % factorizacion QR de AZ

Q1 = QC:,1:nact); Q2 = Q(:,nact+1:n);
proj= -Q2%(Q2')*h; % Proyeccion de h en el
nucleo de AZ

end
b
% Prueba de que el vector proj = O (necesario en
caso de que nact=n.).
% Prueba de la optimalidad de x cuando la proj=0.
h
if ( max(abs(proj)) < TOLZERO )
b
% Prueba de optimalidad o modificacion de
proyeccion y gradiente restringido.
b
w = R(l:nact,l:nact)\(Q\h); % R puede ser
singular (no checked)

if (max(abs(w)) <= 1) % then x is
optimal
xsol = x;
linorm = norm(res,b1);
return % TERMINATION OF THE PROGRAM
end

b

% Elimino del conjunto de ecuaciones activas
la ecuacion con

% indice IDELC, que corresponde que el valor
de W de mayor

%» magnitud. Actualiza el valor de NACT, y el
indice IDELC se

% permuta con el indice en INDX(IADDC). Se
modifica de manera

% correspondiente AZ, su factorizacion AZ=[Q1,
Q2]*R, GRDX y la

% proyeccion PROJ.

b

[“,ixw] = sort(abs(w)); 9’ ordena de menor a
mayor en magnitud
idelc = indxact(ixw(end)); % indice que

abandona INDXACT
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yA

% Actualizacion de NACT, INDX, INDXACT,
INDXRESO

pA

ixwpl = ixw(end)+1;

for i = ixwpl : iaddc

indx(i-1) = indx(i);

end

indx (iaddc) = idelc;

nact = nact - 1;

yA

% Actualizacion de AZ, factorizacion QR de AZ
, GRDX y PROJ

Q = eye(n); R = zeros(n,nact); %
factorizacion AZ (=0) = Id * R (=0)
Q1 = Q(:,1:nact); Q2 = Q(:,1:n);
proj = -h;
else % necesariamente NACT <
N
AZ = A(indx(1l:nact),:)"';
[Q,R] = qr(AZ);
Q1 = QC:,1:nact); Q2 = Q(:,nact+1:n);
end
proj = - sign(w(ixw(end)))*Q2*(Q2"')*A(indx(
idelc) ,:)';
grdx = h - sign(w(ixw(end)))*A(indx(idelc),:)

L
)

else

grdx = h;
end
%

% Ordena residuos positivos de ecuaciones no

activas

yA

YA

alpha = - ((res(indxresnO0) ./ (A(indxresnO, : )*
Projl));

kk = find(alpha > TOLZERO); itop = length(kk);
[alphasort, ixalphal] = sort(alpha(kk));

for i =1 : itop
if ((proj '*grdx) >= 2*xsigma(indxresnO (kk(
ixalpha(i))))*A(indxresnO (kk(ixalpha(i)))



end
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,:)*proj)
x = x + alphasort(i) * proj;
break
else
grdx = grdx - 2+*sigma(indxresnO(kk(ixalpha
(i))))*A(indxresnO (kk(ixalpha(i))) ,:)';
end
continue
end
YA
% Actualiza ecuaciones activas: INDX, NACT
A
nact = nact + 1;
ix = indx(nact); % permuta indx(nact+1) con
indxresnO (kk (ixalpha(i)))
indx (nact) = indxresnO(kk(ixalpha(i)));
indx (iaddc + kk(ixalpha(i))) = ix;
if (iaddc < nact)

iaddc = nact;
end
done = false;
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