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Resumen

El modelado y reconocimiento de rostros es actualmente un area en boga debido a la
multitud de aplicaciones que tiene su uso para distintas herramientas de modelado y apli-
caciones software; pasando desde el reconocimiento facial para acceso restringido a zonas
de trabajo, encontrar y detener criminales, lenguaje de gestos para interaccion hombre-
maquina; hasta otras finalidades mas lidicas como el uso de filtros en redes sociales o
simulacion y animaciéon en industrias de contenidos multimedia.

Este proyecto tiene como objetivo comprender las caracteristicas geométricas y topo-
logicas relativas a la forma y las deformaciones de la cara inherentes a los gestos del rostro
humano utilizando conceptos de Geometria Diferencial y Flujos de Curvatura. El enfoque
més simple consiste en considerar el rostro humano como una superficie suave a trozos
y segmentarlo en regiones segin las diferentes curvaturas de cada region, dividiendo la
cara en regiones elipticas, parabodlicas e hiperbolicas para el modelo topologico subyacente
del disco 2-dimensional. Esto resulta crucial para comprender y reconstruir los diferentes
gestos que puede realizar una persona, los cuales pueden emularse computacionalmente
mediante el uso de modelos elasticos sobre los que propagar deformaciones.

Aparte de este enfoque basado en modelos tedricos (top-down), lo mas habitual es
que estas labores se realicen a través de estrategias basadas en la recopilacion de datos
para su posterior procesado, Esta estrategia (bottom-up) permite reconstruir modelos
teoricos a partir de datos. La automatizacion utiliza técnicas basadas en Aprendizaje
Automatico de la forma y de su dinamica. En este trabajo se presentan también los
métodos para la captura de datos y el reconocimiento de caras, ejemplificando su uso
gracias a la implementacion del método eigenfaces.

Palabras claves: Cara humana, superficies suaves a trozos, curvaturas, formas fun-
damentales, flujos de curvatura, energia de Wilmore, SVD, PCA, LDA, eigenfaces.
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Abstract

Face modelling and recognition is currently a booming area due to the multitude
of applications that its use has for different modelling tools and software applications;
from facial recognition for restricted access to work areas, finding and stopping criminals,
gesture language for human-machine interaction; to other more playful purposes such as
the use of filters in social networks or simulation and animation in multimedia content
industries.

This project aims to understand the geometric and topological features related to the
shape and deformations of the face inherent to the gestures of the human face using con-
cepts of Differential Geometry and Curvature Flows. The simplest approach is to consider
the human face as a piecewise smooth (PS) surface and segment it into regions according
to the different curvatures of each region, dividing the face into elliptical, parabolic and
hyperbolic regions for the underlying topological model of the 2-dimensional disc. This is
crucial for understanding and reconstructing the different gestures a person can perform,
which can be emulated computationally by using elastic models on which to propagate
deformations.

Apart from this approach based on theoretical models (top-down), these tasks are most
commonly carried out through strategies based on data collection for further processing.
This strategy (bottom-up) allows theoretical models to be reconstructed from data. The
automation uses techniques based on Machine Learning of the shape and its dynamics.
This work also presents the methods for data capture and face recognition, exemplifying
their use thanks to the implementation of the eigenfaces method.

Key words: Human face, PS-surfaces, curvatures, fundamental forms, curvature flows,
Wilmore energy, SVD, PCA, LDA, eigenfaces.
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Capitulo 1

Introduccion

La cara humana es una superficie cambiante que presenta cierta complejidad. La ca-
racterizacion de la geometria y sus deformaciones topoldgicas para los gestos presenta
gran interés para la industria de contenidos multimedia (simulacion y animacion) o para
la comunicacion no-verbal vinculada a gestos (interaccion hombre-robot en Inteligencia
Artificial). Ambos aspectos se han venido desarrollando desde los anos sesenta. Desde el
punto de vista geométrico, la cara humana es una superficie suave a trozos que esté ca-
racterizada en cada punto por las curvaturas total y media. La evaluacion de estos datos
se lleva a cabo a partir de una estimacion de los datos tangenciales y normales en cada
punto. La Geometria Diferencial de Curvas y Superficies proporciona el marco inicial para
relacionar aspectos intrinsecos y extrinsecos.

Los gestos faciales se modelan como deformaciones de la geometria original que presen-
tan aspectos topologicos y cinematicos. Los aspectos topologicos se modelan inicialmente
en términos de un disco sobre el que se superpone una estructura diferenciable. La Geome-
tria Diferencial de la Forma utiliza resultados de la Geometria Diferencial de Superficies.
El tratamiento unificado con aspectos funcionales, motiva el desarrollo de un enfoque
basado en espacios de Banach.

Las deformaciones asociadas a gestos se describen de forma continua (usando campos
actuando sobre funciones) o bien de forma discreta (asociada a configuraciones dispersas
de “hechos significativos” como puntos aislados y segmentos de control). Si omitimos los
elementos més expresivos (0jos y boca), la cara es topologicamente equivalente a un disco
D?. La incorporacion de dichos elementos da lugar a un modelo topolégico subyacente dado
por una superficie con tres agujeros, que es topologicamente equivalente a la suma conexa
de tres toros. La localizacion relativa de los puntos de control facilita el soporte inicial para
una malla triangular que se reconvierte a cuadrangular como una aproximacion linear a
trozos a las parametrizaciones locales de superficies tipicas en Geometria Diferencial Local.
Las deformaciones se controlan inicialmente en términos de funcionales de energia ligados
a las curvaturas media y total.



Capitulo 1. Introduccion

En este trabajo nos centramos especialmente en problemas de modelado, incluyendo
los enfoques diferencial y estadistico, mas frecuentemente utilizados para abordar el re-
conocimiento de caracteristicas de la cara y su evolucién en gestos espacio-temporales.
Las dos estrategias mas utilizadas se etiquetan como: top-down (basada en el uso de
modelos tedricos construidos a partir de la Geometria Diferencial y la Topologia Alge-
braica) y bottom-up (basadas en datos de imagen o escaneos que proporcionan nubes
de puntos a agrupar). De este modo, la Topologia Algebraica proporciona el nexo entre
el enfoque ideal “suave” y el discreto (nubes de puntos) utilizando estructuras lineales a
trozos intermedias para el agrupamiento.

1.1. Estructura de la memoria

El trabajo se articula siguiendo un esquema en capitulos. El primero de ellos (que
en verdad es el Capitulo 2 de la memoria, pues el primero es el capitulo introductorio
inicial) es el relativo a la Geometria Diferencial de Superficies, donde se presentan
los fundamentos matematicos bésicos para el modelado del rostro, dando su definicion
general para variedades de cualquier dimension, concretando a posteriori su especificacion
en el caso de superficies. Esto se debe a que se adopta un modelo basado en apariencias, al
considerar la cara humana como una superficie suave a trozos, omitiendo las restricciones
a las que estaria sometida por las estructuras 6sea y muscular subyacentes a ella.

Igual que cualquier otra superficie, la cara humana puede descomponerse en regiones
con curvatura total de signo constante (positiva o negativa) separadas por curvas parabo-
licas (cejas, comisuras de labios, p.e.), que delimitan regiones elipticas de las hiperbdlicas.
En este capitulo 3, titulado Mapas de curvaturas, se introducen los conceptos y enun-
ciados que permiten dar esta descomposicién de la cara, viendo que a partir de ello es
posible tanto la caracterizaciéon como la reconstruccién del rostro.

La utilizacion de modelos basados en la Geometria Diferencial de Superficies y la carac-
terizacion de superficies en términos de las curvaturas media y total sugieren el desarrollo
de modelos basados en Flujos de Curvatura. Este enfoque permite hacer compatible la
Geometria Diferencial de la cara humana con los procesos de propagacion asociados a la
generacion de gestos. En esta memoria se utiliza una version simplificada basada en la
deteccién y posterior acoplamiento entre diferentes componentes de la cara. Las compo-
nentes se caracterizan geométricamente en términos de regiones sobre las cuales el signo
de la curvatura total es constante.

Para realizar la descomposicion de la cara en dichas regiones (proceso etiquetado
como “segmentacion”), suponemos que los puntos de control se desplazan de acuerdo con
modelos elésticos a lo largo de pequenos trozos de curvas integrales que deforman la malla
asociada la superficie de la cara. La extension asociada a la propagacion de los impulsos
elasticos en cada punto de control da lugar a solapamientos y generacion de regiones de
conflicto (puntos y curvas) que se describen como singularidades de la aplicacion de Gauss
que, a cada punto p € M, asocia su espacio tangente 7,,M. Este enfoque es el adoptado
en los Capitulos 4 y 5.

2 Alejandro Barrio Mateos



1.1. Estructura de la memoria

El primero de ellos, Evolucién de superficies bajo flujos de curvatura, esta
basado en el articulo homoénimo de Mumford et al. [31], donde se presenta tanto el concepto
de Flujos de Curvatura como su efecto sobre las singularidades mas sencillas que se pueden
presentar para aplicaciones entre superficies, dando un ejemplo practico sobre el rostro
humano.

Por otra parte, el Capitulo llamado Enfoque variacional pretende dar una version
alternativa de dicho modelado en términos de “caracterizacion de la esfericidad” de las
componentes que conforman el rostro. En concreto, es el punto de partida ideal para
la representacion de gestos tal y como se hace en animacion, a través de técnicas de
Geometria Computacional Conforme para el anélisis de la variacion de la superficie. Como
alternativa, también se presentan de manera somera otros flujos de los que poder extraer
informacion geométrica.

Por ultimo, el Capitulo 6 introduce las estrategias bottom-up ya mencionadas previa-
mente, que en castellano podrian traducirse como Estrategias basadas en los datos.
Se presentan los principales métodos para la captura de datos y el reconocimiento de
rostros, poniendo como ejemplo el funcionamiento de la estrategia eigenfaces, la cual se
ha implementado en Python a través de un cuaderno de Jupyter (consultar Anexo [A.1)).

A modo de colofén, se presentan las conclusiones finales del trabajo, asi como diver-
sos retos y enfoques alternativos que no han podido desarrollarse en profundidad en la
memoria debido a las limitaciones de extension del Trabajo Fin de Grado.

Alejandro Barrio Mateos 3
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Capitulo 2

(Geometria Diferencial de

Si buscamos en Internet cualquier modelo de cara
humana, aparecen resultados analogos a la figura adya-
centeEI: una superficie en la que se aprecian cambios de
curvatura més significativos en la zona de los ojos, la
nariz, y la boca.

Al observar atentamente el modelo estatico, vemos
que es una superficie conexa sin agujeros —al contra-
rio de lo que ocurre con la cara humana real—, ya que
asf resulta mas facil de modelar. Los agujeros de la na-
riz, por ejemplo, inicamente son concavidades que simu-
lan ser orificios. Gracias a dicha simplificacion, podemos
realizar una representacion efectiva a partir de curvas
y superficies, adaptando el modelo topolégico del disco
2-dimensional D?.

No obstante, para realizar el modelado con més deta-
lle, es preciso introducir nociones béasicas que permitan

dar dicha descripcion en los términos mas simples posibles compatibles con el caracter
curvado del soporte. Por ello, a lo largo de esta secciéon revisamos resultados clésicos de la
Geometria Diferencial de Superficies, a partir de los cuales se puede dar una representacion

Superficies

basada en datos reales recogidos a partir de datos experimentales.

2.1. Nociones basicas

Una cara humana es una superficie contenida en una regién cuboidal del espacio car-
tesiano acotada por anchura, altura y profundidad. Por ello, trabajaremos en R3. Para
facilitar el modelado, es necesario extender el marco inicial de superficies suaves al marco
PS (Piecewise Smooth; suave a trozos), o PL (Piecewise Lineal; lineal a trozos) como

aproximacion al marco PS.

Tmagen extraida de https://free3d.com/3d-model /head-basemesh-1383.html


https://free3d.com/3d-model/head-basemesh-1383.html

Capitulo 2. Geometria Diferencial de Superficies

La nocioén intuitiva de variedad suave m-dimensional M procede del pegado de tro-
zos llamados “cartas” (U, ¢), que son localmente equivalentes mediante difeomorﬁsmosﬂ
locales al espacio cartesiano R™. Esta construcciéon permite extender el Célculo Diferencial
e Integral al caso de variedades usando las condiciones de compatibilidad sobre intersec-
ciones de abiertos, U; N Uj, y las particiones de la unidad para el Calculo Integral. Esta
descripcion se adapta a PS-modelos deformables para la cara humana. La evaluacion y
control de las deformaciones requiere algiin tipo de métrica que afecta a las funciones y a
los elementos de control. Para ello, introducimos las siguientes nociones:

Definicion 2.1. Un espacio normado es un par (E.|.||) en el que E es un espacio

vectorial, y la aplicacion ||.|| : E — R una norma. En caso de que su métrica asociada
d(e1,es) = |ler — el sea completa, el par anteriormente definido se denomina espacio
de Banach.

Definicion 2.2. Sea X un espacio topoldgico. Una carta local en X es un par (U, )
donde U es un abierto de X y ¢ es un homeomorfismo de U C X en un subconjunto abierto
de un espacio de Banach. Un C*-atlas de X es una familia de cartas A = {(U, ;) bier
tal que:

1. X - UiEIUi

2. Dos cartas cualesquiera de A son compatibles en el sentido de que la aplicacion
solapada entre dos de sus miembros es un C*-difeomorfismo (la aplicacién sola-
pada de (U;, 0;), (Uj, ;) € A, con Uy N U; # 0, es @i = ;0 05 ouwinu,); siendo
©i(U; N U;) abierto y @j; un C*-difeomorfismo).

Definicién 2.3.

» Dos C*-atlas A, y Ay se denominan C*-equivalentes si A, U Ay es también un
C*-atlas (compatibilidad con las topologias subyacentes a cada atlas).

» Una clase de equivalencia de C*-atlas en X se conoce como una estructura C*-
diferenciable D para k = co.

» La union de C*-atlas Ap = U{A|A € D} es el atlas mazximal de D y (U, ) € Ap
es una carta local admaisible.

» Si A esun CF-atlas en S, la union de todos los atlas equivalentes a A es la estruc-
tura C*, diferenciable en el caso k = co, generada por A.

» Una variedad diferenciable M es un par (X, D) en el que X es un espacio topo-
logico pamcompact conexo y D una Ck-estructura diferenciable sobre X.

2Un difeomorfismo es un homeomorfimo (aplicacién biyectiva y bicontinua) diferenciable con inversa
diferenciable.

3Un espacio topolégico paracompacto es aquel en que todo recubrimiento abierto admite un refina-
miento abierto localmente finito.

6 Alejandro Barrio Mateos



2.2. Fibrado tangente

Para el estudio local de variedades, es conveniente considerar funciones f : M — N
entre variedades definidas localmente en entornos U,V de p € M y f(p) € N. Dos de
estas aplicaciones son equivalentes en p € M si coinciden en el entorno W =U NV de p.
Asi, dentro del conjunto de aplicaciones diferenciables

{f | f:U— N,para un entorno U de p € M},
tenemos la relaciéon de equivalencia:
f ~ g < IWentorno de p tal que flw = glw

Definiciéon 2.4. Una clase de equivalencia de dicha relacion se denomina germen de una
aplicacion M — N en torno a p. Se denota a partir de su representante f; f : (M,p) — N
6 f:(M,p)— (N,q) si f(p) = q. Un germen de funcion es un germen diferenciable
(M, p) — R. El conjunto de todos los gérmenes de funciones en torno a p € M se designa

Oump-

2.2. Fibrado tangente

Para describir la superficie S de una cara humana, debemos caracterizar sus pro-
piedades geométricas en términos de la geometria de curvas y superficies en un espacio
tridimensional. Los gestos faciales se modelan en términos de aplicaciones f : S — Sy
entre superficies. Para ello, debemos adaptar las nociones del célculo diferencial sobre cur-
vas y superficies. Ello incluye el estudio de vectores tangentes a curvas ubicadas en una
superficie, donde dicho vector tiene una correspondencia intuitiva con la idea de “vector
velocidad”.

Definicion 2.5. Sea M una variedad y consideremos p € M. Una curva en M es una
aplicacion ¢ : I — M de clase C* de un intervalo I C S C R en M, tal que 0 € I y
¢(0) = p. Dadas dos curvas ¢y y ca en p, asi como (U, ) una carta admisible donde p € U,
decimos que ¢1 y ¢y son tangentes en p con respecto a ¢ si (p o) (0) = (pocg)(0).

Dos curvas son tangentes en (U, ) si tienen los mismos vectores tangentes en dicha
carta. Esta nociéon es independiente de la carta escogida en virtud del resultado
siguiente:

Proposicion 2.1. Sean ¢; y ¢y dos curvas enp € M y (U, ¢1), (Us, ¢2) cartas admisibles.
Entonces, c1 y co son tangentes en p con respecto a o1 st y solo si son tangentes en p con
respecto a ps.

Demostracion. Si fuese necesario, tomamos restricciones para suponer U; = Us. En virtud
del teorema de la aplicaciéon compuesta,

(p20¢1)'(0) = (p20¢2)(0) & ({20 1) 0 (p10c1))(0) = ((p2 0 ¥1) 0 (1 0 ¢2))(0),

que es equivalente a (¢; 0 ¢1)'(0) = (¢1 0 ¢2)(0) -

Alejandro Barrio Mateos 7



Capitulo 2. Geometria Diferencial de Superficies

Como consecuencia, se tiene que la tangencia en p € M es una relaciéon de equivalencia
entre las curvas en p. Una clase de equivalencia de estas curvas se puede representar como
[c]p, siendo ¢ el representante de dicha clase.

Definicion 2.6. Para una variedad M y considerando p € M, el espacio tangente a
M en p es el conjunto de clases de equivalencia de curvas tangentes en p:

T,M ={[c], | c esuna curva tangentes en p}.

Para un subconjunto A C M, TM|s = UpeaT,M. Denominamos fibrado tangente de
la variedad M a la 4-tupla (TM,m, M, F') donde TM es el espacio total, m : TM — M es
la proyeccion natural sobre el espacio base M y F' = R™ la fibra genérica. La aplicacion
a2 TM — M definida como ma([c],) = p es la proyeccion del espacio total de M.

Se verifica también que existe un recubrimiento U = (U;);c; por abiertos U; de M tal
que la trivializacion local 7= 1(U;) ~c U; X R™ (equivalencia local entre variedades) se
restringe a un isomorfismo (no-canénico) de la fibra T,M := 7= *(p) ~g {p} x R™, con la
fibra genérica como espacios vectoriales.

Dada una C'-aplicacién entre variedades, la aplicacion tangente se define empleando
la nocién anterior:

Definicién 2.7. Sea f : M — N una aplicacion de clase C*. Definimos la tangente de
feomoTf:TM — TN, donde Tf([c|,) = [f oclpp-

Para el estudio local de variedades, aparte de ésta definicion geométrica (1), sera
conveniente considerar la nocion de espacio tangente en el marco algebraico (2) o analitico
(3). En ambos casos debemos recurrir al concepto de germen de C*-funcién presentado
previamente. El objetivo de las diferentes aproximaciones al problema consiste en modelar
el comportamiento de primer orden de C*-funciones sobre la variedad para k = oo (caso
diferenciable), k = w (caso analitico) o k = racional (caso algebraico). El formalismo es
similar usando la estructura de anillo local para el conjunto de gérmenes de funciones y
de modulo sobre dicho anillo para las derivaciones o las diferenciales. En el caso suave o
diferenciable se tiene:

Definicién 2.8. El espacio tangente T,M a la variedad diferenciable M en el punto p
es el espacio vectorial real de las derivaciones de Oyr,p. Una derivacion de Oy, es una
aplicacion lineal, X : Opnp(p) = R, que cumple la regla del producto

X(¢-¢)=X(9)-@(p)+ o(p) - X ().

En otras palabras, la definicion algebraica (2) introduce el fibrado cotangente en tér-
minos de aplicaciones lineales sobre el espacio tangente. Formalmente, se puede describir
como el espacio I'/I? de las formas iniciales, donde I* es el ideal cuyo término de menor
orden tiene grado ¢. En particular, esta caracterizacion identifica el cociente con el espa-
cio de funciones (diferenciables, analiticas, algebraicas) lineales o de primer orden. Este
enfoque es el mas utilizado en Geometria Algebraica y Geometria Analitica (GAGA).
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2.2. Fibrado tangente

Desde el punto de vista analitico (3), la derivacion D de una funcion f en un punto P

tinicamente recurre a los valores de la funcién en dicho puntd’ Sustituyendo la funcién
por su desarrollo de Taylor, en virtud de la regla de Leibnitz, se tiene que D@ depende
tnicamente de su parte lineal. Por tanto, Df depende tnicamente de los términos de
primer orden de f. Como consecuencia, una vez fijadas coordenadas locales, la represen-
tacion local del espacio tangente a la aplicacion se redescribe en términos de la matriz
jacobiana Df = g—ﬁ_.
Definicion 2.9. Un vector tangente en p € M es una correspondencia que a cada
germen de una carta h : (M,p) — (R",0) en torno a p asocia un vector v € R"™ con orden
de contacto > 2 en p € M. Asi, al germen g o h le corresponde el vector Dg, o v; siendo
g un cambio de cartas y Dgo la matriz jacobiana en el origen. Si se denota como K, al
conjunto de los gérmenes de cartas h : (M,p) — (R™,0) y G el conjunto de gérmenes
wnvertibles, el espacio tangente T,M es igual al conjunto de aplicaciones v : K, — R
tales que v(g o h) = Dgy o v(h), para todo g € G.

Una vez presentadas las tres definiciones, daremos una demostracion breve de la equi-
valencia entre ellas. Una demostracion mas detallada puede encontrarse en [14]. De forma
complementaria, en [30] se muestra que las nociones precedentes son equivalentes entre
si; para mas detalles, ver [51].

Proposicion 2.2. Las tres definiciones de espacio tangente -geométrica (1), algebraica
(2) y analitica (3)- vistas anteriormente son equivalentes entre si.

Demostracion.

(1) = (3) Sea 7 una curva en M tal que v(0) = p. Entonces, D(f) = (f ov)'(0) es
un punto de derivaciéon en p que depende tinicamente de la clase de equivalencia de v en
T,M.

(3) = (1) Sea f una funcion diferenciable con desarrollo de Taylor centrado en el
punto p dado como Zi:L_“ . cix'. Entonces, para cualquier derivacion en p, obtenemos
que Df =c¢1Dxy + ... + anxn gracias a la regla de Leibnitz. Asi, D se corresponde con
el vector tangente (D, ..., Dz,,).

(3) = (2) Sea D la derivacion en un punto p. Por la regla de Leibnitz, sustituyendo la
funcién por su desarrollo de Taylor, vemos que f € I'/I?. Por tanto D es una aplicacién
lineal en (I'/I?)* (el dual del espacio cotangente, el propio espacio tangente).

(2) = (3) Sea | € (I'/I?)*. Basta con definir la derivada en un punto como Df =

I(f = f(p)+ %) O

Si prescindimos de la estructura musculo-esqueletal del craneo, una caracterizacion
més facil de visualizar de un modelo topologico simplificado (sin agujeros) de la cara
humana en términos de las apariencias visuales es la siguiente:

4Ver p.e. [10]. La aplicacion presentada en la Definicién es una aplicacién lineal sobre el anillo local
de las funciones regulares que verifica la regla de Leibnitz.
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Capitulo 2. Geometria Diferencial de Superficies

La superficie S C R? de la cara humana se obtiene pegando cartas locales (U, ¢) para
S. El plano tangente en cada punto p = ¢(u,v) € S proporciona una aproximacion
de primer orden. Se describe en términos del subespacio generado por las derivadas
parciales de las curvas coordenadas, ¢, (u,v) y ¢,(u,v), en cada punto. El fibrado
tangente es la uniéon disjunta de los espacios tangentes en cada punto de la superficie.

2.3. Fibrado normal

Ademas del espacio tangente T,M, el otro elemento clave que debemos considerar
para el modelado local de la superficie esta dado por el vector normal en cada puntdf]. El
empleo de vectores normales para modelar la geometria cambiante de objetos complejos
es una técnica usada con mucha frecuencia en Informatica Gréfica; en particular, permite
reproyectar la informacion radiométrica (color e iluminacion, p.e.) contenidas en el espacio
3D. Este método, que se basa en la manipulaciéon de los vectores normales para lograr
dicho efecto, se conoce como bump mapping.

TTTTL
it A A prrrt AN AN

Figura 2.1: Vectores normales de una superficie Figura 2.2: Emulacion de irregularidades gracias
que presenta irregularidades. Fuente: [22] al uso de bump mapping. Fuente: [22]

En términos més formales, la manipulacién de los vectores normales modifica el fibrado
normal de la superficie mediante deformaciones y, por consiguiente, el tipo de inmersion
en R3. La idea matematica subyacente al bump mapping es introducir y superponer distri-
buciones radiométricas (intensidad en escala de grises, color, texturas, radiancia...) sobre
la superficie S y controlar su variaciéon en términos del fibrado normal. Un ventaja es el
menor coste computacional de la representacion tangencial. Esta idea se ve claramente

gracias a las Figuras 2.1y 2.2

Definicién 2.10. Dada una inmersion f : S — R3 de una superficie S, el espacio
normal en cada punto es el cociente T,R? |g por el subespacio T,S. El pegado de todos
ellos proporciona el espacio normal a la variedad, conocido como fibrado normal; N;.

Estos cocientes se pegan en el fibrado normal usando las cartas locales de S como
subvariedad de R?, obteniéndose el susodicho fibrado N} a la inmersion f, al cual se
denota también como Ng/ps. La gestion conjunta de la informacion tangencial y normal
se lleva a cabo en términos de secciones que se caracterizan a continuacion.

e . L. . . ., . . .
°Si la superficie estd inmersa en espacios de dimensiéon superior a tres se considera el subespacio
normal en vez de simplemente el vector normal.
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2.3. Fibrado normal

Definicion 2.11. Sean U C M un abierto de M y F' un espacio vectorial f-dimensional.

s FEl producto cartesiano U X E es el espacto total de un fibrado trivial con espacio
base U y aplicaciéon proyeccion U x ' — U. FEste fibrado tiene f secciones
linealmente independientes, correspondientes a los elementos de una base de la fibra

F.

» Una seccion local s : U — 71 (U) es una C*-aplicacion tal que 7o s = 1y
(aplicacion identidad). En particular, la aplicacion U — U x {0} es la seccion
nula.

» Para cada punto base u € U, 7 (u) ~ {u} x E (isomorfismo no-candnico, pues
dependen del punto base) es la fibra de u.

Observacion. FEl fibrado normal a la superficie que representa la cara humana tiene
rango 1 (al ser el espacio cociente S/R3), lo cual facilita la descripcion de modelos de
pPropagacion.

La comparacion entre caras o el seguimiento de expresiones faciales se realiza usando
estructuras superpuestas, dadas por aplicaciones entre fibrados. Por ello, es necesario que
desarrollemos dicha terminologia. Un morfismo entre fibrados & = (Fy,m, By, F1)
y & = (Fa,ma, Be, Fy) es esencialmente una aplicacion que lleva fibras de & en fibras
de & ; mas formalmente, un par de aplicaciones F' : £y — FEy y f : By — B, tal
que m o ' = f om. Usando las trivializaciones locales, se describe en términos de los
homomorfismos que aplican una fibra a otra, designdndose el conjunto de éstos como
L(F, F"). Empezamos con el caso méas simple correspondiente a fibrados triviales.

Definicién 2.12. Sean U, x Fy y Uy x Fy fibrados vectoriales y f : Uy — Us una C*-
aplicacion. Cualquier aplicacion lineal entre las fibras da lugar a una C"-aplicacion entre
fibrados. ¢ : Uy x Fy — Uy X Fy. Esta descripcion local se extiende al caso global usando
cartas y el espacio vectorial L(Fy, Fy) de las aplicaciones lineales entre las fibras, dando
lugar a la nocion de homomorfismo entre fibrados vectoriales (F, f).

» Si la fibra es inyectiva (resp. suprayectiva) para cualquier by € By, se tiene un
monomorfimso (resp. epimorfismo) de fibrados vectoriales.

= Sies un isomorfismo en un punto se obtiene un isomorfismo local entre fibrados,
siendo global en caso de darse para cualquier punto base by € B;.

La clasificacion maodulo isomorfismo proporciona los tipos bdsicos de fibrados sobre una
variedad M.

Los isomorfismos proporciona un criterio teérico para el reconocimiento de la cara hu-
mana en términos de miltiples datos representados mediante vectores y parametros (aso-
ciados a condiciones radiométricas, p.e.). Los modelos mas simples para las deformaciones
(relacionados con la generacion de gestos) utilizan aplicaciones regulares (monomorfismos
vs epimorfismos) entre fibrados.
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Capitulo 2. Geometria Diferencial de Superficies

La gestion computacional se lleva a cabo usando técnicas de valores propios asociados
a las estructuras bésicas de tipo tangencial o normal. El modelo estructural para esta
ultima se describe usando la aplicacion de Gauss sobre la superficie, que nos da el vector
normal a la misma en cada punto. Un anélisis més detallado se presenta en la Seccion [2.8

2.4. La cara como union de subvariedades

La cara humana no presenta una estructura simple como superficie diferenciable. Un
ejemplo tipico de variedad con diferentes comportamientos para la curvatura total es el
toro T?, en el que dos circunferencias (curvas parabdlicas) separan componentes elipticas
e hiperbdlicas. En el caso de la cara humana, la presencia de curvas parabolicas (en las
cejas, p.e.) o de aristas de retroceso (en los extremos de las comisuras de los labios, p.e.)
motivan una “segmentacion” como uniéon disjunta de componentes con curvatura total
de signo constante. De esta forma, la cara se compone de variedades méas pequenas que
unimos en una mayor. La descomposicion de la cara en componentes se formaliza en
términos de la nocién de subvariedad.

Definicion 2.13. Una subvariedad de una variedad M es un subconjunto B C M, con
estructura de variedad compatible con la estructura diferenciable de M ; es decir, para cada
b € B, existe una carta local admisible (U, ) en M conb € U tal que ¢ : U — E X F y
p(UNDB)=eU)N(Ex{0}).

Para facilitar la comparacion entre variedades y subvariedades, es necesario contar con
criterios de caracterizaciéon que minimicen el uso de cartas. Las submersiones e inmersio-
nes proporcionan criterios de caracterizacion para las subvariedades. El Teorema de la
funciéon implicita es la clave para las formas locales de una submersién e inmersion
como aplicaciones regulares; es decir, cuya diferencial tiene rango méximo. Este Teorema
permite dar una expresion local de la regularidad en términos de proyecciones lineales o de
subespacios lineales. Las demostraciones detalladas de estas caracterizaciones se pueden
ver en |[1].

Definicion 2.14. Sean M, N wvariedades y f : M — N de clase C*, con k > 1. La
aplicacion f es regular en p € M si su dfierencial tiene rango mdzximo igual al minimo
de m = dim(M) yn = dim(N). El caso mas simple corresponde a funciones N = R.

» Un punto q € R es un valor regular de f si, para cada p € f~'({q}), la diferencial
d,f es sobreyectiva. Denotamos por Ry al conjunto de valores requlares de f. Notese

que (N\f(M)) C Ry C N-.

» Si, para cada p € S, Ty M es sobreyectiva, se dice que f es una submersion en S.
Por lo tanto, ¢ € Ry si y sdlo si f es una submersion en f~1({q}). En el caso en
que T,f no es sobreyectiva, p € M es un punto critico y g = f(p) € N un valor
critico de f.

A modo de ejemplo, la aplicaciéon altura de la esfera sobre la linea recta tiene dos
puntos criticos a los que se llaman polo Norte y Sur, respectivamente.
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2.4. La cara como unién de subvariedades

Teorema 2.1 (Teorema de submersion). Sea f : M — N de clase C* y q¢ € Ry.
Entonces, el conjunto de nivel f~'(q) ={p€ M | f(p) =q} es una subvariedad cerrada
de M con espacio tangente T,f~'(q) = ker T, f.

Demostracion.

Si f~*(q) = 0, el teorema se cumple.

En caso contrario, para p € f~1(q) podemos encontrar cartas (U, @) y (V,1) tales que
pelU, f(U)CV,o:U—=U xV',pp) =(0,0),y:V>Vyfu:UxV—=V esla
proyeccion sobre la segundo componente; en virtud del Teorema de la funcién implicita.
Como (U N f~Y(q)) = f,:(0) = U’ x {0}, se obtiene qoue f~(q) es subvariedad.

Por ultimo, al ser f,, la proyeccién sobre la segunda componente, donde U' C E'y
V' C F, tenemos que Tu(fg;;(())) =T, U = E =ker(T,f,y) para u € U’, que es la version
local de la parte final del enunciado. m

Recordemos que una aplicacion lineal f : V' — W entre espacios vectoriales es supra-
yectiva (resp. inyectiva) si ker(f) = 0 (resp. coker(f) = W/f(V) = 0). Las condiciones
de ser inyectiva o suprayectiva son duales entre si. Por consiguiente, las condiciones locales
de inmersion y submersion para variedades (o de monomorfismo y epimorfismo entre fibra-
dos) también lo son. Sin embargo, la caracterizacion global de una inmersion (localmente
dual de la submersion) no resulta igual de sencilla.

Definicion 2.15. Una aplicacion f : M — N de clase C*, k > 1 es una inmersion en
p st la diferencial d,Tf es inyectiva. Es una inmersion global, si es una inmersion local
para cualquier p € M.

Teorema 2.2 (Teorema de inmersion).
Para una aplicacion f: M — N de clase C", r > 1, son equivalentes:

1. f es una inmersion en p;

2. Ezisten cartas (U, ) y (V) conpe U, f(U)CV,p:U—=U,9:V=>U xV’
y o(p) =0 tal que fuy : U = U x V' es la inclusion u — (u,0);

3. Existe un entorno U de m tal que f(U) es una subvariedad de N y f|y un difeo-
morfismo de U en f(U).

Demostracion.

(1) & (2) se da gracias al teorema de inmersion local.

(2) = (3) De nuevo, gracias al teorema de inmersion local, podemos escoger U y V
de tal forma que f(U) es una subvariedad de V. Ademés, al ser V' C N abierto, f(U)
es una subvariedad en N. La implicacion restante la obtenemos gracias a la definiciéon de
subvariedad. O

Definiciéon 2.16. Si f : M — N es una inmersion inyectiva, f(M) es una subvariedad
imersa de N.
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Capitulo 2. Geometria Diferencial de Superficies

El objetivo siguiente consiste en caracterizar bajo qué condiciones la subvariedad in-
mersa es un variedad diferenciable. Una subvariedad inmersa puede tener cruzamientos
normales (tangentes normales en un punto, como en el caso de nodos ordinarios, p.e.) o
bien presentar un “comportamiento patologico en el infinito” (como espirales o modelos
suaves de fractales, p.e.). Para evitar estos problemas en el marco geométrico cléasico, se
anaden las condiciones de ser inyectiva y propia. En el marco funcional desarrollado en
este trabajo se adopta una formulaciéon mas topologica.

Definiciéon 2.17. Una inmersion f : M — N que es un homeomorfismo en f(M) cuya
topologia es la heredada de N, se denomina embebimiento.

Por lo tanto, si f : M — N es un embebimiento, f(M) es una subvariedad de N. En
concreto, gracias al siguiente teorema podemos garantizar las condiciones bajo las cuales
una inmersion es un embebimiento (menos restrictivas que el hecho de que la aplicacion
sea propia). La demostracion de éste resultado consiste en aplicar de manera directa la
definicion de topologia de subespacio (consultar [1| para méas detalles).

Teorema 2.3. Una inmersion inyectiva que es una aplicacion abierta o cerrada en su
imagen es un embebimiento.

Por tltimo, como contrapartida al concepto de tangencia ya visto anteriormente, da-
remos una primera introduccion a la idea de transversalidad, el cual puede considerarse
como la nocién “opuesta”. Decimos que dos subvariedades M; y My de N son transversales
en p € M; N M, si sus espacios tangentes, T,M; y T, M,, generan el espacio tangente 7, N
de N en p. Las variedades son transversales si dicha condicién se verifica para cualquier
punto p € M;N M. En particular, dos curvas tangentes en el espacio no son transversales
(aunque tengan tangente linealmente independiente en cada punto de interseccion). La
definicion siguiente extiende esta idea intuitiva al caso relativo:

Definicién 2.18. Una aplicacion f : M — N de clase C*, k > 1, se denomina transver-
sal a la subvariedad P de N (representado como f M P) si f~Y(P) =0; 6 si se cumple,
para todo m € f~Y(P), lo siguiente:

T1 (T f)(TnM) + Ty P = Ty N, y
T2 La imagen inversa de Truy P, (T f) ™ (Tim)P), se escinde en T,, M.

Teorema 2.4 (Teorema de la aplicacion transversal). Sea f: M — N una aplicacion de
clase C* y W una subvariedad de N. Si f ® W, entonces f~1(W) es una subvariedad
de M y T,(f~*(W)) = (T,f) " (TrpW) para todo p € f~(W). Si W tiene codimension
finitdf| en N, entonces codim(f~1(W)) = codim(W).

Este teorema, cuya demostracion detallada puede encontrarse en [1], es una version

global del Teorema de submersion ya visto, que resulta igual para el caso en que W es un
punto.

5Dada una subvariedad B de una variedad M, su codimensién es la del espacio cociente con respecto
al espacio tangente a la variedad en que estd inmersa; codim(B) = dim(M) — dim(B). Esta definicion
resulta andloga a la utilizada para espacios vectoriales.
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2.5. Campos vectoriales

2.5. Campos vectoriales

Para poder trabajar de forma global y més simple con los fibrados normal y tangente,
recurriremos a la nocion de campos vectoriales. Estos nos permitiran estudiar méas adelante
las deformaciones de la cara para la expresion de gestos faciales. El soporte para los
procesos de propagacion (para rellenado o modelado de gestos) y las restricciones asociadas
a la estructura de la cara (modelos locales de tipo elastico), estd dado por los mapas de
curvatura de la cara. Por ello, la caracterizacion de gestos faciales resulta méas natural si
se formula en términos geométricos.

Definicion 2.19. Sea M wuna variedad. Un campo vectorial sobre M es una seccion
local s : U — TU = U xR™ del fibrado tangente tpy = (T'M, 7, M,R™) de M. El conjunto
de todos los campos vectoriales en M de clase C* se denota X*(M), 6 X>°(M) en el caso
C>. FEste conjunto tiene una estructura de Ox-mddulo sobre el anillo de las funciones
C*-regulares sobre X .

Por lo tanto, un campo vectorial X sobre una variedad M es una C*-aplicaciéon

X:ML M talque X(p)€T,M, VYme M.

Dicho de otra forma, tnicamente asigna a cada punto de M un vector basado en dicho
punto. En el marco analitico (convergencia local para desarrollos en serie en cada punto),
podemos representar cada campo como X =) . xia%i‘ De nuevo, veamos estos conceptos
enfocados al caso que nos ocupa.

Dada una superficie S, un campo vectorial sobre ¢l es una aplicaciéon X : S — R3
que a cada punto p € S le asigna un vector X (p) € R3. El fibrado tangente esta
generado por los campos vectoriales tangentes X (p) € 1,,S para p € S. El fibrado
normal esta generado por los campos X (p) tales que (X (p),v) = 0;Vv € T,S.

Los campos vectoriales en sistemas dinamicos proporionan los ejemplos mas simples
para describir una evolucién variable a lo largo del tiempo. Los flujos son los “paquetes”
de soluciones locales asociados a los campos. Para analizar dicha evolucion, es necesario
considerar la idea de cajas de flujo.

Definicion 2.20. Sea M una variedad y X € X*(M),k > 1. Una caja de flujo de X
en p € M es una terna (Uy, a, F) donde:

1. Uy C M es abierto, p € Uy y a € Ry U{oo};
2. F:Uyx I, — M es de clase C*, siendo I, = (—a,a);

3. Para cada u € Uy, ¢, : 1, = M definido como c¢,(t) = F(u,t) es una curva integral
de X en el punto u;

4. Fy - Uy — M definido como Fi(u) = F(u,t) cumple que, para t € I,, Fy(Uy) es
abierto y Fy es un C*-difeomorfismo en su imagen.
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Capitulo 2. Geometria Diferencial de Superficies

Esto puede verse de manera mas simple si consideramos que el flujo es la extension
al caso de variedades de las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (EDO) con condiciones
iniciales prefijadas verificando restricciones tipo Lipschitz, correspondientes a la acotacion
polinomial en la variacion del vector tangente en cada punto.

B (t) = Ah(t),
h(0) = u.

Asi, el flujo lineal 6 caja de flujo asociado al campo vectorial X, es la familia unipa-
ramétrica de aplicaciones que son soluciéon del problema planteado previamente:

{hy: U = U | h(u):=eu} donde teclCR.

El Teorema de existencia y unicidad de las EDO justifica la nocién introducida de flujos
locales sobre superficies y su extension al caso global.

2.6. Campos vectoriales como operadores diferenciales

Ademas del enfoque dindmico presentado anteriormente, también podemos estudiar
los campos vectoriales desde un punto de vista algebraico, que proporciona una unifica-
cion con las Geometrias Algebraica y Analitica, asi como con el enfoque funcional y sus
aplicaciones. Nuestro primer objetivo es la adaptacion a (aplicaciones entre) variedades
de una manera sencilla. Una motivacion esta vinculada a la idea clésica de desplazamien-
tos infinitesimales como deformaciones de una caja de flujo. Para concretar dicha idea,
presentaremos los siguientes conceptos:

Definicién 2.21.

1. Sea ¢ : M — N una aplicacion de clase C* entre variedades y f € C*(N,R). Defi-
nimos la imagen inversa ¢ pull-back de f por ¢ como o*f = fop e C"(M,R).

2. Si f es un C*-difeomorfismo y X € X*(M), la imagen directa ¢ push-forward
de X por ¢ se define como p, X =Tpo X op~t e X*(N).

Ambas nociones pueden intercambiarse con facilidad, simplemente considerando la
aplicacion inversa entre variedades (pasar de ¢ a ¢~ !), ie., definiendo ¢, = (o7!)%;
analogo en el caso restante. Por lo tanto, la imagen directa de una funcién f sobre M es
o« f = fop~!ylaimagen inversa de un campo vectorial Y sobre N es 0*Y = (Tp) oY ogp.

No obstante, para realizar esta comparacion entre variedades imponemos inicialmente
que ¢ sea un difeomorfismo (a causa de la definicion de imagen directa). Mas adelante
relacionamos objetos presentes en dos variedades distintas usando condiciones més gene-
rales.

Definicion 2.22. Sea ¢ : M — N una aplicacion de clase C* entre variedades. Se
dice que los campos vectoriales X € X*"Y(M) e Y € X*Y(N) estin p-relacionados
(X ~,Y)siTooX =Y oo.
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2.6. Campos vectoriales como operadores diferenciales

@ = push forward

objects defined on M

N

objects defined on N

¢* = pull back

N

Figura 2.3: Imagen directa (push-forward) e inversa (pull-back). Fuente: [1]

A continuacion, estudiamos como acttian los campos vectoriales sobre funciones en
términos de la derivada direccional. Sea f : M — R, porloque T'f : TM — TR = R x R.
Sabemos que el vector tangente a R en A € R se puede expresar como (\, i), asi que T'f
actuando sobre un vector v € T, M puede escribirse como:

Tf-v=(f(p),df(p)-v).

Asi, para cada p € M, df(p) € T M. Por lo tanto, df es una seccion del dual 7" M del
fibrado tangente a la que se llama un covector 6 una 1-forma o un co-campo vectorial.

Definicion 2.23. La 1-forma df : M — T*M definida de esta manera se denomina
diferencial de f.

Para facilitar la comprensién de esta idea, la adaptamos al caso de variedades de
dimension 2.

Dada una superficie S y la funcion f : S — R, la diferencial de ésta se extrae a
partir de la obtenida por la funcién diferenciable asociada de R? en R. En concreto,
dada una curva a : (—¢,€) — S que cumple a(0) = p y o/(0) = v, la diferencial se
computa

By() = limof(@(0).

Utilizando las nociones anteriores, introducimos el concepto de derivada de una funcién
a través de un campo vectorial:
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Definicion 2.24. Sea f € C*(M,R) y X € X*Y(M),k > 1. Definimos la derivada de
Lie ¢ direccional de | a lo largo de X como

af

Lxf=X[f]=df - X = X; € XF2(M).

De manera analoga, podemos definir el mismo concepto aplicado de un campo vectorial
a otro, que formulamos en términos de Analisis Funcional para facilitar su extension a
casos mas generales.

Definiciéon 2.25. Sea M una variedad sobre un espacio de Banach C* y X, Y € X(M).
Definimos la derivada de Lie de Y con respecto a X, también denominado corchete
de Lie de X e Y, como:

(X,Y]=XY -YX.
El corchete de Lie es un producto interno antisimétrico en 7, M verificando la identidad

de Jacobi (ver mas abajo). Gracias a esta operacion, podemos definir una estructura sobre
el espacio de los campos vectoriales de la siguiente manera.

Proposicion 2.3. El espacio vectorial X (M) de los campos vectoriales sobre M con la
operacion corchete de Lie | , | sobre X(M) tiene estructura de Algebra de Lie; es decir,

(i) |, ] es bilineal con respecto a R;
(11) (X, X] =0 para todo X € X(M);
(111) Identidad de Jacobi:

(X, Y. Z||+ [Y,[Z, X]| + [Z,[X,Y]] = 0 para todo X,Y,Z € X(M).

Demostracion. Las tres propiedades pueden demostrarse directamente a partir de la de-
finicion que hemos dado de corchete de Lie. Como ejemplo, vamos a dar la prueba de que
se cumple la identidad de Jacobi (iii), para lo cual tnicamente nos hace falta desarrollar
cada término:

(X, Y, Z)| = XYZ - XZY —~YZX + 2Y X
Y, [Z,X]|=YZX - YXZ - ZXY + XZY,
(Z,[X,Y]|=ZXY - 2YX - XYZ+YXZ.

Al sumar las expresiones anteriores se obtiene que los términos se anulan entre si. O
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2.7. Tensores

Un tensor de tipo (r,s) en Algebra Lineal es una combinacién de productos de s
vectores y r co-vectores con coeficientes pertenecientes al cuerpo base. La algebrizacion
basada en campos vectoriales y sus duales (formas diferenciales), asi como las condiciones
de trivialidad local para los fibrados tangente y cotangente, permite extender los tensores
al marco geométrico. Gracias a ellos, también se pueden expresar de forma natural modelos
basados en s trayectorias, sometidas a r restricciones con coeficientes variables. Estos
modelos son ubicuos en todas las areas de conocimiento cientificas y tecnologicas.

Los campos tensoriales son combinaciones lineales de productos formales de campos
escalares, vectoriales y co-vectoriales. Desde el punto de vista global, corresponden a sec-
ciones de fibrados construidos sobre la variedad base suave M o sus extensiones naturales
a espacios de Banach B (o incluso a variedades eventualmente singulares X). Esta cons-
truccion se realiza localmente sobre cada fibra del fibrado tangente y se “pegan” los datos
usando “funciones de transicién” (elevacion a la fibra de las operaciones de cambio de
carta en la base).

Antes de dar la definicién para variedades, presentaremos la nocién de tensor en espa-
cios vectoriales para que asi la extension a las variedades resulte mas comprensible. Para
ello, consideramos que L¥(E,, ..., Ex; F') designa al espacio vectorial de las aplicaciones k-
multilineales continuas de £y X ... X Ejy en F'. El caso especial E* = L(E;R) es el espacio
dual de F.

Definiciéon 2.26. Dado un espacio vectorial E, los elementos de

T/(E)=L""(E",...E" E, .. ER),
(r copias de E* y s copias de E) se denominan tensores de E, contravariantes de
orden r y covariantes de orden s; o simplemente de tipo (r,s).

Definicion 2.27. Dados dos elementos t; € T;}(E) y to € T;2(E), su producto tenso-
rial es t; @ty € TLH2(E), que se define como:

(tl & t?)(ﬂlu "'7ﬁr17717 "'777'27 f17 "'7fS17gl7 "'7982) =

:tl(ﬂla"'75T1af17"'ﬂf81)t2(717"'77r2>gl7"'7952)7
donde B¢,y € E* y fu,q € E.

La descripcion precedente se extiende a un espacio vectorial sobre un cuerpo arbitra-
rio I sustituyendo R por F, dando lugar al espacio de tensores F-evaluados de tipo (r, s);
T7(E;F). En este caso, el producto tensorial requiere de una forma bilineal en el espacio
de evaluacion para su definicién. En el caso F = R, el producto tensorial es asociativo,
bilineal y continuo; pero no conmutativo. Por convenio, designamos T} (E) = L(E; E) y
TY(E; F) = F. La construccion local se extiende asimismo al caso algebraico, reempla-
zando los espacios vectoriales sobre un cuerpo por médulos sobre un anillo base.
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Una vez vistos estos conceptos aplicados a espacios vectoriales, buscamos definirlos
de manera analoga al caso de variedades usando fibrados tensoriales, cuyas secciones son
tensores de tipo (r, s). La construccion local se extiende facilmente al caso global pegando
datos locales mediante las correspondientes funciones de transiciéon. La naturalidad de
esta construccion esté asociada al uso de imagenes directas e inversas.

Definicion 2.28. Sea M una variedad y 7y : TM — M su fibrado tangente. Denota-
mos por T (M) = TH(TM) al fibrado de tensores contravariantes de orden r y
covariantes de orden s, o simplemente de tipo (r,s). Identificamos T, (M) =TM y la
seccion nula de TT(M) como M. TY(M) es el fibrado cotangente de M. Las k-formas
son las secciones de la k-ésima potencia exterior (producto exterior vectorial) A¥T* M, que
se denota también como Q%,. A la suma directa de las potencias exteriores se le denota

. M
* ) * * P m T
como Ty, con su proyeccion estructural T*M —, o como €0y, = B2,

Recordamos que una C*-seccion arbitraria s de un fibrado asigna a cada punto base
be U C M un vector s(b) en la fibra que esta sobre ella, donde la asignacion es de clase
C*. Para el fibrado T7(M), la imagen por una seccién se denomina tensor. Dado un
fibrado vectorial 7 : E — B, las secciones C'*° se denotan como I'*°(7) 6 I'*°(7).

Definiciéon 2.29. Un campo tensorial de tipo (r,s) sobre una variedad suave M, es
una seccion C* de TI(M). Denotamos por T (M) al conjunto I'>°(T7(M)) junto a su
estructura de espacio vectorial (infinito dimensional) real. Un covector ¢ uno-forma
diferencial es un elemento de X(M) = T2 (M)

También podemos extender el concepto de producto tensorial presentado previamente
a otras estructuras algebraicas sobre cuerpos arbitrarios, médulos sobre anilllos o dlgebras
finito-dimensionales. En particular, denotamos mediante F (M) al conjunto de aplicaciones
de M en R de clase C* (la estructura estandar local de variedad usada en R) junto a
su estructura como moédulo sobre un anillo local regular en el caso algebraico, utilizada
habitualmente en Geometria Algebraica o Analitica.

Definicién 2.30. Dados f € F(M) yt € TJ(M), sea ft : M — TI (M) definido como
ft(m) = f(m)t(m). Si X; € X(M) (i = 1,...,8), & € X*(M) (j = 1,..,r), yt' €
T2 (M); definimos

tla', ..., a" X1, .., Xs) : M — R como t(a', ..., Xy)(m) = t(m)(a* (m), ..., Xs(m)),

tot M — TST;//(M) como (t @) =t(m) @t (m).
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2.8. La aplicaciéon de Gauss-Weingarten

El objeto de estudio de este trabajo es la geometria diferencial del rostro humano como
superficie suave a trozos. La Geometria Intrinseca de una superficie solo tiene en cuenta
las propiedades asociadas al fibrado tangente y las operaciones correspondientes (dualidad,
productos) introducidas en la secciéon anterior; mientras que la Geometria Extrinseca
de una superficie tiene también en cuenta las propiedades relativas a la inmersion en
el espacio ambiente. Las deformaciones permiten conectar ambos aspectos en cualquier
dimension.

Para fijar ideas y, tal y como hemos ido mencionando previamente, nos centraremos en
variedades de dimension 2 (superficies) que denotaremos como S, con un mayor énfasis en
los aspectos extrinsecos de la misma. En particular, ignoramos aspectos tridimensionales
como la estructura 6sea y muscular subyacentes.

Si consideramos el vector normal N a S, la derivada direccional que hemos definido en
la Seccion permite estudiar la evolucion de este vector normal en el espacio ambiente.
El analisis extrinseco de la aplicaciéon normal es la clave para comprender adecuadamente
la evolucion de los distintos componentes que conforman la cara cuando realiza gestos.

Los elementos mas significativos para el anélisis de los gestos faciales estan concen-
trados en torno a la boca y los ojos. El soporte para la informacién inicial es el fibrado
tangente, mientras que su evolucion espacio-temporal se analiza en términos del fibrado
normal. En particular, dado un campo vectorial X (que podria representar las restriccio-
nes de las comisuras de los labios), LX = Lx N mide la variacion del plano tangente con
respecto al vector normal de la direccion X.

Definicién 2.31. El endomorfismo sobre el espacio tangente L: T,S — T,S dado ante-
riormente se denomina operador de forma (shape operator) ¢ aplicacion de Wein-
garten.

Proposicion 2.4. El operador L es autoadjunto; es decir,
(LX,Y)=(X,LY);VX,Y € T,S.

Demostracion. En virtud de la regla de Leibnitz, X(N,Y) = (LxN,Y) + (N, LxY).
Por lo tanto:

X(N,Y) = (LxN,Y)+ (N,LxY) = (LxN,Y) = X(N,Y) = (N, LxY) = —(N, LyY)

Y(X,N) = (LyX,N)+ (X, Ly N) = (X, LyN) = Y(X,N) — (Ly X, N) = —(Ly X, N),

donde los términos (X, N) y (N,Y’) son nulos al ser N el vector normal y X,Y € 7,5 (su
producto interno es cero). Gracias a esto, es posible sustituir:

(LX,Y) = (X,LY) = (LxN,Y) — (X, Ly N) = —(N, LxY) + (Ly X, N) =
=—(N,LxY)+ (N, Ly X) = (N,LyX — LxY) = (N,[X,Y]) =0,

al ser el producto interno una forma bilineal simétrica y [X,Y] € T,S. O
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2.9. Referencias moéviles para una superficie

Si bien el operador de forma que hemos definido permite estudiar la evolucion del vector
normal a la superficie, para el control de los gestos es necesaria una mayor precision para
facilitar la ubicacion de los elementos mas significativos en la superficie de la cara humana.
Las referencias moviles asociadas a las curvas coordenadas de la superficie son la clave
para localizar y realizar el seguimiento de los gestos. Salvo algunos casos muy sencillos,
no hay una parametrizacion “natural” para una superficie. Ademaés, las curvas integrales
asociadas a los diferentes procesos de propagacion proporcionan parametrizaciones mas
apropiadas desde el punto de vista dinamico. Empezamos recordando algunas nociones
bésicas.

Definicion 2.32. Dada una superficie S (localmente) en forma paramétrica como
r:R* = R /r(u,v) = (ri(u,v), ra(u,v), r3(u,v)) , r € C,

que es la generalizacion del enfoque de Monge basado en la proyeccion sobre los planos
coordenados, su linealizacion es d,r : T,R* — T,R® y estd dado a partir del Jacobiano

_ O(ri,ra,r3)
Jr = =giay" - Las curvas coordenadas sobre S son r(ug, v) y r(u,vp).

A pesar de que estos conceptos son anédlogos a los ya vistos en la Seccion 2.2 su
aplicacion a variedades de dimension 2 permite ubicarnos dentro de una superficie. En
particular, las coordenadas de los “hechos salientes” o mas significativos para los gestos
faciales se representan en términos de intersecciones de curvas paramétricas.

Las referencias moviles en el caso de curvas en el espacio o alabeadas se describen en
términos del triedro intrinseco de Frénet-Serret. Aunque dicha descripcién se da en
funcion de la longitud de arco (parametro intrinseco), no depende del sistema elegido de
coordenadas. Ello facilita la localizaciéon en cualquier punto de la curva. En el caso de
superficies, la referencia movil estd dada por el plano tangente 7,5 y el vector normal
N.

Esta nueva referencia facilita la labor de localizacion, pues sélo utiliza la base ortonor-
mal del plano tangente y el vector normal para indicar cualquier punto de la superficie en
términos de ubicacion y orientaciéon. Recordemos que la orientaciéon de una superficie en
un punto queda determinada por el vector normal en dicho punto.

Definicion 2.33. La aplicacion ¢ mapa de Gauss de una carta se define al tomar el
vector normal unitario en cada punto, resultando

Ty X T
N:U—$S*/N(p) = ——".
|7 X 7|
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Figura 2.4: Referencia movil en una superficie. Fuente: ||

El mapa de Gauss siempre puede definirse localmente y asigna a cada punto de la
superficie un punto de la esfera, lo que permite obtener el elemento correspondiente del
fibrado normal. Las superficies orientables tienen dos posibles mapas de Gauss, corres-
pondientes a las dos opciones posibles para la direccién de los vectores normales. Sin
embargo, las superficies no-orientables (como la banda de M&bius o la botella de Klein)
no tienen una forma consistente de elegir una direcciéon para los vectores normales que
sea globalmente compatible (todos los cambios de carta con determinante positivo para
la matriz acobiana). Por ello, las superficies no-orientables no tienen un mapa de Gauss.

Definicion 2.34. Una superficie S es orientable si existe una aplicacion diferenciable
N :S — S? tal que N(p) es el unico vector unitario normal a S en p.

Unicamente puede definirse el mapa de Gauss globalmente para una superficie en caso
de que sea orientable; es decir, cuando el transporte de la orientacion a lo largo de cualquier
camino cerrado es coherente al completar un ciclo. Ademas, ésta permite definir de manera
equivalente la aplicacion de Gauss-Weingarten presentada en el apartado precedente.

Definicion 2.35. La diferencial del mapa de Gauss dN : T,S — TS induce el endo-
morfismo de Weingarten L: T,S — T,S.
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Capitulo 3

Mapas de curvaturas

Este capitulo se centra en la caracterizacion y reconstruccion de superficies mediante el
pegado de datos locales invariantes. La clave es la caracterizacion de una superficie (salvo
movimientos rigidos) por las curvaturas media y total. Para calcular estos datos, usamos
los conceptos introducidos en el capitulo anterior que permiten calcular los invariantes
de una superficie. Este proceso se centra en la caracterizacion de los diferentes tipos
de curvatura. Intuitivamente, ésta puede describirse como la “cantidad” por la cual un
objeto geométrico dentro de un espacio euclideo se desvia de ser un subespacio lineal.
La formalizacion de esta idea permite clasificar las regiones de la cara en funcion de su
curvatura. Cabe destacar que las referencias principales para la redaccion de este capitulo
han sido [16] y [27].

En este capitulo suponemos, salvo que se diga lo contrario, que estamos trabajando
con una superficie S parametrizada localmente por r(u,v) donde r : D — S, siendo D un
dominio del plano cartesiano R2.

Definiciéon 3.1. Dada una superficie S y X,Y € T,S, definimos la k-ésima forma
fundamental como (L*'X,Y); k € N.

Cada una de estas formas bilineales tiene una forma cuadratica (representando una
métrica) asociada diferente, aunque habitualmente nos restringimos a las dos primeras
formas fundamentales. Las de orden superior no se consideran de momento, aunque tie-
nen un gran interés. A modo de ejemplo, basta considerar la tercera forma fundamental

(III) = (L?X,Y) (de gran utilidad en el Capitulo [5)), que expresa la “variacion de la
forma” y depende linealmente de las previas.

3.1. Primera forma fundamental

Definicion 3.2. Dada una superficie S, su primera forma fundamental se define
como:
_ Ty Ty (EOF
() = (ru,m) = (rv Ty Tyt rv> N <F G) '
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Esta definicion es coherente con el enfoque desarrollado en la Seccion 2.2 pues 7,5
esta generado por los vectores tangentes a las curvas r, y r,. Por tanto, tal y como puede
verse en la Figura[3.1], la primera forma fundamental describe el comportamiento de pares
de vectores en el plano tangente y es la clave para introducir métricas sobre la superficie.

Figura 3.1: Interpretacion de la primera forma fundamental. Fuente: [21]

Definicién 3.3. Para cualesquiera X,Y € T,S, definimos su producto escalar como:

Yi
(X,Y) = (X1 X,) (1) (YD = X\ E + (X3 + XoY))F 4 V1Y5G.

Asi, (I) define un producto interno bilineal simétrico en S cuya forma cuadratica
asociada es la métrica de la superficie. De forma intuitiva, (I) expresa la distancia entre
afijos (puntos del plano complejo). Este producto permite también definir la longitud de
una curva en una superficie.

Definicion 3.4. La longitud de una curva v en una superficie S resulta:

I(y) = /IH’y’(t)H dt = /IHruu'(t) + 0 ()] dt = /I\/Eu’(zf)2 + 2Fu/ (t)v'(t) + Gv'(t)? dt.

Estas definiciones locales se extienden a cualquier superficie conexa:

Lema 3.1. Si S es una superficie conexa de clase C*; entonces, cada par de puntos puede
unirse mediante una curva rectificable (suave a trozos).

Demostracion.

Consideramos p,q € S. Por ser S conexa, Jo(t) curva continua, con t € [0,1] de
extremos ¢(0) = py o(1) = g. Asi, como [0, 1] es compacto, también lo es Im(o).

Por tanto, existe un nimero finito de arcos o;(t) tales que

ti Stgti-‘rhi € {1,...,n},t1 :Oytn: ]_7
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asi como entornos coordenados que cumplen Im(o;) C W;. Consideramos en W; los puntos
o(t;) = (uiyv;) y o(tiv1) = (wip1,vi41) - La curva +; queda definida por:

t—1;
u=u; + ———— (U1 — w;), v = v; +

ti+1 - tl ti—i—l - tz( ’ Z)

para t; <t <t;;1(1 <i<n)y~y=,0..07. Porlo tanto, v es una curva rectificable
(suave a trozos) de extremos y(0) =py v(1) = gq. O

En virtud de la descripcién precedente, podemos definir una métrica en S con-
siderando TI'(p,q) como el conjunto de curvas rectificables de S con extremos p y g;
p(p,q) = inf g (1(7)). Estos caminos de longitud minima son las geodésicas.

Definiciéon 3.5. Dados dos puntos p,q € S, el camino de longitud minima que les une
p(p,q) = inf crpq(1(7)) se denomina geodésica.

Haciendo uso de las nociones anteriores, es posible extender conceptos bien conocidos
para espacios métricos a superficies.

Definicién 3.6. Dadas dos superficies (S1,9) y (S2, h) donde g, h son métricas respectivas
sobre Sy y Sa; diremos que f : (S1,9) — (S, h) es una isometria local en p € S si
existe un entorno U de p en Sy tal que:

9’ q) = h(f(), f(@); VP ,q €U
siendo habitual considerar p' = p. La isometria es global si se da ¥Yp € S;.

En otras palabras, una isometria entre superficies es una aplicacion que preserva dis-
tancias en superficies. Esta nocién es un caso particular de la nocién de isometria para
espacios métricos adaptada a superficies. Si consideramos la linealizacion df : T'S7 — TS5,
la definicién anterior puede reformularse en términos de la primera forma fundamenta co-
mo:

L(X,Y) = L(df(X),df(Y));VX,Y € TSy,

donde I; e I, son las correspondientes formas fundamentales de Sy y S5.
Estas nociones previas se extienden de forma natural al enfoque introducido en la
Seccién introduciendo la nocién de area de una superficie.

Definicion 3.7. Dada una region D C S, podemos calcular su drea como:

A(D) ://DHru X 1| dudv.

La definiciéon de area es invariante por difeomorfismos locales. De hecho, puede darse
una formulaciéon anéloga en términos de la primera forma fundamental, si consideramos
que:

TuTu TuTw
ToTy  ToyTy

F G|~ :||Tu||2||rv||2_|rurv|2:||Tuxrv||a

E F
|f|:\ \
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lo cual garantiza que la definicién previa es definida positiva y permite reescribirla en
términos intrinsecos de la propia superficie:

A(D)—//D\/mdudv—/DdA.

Py X Ty
[[ruxro||*

Definicion 3.8. El elemento de drea de la superficie es dA =

Al igual que hemos visto aplicaciones que preservan la métrica, existe el concepto
analogo para aplicaciones que preservan el area, como son la aplicacién de Arquimedes o
la proyeccion de Lambert, que se pueden ver con mayor detalle en [25] y [55].

Definicion 3.9. Dadas dos superficies Sy y So, diremos que f : S; — Sy es una aplica-
cion tsoareal o que preserva dreas Si:

L(X1, X)) L(X, Xo)
Il<X17X2) Il(X2>X2)

L(Y1, Y1) L(Y1,Y2)
[2<}/17}/2) [2(}/27}/2) 7

\V/X17X2 € TS, donde Y; = de“ 1€ {1,2}

Observacion. Si bien esta definicion la hemos dado para superficies, puede generalizarse
a variedades riemannianas de cualquier dimension arbitraria usando el determinante:

[(1( X, X5))1<ij<n] = [(12(Yi, Y)))1<ij<nl-

Este tipo de aplicaciones se denominan unimodulares, teniendo denominaciones especifi-
cas en funcion de la dimension de la variedad (isoareales para dimension 2, isovolumétricas
para dimension 3, etc.)

Tras haber establecido las nociones de distancia y &rea, serd también conveniente
explicitar la definicion del angulo que forman dos curvas en una superficie. Para ello,
consideramos dos curvas regulares ¢; y ¢ de S con un punto en comin p. Estas curvas estéan
parametrizadas respectivamente por (u1(t),v1(t)) v (u2(t),v2(t)), con vectores tangentes

t1(p) = (uy(t), v1 (1)) ¥ ta(p) = (u5(t), v3(t)).

Definicion 3.10. FEl dngulo que forman c; y co es el de sus vectores tangentes en dicho
punto, que se expresa también en términos de (I):
t1ta Eululy + 2F (uf vy + viuy) + Guivg

cos(a) = = _
@ [Elllltall  /Eu? + 2Fuvy + GuiE\/Eu + 2Fubvy + Gul?

Observacion. Para curvas coordenadas de S (v = cte. 6 u = cte.), la expresion del
angulo que forman se simplifica a:

B Fujv _F
VEUR/GuZ  VEG’

obteniéndose que, si F' =0, las curvas son ortogonales en dicho punto.

cos(a)
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Definicion 3.11. Una aplicacion entre superficies S1, Sy se denomina conforme si pre-
serva dngulos. En términos de la primera forma fundamental, esto se puede expresar
como:

I(Xy, Xs) _ I(Y1,Ys)
XXl [YalllYall”

\V/X17X2 € TS, donde Y; = de“ 1€ {1,2}

Las aplicaciones conformes més conocidas son la proyeccion de Mercator o las trans-
formaciones de Mobius. Para mas detalles sobre estos ejemplos, basta consultar [25], [44]
o [55].

7

Las aplicaciones conformes son de gran utilidad para representar gestos faciales
pues, cuando una cara se deforma para realizar cualquier clase de gesto, la geometria
de la superficie pasa de ser euclidea a conforme. Al ser estas transiciones elasticas,
el rostro vuelve a su estado original junto a su geometria conforme gracias a esta
conservacion de angulos. Este enfoque se desarrolla en mayor profundidad en la

Secciéon 5.2

3.2. Segunda forma fundamental

La segunda forma fundamental, también conocida como tensor de forma, es una
forma cuadratica del plano tangente de una superficie suave en R3. Junto a (I), permite
definir invariantes de la superficie en términos de sus curvaturas principales.

Supondremos que S es una superficie orientable, N : S — S?, y recordamos que hay

un campo de vectores normales unitarios n = II:MZUH (el fibrado normal).
u v

Definicién 3.12. La segunda forma fundamental de S en la base de T),S es:

o Tuw "N Tup N e f\_(L M
(]I):<Lru’rv>:(7’uv'n Tvv'n):<f g):<M N)7

y suele representarse como Ldu? + 2Mdudv + Ndv?.

Figura 3.2: Interpretacion de la segunda forma fundamental. Fuente: [21]
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Vemos que sus coeficientes son las proyecciones de la segunda derivacion sobre la recta
normal, por lo que su significado hace referencia a la variacion en el plano tangente del
vector normal, tal y como se aprecia en la Figura |3.2

Retomando lo expuesto en la Seccion 2.8 recordamos que la diferencial dN : T,S —
Tn()S? induce el endomorfismo de Weingarten L: 7,8 — T,S, pues T,S = Tiy»S* al
ser ambos perpendiculares al vector normal. Para mayor claridad, de ahora en adelante
denotaremos al endomorfismo de Weingarten como d, N para asi especificar el punto en
que se define, y designaremos su matriz como K.

Proposicién 3.1. Vp € S, el endomorfismo lineal d,N : T,,S — T,S es autoadjunto.

Este resultado es simplemente un caso particular del enfoque visto en la Seccion 2.8] No
obstante, esta reformulacion de la proposicion junto a su correspondiente demostracion,
realizada empleando una parametrizacion concreta tanto de la superficie como del espacio
tangente (ver [16]), permite asociar a esta aplicacién lineal autoadjunta una forma
cuadratica. La forma cuadratica correspondiente a d,N es (/I);Vp € S.

De manera mas formal, (I1) = —d,N. Asi, (I1)(v) = —(d,N(v),v); que es la derivada
direccional del vector normal a lo largo de un campo vectorial (en este caso v).

Definicion 3.13. Sea ¢ una curva regular en S que pasa por p € S, k la curvatura de
cenp, ycos(d) = (n,N(p)), donde n es el vector normal a c. El valor k, = kcos(f) se
denomina la curvatura normal de c en p.

Figura 3.3: Interpretacion geométrica de la curvatura normal. Fuente: [16]

En otras palabras, k, es la longitud de la proyecciéon del vector xkn sobre la normal a
la superficie en p, cuyo signo viene dado por la orientacion N(p) de S.
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Proposicion 3.2 (Meusnier). Todas las curvas contenidas en S que tienen en un punto
dado p € S la misma recta tangente, tienen en este punto la misma curvatura normal.

Demostracion. Sea ¢ C S una curva regular parametrizada por la longitud de arco (p.p.a.)
a(s) con «(0) = p. Si denotamos como N(s) a la restriccion del vector normal N(p) a
la curva a(s), tenemos que (N(s),d/(s)) =0, por lo que (N(s),a”(s)) = —(N'(s),/(s)).
Por lo tanto,

(I1)(2'(0)) = —=(dpN (c/(0)), &/ (0)) = =(N'(0), a’(0)) = (N(0),@"(0)) = (N, n) = rn(p)
0

El resultado facilita una interpretacion geométrica de la segunda forma fundamental
pues, para un vector normal unitario v € 7,5, su valor es igual a la curvatura normal de
una curva regular que pasa por p y es tangente a dicho vector. Por tanto, podemos hablar
de la curvatura normal a lo largo de una direcciéon en p, que se mantiene a lo largo de la
seccion normal de S en p (la interseccion de la superficie con el plano que contiene a v y
a N(p)), pues todas las curvas que pasen por dicho punto tendran ahi la misma curvatura
normal.

Figura 3.4: Interpretacion geométrica de la Proposicion de Meusnier. Fuente: [16]

Podemos dar una formulacién alternativa de estos conceptos en términos de circulos
osculadored!] tal y como prueba Banchoff en [7].

Proposicion 3.3 (Meusnier alternativo). Todas las curvas de una superficie que pasan
por un mismo punto y tienen la misma tangente en él, tienen la misma curvatura normal
en dicho punto y los circulos osculantes forman una esfera (esfera de Meusnier).

1Un circulo osculador o circunferencia osculatriz es aquella que mejor aproxima la curvatura de
una curva en un punto especifico de la misma.
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Figura 3.5: Interpretacion de la Proposicion de Meusnier como circunferencia osculatriz. Fuente: [45]

3.3. Curvaturas principales

o e, . ., I7
Definiciéon 3.14. La curvatura normal en una direccion w se define como k,, = I(SL”ZS).

Como la aplicacion d,N es autoadjunta, para cada p € S existe una base ortonormal
{e1,e2} de T,,S donde d,N(e1) = k1e1 y d,N(ea) = Kaeq, siendo k; y ke los autovalores
maximo y minimo de (II) restringida al circulo unidad de 7,S; es decir, los valores
extremos de la curvatura normal en p. La demostracion de este resultado puede encontrarse
en [16].

Definiciéon 3.15. Los valores k1 y ko, que son las respectivas curvaturas normales mdxima
y minima, se denominan curvaturas principales en p y sus direcciones correspondientes
dy, ds son las direcciones principales en p.

J

El conocimiento de estos valores permite calcular de manera sencilla la curvatura
normal a lo largo de una direcciéon dada de 7,S. De hecho, considerando v € 7,5 con
|v| =1, al estar empleando una base ortonormal de 7,95,

v = ey cos(f) + ey sin(h),
siendo 6 el angulo de e; a v segun la orientacion de 71),S.
Proposiciéon 3.4 (Formula de Euler).

Kn = K1 c0s°(0) + Ky sin®(6).
Demostracion.
kp = (II)(v) = —(d,N(v),v) = —(dp,N(e1 cos(f) + ez sin(h)), ey cos(f) + e sin(f)) =
= (e1k1 cos() + egrasin(f)), ey cos(f) + egsin(h)) = k1 cos(0) + Ky sin?(0)
[
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Este resultado permite enlazar con el enfoque que proporcionaba la Proposicion de

Meusnier alternativa (3.3)), definiendo un nuevo concepto que permita estudiar en mayor
detalle una superficie [26].

Definicion 3.16. Dada una superficie S, su superficie focal, también denominada su-
perficie de centros ¢ evoluta, es aquella formada por los centros de las circunferencias
osculatrices. Al haber dos curvaturas principales, existen dos superficies focales en cada
direccion normal a la superficie, cuyos puntos son de la forma:

N N
bi(p) =p+ —, ba(p) =p+ —; Vp € S.
R1 K9

Figura 3.6: Superficies focales de un paraboloide hiperbdlico. Fuente: Ag2gaeh

Realicemos el calculo de dichas curvaturas principales. Al ser d,, )N una aplicacion lineal
con matriz asociada K, sus invariantes algebraicos quedan determinados en términos de
su traza y su determinante.

M — K| = (A= k1) (A — k) = A\ — (k1 + ko)A + K1ka = A2 — tr(K)\ + |K]|.

Si se cambia la orientacién de la superficie a la orientaciéon opuesta, el determinante no
varia (pues resulta clave que la dimension sea par), pero la traza cambia de signo.
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Definicién 3.17.

» La curvatura media es la mitad de la traza de la aplicacion de Gauss que, en
términos de las curvaturas principales, se escribe como:

1 1
H=k,= étr(K) = §<I€1 + Ka).

s La curvatura total, también conocida como curvatura de Gauss, es el determi-
nante de la aplicacion de Gauss que, en términos de las curvaturas principales, se
escribe:

K =k, = |K| = Rika.

Este valor permite dar una clasificacion de los puntos de una superficie:

1. Eliptico si K(p) > 0.
2. Hiperbdlico si K(p) < 0.

3. Parabdlico si K(p) = 0; lo cual se debe bien a que k1 = 0 (punto parabdlico
azul), o bien a que ks = 0 (punto parabdlico rojo).

En virtud del Teorema del valor medio, las regiones de puntos elipticos estan
separadas por curvas parabélicas de las regiones de puntos hiperboélicos. En la cara
humana, esto queda patente si consideramos la transiciéon de curvatura que existe,
por ejemplo, al pasar de la frente a la zona de la cuenca de los ojos, siendo las cejas
esa region de transicion entre ambas zonas.

Definicion 3.18. Un punto es umbilico 6 umbzlical si todas las curvaturas normales
coinciden (todas las direcciones son principales); k1(p) = k2(p). Un punto se denomina
plano si es simultdneamente umbilico y parabdlico; k1(p) = ka(p) = 0.

Esta clasificacion se completa con un tltimo tipo de puntos. No obstante, para defi-
nirlos es preciso presentar con anterioridad el siguiente concepto:

Definicion 3.19. Las lineas de curvatura son curvas que siempre son tangentes a una
direccion principal. En concreto, son las curvas integrales para los campos de direcciones
principales.

Por definicién, vemos que por cada punto no umbilico pasan dos lineas de curvatura
que corresponden a cada una de las curvaturas principales.

Definiciéon 3.20. Una cresta (ridge point) es un punto donde una de las curvaturas
principales tiene un valor extremo (mdximo o minimo) a lo largo de su linea de curvatu-
ra correspondiente. Al igual que los puntos parabdlicos, distinguimos rojos y azules en
funcion de si hacen referencia a k1 0 kg, Tespectivamente.
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Dicho de otra manera, una cresta es un punto donde la superficie tiene un contacto
de mayor orden con una de las esferas osculantes (ésta es una buena aproximacion de la
variedad en dichas zonas). Ademaés, en los puntos umbilicos el color de las crestas cambia,
por lo que sirven para delimitar regiones de manera anéloga a como lo hacen los puntos
parabodlicos.

Tras haber visto las diferentes clasificaciones en que podemos encuadrar cada punto
de una superficie, retomaremos la idea presentada en la Definicion para realizar dicha
distincion desde un punto de vista alternativo.

Proposicién 3.5. Dada una superficie S,

= S tiene siempre dos superficies focales distintas para sus puntos no umbilicos; mien-
tras que en los puntos umbilicales ambas evolutas coinciden.

= i tiene una cresta, la superficie focal tendrd una cispide.

» Para el caso de puntos con curvatura total nula, una de las superficies focales tendrd
un punto en el infinito correspondiente a la curvatura principal nula en cuestion.

La demostracion de estos resultados, inmediata de las propias definiciones, puede en-
contrarse en textos como [41]. Algunos de estos casos pueden verse en la Figura [3.7]

Figura 3.7: Superficies focales de una silla de mono. Fuente: Rocchini
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3.4. Expresion local de curvaturas principales

Todos los conceptos que se han presentado en las secciones precedentes dependen de
la parametrizacion escogida, lo cual no resulta eficiente a la hora de tratar con situaciones
generales. Por ello, a lo largo de esta seccion, se da la matriz de la aplicacion de Weingarten
en términos de las dos primeras formas fundamentales, relacionando elementos intrinsecos
con otros que dependan de la parametrizacion elegida.

Recordemos que si r(u,v) : U C R? — S es una parametrizacion local en un entorno
de po = r(ug, vy), el vector normal con respecto a dicha parametrizacion es Nor = ||:Z§:ZH ,
que determina la orientacion local en S. Asi, los coeficientes de la aplicacion diferencial
del endomorfismo lineal dados por la aplicacion de Gauss d,N, pueden darse en términos

locales (segtn la parametrizacion) como:

==y &)= (GG n SN,

Usando que (N or)r, =0y (N or)r, =0, podemos reescribir:
L=(Nor)yry, M=(Nor)ry,, N =(Nor)r,.
Usando la matriz K de d,N se tiene
K (Tu) _ (an am) (Tu) _ (Gn?"u +a127’v) '
Ty a1 Q) \Tv 21Ty + Q22T
Obteniendo entonces:
—L = (anry + ary)ry = an B + anF, =M = (anry + arpry)r, = anF + anG

—M = (a7 + a2ory)ry = anE + anF, —N = (anry + anry,)r, = anF + anG

que se reescribe en términos matriciales como;
a; a2 EF F _ L M _ € f
a921 Q929 F G o M N o f q
A partir de la expresion anterior se obtiene el operador de forma:
an an\ __ (e S\(E F\" L (B Fy ___1 G —F\"
a1 Q929 o f g F G F G - EG—F2 —F E
que nos da las denominadas ecuaciones de Weingarten:

fF —eG el — fE _gF - fG _ fF—gE

Mg WTEGop W T Epaop 2T Ea-
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Gracias a esta expresion, se obtiene una representacion alternativa de las curvaturas
principales definidas en el apartado anterior, cuya equivalencia en la definiciéon se funda-
menta en el hecho de que nos encontramos ante un cambio de parametrizacion:

1 1 eG —2fF +gE
eg — f?
|K| = a11a2; — arzan EG — 2

3.5. Caracterizaciéon de superficies

Dada una superficie S, se tiene una parametrizacion regular con una referencia {r,, r,, N'}.
Para dar su evoluciéon espacial, derivamos con respecto a u y v, obteniendo los vectores
que la determina. Esta es la idea subyacente tras los simbolos de Christoffel.

Los simbolos de Christoffel son coeficientes que expresan la variaciéon en 7,5 con
respecto a su base {r,,r,} (deformacion del soporte). Son el andlogo de las formulas de
Frénet-Serret a superficies, pues asignan a cada punto de la misma un triedro para estudiar
las derivadas de sus vectores. Podemos escribir entonces:

Tuw = L1700 + 12,7 + AN,
Tup = T1ory + T2ry + AN,
Tou = D17y + Toymy + A N,
Tow = DTy 4 Loyt + Aga N,

donde la propagacion del vector normal (extrinseco) se puede expresar, gracias al calculo
del producto interior de estas relaciones con N, como:

1 — \Tuu =6 12 = \Two, =/ = \Tvv, =49
Al <7" N> (& A 2 <7“ N> f AQQ <7“ N> qg
Ademas, N se expresa en funciéon de los vectores tangentes como:
Ny = anry + aary,
Ny = a1y + agary,
siendo los coeficientes anteriores los definidos gracias a las ecuaciones de Weingarten.

Definicion 3.21. Los coeficientes T}, (i,j,k € {1,2}) expresados anteriormente se co-
nocen como los simbolos de Christoffel de la parametrizacion r, siendo las cuatro
formulas donde se han presentado conocidas como las ecuactones de Gauss. Puesto
que Tyy = Ty, obtenemos que Ffj = Ffj, por lo que los coeficientes de Christoffel son
simétricos (hay 6 en total).

En términos matriciales, las ecuaciones de Gauss se simplifican como:

1 2
Tun I, Iy, e Tu
1 2
Tuww | = [ T2 T2 f Ty
1 2
Tvv Iy I g N
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Obtencién de los simbolos de Christoffel

1. Calcular las expresiones de los coeficientes de la primera forma fundamental:

1 1 1 1
Twy * Tu = §Eu7 Tw * Ty = §Ev7 Tuy " Ty = EGua Tyv " Ty = §GU7
1 1
Tuu'rv:Fu_Tuv'Tu:Fu_ﬁEm 71111)'Tuszv_ruv'7,'1):1711_§C7Yu'

2. A partir de las formulas de Gauss, obtenemos:
Tuw Tu = E+T3F, 1y -1, =T1,F+T%4G,
Tw * Ty = FiQE + F%QFa Tyu " Ty = FiQF + F%QGv
oo Tu = Dag B + T3 F, 7y -1, = Doy F + I'5,G.

3. Sustituir los valores del paso 1 en las formulas del paso previo, obteniendo los si-
guientes tres subsistemas:

E F\ (T} _ 1E, E F\ (TL,\ _(iE,
F G)\I})  \F.—3E, F G)\I})  \3G.)’
E F\ (TL\ _(F —1iaG,

F G)\T%) G,

Las féormulas resultantes para los simbolos de Christoffel se condensan en la siguiente
ecuacion matricial, donde s6lo aparecen los coeficientes de la primera forma fundamental:

-1
(00 -G (5 12 )
n tiz 12 u— 3t 3Gy 3G
Tal y como acabamos de ver, las expresiones de las derivadas de r,, r,, N con respecto
a la base {ry,r,, N} dependen tnicamente de los coeficientes de las dos primeras formas

fundamentales de la superficie. Una manera de relacionar estos coeficientes consiste en
considerar las expresiones:

(Tuu>v - (Tuv>u - 07 (rm))u - (Tvu)v - 07 Nuv - Nvu =0.

Al expresarlo en términos de las ecuaciones de Gauss y de Weingarten, estas relaciones
se escriben como:
Aﬂ'u + Bﬂ'v + CZN = 0,

donde A;, B;, C;(i = 1,2,3) son funciones de los coeficientes de las dos primeras formas
fundamentales y sus derivadas. Ademaés, al ser los vectores de la base linealmente in-
dependientes, todos los coeficientes A;, B;, C; deben anularse, dando lugar a las nueve
relaciones:

A;=0, Bi=0, ,C;=0, i=1,2,3.
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Proposicion 3.6. Los coeficientes de la primera forma fundamental de una superficie S
pueden obtenerse a partir de la curvatura total de la misma y los simbolos de Christoffel:

FK = (F%)v - (Ffz)u + Pilrfz + F%1F32 - F%QP%I - (F%2>27
FK = (Fb)u - (Fh)v + F%QFiQ - F%IF;Q = (F%Q)v - (FgQ)u + F%QF%Q - F%QF%U
GK = (F%2)u - (F%Q)U + F52F%1 + F§2F%Q - F%zréz - (F%2)2-

Demostracion. Unicamente probaremos la primera féormula, conocida como la féormula de
Gauss, probandose las otras dos relaciones de manera analoga. Considerando la expresion
(ww)v — (Tuww)u = 0, ésta puede reescribirse en términos de las ecuaciones de Gauss como:

F%lruv‘l'rilrvv‘*’eNv‘{'(rh)vTu‘}'(F%l)vrv‘i'evN = FiQTuu“_Férvu"’fNU‘l'(Fb)uru_{'(rfz)urv“’fu]\[

que puede simplificarse a partir de la ecuacion de los coeficientes de r, y, de nuevo, las
ecuaciones de Gauss:

FhF%Q + F%IFSQ + eas2 + (F%)v = FiQF% + (F%Q)Q + far2 + (F%Q)u
donde, gracias a las ecuaciones de Weingarten, obtenemos:

eg—f*

(T3)o — (T3y)u + T} 05, + D15, — TG, — (T,)? = EEG — 2 EK

]

Gracias a este resultado tenemos la prueba del siguiente teorema que caracteriza super-
ficies en funciéon de su curvatura gaussiana. En concreto, dos superficies son equivalentes
por un movimiento rigido (ver Secciéon si, y s6lo si, sus formas fundamentales estan
relacionadas por una transformacion.

Teorema 3.1 (Teorema Egregium de Gauss).
La curvatura de Gauss de una superficie reqular es invariante por isometrias locales.

Demostracion. Dadas dos superficies S, S v una isometria local f : S — S entre ellas,
sabemos que sus parametrizaciones pueden expresarse como 7(u,v) y 7(u,v) = for(u,v),
por lo que ambas tienen la misma primera forma fundamental. Por lo tanto, gracias a las
expresiones calculadas previamente, también tienen la misma curvatura de Gauss. O

Observacion. El reciproco no es cierto siempre. En efecto, dadas dos superficies con la
misma curvatura gaussiana en todo punto, puede no existir una isometria que lo preserve.
No obstante, si que existe un difeomorfismo que mantiene dicha curvatura total [16].

La descripcion inicial de la curvatura de Gauss se basa en el embebimiento de una
superficie en el espacio. Sin embargo, no depende del embebimiento sino tinicamente de
la estructura métrica de la propia superficie (primera forma fundamental). Esta idea
motiva que la geometria de la primera forma fundamental sea conocida como Geometria
Intrinseca, al poder desarrollarse sin hacer referencia al espacio en que esta contenida la
superficie.
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3.6. Reconstruccion de superficies

Retomando las formulas presentadas en la Proposicion la segunda de ellas puede
demostrarse de igual forma, pero sustituyendo en la expresion analoga de

(ruu)v - (Tu'u)u =0

los coeficientes de r, en vez de los de r,. El procedimiento analogo en el que se usan los
coeficientes de N da lugar a:

ey — fu= 611%2 + f(F% - F%l) - gF%l'
Procediendo de la misma forma sobre (7)., — (7yu)» = 0, obtenemos también la expresion:

fo—Gu= @F%2 + f(rgz - Fb) - QF%2-

Ambas ecuaciones suelen presentarse de forma simultanea, tal y como se muestra en
el siguiente resultado.

Proposicion 3.7 (Ecuaciones de Mainardi-Peterson-Codazzi).
ey — fu= el + f(Tl, = T1y) — gy,

fo—Gu= 6F%2 + f(F§2 - Fb) - QF%Q‘

Definicion 3.22. La formula de Gauss junto con las ecuaciones de Mainardi-Peterson-
Codazzi se conocen como ecuaciones de compatibilidad.

El nombre de ecuaciones de compatibilidad surge por el hecho de que el conocimiento
de las formas fundamentales primera y segunda determina localmente una superficie, por
lo que es posible su reconstruccion. Esto quedaria indicado de manera mas precisa en el
siguiente teorema.

Teorema 3.2 (Bonnet).

Sean E,F,G,e, f,g: V — R funciones diferenciables, siendo V un abierto de R?, tales
que E,G,EG — F? >0 en V. A partir de ellas, se construyen los simbolos de Christoffel
Ffj tal y como se obtuvieron en el apartado anterior, y K = bfg__f;. Entonces, si todas
estas funciones satisfacen las ecuaciones de compatibilidad, para cada vy € V' existe un
abierto V! C V' con vy € V' y una carta local ' : V' — x(V') tal que E, F,G,e, f,g son
los coeficientes de su primera y sequnda forma fundamental, respectivamente.

Ademds, si V' es conexo y existe una carta local y' : V' — y(V') con las mismas

condiciones, entonces existe un movimiento directo F : R® — R3 tal que y = F o x.

Este resultado es consecuencia del teorema de existencia y unicidad para sistemas de
Ecuaciones en Derivadas Parciales (EDP), dandose su demostracion precisa en [16].
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Capitulo 4

Evoluciéon de superficies bajo flujos de
curvatura

En el capitulo anterior hemos presentado una definicién precisa del concepto de curva-
tura, asi como de los resultados que permiten caracterizar y reconstruir superficies, lo cual
permite dar una reconstruccion estatica de la superficie del rostro en términos de la Geo-
metria Diferencial de Superficies. No obstante, la cara humana no es una superficie fija;
mas bien al contrario. Los seres humanos realizamos una gran cantidad de gestos faciales
que expresan emociones o estados de animo y que resultan esenciales para comunicacion
no-verbal. En el marco topologico se describen mediante diferentes deformaciones de la
superficie. Por lo tanto, nuestro siguiente paso sera la reconstrucciéon y analisis del gesto
facial a lo largo del tiempo. Para ello, recurrimos a la evolucién de los valores de mapas
de curvaturas en términos de flujos.

Este capitulo se basa en el articulo homoénimo presentado por Mumford et al. en [31],
pues introduce los conceptos béasicos con una terminologia sencilla, asi como su aplicacion
inmediata al andlisis de la cara humana. Si se adoptara un enfoque topoldgico, seria
necesario introducir los conceptos béasicos de Teoria de Singularidades de gérmenes
de aplicaciones entre variedades, tal y como puede verse en [5] ¢ [11] para los aspectos
mas basicos. Si bien dicho enfoque se ajusta a varios de los conceptos presentados en
este trabajo, la clasificacion de (multi-)gérmenes de singularidades requiere elementos
adicionales de acciones de grupos de Lie sobre espacios de jetﬂ El desarrollo de
este formalismo requiere una extension de la longitud de la memoria; por ello, se ha
preferido optar por un enfoque geométrico mas simplificado.

La evolucion de las singularidades a lo largo del tiempo se aborda inicialmente en
términos de “slices” (rodajas) del espacio de deformaciones universales de “tipos bésicos”
de (gérmenes de) funciones 6, con méas generalidad, aplicaciones. Esta teoria fue desarro-
llada inicialmente para gérmenes de funciones a finales de los cincuenta y principios de los
sesenta por René Thom y popularizada en la década posterior por Chirstopher Zeeman y
recibe el nombre Teoria de Catastrofes.

Untuitivamente, el k-jet de una funcién en un punto es el polinomio de Taylor truncado en orden k;
el k-jet de una aplicacion f € C"(n,p) esta dado por los k-jets de sus p componentes.
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Capitulo 4. Evoluciéon de superficies bajo flujos de curvatura

La clasificacion de singularidades de gérmenes de aplicaciones fue llevada a cabo de
forma simultanea por las escuelas anglosajona (liderada por J.Mather y C.T.C.Wall) y
rusa (liderada por V.I.Arnold) en [6]. La extension de este enfoque a multi-gérmenes es
aplicable al analisis de gestos faciales, usando las correspondencias entre deformaciones
universales y los modelos gestuales basados en apariencias. Por ejemplo, en la Figura 4.1
podemos ver como las dos transiciones presentadas se corresponderian con la animacion de
cerrar y abrir la boca (movimiento de los labios que corresponde a una de las catéastrofes
de Thom).

----- e o

Figura 4.1: Transicion de la catastrofe clspide para curvaturas con mismo signo Fuente: [12]

Un anéalisis mas detallado de estos elementos puede encontrarse en los articulos de
Bruce et al. [12] y |13], centrados en el estudio de crestas o curvas parabolicas para
superficies en evolucién. Dicho anélisis es algo méas pormenorizado del que daremos en
este capitulo, pues se realiza en términos de funciones de altura, conjuntos de bifurcacion
y superficies focales.

4.1. Flujos de Curvatura

Tras haber definido la curvatura como invariante extrinseco de la superficie, el siguiente
paso seréd estudiar su evoluciéon a lo largo del tiempo. Este estudio permitirda modelar la
variacion en la curvatura del rostro cuando se realiza un gesto facial, manteniendo la
descripcion de la cara humana dada y adaptarla a las deformaciones que sufra. Para
este fin, se recurre al concepto de flujos presentado en la Seccion 2.5 adaptandolo a la
geometria de la cara como superficie suave (clase C*) a trozos.

Ademas de analizar la evolucion de la superficie a lo largo del tiempo, un flujo también
se puede considerar como un proceso de suavizado para la informacion discreta capturada
de forma experimental. El enfoque basado en flujos permite estimar las caracteristicas
principales de la superficie que faciliten una descripcion mas sencilla disminuyendo la
complejidad computacional de los modelos discretos. Este enfoque es el que adoptan
Mumford et al. en [31], donde buscan flujos “ideales”, en el sentido de no incorporar
nuevas caracteristicas que no estuviesen en la superficie original.
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4.1. Flujos de Curvatura

Para adaptarnos a la notacion empleada en dicho articulo, en este capitulo repre-
sentaremos la superficie de manera explicita en lugar de la forma paramétrica, a través
de la forma de Monge z = f(z,y). Esto permite dar una formulacion equivalente de
los distintos conceptos presentados a lo largo del capitulo anterior, y cuya obtencion es
inmediata tras realizar el cambio de variables pertinente.

Proposicion 4.1. (Ezpresion en forma de Monge)

I Y S - /" I VA Gt (2 12 )]

T rrrn T irrrn T iR N_1/71+f§+f5’

H— (1+f§)fyy_2fxfyfxy+ (1+fy2)fxx K= frmfyy _foy E _ Zij 2k
201+ f2+ f2)32 ’ (L+f24+ )% 9 14248+

A partir de ahora, describiremos localmente las superficies suaves a trozos usando
“parches”, que se describen en términos de desarrollos de Taylor de orden 5 para cada
trozo suave de superficie. La caracterizacion intrinseca se realiza usando las curvaturas
principales, que en este caso se calculan facilmente en términos del Hessiano de la forma
de Monge. Este enfoque simplifica significativamente el término de segundo orden del
desarrollo:

3
1 1 3 -
2= flz,y) = §(K1I2 + koy?) + 3 E (j) bjx3—JyJ+
N

1 < /4 1<~ /5
i s s
+E]z:; (j)bja: Tqp? +5; (j)bjx Ty + O((z,y)°),

donde la O grande de Landau hace referencia a los términos de mayor grado. Tras una
traslacion y rotacion adecuadas, cualquier punto de la superficie puede ser representado
de esta manera. Por ello, basta centrar el foco de atencién en un entorno pequeno del
origen, que es donde se considera el desarrollo.

Podemos entonces comenzar con el estudio de la evolucion de la superficie. Para ello,
consideramos la familia uniparamétrica de superficies {S;} parametrizada por ¢, el cual
suele denominarse “tiempo” o “escala”’. Localmente, dicha familia puede representarse en
forma de Monge como:

Sy ={(z,y,2) | 2= F(z,y,t)}

En un tiempo ¢, deformamos la superficie S; a lo largo de la direccién normal N; de

cada punto a una velocidad f:

ds;
2t BN
o = BN
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Capitulo 4. Evoluciéon de superficies bajo flujos de curvatura

expresado en términos de una aproximacion de primer orden. A partir de la notaciéon de
Monge, esta ecuacion se convierte en:

(_Fm_Fy?l)
VITFZ+F]

donde Az = AF = F,Az + F,Ay + F,At + O(At). Por lo tanto, cuando At — 0,

Strar — St = (Azx, Ay, Az) = A -t + O(At)

At
ﬂ:( P }MM—EAO/N+O@m%h431+@+E}

1+ F2+F2

Si suponemos que la superficie inicial S esté descrita en forma de Monge como z =
f(z,y), obtenemos el problema de valores iniciales:

Fy(w,y,t) =8 -4/1+ F2+ FZ,

F(z,y,0) = f(z,y).

Para un t pequeno, podemos aproximar la solucién como:

F(x,y,t) = F(z,y,0) + Fy(z,y,0) - t +o(t) = f(2,y) + B-\/1+ f2+ f2- 1+ O(1).

Esta aproximacion resulta vélida para la problemética de este trabajo, pues los
gestos faciales se realizan la mayoria de las veces en poco més de un segundo, por
lo que el tiempo en que se da la deformacion es lo suficientemente pequeno como
para que esta aproximacion de la solucion resulte adecuada.

Definicion 4.1. La aproximacion de la solucion al proceso de deformacion descrita an-
teriormente se conoce como flujo de curvatura si se sustituye el término 3 por alguna
de las curvaturas (principales, media o total). En concreto, los mds relevantes son:

= Flujo de curvatura media:

F(z,y,t) = f(z,y) + H(z,y) - \/1+ f2+ f2 -t + O(t)

= Flujo de curvatura principal:

denomindndose flujo K; para cada uno de los respectivos casos, donde K;(x,y) es
una funcion asociada a las curvaturas principales.
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4.1. Flujos de Curvatura

La principal dificultad a la hora de dar solucién a este problema consiste en que la
ecuacion a resolver es una Ecuacion en Derivadas Parciales (EDP) parabolica no linear.
Incluso en el supuesto de que la superficie sea suave, la deformacion de la familia de
superficies dadas podria dar lugar a singularidades. En concreto, las curvaturas principa-
les son funciones no diferenciables en los puntos umbilicos, por lo que dichos puntos se
convertiran en singularidades bajo los flujos de curvatura principales.

La existencia y unicidad de dichas soluciones es un problema no trivial, pues implica
la biisqueda de soluciones viscosas para EDPs. Por lo tanto, inicamente esbozaremos
aqui la idea principal que justifica la existencia y unicidad de dichas soluciones, pudiendo
consultarse los detalles concretos en [17].

Para poder dar la existencia y unicidad de soluciones en casos como el de la ecuacion
presentada, basta aplicar el Teorema 6.8 de [17], referente a la existencia global de solu-
ciones para ecuaciones geométricas elipticas degeneradas. Dicho teorema puede aplicarse
si se considera la familia uniparamétrica de superficies {S;} como superficies de nivel de
una determinada funcion u, Sy = {(x,y,2) | u(t,z,y,z) = 0}, lo cual sabemos gracias a
la proposicion (formulacion alternativa de Meusnier).

4.1.1. Buenos flujos vs. Malos flujos

Un “buen” flujo siempre debe simplificar una superficie. Esto significa que, a medida
que t se incrementa (pasa el tiempo), no se generan nuevas caracteristicas ni singularida-
des; més bien al contrario. Este descenso monétono de los principales hechos significativos
de la superficie permite dar una representacion jerarquica de la misma.

ara el caso de dos dimensiones (curvas planas), tomamos el flujo
P 1 de dos d 1 , b 11

donde C; = {(z,y) | y = F(x,t)} es una familia de curvas, £ la curvatura y NV, la
direccion normal de C}. De manera analoga al andlisis realizado en el caso de la familia
de superficies uniparamétricas, obtenemos que dicho flujo conduce a la ecuaciéon

o FLE{L‘
1+ F2

A modo de ejemplo, si consideramos la curva y = x*, la cual tiene un punto de inflexion
doble en el origen, vemos que:

Fy

F(x,t) = 2" + 122°t + O(2*, tz?),

*r 2 2
de donde vemos que, para esta simplificacion, hay dos puntos de inflexion si ¢ < 0; mientras
que para t > 0 no hay ninguno. Por lo tanto, el flujo no genera puntos de inflexion, sino
que los elimina. Asimismo, tampoco genera “vértices” (puntos donde la curvatura toma

valores extremos). Podemos decir entonces que, para este caso, el flujo escogido es bueno.
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Capitulo 4. Evoluciéon de superficies bajo flujos de curvatura

El caso tridimensional, pues es el que nos interesa, tiene un tratamiento anélogo.
La tunica diferencia es que en este caso las singularidades que pueden surgir son puntos
parabolicos, crestas, puntos umbilicos y cuspides de Gauss (puntos donde la curva definida
por la aplicacion de Gauss presenta una cuspide).

4.2. Efecto local de flujos de curvatura

Tras haber definido lo que es un flujo y, més concretamente, qué consideramos un buen
flujo, analizaremos el efecto de los flujos presentados sobre las singularidades ya definidas
en el capitulo previo: puntos parabdlicos, crestas y puntos umbilicos. Cuando hagamos
referencia a “bucles” de los mismos, nos referimos a la propagaciéon de dicha singularidad
a lo largo del tiempo (pues, por ejemplo, la secuencia temporal de un gesto se basa en
deformar la superficie para acabar retornando a la posicion inicial de la misma).

Cabe destacar que este estudio se realizard de manera local y estara enfocado a super-
ficies genéricas. Por ello, las caracteristicas aparecen y cambian de manera estable (ante
leves perturbaciones no se modifica el patréon en base al cual se alteran las caracteristicas
de la superficie). Sin embargo, para el caso de superficies de revolucion dicho tratamiento
no resultaria valido, pues las simetrias que las caracterizan se verian afectadas.

4.2.1. Sobre puntos paraboélicos

Generalmente, y sin entrar en mayor detalle, para una familia uniparamétrica de su-
perficies las curvas parabélicas tinicamente pueden crearse a través de la transicion deno-
minada As [12]. En el momento en que se produce, existe (localmente) un tinico punto
parabdlico., el cual puede desaparecer o convertirse en un bucle parabélico.

El conjunto de puntos parabolicos rojos (aquellos en los que ko = 0) de Sy entorno al
origen satisfacen:

1
0= foafyy — oy = k1 (b2 + b3y) + (5"‘?102 + boby — b%)xQ—F

Ty

1
+(K1c3 + bobs — bibe)zy + (55104 + bibs — b*)y* + O((z,y)?).

En caso de que se crease un bucle paraboélico rojo, deberia existir un momento en que
la transicion As diese lugar en algtin punto de la superficie. Para poder realizar el estudio
con mayor facilidad, suponemos que dicho momento es ¢ = 0 y el origen es un punto
parabolico rojo aislado en Sy (el anélisis seria analogo si fuese de tipo azul). Por lo tanto,
by = b3 = 0 y la relacion anterior queda reducida tinicamente a la forma cuadratica

1 1
Qx,y) = (55102 — b?)xQ + K1c3Ty + §/£104y2,

la cual es positiva definida, o negativa definida, en un entorno del origen.
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Analicemos la influencia que pueden tener los flujos presentados en la seccion previa:

= Flujos de curvatura media: Como ya conocemos el valor del flujo, iinicamente
debemos sustituir en dicha expresion el flujo considerado por la curvatura media y
tomar la aproximacion de la representacion explicita dada previamente. Gracias a
esto, obtenemos que el conjunto parabdlico de S; esta dado por:

1
0= Fx:pry — ng = (—lﬁ(CQ + C4) + O(:c,y))t + O(t)‘i‘

2
1 2\, 2 1 2 2
+(§/<a102 — b)x" + Kieszy + Shicy +O0((z,y)?).
Para un t concreto, vemos que el conjunto de puntos parabélicos satisface:

Q(r,y)

t= o)
Th1(ca + c4)

+0((z,y)*)

En este caso, el signo de la forma cuadratica depende del de ki¢y:

e Sikiey > 0= %/ﬁcz — b2 > 0= Kico > 0. Por lo tanto, ki(cy +c4) > 0y el
signo del lado derecho de la expresion es siempre negativo. Por tanto, para un
t > 0 lo suficientemente pequeno, no se genera ningtin bucle parabdlico rojo.

e Si kicy < 0, el signo del lado derecho puede llegar a ser positivo para algunos
tipos de superficies, lo que darfa lugar bucles paraboélicos rojos.

El primer caso hace referencia a cuando una zona hiperbolica aparece o desaparece
dentro de una regién eliptica, mientras que el otro es el supuesto opuesto. Por tanto,
bajo este flujo no pueden originarse regiones hiperbodlicas, aunque si pueden crearse
regiones elipticas.

= Flujos de curvatura principal: Consideramos el Ks-flujo, el cual podemos ex-
presar en torno al origen como:
2 b, C4 9 3
Ka(z,y) = (5 — —)z" + cazy + -y~ + O((z,9)°),
2 K1 2
pues recordemos que ko = 0 al ser un punto parabdlico. Al igual que antes, podemos
obtener la expresion del flujo para dar el conjunto parabdlico de S; como:

Ty

1
0= meFyy - F2 - (5"1104 + O(ZL’, y))t + Q(xay) + O(tu (I7 y)2)

Para un ¢ determinado, el conjunto de puntos parabdlicos debe cumplir:

Q(xv y) 2
t=——"—""=+0((z, .
2 0@ w)®)
Vemos que en este caso numerador y denominador tienen siempre el mismo signo,
por lo que para t > 0 pequeno, el punto paraboélico rojo aislado siempre es eliminado

sin generarse un bucle.
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Capitulo 4. Evoluciéon de superficies bajo flujos de curvatura

A modo de resumen, vemos que tnicamente se podrian generar bucles parabolicos
(azules o rojos) bajo flujos de curvatura media. En concreto, si bien las regiones hiperbo-
licas no pueden generarse dentro de regiones elipticas, las zonas elipticas si pueden crearse
dentro de areas hiperbolicas.

4.2.2. Sobre crestas

En esta subseccion nos ceniremos al estudio de crestas que no sean puntos umbilicos,
pues dicho supuesto lo abordaremos inmediatamente después. Al igual que antes, nos
centraremos en el estudio de crestas de tipo rojo, siendo el caso de crestas azules analogo.

Sea K la funcion de la curvatura principal menor y Ds su direccion principal asociada.
Gracias a esto, podemos definir la condicion que cumplen las crestas rojas, pues son
méaximos y minimos de las lineas de curvatura:

VK2(x7y) ' Dg(fﬁ,y> =0.

Como consecuencia se obtiene que, para un entorno lo suficientemente pequeno en el
origen, la ecuaciéon correspondiente a dichos puntos es:

0 = by(k1 —K2) — (3b1ba — (K1 — K2)c3)w — (363 — (K1 —ha)(ca— 3“3))9+Q(9€> y)+0((z, ?J)Q),
donde la funcién que representa a los términos cuadraticos es:

1 9 6, b2
Q(x,y) = ax? + vy +  =ds(ky — Kg) — —bacs + ——=— 2
2 2 K1 — R9 R1 — R2

en la cual Gnicamente hemos mostrado los coeficientes relativos a y? para aligerar la
representacion, pues ademas son los Unicos que usaremos en los casos especificos que
consideramos para nuestro analisis asociado a los flujos.

Generalmente, para una familia de superficies, las crestas inicamente se pueden crear
o destruir mediante funciones de Morse?| (para mas informacién, consultar [11] y [13]).
En el momento de la transicion, existe (localmente) una cresta aislada, el cual puede
desaparecer o convertirse en un bucle de cresta.

Supongamos entonces que Sy es la superficie en el momento de la transicion y el origen
es una cresta roja aislada. Entonces, los términos lineales de la ecuacién anterior se anulan,
permitiendo ver que:

bg == 0, 3b1b2 == (Iil — I€2)63, 3b§ == (Iil — Iig)(&l - 3/43%)

Por lo tanto, dicha igualdad queda reducida a simplemente:

Q(z,y) + o((z,y)*) = 0,

2Una funcién de Morse es aquella que no tiene puntos criticos degenerados.
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donde:
15b, b% 9

1
Qz,y) = ax’ +ywy + 5 (ds(m1 — k2) — sl

siendo positiva definida, o negativa definida, en un entorno del origen.
Analicemos la influencia que pueden tener los flujos ya presentados:

= Flujos de curvatura principal: Podemos describir la curva de crestas rojas en
una superficie S; como:

VKsy(x,y,t) - Day(x,y,t) =0,
que gracias a lo visto anteriormente, se expresa también como:

156, b2

R1 — R2

0=Q(z,y) + (ds(r1 — r2) —

)t+O(t, (z,9)%).

Para un t concreto, estos puntos satisfacen:

Q(z,y)

d5(/€1 - fiz) -

_ 2
l=— 15b1b% + O((x7y> )

K1—kK2

El denominador y el coeficiente de 42 de la forma cuadratica siempre tendran el mis-
mo signo. Como Q(z,y) es (localmente) definida positiva o negativa, t sera siempre
negativo cerca del origen. Por lo tanto, cuando ¢ > 0 no hay crestas y el K5-flujo no
puede entonces generar ninguna cresta roja. De manera analoga, ocurre lo mismo
para el Ki-flujo y las crestas de tipo azul. En definitiva, no generan bucles de cresta.

» Flujos de curvatura media: Los cédlculos de este supuesto serian similares a los
ya vistos para el caso de los flujos de curvaturas principales. Para mayor breve-
dad, tnicamente mencionaremos que el flujo de curvatura media puede moverse en
cualquier direccién, lo cual puede generar o no bucles de crestas.

4.2.3. Sobre puntos umbilicos

En ultimo lugar tenemos los puntos umbilicos, los cuales recordemos que son aquellos
en los que las crestas “cambian de color”. Aparte de este hecho, en esta subseccién nos
sera de utilidad la siguiente caracterizacion alternativa de los puntos umbilicos.

Proposicion 4.2. Un punto es umbilico si, y sdlo si, los coeficientes de las dos primeras
formas fundamentales son linealmente dependientes entre si.

Demostracion. Expresado de manera alternativa, la condiciéon de dependencia lineal entre
los coeficientes de las formas fundamentales puede expresarse como:

(E F G) gE —eG =0,
rg =0«
e f g fG—gF =0.
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Las dos ultimas ecuaciones se obtienen de manera inmediata gracias a la expresion local
de curvaturas principales (ecuaciones de Weingarten), pues basta considerar la matriz de
la aplicacion de Weingarten expresada en forma diagonal, por lo que ambos términos de
la diagonal secundaria se anulan. Ademas, el hecho de que el punto sea umbilico significa
que ambas curvaturas principales (los elementos de la diagonal) también deben ser nulos.
A partir de estas relaciones, obtenemos la caracterizacion buscada. O

Los puntos umbilicales se crean o desaparecen siempre en parejas, lo cual puede ocurrir
cuando la familia de superficies sufre una transicion no versal etiquetada en la terminologia
de Arnold como D, [13]. Supongamos que, en el momento en que se produce la transicion,
el origen es un punto umbilico doble en Sj. Dicha superficie puede representarse como:

1 1
zzf@w)z§Mf+ﬂ%+6®M’+%w@+ﬁ®uf+%f)+0«%wﬂ

donde los coeficientes satisfacen:

bp — by by —bs

by by | 0.

Para simplificar, podemos asumir que b; = b, = 0 simplemente rotando ejes.

Tal y como se ha visto en la demostracion de la proposiciéon previa, podemos carac-
terizar los puntos umbilicos gracias a las relaciones obtenidas mediante las ecuaciones de
Weingarten. Ademés, como podemos sustituir los coeficientes de la segunda forma funda-
mental por las derivadas de segundo orden de F', obtenemos una caracterizacion analoga
al de las subsecciones previas de los puntos umbilicos en funcién de los desarrollos de Tay-
lor de dichas funciones aplicados a las ecuaciones mentadas. Unicamente presentaremos
dicha representacion para flujos en un instante ¢ concreto.

Esta vez consideraremos flujos algo distintos de los analizados previamente, debido a
las particularidades ocasionadas por los puntos umbilicos. Para ello, lo que haremos sera
considerar un nuevo término que sustituya a 5 en la aproximacion de la soluciéon para dar
un flujo de curvatura, al que denominaremos flujo de curvatura media generalizado:

Hy(z,y) = (K?@w ; Kg(x,y)>1/n

Esta funcion puede obtenerse a partir de las curvaturas media y total (Gauss). Por lo
tanto, su desarrollo de Taylor en torno al origen también puede obtenerse gracias a los de
dichas funciones. Omitiendo dichos detalles, el resultado final es:

1 11 (n—1)b
H — — 3T - 0
w(T,y) =K+ 2(box+b3y)+( K° + 4co+ 462+—8K

1 1 n — 1)bgb 1 1 n—1)b2
+(§Cl + 568~ %)WJ + (=K + 1 + 16 + (8%)92 + O((z,y)?).

)x2+
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4.3. Flujos de curvatura principales sobre la cara

Retomando la caracterizaciéon de puntos umbilicos en términos del flujo, para un ins-
tante ¢ concreto, obtendriamos:

2!1(2[)0()302 + b%c:g + b%Cl - Qﬁgbobg) 2
b2(2kc) + 2kc3 — (n — 1)bobs)

+ O(2?).

Para una superficie genérica, el término derecho de esta igualdad puede ser tanto positivo
como negativo, por lo que el flujo podria moverse por ambas direcciones. Esto significa
que pueden tanto crearse como destruirse pares de puntos umbilicos.

Gracias a este nuevo flujo, podemos obtener los que hemos ido analizando a lo largo
de todo el capitulo:

» Flujos de curvatura media: Caso n = 1. Si bien los calculos previos se realizaron
para un n > 1, también son validos para el caso del flujo de curvatura media
habitual. Por ende, los pares de puntos umbilicos pueden ser creados o destruidos.

= Flujos de curvatura principal: En los puntos umbilicos, ni K; ni K5 son funciones
de clase C'*° en los puntos umbilicos, por lo que no podemos dar su representacion
como desarrollo en serie de Taylor. De todas formas, vemos que el K;-flujo es el caso
limite cuando n — oo del H,-flujo definido previamente. El K>-flujo se comporta
también de manera idéntica. Al igual que antes, ambos flujos pueden moverse en
cualquier direccion.

4.3. Flujos de curvatura principales sobre la cara

Veamos ahora el efecto de los flujos de curva-
tura principales sobre datos reales de una cara hu-
mana. El experimento se basa en datos obtenidos
mediante dispositivos de rango (laser) del rostro de
una mujer joven, que primero se han suavizado pa-
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cilindricas r = r(z,0) toda la cabeza. No obstan-
te, nos enfocaremos tnicamente en la cara e im-
pondremos condiciones frontera de tipo Neumann
(g—g = % = 0), para asi obtener un problema de
valores frontera bien definido.

Para comprender mejor el experimento, cabe
destacar que las lineas de curvatura correspondien-
tes a kq suelen ser horizontales debido a la eleccién .

. . Figura 4.2: Mapa 3D del rostro escanea-
del tipo de coordenadas. Al realizar el proceso de do. donde se muestran las crestas azu-
suavizado, el rostro se acaba aproximando mas a un |es (lineas gruesas) y rojas (lineas pun-
elipsoide con x; maxima en la cresta correspondien- teadas). Fuente: [31]
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Capitulo 4. Evoluciéon de superficies bajo flujos de curvatura

ella, que cruzan ambos lados de la cara. En un rostro completamente formado, estas lineas
rodean alrededor de la nariz, los ojos y los extremos de la boca. Por su parte, las lineas
correspondientes a la curvatura menor ko tienden a ser verticales en las partes suaves de
la cara.

-1 T T T : T
y “u"i,wo“ﬂfﬁhﬁu*«*mﬂ* s :
F -+ i 3 7 M 4. B

A aaani HiE { : b TN

; B it R
*

oA

ey J
S i
e *,
*"‘Ooix'ui.«'*u»n*ﬂ,‘ . 4
e : e,

hi T

Figura 4.3: Crestas, linea parabdlicas y conjuntos de nivel de K; (izq.) y K> (dcha.). Fuente: [31]

A partir de las Figuras [£.2) y [£.3 podemos comprender de mejor manera cudles son las
diversas singularidades presentes en el rostro, las cuales pretendemos simplificar a través

de los flujos ya presentados.

i

T
T

i

T T
T
mE

Figura 4.4: La cara tras pasar por los flujos K; (izq.) y K> (dcha.) en el instante ¢ = 1000. Fuente: [31]

En concreto, la idea es que los flujos correspondientes a las curvaturas principales
simplifiquen la superficie a través de sus direcciones principales asociadas. De hecho, bajo
el Ki-flujo la cara en la direcciéon horizontal tiende a adoptar una forma mas circular,
mientras que en sentido vertical conserva la curva ondulada original provocada por los
ojos, la nariz y la boca; recordando a los bosquejos bésicos que usan los artistas para
iniciar sus dibujos. En cambio, con el Ks-flujo la cara tiende a aplanarse verticalmente,
mientras que en sentido horizontal existe un solo pico a lo largo de la nariz; por lo que, al
cabo de un tiempo, la cara acabara asemejandose a un papel doblado. El efecto de ambos
puede apreciarse en la Figura [£.4]
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4.3. Flujos de curvatura principales sobre la cara

Ambos flujos acaban con los bucles parabolicos. También observamos que el Ks>-flujo
origina un bucle parabdlico azul cerca del limite de la cara. Aunque se trata sin duda de
una estructura nueva, se crea en una parte del rostro practicamente plana, donde la mejilla
interacttiia con las condiciones de contorno de Neumann impuestas, por lo que no es una
nueva estructura como tal. Ademés, en ambos flujos de curvatura principal, se pueden
crear o eliminar un par de puntos umbilicos. Todos estos hechos pueden observarse en las

Figuras [4.5] y [4.6]

- -
D

Figura 4.5: La cara tras pasar por el flujo K; en el instante ¢ = 100. Fuente: [31]

Centrandonos en este ultimo fenémeno, referente al comportamiento de los puntos
umbilicos, vemos en la figura que el par de puntos umbilicales de la nariz se ha
aproximado bastante tras pasar por el flujo correspondiente a la curvatura mayor. Si
bien podria interpretarse que este hecho tnicamente es fruto de la simulacién numérica
realizada, demostraremos que dicho comportamiento es comiin a singularidades de este

8
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Figura 4.6: La cara tras pasar por el flujo K5 en ¢ = 100 (izq.) y ¢t = 250 (dcha.). Fuente: [31]

Proposicion 4.3. Dado un par de puntos umbilicos simétricos en una cresta, ambos se
aproximardn tras pasar por el flujo correspondiente a la curvatura principal mayor. En
concreto, acabardn evolucionando en un unico punto umbilico degenerado.
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Capitulo 4. Evoluciéon de superficies bajo flujos de curvatura

Demostracion. Para simplificar los céalculos, asumimos que la superficie z = f(z,y) es
simétrica en ambos ejes; (z,y) — (—z,y) v (x,y) — (z,—y). Por lo tanto, los ejes z e
y son cada uno una cresta roja y azul, respectivamente. Ademés, gracias a esta simetria

vemos que en la forma de Monge tinicamente se preservan los términos de orden par:
1 1 1 1
z= f(z,y) = §nlx2+§/€2y2+ﬂ(cox4+60202y2~|—04y4)+5(eox6+1562x4y2+15e4$2y4+66y6)+...

Por lo tanto, las dos direcciones principales son dichos ejes. Una vez visto esto, retomemos
la idea de la prueba. Supongamos que hay dos puntos umbilicos cerca del origen en el eje
x. Tenemos entonces la siguiente condicion:

02—co+2/<a:1)’>0

En este caso, las coordenadas de los puntos umbilicos son (+, / Cz(fclo—;';%—k..., 0) Si pasamos
1
ambos puntos por el flujo de curvatura principal mayor, obtenemos:

F(r,y, At) = F(z,y,0)+F(z,y,0)At+o(At) = f(x,y)+Ki(z,y)\/1+ f2 + f2At+o(At)

1 1 1
= k1 At + é(m + (co — 263)At)z* + 5(/@2 + oAty + —(co + (€2 — 20cok? + 24K5) At)z* +

24

1 2 2 45 A A(ca — K})? 20, 1 4 4 4

+4(cz+(e4+cofsz+202nl 4K 4/{1/@+—F6 - JAt)z“y +24(C4+66At)y +O(At, 2%, y).
1= K2

Por lo tanto,
0(/@1 — /fg)
ot
lo que acerca puntos umbilicos con el paso del tiempo. También podemos observar la
derivada segunda, para lo cual consideraremos el denominador de la primera componente
de la coordenada de cada punto umbilical:
0(Cy — Cy + 2K3) 4 3

=b
8t (x7 y) + K1 — Ro

=co—cy — 2K3 <0,

donde la funcién:
b(x,y) = eq — ey + 26coK2 + coka + 2cakt — 40K° — 4K ko,

vemos que estd acotada por los coeficientes de z. Por lo tanto, cuando k1 — ko es lo
suficientemente pequeno:

A(Cy — Cy + 2K3)

> 0.
ot
Gracias a las dos condiciones que hemos indicado vemos que, si aplicamos el K;-flujo,
ambos puntos umbilicos se aproximaran al origen con el paso del tiempoﬁ. O

3En el caso limite se acabaran convirtiendo en un tnico punto umbilico degenerado con indice +1 6
—1, dependiendo del tipo de par de puntos umbilicos iniciales.
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Capitulo 5

Enfoque variacional

Tras haber visto la evolucion global de la superficie de la cara a lo largo del tiempo
gracias al uso de flujos de curvatura, en este capitulo daremos una visién alternativa y
complementaria a dicho enfoque en términos de “caracterizacion de esfericidad” y la “falta
de esfericidad” como responsable de las variaciones en la forma. Este punto de vista se
basa en analizar la similitud o diferencia de la superficie (en nuestro caso, el rostro) para
facilitar su modelado en dichos términos.

Este enfoque se fundamenta en segmentar la cara como un conjunto de modelos linea-
les a trozos asociados a ella. Dicha identificacion de modelos puede reformularse como un
problema de optimizacion. Una primera clasificacion distingue entre optimizaciéon convexa
de la no convexa. En el primer caso, las estrategias de tipo lineal proporcionan métodos
generales; el segundo es mucho menos tratable y a menudo sélo se dispone de soluciones
aproximadas. El ajuste de su evolucion espacio-temporal y la “persistencia’ de las apa-
riencias es una extension que se aborda en términos de Anélisis Variacional. El problema
inicial consiste en identificar el funcional més apropiado, imponer las restricciones natu-
rales, caracterizar las ecuaciones estructurales y desarrollar métodos para la resolucion
exacta o aproximada minimizando el error.

La relacién entre la Geometria Diferencial y el Célculo Variacional es antigua y se
desarrolla inicialmente en el siglo XVIII con los hermanos Bernouilli, L. Euler y J. La-
grange como figuras centrales consecutivas. La primera formulaciéon general se debe a
Euler; mientras que la adaptacion a problemas de Mecanica Analitica se debe a Lagrange
y Legendre, dando lugar a las formulaciones integrales de la Mecanica Clasica asociadas
a la minimizacién de un funcional cuadratico. Los “ejemplos” clésicos corresponden a la
minimizacion de la longitud (geodésicas), el area (superficies minimales) o algtn funcional
de energia (desde Newton hasta Yang-Mills).
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Capitulo 5. Enfoque variacional

5.1. Energia de Willmore

El flujo de energia de Wilmore permite evaluar la “falta de esfericidad” de un trozo
de superficie suave. Por ello, es muy apropiado para evaluar la variacion de los radios de
curvatura en esferas osculatrices a la superficie, tal y como definiamos tras la Proposicion
de Meusnier. El primer paso consiste en caracterizar la esfericidad de un trozo de superficie.

La motivacion inicial para introducir el flujo de energia de Wilmore procede de los
trabajos de S. Germain (1821-1826), donde modela la elasticidad de una superficie en el
espacio 3D en términos de (el doble de) la curvatura media 2H = k; + k2 (la traza de la
matriz de curvatura en cada punto). Los modelos elasticos para el analisis dinamico de
los gestos motivan la introduccién de una version global a este resultado: la energia de
Willmore y el correspondiente flujo asociado. Aunque existen diversas definiciones equiva-
lentes de dichos conceptos, las cuales iremos viendo a lo largo del capitulo, comenzaremos
por una que implica las curvaturas media y total (Gauss).

Definiciéon 5.1. La energia de Willmore de una superficie S se define como:

W(S) = /S(H2 _K)dA - 3/5(’“ ~ k)2 dA

5.1.1. Teorema de Gauss para aplicaciones esféricas

La definicién anterior involucra dos términos que pueden separarse en dos integrales.
Para el calculo del flujo, lo mas ttil seria reducir dicha expresiéon lo méximo posible,
buscando que alguna de ambas partes no varie. Esta reducciéon puede aplicarse de manera
simple al caso particular de la cara humana. Si ignoramos los “agujeros” mas relevantes
para gestos faciales (correspondientes a ojos y boca), el modelo topologico méas simple
de la cabeza es una esfera topologica S?. Esto permitira simplificar la parte definida por
la curvatura total. Para ello recuperamos la caracterizacion de las formas fundamentales
definidas durante el Capitulo [3]

Definicién 5.2. La tercera forma fundamental de una superficie S en la base de T),S
se define como:

(111 = () = (L D) = (s ) = (e e )

Ny = My Moy * Ny
y suele representarse como n2du® + n,n,dudv + n2dv?.

En concreto, dado un punto p € Sy u,,v, € 1,5, podemos expresarlo en términos
del operador de forma como (111)(uy,v,) = d,N(u,)d,N(v,). Resulta evidente entonces
que la tercera forma fundamental de la superficie es la primera forma fundamental
de la aplicacion de Gauss. Expresado en términos mas cercanos a los de la Figura[5.1]
es igual a la parte lineal principal del crecimiento del angulo entre los vectores normales
a dos puntos considerados de la superficie. Esta formulaciéon muestra la conexiéon con el
enfoque de la Geometria Conforme.
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5.1. Energia de Willmore

Figura 5.1: Interpretacion de la tercera forma fundamental. Fuente: [21]
No obstante, la tercera forma fundamental se encuentra completamente determinada
por la primera y la segunda, tal y como demuestra la siguiente proposiciénE].

Proposicion 5.1.
K(I)—2H(II)+ (III)=0

Demostracion. Dado p € S, escogeremos la parametrizacion r(u,v) donde r,, 7, son pa-
ralelos a las direcciones principales (autovectores correspondientes a los autovalores k; y
Ko de la matriz de curvatura). Entonces,

<ruarv> = 0; Ny = —R1Ty, Ny = —RK2Ty.

En base a esto, podemos reescribir, para a = (a1, as) € 1,5, los términos de la expresion
previa de una manera mas sencilla:

(I)(a,a) = E(a}) + G(a3), (II)(a,a) = —{a, Lyn) = k1 E(a}) + kyG(a3)

(I11)(a,a) = —(Lqan, Lan) = k1E(a7) 4+ k3G (a3).
Podemos entonces desarrollar el calculo de los elementos de la férmulas

K1+ Ka

K(I) = 2H(II) + (I1]) = k1k(E + G) — 2 (k1E + k2G) + K1 E + k3G = 0

IEsta proposicién es un caso particular de otro resultado méas general; el Teorema de Cayley.
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Capitulo 5. Enfoque variacional

Corolario 5.1.
n?=2He -~ KE, nun,=2Hf—-KF, n’=2Hg—-KG

Aunque esta dependencia pueda llevar a la idea de que (/11) no tiene un significado
propio, esto es incorrecto. Tal y como hemos visto, al ser la primera forma fundamental
de la aplicacion de Gauss, podemos emplearla para hallar de manera sencilla el area de
una imagen esférica en la esfera de Gauss.

Definicion 5.3. Sea D C S un dominio de la superficie. La curvatura integral de
D se define como w(D) = [[, KdA. En concreto, si D estd contenido en un entorno
coordenado de la carta local (U, ):

w(D) = //D K (u,v)VEG — F2 dudv

Teorema 5.1 (Teorema de Gauss para aplicaciones esféricas).
Supongamos que D C S tiene una correspondencia univoca con una region D* = N(D)
bajo la aplicacion de Gauss N : S — S? y la curvatura Gaussiana tiene el mismo signo

en cada punto de D. Entonces,
o)l = [ a

siendo do el elemento de drea de la esfera.

Demostracion. Consideramos una parametrizacion de S? dada localmente por la aplica-
cion normal r(u,v) = N(u,v). El area se calcula como:

A(D*> = // \/E§2G52 — FS22 dUd’U,

donde los coeficientes de la primera forma fundamental son los correspondientes a la esfera.
Estos coeficientes se expresan también en términos de la tercera forma fundamental de la
superficie original:

EeGs — Fa = (2He —KE)2Hg — KG) — 2Hf —KF)* = ... =

=K*(EG — F?) —2HK(eG — gE — 2fF) + 4H*(ef — ¢°)
= K*(EG — F?) - 2HK2H(EG — F?) + 4H’K(EG — F?) = K*(EG — F?)

A partir de esto, podemos probar el resultado pedido:

A(D*) = // JEx:G — F2, dudv = //D K (1, 0)|VEG = F2 dudv = w(D)|

]
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5.1. Energia de Willmore

Tenemos entonces una manera de calcular el segundo término de la energia de Wlllmore
gracias a este teoremaﬂ En efecto, calculando dicha integral mediante el Teorema de
Stokes, se obtiene que dicha integeral es el area de la esfera de radio unitario: 4. Por lo
tanto, para estudiar el flujo de esta energia puede ignorarse este término constante.

Como tltima observacion, nétese que el enfoque clasico para calcular la segunda parte
de la integral suele realizarse aplicando el Teorema de Gauss-Bonnetf] No obstante,
la presentacion y desarrollo de dicho resultado requeriria introducir nociones topologicas
como la caracteristica de Euler-PoincaréF_f] y el genuf].

Los conceptos y resultados anteriores facilitan la representacion topoldgica del rostro
usando propiedades de las triangulaciones y sus representaciones simbolicas (grafos), que
se utilizan en sistemas de reconocimiento de caras basados en pegado elastico de grafos
para encontrar las caras “mas proximas” a una dada. Las limitaciones inherentes a la
extension del trabajo impiden ahondar en los detalles.

5.1.2. Funcional de Willmore

La interpretacion clésica de la energia de Willmore es la de una medida de bonanza de
una superficie, en el sentido de determinar la energia asociada a ella, de manera analoga a
como sucede con el funcional de area. Esto se puede ver de manera mas clara si retomamos
la definicién que dimos antes de la energia de Willmore:

W(S) = /S(m _K)dA - }l/s('ﬁ — k)2 dA,

donde en cada punto tenemos un primer funcional cuadréatico desacoplado en términos
de las curvaturas principales. En particular, si k1 = kg (como es el caso de la esfera)
la energia de Willmore es nula. Esta observacion justifica porqué la energia de Willmore
mide el “defecto de esfericidad” de una superficie inmersa en R?.

No obstante, debido a que el segundo término es un invariante topoloégico tanto para la
esfera (Teorema como para superficies generales (Gauss-Bonnet), podemos simplificar
dicha definicién; siempre considerando superficies regulares, compactas y orientables.

Definicion 5.4. El funcional de energia de Willmore de una superficie S es:

/HZdA

Mds generalmente, si denotamos por SCO(R3) al conjunto de superficies compactas y
orientadas en R3, podemos definir el funcional previo como W : SCO(R?) — R.

2El teorema probado se puede ver como un caso particular del Teorema general de Stokes, que
generaliza a variedades arbitrarias teoremas como el de Riemann-Green o el de Gauss-Ostrogradski.

3Para ver una version exhaustiva del resultado con su demostracion, consultar |16].

4La caracteristica de Euler-Poincaré es un invariante topoldgico calculable en términos de la
triangulacion de una superficie. Para mas detalles, consultar [16].

SIntuitivamente, el genus 6 género topolégico es el “ntimero de asas” o de “agujeros” de una super-
ficie. Este invariante es clave para describir los tipos que aparecen en la clasificacion topologica de las
superficies compactas en R3.
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Capitulo 5. Enfoque variacional

Definicion 5.5. Una superficie de Willmore es un punto critico del funcional V.

El siguiente paso serd emplear el calculo variacional para ver las caracteristicas esen-
ciales de estos tipos de superficies. En concreto, veremos que dicho funcional tiene un
minimo global que ademés ya nos es familiar. Si bien esta prueba ya la realizé el propio
Willmore en textos como [19], [56] o [57]; en este trabajo nos cefiiremos a la presentacion
que se da en [2]|. En dicho trabajo, el resultado buscado se prueba haciendo uso de los dos
siguientes lemas, cuya demostracion puede encontrarse en el propio documento.

Lema 5.1. Sea S una superficie reqular, orientable, conexa y totalmente umbilical. En-
tonces, S es o bien un trozo de esfera o un trozo de plano.

Lema 5.2. Sea S € SCO(R?), definimos el trozo de superficie con curvatura total no
nula como ST :={p € S | K(p) > 0}. Entonces, la aplicacion de Gauss N : S — S?
restringida a ST es suprayectiva.

Una vez tenemos estos resultados a nuestra disposiciéon, podemos dar el resultado para
la obtencion del minimo global del que hemos hablado previamente.

Teorema 5.2. Sea S € SCO(R3?); entonces, se verifica,
W(S) > 4.
En concreto, la igualdad se da si, y sélo si, S = S?

Demostracion. Sea ST la parte de S con curvatura total no negativa. Por un lado,
W(S) = / H2dA> [ H2dA.
s 5+

Ademés, de manera andloga a como definfamos al inicio la energia de Willmore, se verifica
que:

2
H2 —K: (RI;—H2) — R1Ro = ﬁ%_2ﬁiﬁ2+ﬁ2 = (Hl _4I€2)2 Z 07

por lo que H? > K y podemos aumentar la cadena de desigualdades a:
W(S):/HQdAz H*dA > | KdA.
s S+ 5+

Este altimo término seria anélogo al definido en el teorema de Gauss para aplicaciones
esféricas si la aplicacion considerada fuese un difeomorfismo. No obstante, gracias al lema
previo, si podemos garantizar que la aplicacion de Gauss restringida a esta parte de la
superficie (N|g+) es suprayectiva. Por ello, se tiene la desigualdad:

K dA > A(N(S™)) = A(S?) = 4r,
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5.1. Energia de Willmore

lo cual prueba la primera parte del teorema.

El caso concreto en que se da la igualdad W(S) = 4r se dara tnica y exclusivamente
si H? = K en todo S o, de manera equivalente, si kK1 = ks en todo S. Esto tltimo es
analogo a pedir que la superficie sea totalmente umbilical. En virtud del Lema [5.1] las
superficies totalmente umbilicales son trozos de plano o esfera. Sin embargo, como ésta es
compacta, obligatoriamente debe ser una esfera completa. O]

A modo de ejemplo, se puede consultar |2| para ver como computar el funcional de
Willmore de la esfera de manera directa haciendo uso de su parametrizacion usual.

5.1.3. Aplicacién al modelado de la cara

Los calculos anteriores son aplicables en el caso de considerar el modelado de la cara
como una esfera. De hecho, la mayor parte de los trabajos sobre el flujo de Willmore se
aplican a modelos topologicos de tipo esférico. Una estrategia habitual consiste en los
siguientes pasos:

1. Realizar un remapeado esférico mediante una discretizaciéon robusta del flujo de
Willmore;

2. Descomponer el dominio de los armoénicos esféricosﬂ (funciones radiales) usando una
base ortonormal;

3. Clasificacion tosca sobre descriptores de la energia.

No obstante, el modelado esférico puede resultar algo simple, en especial cuando se
requiere modelar gestos faciales debido a la alta expresividad y sutiles variaciones que
suceden a lo largo de toda la superficie facial. En el caso mas simple posible, habria que
considerar tres agujeros correspondientes a ambos ojos mas la boca. Se consideran estas
partes debido a que es donde se ha detectado que mas variaciones se producen en gestos
de alegria y tristeza (arrugas alrededor de la comisura de los labios o bajo los parpados).

La extension de la metodologia explicada previamente para el caso esférico a superficies
con agujeros solo se ha abordado en el marco de la Geometria Riemanniana para toros. De
hecho, considerando estos tres agujeros, el nuevo modelo de la cara seria la suma conexa
T2H#T2H#T? de tres toros T? := S! x S'. La eleccion de esta variedad esta justificada
por el comportamiento de funciones analiticas sobre el soporte topologico y recuerda a
modelos simples de figuras humanoides (como alienigenas) que se emplean en proyectos
de animacion, tal y como puede verse en la Figura [5.2]

Sin embargo, la extension del anéalisis sobre una esfera o sobre un toro a la suma
conexa de tres toros presenta dificultades importantes (salvo que se adopte el marco de la
Geometria Conforme que excede el dominio de este trabajo). Para entender la dificultad,
veamos los pasos a dar para desarrollar un anélisis anélogo al del caso de la esfera sobre
el funcional de Willmore al nuevo modelo.

6Los armoénicos esféricos son funciones armoénicas que representan la variacién espacial de un con-
junto ortogonal de soluciones de la ecuacién de Laplace, expresadas éstas en coordenadas esféricas.
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Figura 5.2: Representacion en Matlab del toro triple generada por Oleg Alexandrov

El caso general de la suma conexa #9T2 presenta una elevada dificultad para g > 2.
Incluso para g = 1 da lugar a la famosa conjetura de Willmore, que proporciona el
valor del limite inferior de la energia Willmore W(M) = [,, H?dS de un toro; es decir,
W(M) > 272 para M = T(r,+/2r) . Por este motivo, nos centraremos unicamente en
presentar los resultados para el toro T?. Para mayor brevedad, omitiremos los calculos
detallados, pudiendo consultarse todos ellos en .

Proposicion 5.2. El funcional de Willmore para un toro de revolucion T(r, R), donde
r, R € Roq son los respectivos radios menor y mayor del toro, depende de la proporcion
entre sus dos radios. En concreto, si denominamos a dicha proporcion a = %,

7].2

W(T(r,R)) = —F———.
T B) = Ai=a
Este funcional depende de la proporcion entre los dos radios del toro, por lo que
cabe preguntarse si existe un valor ideal mediante el cual obtengamos el “mejor” toro de
revolucion (aquel que minimiza el funcional de Willmore).

Proposicion 5.3. De entre todos los toros de revolucion T(r,R), donde r,R € R,
aquellos que minimizan el funcional de energia de Willmore son los que verifican a =

= \%2 Ademds, el valor de dicho minimo es 272.

La demostracion de este resultado se basa unicamente en buscar el minimo de la
funcién definida en la Proposicion Los calculos precisos pueden verse en .
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5.2. Invarianza conforme del funcional de Willmore

El anélisis previo puede resultar excesivamente complejo para resolver el problema que
se pretende abordar, en especial si consideramos que algunas de los resultados presenta-
dos han permanecido sin demostracion hasta hace relativamente poco. Por ello, conviene
recurrir a aproximaciones mas flexibles, como es el de la Geometria Computacional
Conformeﬂ. La Geometria Computacional combina modelos geométricos, estructuras
de datos y algoritmos para resolver los problemas que aparecen en las diferentes Geome-
trias.

La mayor parte del enfoque desarrollado en este trabajo puede adaptarse al marco
de la Geometria Computacional Conforme. A lo largo de la primera década del siglo
XXI, Gu ha introducido e implementado algoritmos que simplifican los modelos estaticos
iniciales y facilitan su extension a la animacion de personajes. La Geometria Conforme
proporciona el soporte para el modelado de gestos faciales méas alla del marco euclideo
inicial que resulta inapropiado para gestos. La clave consiste en que las transformaciones
conformes preservan los angulos entre las componentes mas expresivas de la cara. En
este apartado demostramos que no sélo se preservan los angulos a través de aplicaciones
conformes, sino que el funcional de Willmore también se conserva.

En virtud de la caracterizacion dada en la Definicion [3.11] las aplicaciones conformes
preservan los angulos entre curvas contenidas en las superficies de partida y llegada, como
extension de las isometrias entre espacios métricos. Una version alternativa més explicita
consiste en usar las parametrizaciones locales de las superficies para volver a definirlo en
esos términos.

Definicién 5.6. Sean Wi, Wy C R? abiertos y conexos. Una aplicacion ® : W, — W,
de clase C™ es una aplicacion conforme si, para todo p € Wy, d®, : R® — R? es
una aplicacion lineal conforme entre espacios vectoriales. Esto es, existe una funcion
diferenciable X : Wi — R, tal que:

(d®p(u), dDp(v)) = A(p)*dPp(u, v),
para cualesquiera u,v € R3. La funcion )\ se denomina factor conforme.
Proposicion 5.4. Las aplicaciones conformes son difeomorfismos locales.

Demostracion. Emplearemos la equivalencia entre que F' : W; — W5 es un difeomorfismo
local si, y sélo si, dF}, es un isomorfismo vectorial, para todo p € W;. Dada una aplicacion
conforme @, calculamos el nicleo de su diferencial; ker(d®,). Si d®,(v) = 0. Entonces

0 = [|d®,(v)[|> = (d®,(v), dD,(v)) = A(p)?|]v||?,

y como A(p) # 0, para todo p, entonces debe ser v = 0. Véase, ker(d®,) = {0}, d®, es un
isomorfismo vectorial y & un difeomorfismo local. O]

"Para mas informacién sobre esta subarea, consultar [24].
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Las transformaciones conformes se pueden entender como una “relajacion” de las trans-
formaciones Euclideas con un gran nimero de aplicaciones en Fisica e Ingenieria. Una vez
vista su definicién en términos de espacios vectoriales, mostramos tres ejemplos de éstas,
para acabar probando que cualquier aplicaciéon conforme puede reducirse a una combina-
cion de las mismas.

Definicién 5.7.

» Una aplicacion M : R® — R3 de clase C*® es un movimiento rigido si, para todo
p € R, es (composicion de transformaciones) de la forma

M(p) = Ap + b,

donde A € M3(R) es una matriz especial ortogonal (correspondiente a una rotacion)
y b e R? el vector de traslacion.

» Una aplicacion I : Rio — ]Rio de clase C*° es una tnversion de centro 0 y radio r
si, para todo p € R3, puede escribirse como

p
[Ipl[?

I(p) =1°

» Una aplicacion H : R® — R3 de clase C™ es una homotecia de razon \ € R si,
para todo p € R3, es de la forma

Observacion.

= Un movimiento rigido consiste simplemente en la composicion de una rotacion y una
traslacion. Ademds, generan el grupo euclideo SE(3) := SO(3) xR? y son isometrias
del espacio ordinario tridimensional; es decir, conservan la métrica euclidea vy, en
particular, dngulos y volumenes.

» Una inversion realiza una reflexion de todos los puntos a través del centro definido;
es decir, es como fijar una esfera de radio r e “intercambiar” su interior y exterior.

» Una homotecia es un escalado de factor \.
Proposicion 5.5.

a) Los movimientos rigidos son aplicaciones conformes, con factor conforme constan-
temente igual a 1.

b) Las inversiones de centro 0 y radio r son aplicaciones conformes, con factor con-
2
forme \(p) = -

llpl**
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c) Las homotecias son aplicaciones conformes con factor constante e igual a la razén
A de la homotecia.

Demostracion. En todos los casos la demostracion se basa en calcular la diferencial de
la aplicacion correspondiente, calcular el producto escalar de la diferencial sobre dos vec-
tores distintos y extraer el valor del factor conforme. Unicamente probaremos el caso c),
correspondiente a la homotecia. El resto puede verse en [2].

Calculemos la diferencial de la homotecia H : R® — R? en p € R3 para v € R?. Para
ello, consideramos una curva «(t) : (—¢,e) — W; que verifique a(0) = p y o/(0) = v.

Entonces,
AHy(0) = oo H(a(1) = L lo(Ma(0) = 2a'(0) = X

Por lo tanto, para cualesquiera u, v € R3, se verifica:
(dHy(u),dHy(v)) = )‘2<U77]>7
por lo que H es una aplicaciéon conforme de factor conforme constantemente igual a A. [

Tras haber visto estos tres tipos de aplicaciones conformes veremos que, a partir de las
mismas, es posible definir cualquier tipo de aplicacién conforme como una composicion
de éstas. Dicho teorema es de gran utilidad para probar la invarianza del funcional de
energia de Willmore por transformaciones conformes.

Teorema 5.3 (Teorema de Liouville).
Toda aplicacion conforme e inyectiva ® : W, — W, siendo Wy, Wy C R? abiertos, es
composicion de movimientos rigidos, inversiones y homotecias.

La demostracion de este resultado no es ni mucho menos trivial, requiriendo de una
base so6lida de conocimientos sobre Anélisis Complejo. La prueba detallada puede consul-
tarse en [40] o [48].

Con las herramientas anteriores, podemos abordar la demostracion del teorema que
establece la invarianza del funcional de energia de Willmore por aplicaciones conformes.

Teorema 5.4 (Invarianza conforme del funcional de Willmore).
Sea S € SCO(R3) y ® una aplicacion conforme e inyectiva. Entonces,

S’ = o(S) € SCO(R?) y W(S) = W(S').

Demostracion. En primer lugar, al ser la superficie compacta, podemos recubrirla con
una cantidad finita de cartas {(U;, X;)}, de tal forma que

"X (U) =0, UL X, (U)=S y 0UL; X;(U;) tiene medida nula.

Por tanto, basta probar que el funcional se conserva para una parametrizacion dada.
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Veamos que la imagen por una aplicaciéon conforme e inyectiva de una superficie com-
pacta y orientable en R? también lo es. Al ser ® una aplicaciéon conforme, por la Propo-
sicion es un difeomorfismo local. Ademas, al ser inyectiva tenemos también que es un
difeomorfismo global. Dado que S es compacta, su imagen por un difeomorfismo global
también lo sera, al ser la aplicacion necesariamente continua. En concreto, S y S’ son
difeomorfas, por lo que ésta es a su vez una superficie.

Para probar la invarianza del funcional de Willmore, gracias a la Proposicion y
el Teorema de Liouville, es suficiente probar dicha invarianza para cada uno de los tipos
de aplicaciones conformes definidos anteriormente. La demostracion se realiza de manera
directa para cada uno de los supuestos, requiriendo a su vez del computo de curvaturas
y formas fundamentales para dicha operacion. Para no alargar aiin mas la extension del
trabajo, se omiten aqui dichos calculos, pudiendo consultarse en [2]. O

5.3. Analisis variacional del funcional de Willmore

Nuestro siguiente objetivo seria emplear el funcional de Willmore para mostrar una
manera efectiva de modelar gestos. La estrategia es similar a la presentada en el capitulo
previo: definir un flujo que muestre cémo varia el rostro a lo largo de cada gesto. Nuestra
aproximacion consistird en considerar la cara como una suma conexa de superficies de
Willmore, lo cual nos permitirad siempre analizar su estado. Por ello, el objetivo de este
apartado es caracterizar la cara durante los gestos como superficies de Willmore.

Para ello, daremos primero una definicién alternativa de flujo en términos de la varia-
cion normal de la parametrizacion de una superficie en términos de cartas locales.

Definiciéon 5.8. Sea S C R? una superficie no necesariamente compacta y una parame-
trizacion de S, (U, X). Dada ¢ : U — R una funcion diferenciable con soporte compacto
definida sobre U, tomamos la variacion normal de X determinada por la carta como
P :U x (—¢,¢) = R? dada por
(I)(U, v, t) = q)t(ua U) = X(U, U) +t- (,D(U, U) ’ N(X(u7 U))a

siendo N (X (u,v)) el vector normal a la superficie en dicho punto, tomando € lo suficien-
temente pequeno como para que Sy = ®,(U) C R3 sea una superficie, siendo ®(u,v) una
parametrizacion suya para todo t € (—¢, €).

Bajo estas condiciones, podemos considerar la region R = X (V) € S, donde V =
sop(¢), que verifica R C X(U) (R es un abierto conexo y relativamente compacto). Por

tanto, podemos definir
Rt = CI)t(V) C St.

Definicion 5.9. El flujo de energia de Willmore se define como la funcion

w(t)=W(R) = | HZdA,,

R

donde H; es la curvatura media de la superficie Sy y dA; el elemento de drea de la misma.
Ademds, se cumple la condicion de valor inicial w(0) = W(R).

66 Alejandro Barrio Mateos



5.3. Analisis variacional del funcional de Willmore

Vemos entonces que este flujo es el gradiente introducido en la Definicion [5.4] cuyas
lineas de flujo satisfacen la ecuacion diferencial ya mencionadaﬂ Los extremos de energia
correspondientes al funcional de Willmore permiten modelar “gestos exagerados”, como
aquellos que se ven en la animacion, compatibles con la geometria original de la cara
humana.

En particular, nuestro objetivo sera calcular w’(0) para saber si R es una superficie de
Willmore en términos de la caracterizacion de Euler-Lagrange| que caracteriza las
superficies de Willmore. Para presentar dicha caracterizacion, se requiere de un teorema
previo, cuya demostracion requiere del siguiente resultado.

Proposicion 5.6 (Formula de Jacobi). Dada A : R — My(R) de clase C*, se verifica

%(|A(t)|) = tr (adj(A(t))%?) ,

donde tr(A) y adj(A) son la traza y matriz adjunta de A, respectivamente.

Tanto la demostracion de esta igualdad, como el lema previo necesario para dar dicha
prueba, pueden encontrarse en [2]. Gracias a este resultado, podemos dar ya el siguiente
teorema, fundamentado en la terminologia presentada en esta seccion.

Teorema 5.5 (Primera formula de variacion del funcional de Willmore).
w'(0) = / ¢(AH +2H(H? — 2K)) dA
R

Demostracion. La demostracion de esta formula se basa en el computo progresivo de w(t),
w'(t) y w'(0). El calculo de dichas integrales supondria una gran extension, pues requiere
obtener las formas fundamentales de las superficies, asi como sus curvaturas. Durante este
proceso, se hace uso de la Formula de Jacobi definida previamente para hallar el elemento
de area. Los calculos explicitos pueden encontrarse en [2]. O

Una vez presentada esta férmula de variacion, podemos dar la caracterizacion buscada
para las superficies de Willmore.

Teorema 5.6 (Ecuacion de Euler-Lagrange para las superficies de Willmore). Sea S C R?
una superficie no necesariamente compacta. Decimos que S es una superficie de Willmore
s, y solo si, verifica la ecuacion

AH+2H(H? — 2K) = 0.

8Su correspondiente versién geométrica es el problema de evolucion steepest descendt.

9En el calculo variacional y la mecanica clésica, las ecuaciones de Euler-Lagrange son un sistema
de ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden cuyas soluciones son puntos estacionarios de un
funcional dado. Fueron descubiertas en la década de 1750 por los autores homoénimos. En concreto, la
aplicacion de las ecuaciones de E.L. se basa en considerarlas como un sistema dinamico sobre la variedad
considerada (superficie), en términos de su fibrado tangente. Para una adaptacion del Analisis Variacional
a este problema, consultar [35].
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Demostracion. Supongamos que S es una superficie de Wlllmore. Al ser un punto critico
del funcional de Willmore, tenemos que la derivada del flujo asociado es nula, es decir,
w'(0) = 0. Supongamos que AH + 2H(H? — 2K) # 0. Entonces,

Jpo €S tal que (AH +2H(H? —2K))(po) # 0.

Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que (AH + 2H(H? — 2K))(po) > 0 y, por
continuidad, existird un entorno V' C S de py donde AH + 2H(H? — 2K) > 0. Pero
entonces, tomando un entorno més pequeno de dicho punto y multiplicando la funciéon

positiva dada por una funcién meseta apropiada f, podemos elegir ¢ de tal manera que
¢ = f(AH +2H(H? — 2K)) y tenemos

w'(0) = / f(AH +2H(H? — 2K))dA > / f(AH +2H(H? — 2K))dA > 0,
R sop(/)

lo cual es una contradiccion. Por tanto, AH + 2H (H? — 2K) = 0.
Reciprocamente, si AH + 2H (H? — 2K) = 0, necesariamente H? = K. Por ello, dicha
superficie es un punto critico del funcional de Willmore, aplicando la definicién equivalente

L.l O

Esta nueva caracterizacion permite ampliar aiin més el concepto de superficie de Will-
more. En concreto, a aquellas superficies que no son compactas, como es el caso de los
planos. De hecho, toda superficie minimal de R? es una superficie de Willmore al ser
H = 0. El caso mas llamativo es el de los trozos abiertos de esferas, pues son las tnicas
superficies de Willmore en R? con curvatura media constante no nula (ver [2]).

5.4. Flujos geométricos

A lo largo de este capitulo inicamente hemos analizado la variacion del flujo de energia
de Willmore para estudiar las variaciones que sufre la cara humana. No obstante, existen
otros flujos cuya variaciéon nos permite extraer informacion sobre la geometria del rostro.
En esta seccion presentaremos dos de ellos, sin incurrir en los detalles de como estudiar
su evolucion.

5.4.1. Flujo 6ptico en secuencias de video

Un gesto es una sucesion espacio-temporal de posturas o configuraciones de datos. El
muestreo en una secuencia de video permite analizar cada imagen por separado, detectan-
do los “hechos” més significativos como valores extremos de un funcional. Una estrategia
basica para el seguimiento de “hechos” utiliza el “Flujo Optico”, que se basa en la “cons-
tancia” de la funcion de intensidad I(x,y;t) en la escala de grises y que se expresa como
VI = 0. Para ello, tal y como veremos a continuaciéon, hay que minimizar un funcional
cuadratico asociado a una “perturbacion genérica” del campo gradiente.
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En esta secciéon tinicamente daremos una primera aproximacion a este estudio, pudien-
do recurrir a anéalisis a través de trabajos como 9] y [39]. En primer lugar, definamos los
conceptos y nociones basicas para realizar dicho estudio.

Un objeto evolucionando en una secuencia de video se representa mediante una super-
ficie espacio-temporal. En esencia, una secuencia de video es una sucesion de imégenes
llamadas “frames”. La representacion discreta en el dominio espacial de cada imagen de
8 bits en escala de grises esta dada por una funcion Intensidad I : R — [0, 255], donde
el dominio R es un rectangulo [a,b] X [c,d] y 256 = 28 es el namero de valores que puede
tomar la funcién. No obstante, al estar tratando con secuencias de video, debe conside-
rarse una sucesion de imagenes, por lo que es necesario incluir una dimensién temporal
en la funcién de intensidad.

Definicion 5.10. La funcion Intensidad para una secuencia de video puede definirse
como
I:Rx|[0,D]—[0,255],

dando como resultado la intensidad (en la escala de grises) para un pizel concreto de una
imagen (p € R) en un momento t € [0,D) determinado; siendo D la duracion de la
secuencia de video.

Las estrategias méas habituales para el tratamiento de la informacién tienen un caréc-
ter “denso”, “semidenso” o discreto, dependiendo de la capacidad de procesamiento y de
la necesidad de respuesta en tiempo real o no. Sin embargo, todas ellas se basan en la
extraccion de “hechos significativos” aislados sobre un muestreo de 4 6 5 fps (frames per
second). Los hechos significativos habituales son esquinas o méaximos de intensidad. Una
vez realizada la localizacion y extraccion de hechos, se realiza la puesta en correspondencia
y se lleva a cabo el seguimiento de hechos homoélogos para estimar las trayectorias llevadas
a cabo por hechos moviles. Todos estos procesos estén sujetos a incertidumbre, incluyendo
errores procedentes de las condiciones ambientales (iluminacion pobre, p.e.), caracteristi-
cas del movimiento (de los agentes o de la camara eventualmente moviles, p.e.) y de las
fases iniciales de procesamiento y analisis de secuencias de video. Por ello, es necesario
implementar estrategias de optimizaciéon en cada una de las fases.

Para dos imagenes muestreadas proximas, se supone idealmente que la funcién
intensidad I es constante, pues se supone que un pixel puede desplazarse temporal
o espacialmente entre frames, pero sin modificar su intensidad durante el proceso.

Por este motivo, su gradiente temporal VI, que reescribimos de forma més explicita
como

dl ol n ol n ol
= — =Up— + Vy— + —,
dt or Yoy ot
se considera nulo; véase, VI = 0. En la expresion anterior, v = (v,,v,) es un cam-

po vectorial de dos componentes que contiene la informacién relevante para estimar el
movimiento.

VI
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Definicion 5.11. El flujo optico estd dado por las curvas integrales asociadas a la
anulacion del campo gradiente de la funcion intensidad en la escala de grises,

/thz 0.
Q

Para adaptar el analisis a los datos discretos, se supone inicialmente que los campos
vectoriales son lineales a trozos. Por ello, los patrones topolégicos son una deformaciéon de
patrones lineales de EDO planas que pueden presentar una singularidad de tipo fuente,
sumidero 6 punto de silla. Cada regiéon moévil en una secuencia de video puede presentar
un patron diferente lineal de movimiento. Patrones topoldgicos més realistas se describen
en términos de deformaciones (en general no lineales) de los patrones lineales mencionados
mas arriba. El movimiento de agentes moéviles en la escena o de la propia cidmara da lugar
a efectos de emborronamiento (blurr) que es necesario modelar y corregir. Para el ajuste
a modelos suaves, se utilizan técnicas de optimizaciéon o, en modelos mas avanzados, de
Calculo Variacional. Unicamente consideraremos estrategias basicas de Optimizacion.

Optimizacién para flujo 6ptico

Si Al := I, — I es la sustraccion de dos imagenes consecutivas, una vez suprimidos los
outliers (usando la distancia L', p.e.), el funcional a minimizar estd dado en cada punto

po = (o, Yo)) por

o) = Y 252, 20 Are

PER(po) Oz

donde habitualmente R(pg) es una region de 5 x 5 pixeles centrada en py.
Para calcular el vector v que representa el flujo 6ptico, o al menos una estimacion del
mismo (en la discretizacion de la ecuacion), debemos resolver un sistema Wv = —b donde

W (X0 Y-, y_ (S 0.0-Al
“\>Xa, -0, X0, Y UTA\o,0-AL)”

que se resuelve gracias a la diagonalizacion de la matriz W. Este es un problema bésico
de descomposiciéon en valores singulares, tal y como se presenta en la Subseccion [6.3.1]
)

Observacion. La condicion del flujo optico puede resultar excesivamente restrictiva, ya
que presupone que la intensidad de los pixeles permanece constante en todo momento.
Para relajar dicha suposicion, puede ampliarse la estimacion previa anadiendo un término
adicional que recoja las variaciones temporales en la iluminacion, cuyo peso se controla
mediante un pardmetro 3.

i) = 3 20, 200 AT+

PER(po)

donde u es un campo escalar que contiene la variacion de la iluminacion.
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5.4. Flujos geométricos

Flujo 6ptico para nubes de puntos

Para nubes de puntos 3D procedentes de Vision Estéreo (espacial o temporal) o bien de
escaneos laser 3D, se desarrolla un método similar usando coordenadas cilindricas (h, ¢).
En este caso, las matrices que aparecen en el funcional p(py) estan dadas ahora por:

w o (2 N0P|P S 0nT - 0,1 y_ (20l -Al
T\X a0, Llo.r?) T 7T \Xa.0- Al

El seguimiento de nubes de puntos 3D presenta una complejidad mayor que el de
hechos significativos en secuencias de video. A diferencia de las imagenes, los datos con-
tenidos en nubes de puntos 3D estan muy dispersos. La ausencia de un modelo continuo
como soporte sugiere una combinaciéon de métodos estadisticos y PL-estructuras asocia-
das a trozos (patches) con caracteristicas geométricas y cinematicas similares (modulo
un umbral de tolerancia). Ello requiere una segmentacion volumétrica en regiones cam-
biantes que utiliza tanto criterios métricos (distancia de Wasserstein[T_UD como topologicos
(agrupamiento tosco provisional en PL-regiones a refinar en fases posteriores).

La generacion de volumenes continuos a partir de informacién discreta de rango so-
portada por nubes de puntos se lleva a cabo usando una PL-aproximacion basada inicial-
mente en estructuras simplicialeg']] La generacion automatica de estas mallas se lleva a
cabo usando algoritmos de buisqueda de vecinos proximos (busqueda NNIT_ZD con restriccio-
nes asociadas a criterios escalares (profundidad, altura) 6 vectoriales (orientacion, p.e.).
En presencia de movimiento, es necesario anadir restricciones cineméticas (Geometrias
Simplécticas y de Contacto, p.e.).

Para facilitar la aplicacion de modelos y herramientas de Geometria Diferencial es
necesario aplicar un “suavizado” de la informacion. Esto se lleva a cabo mediante una
relajacion de técnicas clésicas de regularizacion (TykhonovErD para facilitar su tratamiento
computacional. A la superficie que acota el PS-modelo resultante se le pueden aplicar los
métodos y resultados presentados més arriba.

5.4.2. Flujos de volumen

El objetivo del video 3D es la generacion de voliimenes en movimiento que puedan
ser visualizados en tiempo real desde una cdmara virtual gestionada por cada usuario de
forma interactiva. A pesar de los avances realizados en las primeras décadas del siglo XXI,
aun estamos lejos de alcanzar dicho objetivo desde el punto de vista computacional.

10La distancia de Wasserstein, también conocida como métrica de Kantorovich—Rubinstein,
es una distancia definida entre distribuciones de probabilidad de un espacio métrico dado. Se introduce
inicialmente para dar respuesta a problemas de transporte 6ptimo.

1Una variedad simpléctica es un par (M,w) donde M es una variedad diferenciable y w una 2-forma
cerrada y no degenerada (para cada vector no nulo 4 en un punto del espacio tangente existe otro vector
v tal que w(u,v) = 0) en la variedad, llamada forma simpléctica.

12TLa bisqueda NN (Nearest Neighbors) es un problema de optimizaciéon que consistente en en-
contrar el punto de un conjunto dado méas cercano (o mas similar) a uno dado.

13Consultar |9] para mas detalles sobre la regularizacién de Tykhonov.
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Capitulo 5. Enfoque variacional

La consideraciéon de superficies en movimiento como variedades tridimensionales re-
quiere la generacion automaética de PL-modelos, su ajuste mediante variedades algebraicas
dadas inicialmente por T-splines (producto de tres snakes o curvas racionales), y el ané-
lisis de su evolucién espacio-temporal mediante modificacion de los puntos de control
(extendiendo el enfoque basado en contornos activosE] para curvas al caso de superficies
y solidos deformables).

Los modelos resultantes proporcionan el soporte para la reproyeccion de imagenes o
de secuencias de video, que debe ser depurada para obtener resultados aceptables. Para
ello, es necesario aplicar diferentes criterios (enfoque hibrido) de tipo topologico (pegado y
descomposicion), métrico (para minimizar errores), conforme (para mantener la coherencia
del soporte), cinematico (para la compatibilidad con caracteristicas del movimiento) y
dindmico (como soporte a la interaccion). El enfoque variacional proporciona el marco
para un tratamiento unificado de todas las cuestiones anteriores, aunque hay problemas
abiertos en cada uno de estos tépicos.

Los avances méas relevantes en la actualidad estéan relacionados con la sintesis (com-
plementaria del analisis) de secuencias de video basadas en modelos y herramientas de
Inteligencia Artificial. En el marco de Redes Neuronales Profundas (Deep Neural Net-
works; DNN) a lo largo de la segunda década del siglo XXI se ha desarrollado TensorFlow
(implementacion en PyTorch bajo Python), que proporciona una aproximacién compu-
tacional multilineal al calculo de tensores (estimados mediante TensorVoting), a partir
del cual se pueden incorporar trayectorias y restricciones “pesadas” de forma natural.

Las DNN proporcionan soporte para técnicas mas sofisticadas (Transformers y Stable
Diffusion, p.e.) que facilitan la incorporacion de contenidos (siguiendo principios similares
a los utilizados en EDO y EDP, respectivamente). La idea basica consiste en remapear las
reconstrucciones tridimensionales moéviles procedentes de Reconstruccion 3D y Analisis del
Movimiento en Vision Computacional. Para ello, es necesario realizar una fusion de ambas
subéareas usando herramientas de Inteligencia Artificial que faciliten el reconocimiento
automatico de “hechos significativos”, a partir de los cuales propagar los contenidos visuales
3D y 2D+1d a fusionar en un modelo volumétrico 3D+1d que evolucione en el espacio-
tiempo. El anélisis y sintesis de gestos faciales o corporales proporciona un banco de
pruebas para integrar modelos y herramientas.

El elevado coste computacional de estos desarrollos sugiere la introducciéon de criterios
de optimizacion segin una estrategia tosca-fina que contribuyan a disminuir dicho coste.
Ello requiere el desarrollo de elementos de Geometria Diferencial y Calculo Variacional
para variedades de dimension tres que extiendan los limites de este trabajo, incluyendo
la extension apropiada del flujo de Willmore y de sus soluciones. Salvo algunos aspectos
parciales teodricos, esta extension aun no esta disponible y es un reto para los proximos
anos, tanto para el modelado matematico como para una implementacién computacional
eficiente de los correspondientes algoritmos.

14Un contorno activo, comtinmente llamado snake, consiste en una curva elastica aproximada que,
al ser superpuesta sobre una imagen, se deforma a partir de una forma inicial con el fin de ajustarse a
condiciones de incidencia y tangencia para delimitar las regiones de interés de forma adaptativa. Para
mas informacion, consultar [3].
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Capitulo 6

Estrategias basadas en los datos

Una vez presentado el enfoque basado en modelos para la caracterizacion de la cara
humana, presentaremos ahora un enfoque alternativo, que toma como punto de partida
los datos obtenidos a partir de dispositivos de imagen (una o varias camaras digitales) o
de rango (dispositivos de escaneo, sistemas de vision estéreo espacial o temporal), inclu-
yendo la extension al caso dindamico (basado en secuencias de video o representaciones 3D
cambiantes). En todos los casos se requiere el desarrollo de modelos continuos a partir
de la informacién digital discreta proporcionada por los dispositivos de imagen o de ran-
go. La disponibilidad de imagenes individuales de caras humanas o de animales permite
aplicar técnicas de interpolacion con aplicaciones a morphing (transicion gradual entre
imagenes), incluyendo interpretacion, simulacion y animacion de gestos faciales.

Las estrategias basadas en datos son las que gozan de mayor popularidad hoy en
dia. Se etiquetan en la literatura anglosajona como bottom-up. La disponibilidad o la
generacion de modelos suaves a trozos disminuye el coste computacional para la gestion
y modificaciéon de gestos faciales. Por ello, es necesaria una retroalimentacion entre las
estrategias bottom-up y las basadas en modelos matematicos presentados previamente
(las cuales se denominan top-down). Uno de los retos actuales consiste en desarrollar
enfoques que sepan aprovechar y combinar las virtudes que ofrecen ambas vertientes.

6.1. Captura de datos

La primera fase previa al reconocimiento de caras humanas consiste en la obtencion
de la informacién mediante dispositivos de imagen o de rango. La captura basada en
imégenes utiliza habitualmente una camara RGB-D (Depth), o bien dos camaras para la
captura de informaciéon volumétrica. Suponemos que las cdmaras estan calibradas; es
decir, los parametros internos de la camara (longitud focal, coordenadas del centro de la
camara y distorsiones afines) son conocidos para minimizar sesgos en la interpretacion de
los datos.
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Capitulo 6. Estrategias basadas en los datos

En el caso estatico, se puede proyectar un patréon geométrico (habitualmente dado por
lineas regularmente espaciadas) sobre la cara humana que da curvas contenidas en un
plano (habitualmente ortogonal), que resultan ttiles para la estimacion de las curvaturas
seccionales ya mencionadas al presentar la Figura[3.4] donde los valores maximo y minimo
en cada punto son las curvaturas principales. Este tiltimo método se etiqueta como luz
estructurada y la captura en si de la informacion se fundamenta en el uso de herramientas
de escaneo laser (dispositivos 6ptico-mecéanicos capaces de emitir pulsos electromagnéticos
y recibir la senal reflejada).

A partir de la diferencia en la posicion, la fase o el intervalo de tiempo transcurrido;
se calcula la distancia entre el instrumento y cada punto detectado. A partir de esta
informacion, se genera un mapa denso de profundidad que permite evaluar la curvatura a
partir de la deformacion del patron proyectado. No obstante, es importante remarcar que
la calidad del modelo extraido depende de las condiciones de iluminaciéon global, lo que
limita el uso de estos sistemas a entornos con iluminacién controlada.

\ camera

projector target object

Figura 6.1: Escaner 3D basado en un sistema de luz estructurada. Fuente: ||

La Vision Estéreo, basada en dos o mas vistas capturadas de forma simultianea,
permite generar un mapa de profundidad a partir de la comparacién entre datos homoélogos
contenidos en pares de vistas proximas (la profundidad se aproxima por la inversa de la
disparidad). El principio subyacente es la puesta en correspondencia automatica
de pares de puntos homoélogos asociados a pares de imégenes y la aproximacion de
la profundidad por la inversa de la disparidad espacial (diferencia en la localizacién de
puntos homologos).
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6.1. Captura de datos

Una imagen digital se puede considerar como un mapa de pixeles coloreados o como
la proyeccion de un “trozo de escena” sobre el plano de imagen. A este tltimo se le llama
el modelo geométrico de imagen. Cada dispositivo de captura proporciona “lineas de
vision” que conectan cada punto espacial P; con su proyecciéon sobre el plano de imagen
II; desde el centro C; de la j-ésima camara, pg = 7¢,(P;) = P,C N 1I;. Idealmente, la
interseccion de cada par de lineas ¢} N ¢? correspondiente a un par de puntos homoélogos
(p}, p?) proporciona las coordenadas 3D de los puntos de interés. Las rectas homologas
correspondientes a pares de puntos homologos verifican relaciones estructurales expresadas
por una matriz que se convierte en el objeto a estimarﬂ

El enfoque basado en pares de vistas proporcionadas por camaras sincronizadas ex-
tiende la Vision Estéreo espacial al Estéreo temporal. En este enfoque se reemplazan pares
de vistas tomadas de forma simultéanea por pares proximos extraidos de un muestreo en la
secuencia de video. En este caso, la comparacion de datos homologos debe tener en cuen-
ta la distorsion aparente asociada al cambio en la localizacion (posicion y orientacion)
relativa de la camara con respecto al objeto. La estrategia basada en video se etiqueta
frecuentemente como Vision Estéreo Dinamica, en contraposicion con la estrategia
basada en pares de vistas capturadas de forma simultanea, que se etiqueta como Visién
Estéreo Estatica.

La Vision Estéreo Dindmica utiliza un muestreo de aproximadamente cuatro o cinco
frames por seqgundo (fps). Como output se obtiene una colecciéon de puntos irregularmente
distribuidos a los que se ajusta una PL-deformaciéon de una malla inicialmente triangular.
Las triangulaciones de Delaunay, usadas habitualmente en Geometria Computacio-
nal), proporcionan mallas 6ptimas que maximizan el angulo minimo (Figura . Alter-
nativamente, los procedimientos basados en luz estructurada proporcionan curvas planas
(secciones ortogonales habitualmente), a partir de las cuales se calculan las curvaturas
principales k1 y Ks.

Figura 6.2: Triangulacién de Delaunay de los puntos de interés del rostro. Fuente: [36]

IPara tres o méas vistas, es necesario reemplazar la matriz por un tensor estructural asociado a la
escena o al movimiento.
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Capitulo 6. Estrategias basadas en los datos

La cobertura completa de un objeto volumétrico requiere varias tomas de datos para
objetos complejos y un pegado posterior a partir del solapamiento parcial de datos locales.
Esta estrategia es una discretizacion del cambio de cartas utilizado en Geometria para
pasar del enfoque local al global. La mayor ventaja de los dispositivos de escaneo laser
consiste en que la distorsién métrica es muy pequena (inferior a 0.1 mm para dispositivos
laser de triangulacion), y reproduce fielmente una aproximacion discreta al objeto.

6.2. Meétodos de reconocimiento facial

La mayor parte de las aplicaciones vinculadas al reconocimiento facial se centran en
el uso de imagenes faciales estaticas para realizar las tareas de reconocimiento o identi-
ficacion. Estas imagenes suelen darse como escala de grises, pues la consideracion de los
colores presentes en la imagen supone un mayor coste computacional anadido que no suele
compensar la infima mejora obtenida en los resultados geométricos finales. Por otro lado,
las secuencias de video gozan de una mayor complejidad para el analisis, debido al hecho
de tener que considerar una dimension adicional como es la evolucién temporal.

En general, los sistemas de reconocimiento de objetos volumétricos se basan en una
combinacién de principios de la FotogrametriaP|y Geometria Proyectiva. Esta combinacién
recibe el nombre de ajuste de haces, pues incorpora aspectos métricos procedentes
de la fotogrametria, por un lado, y transformaciones proyectivas entre haces de lineas
proyectivas contenidos en los planos II; de las cAmaras C}.

Tras obtener los datos necesarios para llevar a cabo las labores de reconocimiento
e identificacion, el siguiente paso es adaptarlos a modelos con restricciones topologicas
estructurales como la cara humana. Por ello, en esta secciéon se presentaran los principales
enfoques de tipo estadistico para el reconocimiento de caras, centrandonos en realizar
dicha labor sobre imégenes, debido a la mayor complejidad del caso 3D o de imagenes en
movimiento 2D+ 1d asociado a secuencias de video.

Si bien hoy en dia existen una gran variedad de métodos y enfoques para el recono-
cimiento de rostros y gestos en imégenes, la gran mayoria de estas técnicas suelen poder
encuadrarse en uno de los dos siguientes grupos:

= Representacion holistica: Métodos basados en considerar todo el rostro como
elemento de entrada (input). Son los méas usados, ya que preservan la configuracion
de la cara (interrelacion entre las diferentes partes que lo conforman). La idea subya-
cente tras estos métodos consiste en emplear técnicas de reduccion de la informacion
para poder dar dicha descripcion. Esto desemboca en la creacion de autocaras y ca-
ras de Fisher mediante técnicas como Analisis de Componentes Principales (PCA),
Analisis Discriminante Lineal (LDA) 6 Maquinas de Soporte Vectorial (SVM). Esto
se vera en mayor profundidad en la siguiente seccion.

2La Fotogrametria utiliza informacién discreta y dispersa para describir la posicién, la forma y el
tamano de un objeto a partir de un recubrimiento del mismo por fotografias usando informacién métrica
asociada al dispositivo o al entorno. El método se basa en un proceso de optimizacién simultanea asociado
a mapas de distancias, o bien a las mallas triangulares asociadas a nubes de puntos.
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6.3. Eigenfaces

= Local feature extraction: Métodos centrados en la identificacion y extraccion de
hechos/caracteristicas significativas, también conocidos como puntos de interés. El
interés en estos puntos radica en el hecho de que estas caracteristicas locales no va-
rian, por lo que podemos descomponer la cara en diferentes componentes como los
ojos, la frente, la boca... El objetivo final es representar dichas regiones de una ma-
nera sencilla y comprensible a partir de estadisticas locales asociadas a la geometria
de la apariencia, que después se emplean para entrenar un clasificador estructural
como modelos de Markov ocultos (HMM) o redes convolucionales (CNN). Existen
una gran variedad de métodos para extraer y almacenar estos hechos significativos,
como las ondiculas de Gabor (muy apropiadas para texturas), la Transformada Dis-
creta del Coseno (DCT) o el uso de histogramas que representan el gradiente de
la localizacion y la orientacion. Un analisis pormenorizado de éstos e incluso maés
métodos puede encontrarse en [38].

Ambas metodologias pueden combinarse para paliar los defectos de la otra, dando
lugar a métodos més robustos. Por ejemplo, la representacion holistica evita las pérdidas
de informacion causadas por la descomposicién que proponen las técnicas basadas en la
extraccion de hechos significativos, pero no gozan del mismo nivel de detalle al basarse en
técnicas de reduccion de la informacién como es el propio PCA. Algunas de estas técnicas
mixtas se basan en la creacion de “eigenfaces” modulares o un uso hibrido de la extraccion
de puntos de interés.

De forma complementaria, la Reconstruccion 3D en Vision Computacional desarrolla
modelos de tipo continuo (cubren toda la imagen) basados en informacion densa que
combina ideas basicas de la Geometria Proyectiva con modelos de propagacion. Para
simplificar, se adopta un modelo de proyeccién central para cada caAmara; es decir,
proyeccion desde un punto ideal C; llamado centro de la camara. El modelo proyectivo de
la proyeccion central P2 — P? esta representado, salvo escala, por una matriz M € Msyu;
es decir, depende de 11 parametros correspondientes a las 6 coordenadas de localizacion
(posicion y orientacion) y a los 5 parametros asociados a la calibracion de la cAmara. A
éstos se les llama parametros extrinsecos e intrinsecos, respectivamente.

6.3. Eigenfaces

Tras haber visto las diferentes maneras de capturar datos y algunos de los acerca-
mientos més comunes para el reconocimiento de rostros, presentaremos ahora una de las
técnicas més habituales para la deteccion de caras a partir de imégenes; las eigenfaces,
también conocidas como autocaras. La idea de autocaras, que surge al considerar una
imagen como un conjunto de pixeles, puede tener dos aproximaciones:

= Holistica: Cada una de las imagenes de caras obtenidas durante la toma de datos
se representa como un vector que contiene todos los pixeles de la imagen, obteniendo
finalmente una matriz que hace referencia al conjunto de caras.
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Capitulo 6. Estrategias basadas en los datos

» Bag of features: Descomponer la cara en diversas regiones de interés y representar
cada una de estas regiones como un vector, obteniendo al final una matriz que
represente a todo el rostro.

Ambos enfoques son compatibles entre si y retrocompatibles, pues las caras obtenidas
como unién de regiones significativas pueden representarse también de manera vectorial y
acabar formando una matriz que represente al conjunto de todas las imagenes obtenidas.
Por lo tanto, en ambos casos obtenemos bien una matriz M € M,,y, o un vector v de
tamano m X n.

Debido a que esta informacion tiene unas dimensiones considerables, buscamos com-
primir estos datos de una manera concisa para manejarlos con mayor facilidad. Para ello
recurriremos a calcular autovalores, los cuales representan a su vez algunas de sus ca-
racteristicas principales. No obstante, para llevar a cabo esta tarea, dado que los datos
obtenidos muy probablemente resulten en una matriz que no sea cuadrada (m # n), no
podemos aplicar una descomposicion de Jordan a la matriz, por lo que habra que recurrir
a otras técnicas. En particular, las matrices rectangulares se pueden interpretar geométri-
camente como elementos de una variedad de Grassmannﬁ, y los modelos méas simples de
la evolucion espacio-temporal de matrices en términos de EDO sobre espacios de matrices
(las mas sencillas son de tipo RiccatiED. En esta seccién nos restringimos tnicamente al
enfoque estatico.

6.3.1. SVD

Dada una matriz M € M,,,«,, buscamos dar una factorizaciéon de la misma en lo que
se conoce como descomposiciéon en valores singulares 6 Singular Value Descom-
position (SVD). Esta factorizacion es de la forma:

M=UxV"'

donde U y V son matrices cuadradas de orden m y n, respectivamente; mientras que
Y € M,,«xn vy sus elementos no nulos se ubican en la diagonal principal. Ademas, consi-
deraremos m > n.

Definiciéon 6.1. Si el rango de una matriz M € M ,xr, denotado como rg(M), es su ni-
mero de filas linealmente independientes; la nulidad, nul(M), es el conjunto mds grande
de vectores linealmente independientes v € R™ para el que Mv = 0; nul(M) = n —rg(M).

3La variedad de Grassman Grass(k,n) es un espacio homogéneo GL(n)/(GL(k) x GL(n —k)) que
parametriza todos los subespacios lineales L* de un espacio vectorial n-dimensional V' de una dimensién
fija k. Para mas detalles, consultar [1].

4Una ecuacién de tipo Riccati es una EDO no lineal de primer orden de la forma

y'(z) = qo() + @1 (2)y(2) + q2(2)y” (z),

siendo go(z), g2(x) # 0. Tiene multitud de aplicaciones desde ingenieria hasta matemética financiera, pues
generaliza otros tipos de EDO como la ecuacion de Bernoulli (caso go(z) = 0) o el caso lineal (¢2(z) = 0).
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6.3. Eigenfaces

Proposiciéon 6.1.

(I) Las matrices M*M y MM" son simétricas.
(II) nul(M) = nul(MM?) yrg(M) = rg(MM?)
(III) Los autovalores de MM?" son reales y no negativos.

(IV) Los autovalores no nulos de MM?" son iguales a los autovalores de M'M.

Demostracion.

Unicamente presentaremos la demostracion de la tltima afirmacion, pudiendo consul-
tarse el resto en |15]. Supongamos que v es un autovector correspondiente a un autovalor
no nulo A de M*M. Entonces, MM'v = v = (MM")YMv = AMwv.

Si Mv=0= M'Mv = M'0 = 0, pero esto contradice el hecho de que A era no nulo.
Por lo tanto, MV # 0 y Mv es un autovalor de M M" relacionado con A. Reciprocamente,
si A es un autovalor no nulo de M M" = (M*)'M*, también lo es de M*(M")' = M'M. O

Gracias a este resultado construimos la factorizaciéon SVD mencionada mas arriba.
Este proceso consta de las siguientes fases:

1. Construir la matriz X: Para ello, calculamos primero los autovalores de la matriz
simétrica M'M, que es cuadrada de orden n. Todos los autovalores son reales no
negativos y estan ordenados como:

25 2 2
51282 ... 28, > 841 =...=58,=0

Sus raices cuadradas positivas se denominan los valores singulares de M y per-
miten construir la matriz ¥ € M,,«,, que estd compuesta por valores nulos salvo
en la diagonal, donde se encuentran dichos valores singulares.

2. Construir la matriz V: La matriz M'M € M,, es simétrica, por lo que sabemos
que tiene una factorizacion M'M = VDV! donde D es una matriz diagonal con-
formada por dichos autovalores d; = s? (ordenados en sentido decreciente) y V es
una matriz ortogonal cuya i-ésima columna es el autovector v; asociado a d;.

3. Construir la matriz U: Consideramos las raices cuadradas positivas de los auto-
valores no nulos s;, asi como sus autovectores asociados v;; ¢ = 1,2, ..., k. Definimos:

1
u; = —Muv;, parai=1,2,... k.

Si

Como los vectores empleados para la definicién son autovectores, esto implica:

ubu; = (—Muvy)' —Muv; = —v!M'Mv; = —vlsiv; = Lo
) J 1 J 19777 ) .. .
S; S 5;8; 8;8; S; 1 sii=y

. 1 1 1 1 2, _{0 sii#j
Uj—
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Asi, las primeras k& columnas de U forman un conjunto ortonormal de vectores en R".
No obstante, son también necesarias m — k columnas adicionales para terminar de
construir la matriz U € M,,,. Para obtener dichas columnas, aplicamos el método de
Gram-Schmidt, pues garantizan que la matriz obtenida esté formada por m vectores
linealmente independientes.

Proposicion 6.2. Las matrices obtenidas dan la factorizacion M = UXV' buscada.

Demostracion. Probaremos que MV = UX, pues la inversa de V' es su traspuesta al ser
ésta una matriz ortogonal. Los vectores vy, v9, ..., v, forman una base para R", Av; = s;u;
parai=1, ..., k; y Av; =0 parai =k + 1,...,n. Sélo las primeras k columnas de U dan
lugar a entradas no nulas en el producto U, por lo que:

AV = Alvy..v,] = [Avy. Av,] = [s1ug...85u50..,0] = UX

6.3.2. PCA

El anilisis de componentes principales 6 Principal Component Analysis
(PCA) es una técnica estadistica empleada para reducir la dimensionalidad de un conjunto
de datos e identificar nuevas variables relevantes subyacentes en ellosE].

La idea detréas de PCA consiste en la de proyectar objetos sobre un subespacio orto-
gonal para sus representaciones compactas. En concreto, implica el procedimiento mate-
mético de transformar un ntimero de variables correlacionadas en un niimero menor de
variables no correlacionadas, denominadas componentes principales. Asi, la primera de
éstas representa la mayor varianza de los datos, la segunda hace lo propio con la segunda
mayor varianza, y asi sucesivamente.

El procedimiento para obtener estos valores, asi como sus autovectores asociados, se
basa en codificar y decodificar la matriz M € M,,«, que contiene los datos, buscando
minimizar la distancia entre ambas representaciones. Esta se calcula en términos de la

norma de Frobenius dada por ||M||r = \/Z:’il > iy lag? = /tr(MIM).

La matriz buscada V' se hallara columna a columna, estimando la primera de ellas, d*,
como un problema de optimizacion:

d* = argming||M — Mdd'||3 sujeto a d'd =1

Reescribimos el problema de optimizacion en términos de la traza, utilizando las propie-
dades de ésta:

5Para procesos estocasticos esta técnica se conoce como la transformada de Karhunen-Loéve y
se basa en la representacion en serie de Fourier de los mismos. Mientras que PCA seria la terminologia
empleada para el caso discreto, Karhunen-Loéve serfa el andlogo para el caso continuo.
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arg min,||M — Mdd'||3 = argmin, tr((M — Mdd")"(M — Mdd")) =
= argming tr(M'M — M'Mdd" — dd'M*M + dd'M*'Mdd") =
= argming tr(M'M) — tr(M'Mdd") — tr(dd' M M) + tr(dd' MM dd") =
= argmin, —2 tr(M*Mdd")+tr(dd* M'Mdd") = arg min,—2 tr(M*Mdd")+tr(M*Mdd'dd")

Considerando la restricciéon impuesta al problema de optimizacion,
argming — 2tr(M*Mdd") + tr(M*Mdd'dd") = argmin, — 2 tr(M*Mdd") + tr(M*Mdd") =

= argming — tr(M*'Mdd") = arg méx, tr(M*Mdd") = arg max, tr(d"M'Md)

y el problema de optimizaciénf] se resuelve usando la descomposiciéon en autovalores de
la matriz M*'M, siendo el vector 6ptimo el autovector asociado al mayor autovalor. El
resto de componentes principales se hallan de manera analoga sobre el resultado de haber
sustraido aquellas componentes ya halladas, Por lo tanto, la descomposicién final de la
matriz en componentes principales es T'= MV'.

Observacion.
Cabe destacar dos hechos resenables que pueden haber sido pasados por alto a lo largo
del razonamiento anterior:

» La matriz M'M se corresponde con la matriz de covarianza del conjunto de
datos considerado, por lo que se estd obteniendo al final la ya mencionada relacion
entre las distintas componentes (bien sean las de todas las caras escaneadas o las de
diferentes regiones que conforman un rostro) .

= 51 bien el problema de optimizacion comienza siendo un intento de minimizar la
distancia entre los datos originales y los obtenidos tras pasar por el proceso de
codificacion y decodificacion, en el momento en que se cambia a un problema de
mazimizacion el objetivo pasa a ser el de mazximizar la varianza entre ambos.

Podemos dar una formulacion alternativa de esta descomposiciéon en componentes
principales, simplemente aplicando la factorizaciéon en valores singulares de M que hemos
presentado previamente:

T =MV =USV'V =US

5En caso de no haber impuesto la condicién dd = 1, el problema de optimizacién anterior se formularia
L. . . MY
en términos de lo que se conoce como cociente de Rayleigh,; W.
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6.3.3. Eigenfaces

El enfoque de eigenfaces o autocaras se presenta por primera vez en [|47|, aunque
hay que esperar un par de afnios hasta que Turk y Pentland lo formalizasen en [53|. En
él, las autocaras generadas sirven para crear una “base”[] del conocido como “espacio de
caras” a partir de la cual identificar e incluso generar rostros. Una de las condiciones
necesarias para aplicar esta técnica consiste en que las imagenes empleadas deben haber
sido tomadas en condiciones casi idénticas, tanto de iluminacién y sombras (localizacion
de camaras y focos), como de ubicacion de las diferentes partes del rostro (nariz, ojos,
boca...). Ademaés, cabe destacar que esta metodologia es extrapolable a otros problemas
de Vision Computacional como el reconocimiento de caracteres escritos o la lectura de
labios, por lo que también se emplea a veces la terminologia eigenimage o autoimagen.

Para generar la base de eigenfaces sobre este espacio de autocaras, es necesario seguir
el siguiente procedimiento:

1. Obtener el conjunto de imagenes de entrenamiento, almacenando todas ellas
en una matriz M cuyas columnas son las diferentes imagenes (representadas como
pixeles) que conforman el conjunto de datos total.

2. Calcular y sustraer la imagen promedio A del total M para poder trabajar
con un conjunto de datos normalizadoﬂ

3. Calcular los autovalores y autovectores de la matriz de covarianza. Cada
uno de los autovectores tiene la misma dimension que las imégenes originales, por lo
que pueden ser vistos también como imagenes: las eigenfaces. Ademas, sus auto-
valores asociados indican cuanto varia cada una con respecto a la imagen promedio
calculada anteriormente.

4. Escoger las k componentes principales. Se fija un umbral ¢ sobre la varianza
total D" | s7 para delimitar el nimero exacto de componentes principales a con-
siderar, pues la gran cantidad de datos de entrenamiento da lugar a un nimero

k 2
desorbitado de éstas. k es el menor niimero entero que satisface % > €.
1=1 "%

La obtencion de los autovalores y autovectores se realiza a partir de los métodos
presentados a lo largo de esta seccion. Como ejemplo, en la Figura [6.3| se puede observar
el resultado de descomponer la imagen de un rostro en componentes principales para
obtener la representacion del mismo como eigenface.

7Si bien en la literatura se emplea el término “base”, la terminologia mas precisa seria la de “sistema de
generadores”, pues se toman més elementos para formarla que la dimension del espacio debido al hecho
de que hay que prevenir posibles errores (humanos o mecénicos) que hayan podido surgir durante la toma
inicial de los datos.

8sto garantizara la obtencién de un conjunto de variables independientes, pues la matriz de correlacién
que se obtendra demuestra que no estan correlacionadas (al ser diagonal) y siguen una distribuciéon normal
multivariante. Para mas detalles, consultar [8].
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Figura 6.3: Imagen de una cara (izg.) y su representacion como eigenface (dcha.). Fuente: |\

6.3.4. LDA

Usando PCA se obtiene un sistema generador de caras que permitiria expresar cual-
quier otro rostro como una combinacién lineal de las componentes principales obtenidas.
Aplicando un enfoque como el que se usa en Aprendizaje Automético, podemos conside-
rar estas componentes principales como grupos en los que aglutinar los diversos datos que
tenemos, lo que se conoce como un problema de clustering. No obstante, el formato de
los datos de entrenamiento empleado (imagenes representadas como pixeles en una tnica
matriz) da lugar a que suela haber una mayor cantidad de informacioén por elemento (pi-
xeles por imagen) que datos de entrenamiento en si (niimero de imagenes consideradas),
lo cual provoca que el sistema final obtenido no represente de la mejor manera el conjunto
de los datos, pues con PCA lo que se busca es encontrar componentes que maximicen la
varianza con respecto a los datos originales (minimos cuadrados).

Para solucionar este problema, es habitual emplear Anélisis Discriminante Lineal,
més conocido por su nomenclatura inglesa Linear Discriminant Analysis (LDA),
Normal Discriminant Analysis (NDA) 6 discriminant function analysisﬂ Es un
método para la clasificacion de elementos en grupos o clases, teniendo como requisito
previo conocer el niimero de éstos de antemand™] La idea subyacente tras LDA consiste
en maximizar la distancia entre los grupos 6 clusteres creados, al tiempo que se minimiza
la varianza entre los elementos de cada clase.

9Los métodos de funcién discriminante lineal permiten la clasificacién de datos en clases a partir de la
creacion de hiperplanos. Otro ejemplo comun de este tipo de métodos, cuya aplicacion esta muy extendida
en el Aprendizaje Automético, son las maquinas de soporte vectorial 6 Support Vector Machines (SVM).

10F] caso mas simple es en el que solo hay dos clases y se conoce como discriminante lineal de
Fisher. De hecho, suele usarse esta nomenclatura como sinénimo de LDA, si bien ambos términos no
son totalmente sinénimos.
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Labelled PCA projection: LDA projection:
data Maximising the variance of Maximising the distance
the whole set between groups
[
® o
®
o ®
]
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Figura 6.4: PCA vs LDA. Fuente: [37]

Veamos cudl es la formulacion del problema de clasificacion presentado por LDA, cuyos
detalles se pueden ver en y . Denotemos por S al conjunto total de imagenes, las
cuales queremos separar en q clases C1, ..., C; diferentes, donde denotamos por /; al ntimero
de puntos pertenecientes a la clase [; y por [ = ). [; al total de éstos. Los centroides de cada
clase C; los denotamos como ;, siendo p el del conjunto total de datos de entrenamiento:

Mz'Z%Z%; MZ%Z%‘-
b aiec; ;€S

Sea A; la matriz asociada a la clase C; cuyas columnas consisten en los datos norma-
lizados de cada imagen:

A= [$1—Mz‘,---;$li—m], x; € C;.

Asf, +A!A; es la matriz de covarianza asociada a la clase C;. Definimos entonces la
7
matriz de varianzas intra-clases S,, (donde “w” proviene del término inglés within)
como la suma de estas matrices:

q 1 .
Sw = Zl—iAiAi.

En base a la idea subyacente tras LDA, lo que se busca es minimizar d'S,d, de
manera analoga a lo que se habia hecho en PCA.
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Ademés, también queremos maximizar la varianza entre las diferentes clases, por lo que
definimos la matriz de centroides normalizados B = [ — ft, ..., f1g— ], la cual nos permite
describir la matriz de varianzas entre-clases S, (donde “b” proviene del término inglés
between) como:

1
S, =-B'B.
q

Asi, buscamos maximizar d'S,d. Ambas condiciones se pueden unificar en una con-
dicion como cociente de Rayleigh:
d'Spd

i ) =

cuya condicidon necesaria de optimalidad es:

dJ _ Spd(d'S,d) — Swd(d'Spd)
od (dS,d)? B

a partir del cual obtenemos el autosistema generalizado:
Spd = J(d)Syd

donde d es el autovector de mayor valor absoluto de S, 'S, (asumiendo que S,, es inver-
tible), de manera anéloga a lo que ocurria en PCA. Tal y como comentabamos al inicio
de este apartado, el niimero de imagenes de entrenamiento suele ser mucho menor que el
numero de pixeles que contiene cada imagen, por lo que S,, puede ser singular y por tanto
no invertible, aunque bastaria tomar su pseudoinversa.

Otra dificultad es el alto nimero de imégenes de entrenamiento y caracteristicas a ha-
llar. Para solventar esta problemaética, se aplican técnicas de reduccién de dimensionalidad
(tanto PCA como LDA) que permiten obtener la matriz V éptima:

V= V}?LDVIECA
donde

V'V aSVpoaV |
ViVienSuVreaV |

Veca = argméXV]VtMtMV], Vipa = argméxvl

Asi, LDA se emplea para reducir el nimero de caracteristicas a una cantidad mas
manejable previamente a la realizacion de tareas de clasificacion. Cada una de estas nuevas
dimensiones es una combinacién lineal de valores de pixeles, que dan lugar a un sistema
de generadores del espacio de caras. Esta metodologia es analoga al de las eigenfaces, sélo
que en este caso la nomenclatura empleada es fisherfaces 6 caras de Fisher.
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(b)

Figura 6.5: Eigenfaces (a) vs fisherfaces (b). Fuente: ||

Tal y como se comenta en , las caras de Fisher suele dar mejores resultados que las
eigenfaces. Principalmente, esto se debe a que es un enfoque robusto respecto a variaciones
en las condiciones de iluminacién o localizaciéon del conjunto de imagenes de entrenamiento
consideradas. Esto puede apreciarse en la Figura [6.5] donde vemos que las eigenfaces han
captado las variaciones causadas por la iluminacion y/o el cambio de pose de la cabeza;
mientras que las fisherfaces reducen esas variaciones no relacionadas con las imagenes
faciales. No obstante, diversos estudios muestran que, para una muestra pequena de datos,
PCA obtiene mejores resultados y es incluso menos sensible a diferentes conjuntos de datos
de entrenamiento.

6.3.5. Implementaciéon

Una vez ya presentados los conceptos teéricos, daremos una implementacion practica
en Python del método de eigenfaces. Para realizar dicho desarrollo, se han empleado a
modo de guia y . El resultado final se puede descargar y probar siguiendo los pasos
indicados en el Anexo

Las iméagenes de rostros empleadas es el conocido como dataset de Olivetti (Figura
, el cual fue obtenido entre abril de 1992 y abril de 1994 en los laboratorios AT&T
de Cambridge. En él, hay 10 imagenes distintas de 40 personas diferentes, las cuales han
sido tomadas bajo varias condiciones de iluminacion, expresion facial y detalles como la
ausencia o no de gafas. No obstante, todas las imagenes se tomaron sobre un fondo oscuro
y homogéneo, con los sujetos en posicion vertical y frontal (con tolerancia para algtn
movimiento lateral). Es necesario separar estos datos en un conjunto de datos de prueba
y otro de entrenamiento, para que asi seamos capaces de comprobar la efectividad del
modelo creado.
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Figura 6.6: Muestra de las primeras 25 imagenes del dataset de Olivetti

Tras obtener las componentes principales de dichos rostros, podemos visualizar algunas
de éstas (Figura . Para ello, hemos seleccionado 106 datos para obtener un p-valor
de 0.05 y asi obtener una precision final de reconocimiento de al menos un 95 %. Los
datos resultantes presentan menor dimensionalidad y permiten entrenar el modelo para
la clasificacion de rostros y asi facilitar la identificacion de caras humanas.

Tras haber entrenado el modelo, es necesario evaluar su rendimiento para comprobar
la efectividad del mismo. Para ello, se utiliza el conjunto de datos de prueba y se extraen
diversas métricas de los resultados obtenidos, los cuales se calculan en funcién de si la
labor de clasificacion se ha realizado o no de manera correcta:

True Positive (TP): Valores predichos correctamente (prediccion correcta).

False Positive (FP): Valores predichos incorrectamente (prediccion incorrecta).

True Negative (TN): Valores rechazados correctamente (prediccion correcta).

False Negative (FN): Valores rechazados incorrectamente (prediccion incorrecta).
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Figura 6.7: Las primera 25 eigenfaces obtenidas, ordenadas de mayor a menor varianza

Aunque estos valores resultan especialmente intuitivos en el caso binario, para la si-
tuacion en la que hay n-clases basta realizar este analisis clase por clase. Estos resultados
se pueden resumir mediante la técnica conocida como matriz de confusidn, la cual
proporciona informacion sobre los aciertos y errores del modelo de clasificacion, asi como
del tipo de errores que comete. No obstante, para nuestro caso no emplearemos dicha
técnica, pues obtendriamos una matriz de tamano 40, que no supondria ninguna ventaja
para la visualizacién en términos efectivos. En estos casos, es preferible aplicar técnicas de
reduccion en la dimensionalidad expuestas anteriormente (extendiendo SVD o PCA| p.e.),
o bien recurrir a las métricas disponibles para evaluar la validez del modelo obtenido:

= Accuracy. Frecuencia con la que el método evaluado realiza la predicciéon correcta.
Se calcula como la suma de las predicciones verdaderas dividida por el nimero total
de predicciones.
TP+TN

TP+TN+ FP+ FN

Accuracy =

= Precision. Representa la exactitud del método. Se calcula como la proporcion de
casos que se predijeron como positivos y que efectivamente lo fueron, dividida por
el namero total de casos que se predijeron como positivos.

TP

Precision = m—w
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» Recall. Fraccion de casos positivos que se predijeron como positivos.

TP

Recall = 51N

= F-score. Métrica que combina recall y precision para determinar la precision de la
prueba. Para problemas de n-clases, suele hallarse esta puntuacién para cada una
de ellas. Se calcula como:

precision - recall
F-score =2 -

precision + recall

= Support. Numero de observaciones que se predicen en una clase determinada.

Si consultamos los resultados finales, vemos que hemos obtenido una accuracy del 93 %,
por lo que el modelo generado es capaz de detectar estos rostros bajo estas condiciones
con una certeza elevada. Estos resultados no son totalmente coherentes con la razon de
verosimilitud obtenida, pues la precision es ligeramente inferior al 95 %. Esto se debe a
que el conjunto de datos no es especialmente grande, por lo que al realizar la division de
los datos en conjuntos de entrenamiento y prueba puede haber ocasiones en que no haya
datos suficientes de una cara para entrenar adecuadamente al modelo. Para solventar esto
se incluy6 la opcion estratificar, la cual intenta preservar la disposicion de los datos al
hacer dicha division (garantizar imégenes suficientes de cada uno de los rostros), pero al
haber s6lo 10 imégenes de cada persona tampoco se puede lograr predicciones con una
certeza mayor. Tras ejecutar el programa varias veces, lo tinico que se puede garantizar
es una certeza superior al 90 %.
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Capitulo 7

Conclusiones y trabajo futuro

7.1. Conclusiones

En esta memoria hemos hecho una recopilaciéon de los conceptos tedricos subyacentes
tras las técnicas empleadas para el modelado y reconocimiento de rostros. Empezando por
las estrategias top-down para el modelado de la cara humana a partir de un enfoque basado
en apariencias, presentamos el lenguaje formal de variedades para construir un modelo
final descrito por la unién de subvariedades suaves con curvatua de signo constante. El
analisis y evolucion de dicho modelo se realizé en términos de mapas de curvaturas para la
identificacion y separacion en regiones, permitiendo su caracterizacion y reconstruccion.

Tras realizar el modelado estatico en términos de mapas de curvaturas, se ha presen-
tado la terminologia de flujos tanto para la simplificacion de las caracteristicas de la cara,
como para controlar las deformaciones producidas en el rostro durante la realizacion de
gestos. En el primer caso, ademas de considerar los flujos asociados a las curvaturas media
y total (como invariantes de la estructura diferenciable en cada punto), hemos caracteri-
zado la nocion de “buen flujo”, viendo ejemplos como el del flujo de curvatura principal
maximal, que permite simplificar singularidades como el par de puntos umbilicales que se
da en la nariz.

Para el modelado de gestos, se adopta una estrategia mas proxima a la Cinematica,
donde los funcionales de energia juegan un papel fundamental. En particular, la caracte-
rizacion de la esfericidad a través del flujo de energia de Willmore resulta una técnica de
gran utilidad en combinacion con métodos de Analisis Variacional y Geometria Conforme;
aunque tampoco hay que descartar el uso de otros flujos geométricos que complementen
la obtencion de la informacion.

En dltimo lugar, se ha realizado una somera introduccion a las estrategias bottom-up,
indicando los métodos principales para la captura de datos y el reconocimiento facial. Este
altimo se puede realizar de manera sencilla y eficaz mediante métodos como eigenfaces o
fisherfaces, que ya hemos visto pueden implementarse de manera efectiva. No obstante,
estas técnicas también tienen limitaciones como la necesidad de un elevado conjunto de
datos etiquetados para el entrenamiento de modelos de Aprendizaje Automatico, asi como
las restricciones de variabilidad en las condiciones de iluminacién u orientacion.
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7.2.

Trabajo futuro

Debido a las limitaciones inherentes a la extension del proyecto, asi como la amplia

variedad de disciplinas que abarca el modelado y reconocimiento de rostros, muchos temas
y lineas de trabajo tnicamente se han presentado de manera superficial. Algunos de los
topicos que s6lo han sido esbozados en esta memoria y que podrian ser susceptibles de
desarrollos futuros son los siguientes:

92

Incorporar la geometria subyacente tanto de musculos como del esqueleto al mo-
delo basado en apariencias, usando estrategias tipicas en Informatica Grafica CSG
(Constructive Solid Geometry).

Relacionar los enfoques suaves y lineales a trozos (PS vs PL) tomando como soporte
una discretizacion de los modelos basada en “hechos significativos” asociados al mapa
de curvas parabélicas que separan regiones de curvatura positiva y negativa.

Incorporar las relaciones entre las estrategias top-down (basadas en modelos) y
bottom-up (basadas en hechos) tipicas de la Vision Computacional.

Realizar una simulacion de gestos faciales usando mapas de curvaturas y sus rela-
ciones en términos del funcional de energia de Willmore.

Relacionar los modelos discretos basados en nubes de puntos (procedentes de esca-
neos, p.e.) con los PS-modelos usando PL-estructuras intermedias (complejos sim-
pliciales vs cuboidales).

Relacionar los PS-modelos, curvaturas seccionales asociadas a las apariencias (Capi-
tulo ; con los procedentes de luz estructurada sobre la cara, proyecciéon de patrones
lineales dados por haces de lineas paralelas (Capitulo @

Desarrollar herramientas software para control interactivo de gestos, incluyendo la
representacion de gestos naturales vs exagerados, y remapeo de méascaras sin utilizar
puntos de control (como en el personaje de Gollum, p.e.).

Remapear modelos radiométricos (asociados al comportamiento de la luz) sobre la
geometria de la cara y la dinamica gestual para efectos especiales.

Adaptar las estrategias cuasi-estaticas basadas en mapas de curvatura al marco dina-
mico de personajes reales para facilitar la comunicacién no-verbal hombre-méaquina
(Human Computer Interaction; HCI).

Entrenar y validar modelos de Inteligencia Artificial para el reconocimiento, segui-
miento y simulacion de gestos faciales.
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Apéndice A

Recursos software

A.1. Eigenfaces

En esta seccion se muestran los pasos necesarios para emular el entorno de desarrollo
para la deteccion de caras mediante el método de eigenfaces, para asi poder ejecutar el
desarrollo final del mismo. El desarrollo se ha llevado a cabo en un ordenador que tiene
Windows 10 como sistema operativo aunque, para otros sistemas, los pasos a seguir son
practicamente equivalentes salvo ligeras modificaciones en funciéon del sistema operativo
que se use.

1. Instalar la plataforma de desarrollo Anaconda. Para ello, basta descargar y
ejecutar el instalador proporcionado en [4], manteniendo las opciones por defecto que
ofrece. Anaconda es una distribucion gratuita y de codigo abierto de los lenguajes
de programacion Python y R, utilizada para ciencia de datos y Aprendizaje Auto-
mético. Proporciona un entorno completo y listo para usar que incluye una gran
cantidad de paquetes, bibliotecas y herramientas que son utilizados comtnmente
en el ambito de la ciencia de datos, asi como una interfaz intuitiva que facilita su
manejo.

2. Descargar todos los paquetes y librerias requeridos por los diversos cua-
dernos. Una vez completado el paso previo, inicamente hay que buscar entre los
programas disponibles Anaconda Prompt y ejecutarlo. Al abrirlo, surgira una conso-
la de comandos desde la que se pueden modificar los distintos médulos descargados
en el sistema. La descarga de nuevos paquetes se realiza mediante el mandato

pip install <nombre del paquete>

El siguiente listado muestra todos los comandos necesarios para realizar dicha des-
carga, por lo que basta copiar y ejecutar dichos mandatos uno por uno.
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Apéndice A. Recursos software

pip install numpy

pip install pandas

pip install matplotlib
pip install sklearn

&L H H P

3. Abrir la interfaz que da acceso al cuaderno. El acceso a los cuadernos de desa-
rrollo se puede realizar de manera sencilla buscando el programa Jupyter Notebook.
Al ejecutarlo, debe seleccionarse un navegador sobre el que acceder a la visualizacion
de los documentos (durante el desarrollo se ha usado Google Chrome como opcién
predeterminada). Tras haber realizado dicha eleccion, basta dirigirse a la ubicacion
donde esté almacenado el proyecto, que puede descargarse desde la siguiente pagina
de Github, y ejecutar el cuaderno. De hecho, debido a que se conservan los resul-
tados de la ultima ejecucion realizada, puede consultarse tal cual esta. En caso de
que quiera probarse en la propia maquina, la ejecucion de cada una de las celdas se
puede hacer gracias al boton Run (figura |A.1)).

/, Jupyter 05TopicModelling Last Checkpoint: 04/05/2023 (autosaved) ? Logout
File Edit View Insert Cell Kernel Widgets Help Not Trusted ‘ Python 3 (ipykernel) O
B+ []@ B+ v PR B C » code v =

Figura A.1: Cabecera de un archivo ejecutado por Jupyter Notebook
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