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0. Resumen e introduccion

0.1. Resumen y abstract

RESUMEN En este trabajo nos centraremos en los aspectos mas bésicos del anélisis p-
adico, haciendo hincapié de vez en cuando en las diferencias con el andlisis sobre el cuerpo
de los reales. Comenzaremos introduciendo las normas no Arquimedianas y algunas de
sus propiedades. A continuacién construiremos a través de sucesiones de Cauchy el com-
pletado de R para una norma cualquiera, para posteriormente definir la norma p-adica y
el cuerpo de los nimeros p-adicos.

Sobre este cuerpo definiremos algunas operaciones sencillas que nos permitiran presentar
un primer resultado importante: el Lema de Hensel [, Teorema 1.39], del cual deduci-
remos algunos resultados de carécter algebraico sobre Z,. El siguiente gran teorema que
veremos es el Teorema de Ostrowski [7, 2.4 Generalized Absolute Values on the Ra-
tional Field|, donde se prueba que toda norma no trivial sobre Q es equivalente a alguna
norma p-adica (incluyendo p = c0).

Seguidamente introduciremos algunos conceptos basicos de la topologia p-adica que nos
ayudaran a visualizar lo abstracto de la distancia p-adica y sus diferencias con la topologia
real. Finalmente estudiaremos el andlisis sobre @, sin profundizar demasiado; trataremos
las sucesiones y series centrandonos en las propiedades que no existen en R, para poste-
riormente introducir las funciones p-adicas. El estudio de estas nos permitira definir la
derivacion, dando paso a enunciar los ultimos teoremas sobre R y asi ver que no pueden
existir resultados similares en Q,.

ABSTRACT In this project we will focus on the most basic aspects of p-adic analysis,
emphasizing from time to time the differences with the analysis on R. We will begin by
introducing non-Archimedean norms and some of their properties. Next we will construct
using Cauchy sequences the completion of R for any norm, to later define the p-adic norm
and the field of p-adic numbers. Secondly we will define some simple operations that will
allow us to present an important result: Hensel’s Lemma [3, Theorem 1.39], from which
we will deduce some algebraic results about Z,,.

The next important theorem we will see is Ostrowski’s Theorem [7, 2.4|, where we
prove that every non-trivial norm over Q is equivalent to some p-adic norm (including
p = 00). Next we will introduce some basic concepts of p-adic topology that will help
us visualize the abstractness of the p-adic distance and its differences with real topology.
Finally we will study analysis on Q, without going too deep; we will talk about sequences
and series focusing on the properties that do not exist in R to later introduce the p-adic
functions. The study of these will allow us to define the derivation, leading to stating the

last theorems about R and thus seeing that similar results cannot exist in Q,.



0.2. Introduccion

Los nimeros p-adicos aparecieron por primera vez en el ano 1897 de la mano del ma-
tematico aleman Kurt Hensel, y aunque en un principio se estudiaron como herramienta
para llevar las técnicas utilizadas en las series de potencias a la teoria de niimeros, pronto
se vio que su interés iba mucho mas allA.

Se observo que aplicAndoles una cierta métrica estos obtenian una estructura de cuerpo y
que este era ademas completo. Por otro lado se podia llegar a ellos a través de los niimeros
racionales mediante equivalencias de series de Cauchy, lo que favorecié su estudio desde
un punto de vista analitico.

Desde entonces los niimeros p-adicos han tenido un papel importante en areas de la Teoria
de ntmeros y de la Geometria algebraica, siendo utilizados principalmente en demostra-
ciones mas como herramienta que como objeto de estudio en si.

Asi aparecen en textos académicos como On the Rationality of the Zeta Function
of an Algebraic Variety|3| o en teoremas importantes como el Principio de Hessel-
Monkowvski [§].

Por lo general la teoria de los ntimeros p-adicos no se estudia en el grado, comprensible
teniendo en cuenta el tiempo y la cantidad de materia que se debe impartir.

Sin embargo considero que los niimeros p-addicos son un area de gran interés, pues permi-
ten observar mas de cerca algunas particularidades que surgen de las propiedades de su
norma y su estructura, y que muchas veces se estudian tinicamente de forma teérica sin
ver ningdn ejemplo practico.

Lo poco intuitivos que resultan es precisamente lo que los hace tan interesantes; el juego
entre “cerca”’ y “lejos” que sugieren me parece especialmente estimulante para alumnos del
grado en matematicas. Considero que ademaés no es un tema especialmente complejo, por
lo que resultaria asequible ver una breve introducciéon como material adicional en alguna
materia del grado (resalto que sea breve, viendo por ejemplo solo los conceptos de las

dos primeras secciones que engloba este texto).

Personalmente he disfrutado mucho del proceso de escritura de este trabajo; siento que
no so6lo he aprendido teoria de ntimeros p-adicos, sino que he abierto la puerta a otras
formas de observar las matemaéticas. Como estudiante del grado en matematicas estas no
eran solo una herramienta, sino un fin en si mismas, y considero que los ntimerps p-adicos

son un bonito ejemplo de ello.



1. Numeros p-adicos

1.1. Espacios normados y normas no arquimedianas

Para presentar al principal protagonista de este trabajo, el cuerpo de los nimeros p-
adicos, vamos a introducir primero unas definiciones y lecciones basicas sobre los cuerpos

normados, que resultan necesarias para nuestro objetivo.

Definicién 1.1. Sea M un conjunto no vacio. La funcion d : M x M — R, decimos

que es una métrica en M si cumple:

1. Positividad: d(z,y) > 0 Vz,y € M

2. d es no degenerada: d(z,y) =0 =1y

3. Simetria: d(z,y) = d(y,z) Yo,y € M

4. Desigualdad triangular: d(z,y) < d(z,z) + d(z,y) Vz,y,z € M

A la funcién d también se la llama funcion distancia.

Al par (M, d) se le denomina espacio métrico.

Definicion 1.2. Sea (z,,) una sucesion de elementos de (M, d); es una sucesion de Cauchy
si para todo ¢ > 0 existe ng € N tal que si n,m € N son tales que n,m > ngy entonces
d(xp,, xm) < €. Si toda sucesion de Cauchy de M converge en M diremos que M es un

espacio completo. Si la serie converge hacia 0 diremos que es una sucesion nula.

Definicion 1.3. Sea F' un cuerpo. Una norma sobre F' es una aplicacion ||-|| : FF — Rsq

que cumple:
1. (Positividad) ||x|| > 0.
2. (No degenerada): ||z|| =0 x =0
3. (Propiedad multiplicativa): ||xy|| = ||z||||ly|| Yz,y € F

4. Desigualdad triangular: ||z + y|| < ||z]| + ||yl
Al par (F, ||-||) lo denominaremos cuerpo normado

Observacion 1. Vamos a denotar por n al elemento que resulta de aplicar n-1 al elemento
unidad del cuerpo F'
n-1l=1+14+..4+1€F

n veces
No distinguiremos la notacion entre este elemento n y el nimero natural n, pero seran

diferenciables por el contexto.



Proposicién 1.4. Algunas propiedades de una norma sobre un cuerpo son:

L= {I=1]

2. ||zl = [l==ll

3. [lz £ yll = [zl — Iyl

4l =yl < llzll -+l

z|| — l=ll

5 IS0 = Ty

6. ||n]| <nVneN

Demostracion

1. Utilizando la tercera condicion de la definicion tenemos que |[1|| = ||£1 - £1|| =
1% = [[£1] =1

2. A partir de lo anterior: ||—z| = |[(=1)z| = 1||z| = ||z|

3. lyll = x4+ y) — z|| < ||z + y|l + ||z|| por la desigualdad triangular y la propiedad
anterior, y deducimos que |ly|| — ||z]| < ||z + y/||. De igual manera escribimos ||z| =
(@ +y) =yl < llz+yll + [lyll v deducimos que [[z[| — [ly[| < [lz + y||. Entonces
tenemos

—llz+yll < Nyl = [l < lz + ol

y por lo tanto ||z +y[| = [[lyl| — [ll]
Razonando igual, pero escribiendo ||z|| = [[(z — y) 4 y|| obtenemos la desigualdad
para [z —yl|.

4. Podemos escribir ||z — y|| = ||z + (—y)|| < ||z]| + ||y|| utilizando 2. y la desigualdad
triangular.

5. lzll = Myl = Il

6. Por induccién: para n=1 sabemos que se cumple por el primer apartado.
Suponemos que se cumple para n — 1, veamos que se cumple para n: tenemos que
In|| = [(n=1)+1] < |In—1]|+||1|| £ (n—1)+1 = n por la hipotesis de induccion.
U

Una norma ||-|| en un cuerpo induce una métrica en él mismo: si definimos

d(x,y) = ||x — y|| es sencillo comprobar que cumple las propiedades de una métrica:
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I. Se deduce directamente de la positividad de la norma
1. Tenemos que d(z,y) = ||z — yl| = [y — || pues (z —y) = —(y — ).

uL d(z,y) = llz —yl = [l(z = 2) + z =) < llz = 2]l + ||z = y| = d(z, 2) + d(y, 2)

Definicién 1.5. Una norma sobre un cuerpo F se llama no Arquimediana si satisface la

desigualdad del triangulo fuerte
[z +yll < méx{[l], [[yll} Yo,y € F

Si no la satisface diremos que es una norma Arquimediana

Observacion 2. La desigualdad del triangulo fuerte implica la desigualdad triangular,

pero no viceversa.

La métrica inducida por una norma no Arquimediana se denomina ultra-métrica, y su

respectivo espacio métrico un espacio ultramétrico.

Definicién 1.6. Diremos que dos métricas dq,dy sobre un cuerpo F' son equivalentes
si una sucesion es de Cauchy para d; si y solo si es de Cauchy para dy. Diremos que
dos normas ||-|1, ||-||2 son equivalentes si las distancias que inducen son equivalentes. Lo

denotaremos ||-||1 ~ [|]|2

La siguiente proposicion caracteriza a las normas no Arquimedianas a partir de la norma

de los niimeros enteros.

Proposicién 1.7. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
L |||l es no Arquimediana.
II. n]| <1 VneN

Demostracion
© = 1¢: Por induccién:
Paran=1:[|1]| =1 < 1.
Suponemos que se cumple para todo k& < n — 1.Vemos que podemos escribir ||n| =
|(n —1) 4+ 1|| < méax{||n — 1|, [|1]|} = 1, donde hemos utilizado la hipotesis de induccion
y la desigualdad del tridngulo fuerte.
1t = 1: Tenemos que:
lzt+yl™ = ll(a+y)" [ = 12250 Gy 11 < Zhsoll G Ml Iyl < psollzl*lyl** <
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(n+1) max{||z|/||y||}" donde hemos utilizado la desigualdad triangular en la primera des-

igualdad, y la hipotesis de 22 en la peniltima. Luego para cada entero n tenemos que
lz +yll < Vn+1 max{|z], [yll}
y haciendo tender n a infinito obtenemos que
2+ yll < méax{]lz], [ly]l}

que es lo que queriamos probar.[]
Esta proposicion resume la principal diferencia entre una norma Arquimediana y una no

Arquimediana, que podemos reescribir de la siguiente manera:

Corolario 1.8. Sobre un cuerpo F, una norma es Arquimediana si y sélo si cumple
la Propiedad Arquimediana: dados x,y € F,x # 0, existe un entero positivo n tal que

[zl > ly]-

Demostracion
Si una norma cumple la Propiedad Arquimediana, dados =,y € F tales que ||y|| > ||z]|,

existe un n entero positivo tal que ||zn|| > ||y, luego ||n|| > H%H > 1, luego es una norma

Arquimediana.

Viceversa, si tenemos una norma Arquimediana, entonces existe un entero positivo n tal

k

que ||n|| > 1, luego si consideramos n* para k € N tenemos que lim n* = co. Entonces

k—o0
para cierto k € N, |[n¥]| > 14 v por lo tanto ||[n*z| > ||y||.0

[l

Proposicion 1.9. Si dos elementos a y  de un cuerpo ultra-métrico F satisfacen la

desigualdad ||z — a|| < ||a]| entonces ||a|| = ||z]|
Demostracion
Podemos escribir ||z|| = ||(x — a) + a|| < méx{||x — al|, ||a]|} = ||la|| por hipstesis, luego
lzll < llall-
Por otro lado, ||a|| = ||(a — z) + z|| < méx{||a — z||,||z]|}, donde si ||z — a| > ||| ten-

driamos que ||a|| < [z — al| por la desigualdad que hemos visto antes, lo cual entra en
contradiccion con la hipotesis. Por lo tanto ||z — a|| < ||z|| y utilizando la desigualdad del
triangulo fuerte tenemos que |la|| < ||z]].

Concluimos que ||z|| = ||a||.C

Observacion 3. La proposicion anterior se puede reescribir como: dados a,b € F un

cuerpo ultra-métrico, entonces si |lal| > ||b|| se tiene que ||a + b|| = ||a]|.

6



A continuacion veremos dos proposiciones acerca de las normas no Arquimedianas. La
primera resulta de especial interés, puesto que es una propiedad que entra en contraste

con la situaciéon que se da en los niimeros reales.

Proposicion 1.10. Si ||-|| es una norma no Arquimediana en un cuerpo F' entonces
cualquier punto de la bola abierta B(a,r) = {x : ||zt —al| < r} es su centro. Es decir, dado

b € B(a,r) se tiene que B(a,r) = B(b,r). Esto también se da en bolas cerradas.

Demostracion
Sea b € B(a,r), es decir ||b — a|| < r. Consideramos ¢ € B(a,r),||[c — al|| < r, entonces
le =]l = |[(¢c —a) + (a — b)|| < méx{]||c — al|,a — b} < r, luego ¢ € B(b,r).
Ahora, sic € B(b,r),||c=b|| < r,luego ||c—al| = ||(c=b)+(b—a)|| < méx{||c—b||,|b—all} <
r, luego ¢ € B(a,r). Concluimos que B(a,r) = B(b,r).00

Proposicion 1.11. Dos normas equivalentes ||-||1, [|-||2 en un cuerpo F' son o bien ambas

Arquimedianas o bien ambas no Arquimedianas.

Demostracion
Vamos a ver que si ambas normas son equivalentes, entonces dado un elemento = € F':
Dzl <1 faf <1
i)zl > 1 & [zl > 1
i)zl =1 < flz) =1
Probaremos primero i: Supongamos que ||z||; < 1y [|z||2 > 1. Si consideramos la sucesion
de Cauchy (z") sabemos que lim ||z"||; = lim ||z||} = 0 porque ||z|; < 1, luego (z")
n—s00 n—00
converge y por tanto es de Cauchy para ||-||;.
Por otro lado, consideramos € = ||z — 1||s > 0, porque si ||z — 1||o = 0 significaria que
x=1, y necesariamente entonces ||z|; = 1, lo cual no sucede. Entonces [|z"™! — z"||y =
|z||5]|z — 1|2 > ||z — 1|2 = € > 5. Luego para la sucesion (2") no se cumple la condicion
de Cauchy con la norma ||-||.
Llegamos por lo tanto a un absurdo, puesto que habiamos supuesto que |[|-||; ~ [|+||2. Por lo
tanto, si ||z]|; < 1 entonces ||z||2 < 1. La demostracion en el otro sentido es exactamente
igual, y por lo tanto queda demostrado i.
Para probar i utilizamos !
lz[h > 1 & (a7 <1 a7 <1 o)z > L.
A partir de ambas equivalencias se deduce 4,y utilizando la proposicion concluimos

la demostracion.]



1.2. Completitud

La completitud es la propiedad que tienen algunos espacios métricos de que toda suce-
sion de Cauchy converge hacia algtin elemento del espacio. Existe un proceso para obtener
espacios métricos completos a partir de espacios que no lo son; la compleccién. Un ejemplo
muy utilizado es el de los nimeros reales, pues estos se obtienen a partir de la compleccion

aplicada al espacio métrico Q con la distancia Euclidea usual, derivada del valor absoluto.

Teorema 1.12 (Teorema de completitud). Todo cuerpo métrico (M,d) puede com-

pletarse, es decir: existe un cuerpo métrico (M, D) que cumple:

1. M es completo respecto de la métrica D.
2. M contiene un subconjunto My isomélrico a M.

3. MO es denso en M.

La siguiente subseccion se centrard en la demostracion de este teorema, que se hace de
forma constructiva: para un cuerpo métrico cualquiera construimos su compleccion.
A continuaciéon vamos a presentar otra forma de ver la compleccion de QQ para obtener R,
que puede ayudarnos a comprender mejor el significado de completitud:

Todo namero real puede escribirse como una fracciéon decimal infinita de la forma

a=Y a0 *con m€Zy ar€{0,1,2,3,,4,5,6,7,8,9} (1)

k=m

Esta representacion es unica, a no ser que ax = 0 Vk > n para cierton € Ny a, # 0, en
cuyo caso podemos escribir a = > 7 a} 107" donde ay = a}, para k < n ,al, =a, — 1y
a, =9 Vk > n.

No es dificil construir una sucesion de Cauchy de nimeros racionales que no converge en
Q: podemos tomar por ejemplo la sucesion de las sumas parciales de la fraccién decimal
infinita de ¥/2. Por lo tanto Q no es completo con la distancia Euclidea.

En la siguiente proposicién aparecera por primera vez en este texto el concepto de espacio

cerrado, por lo que se vuelve necesario hacer previamente una observacion:

Observacion 4. Una métrica induce siempre en el espacio sobre el que esta definida una
topologia, que es la que consideraremos a partir de ahora. Ademas, un subconjunto de un
espacio métrico hereda su misma métrica.

Aunque aparecera mas adelante recordamos que un espacio métrico A es cerrado si A = A,
donde A denota la adherencia de A.

Proposiciéon 1.13. Sea M un espacio métrico completo y X un subconjunto de M.
Entonces X es completo si y solo si es cerrado en M. En particular, la adherencia de X

en M se puede tomar como su completado.



Demostracion
=Si X es completo: tomamos xy € X, por definicién de adherencia existira una sucesion
(x,) en X que converge hacia xy. Entonces (z,) converge y por lo tanto es de Cauchy, y
como X es completo, en particular converge en X. Puesto que el limite es tinico tenemos

que zo € X.

<Suponemos que X es cerrado: Sea (z,) una sucesién de Cauchy de elementos de
X. Como M es completo tenemos que existe x € M tal que (x,) converge hacia z. Por
definicion de adherencia tenemos entonces que x € X, y puesto que X es cerrado, z € X.

Por lo tanto (z,) converge en X, y concluimos que X es completo.[]

Ejemplo 1.14. Cualquier intervalo abierto de la recta real es un espacio métrico cuyo
completado es su adherencia. En particular para cualquier subconjunto abierto de R su
completado es su adherencia. Sin embargo al contrario no se cumple: Q no es abierto en
R, pero Q = R que si es su completado ya que para todo niimero real existe una sucesion

de racionales que converge hacia él.

1.3. Construcciéon del completado de un cuerpo normado

En esta seccion veremos como completar un cuerpo normado en el caso general.
Consideramos (K, ||-||) un cuerpo normado, sea CK el conjunto de todas las sucesioness de
Cauchy de K. Definimos una suma y un producto de sucesiones de Cauchy de la siguiente

manera: sean (a,), (b,) elementos de C'K entonces
= (an) + (bn) = (an + by)

= (a5)(bn) = (anbn)

Veamos que estas operaciones son internas en C'K:

Sean ¢ > 0,N,M € N tales que para todo n,m > N, |la, — ay| < § y para todo
n,m > M, ||b, — by < 5.

Entonces para todo n,m > max{N, M} tenemos que ||(a, + b,) — (@ + by)|| =

[(an — am) + (bn = bp) || < llan — aml| + [|bn — b || < €.

Por otro lado ||anbp—ambm|| = ||anbn—anbm~+anbym—ambn|| = ||an(bn—bm)+bn(an—an)|| <
lanll5 + [|bnll5 = 5([|an]| 4 [|bn]]), donde esto lo hemos visto para un & > 0 cualquiera.

Luego tanto (a, + b,) como (a,b,) son sucesiones de Cauchy. [J

Definicién 1.15. Sean (a,), (b,) dos elementos de CK, diremos que son equivalentes si

lim ||a,, — b,]| = 0.
n—oo



Consideramos la aplicacion K — CK
a— a=(a,a,...)
que envia los elementos de K a sucesiones constantes, que son por lo tanto de Cauchy.
Mediante este monomorfismo podemos ver K sumergido en C'K.
Entonces 1 = (0,0,...), 0 = (0,0,...) son los elementos neutros de C'K para el producto

y la suma respectivamente.

Observacion 5. De esta manera hemos visto que C'K es un anillo conmutativo con
unidad. Sin embargo no es un cuerpo, puesto que contiene infinitos divisores de 0:
(0,1,0,0,...)(1,0,1,1,...) = 0.

Por ello consideramos el conjunto N = {(a,) € CK/ lim |ja,|| = 0} de todas las
n—oo

sucesiones de Cauchy de K nulas.
Proposicion 1.16. N es un ideal maximal en C'K.

Demostracion

Primero veamos que (N, +) es un grupo: consideramos (a,), (b,) elementos de CK. Sea
e >0y N,M € N tales que para todo n > N, ||a,| < § y para todo m > M, [|b,|| < 5.
Entonces para todo k& > max{N, M} tenemos que |lax + bi|| < |lax| + ||be]| < € por la
desigualdad triangular. Luego (N, +) es cerrado para la suma. Observamos que el inverso
de (a,) es (—ay), que es también nula (||a,|| = ||—ax||) y es obvio que 0 € CK.

En segundo lugar veamos que si (z,) € CKy (a,) € N entonces (z,b,) € N: sabemos
que toda serie de Cauchy estd acotada, luego existe C' > 0 tal que ||z,| < C para
todo n € N. Ahora, sea ¢ > 0 existe N € N tal que Vn > N, ||a,| <
Vn > N |a,z,|| < £C = ¢, luego (a,z,) € N,

Por lo tanto N es in ideal sobre C'K, veamos ahora que es maximal: para ello veremos que

%. Entonces

si consideramos un elemento (a,) € CK\ N y consideramos el ideal (N, (a,)), entonces
1€ (N, (ay)) y por lo tanto tendriamos que (N, (a,)) = CK, luego N serfa maximal.
Puesto que (a,) no es nula sabemos que existe C' > 0y N € Ntal que Vn > N ||a,|| > C.

Entonces dado € > 0 para n y m lo suficientemente grandes tenemos que

Si definimos entonces la sucesion (b,,) como

1 sia,=0
=4, ¢ (2)
= sia, #0

n

S L LY.
”an” Ham” An G -

acabamos de ver que es una serie de Cauchy. Definimos ahora una sucesiéon nula de la

1 sia,=0
r={ " (3)
0 sia, #0

siguiente manera:
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Por como estan definidas tenemos que 1 = a,b,+x, ¥Yn € Ny como a,b, y =, € (N, (a,)),
tenemos que 1 € (N, (a,)). O

Podemos entonces definir K = CK/N el cociente de ambos espacios, que sera un cuerpo
por ser N maximal. (|2] Capitulo 1, Prime ideals and maximal ideals).

Definimos entonces una norma sobre K:

Definiciéon 1.17. Sea a € K, definimos
lall := lim o, |

donde a = (a,) + N. La definicion de esta norma surge de manera natural, al querer

considerar una aplicacion con las propiedades de la norma y que sea continua.

Observacion 6. Vamos a denotar la norma sobre K de la misma manera que denotamos

la norma sobre K. Que se trata de una u otra serd deducible por el contexto.
Proposicion 1.18. ||-|| es una norma y esté bien definida en K

Demostracion
Veamos que la norma no depende del representante de la clase: sean (a,), (b,) € CK de

la misma clase, es decir, (a,) = (b,) + (¢,,) donde (c,) es una sucesiéon nula. Entonces

lim ||a,|| = Um ||b, + ¢,|| < Um [|b,||

lim [|b,]| = lm [ja, — ¢,|| < lm [|a,]|

n—o0 n—o0 n—00

donde hemos usado que lim ||¢,|| = 0, y concluimos que lim ||a,| = lim ||b,||.
n—o00 n—00 n—o0

Ahora debemos ver que la definiciéon tiene sentido, es decir, que el limite existe: tenemos

que |[|an| = |am|l| < ||an — am|| por la propiedad 3 de la norma, lo que implica que la

sucesion (||a,||) de nimeros reales es de Cauchy, y por ser R un espacio completo el limite

de las normas existe.

Por definicion, los elementos de norma cero son las sucesiones nulas, que son justamente

la clase de 0.

Ademas, sean a,b € K tenemos que [|ab|| = lim [|anb, | = (1m ||a,||)( m ||b,]]) = ||al|]?]
n=y00 n—y00 n—y00

(la separacion del limite del producto en el producto de los limites puede hacerse porque

nh_)IIOIOHCLnH siempre existe en R y es ||al|. Lo mismo para b).

Por ltimo [la +bf| = lm [a, + bn[} < lm ([jan]| + [|ba]l) = el +{|6]].0

Observacion 7. Antes hemos visto que mediante una aplicacion podiamos considerar K
sumergido en C'K. De igual manera vamos a ver K como subespacio de K, puesto que la

~

tnica sucesion constante nula es 0.
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Teorema 1.19. El cuerpo normado (K, ||-||) es completo, y K es denso en K.

Demostracion
Veamos primero que K es denso en K: tomamos a € K, que es de la forma a = (a,) + N
donde (a,) es un representante de su clase de equivalencia a. Consideramos (a,), que es
una sucesion de sucesiones constantes a,, = (G, ay, . . .). Entonces si denotamos por [a,] a
la clase de equivalencia de a,, (es decir, todas las sucesiones de Cauchy en K cuyo limite

es a,) tenemos que ([a,]) es una sucesion de elementos de K visto como subespacio de K.

Entonces tenemos que

lim [|[a,] — a|| = lim ( lim ||a, — an||) = lm ||a, — ay| =0

Observemos que en el primer limite lo que hemos tomado ha sido la norma sobre K, y que
simplemente aplicamos la definicion de esta norma.(||[@,]|| = ||a.|| por definicion).Ademas
el limite es 0 por ser (a,) de Cauchy.

Hemos encontrado por lo tanto una sucesion de elementos de K que converge hacia a,
luego K es denso en K.

Ahora, sea (A,) una sucesion de Cauchy de elementos de K: como K es denso en K para

cada A, existe un elemento [a,] € K tal que

1
A, — [a —
| An [anm < n

luego (A, — [@n]) es una sucesion de K nula, y por tanto de Cauchy. Podemos escribir

como resta de dos sucesiones de Cauchy, luego ([d,]) es una sucesion de Cauchy en K y

entonces
l[an] — [am]]] = llan — am|| < € para n, m suficientemente grandes

Luego (ay) es de Cauchy. Aqui de nuevo estamos utilizando la definicién de la norma
sobre K.

Denotamos por a a la clase de equivalencia de la sucesion (a,). Ya hemos visto que
nh—>HoloH [an] —al| =0y que 7111_>HC}O|]A,L — [an]|| = 0 por definicion. Luego (a — [ay]) v (An —[an])
son series nulas, y por lo tanto su diferencia también lo es:

(a— A,) = (a— [in]) — ([dn] — An), concluimos que (¢ — A,) es una sucesion nula en K.
Por lo tanto nh_{](r)loHa — A,|| =0, luego nh_)rgo A, = a 'y en conclusion (A,) converge en K.[J

Hemos demostrado de forma constructiva el teorema [[.12
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Definicién 1.20. Al cuerpo K se le denomina completado de K respecto de la norma ||-||

A continuaciéon veremos en forma de proposicion que las operaciones en K se extienden

por continuidad sobre K
Proposiciéon 1.21. Sean ([d,]), ([b,]) sucesiones de Cauchy de K C K. Entonces

= 1im [d, + b,] = lim [@,] + lim [by]
n— 00 n— 00 n—00

n 1im [d,b,] = (lim [a,])( im [b,])

n—oo n—oo n—oo

Demostracion

En la demostraciéon anterior hemos visto que:

Jim [a,] = [(a,)]
Tim [b,] = (b))

y entonces 1 [i + bu] = [(@, + b)) = [(an) + (b)) = [(a)] + [(5a)] ¥
Jim [ab,] = [(anb,)] = [(@0) (b)) = [(@,)][(by)]. O

1.4. El cuerpo de los niimeros p-adicos

Presentamos en esta subseccién el principal objeto de estudio de este trabajo: el cuerpo

de los nimeros p-adicos.

Definicién 1.22. Sea p € N un ntimero primo. Para 0 # z € Q definimos el orden p-ddico

de z como

max{n € N tal que p" divide a z} siz € Z

4
ordy(a) — ordy,(b) siz=5,0#0, ya,beZ )

ordy(z) = {
Entonces definimos la norma p-ddica de x como

p (@) sig £ 0
|z, = —
0 siz=0

Observacion 8. Siny = ord,(z) para x € Z, entonces p" | x para todo n < ny
Veamos que cumple las propiedades de una norma:

1. La positividad se cumple por definicion (la potencia de un niimero positivo es siem-

pre estrictamente positiva)

2. Que es no degenerada también es sencillo de ver a partir de la definiciéon por la razon

anterior.
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3. Multiplicatividad: Sean z,y € Q, |zyl, = p” %@ donde z = (:cy)% lo que implica
que ordy(z) = ord,(zy) — ord,(y), luego ord,(zy) = ord,(z) + ord,(y) y por tanto
pfordp(wy) - pfordp(x)pfordp(y) - leplylp.

4. Desigualdad triangular: Supongamos que x,y # O(en caso contrario es trivial).
Supongamos que r = %,y = < con a,b,c,d € Z, entonces x +y = adb—flbc y
ord,(x +y) = ord,(ad 4+ bc) — ord,(bd). Veamos primero que para a,b € Z se
tiene que ord,(a + b) > min{ord,(a), ord,(b)}:

Sea ng = min{ord,(a), ord,(b)}, entonces p™ | a 'y p™ | b, y por lo tanto p™ | (a+0),
luego ordy(a + b) > ng

Entonces

ordy(x +y) = ord,(ad + bc) — ord,(bd) >
> min{ord,(ad), ord,(bc)} — ord,(b) — ord,(d) =
=min{ord,(a) + ordy(d), ord,(c) + ord,(b)} — ord,(b) — ord,(d) =
= min{ordy,(a) — ordy(b), ordy,(c) — ord,(d)} = min{ord,(x), ord,(y)}
[+ gy, = pordety) < pmminfordy (@) ordn(w)} —

pmé‘x{fordp(x),fordp(y)} _ mafdx{pfordp(x) pfordp(y)} _

Y

méx{|$|p> |y|p} < |$|p + |y|p

Concluimos que |-|, es una norma bien definida, y ademés no Arquimediana. [J.
Proposicién 1.23. ||, es una norma no Arquimediana.
A partir de ahora p serd siempre un niimero primo.

Observacion 9. Sean py, p, dos primos distintos, las normas ||, , ||, 10 son equivalentes:
basta considerar la sucesion z,, = (£-)" para la cual

ord,, (x,) = ordy, (p}) — ordy, (p}) =n — 0 =n, luego |z,|, —— 0y

ord,, (x,) = ord,,(p}) — ord,, (py) = —n Tuego |T,]p, —— co.

x, es de Cauchy para |-|,, pero no para ||,

Por la forma en la que estd definida la norma p-adica, esta s6lo puede tomar valores
distintos en un conjunto discreto de la forma {p";n € Z}U{0}. En particular esto implica
que, al contrario de lo que sucede con la norma Euclidea en QQ, dados dos niimeros a,b € Q
con |al, < |b|,, no siempre podremos encontrar otro elemento ¢ € Q tal que |a|, < |c[, <
0]

Definicién 1.24. Sea p € N un ntimero primo. El cuerpo de los nimeros p-ddicos Q, se
define como la complecion de Q respecto de la norma |-|,, y sus elementos son clases de

equivalencia de series de Cauchy.
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La extension se hace particularizando lo que hemos visto en la subsecciéon anterior. De

igual manera podemos considerar Q sumergido en Q,:

Q—Q (6)

a — a = [(a,a,...)] clase de equivalencia de
una sucesion de Cauchy constante.
Podemos escribir
Q, = {a = (a,) + N, donde (a,) es una serie de de elementos de Q de Cauchy para |-|,}
y N es el conjunto de las series de elementos de Q nulas para |-|,. Una vez que tenemos

el espacio, definimos sobre él una norma como hicimos para un espacio genérico:

Definiciéon 1.25. Sea a € Q, y (a,) una sucesion de Cauchy de elementos de Q que

pertenezca a la clase de equivalencia de a ; a = (a,) + N. Entonces
al, == lim |a
jal, == I Ja,],

Observacion 10. Hacemos un abuso de notaciéon, pues denotaremos la norma p-adica

sobre Q de la misma manera que esta nueva norma que acabamos de definir sobre Q,,.

Al definir esta norma observamos un suceso que no ocurre con la norma euclidea: |-|,
toma en Q, los mismos valores que toma en Q. Esto es debido a que el conjunto de valores
que puede adquirir esta norma es un conjunto discreto, {p";n € Z} U {0}.

En particular esto significa que dado a € Q, con l|a|, # 0, |a|, = p*, k € Z, para cualquier

serie de Cauchy (a,) que represente a a existe un N € N tal que para todo n > N,

|an|p :pk-

Vamos a introducir a continuaciéon dos proposiciones y un teorema que nos haran com-
prender mejor la forma que tienen los elementos de Q,, de una forma un poco menos

abstracta.

Proposiciéon 1.26. Sean 0 # d_,, < py 0 < d; < p enteros, © > —m con m € N.

Counsideramos la serie
a:=d_pp™ +d_pip ™+ Fdop - doFdipFdop® £ (7)

Entonces las sumas parciales de esta serie forman una sucesion de Cauchy cuyo limite es

a. En consecuencia a es un elemento de Q,,.

Demostracion
Sea ¢ > 0, dados k,n € Z con k > n > m tenemos que S dip' — S dipf|, =
|Zf:n+1 dip'l, < méx,<i<k|dip’], = méx,<;<xp~’, luego basta tomar N € Z tal que
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p~ & < ey tomando k > n > N tenemos que |Z]im di =" dip'l, <p™ <eO

Por lo tanto cada serie de la forma (7)) representa un elemento de Q,. Los siguientes
dos resultados prueban que también se cumple el reciproco: para todo elemento de Q,
existe una tnica serie de Cauchy de la forma que lo represente, a la que llamaremos

forma candnica.

Observacion 11. Si a es un elemento de Q,, a denota la clase de equivalencia de todas

las sucesiones de Cauchy que convergen hacia a en Q,.

Proposicién 1.27. Sea z € Q con |z|, < 1. Entonces para todo natural ¢ existe un @nico

entero a € {0,1,...,p" — 1} tal que |z — af, <p™*

Demostracion

Sea x = ¢ donde a, b € Z son primos relativos, en particular esto implica que si ord,(a) > 0
entonces ord,(b) = 0. Puesto que |z|, = p~%(@+ord(®) < 1 necesariamente ord,(b) = 0,
es decir, p* no divide a b para ningin ¢ € N. Aplicando la identidad de Bezout sabemos
que existen enteros m,n € Z tales que np’ +mb = 1. Tomando o = ma tenemos que:

o — x|, = |am — ¢|, = [¢[,lmb — 1|, < |np'|, = |n|,p~" < p~* donde hemos utilizado
la hipo6tesis y la caracterizacién de las normas no arquimedianas. Puesto que el conjunto
{0,1,...,p" — 1} tiene exactamente p’ elementos hay un tnico miltiplo de p’, cp® tal que
cp'+a € {0,1,...,p'—1}, luego |ep'+a—zx|, < méx{|a—z|,, [p'|,} < méx{p~",p~"} =p~"
O

Teorema 1.28. Cada clase de equivalencia a € Q, tal que |a|, < 1 tiene eractamente

una sucesion de Cauchy (a;) que la represente y que cumpla:
La€Z0<a;<p parai=12,...
II. a; = a;y1 (mod p*) parai=1,2,...

Demostracion

Sea (b;) una sucesion de Cauchy que represente a a. Queremos encontrar una sucesion
equivalente que satisfaga I y 1. Ya sabemos que |b;,, oo, lal, < 1, luego sabemos que
a partir de cierto iy |b;|, <1 Vi > iy. Renombrando subindices si es necesario podemos
considerar una nueva serie (b;) tal que |b;| <1 Vi € N. Para cada j = 1,2,... sea N(j)
un entero positivo tal que |b; — by |, < p~ Vi, i’ > N(j), y podemos tomar N(j) > j(por
ser (b;) de Cauchy).

Entonces por la proposicion anterior sabemos que existen enteros 0 < a; < p™7 tales que
la; — bn(j| < p~7 para cada j = 1,2,... Obtenemos entonces una sucesion (a;) que satis-

face la condicion de Cauchy: |a;41 —ajl, = |aj11 — bngp1) +On+1) — Ongy +OnG) — a5]p <
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méx{|aj 1 = bnG4 s [bn 1) = bl [ovg) — aslp} < p77.

De aqui se deduce también la condicién 17 del teorema: |a; —a;ji1], = p~ o (@—%+1) < p=i
y por definicién de orden tenemos que méx{n € N/p"|(a; —a;41} > j donde j =1,2,....
Ademas, esta sucesion (a;) es equivalente a (b;): para cada j tomamos ¢ > N(j) > j y hace-
mos |a; —bil, = |a;—a; —bn(j) +bn(y) —bilp < max{|ai—a;l,, la; =y lp, [y —bil} < P77,
luego haciendo tender j — oo obtenemos que |a; — b;|, — 0

Finalmente probamos la unicidad: sea (c,) otra sucesién de Cauchy que represente a a y
que satisface I y I, y supongamos que (a,) # (c,). En particular existird un ig € N tal
que a;, # ¢y, y puesto que ambos estan entre 0 y p — 1 tenemos que a;, Z ¢;, (mod pi).
No es dificil comprobar que si a; = a;+1 (mod p*) entonces a; = a; (mod p*) Vj > i :por
induccion sobre n para j = ¢ + n y utilizando la propiedad II. Luego tenemos que para
todo j > iy a; = a;, Z ¢, = ¢; (mod p™), lo cual significa que p t (a; — ¢;) y por lo
tanto

la; —cjlp > z% para todo j > ig, y esto implica que (a;) = (¢;).00.

Dado a € Q, con |a|, < 1, si (a;) es la sucesion de representantes del teorema ante-

rior entonces podemos escribir cada término en base p:
aj=do+dip+...+di1p"

donde d; € {0,1,...,p — 1}, y puesto que a; = a;1; (mod p') tendremos que a;y; se
escribe
i1 = do +dip' + ...+ dyp'

Por lo tanto el elemento a queda representado por la serie a = Y >, d,p" y podemos

pensar en ¢l como un numero escrito en base p. También podremos escribir entonces
a:...dn...dgdldo (8)

A esta ultima forma de representar a la denominaremos extension p-ddica candnica.
Si |al, > 1 podemos considerar un nuevo elemento ¢’ = ap™ donde |a|, = p™, escribir su

forma canonica y después dividir todos los elementos de la serie por |a|,, obteniendo asi

TN (9)

a =
lal,

n=—m

que es justo la foma (7).
La extension p-adica que vimos en se escribe entonces

a4 ="+ A0100.0_1 A, (10)
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A continuacién vamos a ver la relacion que existe entre la representacion candnica de un
elemento de @, y su norma: el orden de un elemento p-adico es el primer indice no nulo

en su forma canénica.

Proposicion 1.29. Sea a = )~ d,p" un namero p-adico, con d,, = 0 para n < ng y

dny # 0, entonces |al, =p™™. Sia=> " d,p" con d_,, # 0 entonces |a|, = p™

n=—m

Demostracion

Por la definicion de la norma en Q, sabemos que |al|, es el limite de de la sucesion de
normas de las sumas parciales de su forma canénica (|a;|,), y que llegado a un punto esta
sucesion se estabiliza

Para a = ) . d,p" tenemos que para todo i > ng, |a;l, = |dpgp™ + dpgr1p™ ™ + ...+
di—1p"p < max{|dpo ™|, |dnp+10™ " + ..+ diap™ 1t} = p™ donde hemos utilizado
la desigualdad del tridngulo fuerte y que |dx| = 1 para todo k (0 < dy < p). Y puesto que
por otro lado p™|a; Vi > ng, tenemos que |al, = p~"°

Paraa =) d,p" se razona exactamente igual, y llegamos a que |a;| = p™.0]

n=—m

Observacion 12. La afirmacion de que la representacion de los ntimeros p-adicos es
tnica no es algo que se pueda dar por hecho, por ejemplo, para la representacion de los
ntmeros reales en base 10. Como ya vimos en , el niimero 1.000...=0.999. .. tiene dos

representaciones.

A continuacion introduciremos una nueva estructura contenida en @Q,: el anillo de los

enteros p-adicos.

Definicién 1.30. Un numero p-adico a diremos que es un entero p-ddico si en su forma
canonica tnicamente presenta potencias no negativas de p. Al conjunto de todos estos
elementos lo denotaremos por Z,.

En particular, puesto que |a|, < 1 & p %@ < 1 & ordy,(a) > 0 y utilizando la

proposicién anterior, tenemos que Z, = {a € Q,/|al, < 1}.

Que Z, es un anillo se deduce directamente de las propiedades de las operaciones defi-

nidas sobre QQ, que veremos més adelante.

Presentamos ahora un teorema que nos da una propiedad muy interesante de los ni-
meros p-adicos, y que utilizaremos para después ver una version del teorema de Bolzano-

Weierstrass cuya demostracion serd muy sencilla a partir de este resultado:
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Teorema 1.31. Toda sucesion de nimeros enteros p-ddicos contiene una parcial (subsu-

cesion) convergente

Demostracion
Sea (x,) una sucesion de Z,, para cada término de la sucesion escribimos su extension
canobnica
T = -+ abalal

Observemos que para cada digito de esta expresion existe sélo un ntimero finito de posi-
bilidades: a¥ € {0,1,2,...,p—1}. Por lo tanto, eligiendo by € {0,1,...,p — 1} existe una
subsucesion (zgy) de (zx) tal que el ultimo digito de cada elemento de la subsucesion es
bo. De igual manera, para el penultimo digito de los elementos de (z¢ ) existe un nimero
finito de posibilidades, luego elegimos b; € {0,1,...,p — 1} y tomamos una subsucesion
(1) de (zox) tal que el pentltimo y ltimo digito de todos sus elementos son b by.

Recurrentemente construimos una sucesion de sucesiones ((z,x)) tal que todos los elemen-

tos de (2, ) tienen como tltimos digitos by, - - - b1by para unos by, ..., by;,bp € {0,1,...,p—
1}:

(Tox) = T01,T02,---sTok---

(xl,k) = T11,X1,25 -5 L1k - - -

(gjn,k) = Tn1, Tpn2," " yTnk---

Puesto que cada sucesion es subsucesion de la anterior, todos los elementos (z,) son
subsucesion de la sucesion original (z). En particular si tomamos la sucesion de los ele-
mentos de la diagonal (x; ;), esta converge a ..., by, ..., bs, b1, by, y es también subsucesion

de (1), por lo que queda probado el resultado.lJ

Enunciamos ahora la version del teorema de Bolzano-Weierstrass para ntimeros p-adicos.

Teorema 1.32 (Teorema de Bolzano-Weierstrass). Toda sucesion acotada de Q,

contiene una parcial (subsucesion) convergente.

Demostracion
Sea (a,) una sucesion acotada de Q,, podemos suponer que existe m € Z tal que |a,|, <

™ obtenemos una

p™ ¥n € N. Por lo tanto multiplicando cada elemento de (a,) por p~
sucesion de elementos de norma < 1, es decir, de enteros p-adicos. Por el teorema anterior
sabemos entonces que (p~"™a,) contiene una subsucesion convergente, y multiplicando esta

por p™ obtenemos una subsucesion convergente de (a,).0
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2. Operaciones aritméticas en Q, y Lema de Hensel

2.1. Operaciones. La extensiéon p-adica de un ntimero racional

Comenzamos definiendo unas operaciones sobre Q,, que se podrén restringir a 7Z, te-
niendo en cuenta que en la representacion candnica de enteros p-adicos solo hay potencias
positivas de p.

Veremos que los algoritmos son similares a los que encontramos en R pero que gracias a

las propiedades de los ntmeros p-adicos resultan més sencillas.

Definicion 2.1. Sean a = Y~ a,p", b = > 7 , b,p" elementos de Q, tales que
a_m # 0y b_j # 0. Podemos suponer que m > k. Definimos la suma de ntimeros p-adicos

como
00 00

a+b:= Z (an + by)p" = Z ¢ con b, # 0 paran < —k (11)

n=—m n=-—m
Debemos tener en cuenta que lo que obtenemos puede no ser la forma canénica de la
suma: si a, = p— 1y b, = 1 tendriamos que ¢, = p y obtendriamos un término de la

forma pp".
llustramos la suma de niimeros p-adicos con un ejemplo sencillo.

Ejemplo 2.2. Seap = 7, entonces 9 = 2-7°+1-.7'+0-72+... y12=5-T041.7'+0-7%+. . ..
Luego 9,12€ Q,son 9 =...012y 12 = ...015 y la suma es

W= =

2
5
0

_l’_
oo O

donde 0-72+3-7'+0-7" = 21 = 9+ 12. Haciendo la suma de esta manera si se
obtiene la extension p-addica. Observamos que el método es similar a la suma decimal pero

cambiando la base, utilizando también un sistema de llevadas.

Definicién 2.3. Sean a y b elementos de @, como en la definicién anterior. Definimos el

producto de nimeros p-adicos como

00 l
a-b:= Z cpp™ donde c_,p,_p1 = Z Ayl —iD— ki (12)
n=—m—k =0

De nuevo, asi definida la operacion el resultado no tiene por qué ser la forma canoénica del

producto.

Vemos un ejemplo de producto de niimeros p-adicos.
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Ejemplo 2.4. Utilizamos los nimeros del ejemplo anterior:

+ 0

N[ = O =
=N O Ot DN
w

3

donde 2-724+1-7'4+3-7° =984+ 7+3 = 108 = 9-12. Observamos que al igual que pasaba
con la suma, el algoritmo del producto es como el de los nlimeros enteros pero tomando

como base el primo p.
Vemos ahora una proposicién que justifica que Z, no es un cuerpo.

Proposicién 2.5. Un entero p-adico a = - - - ayao tiene inverso en Z, para el producto si

y s6lo si ag # 0.

Demostracion
= Si ap = 0: supongamos que existe b € Z, tal que a-b = 1. Entonces a-b= > " c,p"
donde ¢y = apby y debe cumplirse que al igualar coeficientes con 1, ¢ = 1. Pero ag = 0,
luego ¢y = 0 y llegamos a un absurdo.
< Seab=> ", b,p" el inverso multiplicativo de a en Q, y ap # 0. Entonces a - b =
> L™ = 1, e igualando coeficientes con 1 obtenemos que c_, = agb_ = 0 y por
hipotesis concluimos que b_; = 0.
Si k£ > 1 comparamos los coeficientes de p~**! llegando a que c_j11 = a1b_j +agb_41 = 0,
luego b_x+1 = 0.
El proceso se repite k£ veces hasta llegar a que ¢y = apb_r + ar_10_k11 + ... + agbg = 1
concluyendo por tanto que b, =0 Vn <0y que by # 0. Luego b € Z,. U
Por lo tanto si que hay elementos en Z, que tienen inverso para el producto, sin embargo

Z,, nO es cuerpo:
Corolario 2.6. p € Z, no tiene inverso multiplicativo en Z,, p=0-p° +1-p".

Definicion 2.7. Denotemos por Z; a los elementos de Z, que son invertibles para el

producto en Z,, y lo llamaremos Grupo de las unidades p-ddicas.

Observacion 13. Ya vimos que Z, = {a € Q,/|a|, < 1}, y sabemos que el orden p-adico
de un numero es el primer indice no nulo en su forma canoénica, luego
a € Lxp < ag # 0 & ordy(a) = 0 < |a|, = 1. Entonces Z7 = {a € Q,/|al, = 1}

Para el teorema que veremos a continuaciéon conviene recordar que Q C Q, mediante

la aplicacion (@)).
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Teorema 2.8. Una expansion candnica de la forma (10) representa un nimero racional

sty solo si hacia la izquierda es periodica a partir de algiun punto.

Demostracion
= Sea z € Q,, supongamos que su expansion p-adica es periodica a partir de algtn digito.
Multiplicando si hiciera falta por alguna potencia de p hasta que ||z||, <1y restando un
entero, podemos suponer que x € Z, y que es de la forma

r=xg+T1p+ ...+ xp 1 p" 4 2ep? + 2 pP +

Es decir, nos quedamos con la parte perlodlca.
Si consideramos a = xg+x1p+. .. +z5_1p" ! este es un entero racional. Podemos escribir
entonces v =a(l+p"+p* +..)=ad 2 p* =
Luego x es un nimero racional (por ser producto de un entero por un racional). Las
operaciones que pudieran haberse realizado al principio no alteran la naturaleza del x
original.

<= Supongamos ahora que tenemos un nimero racional de la forma

a > ;
= > ' €2, (13)
=0

Podemos suponer que a y b son primos entre si (la fraccién esta reducida al méximo)
luego b y p son primos entre si (ordy(a) > ord,(b) y a y b primos entre si, luego si
ord,(a) > 0= ord,(b) = 0).

Como med(b, p™) = 1 por la igualdad de Bezout sabemos que existen enteros c,, d, tales
que 1 = ¢,b + d,p". Multiplicando a ambos lados por a obtenemos a = ac,b + ad,p".
Sumando a ac, un multiplo de p™, sp™ de forma que 0 < A,, = ac,, + sp™ < p™ — 1 tenemos

que a = Ap,b + r,p" con r, entero. Dividiendo a ambos lados por b llegamos a

a r
—=A,+ _n.n
b b
y despejando obtenemos r,, = M y puesto que 0 < A,, < p" — 1 tenemos que
# < pn < . Haciendo n — oo llegamos a
-b<r" <0

y concluimos que a partir de n lo suficiente grande ng, r, toma sélo un nimero finito de
valores (r, es entero). Podemos escribir

_ Tn __ 1r +1

= An " = Ana "

T'n—PIn+1
b

med(b, p") = 1 deducimos que

Luego A,11 — A, = p"( ), que es entero por ser resta de enteros, luego puesto que

% es un entero.

( Tn pT‘n+1 )

Entonces A, = A,11 (mod p™) y ademas |p" |, < p~", donde hemos utilizado

que ordy(b) = 0. Deducimos por tanto que (An) es la sucesion de Cauchy de sumas
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parciales de una serie.

Vamos a ver que esta serie es precisamente ((13). Tenemos que

a T .
‘A”_E|p:|pnfnpg‘pn|p:p "0

luego ¢ es el limite de (A,).
Ahora, hemos construido (A,,) de forma que cumple las dos condiciones del teorema
y es una serie de Cauchy representante de la clase de equivalencia de ¢. Luego (4,) es la
sucesion de sumas parciales de la representacion p-adica canobnica de 3 (13).
Entonces A,41 = A, + 2,p" donde z,, = ==L = r,) = 2,b + rp1p. Como para n lo
suficientemente grande r,, s6lo toma un nimero finito de valores, existe un indice m y un
entero positivo P tales que r,, = 7,,.p y por lo tanto

Tmb + Prisi1 = T pb + proapi1 luego

(Tm = Tgp)b = P(Pmgpe1 — Tmt1)-
Puesto que mcd(b, p") = 1 deducimos que p divide a (z,, — ;4 p), pero tanto xz,, como
Tmep € {0,1,...,p — 1}, luego (z,, — Tpap) = 0 = z,, = Z,ep. Sustituyendo en
T'm = 'mip Obtenemos que también 7,11 = rpipiq-
Recurrentemente concluimos que

T = Tnip

Tp = Tpip VN >m.
Hacemos una altima observacion: hemos comenzado el teorema suponiendo que ¢ € Z,.

a

z , o [o¢] n a o m
De no ser asi, tendriamos que § = Y " x,p" con x_, # 0, en cuyo caso |¢[, = p™,

. . m m
luego es suficiente con considerar %% pues |[=22[, = 1.00

2.2. Lema de Hensel

Una vez vistas las operaciones aritméticas en QQ, resulta inevitable darse cuenta de las
similitudes que existen entre Z, y el cuerpo finito de p elementos [F,,. Un ejemplo serfa los
elementos que tienen inverso para el producto: en F, todos los elementos menos el 0 (es
decir, los multiplos de p) tienen inverso. En Z, los elementos tienen inverso si y solo si
ag # 0, es decir, todos aquellos que no son multiplos de p. En esta seccion trataremos de
profundizar un poco mas en esa relacion, y para ello comenzamos presentando el siguiente

lemas:

Teorema 2.9 (Lema de Hensel). Consideramos un polinomio de coeficientes en Z,,
P(x) = cy+crx+...+cpx™ con derwada P'(x) = ¢y +2cow + ... + ne,a™ . Supongamos
que eziste ag € F,, tal que P(ag) =0 (mod p) y P'(ap) 0 (mod p). Entonces existe un
unico entero p-ddico a tal que P(a) =0 y a = ag (mod p).
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Demostracion
Construiremos el elemento a del enunciado dando su forma p-adica canénicaa =, b,p"
inductivamente sobre k de la siguiente manera:
Para k = 0 tomamos by como ag, luego es claro que P(by) =0 (mod p) por las hipotesis
del enunciado.
Supongamos que ya tenemos by, by,..., b, € {0,1,...,p — 1} tales que ar, = by + bip +
...+ bpp” de forma que P(ay) =0 (mod p**1) y ax = ag (mod p).

M1 para algin by, que vamos

Veamos que tenemos entonces ap.1: sea agr1 = ag + bpr1p
a determinar.

Evaluamos
P(ars1) = Play + bk+1pk+1) =

ci(ar + bk+1pk+1>i =
=0
co+ Y ci(ay +iak tbpp
=1
P(ag) + byap™ ' P'(ag) (mod p**?)

k+1 k+2)

+ términos divisibles por p

Puesto que P(ax) =0 (mod p**1) por la hipotesis de induccion, podemos escribir
P(ags1) = appp™t + e p" P (ag) = pM (ager + P'(ak)brgr) (mod pFt2).
Imponiendo que P(ap1) =0 (mod p**?) llegamos a
g1 + b1 P (ax) =0 (mod p)
y de aqui podemos despejar by, 1 teniendo en cuenta que como ay = ag (mod p) se cumple

P'(ar) = P'(ap) #0 (mod p), luego concluimos que

(mod p) (14)

y obtenemos agy1 tal que P(apy1) = 0 (mod p*2) y ary1 = ag (mod p). Por lo tanto

P(a) =0 (mod p*) para todo k, y concluimos que P(a) =0y que a = ag (mod p). O

Observacion 14. En la demostracion anterior se utiliza un método similar al método de
Newton; recordemos que este método consistia en buscar una raiz real de un polinomio
f(z) de coeficientes reales. Se partia de una raiz aproximada ag tal que f’(ag) # 0 y se

construia una sucesion de elementos (a,) tales que f’(a,) # 0 siguiendo

f(an) (15)

bt =0 pr(ay)
n
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que no es muy diferente de la formula ([14])

_a“lpml = — Play) (mod p

Pla) — Play) o

k+1
b1D

La convergencia de esta sucesion (a,,) sin embargo dependia del polinomio y de la primera
aproximacion tomada ag.

En el caso p-adico la convergencia, como hemos visto en el lema de Hensel, esta garanti-
zada.

Utilizamos ahora el lema de Hensel para la obtencion de raices en los enteros p-adicos.

Proposiciéon 2.10. Un polinomio de coeficientes enteros (en Z[z]) tiene una raiz en Z,

si y s6lo si tiene una raiz entera modulo p* para cualquier k > 1

Demostracion

= Denotamos por P(z) el polinomio de coeficientes enteros, y suponemos que a € Z, es
rafz suya: P(a) = 0. Por el teorema [1.28sabemos que existe una tinica sucesion de enteros
{ai,ay,...} donde ap = by + bip + ... + bp_1p*71, tal que a = ap (mod p*). Entonces
P(ay) = P(a) (mod p*) y P(a) = 0 implica P(a;) =0 (mod p*) para todo k.

< Supongamos ahora que existen a; € Z con k > 1 tales que P(ay) = 0 (mod p").
Podemos considerar Z C Q, utilizando el mismo morfismo que usamos para Q, y a partir
de ahi es sencillo ver que Z C Z,. Luego aplicando el teorema sabemos que (a,)
contiene una parcial (ay,) convergente lim a;, = a para cierto a € Z,. Veamos que este
a es raiz de P: por la proposicién ngcﬁemos que la suma del limite es el limite de la
suma, y lo mismo para el producto, luego P(a) = P(Zliglo ag,) = Zli)rglo P(ay,). Por otro lado

P(ax,) =0 (mod p*) = por lo que lim P(ay,) = 0. Luego P(a) = 0.0
1— 00

Observacion 15. Una consecuencia inmediata de este teorema es que si un polinomio
de coeficientes enteros no tiene ninguna raiz modulo p, entonces no tiene ninguna raiz en
Z,. Por otro lado, por el lema de Hensel, si tiene una raiz simple médulo p, entonces tiene

una raiz simple en Z,.

Proposicién 2.11. Un entero a no divisible por p tiene una raiz cuadrada en Z,, (p # 2)

si y s6lo si a tiene una raiz cuadrada modulo p.

Demostracion

2 _ @ tiene raiz

Para ver que a tiene una raiz cuadrada en Z, debemos ver que P(z) = x
en Z,. Observemos que P'(z) = 2z.
< Supongamos que existe ag € {1,2,...,p — 1} tal que a = a2 (mod p). Es decir,

P(ag) = 0 (mod p), pero P'(ag) = 2a9 # 0 (mod p), luego por el lema de Hensel la
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solucién de P(z) = 0 existe en Z,,.
= Si P(x) no tuviera raices (mod p) por el teorema anterior no tiene raices en Z,, y en

consecuencia a no tiene raices en 7.

9:

3% (mod 7). Podemos utilizar el método de Newton tomando como primera raiz apro-

Ejemplo 2.12. Si consideramos /2 es sencillo ver que v2 € Z;, pues 2

ximada xy = 3, y utilizando la formula de recurrencia (15)) que podemos escribir en este
x2+2
2xy,

Caso ComMo L1 = vamos obteniendo una expresién decimal que se aproxima al valor

de V2

32+2 11
:L': = —
17 9.3 6
242 579 193
xQZ = —
4 11-36 132
9516804
— T 0 1.41499 . .
T3 5ro5664

Un ejemplo similar a este se puede encontrar en el siguiente url:

https://math.stackexchange.com/questions/88488/square-roots-in-the-p-adics

2.3. Algunas propiedades algebraicas de los enteros p-adicos

Asi como antes hemos hecho un pequeno hincapié en las similitudes de Z, y I, vamos
ahora a profundizar brevemente en las diferencias que existen entre Z 'y Z,.
Sabemos que Z es un anillo conmutativo con unidad: presenta dos operaciones internas,+
y -, para ambas cumple conmutatividad y asociatividad, existen inverso y neutro para la
suma y el producto es distributivo con respecto de la suma.

Veremos primero un par de definiciones basicas.

Definicién 2.13. Un subconjunto I de un anillo R se denomina ideal si I es subgrupo de
R para la suma, y para todo z € I,r € R se tiene que z -r € I. Un ideal se dice maximal

si no esta contenido en ningdn otro.

Definicion 2.14. Un anillo conmutativo sin divisores de cero se denomina un dominio

de integridad.
Proposicién 2.15. Z, es un anillo conmutativo. De hecho es un dominio de integridad.

Demostracion

Que Z, es un anillo conmutativo se deduce de las propiedades de la suma y el producto
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https://math.stackexchange.com/questions/88488/square-roots-in-the-p-adics

sobre Z:

o0 o0

oa+b=2(an+bn)p”:Z(bn+an)p”:b+a

n=0 n=0
o(a+b)+c=> [(an+bn)+calp” =) [an+ (bn+ca)lp" =a+ (b+c)

n=0 n=0
oab—Zdnp —Zzn:anzz i nabn, " = ba
n=0 =0 n=0 =0
n n  n—l
= (Z d,p")c = Z enp” donde e, = Z dp_10; = Z Z A(n—1)—
n=0 n=0 =0 = =0

y haciendo el cambio k =n —

n

n n—k
= Z Z ag—_ib;)Cn_r = Zak(z biCtn—ry—i) = Zakwn_k luego tenemos que

k=0 =0 k=0 1=0 k=0

= (Z d,p")c = a(z w,p") = a(be)

e(a+bc= Z(an +b,)c= Z(Z(an i + bn_i)ci)p Z Z (p—iCi + Z by_iCi)p
n=0 n=0 i=0 n=0 i=0 i=0
i( Qp— zczp +Z an chp —GC—I—bC
n=0 =0 n=0 =0

Luego Z, es un anillo conmutativo que ademas tiene unidad 1 € Z C Z,. Ahora, Z, C Q,
que sabemos que es un cuerpo, luego no tiene divisores de cero y en consecuencia Z,

tampoco.[]

Recordemos que [F, es el cuerpo finito de p elementos, y que este es tnico salvo iso-

morfismos. Dado a € Z,, la aplicacion
7
a= Z a,p" — ag
n=0

define un epimorfismo de anillos Z, — I, que denominaremos reduccidn mddulo p.

Es claro que es una aplicaciéon sobreyectiva y su ntcleo es

{a € Z, tal que qp =0} = {Z a,p" con a, € {0,1,2,... ,p—1}} = {pZaann} = pZ,

n=1
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Por el Primer teorema de isomorfia tenemos que Z,/pZ, = F, que es un cuerpo. Por lo
tanto puesto que Z, es un dominio de integridad, podemos deducir que pZ, es un ideal

maximal.
Corolario 2.16. El anillo Z, tiene un tnico ideal maximal, y este es pZ,.

Demostracion
Si existiera otro ideal maximal /, como pZ, también es maximal debe existir a € I tal
que a & pZ,. En particular existird ! € Z,, luego como I es ideal 1 = aa™! € I, lo que

implica que I = Z,,. [
Observacion 16. No es dificil comprobar que Z,, = pZ, U Z,, es una particion de Z,.

De los resultados anteriores se llega a una conclusion interesante que potencia las di-
ferencias entre Z y Z,: asi como en Z tenemos un ideal maximal mZ para cada nimero

primo m, hemos visto que en Z, existe sélo uno.

Definicién 2.17. Un dominio de ideales principales es un dominio de integridad donde

todos los ideales son principales, es decir; estan generados por un tinico elemento.
Veremos ahora el ultimo resultado de la seccién.

Proposicién 2.18. El anillo de Z, es un dominio de ideales principales. De hecho sus
ideales son (0) y p*Z, para todo k € N

Demostracion
Consideremos I # (0) un ideal en Z,, y sea 0 # a € I un elemento de norma maxima en
I, que podemos encontrar puesto que la norma p-adica s6lo toma valores discretos.
Supongamos que |a|, = p~* para k € N. Entonces ¢ = ap™" es una unidad p-adica. Ahora,
podemos escribir p* = ac™! € I, luego (p*) = pZ, C I.
Por otro lado, dado b € I se tiene que |b|, = p™™ < p~* y escribimos
b=pmd =prFpmFd € p*Z, donde ¢ = bp~™. Se da entonces que I C p*Z, y concluimos
que I = p*7,.0
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3. Teorema de Ostrowski

Ya hemos visto que sobre Q podemos definir una norma p-adica para cada p primo
||, ¥ la norma del valor absoluto |-|, y que a partir de cada una de ellas obtenemos una
completacion del espacio distinta.

. Son estas las tnicas normas no triviales que podemos definir sobre Q7 El Teorema de
Ostrowski demuestra que toda norma no trivial definida sobre QQ sera equivalente a cierta
norma p-adica ||, 6 a la norma del valor absoluto |-|.

Obviaremos, como hemos hecho hasta ahora, la norma trivial, pues es inicamente equi-

valente a si misma.

3.1. Teorema de Ostrowski

Podemos entender el Teorema de Ostrowski como un resultado para clasificar las normas
sobre Q en Arquimedianas y no Arquimedianas, dependiendo de si son equivalentes a |-
0 a |-|, para cierto primo p.

Primero veremos una proposicién esencial para la demostraciéon que presentaremos del

teorema.

Proposicion 3.1. Sean [|||; y |||l dos normas no triviales definidas sobre un cuerpo F.
Entonces ||-||1 ~ [|]|2 si y so6lo si existe un real positivo « tal que
2]z = [l]ly V2 e F

Demostracion

1

= Si ||"|l1 ~ [|||2, sea @ € F con |ja|l; # 1. Reemplazando a por a™' si fuera necesario

podemos asumir que ||al[; < 1. Definimos

— logllall2

o=
log [|al[1

Puesto que las normas son equivalentes tenemos que ||al|2 < 1, luego ambos logaritmos
son negativos y a > 0. Veamos que es el a que buscamos:

Sea x € F tal que ||z||; < 1y consideramos el conjunto
m
Si={r="mn €N |l < lalh)

Para todo r € S; tenemos que [|z||7" < [la||f luego || 47| < 1.
Como -1 ~ ||l> también |£%[]> < 1. Podemos probar lo mismo intercambiando los

papeles de ||-||1 v ||||2 ¥ considerando
m
Sp={r=—imn €Nzl <llall2}

se llega a la conclusion de que S; =S5 (sire€ Sy =re€Syysire Sy=recs))

Tomando logaritmos podemos reescribir ||z||] < ||lally v ||z]|5 < ||al|2 como
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log [|al|2
log [||2

log [lal|s
log |||+

pues todos los logaritmos son negativos.

>

r>

En consecuencia se tiene que
log [lal[y _ log|lall;
log|[z][y  log ||zl

(16)

pues de no ser asi existiria un 7y € S; \ Sy (0 viceversa) y ya hemos visto que S; = Ss.
Luego de deducimos que

log lefla _ logllalls _
loglz][; ~ log lalls

y entonces ||z]ls = ||z||$-

L
[E3I
ambas normas equivalentes) luego ||z7Y|2 = ||27Y|¢ ¥ concluimos que [|z||; = ||z]|¢.

Para |z||; > 1 se deduce tomando x !, pues [[z7!|; = < 1= |z 2 <1 (por ser
Para ||z||; = 1 es obvio, pues al ser equivalentes las normas ||z||; = 1.

<= Supongamos que existe a > 0 tal que Vo € F' ||z||2 = ||z[|{, ¥ sea (a,) una sucesion
de Cauchy para ||-|1. Dado & > 0 existe N € N tal que Vn,m > N ||an — a1 < €=,
luego ||a, — anl|| < € para todo n,m > N y concluimos que (a,) es de Cauchy para ||-||2.
Intercambiando los papeles de ||-||1 v ||-||2 ¥y tomando (a,) con ||a, —an|2 < e* se concluye
la demostracion.[]

Podemos ahora presentar el teorema que da nombre a esta seccion.

Teorema 3.2 (Teorema de Ostrowski). Toda norma no trivial ||-|| sobre Q es equiva-
lente a |-|, para algin primo p o a la norma absoluta |-|. De hecho si ||-|| es Arquimediana

serd equivalente a esta tltima.

Demostracion
Supongamos primero que ||| es Arquimediana, en cuyo caso existe un entero positivo n
tal que ||n|| > 1. Tomamos ng el menor de los n que cumple esta condicion; podemos
escribir entonces ||ng|| = ne® para cierto o € Rt (la funcion f(x) = ng” es continua y su
imagen es (0, 00)).

Escribimos cada entero positivo n en base ng:
n:a0+a1ng+a2n3+...+asn8 cona; €7, <a;<ngpara0<i<sya;,#0
Tomando normas llegamos a que
Il < flaoll + llax[l[lnoll 4 - .. + llas]l{|n0]|*

donde como a; < ng, por como hemos elegido ng tenemos que ||a;|| < 1. Luego
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1 ..
[nll < 140§ +ng® +.+ng =nf(14+ng" + . +np™) <ng(Y_(—)")
i=0 0
(0% - 1 7
<n*(Y (=)
i—0 %0

pues n > ng.

Denominando C' = Y77 (=)’ que es constante obtenemos que ||n|| < Cn® para todo n
0

entero positivo.

Sustituyendo en todo el razonamiento anterior n por n’¥ para N € N llegamos a que
In"]] < CnN* = |n]| < VCn®

y haciendo N — oo concluimos que

In] < n® (17)
Probamos ahora la desigualdad contraria: observemos que n((]SH)a > n > ng y puesto que
ng V% = g = a0t =l < flnl + I —n]
llegamos a que
[l 2 g™ = g™ = nll 2 06 = (ng™ —n)°

pues por tenemos que |[ngtt —nl| < (n§™' — n)®. Entonces

lnll 2 ng*H* — (g™ —n)®
y como ng < n < nitt tenemos que 1 < nit! —n < nit! —ng y por lo tanto
(stDa s+l sya _ (stDarqg 4 i al _ v, (sHDa I«
In]l = ng (ng ng)* = ng [1-(1 no) ] =C'ng > C'n

Igual que antes, sustituyendo en el razonamiento n por n® para N € N llegamos a
Inl|¥ > €' = ||n|| > VC'n®

y haciendo N — oo concluimos que

In]l = n®
Luego ||n|| = n® Vn € N, y utilizando la multiplicatividad de la norma deducimos que
|z]| = |z|* Vo € Q. Por la proposicién anterior concluimos que ||-|| ~ |-|.
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Supongamos ahora que ||-|| es no Arquimediana, es decir, que Vn € N ||n|| < 1. Puesto
que ||-|| es no trivial podemos encontrar ny el menor de los n tales que ||n|| < 1.

Por como lo hemos elegido ny debe ser un nimero primo; si ng = ning con ni,ny < nNg
entonces [[ny|[ = [[nal| = 1y [Inoll = [Inal[lnafl = 1.

Denotamos p := ny. Veamos primero que si n € N no es divisible por p entonces ||n|| = 1:
sin=hkp+scon0 < s < pentonces ||s|| =1y |[kp|]| < 1 (pues ||p|]| < 1). Por tanto
In —s|| = ||lkp|| < 1 =||s|| y por la proposicion [L.9 concluimos que ||n|| = ||s|| = 1.
Ahora, dado n € N divisible por p podemos escribir n = p“n’ con n’ no divisible por
p. Observemos que de esta manera v = ordy(n). Entonces ||n| = ||p||”||7’|| = ||p||” pues
p .

Como ||p|| < 1 existe o € RY tal que [|p|| = (%)a, es decir:

Infl = <}3>m = ()" = |nf?

Utilizando la multiplicatividad de la norma deducimos la férmula anterior para todo
z € Q, y por la proposicion anterior concluimos que ||-|| ~ ||, ¥y queda demostrado el

teorema.[]

Observacion 17. Sabemos que sobre R todas las normas son equivalentes; no es asi en
Q. De hecho vimos en la observacion (@ que para primos distintos sus respectivas normas

no son equivalentes.

3.2. Consecuencias del Teorema de Ostrowski

Veamos primero un resultado que establece una relacion entre las normas p-adicas y la
norma absoluta definidas sobre Q, que por el Teorema de Ostrowski establece una relaciéon

entre todas las normas definidas sobre Q.

Proposicion 3.3 (Formula del producto). Para todo z € Q \ {0} se cumple que

ol T lel=1

p primo

Demostracion
Lo probamos para enteros positivos, y el caso para x racional se deduce de la multiplica-
tividad de la norma. Sea n € N podemos escribirlo como n = p{'p3* - - - p% donde p; son
primos distintos. Si ¢ es primo tal que ¢ # p; para i = 1,2,..., s entonces |z|, = 1, luego

en la formula del producto sélo hay un ntimero finito de términos distintos de 1. Entonces

S
nl IT Inls =1l ] ]In
i=1

p primo

as

o= Il [T o = Il sl lpa = o] = 1
=1
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y el resultado queda probado. []

1

Corolario 3.4. Para cualquier primo p y cualquier n € N se tiene que |n[, > -.

Demostracion
Dados p primo y n € N, como |-|, es no Arquimediana para todo primo ¢ sabemos que

In|, < 1. Entonces

1
n| H Inlg =1=nlnl, H Inlg =1=nn|, 2 1= |n|, > ED

q primo q primo ¢ # p

Presentamos a continuacién dos proposiciones que son consecuencia del Teorema de

Ostrowski.

Proposicion 3.5. Si ||-||1, ||-||2 son dos normas no equivalentes sobre QQ entonces para cada

par de niimeros racionales s, t existe una sucesion (a,,) de racionales tal que lim ||s—a,||; =
n—oo

0y lim ||t — aylls = 0.
n—oo

Demostracion

. . . . ” ., .
Primero vamos a ver lo siguiente: si (Zﬁqn) es una sucesion donde p y ¢ son primos con

p < g entonces:

o lim =2 =0 en (Q, [-).

n—oo Pt

1 _ N 1 _ 1 ! p" — .
eyl = P i = o luego im mm = 0en (Q, |f,).

mrg e <P

n n _ , 1
e~ o = |mle < 0 ey = o Ineso lim S5 = 1en (Q 1),

Sin pérdida de generalidad podemos suponer, por el Teorema de Ostrowski, que ||-||; ~ ||
O ||I|li ~ ||, para algin primo p y que ||-||2 ~ |-|, para algin primo g.

Es decir, existen oy, ay € R tales que [|-[; = [t y |||l = [-[32. Por lo tanto es su-
ficiente con encontrar una sucesion (a,) tal que JEEJS —aplp, =0y nlgth — aply = 0.

Consideramos 3 casos:

. Caso 1: py ¢ son primos con p < q. Entonces definimos a,, = tpn’fqn + spnq:q", y
n n 7 —
tenemos s — a, :ns(l — P"({Fg”) — tpnﬂ_qn = 53 —ni)gg?:rqn 2 0en (Q, ) v
t—ay, =t(1— L) —s5te = (= 5) 54— == 0en (Q],) -
. Caso 2: p =0y q > 2. Definimos a,, = th%:qn + SQH‘IJ:qn y tenemos
n —
s—an:(s—t)QnQan 7% 0en (Q, ) v
n n— 00
t—an=(t—8)ztm —— 0en (Q|y)
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. Caso 3 p = ooy ¢ = 2. Definimos a,, = t— + s—= y tenemos s — a, =

IR 1+2” 1—1-2n
n oo
(S - t)1+2n >0 en (@ | |)
n n—o0o
F— = (t— 8) 12 2% 0 en (Q, )

En todos los casos la sucesiéon construida cumple lo requerido.[]

Proposicién 3.6. Para cada primo p existe una sucesion (a,) de Q tal que lim |a,|, =1
n—oo

y lim a, =0en (Q,|]) vy (Q,|-],) para ¢ primo distinto de p.
n—oo

Demostracion
Sea Lj, el producto de los k£ primeros primos. Entonces si tomamos un primo p que seré

el primo i-ésimo, para k > ¢ consideramos

|L |p _pik k—o00 0

|Lyzlp, P!

|LiLyalp =

Ademés i i .
LkL 1 _ Ly (pip2 - - k) _ (p1-- o))"
Lk2 P11 PkPk+1 " ° * Dk2 Pk+1 " " Dg2

Ahora, pjgy1 PG+ > 201 -pr para j = 1,2,---k 'y k> 1, luego tenemos que

.. k—1 .. k-1 1 ~
LkLk21 _ (pl pk) < (pl pk) _ ko0, 0

Dk+1 """ D2 (2py -+ pg)k—t  2k—1

Por lo tanto hm L’ka2 =0en (Q,|), y si consideramos aj, = p" ' L{L.;" como [p"~], =

pl=F se tlenen 1as dos primeras peticiones que hemos hecho a (a,).

Ver la tdltima sin embargo no tiene complicacion, pues para todo primo g # p existird un

k lo suficientemente grande a partir del cual ¢ dividira a Ly y tendremos que

hm |ak|q lim q_ =0

k—o00 q1

y la demostracion queda terminada.l]

Para terminar la seccion nos planteamos lo siguiente: es claro que si un polinomio tiene
raices en Q estas estan también en R y Q, para cualquier primo p, de lo cual deducimos
que si existe un primo p para el cual el polinomio no tiene raices en QQ, entonces este
polinomio tampoco tendré raices en Q.

Motivada por lo anterior nos surge la siguiente duda: si un polinomio tiene alguna raiz en
Ry en Q, para todo primo p jes esta una raiz del polinomio en Q7

A esta condicién se la conoce como Principio de Hasse y existe una coleccion de
polinomios que si que la cumplen, aunque no son todos. No profundizaremos demasiado
en este tema, pero de manera ilustrativa veremos a continuaciéon un ejemplo de polinomio

que cumple dicho principio.

36



Proposicién 3.7. Un nimero z € Q \ {0} tiene raiz cuadrada en Q si y solo si la tiene

en Q, para p < oo primo.

Demostracion
= Obvio, pues Q C Q, para todo p primo y p = oo.
<= Supongamos que r = § para a,b € Z con mcd(a,b) = 1. Como z es cuadrado de
algin nimero en Q, para todo p primo y p = 0o en particular serd positivo. Ademas, si

m = ordy,(z) sabemos que podemos escribir
x=p"v, =y> = (p’up)* donde v,, u, € Z;,

para y, la raiz cuadrada p-adica de x, s = ord,(y,), luego necesariamente ord,(x) es par
(recordemos que p no divide a las unidades p-adicas).

Ahora, por definiciéon de x y de orden p-adico tenemos que ord,(x) = ordy,(a) — ord,(b), y
como a y b no tienen divisores en comin tenemos que para todo p primo ord,(a) es pary

ord,(b) = 0 o viceversa. Si un nimero es entero positivo podemos escribir su factorizacion

a = H pordp (a)

p<oo primo

en nlimeros primos

e igual para b. Nos queda entonces que z es de la forma

2k1, 2ko 2k k1, ko k

2N 2R 2 S SR 2RV

T 251, 2)2 2js J1jo Js
q17° 42" " (s q1 493 - (s

y queda terminada la demostracion.[]
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4. 'Topologia en Q,

Sobre @, hemos definido una norma |-|,,, y en consecuencia tenemos una métrica a partir
de la cual podemos definir una topologia. En esta seccion veremos propiedades tinicas de
Q, como espacio topologico y daremos por conocidas definiciones y propiedades basicas

de la topologia real.

4.1. Conceptos y propiedades elementales

Q, es similar a R en muchos aspectos; ambos son espacios normados que contienen a Q
como subconjunto denso, luego ambos son separables, y son por supuesto completos. Sin
embargo existen diferencias interesantes que encontraremos al examinar QQ, como espacio

topologico.
Definicién 4.1. Definimos en Q, la bola abierta de centro a € Q, y radio r>0 como
B(a,r) = {z € Q, tales que |a — x|, < r}

Notemos que como |-|, s6lo toma valores discretos de la forma {p™;n € Z} U {0} basta

con que consideremos r = p",n € Z.
Presentamos ahora la definiciéon general de topologia en términos de Q,.

Definicion 4.2. Una topologia sobre Q, es un subconjunto 7 de P(Q,) (partes de Q,)

que cumple:
1. 0,Q, e
2. Sea {A;;1 € I} C 7 un subconjunto arbitrario de 7, entonces U;esA; € T
3. Sean A, As,..., A, € 7, entonces NI | A; € T.

Si 7 es una topologia sobre Q,, a los conjuntos de Q, que estan en 7 se les llama abiertos

de Q, para 7. Dado A C Q,, diremos que es un conjunto cerrado si A° € 7.

Consideraremos en Q, la topologia usual 7, derivada de la métrica dada por la norma
Hp'
Definicién 4.3. Dado U C Q,, definimos en Q,, la topologia usual

Uer,< VreU existe n € Z tal que B(x,p") CU

Observacion 18. Puesto que hemos definido la topologia usual en @, de la misma manera
en la que se define la topologia usual en R, mediante bolas abiertas, la demostracion de

que 7, es una topologia es idéntica a la que se realiza en R.
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Sean a € Q,, r=p",n € Z, consideramos la esfera en Q, de centro a y radio r:
S(a,r) ={x € Qp;lx —al, =71}
Se nos presenta entonces la primera diferencia con la topologia real usual que conocemos:

Proposicion 4.4. La esfera S(a,r) en Q, es un conjunto abierto para lo topologia usual.

Demostracion
Sea x € S(a,r), tomamos 0 < € < r, veremos que B(x,e) C S(a,r). Seay € B(x,¢), luego
|z —y|, <e <r=|z—al,. Como |-|, es una norma no Arquimediana, por la proposicion
como |z —yl|, = |(y —a) — (x —a)|, < |z —al, se concluye que |y —al, = |z —al|, =7
y por lo tanto y € S(a,r).0

Esto contrasta con las esferas en R™, que son claramente conjuntos cerrados. Esta

propiedad trae consigo resultados sorprendentes, como el que sigue.
Proposicién 4.5. Las bolas abiertas en Q, son conjuntos abiertos y cerrados (en 7).

Demostracion
Consideramos B(a,r); que es abierta se deduce de la definicion que hemos dado de con-
juntos abiertos en 7.

Para ver que es cerrada veremos que su complementario
C={zeQylz—al,>r}
es abierto. Observemos que C'= D U S(a, ), donde
D ={ze€Qy|z—al,>r}

Como ya sabemos que S(a,r) es abierto, basta ver que D también lo es. Sea y € D,
entonces |y —al, = r; > r. Entonces la bola abierta B(y, r; —r) estd contenida en D, pues
de no ser asi existiria x € B(y,r; —r) tal que |z —al, <7,y por la desigualdad triangular
tendriamos que 1 = [y —al, = [(a—2)+(x —y)|, < la—z|, + |z —y|, <7+ (r1—7r) =11,

que es un absurdo.[]

Recordamos la siguiente definicion:

Definicién 4.6. Un punto = de un conjunto A C Q, se dice punto frontera si para toda
bola abierta centrada en = B(z,r) se tiene que B(z,r) ¢ Ay B(z,r)NA # (. El conjunto

de todos los puntos frontera de A se denomia frontera y se denota por Fr(A).
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Proposicién 4.7. Si un conjunto A es cerrado entonces Fr(A) C A.

Demostracion
Sea x € Fr(A), luego dado r > 0 B(x,r) ¢ Ay B(z,r) N A # 0, lo que en particular
implica que B(z,r) ¢ A°. A es cerrado, luego A° es abierto y por lo tanto x ¢ A°. Con-

cluimos que z € A. [

De la proposicion anterior podemos deducir que S(a,r) no es la frontera de B(a,r),
pues B(a,r) es cerrado y S(a,r) ¢ B(a,r). De hecho podemos deducir algo mas fuerte:
B(a,r) no tiene ninguna frontera. Si la tuviera esta deberia estar contenida en B(a,r) por
ser cerrada, pero como también es abierta para todos sus puntos existe una bola abierta
centrada en ellos contenida en B(a,r), luego ninguno de sus puntos esté en la frontera.
Es decir; si © ¢ B(a,r) existe ¢ > 0 tal que B(z,e) N B(a,r) = (.

Dicho de otra manera: un punto z € Q, esta en B(a,r) o estd "separado'de ella.

Observacion 19. Nos damos cuenta del siguiente fendémeno: si consideramos la bola

cerrada de centro a € Q, y radio r = p", n € Z denotada por B(a,r) tenemos que
B(a,p") ={z € Qpsla— x|, <p"} ={z € Qp; |z —al, < P} = B(a, p™*)

Por lo tanto la bola cerrada B(a,r) es también un conjunto abierto y cerrado que carece
de frontera.

A partir de ahora diremos simplemente bola centrada en a y de radio r para referirnos a
B(a,r).

Presentamos ahora una coleccion de proposiciones que entran en contraste con las

propiedades de las bolas en R".

Proposicion 4.8. Si b € B(a,r) entonces B(a,r) = B(b,r). En otras palabras; todos los

puntos de la bola son su centro.

Demostracion
Como ||, es no Arquimediana el resultado se deduce de la proposicion ((1.10]).0]

Proposicién 4.9. Dos bolas en Q, tienen interseccién no vacia si y solo si una esta

contenida dentro de la otra.

Demostracion
Sean B(a,r),B(b,s) dos bolas en Q,. Si una esta contenida en la otra obviamente la

interseccion no es vacia. Ahora, si la intersecciéon no es vacia: supongamos que r < s
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y que y € B(a,r) N B(b,s). Entonces por la proposicion anterior B(a,r) = B(y,r) y
B(b,s) = B(y, s), y como B(y,r) C B(y,s) se concluye que B(a,r) C B(b,s). O

Proposicion 4.10. La esfera S(a,r) es abierta y cerrada.

Demostracion
Ya hemos visto que es abierta, luego s6lo queda probar que es cerrada. Sabemos que

B(a,r) es cerrada, y como B(a,r) es abierta su complementario {x € Q,; |z —al, > r} es

cerrado. Podemos escribir S(a,r) = B(a,r) N {x € Qp; |z — al,}, es decir, como intersec-

ciéon finita de cerrados, luego cerrado.l]

Sabemos que R es un conjunto no numerable; de hecho el intervalo (0,1) contiene un
infinito no numerable de elementos. Por lo tanto el conjunto de bolas abiertas en R resulta

ser también un conjunto infinito no numerable. No es asi en Q,,.
Proposicién 4.11. El conjunto de bolas en Q, es numerable.

Demostracion

Consideramos una bola abierta en Q,, B(a,p™®) con a € Q, y s € Z. Escribimos a en su

a = f: anp"

n=—m

forma canodnica

Is

n=-—m

Tomamos ag = » a,p" que sabemos por el Teorema (2.8)) que es un nimero racional,
y ademas |ag — al, < p~*.

Entonces como ag € B(a,p~*) por la Proposicion tenemos que B(a,p~*) = B(ag,p~°).
Hemos visto que toda bola en Q, puede expresarse como una bola de centro racional y
radio de la forma p~® con s € Z, y puesto que tanto los racionales como los enteros son

conjuntos finitos numerables el conjunto de bolas en Q, también lo es.[]
Observacion 20. Podemos escribir entonces Z, = B(0,1) = B(0,p°) = B(0,p) y Z; =
S(0,1).

4.2. Compacidad y conexidad

Comenzaremos esta seccion introduciendo algunas definiciones basicas

Definicién 4.12. Un subconjunto A de un espacio métrico se dice que es secuencialmente
compacto si para toda sucesion infinita de elementos de A existe una subsucesion conver-

gente a un punto de A.
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Un subconjunto A de un espacio métrico se dice que es compacto si todo recubrimiento
por abiertos de A contiene un subrecubrimiento finito.

Un subconjunto A de un espacio métrico se dice que es localmente compacto si Va € A
cada entorno de a contiene un conjunto compacto entorno de a.

De igual manera se definen la compacidad, la compacidad local y secuencial para espacios

métricos.

No lo demostraremos, pero el Teorema de Heine-Borel-Lebesgue asegura que que un
espacio métrico sea compacto y sea secuencialmente compacto son equivalentes.
Ya hemos visto por el Teorema que Z, es secuencialmente compacto, y por el
Teorema también lo es cualquier bola en QQ,. En consecuencia obtenemos el siguiente

teorema, cuya demostracion se deduce directamente de lo anterior:
Teorema 4.13. Z, es un conjunto compacto y el espacio Q, es localmente compacto.

Observacion 21. Q, no es secuencialmente compacto, por lo tanto no es compacto.

Tomamos por ejemplo la sucesiéon
Resulta de interés la siguiente proposicion:
Proposicién 4.14. Z, es completo.

Demostracion
Dada (a,) una sucesiéon de Cauchy en Z,, por ser sucesién en Z, sabemos que contiene
una subsucesion convergente hacia un elemento a € Z,.
Por otro lado (a,) es una sucesion en Q,, que es completo, luego converge en Q,, y como

a € Z, en particular converge en Z,, luego Z, es completo.[]

Observacion 22. No es dificil comprobar que N es un conjunto denso en Z,: dado x € Z,
basta considerar la sucesion dada por las sumas parciales de la forma canoénica de x. Luego

Z,, tiene un subconjunto denso y numerable, y es por lo tanto separable.

Hemos visto que Z, tiene méas caracteristicas similares a R de lo que podia parecer en
un principio: ambos espacios son completos y separables.

Presentamos ahora la definiciéon de espacio conexo a partir de la de espacio disconexo.

Definicién 4.15. Un espacio topolégico X es disconero si existen subconjuntos abiertos
no vacios Ay B tales que AUB = X y AN B = (). Un espacio métrico serd conezo si no
es disconexo.

Un subconjunto de X es conexo si lo es para la topologia inducida.

Un espacio topologico X es totalmente disconexo si los tinicos subconjuntos conexos de

X son el vacio y los puntos {a},a € X.
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Ejemplo 4.16. Obviamente el conjunto de los ntimeros reales R es conexo, como también
lo es cualquier intervalo de la recta real. Por otro lado si en R consideramos la topologia

usual, cualquier conjunto numerable es totalmente disconexo.
En contraste con el ejemplo anterior presentamos el siguiente teorema:
Teorema 4.17. Q, es un espacio totalmente disconero

Demostracion
Sea A C Q, un subconjunto tal que A # () y A # {a} para a € Q,. Consideramos la bola
de centro a y radio p~" paran € N: B(a,p™) = {z € Qp; la— x|, < p~"}. Como A # {a}
existira n € N tal que B(a,p™™) N A # A, luego

A= (B(a,p ™) NA)U (B(a,p ") N A)

donde B(a,p™™) y su complementario son ambos abiertos no vacios y disjuntos, luego A

es disconexo.l]

La esencia de la demostracion anterior estd en que en Q, las bolas son abiertas y

cerradas.
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5. Analisis en Q,

Esta seccion servird de introduccion al siguiente capitulo, para el cual resultan necesarias

unas bases del anéalisis en los nimeros p-adicos.

5.1. Sucesiones y series

En este apartado estudiaremos las sucesiones y series en Q,. Encontraremos diferencias
notables con las sucesiones y las series en los niimeros reales, a las que haremos referencia
de vez en cuando.

Comenzaremos caracterizando las sucesiones de Cauchy en Q,

Teorema 5.1. Una sucesion (a,) en Q, es de Cauchy, y por tanto convergente, si y solo
St

lim |ap41 — anl, =0 (18)
n—oQ

Demostracion

Si (ay) es de Cauchy entonces lim |a,, —a,|, = 0. En particular si consideramos m=n+1
m,n—00

obtenemos lim |a, 41 —a,|, = 0. Esto se cumple para series de Cauchy en cualquier espacio
métrico. B

Ahora, supongamos que h;m |1 — anlp, = 0, luego para cada ¢ > 0 existe N>0 tal que
Vn > N se tiene que |anﬁ —ooan|p <e.

Consideramos m > n > N y calculamos |a,, — @y

|am - an|p - |am — Q-1+ Op—1 — Q2+ ...+ Qp+1 — Anlp
S |am - am71|p + ’amfl - am72|p + ... ’an+1 - an’p S

méX{|am - am—1|p7 SR |a’7l+1 - an|p} <é€

donde hemos utilizado que |-|, es una norma no Arquimediana (desigualdad del tridngulo
fuerte). O

Observacion 23. La segunda implicaciéon no es cierta en general. De hecho no lo es en
aquellos espacios métricos con métrica Arquimediana. (R, ||-||) es uno de ellos: un ejemplo

de sucesion que no cumple esta implicacion es (log(n)). Esta sucesion si cumple que
n+1

n

lim [[log(n+1)—log(n)|| = lim ||log(
n—o0 n—o0
luego no converge y por lo tanto no es de Cauchy.

)| = llog(1)], = 0, sin embargo lim log(n) = oo,
n—oo

« e, o0 . . . .
Definicién 5.2. Sea )~ a, una serie en QQ,. Diremos que la serie converge si lo hace
su sucesion de sumas parciales S, = Y ,_ ax en Q,,.

Diremos que converge absolutamente si la serie >~ |a,|, converge en R.
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La convergencia absoluta es un concepto méas fuerte que la convergencia simple:
o e, . . oo
Proposicion 5.3. Si la serie ) >~ a, converge absolutamente entonces converge en Q,.

Demostracion
Que >~ a, converja absolutamente quiere decir que la sucesion > - |a,|, converge en
R. En particular que su sucesion de sumas parciales es de Cauchy, luego dado £ > 0 existe

N natural tal que Vn,m > N con m > n > N se cumple que

m n m
I laily =Y lailpll = Y lal, <
=0 i=0

i=n-+1

Entonces por la desigualdad triangular tenemos que

m m
[Sm = Sulp = Z ailp < Z |ail, <€
i=n+1 i=n+1
lo cual implica que (S,,) es de Cauchy, luego converge. Por lo tanto la serie Y > a, con-

verge en Q,. [

A continuacion presentamos la propiedad mas fuerte que tienen las series en Q,, de la

que carecen las series de niimeros reales.

Proposicion 5.4. Una serie ) a, de nameros p-adica converge en Q, si y sélo si

lim |ay,|, = 0, en cuyo caso
n—oo

oo
’Z anlp < méxyan’p

n=0
Demostracion
La serie >~ a, converge si y solo si lo hace la sucesion de sumas parciales (S,). Pero
a, = Sy, — Sp—1, vy por el teorema ({5.1) la sucesion (S,,) converge si y solo si lim |S,, —
n—oo
7 3 o0 3 , . 7

Sn-1lp = T}Lrgo|an|p = 0. Concluimos que ) >~ a, converge si y so6lo si T}Lrgo|an|p = 0.

oo .
Ahora supongamos que ) " a, converge:

. 00 . (e’ ,

Si) 7, a, =0esobvio que |> 7 anl, < max,|a,l,.
En caso de no ser asi, por la desigualdad del tridngulo fuerte tenemos que para cada suma

parcial Sy
N
anl, < max |a
|Z nlp < 1<n<N| nlp
n=0 ==
y puesto que |a,|, — 0 sabemos que para N lo suficientemente grande se cumple que

dx |an|, = méx]a,],
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Conviene recordar que en la norma p-adica, puesto que esta toma sbélo valores discretos,
las sucesiones de normas se estabilizan a partir de un punto. Es decir, si ¢, — ¢ entonces
lenlp — |clp, luego existe Ny lo suficientemente grande tal que |c,|, = |c|, para todo
n > Ng.

Por lo tanto aplicando esto y teniendo en cuenta que S,, — Y .-, a; tenemos que para

un N lo suficientemente grande

0o N
|Zan’p = |Zan|p < lgléév’an’p = méxyan’p
n=0 n=0 -

y queda terminada la demostracion. [J

Observacion 24. Sabemos que esta proposiciéon no se cumple en R. El ejemplo més
conocido es el de la serie armonica y - | %, pero podemos encontrar muchos mas, como

la serie de Bertrand > > | —~

m/log(n)

Los términos de una serie se pueden reordenar, y en ocasiones esto puede llevar al
cambio de caracter de la serie, pasando de ser convergente a no serlo o viceversa. Surge

por lo tanto la siguiente definicion:

Definicién 5.5. Una serie >~ a, se dice que converge incondicionalmente si para

cualquier reordenacion de sus términos la serie sigue siendo convergente.

Teorema 5.6. Si la serie de nimeros p-ddicos EZOZO a, converge en Q,, entonces converge

ncondicionalmente y su suma no depende de la reordenacion de sus términos.

Demostracion

oo !/

. * 2 . oo
Consideramos )~ a;, una reordenacion de la serie. Como ) > a, converge sabemos que

a, — 00, luego dado € > 0 tomamos N € N tal que para todon > N |a,|, <e,l|a,|, <€
y
oo N
D an =D alp<e
n=0 n=0
Sean S = Y a, vy S =N ., denotaremos por S; y S} a las sumas S, = 2 fanly>e @n
y S| = Ela’ e Notemos que los términos de S; y S} estan en S y S’ respectivamente.

Ademas las sucesiones S; y S7 tienen los mismos términos, luego S; = 5 or otro lado
1 J 1

S=Silpb=1 > aul, <mix{lanl, <e,n<N}<e
lan|p<e,n<N

5" =Sily =1 Y. aly <mix{la,|, <en <N} <e
lal, |p<e,n<N
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Luego |S — S|, = |[S — 51+ 51 — 5|, < max{|S — Si|,, |S] — 5'|,} < &, donde hemos
usado que Sp = 5.

Como |y 2 ja, — S|, < € tenemos que

oo oo
\Zan—S’]p: \Zan—S+S—Sllp<5
n=0 n=0
utilizando la desigualdad del triangulo fuerte.

Como hemos visto que se cumple para un € > 0 cualquiera hacemos ¢ — 0, luego
N — oo, y por lo tanto Y 7 a converge y > jal, = >~ a, como querfamos
probar.[]

Por supuesto para R este resultado no es cierto; el Teorema de reordenacion de
Riemann|l] asegura que si una serie en R converge pero no absolutamente sus términos
se pueden reordenar de forma que su suma sea un término prefijado cualquiera, o incluso
que no converja. Es decir, en R el teorema anterior es cierto solamente si la serie converge
absolutamente.

Ahora, si en Q, todas las series que convergen lo hicieran absolutamente el teorema

anterior no serfa tan fuerte. Presentamos por ello el siguiente resultado:

Proposicién 5.7. Existe al menos una serie en Q, que converge pero no converge abso-

lutamente.

Demostracion
Consideramos la serie dada por 1,p repetido p veces, p? repetido p* veces,. .. donde |p"|, =

n—oo

p~" —= 0 luego por la proposicion (5.4) la serie converge. Sin embargo

[e.9]

Z|a”|1’ =1l+pp  +pp P+ =
n=0
y la serie no converge absolutamente. []
Presentamos un tltimo resultado relativo a las series de nameros p-adicos, relacionado

con el orden de sus términos.

Proposicién 5.8. Dados ntimeros p-adicos b; j, ¢, = 1,2,... tales que para cada € > 0
existe un N = N(e) natural para el cual max(i, j) < N = |b; ], < e.

Entonces
o

Dobig=> O biy) = Z(Z bi ;) < o0

ij=1 i=1 j=1 j=1 i=1
Demostracion

Por la proposicion (5.4) tanto > %, b;; para j fijo como Y77, b;; para i fijo convergen.
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Ademés para i > N tenemos

yz bijl, < max\b”|p <e

7=1
y para j > N

o0
) bl < méx|b,;lp < ¢

i=1

luego 32523 (3252, biy) v 22521 (3002, biy) convergen.

Ahora
00 00 N N N 00 o) o)
DO b)) =Y O bl =D b+ D> O byl <
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=N+1 i=N+1 j=1
N 00 00 [e) 00 [ee]
<mdx{D (D bl | Y O bt <méx{l D bl D> bl <e
i—1 j=N+1 i=N41 j—1 J=N+1,i<N j=1,i>N+1

De igual manera se prueba que
00 00 N N
D2 bi) =D biily <<
j=1 i=1 j=1 i=1

. Las desigualdades anteriores las hemos probado para un € > 0 cualquiera, luego como
SN ) =N (0N b)) para todo N € N tenemos que

7=1 =1
(D_big) =2 _bis) <0
=1

=1 =1 =

Mg

1

7

.

como queriamos probar.[]

5.2. Funciones p-adicas

En esta seccién introduciremos brevemente las funciones p-adicas y algunos conceptos

bésicos de este tipo de funciones.

Definicién 5.9. Una funcion f : Z, — Q, es continua en un punto a € Z, si para cada
e > 0 existe 6 > 0 tal que si |z — a|, < 0 entonces |f(z) — f(a)|, < € para todo z € Z,.
La funcién f : Z, — Q, es continua si lo es en todos los puntos de Z,,.

La funcion f : Z, — Q, es uniformemente continua si para todo € > 0 existe 6 > 0 tal
que si | —y|, < ¢ entonces |f(x) — f(y)|, < € para todo z,y € Z,.

Diremos que f : Z, — Q, es localmente constante si para todo x € Z, existe un entorno

U, de x tal que f es constante en él.
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Observacion 25. En R las tnicas funciones localmente constantes son las constantes.
En Q, sin embargo no es asi debido a las propiedades de la norma p-adica. Por ejemplo,
la funcion caracteristica de cualquier bola en @, es localmente constante, pues tanto la

bola como su complementario son abiertos.
Presentamos unas proposiciones relativa a esto.
Proposiciéon 5.10. Las funciones localmente constantes son continuas.

Demostracion
Si para cada x hay un entorno U, tal que f es constante en él resulta obvio que f es

continua en Z,. [

Proposicién 5.11. Sea f : Z, — Q, una funcion localmente constante. Entonces Z, se
puede escribir como la unién
Z, =[] U.,
i=1
donde U,, son las bolas disjuntas en las que f toma distintos valores. En particular el

conjunto {f(z);x € Z,} tiene un nimero finito k£ de elementos distintos.

Demostracion
Consideramos para cada = € Z, la bola U, (entorno de z) en la que f es constante. En-
tonces este conjunto de bolas es un recubrimiento de Z,,que como es compacto tiene un
subrecubrimiento finito U,,, U,,, ... U,,,. Debemos recordar que por ser Z, un espacio ul-
tramétrico las bolas o son disjuntas o estan contenidas una dentro de la otra. Suprimiendo
las bolas que estan contenidas en otras obtenemos un conjunto finito de bolas disjuntas
Up—1,Uz—2,...Uz_y que recubre Z,. [

Observacion 26. Si dada una funcion f : Z, — Q, localmente constante tenemos la
particion Z, = U¥_ U, no es dificil ver que entonces la funcion tiene la forma

k

flx) =Y fl@)xu, (z)

i=1

donde xp, es la funcion caracteristica de U,,. La similitud con las funciones simples en

R es clara.
Corolario 5.12. Una funcion localmente constante en Z, es uniformemente continua.
Demostracion

Sea Z, = Uk U, la particién de Z,, de la proposicion anterior, p~™ el radio de U,, para i =
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1,2,...,ky m=maxy<;<x{m;}. Si consideramos 6 = p~™ veremos que funciona para to-
do € > 0: Sean =,y € Z, tales que |z —y|, < p~™, como z € U,, para algun 7, y puesto
que en espacios ultramétricos cualquier punto de la bola es su centro, podemos suponer
que x = x;. Entonces |z; —y|, < p™™ < p~™, luego f(z;) = f(z) = f(y) y es obvio que
()= F(@)ly <= O

Definicién 5.13. Sea £ C Z,. Una funcion f : £ — Q, se denomina funcidn paso si

existe un entero positivo t tal que
f(z) = f(zo) para todo z,x9 € F con |z — x|, < p~*
El entero mas pequeno t que cumple esta propiedad se denomina orden de f.

De la definicion deducimos que una funciéon paso es localmente constante (luego uni-
formemente continua).
Para llegar a una propiedad sorprendente de las funciones paso es necesaria la construc-
cién de la siguiente particion de £/ C Z, para cada entero t.
Seat € Z, consideramos N; = {1,2,...,p"'—1}, para cada x € Z, escribiremos su extension
canonica

x:x0+x1p+x2p2—i—...—i—xt_lpt_l—i—...

y tomamos N, = xg + z1p+ ...+ x,_1p" ' < p'. Entonces N, € Ny y [z — N,|, < p~*.
Para cada N € N; escribimos E(N) = ENU(N,t) donde

U(N,t)={x € Zy;|x — N|, <p~'}

Hemos visto entonces que todo = € Z, pertenece a algin U(N, t), y como para N, M € N,
tenemos que |N — M|, > p~" (N < p', M < p', luego [N — M| < p' = |N — M|, > p7")
las bolas U(N,t),U(M,t) son disjuntas y por tanto

E = U’]’Vt;éE(N) es una particion de
Presentamos entonces el siguiente teorema:
Teorema 5.14. Toda funcion paso definida en un subconjunto E =N ¢ Z, es peridodica.

Demostracion
Sea K =N06Z,y f: E— Q, una funcién paso de orden ¢, consideramos la particiéon de
F dada antes. Dados 2,y € E(N), |[zr—y|, = |(x—=N)+(N—y)|, < p~'luego f(x) = f(y).
Observemos que si z € E(N) entonces z + p' € E(N) luego f(z) = f(x + p') para todo
re k. [

Asi como en los niimeros reales las funciones continuas se pueden aproximar por fun-
ciones simples, para los ntimeros p-adicos sucede algo parecido. La diferencia radica en

que en Q, las funciones paso son continuas.
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Teorema 5.15. Sea £ =N 6 Z,, una funcion f : E — Q, es uniformemente continua
en E siy solo si para cada entero positivo s existe otro entero t = t(s) y una funcion paso

S E— Q, de orden por lo menos t tal que
|f(z) — S(x)|, <p~° para todo x € E (19)

Demostracion
Supongamos que existe S tal que se cumple ([19), luego dado zy tal que |z — zo, < p~* se
cumple que S(x) = S(xo), |f(z) —S(x)|, <p~° y |f(z0) — S(x0)|, < p~°. Entonces

[f (@) = fxo)lp = |(f(z) = S(x)) = (f (o) = S(w0))lp <p~°

para todo x, g tales que |z — :E0|p < p7t, por lo que f es uniformemente continua.
Supongamos ahora que f es uniformemente continua en F, denotamos por sy t = t(s) a

dos enteros positivos tales que
|f(z) — f(x0)|, < p~* para todo x,z, € F tales que |x — x|, < p~*

Sea N, la truncacion de hasta p~! de la extension p-adica canénica de z, y definimos la
funcion S': E — Q, por
S(z) = f(N,) paraz € E

Entonces S es una funciéon de paso a lo sumo t (pues si | — x|, < p~* es claro que
N, = N,,). Ademas
|f(z) = S(@)lp = [f(2) = f(No)[p < p~°

pues |z — N,|, < p~'y por hipotesis f es uniformemente continua. [J

Para finalizar esta seccién vamos a enunciar dos teoremas relativos a la continuidad y

continuidad uniforme. El primero de ellos es muy similar a uno existente en R.

Teorema 5.16. Sea E un subconjunto de Z, y xo un punto de acumulacion de E, es decir;
existe una sucesion de elementos en FE que converge hacia x.
Sean f 1 E— Q, yg: E— Qy:

1. f es continua en o si y sdlo si para toda sucesion (x,) en E tal que lim x, = xg
n—oo
se tiene que

lim f(z,) = f(wo)

n—oo

2. Si f y g son continuas en xy también son continuas f +g,f —g y f-g. Ademds, si

g(xo) # 0 entonces g es continua también en x.
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Demostracion

1. Si f es continua en xg, dado ¢ > 0 existe 6 > 0 tal que para todo x tal que
|z —1x0|, < 6 entonces | f(x)— f(zo)|, < €. Como (x,,) converge hacia z existe N € N
tal que para todo n > N se tiene que |29 — |, < 0, luego |f(xo) — f(xn)], <&, ¥
por tanto lim f(x,) = f(zo)-

Para la imri)Tiogacién contraria utilizamos el contrarreciproco: supongamos que f no
es continua en zy, luego existe un g tal que para todo 6 > 0, si |[x — xgl, < ¢
entonces |f(z) — f(xo)|, > €o. Consideramos para cada n € N los deltas 6, = = y
un elemento z,, de E tal que |z,, — o], < d,,. Obtenemos asi una sucesion de E que
converge hacia xy, sin embargo |f(z) — f(xo)|, > €0, luego nlgr; f(zn) # f(xg), que

es lo que queriamos probar.
2. La demostracion es anédloga al caso real.[]

El segundo teorema presenta similitud con el Teorema de Heine (o Teorema de la

continuidad uniforme) [I] del caso real, y dice lo siguiente:

Teorema 5.17. Toda funcion f : Z, — Q, continua en Z, es uniformemente continua

en Zy, y estd acotada en Z,.

Demostracion

Supongamos que f no es uniformemente continua en 7Z,, luego existe 9 > 0 tal que para
todo ¢ > 0 existen ws,ys tales que |xs — ysl, < 0 v |f(xs) — f(ys)|, > 0. Tomamos ¢
y consideramos 9, = % para todo n € N. Tenemos entonces dos sucesiones de ntimeros
(n), (yn) tales que |z, — ynlp < + v [f(zn) — f(Yn)]p = €0

Ahora, Z, es compacto, luego dado xy € Z, existen subsucesiones (z,, ), (yn,) que conver-
gen a zo. Ademas f es continua en g, luego lim f(x,, ) = f(zo) vy Um f(yn,) = f(x0o).

n—00 n—00

Pero | f(zn,) — f(Yn,)|p > €0, llegamos a un absurdo, luego f es uniformemente continua
en Zy. U
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6. Analisis p-ddico comparado con el real: algunos re-

sultados

En esta ultima seccién nos centraremos en presentar algunos teoremas importantes
existentes en R pero cuya version p-adica no existe. Para ello introducimos primero la

siguiente definicion:

Definicién 6.1. Sea X C Q, un subconjunto de Q, y a € X un punto de acumulaciéon
de X. Una funcion f: X — Q, es diferenciable en a si la derivada f’(a) definida por

o 1) = (@)

T—ra Tr—a

existe.

f'(a) =
La funcion f: X — Q, es diferenciable en X si f'(a) existe para todo a € X.

Observacion 27. Lo primero que debemos destacar es que por la forma en la que esta
definida, la diferenciabilidad de funciones p-adicas en una variable equivale a la derivabi-

lidad: este fendémeno se observa también en las funciones de una variable real.

Veremos ahora algunas propiedades de la derivada, que podemos encontrar también en
R.

Proposiciéon 6.2.

= Las reglas de derivacion para la suma, la resta, el producto, el cociente y la compo-

sicion son idénticas a las que presenta R.

s Toda funcién diferenciable es continua.

Demostracion
La demostracion de las reglas que aparecen en el primer punto es idéntica a la que se
realiza en R, y no la escribiremos.
Respecto al segundo punto; sabemos que para todo € > 0 existe 6 > 0 tales que si
|z—al, < 0 entonces |W—f’(a>|p < . Entonces | f(z)—f(a)—(z—a) f'(a)|, < elx—al,

y al hacer x — a llegamos a que lim|f(z) — f(a)|, = 0, luego f es continua en a. O
T—a

Como consecuencia del primer punto de la proposicion anterior deducimos que la deri-
vada de un polinomio P(z) = >"" ja;z' es P'(x) = Y 1 iax" ",
Por otro lado hemos dado una definicion de continuidad para funciones f : Z, — Q, en
términos de épsilon y delta. Presentamos ahora la definicion topologica clasica de funcion

continua para funciones f: Q, — Q,.

Definicién 6.3. Una funcion f : Q, — Q, diremos que es continua si para todo conjunto

abierto V' C Q, tenemos que f~(V) es también un subconjunto abierto.
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6.1. Teorema de Rolle

El Teorema de Rolle [4] en el caso real se enuncia de la siguiente manera:

Teorema 6.4 (Teorema de Rolle). Sea f una funcidn real continua en un intervalo
la, b] diferenciable en (a,b) con f(a) = f(b). Entonces existe c € (a,b) tal que f'(c) = 0.

En el caso real este resultado nos parece muy intuitivo si tenemos en cuenta el significado
de la derivada: la pendiente de la recta tangente a la funcion. ; Existe un resultado similar
en Q,7
Lo primero que debemos notar es que no hemos dotado a @, de un orden, luego no
tendria sentido intentar enunciar algo similar en términos de intervalos. Sin embargo
aunque excluyamos ese primer inconveniente, en @, no puede darse un resultado de esta

naturaleza.

Ejemplo 6.5. Consideramos la funciéon f : Z, — Q, dada por f(z) = 2P — z. Ob-
servamos que f(0) = f(1) = 0 y que la funcién f es continua y derivable en Z,, con
f'(x) = pzP~! — 1. Luego para todo = € Z, tenemos que f'(z) € Z, — 1 luego f’'(z) # 0.

Observacion 28. Cuando definimos la derivada utilizamos el concepto de limite, que
se basa en una idea de “cercania” o “aproximacién” utilizando elementos como el épsilon
arbitrariamente pequeno. En los nimeros reales esta idea de “distancia natural” se apoya
sobre la norma del valor absoluto, y es por eso que resulta mucho mas intuitiva la distancia
en R.

En los nimeros p-adicos por el contrario la norma induce una distancia que nada tiene

) s . . .. . .

que ver con la “distancia natural” que facilmente podemos visualizar, y es por eso que

teoremas fundamentales e intuitivos como el de Rolle en @, simplemente no se cumplen.

En el analisis real, una consecuencia muy importante de este resultado es el Teorema

del valor medio.

6.2. Teorema del valor medio

Teorema 6.6 (Teorema del valor medio). Sea f una funcion real continua en un
intervalo [a, b y diferenciable en (a,b). Entonces para cada x # y € (a,b) existe ¢ € (x,y)
tal que

fly) = fa) = f(o)ly — z)
Por lo tanto si f'(c) = 0 para todo ¢ € (x,y) entonces es que f(x) = f(y).

Al igual que sucedia con el Teorema de Rolle , el Teorema del valor medio tampoco
va a tener equivalente en los ntimeros p-adicos. Las funciones localmente constantes nos

sirven de contraejemplo.
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Ejemplo 6.7. Consideramos un subconjunto £ C Z, cualquiera que no tenga puntos
aislados, y sea f : E — @Q, una funcion localmente constante. Entonces para cualquier
a € E existe ¢ > 0 tal que para todo x € E que cumple |z — a|, < € se tiene que
f(x) = f(a). El cociente incremental queda

x) — f(a

M:Oparatodoertalque |z —al, <e

r—a
En consecuencia f es diferenciable en todo F y ademés f'(a) = 0 para todo a € E. Sin

embargo f no es constante.

En R no existen funciones no constantes que si lo sean en un entorno de cada punto
y que ademés sean continuas, pues por la nocién de distancia en la recta de los nimeros
reales habria necesariamente un “salto”.
Concluimos entonces que existen muchas funciones p-adicas de derivada nula que no son

constantes. Introducimos la siguiente definicion.

Definicién 6.8. Llamaremos funciones pseudo-constantes a aquellas funciones cuya de-
rivada es cero: {f : Z, — Q,; f' = 0}.

Hemos visto que hay funciones localmente constantes que son pseudo-constantes (par-
tiamos de un conjunto E sin puntos aislados). Veremos como tltimo resultado que no

todas las funciones pseudo-constantes son localmente constantes.

Proposicién 6.9. Existe una funcién f : Z, — Z, pseudo-constante que no es local-

mente constante.

Demostracion

oo

neo anp", definimos

Vamos a construir la funcion f: sea x € Z, de la forma z = )

flz) = Z anp*"
n=0

Tomamos dos nimeros distintos © =Y~ ja,p" ey =Y b,p", existe j =0,1,2,... tal
que |z —yl, = p~J. Es decir; ag = by, a; = by, ...,a; # b; y por lo tanto |f(z) — f(y)|, =

p~%. En consecuencia

|f(z) = fF(W)]p = |z — y|> para todo z,y € Z,

Concluimos que f es inyectiva: si x # y entonces f(x) # f(y), luego f no es localmente

constante, y ademas
|f (z) — f(y)
r—Yy

por lo que f’ es idénticamente nula. [

|p:‘x_y‘pﬁ—y>0
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A. p-adicos en Sage

En esta seccidon explicaremos brevemente como implementar calculos sencillos sobre el
cuerpo de los niimeros p-adicos en Sage. Como hemos visto a lo largo de este trabajo los

ntmeros p-adicos son representados mediante series infinitas de la forma

[e.9]

a= Z anp” (20)
n=—m
Sin embargo esto requiere infinitos datos para cada nimero p-adico, y al igual que sucede
cuando trabajamos con nimeros reales nos vemos obligados a conformarnos con una
aproximacion finita. Nos centraremos en ilustrar especialmente este hecho y sus efectos.
Desde un principio hemos trabajado con la forma canoénica de la cual podemos tomar
una truncacion finita que se aproxime a a € Q, tanto como queramos.

Tomando los términos hasta p* para cierto k € N tenemos que
a=0a_pp " Fa_pni1p "4 Fagtap+.. . +a_p" T+ O(pk)

Diremos que k es la precision absoluta de esta truncacion, que denotaremos por aprozi-
macion de precision k

Sabemos también que dado un nimero z € Q, existen v € Z y u € Z; tales que x = up®
(de hecho v es el orden de z). Por lo tanto tiene sentido pensar que para guardar un ni-
mero p-adico es suficiente con almacenar su orden v y una aproximacioén finita a u € L,

Surge de aqui la siguiente definicion:

Definicién A.1. Dado x € Q,, la precision relativa de una aproximacion de x se define

como su precision absoluta menos el orden de z.
Ejemplo A.2. Sea a = >~ a,p",suorden es v = —my u = > A pipnp". Si
consideramos una aproximacion de precision absoluta &

k

> apt

n=-—m

su precision relativa es k — v = k + m. Observemos que, tal y como esperamos, a mayor

precision absoluta menor es la diferencia entre a y su aproximacion:

a — Z anp”lp = |Zanp"‘p =p "
= n=~k

Sin embargo una gran precision absoluta no garantiza que la aproximacion sea buena;

o0
n=

si tomamos por ejemplo un nimero p-adico b = >~ b,p" donde k > 0, tomar su
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aproximaciéon de precision k + 1 es tomar bg, que es una aproximacién mediocre.

Por otro lado para los p-adicos de norma muy grande de la forma ¢ = -

n=—=k

c,p" una
precision absoluta no muy grande puede dar una aproximacion relativamente buena.
Por eso es importante tener en cuenta la precision relativa.

En Sage existen tres representaciones diferentes de Z,:

1. Con un anillo de modulo fijo
2. Con un anillo de precision absoluta acotada

3. Con un anillo de precision relativa acotada

Y una para Q, mediante un cuerpo de precision relativa acotada.

Anillo de médulo fijo

Esta es la forma mas sencilla de proceder. Comenzamos tomando un & € N como

precision absoluta y representaremos todos los enteros Z, por sus truncaciones de precision
k:

k—1

a € Zy, a:z:oznpn7 a, €{0,1,...p—1}
n=0

El cuerpo Z, con el que trabajaremos sera similar a F,x. Sage tiene una funcioén directa
para crear Z, de precisiéon k sin tener que construir paso a paso F,. Procedemos de la

siguiente manera:

In: K = Zp(7, prec = 20, type = ’fixed-mod’, print_mode = ’series’)
K
OQut: 7-adic Ring of fixed modulus 7720

Una vez que lo tenemos definido podemos pedirle que nos muestre algin elemento con-

creto:
In: a = K(89)
Out: 5 + 5%7 + 72 #Nos muestra la forma 7-adica de 89
In: b = K(10720)
b

Out: 2 + 6%7 + 5x772 + 2%77°3 + 5x774 + 4x7°5 + 776 + 779 + 27710 +
67711 + 7712 + 6%7713 + 5x7714 + 3x7°15 + 7716 + 3x7°17 + 5x7°18
+ 7719  #Llega s0lo hasta la precisidn pedida
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Comprobamos que, puesto que la forma 7-adica de 10?Y supera exponentes de orden k = 20

el elemento que nos devuelve no es exactamente la del nimero pedido:

In: 2 + 6%7 + 54772 + 2%7°3 + 5x774 + 4%7°5 + 776 + 779 + 2*7°10 +
6x7°11 + 7712 + 6*%7°13 + 5x7°14 + 3%7°15 + 7716 + 3*7°17 +
5¥7~18 + 7~19

Out: 20290329092162747

In: 107(20)-20290329092162747
OQut: 99979709670907837253

Obviamente 10% y la representacion b que hemos tomado no son iguales, sin embargo s

lo son en 7, pues difieren en potencias de 7 de orden 20 o superior.

In: K(99979709670907837253)
Out: O

In: ¢ = 99979709670907837253
c.factor()
Out: 7°21%179

Una vez visto esto podemos proceder a realizar algunas operaciones:

In: = K(2598)

= K(359)

T T P

a+b
ax*b
OQut: 1 + 4772 + 774
2 + 2%7 + 773
3+ 2%7 + 4%7°2 + 773 + 774
2 4+ 2%7 + 772 + 3%773 + 3%774 + 6%7°5 + 777 #el producto se realiza

de la misma manera que vimos en el ejemplo 2.4

Cuando definimos un elemento en un cuerpo su precision queda fijada, y aunque luego

trabajemos sobre un cuerpo de mayor precisiéon esta no cambia

In: Z = Zp(7, prec = 30, type = ’fixed-mod’, print_mode = ’series’)
yA
Out: 7-adic Ring of fixed modulus 7°30
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#creamos un cuerpo auxiliar

In: 7Z(8~21);

Out: 1 + 3%772 + 24773 + 5x774 + 24776 + bx7°7 + 5x77°9 + 4%7710 +
2x7711 + 7712 + 7713 + 6x7714 + 7716 + 7718 + 4x7719 + 3x7°20 +
2x7721 + 2%7°22

In: a = K(8°21);a
Out: 1 + 3%772 + 2773 + b*x7"4 + 2%7°6 + 5777 + bx7°9 + 4%x7°10 +
2x7~11 + 7712 + 7713 + 6*%7714 + 7716 + 7718 + 4x7~19

In: 7718 + 3%7719 + 3%7720
Out: 275201898046865881

In: b = K(275201898046865881) ;b
Qut: 7718 + 3%7~19

#Realizamos una operacidén en K

In: a-b

Out: 1 + 3%772 + 24773 + 5x774 + 2%776 + b*x7°7 + 5x77°9 + 4%7710 +
2x7711 + 7712 + 7713 + 67714 + 7716 + 7719

#Hacemos la misma operacidn sobre Z

In: Z(a-b)

Out: 1 + 3%772 + 24773 + 5x774 + 24776 + b*7°7 + 5x779 + 4%7710 +
2x7711 + 7712 + 7713 + 67714 + 7716 + 7719

#Aunque ahora Z sea un cuerpo de precisidén 30, como a y b esté@n en K

su precisidn se reduce

In: Z(8°21-275201898046865881)
Out: 1 + 3%772 + 24773 + bx774 + 2%x776 + 5777 + 579 + 47710 +
2%7711 + 7712 + 7713 + 6%x7714 + 7716 + 7719 + 2%7721 + 2%7722

Utilizando este método, cuando realizamos una operacion en la que deberia haber una
pérdida de precision, el elemento resultante no refleja que la precision ya no es absoluta.

En Sage podemos dividir los nimeros p-adicos por unidades utilizando el comando // :

In: g = K(8721);g
Z(8~21)
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OQut: 1 + 3%772 + 24773 + bx774 + 2%776 + 5x7~7 + B5*x7~9 + 4710 +
2%7711 + 7712 + 7713 + 6x7714 + 7716 + 7718 + 4x7"19
1 + 3%772 + 24773 + bx7~4 + 2%776 + 5777 + b*779 + 4x7710 +
2%7711 + 7712 + 7713 + 6%7714 + 7716 + 7718 + 4%7719 + 3*7°20 +
2%7721 + 27722

In: g//7
Out: 3%7 + 2%772 + Bx773 + 2%775 + 5x776 + 5%778 + 4*7°9 + 2x7710 +
7711 + 7712 + 6x7713 + 7715 + 7717 + 4%7718

#No se refleja la pérdida de precisidn al dividir

Anillo de precisién absoluta acotada

Este tipo de representacion de Z, es similar a la anterior, pero cada elemento lleva el
registro de su precision, por lo que cuando se reduce al realizar alguna operacién queda
reflejado en el elemento.

In: R = Zp(5, prec = 10, type = ’capped-abs’, print_mode = ’series’)
R
Out: 5-adic Ring with capped absolute precision 10

In: a = R(524);a
b = R(125) ;b
R(5°10)
Out: 4 + 4%5 + 4x5°3 + 0(5°10)
53 + 0(5°10)
0(5-10)

In: a+b
a-b
axb
c = a//5;c
Out: 4 + 4x5 + 574 + 0(5°10)
4 + 4x%5 + 3%x5°3 + 0(5°10)
4x5~3 + 4x5°4 + 4x5°6 + 0(5°10)
4 + 4x5°2 + 0(5°9) #Refleja la pérdida de precision

In: c+b
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Qut: 4 + 4x5°2 + 53 + 0(5°9)

Anillos y cuerpos de precisiéon relativa acotada

Antes hemos hecho referencia a la importancia de la precision relativa viendo un par
de casos generales en los que la precision absoluta no tenfa gran importancia. Por eso en
lugar de acotar la precision absoluta hay casos en los que resulta méas 1til restringir la

precision relativa.

In: K = Zp(7, prec = 10, type = ’capped-rel’, print_mode = ’series’)
K

Out: 7-adic Ring with capped relative precision 10
Ahora la precision absoluta cambia para elemento dependiendo de su expresion p-adica

In:

K (488)

K(105)

K(7~2)

+ 6%7 + 2%7°2 + 7°3 + 0(7°10)
+ 2x7°2 + 0(7°11)

~2 + 0(7°12)

Out:

N N oo o o opope

Este método funciona muy bien para el producto, ya que el menor orden del producto es
la suma de los menores 6rdenes de los factores. Para la suma sin embargo no es asi, ya

que los términos de menor orden pueden cancelarse.

In: a=K(774+2%x7"12);a
b=K (2+3*7°6) ;b
c=K(6*7+7°3) ;c
d=K(7+7°4) ;d

OQut: 7°4 + 2x7°12 + 0(7"14)
2 + 3%7°6 + 0(7°10)
6%7 + 773 + 0(7°11)
7+ 774 + 0(7°11)

In: ax*b
Out: 2%7°4 + 3*%7°10 + 4x7~12 + 0(7~14)#No desaparecen términos y la

precisidn no cambia.
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In: a+b
Out: 2 + 774 + 3%x7°6 + 0(7~10) #E1 término 4*7°12 desaparece, pero la

precisidén es la misma.

In: c+d
Out: 772 + 7°3 + 774 + 0(7~11) #La precisioén relativa se reduce: 11-2=9

De manera similar podemos crear directamente un cuerpo de precisién relativa acotada,

que hard las veces de Q,:

In: Q = Qp(7, prec = 10, type = ’capped-rel’, print_mode = ’series’)
Q

OQut: 7-adic Field with capped relative precision 10

In: ¢ = 7°(-1)+2%7
c
OQut: 7°(-1)+2x%7

Podemos realizar operaciones como la division de ntmeros p-adicos:

Q(488) ;a
Q(105) ;b

In: a
b
a/b
Q(488/105)

Out: 5 + 6%7 + 2x7°2 + 7°3 + 0(7°10)
7 + 2%7°2 + 0(7°11)
5x7~-1 + 3 + 247 + 3%772 + 6%774 + 775 + 3*7°6 + 6x7°8 + 0(7°9)
5x7~-1 + 3 + 247 + 3%772 + 6%774 + 775 + 3*7°6 + 6x7°8 + 0(779)
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