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Abstract

We say that a subset S of a normed space X is complete in X if every element of the lat-

ter can be arbitrarily closely approximated in the norm of X by linear combinations of

elements from S. The completeness of sets of complex exponentials is closely related to

the zeros of certain entire functions, a fact that simplifies their study and confers them

exceptional properties. The aim of this work is, following R. M. Young’s Introduction to

nonharmonic Fourier Series, to review some of the sufficient conditions for complete-

ness for this type of sets in the spaces Lp and C , of complex functions defined on [−A, A],

as well as to examine the most characteristic properties of such systems, previously revie-

wing some necessary results. To achieve this, we will begin by analyzing some generalities

of both the spaces of interest and the exponential systems. Subsequently, we will study

the well-known trigonometric system and systems in some sense close to it, concluding

with a series of interesting properties of sets of complex exponentials.

Resumen

Decimos que un subconjunto S de un espacio normado X es completo en X si cada ele-

mento de este último puede ser aproximado con precisión arbitraria en la norma de X

por combinaciones lineales de elementos de S. La completitud de los conjuntos de ex-

ponenciales complejas guarda una estrecha relación con los ceros de determinadas fun-

ciones enteras, hecho que permite simplificar su estudio y les confiere unas propiedades

excepcionales. El objetivo de este trabajo es, siguiendo el tercer capítulo de Introduction

to nonharmonic Fourier Series, de R. M. Young, hacer un repaso a algunas de las con-

diciones suficientes de completitud para este tipo de conjuntos en los espacios Lp y C ,

de funciones complejas definidas en [−A, A], así como examinar las propiedades más

características de este tipo de sistemas, revisando previamente algunos resultados nece-

sarios. Para ello, se comenzará analizando algunas generalidades de los espacios que nos

interesan y de los sistemas de exponenciales. Posteriormente, se estudiarán el conocido

sistema trigonométrico y sistemas en algún sentido próximos a él, y se concluirá con una

serie de interesantes propiedades de los conjuntos de exponenciales complejas.
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Introducción

El Análisis de Fourier no Armónico explora las propiedades de completitud y expansión

de los conjuntos de funciones exponenciales {e iλn t }∞n=−∞, donde la sucesión {λn}∞n=−∞
es de números complejos, y juega un papel fundamental en el desarrollo de la Teoría de

Frames y en el estudio de las bases de Riesz, así como en otras áreas de aplicación de las

Matemáticas tales como la Teoría de la Señal y la Teoría de Control. El término completi-

tud hace referencia a la propiedad que tiene un subconjunto de un espacio normado de

poder “aproximar con precisión” los elementos de dicho espacio en la norma del mismo,

por medio de combinaciones lineales de sus elementos. Según se puede ver en [Chr16,

teo. 3.1.4, teo. 3.6.6, lema 5.5.5], los conjuntos completos desempeñan un papel relevante

al caracterizar las bases de Schauder, las bases de Riesz y los frames, hecho que acentúa

el interés en tal propiedad.

Nuestro objetivo será realizar un estudio pormenorizado de las cinco primeras secciones

de [You01, cap.3], sobre la completitud de los conjuntos de exponenciales complejas en

los espacios Lp [−A, A] y C [−A, A], deteniéndonos también en algunas de las cuestiones

tratadas en el primer capítulo. Al mismo tiempo, examinaremos algunos de los textos

originales a los que se refiere R.M. Young e indagaremos también en los requisitos previos

de Variable Compleja, expuestos en el segundo capítulo de [You01], así como en otros

resultados preliminares necesarios extraídos del resto de la bibliografía. A lo largo del

trabajo, se considerarán sólamente espacios vectoriales sobreC y, salvo que se indique lo

contrario, los espacios Lp (X ) y C (X ) serán de funciones definidas en subconjuntos X de

la recta real y con llegada en el cuerpo de los números complejos.
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VI Introducción

Resulta esencial contar con una base de Teoría de la Medida y Análisis Funcional, ya que

la completitud en los espacios que abordaremos se expresará comúnmente en términos

de los funcionales lineales y continuos de dichos espacios. Por otra parte, se tiene que

la completitud de los sistemas de exponenciales complejas guarda una estrecha relación

con los ceros de determinadas funciones enteras, vínculo que utilizaremos como punto

de apoyo para deducir tanto condiciones suficientes de completitud como fascinantes

propiedades características de este tipo de conjuntos, basándonos en resultados de Va-

riable Compleja. Es por esto que el presente trabajo depende fuertemente de la asigna-

tura de tercer curso del grado Variable Compleja así como de las asignaturas de cuarto

curso Análisis Real e Introducción a los Espacios de Funciones.

El primer capítulo constituye una introducción a algunos de los resultados de Análisis

Real, Análisis Funcional y Variable Compleja en los que se fundamenta la teoría que de-

sarrollamos, con el objeto de que la memoria sea lo más autocontenida posible.

En el segundo capítulo, presentamos la definición de conjunto completo, además de una

serie de primeras propiedades que nos serán de utilidad. Posteriormente, establecere-

mos las relaciones antes mencionadas de los conjuntos completos en Lp y C con los

funcionales lineales y continuos de estos espacios, del mismo modo que hablaremos de

su vínculo con los ceros de las funciones enteras y excluiremos, de paso, algunos casos

que no trataremos más en adelante.

El objetivo principal de los capítulos tercero y cuarto es revisar algunas condiciones sufi-

cientes de completitud: en el tercero, estudiaremos el conocido sistema trigonométrico y

un sistema trigonométrico “reducido” consistente en eliminar una parte de los términos

del original, mientras que en el cuarto, exploraremos sistemas de exponenciales com-

plejas “cercanos”, en un sentido que precisaremos, al sistema trigonométrico. En la se-

gunda parte del cuarto capítulo, nos centraremos en el caso particular del espacio de

Hilbert L2[−π,π], en el que el célebre teorema 1
4 de Kadec nos permitirá afinar algo más.

La primera parte del último capítulo evidenciará la importancia de los sistemas de ex-

ponenciales complejas, así como las propiedades que les confiere su relación con las

funciones enteras. En ella, expondremos una serie de importantes propiedades que sim-

plifican notablemente el estudio de la completitud de este tipo de conjuntos, así como

justificarán algunas de las consideraciones realizadas en los capítulos anteriores. En la
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segunda parte, revisaremos si es posible trasladar las ideas del cuarto capítulo a sistemas

de exponenciales en algún sentido “próximos” entre sí, y concluiremos con una adenda

al teorema de Kadec.

Miguel Carranza de Castro





Capı́tulo 1
Prerrequisitos

El presente capítulo aborda una serie de resultados y conceptos necesarios para el de-

sarrollo de la teoría central del trabajo, a la vez que sirve de introducción a los razona-

mientos que seguiremos. Para su lectura sólamente son necesarias nociones básicas de

Teoría de la Medida y Análisis Funcional, que pueden consultarse en [Rud87] o [Fol99], y

de Variable Compleja, para lo cual nuestra referencia principal es [AN07].

Algunos de los enunciados expuestos se suponen familiares al lector y no van acompaña-

dos de demostración, dándose en ese caso una referencia precisa a la bibliografía. Otros,

por contra, no son materia del grado, y hemos optado por incluir una prueba detallada

de los mismos, que enriquece el contenido del documento.

1.1. Resultados de Análisis Real

En lo relativo a Teoría de la Medida, es imprescindible conocer los conceptos de medida

—positiva, real y compleja—, espacio medible y función medible, así como sus propie-

dades más generales; y la definición de integral con respecto de una medida, junto a las

generalizaciones de resultados bien conocidos para la integral de Lebesgue. Por otra par-

te, en materia de Análisis Funcional, solo precisaremos de los aspectos básicos de los

espacios vectoriales normados y sus espacios duales, así como del manejo tanto de las

propiedades de los operadores lineales y continuos como de las propiedades de los es-

pacios Lp (X ) y C (X ).

1



2 1. Prerrequisitos

1.1.1. Una importante consecuencia del teorema de Hahn-Banach

Recordamos un resultado, que se deduce del conocido teorema de Hahn-Banach, en re-

lación con la adherencia de los subconjuntos de un espacio normado. Podemos encon-

trarlo, por ejemplo, recogido en [Rud87, teo. 5.19, pág. 107], y es materia básica de un

curso de Análisis Funcional.

Teorema 1.1. Sea M un subespacio lineal de un espacio normado X y sea x0 ∈ X . Entonces

x0 ∈ M si y solo si no existe ningún funcional lineal y continuo no nulo Λ : X → C tal que

Λ(x) = 0 para todo x ∈ M.

Es inmediato reescribir el teorema anterior en términos de conjuntos densos, enunciado

más acorde a nuestros propósitos en el segundo capítulo, sin más que tener en cuenta la

definición de densidad:

Teorema 1.2. Sea M un subespacio lineal de un espacio normado X . Entonces M es denso

en X si y solo si no existe ningún funcional lineal y continuo Λ : X → C tal que Λ(x) = 0

para todo x ∈ M pero Λ ̸≡ 0.

1.1.2. La derivada de Radon-Nikodym

Comenzamos dando una definición previa, necesaria para establecer los resultados cen-

trales de este apartado.

Definición 1.3. Sean λ una medida arbitraria —positiva o compleja— y µ una medida

positiva en el espacio medible (X ,M ). Se dice que λ es absolutamente continua con

respecto a µ, y se escribe λ≪ µ, si para cualquier E ∈ M tal que µ(E) = 0 se tiene que

λ(E) = 0.

Podemos ahora enunciar el célebre teorema de Radon-Nikodym, resultado fundamental

de un curso de Análisis Real, y cuya prueba podemos encontrar en [Rud87, teo. 6.10,

pág. 121].

Teorema 1.4 (teorema de Radon-Nikodym). Sean µ una medida positivaσ-finita y λ una

medida compleja en el espacio medible (X ,M ), de forma que λ≪ µ. Entonces existe una

única función µ-integrable h : X →C tal que

λ(E) =
∫

E
h dµ (1.1)

La completitud del conjunto de las exponenciales complejas



1.1. Resultados de Análisis Real 3

para cada E ∈ M . Si λ es una medida positiva y σ-finita, el resultado sigue siendo cier-

to, con la salvedad de que la función h será medible y positiva, pero no necesariamente

integrable.

Definición 1.5. A la función h en (1.1) se la conoce como la derivada de Radon-Nikodym

de λ con respecto de µ. Es habitual expresarla como dλ= hdµ o en la forma h = dλ
dµ .

Utilizaremos en varias ocasiones una interesante propiedad, relativa a la derivada de Ra-

don-Nikodym. Encontramos este resultado en [Fol99, prop . 3.9, pág. 91] para medidas

signadas, y puede generalizarse fácilmente a medidas complejas, sin más que tomar par-

tes real e imaginaria, de la siguiente forma:

Proposición 1.6 (regla de la cadena). Sean λ una medida compleja y µ,ν medidas positi-

vas y σ-finitas en el espacio medible (X ,M ) tales que λ≪ ν y ν≪µ.

1. Si g ∈ L1(λ), entonces ∫
X

g dλ=
∫

X
g

dλ

dν
dν.

En particular, si g ∈ L1(λ), entonces g dλ
dν ∈ L1(ν).

2. Se verifica que λ≪µ y
dλ

dµ
= dλ

dν

dν

dµ
, µ-c.s.

1.1.3. La caracterización de los funcionales lineales en Lp(X ) y C0(X )

Los dos siguientes teoremas son fundamentales y forman parte de un curso de Análisis

Real. Son consecuencia del teorema de Radon-Nikodym, y pueden ser consultados en

[Rud87, teo. 6.16, pág. 127] y [Rud87, teo. 6.19, pág. 130], respectivamente. Junto con la

anterior consecuencia del teorema de Hahn-Banach, nos permitirán caracterizar los con-

juntos completos de los espacios sobre los que trabajaremos más adelante, en términos

de la existencia de una función o de una medida no nulas.

Teorema 1.7. Sean 1 ≤ p < ∞, µ una medida σ-finita y positiva en un conjunto X y

Λ : Lp (µ) → C un funcional lineal y continuo. Existe una única función g ∈ Lq (µ), donde

q es el exponente conjugado de p, tal que

Λ( f ) =
∫

X
f g dµ

Miguel Carranza de Castro



4 1. Prerrequisitos

para cada f ∈ Lp (µ). Más aún, se tiene que

∥Λ∥ = ∥g∥q .

Teorema 1.8 (teorema de representación de Riesz). Sea X un espacio de Hausdorff local-

mente compacto yΛ : C0(X ) →C un funcional lineal y continuo. Existe una única medida

de Borel compleja regular µ tal que

Λ( f ) =
∫

X
f dµ

para cada f ∈C0(X ). Más aún, se tiene que

∥Λ∥ = |µ| (X ).

1.1.4. El teorema fundamental del cálculo para la integral de Lebesgue

Enunciamos a continuación dos resultados de Análisis Real, en relación con la extensión

del conocido teorema fundamental del cálculo a la integral de Lebesgue, recogidos en

[Rud87, teo. 7.11, teo. 7.18], y otro en relación con la fórmula de integración por partes,

para el que nos referimos a [Bog07, cor. 5.4.3, pág. 343].

Teorema 1.9 (teorema fundamental del Cálculo, primera parte). Si f ∈ L1(R) y

F (x) =
∫ x

−∞
f (t )d t , x ∈R,

entonces F ′(x) = f (x) c.s.

Teorema 1.10 (teorema fundamental del Cálculo, segunda parte). Sea f : [a,b] → R. Son

equivalentes:

1. f es absolutamente continua en [a,b].

2. f es derivable casi seguro en [a,b], f ′ ∈ L1[a,b] y

f (x)− f (a) =
∫ x

a
f ′(t )d t , a ≤ x ≤ b.

La completitud del conjunto de las exponenciales complejas



1.1. Resultados de Análisis Real 5

Proposición 1.11 (fórmula de integración por partes). Sean u, v : [a,b] →R absolutamen-

te continuas. Entonces∫ b

a
u(x)v ′(x)d x = u(x)v(x)

∣∣x=b

x=a
−

∫ b

a
v(x)u′(x)d x.

1.1.5. Límites superior e inferior de una función

Conviene recordar la definición de límite superior e inferior de una función real de varia-

ble real:

Definición 1.12. Sean U ⊂ R un subconjunto no acotado superiormente y ϕ : U → R. Se

definen el límite inferior de ϕ cuando x tiende a ∞ como

ĺıminf
x→∞ ϕ(x) = sup

y∈R
ı́nf
x≥y
x∈U

ϕ(x) = ĺım
y→∞ ı́nf

x≥y
x∈U

ϕ(x),

y el límite superior de ϕ cuando x tiende a ∞ como

ĺımsup
x→∞

ϕ(x) = ı́nf
y∈R

sup
x≥y
x∈U

ϕ(x) = ĺım
y→∞sup

x≥y
x∈U

ϕ(x).

A lo largo del trabajo, se recurrirá a la comparación de los límites anteriores con los lími-

tes superiores o inferiores de sucesiones adecuadas que simplifiquen el problema. Para

ello nos apoyaremos en el siguiente resultado:

Proposición 1.13. Sean U ⊂ R un subconjunto no acotado superiormente y ϕ : U → R.

Para cada sucesión {xn}∞n=1 de puntos de U con ĺımx→∞ xn =∞ se tiene que

ĺıminf
x→∞ ϕ(x) ≤ ĺıminf

n→∞ ϕ(xn) ≤ ĺımsup
n→∞

ϕ(xn) ≤ ĺımsup
x→∞

ϕ(x).

Demostración. La desigualdad

ĺıminf
n→∞ ϕ(xn) ≤ ĺımsup

n→∞
ϕ(xn)

es inmediata de las definiciones de límite superior e inferior de una sucesión, y ya cono-

cida.

Miguel Carranza de Castro
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Veamos que

l1 = ĺıminf
x→∞ ϕ(x) ≤ ĺıminf

n→∞ ϕ(xn) = l2.

Supongamos que no se verifica la desigualdad, esto es, que existeα ∈R tal que l1 >α> l2.

Como

l1 = ĺım
y→∞ ı́nf

x≥y
x∈U

ϕ(x),

de la definición de límite se deduce que existe M > 0 tal que

ı́nf
x≥y
x∈U

ϕ(x) >α

si y ≥ M , luego se tiene que ϕ(x) > α para todo x ∈ U con x ≥ M . Pero entonces, como

xn →∞ si n →∞, existe m0 ∈N tal que xn > M si n ≥ m0. Por lo tanto, ı́nfn≥mϕ(xn) ≥ α

para todo m ≥ m0, lo que implica que

l2 = ĺıminf
n→∞ ϕ(xn) = ĺım

m→∞ ı́nf
n≥m

ϕ(xn) ≥α,

y llegamos a una contradicción.

De forma análoga se prueba que

ĺımsup
n→∞

ϕ(xn) ≤ ĺımsup
x→∞

ϕ(x).

1.2. Resultados de Variable Compleja

Nos centraremos primero en dos resultados: la fórmula de Jensen y la fórmula de Carle-

man. Ambas forman parte de un curso avanzado de Variable Compleja, fuera del conte-

nido del grado, y serán utilizados en la prueba de dos de los resultados de completitud

centrales del trabajo. Posteriormente, calcularemos la suma de los desarrollos en serie de

las funciones tangente y cotangente, necesarias en el transcurso del cuarto capítulo.

1.2.1. La fórmula de Jensen

La fórmula de Jensen es un resultado clásico que relaciona el crecimiento de una función

holomorfa en el interior de un disco con el módulo de sus ceros dentro de dicho disco.

Para la demostración, seguiremos la prueba de [You01].

La completitud del conjunto de las exponenciales complejas
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Comenzamos probando un lema previo, que nos permitirá dar una forma alternativa de

la fórmula, más adecuada para nuestros propósitos.

Definición 1.14. Dada una sucesión de números complejos {λn}∞n=1, definimos

n(r ) = #{n : |λn | ≤ r }

para cada r ∈ [0,∞). Esto es, el número de puntos λn en el disco cerrado de centro 0 y

radio r .

Si f es holomorfa en D(0,R) y r < R, utilizamos la misma notación para referirnos al

cardinal del conjunto de ceros de f en D(0,r ), teniendo en cuenta su multiplicidad.

Lema 1.15. Sean r > 0 y λ1,λ2, . . . ,λn ∈C tales que

0 < |λ1| ≤ |λ2| ≤ · · · ≤ · · · ≤ |λn | ≤ r.

Entonces
n∑

k=1
log

(
r

|λk |
)
=

∫ r

0

n(t )

t
d t .

Demostración. Si |λk | ≤ t < |λk+1|, se tiene que n(t ) = k. Además, si 0 < t < |λ1|, resulta

que n(t ) = 0, y si t ≥ |λn |, obtenemos que n(t ) = n. Entonces

∫ r

0

n(t )

t
d t =

n−1∑
k=1

∫ |λk+1|

|λk |
k

t
d t +

∫ r

|λn |
n

t
d t

=
(n−1∑

k=1
k(log |λk+1|− log |λk |)

)
+n(logr − log |λn |).

Ahora bien,

n−1∑
k=1

k(log |λk+1|− log |λk |) =
n−1∑
k=1

k log |λk+1|−
n−1∑
k=1

k log |λk |

=
n−1∑
k=1

k log |λk+1|−
n−2∑
k=0

(k +1)log |λk+1|

=
n−1∑
k=1

k log |λk+1|−
n−2∑
k=0

k log |λk+1|−
n−2∑
k=0

log |λk+1|

= (n −1)log |λn |−
n−1∑
k=1

log |λk |,

Miguel Carranza de Castro



8 1. Prerrequisitos

luego

∫ r

0

n(t )

t
d t = n logr − log |λn |−

n−1∑
k=1

log |λk | = n logr −
n∑

k=1
log |λk | =

n∑
k=1

log

(
r

|λk |
)
,

y queda probado el resultado.

Teorema 1.16 (fórmula de Jensen). Sean R > 0, f holomorfa en D(0,R) y supongamos que

f (0) ̸= 0. Si z1, z2, . . . , zn son los ceros de f en D(0,r ), para 0 < r < R, entonces

1

2π

∫ 2π

0
log

∣∣ f (r e iθ)
∣∣dθ = log | f (0)|+

n∑
k=1

log

(
r

|zk |
)

o, equivalentemente,

1

2π

∫ 2π

0
log

∣∣ f (r e iθ)
∣∣dθ = log | f (0)|+

∫ r

0

n(t )

t
d t .

Demostración. El resultado es inmediato si f no tiene ceros en D(0,r ), pues entonces, fi-

jada una determinación del logaritmo, la función f tiene un logaritmo analítico en D(0,r )

—véase [AN07, teo. 3.1.9]—, esto es, existe g holomorfa en D(0,r ) tal que

eg (z) = f (z), z ∈ D(0,r ).

Al tomar módulos, teniendo en cuenta que
∣∣eg (z)

∣∣= eRe g (z), llegamos a que Re g = log | f |
es armónica en D(0,r ), y la fórmula se reduce a la propiedad del valor medio en el origen:

1

2π

∫ 2π

0
log

∣∣ f (r e iθ)
∣∣dθ = log | f (0)|. (1.2)

Supongamos ahora que |zk | = r para todo 1 ≤ k ≤ n, y pongamos zk = r e iθk , donde θk ∈
[0,2π). Definimos

g (z) = f (z)
n∏

k=1

zk

zk − z
, z ∈ D(0,R).

Entonces g es holomorfa en D(0,R) y no se anula en D(0,r ). Podemos, por tanto, aplicar

la fórmula (1.2) a g . Como g (0) = f (0) y

1

2π

∫ 2π

0
log

∣∣g (r e iθ)
∣∣dθ = 1

2π

∫ 2π

0

(
log

∣∣ f (r e iθ)
∣∣+ n∑

k=1
log

∣∣∣∣ e iθk

e iθk −e iθ

∣∣∣∣) dθ

La completitud del conjunto de las exponenciales complejas



1.2. Resultados de Variable Compleja 9

= 1

2π

∫ 2π

0

(
log

∣∣ f (r e iθ)
∣∣+ n∑

k=1
log

∣∣∣ 1

1−e i (θ−θk )

∣∣∣) dθ

= 1

2π

∫ 2π

0

(
log

∣∣ f (r e iθ)
∣∣− n∑

k=1
log

∣∣1−e i (θ−θk )
∣∣) dθ

= 1

2π

∫ 2π

0
log

∣∣ f (r e iθ)
∣∣dθ− 1

2π

n∑
k=1

∫ 2π

0
log

∣∣1−e i (θ−θk )
∣∣dθ,

obtenemos que

1

2π

∫ 2π

0
log

∣∣ f (r e iθ)
∣∣dθ = log | f (0)|+ 1

2π

n∑
k=1

∫ 2π

0
log

∣∣1−e i (θ−θk )
∣∣dθ. (1.3)

Notemos que, por la periodicidad de la exponencial,∫ 2π

0
log

∣∣1−e i (θ−θk )
∣∣dθ =

∫ 2π

0
log

∣∣1−e iθ
∣∣dθ, 1 ≤ k ≤ n,

y que, por la identidad trigonométrica fundamental y las fórmulas del ángulo mitad,

∣∣1−e iθ
∣∣2 = 2(1−cosθ) = 4sen 2 (

θ
2

)
,

de donde se sigue que∫ 2π

0
log

∣∣1−e iθ
∣∣dθ = 2π log2+

∫ 2π

0
log

(
sen θ

2

)
dθ = 2π log2+2

∫ π

0
log(senθ)dθ = 0

—el cálculo de la última integral puede ser consultado en [GST03, ej. 9.10, pág. 337]—,

luego (1.3) resulta en que

1

2π

∫ 2π

0
log

∣∣ f (r e iθ)
∣∣dθ = log | f (0)|,

y se verifica la fórmula, ya que log
(

r
|zk |

)
= log1 = 0.

Resta entonces comprobar el caso general, en el que los ceros de f son arbitrarios dentro

del disco D(0,r ). Si z1, z2, . . . , zn son los ceros de f en D(0,r ), se define

F (z) = f (z)
n∏

k=1

r 2 − zk z

r (z − zk )
, z ∈ D(0,R).

Miguel Carranza de Castro



10 1. Prerrequisitos

Entonces F es holomorfa en D(0,R) y no tiene ceros en D(0,r ) —pero sí puede tenerlos

en S(0,r )—. Por lo tanto, F está en alguno de los dos casos anteriores, y se verifica que

1

2π

∫ 2π

0
log

∣∣F (r e iθ)
∣∣dθ = log |F (0)| = log

(
| f (0)|

n∏
k=1

(
r

|zk |
))

= log | f (0)|+
n∑

k=1
log

(
r

|zk |
)
. (1.4)

Observamos que, para cada 1 ≤ k ≤ n, la función

z 7→ r 2 − zk z

r (z − zk )
, z ∈C\ {zk }

es una homografía que lleva S(0,r ) en S(0,1), pues∣∣r 2 − zk r e iθ
∣∣∣∣r (r e iθ− zk )
∣∣ =

∣∣r − zk e iθ
∣∣∣∣r e iθ− zk
∣∣ =

∣∣r − zk e iθ
∣∣∣∣r − zk e−iθ

∣∣ ∣∣e iθ
∣∣ =

∣∣r − zk e iθ
∣∣∣∣r − zk e−iθ
∣∣ = 1.

De esta manera,
∣∣F (r e iθ)

∣∣= ∣∣ f (r e iθ)
∣∣, y (1.4) resulta ser la fórmula buscada.

Definición 1.17. Dada una sucesión de números complejos {λn}∞n=1, definimos

N (r ) =
∫ r

1

n(t )

t
d t

para cada r ∈ [1,∞).

Podemos ahora, con la terminología anterior, establecer un corolario de la fórmula de

Jensen que será realmente el resultado que emplearemos más adelante.

Corolario 1.18. Sean R > 0 y f holomorfa en D(0,R). Se tiene que, si 1 < r < R,

N (r ) < 1

2π

∫ 2π

0
log

∣∣ f (r e iθ)
∣∣dθ+M ,

para cierto M > 0.

Demostración. Sean ∞∑
k=0

ak zk

el desarrollo en serie de potencias de f en D(0,R), y am zm el primer término no nulo

de dicho desarrollo — f presenta un cero de orden m en z = 0—. Consideremos, para

La completitud del conjunto de las exponenciales complejas



1.2. Resultados de Variable Compleja 11

1 < r < R,

g (z) = f (z)
(r

z

)m
.

Entonces, g es holomorfa en D(0,R), g (0) = amr m ̸= 0 y tiene los mismos ceros no nulos

que f .

Denotemos por n(r ) y ng (r ) al número de ceros de f y g , respectivamente, en D(0,r ). Si

aplicamos ahora la fórmula de Jensen a g , obtenemos que

1

2π

∫ 2π

0
log

∣∣g (r e iθ)
∣∣dθ = log |g (0)|+

∫ r

0

ng (t )

t
d t .

Por lo tanto,∫ r

1

ng (t )

t
d t = 1

2π

∫ 2π

0
log

∣∣ f (r e iθ)
∣∣dθ− log |amr m |−

∫ 1

0

ng (t )

t
d t

= 1

2π

∫ 2π

0
log

∣∣ f (r e iθ)
∣∣dθ− log |am |−m logr −

∫ 1

0

ng (t )

t
d t

≤ 1

2π

∫ 2π

0
log

∣∣ f (r e iθ)
∣∣dθ− log |am |−m logr.

Como para cada t ≥ 0 se tiene que ng (t ) = n(t )−m, podemos escribir

∫ r

1

n(t )

t
d t ≤ 1

2π

∫ 2π

0
log

∣∣ f (r e iθ)
∣∣dθ− log |am |−m logr +m

∫ r

1

1

t
d t

= 1

2π

∫ 2π

0
log

∣∣ f (r e iθ)
∣∣dθ− log |am |

< 1

2π

∫ 2π

0
log

∣∣ f (r e iθ)
∣∣dθ+M ,

para cierto M > 0.

1.2.2. La fórmula de Carleman

Nos remitimos a [You01, teo. 13, pág. 87] para la demostración de este resultado, que será

utilizado sólamente una vez a lo largo del presente trabajo, y cuya demostración se aleja

del objetivo del mismo. De modo similar a la fórmula de Jensen, relaciona el módulo de

los ceros de una función holomorfa con su crecimiento, pero con la información adicio-

nal del crecimiento de la misma a lo largo de la recta real.

Miguel Carranza de Castro
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Teorema 1.19 (fórmula de Carleman). Sea f una función holomorfa en {z ∈ C : Im z ≥ 0}

y sean zk = rk e iθk , 1 ≤ k ≤ n, sus ceros en la región

{z ∈C : Im z ≥ 0, 1 ≤ |z| ≤ R}.

Entonces

n∑
k=1

(
1

rk
− rk

R2

)
senθk = 1

πR

∫ π

0
log

∣∣ f (Re iθ)
∣∣senθdθ

+ 1

2π

∫ R

1

( 1

r 2
− 1

R2

)
log | f (r ) f (−r )|dr +ξ(R),

donde ξ(R) es una función acotada de R.

1.2.3. Sumación de series por el teorema de los residuos

Recordamos un conocido resultado, derivado del teorema de los residuos, por el cual

podemos obtener la suma de ciertas series. Puede encontrarse, por ejemplo, en [MH99,

teo. 4.4.1, pág. 305], y nos permitirá calcular la suma de dos desarrollos en serie involu-

crados en la prueba del teorema 1
4 de Kadec.

Proposición 1.20. Sea f holomorfa en C, salvo por un número finito de singularidades, y

tal que

ĺım
|z|→∞

z f (z) = 0.

Entonces, si S( f ) es el conjunto de singularidades de f ,

∞∑
n=−∞
n∉S( f )

f (n) =−π ∑
a∈S( f )

Res( f (z)cotgπz, a).

A partir del resultado anterior, calculamos la suma de las series que nos interesan.

Proposición 1.21. Para cada a ∈R\Z se tiene que

1

πa
−cotgπa = 2a

π

∞∑
n=1

1

n2 −a2
.

Si a ∉ 1
2 +Z, se tiene que

tanπa = 2a

π

∞∑
n=1

1(
n − 1

2

)2 −a2
.

La completitud del conjunto de las exponenciales complejas
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Demostración. Consideremos la función

f (z) = 1

z2 −a2
, z ∈C\ {a,−a},

que tiene dos polos de orden 1 en z = a y z =−a. Tenemos que

Res( f (z)cotgπz, a) = ĺım
z→a

z −a

z2 −a2
cotgπz = ĺım

z→a

1

z +a
cotgπz = 1

2a
cotgπa

y, análogamente,

Res( f (z)cotgπz,−a) = ĺım
z→−a

z +a

z2 −a2
cotg(πz) = 1

2a
cotgπa.

De la proposición 1.20 se sigue que

−π
a

cotgπa =
∞∑

n=−∞
1

n2 −a2
=− 1

a2
+2

∞∑
n=1

1

n2 −a2

o, equivalentemente, que

2a

π

∞∑
n=1

1

n2 −a2
= 1

πa
−cotgπa.

Para lo segundo, consideramos la función

f (z) = 1(
z − 1

2

)2 −a2
, z ∈C\

{
a + 1

2 ,−a + 1
2

}
,

con polos simples en z = a + 1
2 y z =−a + 1

2 . De forma análoga a lo anterior, tenemos que

Res
(

f (z)cotgπz, a + 1
2

)= 1

2a
cotg

(
πa + π

2

)
y que

Res
(

f (z)cotgπz,−a + 1
2

)=− 1

2a
cotg

(−πa + π
2

)
.

Si ahora tenemos en cuenta la paridad del seno y el coseno, y las relaciones trigonomé-

tricas sen
(
π
2 −x

) = cos x, cos
(
π
2 −x

) = sen x, sen(π+x) = −sen x y cos(π+x) = −cos x,

Miguel Carranza de Castro



14 1. Prerrequisitos

podemos escribir

cotg
(
πa + π

2

)=− tanπa y cotg
(−πa + π

2

)= tanπa.

Notamos que el polinomio P (x) = (
x − 1

2

)2
cumple que

P (−x +1) =
(
(−x +1)− 1

2

)2

=
(1

2
−x

)2

= P (x)

para cada x ≥ 0. Atendiendo esto, llegamos a que

π

a
tanπa =

∞∑
n=−∞

1(
n − 1

2

)2 −a2
= 2

∞∑
n=1

1(
n − 1

2

)2 −a2

o, equivalentemente, que

2a

π

∞∑
n=1

1(
n − 1

2

)2 −a2
= tanπa.

La completitud del conjunto de las exponenciales complejas



Capı́tulo 2
Conjuntos completos

Es bien conocido que, dados un espacio de Hilbert H y un sistema ortonormal y completo

{e j } j∈J del mismo, cada elemento x ∈ H admite una única representación, proporcionada

por el producto interno de H , en la forma

x = ∑
j∈J

〈x,e j 〉e j , (2.1)

entendiéndose que la familia {〈x,e j 〉e j } j∈J es sumable hacia x ∈ H . En el caso en que el

conjunto {e j } j∈J sea un sistema ortonormal, la condición (2.1) es equivalente a que el

subespacio lineal generado por los elementos del sistema sea denso en H .

En ocasiones, cuando no disponemos de una estructura tan rica sobre un espacio nor-

mado, como puede ser la de espacio de Hilbert, o bien cuando no necesitamos de ella, es

interesante relajar la condición de base ortonormal y restringirnos a una más general: la

de conjunto completo. Motivados por lo anterior, nuestro interés recae en la búsqueda

de condiciones suficientes bajo las cuales el subespacio lineal generado por una familia

de elementos {x j } j∈J de un espacio normado X es denso en el mismo. En otras pala-

bras, trataremos de encontrar subconjuntos {x j } j∈J tales que sus combinaciones lineales

finitas sean una buena aproximación de los elementos de X , en el sentido de que para

cada x ∈ X la cantidad ∥∥x − (
c1x j1 + c2x j2 +·· ·+cn x jn

)∥∥
sea arbitrariamente pequeña y escalares c1,c2, . . . ,cn ∈ C y vectores x j1 , x j2 , . . . , x jn ade-

cuados que, a priori, no sabremos calcular.

15



16 2. Conjuntos completos

2.1. Definiciones y primeros resultados

Antes de comenzar con el objeto central de nuestro análisis, los conjuntos de exponen-

ciales complejas, nos detendremos a realizar algunas observaciones de carácter más ge-

neral sobre los conjuntos completos. En la línea de la discusión anterior, introducimos

las siguientes definiciones.

Definición 2.1. Diremos que un conjunto de elementos {x j } j∈J de un espacio normado X

es completo si el subespacio lineal generado por este es denso en dicho espacio. Esto es,

si para cada x ∈ X y cada ε> 0 existe una combinación lineal finita c1x j1+c2x j2+·· ·+ck x jk

tal que ∥∥x − (
c1x j1 + c2x j2 +·· ·+ck x jk

)∥∥< ε.

Diremos que dicho conjunto es incompleto si no es completo.

Ejemplo 2.2. Una base ortonormal en un espacio de Hilbert es un sistema completo.

Ejemplo 2.3. Sea K ⊂ C un subconjunto compacto. En virtud del teorema de aproxima-

ción polinomial de Weierstrass, el sistema {zn}∞n=0 es completo en el espacio C (K ), pues

el conjunto de los polinomios está contenido en 〈{zn : n ∈Z≥0}〉, dondeZ≥0 es el conjunto

de los números enteros no negativos.

Definición 2.4. Se dice que un conjunto de elementos {x j } j∈J de un espacio normado X

es exacto en X si es completo, pero deja de serlo al eliminar cualquiera de sus términos.

Ejemplo 2.5. Una base ortonormal en un espacio de Hilbert es un sistema exacto.

A partir de la definición podemos inferir unas primeras propiedades, que nos permitirán

obtener la completitud de algunos conjuntos por medio de los ya conocidos. Como pue-

de intuirse, es suficiente que un sistema sea completo en un denso del espacio normado

para tener la completitud en todo el espacio.

Proposición 2.6. Sean X ,Y espacios normados y T : X → Y un operador lineal y continuo

tal que T (X ) es un subconjunto denso de Y . Si el sistema {x j } j∈J es completo en X , entonces

el sistema {T (x j )} j∈J es completo en Y .

Demostración. Sea ε> 0. Si T (X ) es denso en Y , dado y ∈ Y existe x ∈ X de suerte que

∥y −T (x)∥Y < ε

2
.

La completitud del conjunto de las exponenciales complejas



2.1. Definiciones y primeros resultados 17

Ahora bien, si el sistema {x j } j∈J es completo en X , existen j1, j2, . . . , jn ∈ J y c1,c2, . . . ,cn ∈C
tales que ∥∥∥∥x −

n∑
k=1

ck xk

∥∥∥∥
X

< ε

2∥T ∥ .

Al aplicar la desigualdad triangular, si tenemos en cuenta que T es lineal y continuo, se

deduce que ∥∥∥∥y −
n∑

k=1
ck T (xk )

∥∥∥∥
Y

≤ ∥y −T (x)∥Y +
∥∥∥∥T (x)−

n∑
k=1

ck T (xk )

∥∥∥∥
Y

≤ ∥y −T (x)∥Y +∥T ∥
∥∥∥∥x −

n∑
k=1

ck xk

∥∥∥∥
X

< ε,

y se concluye que el sistema {T (x j )} j∈J es completo en Y .

Corolario 2.7. Sean X ,Y espacios normados, T : X → Y un operador lineal, continuo

y sobreyectivo, y {x j } j∈J un conjunto completo de X . Entonces {T (x j )} j∈J es un conjunto

completo de Y .

Demostración. Basta tener en cuenta que T (X ) = Y y aplicar la proposición 2.6.

En particular, tenemos el siguiente resultado.

Corolario 2.8. Sean X ,Y espacios de Banach, T : X → Y un operador lineal, continuo y

biyectivo. Entonces {x j } j∈J es completo en X si y solo si {T (x j )} j∈J es completo en Y .

Demostración. Por el teorema de la aplicación abierta T −1 es también lineal, continuo y

sobreyectivo. Es suficiente aplicar el corolario 2.7 a T y T −1 para concluir.

Observación 2.9. Por comodidad, enunciaremos los resultados de completitud en un

intervalo simétrico, generalmente [−π,π]. En virtud del corolario 2.8, se tienen resultados

análogos a los que presentaremos en este texto para intervalos cualesquiera, tras aplicar

un cambio de variable adecuado a las funciones del sistema. Más concretamente: si b >
a, y definimos

φ : [a,b] −→ [−A, A]

t 7−→
(

t − a +b

2

)
2A

b −a
,

Miguel Carranza de Castro



18 2. Conjuntos completos

entonces los operadores lineales, continuos y biyectivos

T : Lp [−A, A] −→ Lp [a,b] y S : C [−A, A] −→C [a,b]

f 7−→ f ◦φ f 7−→ f ◦φ

nos permiten “trasladar” dichos resultados al intervalo [a,b].

Por último, es conveniente reformular el teorema 1.2 en términos de completitud para

obtener una caracterización clave de los conjuntos completos en un espacio normado,

en términos de su dual topológico.

Notación. Llamamos X ′ al dual topológico del espacio normado X .

Teorema 2.10. Un conjunto de vectores {x j } j∈J de un espacio normado X es completo si y

solo si para cada Λ ∈ X ′ que verifica que Λ(x j ) = 0 para todo j ∈ J se tiene que, necesaria-

mente, Λ≡ 0.

Destacamos la importancia del teorema 2.10, pues el hecho de conocer los funcionales

lineales y continuos de un espacio normado, como es el caso de los espacios Lp (X ) y

C0(X ), nos permitirá deducir la completitud de muchos conjuntos a partir de él.

2.2. Sistemas completos en Lp(E) y C (E)

Centramos nuestra atención ahora en los casos particulares de Lp (E) y C (E), con E ⊂ R,

que conocemos ampliamente, y sobre los que podemos decir mucho más. Las relaciones

de inclusión entre dichos espacios, dadas por la desigualdad de Hölder, y las caracteri-

zaciones de sus duales nos permiten deducir rápidamente interesantes propiedades, sin

más que aplicar los resultados ya vistos.

2.2.1. Resultados generales

Es interesante notar que, si r < p y E ⊂ R es de medida finita —recuérdese que entonces

Lp (E) ⊂ Lr (E)—, una vez sabemos que un sistema es completo en Lp (E), se tiene también

la completitud del mismo en Lr (E).

Proposición 2.11. Sean E ⊂ R un conjunto de medida finita y 1 ≤ r < p ≤∞. Si el siste-

ma { fn}∞n=1 es completo en Lp (E), entonces también es completo en Lr (E).
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Demostración. Notamos que Lp (E) es denso en Lr (E): si g ∈ Lr (E) y se define, para cada

n ∈N, la función gn = gχ{g≤|n|}, entonces gn ∈ Lp (E) por ser acotada, y se tiene que

∥g − gn∥r
r =

∫
E
|g − gn |r =

∫
{g>|n|}

|g |r n→∞−→ 0,

por el teorema de la convergencia dominada.

Consideremos la inclusión j : Lp (E) ,→ Lr (E). Claramente, j es lineal. En virtud de la

desigualdad de Hölder, se tiene que

∥ f ∥r ≤ (m(E))
1
q ∥ f ∥p , f ∈ Lp (E),

si 1
r = 1

p + 1
q —entendiéndose que 1

∞ = 0—, de donde se deduce que j es continua. Es

suficiente aplicar la proposición 2.6 para concluir.

De forma similar, si suponemos que E es compacto, se verifica que C (E) ⊂ Lp (E), y po-

demos ver que, entonces, la completitud en C (E) implica la completitud en Lp (E), para

p ∈ [1,∞).

Proposición 2.12. Sea E ⊂ R un conjunto compacto. Si el sistema { fn}∞n=1 es completo

en C (E), entonces también es completo en Lp (E), para 1 ≤ p <∞.

Demostración. Es suficiente recordar que, si 1 ≤ p < ∞, se tiene que C0(E) = C (E) es

denso en Lp (E). De nuevo, la desigualdad de Hölder permite deducir que

∥ f ∥p ≤ (m(E))
1
p ∥ f ∥∞ , f ∈C (E),

de donde se sigue que la inclusión j : C (E) ,→ Lp (E) es lineal y continua. Al aplicar la

proposición 2.6, se obtiene el resultado.

2.2.2. La caracterización de la completitud en Lp(E) y C (E)

Como anunciábamos antes, si recordamos la caracterización de los funcionales lineales

en Lp (X ) y C0(X ), podemos establecer dos resultados que son casos particulares del teo-

rema 2.10, que caracterizan la completitud en los espacios que nos interesan, y a los que

haremos referencia de forma recurrente a lo largo del documento.
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Proposición 2.13. Sean E ⊂ R medible y p ∈ [1,∞). Un conjunto de funciones { f j } j∈J

de Lp (E) es incompleto si y solo si existe φ ∈ Lq (E) no nula, con p y q exponentes con-

jugados, tal que ∫
E
φ(t ) f j (t )d t = 0 (2.2)

para cada j ∈ J .

Proposición 2.14. Sea E ⊂ R un conjunto compacto. Un conjunto de funciones { f j } j∈J

de C (E) es incompleto si y solo si existe una medida de Borel compleja µ en E, no nula y

tal que ∫
E

f j dµ= 0 (2.3)

para cada j ∈ J .

2.3. Sistemas de exponenciales complejas

Hablamos por último del conjunto {e iλn t }∞n=−∞, donde la sucesión de exponentes es de

números complejos, y cuya estrecha relación con los ceros de ciertas funciones holomor-

fas nos permitirá obtener muchas más propiedades que en el caso de otros conjuntos.

2.3.1. Términos superfluos

En los sistemas de exponenciales complejas, la cuestión de si “sobran” o “faltan” términos

para que un conjunto {e iλn t }∞n=−∞ sea exacto es bastante sencilla pues, como constatare-

mos en el teorema 5.3, el hecho de sustituir un número finito de exponenciales por otras

distintas no afecta a la completitud del mismo. Por esta razón, introducimos las siguien-

tes definiciones.

Definición 2.15. Se dice que un conjunto de exponenciales complejas {e iλn t }∞n=−∞ tiene

exceso N en C [a,b] o Lp [a,b] si el sistema se torna exacto al eliminar N términos. Si, por

el contrario, resulta exacto al añadirle N exponenciales complejas, se dice que el sistema

tiene deficiencia N .

Definición 2.16. En caso de que al eliminar cualquier cantidad finita de términos el sis-

tema {e iλn t }∞n=−∞ no sea exacto en C [a,b] o Lp [a,b], se dice que tiene exceso infinito.

De forma similar, si el sistema sigue sin ser exacto al añadir cualquier cantidad finita de

exponenciales complejas, se dice que tiene deficiencia infinita.
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Observación 2.17. En virtud de la proposición 2.11, se tiene que la deficiencia de un

conjunto {e iλn t }∞n=−∞ en Lp [a,b], p ∈ [1,∞), es una función creciente de p pues, si el sis-

tema {e iλn t }∞n=−∞ es exacto en Lp1 [a,b] al añadir N términos, entonces también es com-

pleto en Lp2 [a,b] al añadir N términos, si p2 < p1, luego tiene deficiencia a lo sumo N .

2.3.2. Ceros de las funciones definidas por integrales de exponenciales

Es posible decir aún más en lo que a la completitud de los conjuntos de exponenciales

complejas se refiere, pues las funciones del tipo

f (z) =
∫

K
φ(t )e i zt d t y g (z) =

∫
K

e i zt dµ, (2.4)

donde z ∈ C y K es un subconjunto compacto de R, resultan ser enteras y, en virtud

de las proposiciones 2.13 y 2.14, el problema del estudio de la completitud del siste-

ma {e iλn t }∞n=−∞ es equivalente al de estudiar los ceros de funciones holomorfas de la for-

ma (2.4).

La prueba de la afirmación anterior es sencilla y puede llevarse a cabo, por ejemplo, uti-

lizando el teorema de Morera, o mediante una ligera modificación del teorema de holo-

morfía bajo el signo integral; no obstante, hemos optado por presentar una prueba más

elemental, basada en el teorema de la convergencia dominada.

Proposición 2.18. Sean K ⊂ R un subconjunto compacto y µ una medida de Borel com-

pleja no nula. Entonces la función

f (z) =
∫

K
e i zt dµ(t ), z ∈C,

es entera y no idénticamente nula.

Demostración. Veamos que es entera. Desarrollando la exponencial en serie de poten-

cias tenemos, para cada z ∈C y cada t ∈ K que

f (z) =
∫

K

∞∑
k=0

(i zt )k

k !
dµ(t ).

Para cada n ∈N, ∣∣∣∣ n∑
k=0

(i zt )k

k !

∣∣∣∣≤ n∑
k=0

|zt |k
k !

≤
∞∑

k=0

|zt |k
k !

= e |zt |.
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Como, al ser continua, la función t 7→ e |zt | es µ-integrable en K para cada z ∈ C, del teo-

rema de la convergencia dominada de Lebesgue se sigue que

f (z) =
∞∑

k=0

∫
K

(i zt )k

k !
dµ(t ) =

∞∑
k=0

(∫
K

(i t )k

k !
dµ(t )

)
zk .

Luego f se puede desarrollar en serie de potencias para todo z ∈ C y, en conclusión, es

entera.

Para comprobar que f no es idénticamente nula, veamos que el subespacio lineal A =
〈ent : n ∈Z〉 es denso en C [a,b]. Por definición, A es un espacio vectorial, y es suficien-

te recordar que ent ekt = e(n+k)t , para todos n,k ∈ Z, para deducir que es un álgebra de

funciones, pues en el producto de dos elementos de A solo aparecen combinaciones li-

neales de productos de esta forma.

Por otra parte, está claro que 1 ∈ A y que, si g ∈ A , entonces g ∈ A , pues las funciones

que generan A son reales. Basta tener en cuenta que la función exponencial es inyectiva

para obtener que, si n ̸= 0, entonces enx ̸= eny para todo x ̸= y , esto es, que A separa

puntos. Del teorema de Stone-Weierstrass se sigue que el sistema {ent }∞n=−∞ es completo

en C (K ). De este modo, si f fuera idénticamente nula se tendría que

f (−i n) =
∫

K
ent dµ(t ) = 0, n ∈Z

y, al aplicar la proposición 2.14, llegaríamos a un absurdo.

Corolario 2.19. Sean p ∈ [1,∞], K ⊂R un subconjunto compacto y φ ∈ Lp (K ) una función

distinta de cero c.s. Entonces la función

f (z) =
∫

K
φ(t )e i zt d t , z ∈C,

es entera y no idénticamente nula.

Demostración. Si m es la medida de Lebesgue en K , podemos aplicar el teorema de Ra-

don-Nikodym y la proposición 1.6 a la medida compleja de Borel

µ(E) =
∫

E
φ(t )d t ,
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definida para cada E ⊂ K medible, no nula, y que verifica que µ≪ m y que φ = dµ
dm . De

este modo,

f (z) =
∫

K
φ(t )e i zt d t =

∫
K

e i zt dµ

dm
(t )d t =

∫
K

e i zt dµ(t ), z ∈C

y, en virtud de la proposición anterior, se tiene que f es entera y no nula.

Con lo anterior, podemos enunciar un primer resultado de completitud para los conjun-

tos de exponenciales complejas, sin más que recordar el principio de los ceros aislados.

Proposición 2.20. Sea {λn}∞n=−∞ una sucesión de números complejos cuyo rango tiene

algún punto de acumulación en C. Entonces el sistema {e iλn t }∞n=−∞ es completo tanto

en C [a,b] como en Lp [a,b], con p ∈ [1,∞).

Demostración. Supongamos que {e iλn t }∞n=−∞ no fuera completo en C [a,b]. En virtud de

la proposición 2.14 existiría una medida de Borel compleja µ en [a,b], no nula y tal que

la función

f (z) =
∫ b

a
e i zt dµ, , z ∈C,

entera como consecuencia de la proposición 2.18, se anulase en z =λn para cada n ∈Z.

Si el conjunto {λn}∞n=−∞ tuviese un punto de acumulación en C, el conjunto de los ce-

ros de f tendría un punto de acumulación. En virtud del principio de los ceros aislados,

f debería ser idénticamente nula, lo que obliga a que µ ≡ 0, de nuevo, en virtud de la

proposición 2.18, y llegaríamos a una contradicción. Por lo tanto, el sistema {e iλn t }∞n=−∞
debe ser completo en C [a,b]. Basta recordar ahora la proposición 2.12 para concluir.

Ejemplo 2.21. Si la sucesión {λn}∞n=1 tiene rango infinito y es convergente, se tiene que el

sistema {e iλn t }∞n=1 es completo tanto en C [a,b] como en Lp [a,b], con p ∈ [1,∞).

2.3.3. El caso de los ceros de orden mayor que 1

El hecho de haber caracterizado la completitud de los conjuntos de exponenciales com-

plejas por medio de los ceros de funciones enteras nos lleva de forma natural a plantear-

nos que puedan existir ceros múltiples de dichas funciones. Por supuesto, considerar re-

peticiones en la sucesión {e iλn t }∞n=−∞ nos conduce a un sistema redundante, sin ninguna

información nueva en cuanto a completitud se refiere.
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Nos preguntamos entonces cómo debemos interpretar adecuadamente que haya expo-

nentes repetidos. Por simplicidad en la notación, supongamos que solo un elemento,

digamos λn0 , se repite un número entero de veces m ≥ 2 en la sucesión {λn}∞n=−∞. En ese

caso, las funciones definidas en (2.4) deben tener un cero de orden m en z = λn0 . Una

aplicación recurrente del teorema de derivación bajo el signo integral nos permite dedu-

cir que, si z =λn0 es un cero de orden m de f o de g , entonces también debe ser un cero

de las funciones enteras

f (n)(z) = i n
∫

K
φ(t )t ne i zt d t o g (n)(z) = i n

∫
K

t ne i zt dµ,

para todo entero 0 ≤ n ≤ m −1. Debemos, por tanto, estudiar la completitud del sistema

{e iλn t }∞n=−∞∪ {t k e iλn0 t }m−1
k=1 ,

en virtud de las proposiciones 2.13 y 2.14.

A modo de ejemplo, probaremos la siguiente proposición:

Proposición 2.22. Sea λ ∈ C. El sistema {t ne iλt }∞n=0 es completo tanto en C [a,b] como

en Lp [a,b], 1 ≤ p <∞.

Demostración. Supongamos que el sistema no fuera completo en C [a,b]. En virtud de la

proposición 2.14 existiría una medida de Borel compleja µ en [a,b], no nula y tal que las

derivadas de la función g definida en (2.4),

g (n)(z) = i n
∫ b

a
t ne i zt dµ, z ∈C,

se anulasen en z = λ, para cada n ∈ Z≥0. Pero, entonces, todos los coeficientes del desa-

rrollo en serie de potencias de g centrado en z =λ serían nulos y, por el teorema de unici-

dad para funciones holomorfas, debería de ser la función idénticamente nula. En virtud

de la proposición 2.18, esto obliga a que µ ≡ 0, lo cual es absurdo, y el sistema debe ser

completo en C [a,b]. Resta aplicar la proposición 2.12 para concluir la demostración.

El resultado anterior no debe sorprendernos pues, para cada λ ∈C, la aplicación

T : C [a,b] −→C [a,b]

f (t ) 7−→ f (t )e iλt
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es lineal, continua y biyectiva —será comprobado en el lema 4.8—, y se tiene que T (t n) =
t ne iλt para cada n ∈Z≥0 —recuérdese el ejemplo 2.3 y el corolario 2.8—.

2.3.4. Consideraciones sobre la sucesión de exponentes

Por sencillez, nos limitamos a dar las indicaciones del apartado 2.3.3 y, a lo largo de

nuestro estudio, asumiremos siempre que todos los términos de la sucesión de exponen-

tes {λn}∞n=−∞ son distintos. A su vez, por conveniencia, añadiremos el requisito adicional

de que

ĺım
|n|→∞

|λn | =∞

pues, de lo contrario, el rango de dicha sucesión tendría un punto de acumulación en C,

caso que ya fue revisado en la proposición 2.20.

Concluimos el capítulo con la justificación de la afirmación anterior.

Proposición 2.23. Sea {λn}∞n=−∞ una sucesión de números complejos, todos ellos distintos

entre sí. Si el rango de la sucesión no tiene un punto de acumulación en C, entonces

ĺım
|n|→∞

|λn | =∞.

Demostración. Probaremos el contrarrecíproco de este enunciado. Asumimos, sin pérdi-

da de generalidad, que el límite de {|λn |}∞n=1 no es ∞. Entonces, existe M > 0 tal que para

todo k ∈N existe nk ∈N con nk ≥ k y tal que

∣∣λnk

∣∣< M . (2.5)

De esta forma, podemos construir una subsucesión {λnk }∞n=1 acotada que, en virtud del

teorema de Bolzano-Weierstrass, tiene una subsucesión {λnk j
}∞n=1 convergente. Se dedu-

ce que el rango de la sucesión {λn}∞n=1 tiene un punto de acumulación en C, que debe

serlo también del rango de {λn}∞n=−∞.
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Capı́tulo 3
El sistema trigonométrico

Comenzamos con el sistema de exponenciales complejas por excelencia, que resulta de

tomar como exponentes el conjunto de los números enteros. Es bien sabido que el sis-

tema {e i nt }∞n=−∞ constituye un sistema ortonormal y completo en el espacio de Hilbert

L2[−π,π] con el producto interno

〈 f , g 〉 = 1

2π

∫ π

−π
f (t )g (t )d t ,

y que juega un papel fundamental en el desarrollo de la teoría de series de Fourier. Por

otra parte, el teorema de aproximación trigonométrica de Weiertstrass, al que haremos

referencia más adelante, afirma que el sistema {e i nt }∞n=−∞ también es completo en el es-

pacio de las funciones continuas y 2π-periódicas C2π(R).

3.1. La completitud del sistema trigonométrico

Pese que debería de ser un hecho familiar al lector, deduciremos la completitud del siste-

ma {e i nt }∞n=−∞ en el espacio Lp [−π,π], en pro de un documento más completo, emplean-

do para ello argumentos como los que ya hemos introducido. Posteriormente, estudiare-

mos si existen términos superfluos en dicho sistema, de donde se seguirá un importante

resultado de completitud en C [−π,π].

Definición 3.1. Llamaremos sistema trigonométrico al conjunto de funciones definidas

en el conjunto de los números reales {e i nt }∞n=−∞.
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En primer lugar, presentamos una prueba del teorema de unicidad de series de Fourier,

extraída de [You01], que sólamente requiere del teorema de aproximación polinomial de

Weierstrass y del teorema fundamental del Cálculo para la integral de Lebesgue y sus

consecuencias.

Teorema 3.2 (teorema de unicidad para series de Fourier). Si f ∈ L1[−π,π] verifica que∫ π

−π
f (t )e i nt d t = 0, n ∈Z, (3.1)

entonces f = 0 c.s.

Demostración. Supongamos que f cumple (3.1). Pongamos, para t ∈ [−π,π],

g (t ) =
∫ t

−π
f (u)du.

De esta forma se tiene, como consecuencia del teorema fundamental del Cálculo, que g

es absolutamente continua en [−π,π], y que (g (t )−c)′ = f (t ) c.s. para cualquier constan-

te c ∈C.

Observamos que g (π) = g (−π) = 0. Ahora, al integrar por partes,∫ π

−π
(g (t )− c)e i nt d t =− i

n
(g (t )− c)e i nt

∣∣t=π
t=−π+

i

n

∫ π

−π
f (t )e i nt d t = 0 (3.2)

si n ̸= 0. Escojamos c = 1
2π

∫ π
−π g (t )d t , de modo que la integral se anule incluso si n = 0, y

definamos

F (t ) = g (t )− c,

continua en [−π,π]. Evidentemente F (−π) = −c = F (π). De este modo, el teorema de

aproximación trigonométrica de Weierstrass permite afirmar que para cada ε > 0 existe

un polinomio trigonométrico

P (t ) =
n∑

k=−n
ck e i kt

tal que ∥F −P∥∞ < ε.

Notemos que |F (t )|2 = F (t )F (t ) y que, por (3.2), para cada k ∈Z se tiene∫ π

−π
F (t )e i kt d t = 0,
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luego ∫ π

−π
F (t )e−i kt d t =

∫ π

−π
F (t )e i kt d t =

∫ π

−π
F (t )e i kt d t = 0

y, entonces, ∫ π

−π
F (t )P (t )d t = 0.

Ahora, podemos escribir

∥F∥2
2 =

∫ π

−π
|F (t )|2 d t =

∫ π

−π
F (t )(F (t )−P (t ))d t ≤ ε

∫ π

−π
|F (t )| d t ≤ εp2π∥F∥2 ,

donde la última acotación se deduce de la desigualdad de Hölder —nótese que, al ser

continua, F ∈ L2[−π,π]—. Finalmente, si suponemos F ̸= 0, esto es, que ∥F∥2 ̸= 0, pode-

mos dividir en la anterior desigualdad, de donde se sigue que

∥F∥2 ≤ ε
p

2π

para todo ε> 0, y debe ser F ≡ 0 en cualquier caso. De esta manera, se tiene que g (t ) = c

para cada t ∈ [−π,π], luego f (t ) = g ′(t ) = 0 para casi todo t ∈ [−π,π].

Es sencillo deducir ahora, por medio de la caracterización que vimos en el anterior capí-

tulo, el resultado que veníamos anunciando:

Teorema 3.3. El sistema trigonométrico es completo en Lp [−π,π] para todo p ∈ [1,∞).

Demostración. Supongamos que no es completo. En ese caso, en virtud de la proposi-

ción 2.13, existiría una función no nula φ ∈ Lq [−π,π], con p y q exponentes conjugados,

y tal que para cada n ∈Z ∫ π

−π
φ(t )e i nt d t = 0.

Ahora bien, Lq [−π,π] ⊂ L1[−π,π] y, entonces, por el teorema anterior, debe ser φ= 0 c.s.,

y llegamos así a una contradicción.

Pese a que C [−π,π] ⊂ Lp [−π,π] para todo p ∈ [1,∞], el sistema trigonométrico no es

completo en C [−π,π], hecho que se deriva del siguiente resultado. En particular, se de-

duce que el recíproco de la proposición 2.12 es, en general, falso.

Proposición 3.4. Las únicas funciones f ∈C [−π,π] que pueden ser aproximadas unifor-

memente por polinomios trigonométricos son aquellas tales que f (−π) = f (π).
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Demostración. Supongamos que f ∈ C [−π,π], y que existe una sucesión de polinomios

trigonométricos {Pn}∞n=1 que converge uniformemente a f . Como los polinomios trigo-

nométricos son periódicos y de período 2π, para cada n ∈N se tiene que Pn(−π) = Pn(π).

Ahora bien, como la convergencia uniforme implica la convergencia puntual, se tiene

que

f (−π) = ĺım
n→∞Pn(−π) = ĺım

n→∞Pn(π) = f (π).

3.2. La exactitud del sistema trigonométrico

Veremos que, en analogía con el caso de L2[−π,π], en el que forma una base ortonormal,

el sistema trigonométrico es exacto en Lp [−π,π]. Por contra, no aproxima las funciones

continuas en [−π,π], pero basta añadir un término adecuado para que sea completo en

C [−π,π].

Proposición 3.5. El sistema trigonométrico es exacto en Lp [−π,π] para todo p ∈ [1,∞) y

tiene deficiencia 1 en C [−π,π].

Demostración. Como ya hemos visto, el sistema trigonométrico es completo en Lp [−π,π]

si p ∈ [1,∞). Puesto que es un sistema ortogonal en L2[−π,π], se tiene que, fijado n ∈N,∫ π

−π
e i nt e i kt d t = 0

si k ̸= n. Como las exponenciales complejas son continuas, pertenecen, en particular, a

Lq [−π,π] para cada q ∈ [1,∞] y entonces, por la proposición 2.13 se tiene que el sistema

{e i kt }∞k=−∞ \ {e i nt } no es completo en Lp [−π,π].

Para la segunda afirmación consideremos λ ∈ C \Z, y sea f ∈ C [−π,π]. Podemos tomar

c ∈C adecuado para que la función

g (t ) = f (t )− ce iλt

verifique que g (π) = g (−π): para que se dé la igualdad debe ser

f (π)− ce iλπ = g (π) = g (−π) = f (−π)− ce−iλπ,
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luego tomando

c = f (π)− f (−π)

e iλπ−e−iλπ

se resuelve el problema. Obsérvese que el denominador no se anula, pues

e iλπ−e−iλπ = 2i senλπ ̸= 0

si λ ∉Z.

Ahora, como g es continua en [−π,π], el teorema de aproximación trigonométrica de

Weierstrass, nos permite afirmar que para cada ε > 0 existe un polinomio trigonométri-

co Q tal que

∥g −Q∥∞ < ε.

Poniendo P (t ) = Q(t )+ ce iλt , llegamos a que, para cada ε > 0, existe una combinación

lineal P (t ), de elementos del sistema

{e i nt }∞n=−∞∪ {e iλt }

tal que

∥ f −P∥∞ < ε.

Esto es, que dicho sistema es completo en C [−π,π] y, en consecuencia, el sistema trigo-

nométrico tiene deficiencia 1 en C [−π,π].

En el proceso de demostración de la proposición anterior hemos probado también el

siguiente resultado:

Teorema 3.6. Para cada λ ∈C\Z, el sistema

{e i nt }∞n=−∞∪ {e iλt }

es completo en C [−π,π].

Nos preguntamos si el sistema trigonométrico puede ser completo en un intervalo de

amplitud mayor que 2π, en alguno de los espacios que nos interesan. La respuesta es

negativa, como se deduce de la siguiente proposición.

Proposición 3.7. El sistema trigonométrico es incompleto en Lp (I ) para cualquier inter-

valo I ⊂R con m(I ) > 2π y p ∈ [1,∞).
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Demostración. Asumiremos primero que existe ε> 0 tal que [−π−ε,π+ε] ⊂ I . Definamos

φ(t ) =


−1, −π−ε< t <−π+ε,

1, π−ε< t <π+ε,

0, en el resto de casos.

Entoncesφ ∈ Lq (I ) para q ∈ [1,∞], por ser continua a trozos y acotada en todo I . Se tiene,

si n ̸= 0, que∫
I
φ(t )e i nt d t =−

∫ −π+ε

−π−ε
e i nt d t +

∫ π+ε

π−ε
e i nt d t = i

n
e i nt

∣∣t=−π+ε
t=−π−ε−

i

n
e i nt

∣∣t=π+ε
t=π−ε

= (−1)n i

n

(
e i nε−e−i nε−e i nε+e−i nε)= 0.

Y para n = 0 ∫
I
φ(t )d t =−

∫ −π+ε

−π−ε
1d t +

∫ π+ε

π−ε
1d t =−2ε+2ε= 0.

De esta forma, ∫
I
φ(t )e i nt d t = 0, n ∈Z

y, en virtud de la proposición 2.13, el sistema trigonométrico es incompleto en Lp (I ).

Sea J un intervalo tal que [−π− ε,π+ ε] ⊂ J . Ahora, para un intervalo I cualquiera, con

m(I ) > 2π, bastaría realizar un desplazamiento adecuado de la variable t , de la forma

φ(t ) = t +a, de tal manera que φ(I ) = J . De este modo, el operador

T : Lp (J ) −→ Lp (I )

f 7−→ f ◦φ

es lineal, continuo y biyectivo. Luego, en virtud del corolario 2.8, el sistema

{T (e i nt )}
∞
n=−∞ = {e i nφ(t )}

∞
n=−∞ = {e i nae i nt }

∞
n=−∞

es incompleto en Lp (I ), pero

〈{e i nae i nt }
∞
n=−∞〉 = 〈{e i nt }

∞
n=−∞〉

y, entonces, el sistema trigonométrico es incompleto en Lp (I ).
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Es suficiente tener en cuenta la proposición 3.7 y la negación de la proposición 2.12 para

deducir que el sistema trigonométrico tampoco puede ser completo en C (I ), en caso de

que I sea un intervalo compacto.

3.3. El conjunto {e i nt }∞n=1

Consideramos ahora el sistema {e i nt }∞n=1, resultante de suprimir los términos correspon-

dientes a los enteros no positivos del sistema trigonométrico. Parece razonable, en vista

de lo ya probado, que sea completo en Lp (I ) para intervalos I con m(I ) <π; sin embargo,

resulta serlo en intervalos de longitud mayor, tanto en Lp (I ) como en C (I ).

Comenzamos con la prueba de un teorema que nos permite deducir la completitud de

más conjuntos que el que hemos mencionado, y que precisa de la fórmula de Carleman.

Teorema 3.8. Sea {λn}∞n=1 una sucesión de números reales positivos y supongamos que

para algún A > 0 se verifica que

ĺımsup
R→∞

1

logR

∑
λn<R

1

λn
> A

π
.

Entonces {e iλn t }∞n=1 es completo en C [−A, A].

Demostración. Supongamos que el sistema es incompleto. Entonces, en virtud de la pro-

posición 2.14 y de la proposición 2.18, existiría una medida de Borel complejaµ en [−A, A]

no nula y tal que la función entera

g (z) =
∫ A

−A
e i zt dµ(t ), z ∈C

se anula en cada λn , n ∈ N, pero no es idénticamente nula. Consideremos ahora, para

cada z ∈C, la función f (z) = g
(
ze−i π2

)
, entera por ser composición de funciones enteras,

y tal que {
λne i π2

}∞
n=1

forman parte de los ceros de f , todos ellos en la parte positiva del eje imaginario. Aplica-

remos la fórmula de Carleman a f .
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Escribamos z = r e iθ, para r ≥ 0 y θ ∈ [0,2π). Entonces,

i zte−i π2 =−r t
(
sen

(
θ− π

2

)− i cos
(
θ− π

2

))
.

Como
∣∣e iω

∣∣= eRe(ω) para cada ω ∈C y la función exponencial es creciente, podemos aco-

tar

| f (z)| = ∣∣g (ze−i π2 )
∣∣≤ ∫ A

−A

∣∣∣e i zte−i π2
∣∣∣ d |µ| (t ) =

∫ A

−A
e−r t sen(θ−π

2 ) d |µ| (t )

≤
∫ A

−A
e Ar |sen(θ−π

2 )|d |µ| (t ) ≤ Me Ar |cosθ|, (3.3)

donde se ha utilizado que sen
(
π
2 −θ) = cosθ, que la función sen es impar y que M =

|µ| ([−A, A]) > 0.

Notemos que, si aplicamos la desigualdad anterior y tenemos en cuenta que la función

logaritmo es creciente, para cada R ≥ 1 se tiene que

1

πR

∫ π

0
log

∣∣ f (Re iθ)
∣∣senθdθ ≤ 1

πR

∫ π

0
log

(
Me AR|cosθ|)senθdθ

= 1

πR

∫ π

0
(AR |cosθ|+ log M)senθdθ

= 1

πR

(
AR

∫ π

0
|cosθ| dθ+ log M

∫ π

0
senθdθ

)
= 1

πR
(2AR +2log M)

= 2

π
A+ 2

π

log M

R
≤ 2

π
A+ 2

π
log M

De nuevo, como |cosθ| ≤ 1, de (3.3) podemos deducir que
∣∣ f (r e iθ)

∣∣ ≤ Me Ar , para cada

r > 0. De esta forma,

log | f (r ) f (−r )| = log | f (r )|+ log | f (−r )| ≤ log Me Ar + log Me Ar ≤ 2log M +2Ar

y entonces, si R ≥ 1,

1

2π

∫ R

1

( 1

r 2
− 1

R2

)
log | f (r ) f (−r )|dr ≤

≤ log M

π

∫ R

1

( 1

r 2
− 1

R2

)
dr + A

π

∫ R

1

( 1

r 2
− 1

R2

)
r dr
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= log M

π

(R −1)2

R2
+ A

π

(1

2

( 1

R2
−1

)
+ logR

)
≤ log M

π
+ A

π
logR.

Si zk = rk e iθk , 1 ≤ k ≤ n, son los ceros de f en la región {z : Im(z) ≥ 0, 1 ≤ |z| ≤ R}, al apli-

car la fórmula de Carleman a f tenemos, para cada R ≥ 1 —obsérvese que la condición

|z| ≤ R implica que los sumatorios son de términos positivos—, que

∑
1≤λn<R

(
1

λn
− λn

R2

)
≤

n∑
k=1

(
1

rk
− rk

R2

)
senθk

= 1

πR

∫ π

0
log

∣∣ f (Re iθ)
∣∣senθdθ

+ 1

2π

∫ R

1

( 1

r 2
− 1

R2

)
log | f (r ) f (−r )|dr +ξ(R),

donde ξ(R) es una función acotada de R. Ahora, notemos que no puede haber infinitos

ceros de f tales que 0 ≤ λn ≤ 1 pues, como [0, i ] es compacto, existiría una subsucesión

de estos convergente a un punto de [0, i ], en contra del principio de los ceros aislados.

Por lo tanto, ∑
0≤λn<1

(
1

λn
− λn

R2

)
es una función acotada de R. Podemos entonces escribir

∑
λn<R

(
1

λn
− λn

R2

)
≤ 1

πR

∫ π

0
log

∣∣ f (Re iθ)
∣∣senθdθ

+ 1

2π

∫ R

1

( 1

r 2
− 1

R2

)
log | f (r ) f (−r )|dr +ξ(R), (3.4)

donde ξ(R) es una función acotada de R, posiblemente distinta de la anterior. Llevando

las cotas obtenidas a (3.4) llegamos a que

∑
λn<R

(
1

λn
− λn

R2

)
≤ A

π
logR +C

para cierta constante C > 0. Entonces,

ĺımsup
R→∞

1

logR

∑
λn<R

(
1

λn
− λn

R2

)
≤ A

π
.
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Veamos, para concluir, que

ĺımsup
R→∞

1

logR

∑
λn<R

(
1

λn
− λn

R2

)
= ĺımsup

R→∞
1

logR

∑
λn<R

1

λn
.

Al ser λn
R2 > 0 para cada R > 0, el lado izquierdo no puede superar al derecho en la anterior

igualdad. Para probar la desigualdad contraria, consideremos β ∈ (0,1). De esta forma,

para cada R > 0,

∑
λn<R

(
1

λn
− λn

R2

)
≥ ∑
λn<βR

1

λn

(
1− λ2

n

R2

)
> ∑
λn<βR

1

λn
(1−β2).

Se sigue que

1

logβR

∑
λn<βR

1

λn
< 1

(1−β2)

1

logβR

∑
λn<R

(
1

λn
− λn

R2

)
= 1

(1−β2)

1

1+ logβ
logR

1

logR

∑
λn<R

(
1

λn
− λn

R2

)

y, tomando límites superiores,

ĺımsup
R→∞

1

logR

∑
λn<R

1

λn
= ĺımsup

R→∞
1

logβR

∑
λn<βR

1

λn

≤ 1

(1−β2)
ĺımsup

R→∞
1

logR

∑
λn<R

(
1

λn
− λn

R2

)
.

Basta ahora hacer β→ 0+ en la última desigualdad para obtener el resultado. Se tiene,

por tanto, que

ĺımsup
R→∞

1

logR

∑
λn<R

1

λn
= ĺımsup

R→∞
1

logR

∑
λn<R

(
1

λn
− λn

R2

)
≤ A

π
,

y queda probado el resultado.

Observación 3.9.

1. En la prueba anterior nada nos garantiza que las sumas converjan cuando R →∞, y el

límite puede no existir. En cambio, los límites superior e inferior siempre existen.
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2. Si revisamos la proposición 1.13, deducimos que bastará verificar la desigualdad del

teorema anterior para una sucesión adecuada que nos permitirá obtener una condi-

ción, en general, más manejable. Habitualmente consideraremos

ĺımsup
n→∞

1

logn

∑
λk<n

1

λk
.

En virtud de la observación anterior, estaremos interesados en el siguiente límite:

Lema 3.10. Se verifica que

ĺım
n→∞

1

logn

n−1∑
k=1

1

k
= 1.

Demostración. Sean {an}∞n=1 =
{∑n−1

k=1
1
k

}∞
n=1

y {bn}∞n=1 =
{ 1

logn

}∞
n=1

. Tenemos

ĺım
n→∞

an+1 −an

bn+1 −bn
= ĺım

n→∞
1

log(n +1)− logn

( n∑
k=1

1

k
−

n−1∑
k=1

1

k

)
= ĺım

n→∞
1

n log n+1
n

= ĺım
n→∞

n

n
= 1,

puesto que
{
log n+1

n

}∞
n=1

∼ { 1
n

}∞
n=1

. Basta aplicar el criterio de Stolz a {an/bn}∞n=1.

Podemos deducir ahora un corolario del teorema 3.8, en relación con el sistema {e i nt }∞n=1.

Corolario 3.11. El sistema {e i nt }∞n=1 es completo en C [−A, A] si 0 < A <π.

Demostración. Basta considerar la sucesión de los números naturales. Por la proposi-

ción 1.13 y el lema anterior se tiene que

ĺımsup
R→∞

1

logR

∑
λn<R

1

λn
≥ ĺımsup

n→∞
1

logn

n−1∑
k=1

1

k
= ĺım

n→∞
1

logn

n−1∑
k=1

1

k
= 1 > A

π
.

Nos planteamos si, existiendo alguna relación entre el sistema {e i nt }∞n=1 y otro sistema

{e iλn t }∞n=1, con exponentes positivos no necesariamente naturales, podemos deducir la

completitud del último en C [−A, A]. Dada la formulación del teorema 3.8, en términos

de una sucesión de exponentes arbitraria, parece razonable deducir dicho resultado a

partir de él.

Comenzamos probando un resultado más general que el del lema 3.10:
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Lema 3.12. Si a > 0,

ĺım
n→∞

1

logn

⌊an⌋∑
k=1

1

k
= 1.

Demostración. Observemos que

ĺım
n→∞

1

logn

⌊an⌋∑
k=1

1

k
= ĺım

n→∞
log⌊an⌋

logn

1

log⌊an⌋
⌊an⌋∑
k=1

1

k

=
(

ĺım
n→∞

log⌊an⌋
logn

)(
ĺım

n→∞
1

log⌊an⌋
⌊an⌋∑
k=1

1

k

)
.

Como la función logaritmo es creciente, de la definición de parte entera se deduce que

log(an −1)

logn
≤ log⌊an⌋

logn
≤ log an

logn

y, como
log an

logn
= log a

logn
+1

n→∞−→ 1

y {log(an −1)}∞N=1 ∼ {log an}∞n=1, debe ser

ĺım
n→∞

log⌊an⌋
logn

= 1.

En virtud del lema 3.10, se tiene el resultado.

Podemos ahora establecer el siguiente teorema que compara las sucesiones de exponen-

tes mediante el límite inferior del cociente de sus términos:

Teorema 3.13. Si {λn}∞n=1 es una sucesión de números reales positivos tal que

ĺıminf
n→∞

n

λn
> A

π
,

entonces el sistema {e iλn t }∞n=1 es completo en C [−A, A].

Demostración. Veremos que

l1 = ĺımsup
n→∞

1

logn

∑
λk<n

1

λk
≥ ĺıminf

n→∞
n

λn
= l2
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y, por la proposición 1.13 y el teorema 3.8, quedará probado el enunciado.

Supongamos que existe α ∈ R tal que l1 < α < l2 —nótese que, necesariamente, α > 0—.

Pongamos am = ı́nfn≥m
n
λn

para cada m ∈N. Ahora, como

ĺım
m→∞am = l2,

se deduce que existe n0 ∈N tal que am >α si m ≥ n0. Luego, por definición de ínfimo,

n

λn
>α (3.5)

o, equivalentemente,
1

λn
> α

n

para todo n ≥ n0.

Podemos escribir ahora, para cada n ≥ n0,

∑
λk<n

1

λk
= ∑
λk<n
k≥n0

1

λk
+ ∑
λk<n
k<n0

1

λk
≥ ∑
λk<n
k≥n0

1

λk
≥α ∑

λk<n
k≥n0

1

k

y, por tanto,
1

logn

∑
λk<n

1

λk
≥α 1

logn

∑
λk<n
k≥n0

1

k
. (3.6)

Notemos que la condición (3.5) implica que

αλk < k ≤ n

si n0 ≤ k ≤ n, de donde se deduce que

αλk < k ≤ ⌊αn⌋ ≤αn

si n0 ≤ k ≤ ⌊αn⌋. Esto último nos lleva a que

λk < n, si n0 ≤ k ≤ ⌊αn⌋.
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Llevando esto a la desigualdad (3.6) obtenemos que

1

logn

∑
λk<n

1

λk
≥α 1

logn

∑
λk<n
k≥n0

1

k
≥α 1

logn

⌊αn⌋∑
k=n0

1

k
.

Tomando límites cuando n →∞ y teniendo en cuenta el lema 3.12 llegamos a que l1 ≥α,

en contra de lo que habíamos supuesto.
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Capı́tulo 4
Exponenciales cercanas al sistema

trigonométrico

A la vista de las propiedades de completitud obtenidas en el anterior capítulo, parece

oportuno plantearnos si, dada algún tipo de relación de “proximidad” entre un sistema

de exponenciales complejas {e iλn t }∞n=−∞ y el sistema trigonométrico, se mantienen las

propiedades de completitud. Estaremos interesados en perturbaciones λn de los enteros

n tales que las cantidades |λn |− |n|, o bien |λn −n|, sean suficientemente pequeñas para

garantizar la completitud del sistema {e iλn t }∞n=−∞ en Lp [−π,π].

Comenzamos presentando una serie de resultados generales en los espacios Lp [−π,π] y,

posteriormente, revisaremos el caso particular del espacio L2[−π,π], en el que el teorema
1
4 de Kadec nos permitirá afinar un poco más, al disponer de un producto interno.

4.1. La estabilidad del sistema trigonométrico en Lp[−π,π]

Nuestro objetivo será demostrar que, si {λn}∞n=−∞ es una sucesión de números complejos

tales que

|λn | ≤ |n|+ 1

2p
, n ∈Z,

entonces el sistema {e iλn t }∞n=−∞ es completo en Lp [−π,π], para p ∈ (1,∞). La prueba de

este resultado se debe a Norman Levinson —véase [Lev40, cap. 1]—, y en ella están invo-

lucrados varios teoremas.
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La fórmula de Jensen juega un papel fundamental en la prueba del siguiente resultado,

que a su vez es la clave para demostrar el enunciado que mencionábamos antes. Se em-

plearán las notaciones introducidas en el apartado 1.2.1 a lo largo de la sección.

Teorema 4.1. Sean {λn}∞n=−∞ una sucesión de números complejos y p ∈ (1,∞). El conjun-

to {e iλn t }∞n=−∞ es completo en Lp [−π,π] si

ĺımsup
r→∞

(
N (r )−2r + 1

p
logr

)
>−∞.

Demostración. Supongamos que el sistema no es completo. Si q es el exponente conju-

gado de p, en virtud de la proposición 2.13 y el corolario 2.19, existe φ ∈ Lq [−π,π] tal que

la función entera

f (z) =
∫ π

−π
φ(t )e i zt d t

verifica que f (λn) = 0 para cada n ∈Z, pero no es idénticamente nula. Supongamos que

∥φ∥q ≤ 1 —en caso contrario, bastaría tomar φ
∥φ∥q

, que cumple también con lo anterior—,

y sea 0 < ε<π. Si escribimos z = x + i y , con x, y ∈R, se tiene que

| f (z)| ≤
∫
|t |<π−ε

|φ(t )|e−y t d t +
∫
π−ε≤|t |≤π

|φ(t )|e−y t d t . (4.1)

Al aplicar la desigualdad de Hölder y, puesto que la función exponencial es creciente y

toma valores estrictamente positivos, como p > 1,

∫
|t |<π−ε

|φ(t )|e−y t d t ≤
(∫

|t |<π−ε
|φ(t )|q d t

) 1
q
(∫

|t |<π−ε
e−y t p d t

) 1
p

≤ ∥φ∥q

(∫
|t |<π−ε

e |y |t p d t

) 1
p ≤

(∫
|t |<π−ε

e |y |t p d t

) 1
p

=
(

e |y |t p

|y |p
∣∣t=π−ε

t=−π+ε

) 1
p

≤
(

e |y |(π−ε)p

|y |p
) 1

p

≤ e |y |(π−ε) |y |− 1
p , y ̸= 0.

De forma similar,

∫
π−ε≤|t |≤π

|φ(t )|e−y t d t ≤
(∫
π−ε≤|t |≤π

|φ(t )|q d t

) 1
q
(∫
π−ε≤|t |≤π

e−y t p d t

) 1
p

≤λ(ε)

(∫
|t |≤π

e |y |t p d t

) 1
p =λ(ε)

(
e |y |t p

|y |p
∣∣t=π

t=−π

) 1
p
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≤λ(ε)

(
e |y |πp

|y |p

) 1
p

≤λ(ε)e |y |π |y |− 1
p , y ̸= 0,

donde

λ(ε) =
(∫
π−ε≤|t |≤π

|φ(t )|q d t

) 1
q ε→0+−→ 0.

De este modo,

| f (z)| ≤ e |y |π |y |− 1
p
(
e−|y |ε+λ(ε)

)
y, si z = r e iθ, como y = r senθ, resulta que

| f (z)| ≤ er |senθ|πr− 1
p |senθ|− 1

p
(
e−r |senθ|ε+λ(ε)

)
, senθ ̸= 0.

Si aplicamos el corolario 1.18 a f , se tiene que

N (r ) < 1

2π

∫ 2π

0
log

∣∣ f (r e iθ)
∣∣dθ+C ,

para cierto C > 0 y, teniendo en cuenta la cota anterior, obtenemos que

N (r ) < 1

2π

∫ 2π

0
log

(
er |senθ|πr− 1

p |senθ|− 1
p
(
e−r |senθ|ε+λ(ε)

))
dθ+C

= 1

2π

(
πr

∫ 2π

0
|senθ| dθ− 1

p
logr

∫ 2π

0
1dθ− 1

p

∫ 2π

0
log |senθ|dθ

+
∫ 2π

0
log

(
e−r |senθ|ε+λ(ε)

)
dθ

)
+C

= 2r − 1

p
logr + 1

2π

∫ 2π

0
log

(
e−εr |senθ|+λ(ε)

)
dθ− 1

2πp

∫ 2π

0
log |senθ|dθ+C ,

luego

N (r )−2r + 1

p
logr < 1

2π

∫ 2π

0
log

(
e−εr |senθ|+λ(ε)

)
dθ+C∗, (4.2)

para cierto C∗ > 0, pues θ 7→ log |senθ| es integrable en [0,2π].

Sea M > 0. Notemos que, como λ(ε) → 0 cuando ε→ 0+, existe δ> 0, con δ<π, tal que si

ε< δ, entonces

λ(ε) < 1

2
e−M .
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Consideremos un ε fijo tal que 0 < ε< δ≤π. Se tiene que, si 0 < γ< π
2 , entonces

|senθ| ≥ senγ, θ ∈ [γ,π−γ]∪ [π+γ,2π−γ].

De esta forma, 0 < e−εr |senθ| ≤ e−εr senγ → 0 cuando r → ∞, luego existe K > 0 —que

depende de γ y de ε— tal que si r > K , entonces

e−εr |senθ| < 1

2
e−M

para cada θ ∈ [γ,π−γ]∪ [π+γ,2π−γ].

Pongamos Ωγ = [γ,π−γ]∪ [π+γ,2π−γ]. Observamos que, para todos ε > 0 y θ ∈ R, se

tiene que log
(
e−εr |senθ|+λ(ε)

)≤ log(1+∥φ∥q ). Por lo tanto, fijemos γ ∈ (
0, π4

)
tal que

1

2π

∫
[0,2π]\Ωγ

log
(
e−εr |senθ|+λ(ε)

)
dθ ≤ 2

π
γ log

(
1+∥φ∥q

)≤ 1,

y notemos que
m(Ωγ)

2π
= 2π−4γ

2π
> 2π−π

2π
= 1

2
.

Como el logaritmo es creciente, al llevar las cotas anteriores a (4.2) obtenemos que

N (r )−2r + 1

p
logr < 1

2π

∫ 2π

0
log

(
e−εr |senθ|+λ(ε)

)
dθ+C∗

= 1

2π

∫
Ωγ

log
(
e−εr |senθ|+λ(ε)

)
dθ

+ 1

2π

∫
[0,2π]\Ωγ

log
(
e−εr |senθ|+λ(ε)

)
dθ+C∗

≤−M
2π−4γ

2π
+ 1

2π

∫
[0,2π]\Ωγ

log
(
e−εr |senθ|+λ(ε)

)
dθ+C∗

≤−1

2
M +1+C∗

para r > K . Como M es arbitrario y positivo, debe ser

ĺımsup
r→∞

(
N (r )−2r + 1

p
logr

)
=−∞,

en contra de la hipótesis.
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El siguiente lema nos proporcionará cotas adecuadas para las cantidades N (r ) del teore-

ma 4.1, necesarias en la prueba del próximo teorema.

Lema 4.2. Sea a >−3
2 . Para cada n ∈N se tiene que

∫ n+1

n

x −⌊x⌋− 1
2

x +a
d x < 0.

Demostración. Notamos que la función f (x) = x −⌊x⌋− 1
2 , x ∈ R, es periódica con perío-

do 1. Por otro lado, si x ∈ (n,n + 1
2 ), donde n ∈ N, se tiene que 2n − x ∈ (n − 1

2 ,n) y, por

tanto,

− f (x) =−x +⌊x⌋+ 1

2
=−x +n + 1

2
= 2n −x − (n −1)− 1

2

= 2n −x −⌊2n −x⌋− 1

2
= f (2n −x). (4.3)

En virtud del teorema del cambio de variable, tenemos que

∫ n+1

n

f (x)

x +a
d x =

∫ n+ 1
2

n

f (x)

x +a
d x +

∫ n+1

n+ 1
2

f (x)

x +a
d x =

∫ n+ 1
2

n

f (x)

x +a
d x +

∫ n− 1
2

n−1

f (2n −x)

2n −x +a
d x.

Por la periodicidad de la función,

f (2n −x) = f (2n −x −2) = f (2(n −1)−x)

y, por (4.3),

f (2(n −1)−x) =− f (x), x ∈ (
n −1,(n −1)+ 1

2

)= (
n −1,n − 1

2

)
.

De esta forma,

∫ n+1

n

f (x)

x +a
d x =

∫ n+ 1
2

n

f (x)

x +a
d x −

∫ (n−1)+ 1
2

n−1

f (x)

2n −x +a
d x.

Observamos que, si x ∈ [n,n + 1
2 ), n ∈N, entonces f (x) < 0. Por lo tanto —utilizando, de

nuevo, la periodicidad de f —, podemos acotar

∫ n+1

n

f (x)

x +a
d x <

∫ n+ 1
2

n

f (x)

n + 1
2 +a

d x −
∫ (n−1)+ 1

2

n−1

f (x)

n + 1
2 +a

d x
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=
∫ n+ 1

2

n

f (x)

n + 1
2 +a

d x −
∫ n+ 1

2

n

f (x)

n + 1
2 +a

d x = 0,

y se concluye.

Teorema 4.3. Sean p ∈ (1,∞), N un entero no negativo y {λn}∞n=−∞ una sucesión de nú-

meros complejos tales que

|λn | ≤ |n|+ 1

2
N + 1

2p
, n ∈Z. (4.4)

Entonces el sistema {e iλn t }∞n=−∞ tiene deficiencia N en Lp [−π,π]. En particular, se deduce

que es suficiente que

|λn | ≤ |n|+ 1

2p
, n ∈Z. (4.5)

para que el sistema {e iλn t }∞n=−∞ sea completo en Lp [−π,π], 1 < p <∞.

Demostración. Notemos que la condición (4.4) implica que, para cada n ∈Z,

|λk | ≤ |n|+ 1

2
N + 1

2p
, |k| ≤ |n| .

Esto es, para cada n ∈ Z hay al menos 2 |n|+1 puntos de la sucesión en el disco cerrado

D
(
0, |n|+ 1

2 N + 1
2p

)
. De esta forma, si escribimos n1(t ) = #{n : |λn | ≤ t } para cada t ≥ 0, se

tiene que

n1(t ) ≥ 2 |n|+1 si |n +1|+ 1

2
N + 1

2p
> t ≥ |n|+ 1

2
N + 1

2p
,

lo que equivale a que

n1(t ) ≥ 2 |n|+1 si |n +1| > t − 1

2
N − 1

2p
≥ |n| ,

es decir,

n1(t ) ≥ 2 |n|+1 si
⌊

t − 1

2
N − 1

2p

⌋
= |n| .

En particular, para todo t ≥ N +1, tenemos que

n1(t ) ≥ 1+2
⌊

t − 1

2
N − 1

2p

⌋
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y, si a ≥ N +1, entonces

∫ r

a

n1(t )

t
d t ≥ 2

∫ r

a

1
2 +

⌊
t − 1

2 N − 1
2p

⌋
t

d t (4.6)

= 2
∫ r

a

t − 1
2 N − 1

2p

t
d t −2

∫ r

a

t − 1
2 N − 1

2p −⌊
t − 1

2 N − 1
2p

⌋− 1
2

t
d t

= 2r −N logr − 1

p
logr −2

∫ r

a

t − 1
2 N − 1

2p −⌊
t − 1

2 N − 1
2p

⌋− 1
2

t
d t +C ,

donde C = N log a + 1
p log a −2a.

Sean µ1,µ2, . . . ,µN ∈ C distintos de todos los elementos de la sucesión {λn}∞n=−∞ y tales

que |µ1| < |µ2| < · · · < |µN |. Si consideramos el sistema

{e iλn t }∞n=−∞∪ {e iµn t }N
n=1,

y ponemos

n2(t ) = #({n : |λn | ≤ t }∪ {n : |µn | ≤ t }) , t ≥ 0,

tenemos que n2(t ) = n1(t ) + N para todo t ≥ |µN |. Así, fijado a ≥ máx{|µN | , N +1}, la

desigualdad (4.6) nos permite escribir

N2(r ) =
∫ r

1

n2(t )

t
d t >

∫ r

a

n2(t )

t
d t =

∫ r

a

n1(t )

t
d t +N logr −N log a

= 2r − 1

p
logr −2

∫ r

a

t − 1
2 N − 1

2p −⌊
t − 1

2 N − 1
2p

⌋− 1
2

t
d t +C∗,

con C∗ = 1
p log a −2a. En virtud de la proposición 1.13 y el lema 4.2,

ĺımsup
r→∞

(
N2(r )−2r + 1

p
logr

)
≥ ĺımsup

r→∞

(
−2

∫ r

a

t − 1
2 N − 1

2p −⌊t − 1
2 N − 1

2p ⌋− 1
2

t
d t +C∗

)

= ĺımsup
r→∞

(
−2

∫ r− 1
2 N− 1

2p

a− 1
2 N− 1

2p

t −⌊t⌋− 1
2

t + 1
2 N + 1

2p

d t +C∗
)

≥ ĺımsup
n→∞

(
−2

∫ n

a− 1
2 N− 1

2p

t −⌊t⌋− 1
2

t + 1
2 N + 1

2p

d t +C∗
)
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=−2 ĺıminf
n→∞

(∫ n

a− 1
2 N− 1

2p

t −⌊t⌋− 1
2

t + 1
2 N + 1

2p

d t

)
+C∗

=−2 ĺıminf
n→∞

 n−1∑
k=⌈a− 1

2 N− 1
2p ⌉

∫ k+1

k

t −⌊t⌋− 1
2

t + 1
2 N + 1

2p

d t

−2M +C∗

≥−2M +C∗,

donde

M =
∫ ⌈a− 1

2 N− 1
2p ⌉

a− 1
2 N− 1

2p

t −⌊t⌋− 1
2

t + 1
2 N + 1

2p

d t <∞.

Al aplicar el teorema 4.1 se concluye que el sistema

{e iλn t }∞n=−∞∪ {e iµn t }N
n=1

es completo en Lp [−π,π], como queríamos.

Podemos preguntarnos ahora si las cotas (4.4) son mejorables, en el sentido de que al-

guna cota más gruesa para el módulo de los elementos de la sucesión de exponentes

{λn}∞n=−∞ garantizase la completitud del sistema {e iλn t }∞n=−∞ en Lp [−π,π], al añadirle N

términos adicionales. La respuesta, negativa, es el contenido del teorema 4.5.

Lema 4.4. Sean t ∈ [−π,π] y h la función definida en [−1,1] por

h(r ) = 1+2r cos t + r 2.

Entonces h alcanza su mínimo absoluto en r =−cos t , donde

h(−cos t ) = 1−cos 2t = sen 2t .

Demostración. Está claro que h es continua, luego el teorema de Weierstrass permite

afirmar que alcanza su mínimo absoluto en el intervalo [−1,1]. Se tiene que

h′(r ) = 2cos t +2r = 2(cos t + r ) = 0

si y solo si r =−cos t . Como h′′(−cos t ) = 2 > 0, tenemos que h presenta un único mínimo

relativo en r = −cos t , en el interior del intervalo. Puesto que (1+ cos t )2 = 1+ 2cos t +
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cos 2t ≥ 0, resulta que

h(1) = 2+2cos t ≥ 1−cos 2t = h(−cos t )

y, como (1−cos t )2 = 1−2cos t +cos 2t ≥ 0, se tiene también que

h(−1) = 2−2cos t ≥ 1−cos 2t = h(−cos t ),

y se concluye que h alcanza su mínimo absoluto en r =−cos t .

Teorema 4.5. Sean ε> 0 y {λn}∞n=−∞ una sucesión de números complejos tales que

|λn | ≤ |n|+ 1

2
N + 1

2p
+ε, n ∈Z,

para algún entero no negativo N . Entonces el conjunto {e iλn t }∞n=−∞ no es necesariamente

completo en Lp [−π,π], 1 < p < ∞, al añadir N exponenciales {e iµn t }N
n=1. En particular,

para cada ε> 0 existe algún conjunto {e iλn t }∞n=−∞ que verifica que

|λn | ≤ |n|+ 1

2p
+ε, n ∈Z,

y es incompleto en Lp [−π,π], 1 ≤ p <∞.

Demostración. Dividiremos la prueba en dos partes.

Parte 1: N es par.

Consideremos, dado ε> 0,

λn =


n + 1

2 N + 1
2p +ε, n > 0,

0, n = 0,

n − 1
2 N − 1

2p −ε, n < 0,

para cada n ∈Z—obsérvese que |λn | = |n|+ 1
2 N + 1

2p +ε si n ̸= 0—. Notamos que, al ser N

un número par, 1
2 N es un entero no negativo y, entonces, el sistema {e iµn t }∞n=−∞, donde

µn =


n + 1

2p +ε, n > 0,

0, n = 0,

n − 1
2p −ε, n < 0,
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contiene al sistema {e iλn t }∞n=−∞, además de a las N funciones exponenciales

e i(1+ 1
2p +ε)t ,e i(2+ 1

2p +ε)t , . . . ,e i( 1
2 N+ 1

2p +ε)t ,e−i(1+ 1
2p +ε)t ,e−i(2+ 1

2p +ε)t , . . . ,e−i( 1
2 N+ 1

2p +ε)t .

Veamos que el sistema {e iµn t }∞n=−∞ no es completo en Lp [−π,π]. Sean c = 1
2p +ε y

φ(t ) = (
cos 1

2 t
)2c−1

sen 1
2 t , t ∈ [−π,π].

Observamos que t 7→ cos 1
2 t se anula en los extremos del intervalo [−π,π] y toma valores

no negativos en dicho intervalo. Si q es el exponente conjugado de p y 2c − 1 ≥ 0, se

tiene que φ ∈ Lq [−π,π], al ser acotada. Por otro lado, si 2c −1 < 0, tras aplicar la regla de

L’Hôpital se obtiene que

ĺım
t→π−

cos 1
2 t

π− t
= ĺım

t→π−
1

2
sen 1

2 t = 1

2

y que

ĺım
t→−π+

cos 1
2 t

π+ t
= ĺım

t→−π+−
1

2
sen 1

2 t = 1

2
,

luego

ĺım
t→π−

(
cos 1

2 t
)(2c−1)q

(π− t )(2c−1)q
=

(1

2

)(2c−1)q

= ĺım
t→−π+

(
cos 1

2 t
)(2c−1)q

(π+ t )(2c−1)q
.

Como 2qε> 0 y q
p = q −1, resulta que

(2c −1)q =
(
2
(

1
2p +ε

)
−1

)
q = q

p +2qε−q = 2qε−1 >−1,

y el criterio de comparación por cociente permite afirmar que la integral∫ π

−π

(
cos 1

2 t
)(2c−1)q

d t

es convergente, de donde se sigue que φ ∈ Lq [−π,π].

Si tomamos la rama principal del logaritmo —esto es, con el argumento en [−π,π)—, al

escribir seno y coseno en forma compleja, obtenemos que

(
cos 1

2 t
)2c−1 =

(
e

1
2 i t +e

1
2 i t

2

)2c−1

=
(

e− 1
2 i t

(
e i t +1

)
2

)2c−1

= e−ci t e
1
2 i t

(
e i t +1

)2c−1

22c−1
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y

sen 1
2 t = e

1
2 i t −e− 1

2 i t

2i
= e− 1

2 i t
(
e i t −1

)
2i

.

De este modo,

φ(t ) = e−ci t e
1
2 i t

(
e i t +1

)2c−1
e− 1

2 i t
(
e i t −1

)
i 22c

= i 2−2c e−ci t (
1+e i t )2c−1 (

1−e i t ) ,

luego, si n > 0, como µn = n + c,∫ π

−π
φ(t )e iµn t d t = i 2−2c

∫ π

−π

(
1+e i t )2c−1 (

1−e i t )e i nt d t

= i 2−2c
(∫ π

−π

(
1+e i t )2c−1

e i nt d t −
∫ π

−π

(
1+e i t )2c−1

e i (n+1)t d t
)

.

Notamos que, para todo r > 0 y cada t ∈ [−π,π],∣∣∣(1+ r e i t )2c−1
e i nt

∣∣∣= ∣∣∣(1+ r e i t )2c−1
∣∣∣ ∣∣e i nt

∣∣= ∣∣1+ r e i t
∣∣2c−1

.

Pero ∣∣1+ r e i t
∣∣2 = (1+ r cos t )2 + (r sen t )2 = 1+2r cos t + r 2,

luego se tiene que
∣∣1+ r e i t

∣∣ < 2 para todos 0 < r < 1 y t ∈ [−π,π], pues |cos t | ≤ 1. Si

tenemos en cuenta el lema 4.4, podemos escribir que

|sen t | ≤ ∣∣1+ r e i t
∣∣ , 0 < r < 1 y t ∈ [−π,π].

De esta forma, se tiene que∣∣∣(1+ r e i t
)2c−1

e i nt
∣∣∣< 22c−1 si 2c −1 ≥ 0, t ∈ [−π,π],∣∣∣(1+ r e i t

)2c−1
e i nt

∣∣∣≤ |sen t |2c−1 si 2c −1 < 0, t ∈ (−π,π), t ̸= 0.

para todo 0 < r < 1. De forma similar a como hicimos con t 7→ cos 1
2 t , vemos que la fun-

ción t 7→ |sen t |2c−1 es integrable en [−π,π] cuando 2c −1 < 0.

Teniendo en cuenta lo anterior, y que el desarrollo de Taylor de (1+ z)α converge unifor-

memente en los compactos de D(0,1) para todo α ∈C, al aplicar dos veces el teorema de
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la convergencia dominada, podemos escribir∫ π

−π

(
1+e i t )2c−1

e i nt d t = ĺım
r→1−

∫ π

−π

(
1+ r e i t )2c−1

e i nt d t

= ĺım
r→1−

∫ π

−π

∞∑
k=0

(
2c −1

k

)
r k e i kt e i nt d t

= ĺım
r→1−

∞∑
k=0

(
2c −1

k

)
r k

∫ π

−π
e i (n+k)t d t , n > 0

y los términos de la serie anterior son nulos para cada n ∈N, pues el sistema trigonomé-

trico es ortogonal. Por tanto, ∫ π

−π
φ(t )e iµn t d t = 0, n > 0. (4.7)

Como el coseno es una función par y el seno es una función impar, resulta que φ es tam-

bién impar y, en consecuencia, se tiene que∫ π

−π
φ(t )e iµ0t d t =

∫ π

−π
φ(t )d t = 0.

Asimismo, si tomamos conjugados en (4.7), como φ es real y, como iµn t = iµ−n t , obte-

nemos que

∫ π

−π
φ(t )e iµ−n t d t

∫ π

−π
φ(t )e iµn t d t =

∫ π

−π
φ(t )e iµn t d t = 0, n > 0.

Luego para todo n ∈Z se tiene que∫ π

−π
φ(t )e iµn t d t = 0

y, en virtud de la proposición 2.13, el sistema {e iµn t }∞n=−∞ no es completo en Lp [−π,π].

Parte 2: N es impar.

De forma similar, en caso de que N sea impar, consideramos, dado ε > 0, la sucesión

definida por

λn =
{

n + 1
2 N + 1

2p +ε, n ≥ 0,

n − 1
2 N − 1

2p −ε, n < 0,
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Al ser N impar, podemos escribir

1

2
N = 1

2
(N −1)+ 1

2
,

donde 1
2 (N −1) es un entero no negativo. De esta manera, si ponemos

µn =
{

n + 1
2 + 1

2p +ε, n ≥ 0,

n +1− 1
2 − 1

2p −ε, n < 0,

—obsérvese que µ−(n+1) =−µn para cada n ≥ 0— resulta que el sistema {e iµn t }∞n=−∞, con-

tiene al sistema {e iλn t }∞n=−∞, además de a las N funciones exponenciales

e i( p+1
2p +ε)t ,e i(1+ p+1

2p +ε)t , . . . ,e i( 1
2 (N−3)+ p+1

2p +ε)t

y

e−i( p+1
2p +ε)t ,e−i(1+ p+1

2p +ε)t , . . . ,e−i( 1
2 (N−1)+ 1

2p +ε)t .

Veamos que el sistema {e iµn t }∞n=−∞ no es completo en Lp [−π,π]. Sean c = 1
2 + 1

2p +ε y

φ(t ) = (
cos 1

2 t
)2c−2

, t ∈ [−π,π].

Si q es el exponente conjugado de p, podemos razonar de forma análoga al apartado an-

terior para ver queφ ∈ Lq [−π,π]. De igual modo, al tomar la rama principal del logaritmo,

tenemos que

(
cos 1

2 t
)2c−2 =

(
e

1
2 i t +e− 1

2 i t

2

)2c−2

=
(

e− 1
2 i t

(
e i t +1

)
2

)2c−2

= e−ci t e i t
(
e i t +1

)2c−2

22c−2
.

Por tanto, si n ≥ 0, ∫ π

−π
φ(t )e iµn t d t = 22−2c

∫ π

−π

(
1+e i t )2c−2

e i (n+1)t d t .

De nuevo, al aplicar el teorema de la convergencia dominada y tener en cuenta la orto-

gonalidad del sistema trigonométrico, se obtiene que

∫ π

−π
φ(t )e iµn t d t = 22−2c ĺım

r→1−

∞∑
k=0

(
2c −2

k

)
r k

∫ π

−π
e i (n+k+1)t d t = 0, n ≥ 0.
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De la misma manera que en el primer caso, al tomar conjugados en la igualdad anterior,

para cada n ≥ 0, se concluye que el sistema {e iµn t }∞n=−∞ no es completo en Lp [−π,π], en

virtud de la proposición 2.13.

Observación 4.6. Sean 1 < r < p <∞. Es sencillo, a partir del último resultado, encontrar

conjuntos completos en Lr [−π,π] que no lo son en Lp [−π,π]: si tomamos la sucesión de

números complejos {λn}∞n=−∞, definida para cada n ∈ Z por

λn =


n + 1

2p +ε, n > 0,

0, n = 0,

n − 1
2p +ε, n < 0,

donde

0 < ε≤ 1

2r
− 1

2p
,

el teorema 4.3 permite afimar que el sistema {e iλn t }∞n=−∞ es completo en Lr [−π,π], pues

|λn | ≤ |n|+ 1

2p
+ε≤ |n|+ 1

2r

pero, como vimos en la demostración del teorema 4.5, tal sistema no es completo en

Lp [−π,π]. En particular, se deduce que el recíproco del proposición 2.11 es, en general,

falso.

4.1.1. La completitud del conjunto {e iλn t }∞n=−∞ en L1[−π,π]

Fijémonos en que aún no hemos dicho nada acerca del espacio L1[−π,π]. Es sencillo

comprobar que el teorema teorema 4.3 deja de ser válido en el caso en que p = 1. Si

ponemos

λn =


n + 1

2 , n > 0,

0, n = 0,

n − 1
2 , n < 0,

donde n ∈Z, se tiene que

∫ π

−π
e iλn t sen

1

2
t d t

∫ π

−π
e i nt e

i t
2

e
i t
2 −e− i t

2

2i
d t = 1

2i

(∫ π

−π
e i (n+1)t d t −

∫ π

−π
e i nt d t

)
= 0,
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para n > 0, pues el sistema trigonométrico es ortogonal. De modo similar, si n < 0,

∫ π

−π
e iλn t sen

1

2
t d t =

∫ π

−π
e i nt e− i t

2
e

i t
2 −e− i t

2

2i
d t = 1

2i

(∫ π

−π
e i nt d t −

∫ π

−π
e+i (n−1)t d t

)
= 0.

Si n = 0, como el seno es impar, se tiene también que∫ π

−π
e iλn t sen 1

2 t d t =
∫ π

−π
sen 1

2 t d t = 0

y, como t 7→ sen 1
2 t es una función acotada, se concluye que el sistema {e iλn t }∞n=−∞ es in-

completo en L1[−π,π], en virtud de la proposición 2.13.

Como ya vimos en la proposición 2.11, la completitud en Lp (E) implica la completitud

en Lq (E), si r < p y E es de medida finita. De esta forma, el teorema 4.3 es suficiente

para deducir la completitud de algunos conjuntos en L1(E); no obstante, daremos un

resultado más débil en este último caso, con la ventaja de que no requiere encontrar un p

como en (4.5).

Teorema 4.7. Si {λn}∞n=−∞ es una sucesión de números complejos tal que

|λn −n| ≤ L < 1

2
, n ∈Z, (4.8)

para cierto L ∈R, entonces el sistema {e iλn t }∞n=−∞ es completo en L1[−π,π].

Demostración. Si L = 0, entonces {e iλn t }∞n=−∞ es el sistema trigonométrico, el cual ya sa-

bemos que es completo en L1[−π,π]. Por otro lado, si se verifica que 0 < L < 1
2 , entonces

existe p ∈ (1,∞) tal que L = 1
2p .

Por la desigualdad triangular, podemos escribir

|λn | ≤ |n|+ |λn −n| ≤ |n|+L = |n|+ 1

2p
, n ∈Z

y, por la proposición 2.11 y el teorema 4.3, se tiene el resultado.
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4.1.2. La completitud del conjunto {e iλn t }∞n=−∞ en C [−π,π]

Es evidente que el teorema 4.3 no es válido en el espacio C [−π,π] pues, si el sistema

{e iλn t }∞n=−∞ fuera completo en C [−π,π] para toda sucesión {λn}∞n=−∞ de números com-

plejos tales que

|λn | ≤ |n| , n ∈Z,

tendríamos, en particular, que el sistema trigonométrico sería completo en C [−π,π], en

contra de la proposición 3.5.

El resultado que demostraremos permite aplicar lo visto en los espacios Lp [−π,π] pa-

ra encontrar sistemas de exponenciales completos en C [−π,π], sin más que añadir una

exponencial adecuada a un sistema completo en Lp [−π,π] —como se verá en el teore-

ma 5.3, en realidad basta con que sea una cualquiera, distinta de las ya presentes—.

Lema 4.8. Sean λ ∈C. Si X =C [a,b] o X = Lp [−π,π], p ∈ [1,∞], el operador

T : X −→ X

f (t ) 7−→ f (t )e iλt

es lineal, continuo y biyectivo.

Demostración. Basta tener en cuenta la distributividad del producto sobre la suma para

obtener la linealidad. Si f ∈ X , se tiene que, para cada p ∈ [1,∞],

∥T ( f )∥p ≤ ∥∥e iλt
∥∥∞ ∥ f ∥p

luego T es continua.

Es sencillo ver que T es inyectiva, puesto que la función exponencial no se anula nunca

y, entonces, se tiene que f ∗ = 0 c.s. si y solo si f = 0 c.s. Resta entonces comprobar que es

suprayectiva. Para ello, es suficiente notar que, para cada f ∈ X ,

f ∗(t ) = f (t )e−iλt , t ∈ [−π,π]

pertenece a X y verifica que T ( f ∗) = f .

Proposición 4.9. Si el sistema {e iλn t }∞n=−∞ es completo en Lp [−π,π], con 1 ≤ p <∞, en-

tonces tiene deficiencia a lo sumo 1 en C [−π,π].

La completitud del conjunto de las exponenciales complejas



4.1. La estabilidad del sistema trigonométrico en Lp [−π,π] 57

Demostración. Definimos S como el conjunto de las funciones complejas g definidas en

[−π,π] de la forma siguiente:

g (t ) =
∫ t

0
f (s)d s +k, donde f ∈ Lp [−π,π] y k ∈C;

que, en virtud del teorema fundamental del Cálculo, está contenido en C [−π,π], pues

Lp [−π,π] ⊂ L1[−π,π]. De la linealidad de la integral y la propiedad distributiva del pro-

ducto sobre la suma se deduce que, de hecho, es un subespacio vectorial de C [−π,π].

Veamos que S es denso en C [−π,π]. Se tiene que∫ t

0
iαe iαt d s −1 = e iαt , α ∈C.

De esta forma, dado µ ∈C\Z, el sistema {e i nt }∞n=−∞∪{e iµt } está contenido en S y es com-

pleto en C [−π,π], en virtud del teorema 3.6. Como S es un espacio vectorial, se tiene

que

〈{e i nt }∞n=−∞∪ {e iµt }〉 ⊂ S ⊂C [−π,π]

y, al tomar adherencias, se obtiene que S es denso en C [−π,π].

Definimos el operador

T : Lp [−π,π] −→ S0 =
{

g ∈ S : g (0) = 0
}

f (s) 7−→ ∫ t
0 f (s)d s,

que es claramente sobreyectivo, y lineal por la linealidad de la integral. En virtud de la

desigualdad de Hölder se tiene que∣∣∣∣∫ t

0
f (s)d s

∣∣∣∣≤ ∫ t

0
| f (s)| d s ≤ ∥ f ∥1 ≤ (2π)q ∥ f ∥p ,

para cada f ∈ Lp [−π,π] y cada t ∈ [0,π], donde q es el exponente conjugado de p. Se

deduce, entonces, que

∥T ( f )∥∞ ≤ (2π)
1
q ∥ f ∥p , f ∈ Lp [−π,π],

luego T es lineal, continuo y sobreyectivo.
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Supongamos primero que λn ̸= 0 para todo n ∈Z. El corolario 2.7 aplicado al operador T

y al sistema {e iλn t }∞n=−∞ nos permite afirmar que el conjunto

{ 1
λn

e iλn t − 1
λn

}∞
n=−∞

es completo en S0. De la definición de completitud, se deduce que esto equivale a que el

sistema {e iλn t −1}∞n=−∞ sea completo en S0. De este modo, si f ∈ Lp [−π,π], tenemos que

para cada ε > 0 existe una sucesión de números complejos {cn}∞n=−∞, todos nulos salvo

una cantidad finita, tal que∥∥∥∥∫ t

0
f (s)d s −

∞∑
n=−∞

cn
(
e iλn t −1

)∥∥∥∥
∞
=

∥∥∥∥∫ t

0
f (s)d s −

∞∑
n=−∞

cne iλn t −
∞∑

n=−∞
cn

∥∥∥∥
∞
< ε.

Luego, dado k ∈C, se tiene que∥∥∥∥∫ t

0
f (s)d s +k −

∞∑
n=−∞

cne iλn t −
∞∑

n=−∞
cn −k

∥∥∥∥
∞
< ε,

y se deduce que el conjunto {e iλn t }∞n=−∞ ∪ {1} es completo en C [−π,π], luego el siste-

ma {e iλn t }∞n=−∞ tiene deficiencia a lo sumo 1 en C [−π,π].

Si existe n0 ∈ Z tal que λn0 = 0, consideramos δ> 0 tal que δ ̸= −λn para todo n ∈ Z. Así,

el operador
Λ : C [−π,π] −→C [−π,π]

f (t ) 7−→ f (t )e iδt ,

lineal, continuo y biyectivo por el lema 4.8, nos permite afirmar que el sistema

{Λ(e iλn t )}∞n=−∞∪ {1} = {e i (λn+δ)t }∞n=−∞∪ {1} (4.9)

es completo en C [−π,π], sin más que tener en cuenta el corolario 2.8 y lo anterior. Al

aplicar, de nuevo, el corolario 2.8 con el sistema (4.9) y el operador Λ−1 llegamos a que el

conjunto {e iλn t }∞n=−∞∪ {e−iδt } es completo en C [−π,π], y se concluye.
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4.2. La estabilidad del sistema trigonométrico en L2[−π,π]

Nuestro siguiente objetivo será establecer un resultado más fuerte que el del teorema 4.3,

en el caso particular del espacio de Hilbert L2[−π,π], aprovechando las ventajas que nos

ofrece este último. Dicho resultado es comúnmente conocido como el teorema 1
4 de Ka-

dec y, dada una condición de la forma

|λn −n| ≤ L < 1

4
, n ∈Z,

—compárese con (4.5) y (4.8)— nos permite afirmar que el conjunto {e iλn t }∞n=−∞ consti-

tuye una base de L2[−π,π]. En particular, se deduce que tal sistema es exacto.

Cabe destacar que el teorema permite decir aún más sobre el sistema {e iλn t }∞n=−∞, pero

nos conformaremos con dar una observación posterior a su demostración, pues es un

contenido que excede nuestros propósitos.

4.2.1. Bases en espacios de Banach

Antes de comenzar con la prueba del teorema 1
4 de Kadec, necesitaremos hablar del con-

cepto de base de Schauder, así como establecer algunos resultados generales en los espa-

cios de Banach.

Definición 4.10. Diremos que una sucesión {xn}∞n=1 de elementos de un espacio de Ba-

nach X es una base de Schauder de X si para cada x ∈ X existe una única sucesión de

escalares {cn}∞n=1 tal que

x =
∞∑

n=1
cn xn ,

donde la igualdad se interpreta en el sentido de que la sucesión de las sumas parciales

converge a x en la norma de X .

En lo que sigue llamaremos bases a las bases de Schauder en un espacio de Banach.

Observación 4.11.

1. Una base de Schauder {xn}∞n=1 de X es, en particular, un sistema completo!de un es-

pacio de Banach, pues por definición “genera” X , esto es, que para cada x ∈ X existe
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una única sucesión de escalares {cn(x)}∞n=1 tal que x =∑∞
n=1 cn(x)xn .

Para cada n ∈N, la aplicación

cn : X −→C

x 7−→ cn(x)

es lineal y continua —véase [You01, sec. 6, pág. 19]— y, fijado n, para cada m ∈ N se

tiene que cn(xm) = δn,m , pues xn se escribe de forma única como

xn = 1 ·xn + ∑
m∈N
m ̸=n

0 · xn .

De esta forma, cn ∈ X ′, y verifica que cn(x) = 0 para cada x ∈ 〈xm : xm ̸= xn〉, pero cn ̸≡ 0,

pues cn(xn) = 1. En virtud del teorema 2.10, para cada n ∈N el conjunto {xm : xm ̸= xn}

no es completo, y se deduce que el sistema {xn}∞n=1 es exacto.

2. Una base ortonormal en un espacio de Hilbert es, en particular, una base de Schau-

der, pues el producto interno determina de forma única los coeficientes del desarrollo

en serie de los elementos de dicho espacio.

De forma similar a lo que ocurría con los conjuntos completos, las bases de espacios de

Banach se mantienen por biyecciones lineales y continuas.

Proposición 4.12. Sean X ,Y espacios de Banach, {xn}∞n=1 una base de X y T : X → Y un

operador lineal, continuo y biyectivo. Entonces {T (xn)}∞n=1 es una base de Y .

Demostración. Basta notar que, si y ∈ Y y x = T −1(y), existe una única sucesión de esca-

lares {cn}∞n=1 tal que

x =
∞∑

n=1
cn xn .

Ahora, por ser T lineal y continuo,

y = T (x) =
∞∑

k=1
cnT (xn).
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Veamos que {cn}∞n=1 es única para cada y ∈ Y : si existiera otra sucesión {dn}∞n=1 tal que

y =
∞∑

n=1
dnT (xn),

como T −1 es lineal y continuo se tendría que

x = T −1(y) =
∞∑

n=1
dn xn ,

pero como {xn}∞n=1 es base de X , debe ser cn = dn para cada n ∈N.

El siguiente resultado nos permite garantizar que un operador lineal y continuo en un

espacio de Banach es biyectivo.

Proposición 4.13. Sea X un espacio de Banach y T : X → X un operador lineal y continuo

tal que

∥T ∥ < 1.

Entonces el operador I −T es biyectivo. Además, (I −T )−1 =∑∞
k=0 T k .

Demostración. Definimos el operador lineal y continuo Sn =∑n
k=0 T k para cada número

natural n. Se tiene que

n∑
k=o

∥∥T k
∥∥≤

n∑
k=0

∥T ∥k ≤
∞∑

k=0

∥T ∥k , n ∈N.

Como ∥T ∥ < 1, deducimos que
∑∞

k=0 ∥T ∥k es una serie convergente, y llegamos a que la

serie
∑n

k=0 T k es absolutamente convergente, luego convergente, al ser el espacio de los

operadores lineales y continuos en X un espacio de Banach. De esta forma, {Sn}∞n=1 con-

verge a un operador lineal y continuo S.

Veamos que (I −T )S = S(I −T ) = I para concluir. Para cada n ∈N se tiene que

Sn(I −T ) =
( n∑

k=0
T k

)
(I −T ) =

n∑
k=0

T k −
n∑

k=0
T k+1 = T 0 −T n+1 = I −T n+1

y, de forma similar,

(I −T )Sn = (I −T )
n∑

k=0
T k =

n∑
k=0

T k −
n∑

k=0
T k+1 = T 0 −T n+1 = I −T n+1.
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Como ∥T ∥ < 1, tenemos que

∥∥(I −T n+1)− I
∥∥= ∥∥T n+1

∥∥≤ ∥T ∥n+1 n→∞−→ 0,

luego I −T n+1 → I si n →∞. Tomando ahora límites en la igualdad

(I −T )Sn = Sn(I −T ) = I −T n+1

llegamos a que (I −T )S = S(I −T ) = I , como queríamos.

Con todo lo anterior, establecemos un importante criterio, que será fundamental en la

prueba del teorema 1
4 de Kadec.

Teorema 4.14 (criterio de Paley-Wiener). Sea {xn}∞n=1 una base de un espacio de Banach X ,

y supongamos que {yn}∞n=1 es una sucesión de elementos de X tales que para cada n ∈N se

verifica que ∥∥∥∥ n∑
k=1

ck (xk − yk )

∥∥∥∥≤λ
∥∥∥∥ n∑

k=1
ck xk

∥∥∥∥ (4.10)

para cierto 0 ≤λ< 1, independiente de n, y cualesquiera c1,c2, . . . ,cn ∈C. Entonces {yn}∞n=1

es una base de X .

Demostración. Como {xn}∞n=1 es una base de X , podemos escribir, cada x ∈ X en la for-

ma x =∑∞
k=1 ck (x)xk , para una única sucesión de números complejos {cn(x)}∞n=1. Defina-

mos T : X → X de la siguiente manera:

T (x) = T

( ∞∑
k=1

ck (x)xk

)
=

∞∑
k=1

ck (x)(xk − yk ), x ∈ X .

Si λ = 0, necesariamente se tiene que xn = yn para todo n ∈ N, y las conclusiones del

teorema se verifican. Sea ε > 0 y supongamos que λ > 0. Fijado x ∈ X , como la serie∑∞
k=1 ck (x)xk es convergente se tiene que existe n0 ∈ N, tal que para cada n,m ∈ N con

m > n ≥ n0, ∥∥∥∥ m∑
k=n+1

ck (x)xk

∥∥∥∥< ε

λ
.

De (4.10), se deduce que∥∥∥∥ m∑
k=n+1

ck (x)(xk − yk )

∥∥∥∥≤λ
∥∥∥∥ m∑

k=n+1
ck (x)xk

∥∥∥∥< ε,
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y, entonces, la serie
∑∞

k=1 ck (x)(xk − yk ) verifica la condición de Cauchy de convergencia

en X , luego es convergente. Con esto, se concluye que T está bien definido.

Claramente T es lineal. Por (4.10), se tiene que∥∥∥∥ n∑
k=1

ck (x)(xk − yk )

∥∥∥∥≤λ
∥∥∥∥ n∑

k=1
ck (x)xk

∥∥∥∥ , n ∈N.

Tomando límites en la desigualdad anterior —recordamos que ∥·∥ es una aplicación con-

tinua en X —, se deduce que

∥T (x)∥ =
∥∥∥∥ ∞∑

k=1
ck (x)(xk − yk )

∥∥∥∥≤λ
∥∥∥∥ ∞∑

k=1
ck (x)xk

∥∥∥∥=λ∥x∥

y, por tanto, que T es continuo y que ∥T ∥ ≤ λ < 1. En virtud de la proposición 4.13, el

operador I −T es biyectivo y, como (I −T )xn = yn para cada n ∈N, de la proposición 4.12

se sigue el resultado.

Observación 4.15. Si X es un espacio de Banach, se dice que dos bases {xn}∞n=1 y {yn}∞n=1

de X son equivalentes si existe T : X → X lineal, continuo y biyectivo tal que T (xn) = yn ,

para cada n ∈ N. De esta manera, el teorema anterior nos dice mucho más: {yn}∞n=1 es

equivalente a {xn}∞n=1.

Observación 4.16. En el caso de que X sea un espacio de Hilbert, si {xn}∞n=1 es un sistema

ortonormal y completo de X , tras aplicar la identidad de Parseval la condición (4.10) se

traduce en que ∥∥∥∥ n∑
k=1

ck (xk − yk )

∥∥∥∥≤λ
√

n∑
k=1

|ck |2, (4.11)

para cualesquiera c1,c2, . . . ,cn ∈C.

Se tiene el siguiente criterio equivalente para espacios de Hilbert:

Corolario 4.17. Sea {xn}∞n=1 una base ortonormal de un espacio de Hilbert H, y supon-

gamos que {yn}∞n=1 es una sucesión de elementos de H tal que para cada n ∈ N se verifica

que ∥∥∥∥ n∑
k=1

ck (xk − yk )

∥∥∥∥≤λ (4.12)

para cierto 0 ≤ λ < 1, independiente de n, y cualesquiera escalares c1,c2, . . . ,cn ∈ C con∑n
k=1 |ck |2 ≤ 1. Entonces {yn}∞n=1 es una base de H.
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64 4. Exponenciales cercanas al sistema trigonométrico

Demostración. Veamos que (4.11) equivale a (4.12) en el caso que nos concierne.

Es inmediato comprobar que (4.11) es suficiente para que se verifique (4.12), pues si∑n
k=1 |ck |2 ≤ 1, entonces tenemos que

√∑n
k=1 |ck |2 ≤ 1 y, por tanto,

∥∥∥∥ n∑
k=1

ck (xk − yk )

∥∥∥∥≤λ
√

n∑
k=1

|ck |2 ≤λ.

Para ver la implicación contraria, definimos

d j =
c j√∑n

k=1 |ck |2
, j ∈N,

si
∑n

k=1 |ck |2 ̸= 0. De esta forma,

n∑
k=1

|dk |2 =
n∑

j=1

∣∣c j
∣∣2∑n

k=1 |ck |2
=

∑n
j=1

∣∣c j
∣∣2∑n

k=1 |ck |2
= 1.

Si
∑n

k=1 |ck |2 > 0 y existe 0 ≤λ< 1 de suerte que

∥∥∥∥ n∑
k=1

dk (xk − yk )

∥∥∥∥=
∥∥∥∥∥∥

n∑
j=1

c j√∑n
k=1 |ck |2

(x j − y j )

∥∥∥∥∥∥≤λ,

entonces se tiene que ∥∥∥∥ n∑
k=1

ck (xk − yk )

∥∥∥∥≤λ
√

n∑
k=1

|ck |2.

El caso
∑n

k=1 |ck |2 = 0 es trivial, pues entonces todos los coeficientes son nulos.

4.2.2. El teorema 1
4 de Kadec

La clave de la prueba del teorema reside en considerar un sistema ortonormal y completo

adecuado de L2[−π,π]. Para simplificar los cálculos, consideraremos en lo que sigue el

espacio de Hilbert L2[−π,π] provisto del producto interno

〈 f , g 〉 = 1

2π

∫ π

−π
f (t )g (t )d t .
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Proposición 4.18. El conjunto

β= {1}∪ {
p

2cosnt }∞n=1 ∪ {
p

2sen
((

n − 1
2

)
t
)
}∞n=1,

es un sistema ortonormal y completo de L2[−π,π].

Demostración. Como

{1}∪ {
p

2cosnt }∞n=1 ∪ {
p

2sennt }∞n=1,

es un sistema ortonormal y completo de L2[−π,π], ya sabemos que 1 y
p

2cosnt , n ∈N,

tienen norma 1 y son ortogonales entre sí.

Si n ∈N,

∥∥p2sen
((

n − 1
2

)
t
)∥∥2 = 1

π

∫ π

−π
sen 2 ((

n − 1
2

)
t
)

d t = 1

π

∫ π

−π

1−cos
(
2(n − 1

2 )t
)

2
d t

= 1

2π

(∫ π

−π
1d t −

∫ π

−π
cos((2n −1)t )d t

)
= 1,

luego el conjunto está normalizado.

Se tiene que

〈1,
p

2sen
((

n − 1
2

)
t
)〉 = 1

π
p

2

∫ π

−π
sen

((
n − 1

2

)
t
)

d t = 0,

al ser la integral de una función impar. De modo similar,

〈p2cosnt ,
p

2sen
((

n − 1
2

)
t
)〉 = 1

π

∫ π

−π
(cosnt )

(
sen

((
n − 1

2

)
t
))

d t = 0,

pues el producto de una función par y otra impar es una función impar. Por otro lado, si

n,k ∈N, y n ̸= k, de la fórmula del producto de senos se deduce que

〈p2sen
((

n − 1
2

)
t
)
,
p

2sen
((

k − 1
2

)
t
)〉 =

= 1

π

∫ π

−π
sen

((
n − 1

2

)
t
)

sen
((

k − 1
2

)
t
)

d t

= 1

2π

(∫ π

−π
cos((n −k)t )d t −

∫ π

−π
cos((n +k −1)t )d t

)
= 0
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y, en conclusión, el sistema es ortonormal.

Notamos que, en virtud de la proposición 2.12, para ver que el sistema es completo, es

suficiente probar que 〈β〉 es denso en C [−π,π]. Para ello, recurriremos al teorema de

Stone-Weierstrass.

Consideremos el espacio vectorial A = 〈β〉. Se tiene, por las identidades del producto,

que si n,k ∈N, n ≥ k,

(cosnt ) (coskt ) = 1

2
(cos((n +k)t )+cos((n −k)t )) ∈A ,

(
sen

(
(n − 1

2 )t
))(

sen
(
(k − 1

2 )t
))= 1

2
(cos((n −k)t )−cos((n +k −1)t )) ∈A ,

y la simetría de los factores anteriores permite eliminar la condición n ≥ k. De modo

similar, si n ≥ k,

(cosnt )
(
sen

(
(k − 1

2 )t
))= 1

2

(
sen((n +k − 1

2 )t )+ sen((n −k + 1
2 )t )

)
= 1

2

(
sen((n +k − 1

2 )t )+ sen((n −k +1− 1
2 )t )

) ∈A

y, como el seno es una función impar, resulta también que

(cosnt )
(
sen

(
(k − 1

2 )t
))= 1

2

(
sen((n +k − 1

2 )t )+ sen((n −k + 1
2 )t )

)
= 1

2

(
sen((n +k − 1

2 )t )− sen((k −n − 1
2 )t )

) ∈A

en el caso n < k. De esta forma, si f , g ∈ A , se tiene que f g ∈ A —obsérvese que en el

producto f g sólamente aparecen sumas de productos de las funciones de β—. Luego A

es un álgebra de funciones.

Veamos que A separa puntos, esto es, que si x, y ∈ [−π,π], existe f ∈ A tal que f (x) ̸=
f (y). Notamos que, si x, y ∈ [−π,π], x ̸= y , la igualdad cos x = cos y se da si y solo si x =−y .

Por otro lado, si x =−y , x ̸= y , como t 7→ sen 1
2 t es impar, se tiene que

sen 1
2 x =−sen 1

2 y ̸= sen 1
2 y

y, en conclusión, A separa puntos.
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Por definición 1 ∈A y, como las funciones que generan A son reales, se tiene que f ∈A

si y solo si f ∈A . Luego, en virtud del teorema de Stone-Weierstrass, se tiene que A = 〈β〉
es denso en C [−π,π], y se concluye que el sistema es ortonormal y completo.

Demostramos continuación un par de resultados previos, en relación con algunas de las

funciones involucradas en la prueba del teorema de Kadec, que nos facilitarán las acota-

ciones posteriores.

Lema 4.19. La función

x 7→ 1− sen x

x

es creciente en (0, π2 ).

Demostración. Notamos que el enunciado es equivalente a que

x 7→ sen x

x

sea decreciente en (0, π2 ). Para cada x ∈ (0, π2 ) se tiene que

(sen x

x

)′
= x cos x − sen x

x2
< 0,

lo que ocurre si y solo si x cos x − sen x < 0, que a su vez equivale a que

x < sen x

cos x
= tan x,

desigualdad ya conocida.

Lema 4.20. La función

x 7→ x cos x

es creciente en (−π
4 , π4 ).

Demostración. Sea x ∈ [0, π4 ). Como 0 ≤ x < 1, y el seno y el coseno son no negativos en el

intervalo anterior, se tiene que

(x cos x)′ = cos x −x sen x > cos x − sen x ≥ 0,

pues cos x > sen x si x ∈ [0, π4 ), y se concluye que es creciente en [0, π4 ). Ahora, basta notar

que la función es impar, por ser producto de una función par y otra impar, para obtener

que es creciente en el intervalo (−π
4 , π4 ).
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Con esto, ya tenemos todo lo necesario para probar el teorema.

Teorema 4.21 (teorema 1
4 de Kadec). Si {λn}∞n=1 es una sucesión de números reales tales

que

|λn −n| ≤ L < 1

4
, n ∈Z, (4.13)

entonces {e iλn t }∞n=−∞ es una base de L2[−π,π].

Demostración. Veamos que existe 0 ≤λ< 1 tal que∥∥∥∥∥ n∑
j=−n

c j (e i j t −e iλ j t )

∥∥∥∥∥≤λ.

para cualesquiera c−n ,c−n+1, . . . ,cn ∈C con
∑n

k=−n |ck |2 ≤ 1. Entonces, en virtud del coro-

lario 4.17, quedará probado el teorema.

Escribimos, para cada n ∈Z,

e i nt −e iλn t = e i nt (
1−e iδn t ) ,

donde δn =λn −n —nótese que |δn | ≤ L—. Si δ ∈R\{0}, al desarrollar t 7→ 1−e iδt en serie

de Fourier en el sistema ortonormal y completo anterior, obtenemos que

1−e iδt =
(
1− senπδ

πδ

)
+

∞∑
k=1

(−1)k 2δsenπδ

π(k2 −δ2)
coskt

+ i
∞∑

k=1

(−1)k 2δcosπδ

π((k − 1
2 )2 −δ2)

sen
((

k − 1
2

)
t
)
.

Si intercambiamos el orden de sumación y seguidamente aplicamos la desigualdad trian-

gular, obtenemos que ∥∥∥∥∥ n∑
j=−n

c j (e i j t −e iλ j t )

∥∥∥∥∥≤ A+B +C ,

para

A =
∥∥∥∥∥ n∑

j=−n

(
1− senπδ j

πδ j

)
c j e i j t

∥∥∥∥∥ ,
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B =
∞∑

k=1

∥∥∥∥∥(−1)k 2coskt
n∑

j=−n

δ j senπδ j

π(k2 −δ2
j )

c j e i j t

∥∥∥∥∥≤ 2

π

∞∑
k=1

∥∥∥∥∥ n∑
j=−n

δ j senπδ j

k2 −δ2
j

c j e i j t

∥∥∥∥∥ ,

C =
∞∑

k=1

∥∥∥∥∥(−1)k 2sen
((

k − 1
2

)
t
) n∑

j=−n

δ j cosπδ j

π((k − 1
2 )2 −δ2

j )
c j e i j t

∥∥∥∥∥
≤ 2

π

∞∑
k=1

∥∥∥∥∥ n∑
j=−n

δ j cosπδ j

(k − 1
2 )2 −δ2

j

c j e i j t

∥∥∥∥∥ ,

donde se ha utilizado la monotonía de la integral y que |sen t | ≤ 1 y |cos t | ≤ 1 —obsérvese

que en el caso δ j = 0 se tiene que c j (e i j t −e iλ j t ) = 0, y las cotas anteriores son igualmente

válidas—.

Si {a j }n
j=−n es una sucesión de números complejos tales que

∣∣a j
∣∣ ≤ a, j ∈ Z, como el sis-

tema trigonométrico es una base ortonormal de L2[−π,π], por la identidad de Parseval

se tiene que ∥∥∥∥∥ n∑
j=−n

a j c j e i j t

∥∥∥∥∥
2

=
∞∑

j=−∞

∣∣a j
∣∣2 ∣∣c j

∣∣2 ≤ a2
n∑

j=−n

∣∣c j
∣∣2 ≤ a2.

De esta manera, teniendo en cuenta el lema 4.19 y que el seno cardinal es par, podemos

escribir

A ≤ 1− senπL

πL
.

De igual modo, como la función t 7→ sen t es creciente en
[
0, π2

]
y positiva, y la función

t 7→ t sen t es par, llegamos a que δ j senπδ j ≤ L senπL para cada j ∈Z. Como δ2
j ≤ L2 < 1,

resulta que

B ≤ 2L

π

( ∞∑
k=1

1

k2 −L2

)
senπL =

( 1

πL
−cotgπL

)
senπL = senπL

πL
−cosπL,

donde se han tenido en cuenta los cálculos realizados en la proposición 1.21. Por último,

puesto que δ2
j ≤ L2 < 1

4 , y que, por el lema 4.20,
∣∣δ j cosπδ j

∣∣≤ L cosπL para cada j ∈Z, de

nuevo, la proposición 1.21 permite escribir

C ≤ 2L

π

( ∞∑
k=1

1

(k − 1
2 )2 −L2

)
cosπL = (tanπL)(cosπL) = senπL.
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Luego, poniendo

λ= 1−cosπL+ senπL,

se tiene el resultado, pues cos t > sen t si t ∈ (
0, π4

)
y, entonces, λ< 1.

Observación 4.22.

1. En la línea de la observación 4.15, cuando X es un espacio de Hilbert y una base

{xn}∞n=1 es equivalente a una base ortonormal, se dice que {xn}∞n=1 es una base de Riesz

de X , concepto en el que nosotros no entraremos. De esta forma, el teorema 1
4 de Ka-

dec afirma que el sistema {e iλn t }∞n=−∞ es una base de Riesz de L2[−π,π].

2. Es posible dar una versión del teorema 1
4 de Kadec para una sucesión {λn}∞n=−∞ de

números complejos, más general que la que se presenta aquí —véase [You01, coro. 2,

pág. 164]—.

4.2.3. El papel de la constante 1
4 en el teorema de Kadec

El teorema 4.3 nos muestra, tras aplicar la desigualdad triangular a (4.5) que, si {λn}∞n=1

es una sucesión de números complejos de suerte que

|λn −n| ≤ 1

4
, n ∈Z,

entonces {e iλn t }∞n=−∞ es un sistema completo en L2[−π,π]. Por otro lado, el teorema 1
4 de

Kadec nos dice que, si la desigualdad es estricta, el sistema anterior constituye una base

de L2[−π,π]; en particular, el sistema es exacto. Nos debemos preguntar entonces qué

sucede cuando se da la igualdad

|λn −n| = 1

4

para algún n ∈ Z. Como veremos en lo que sigue, resulta que el sistema {e iλn t }∞n=−∞ no

es, en general, exacto.

Teorema 4.23. Sea, para n ∈Z\ {0},

λn =
{

n − 1
4 , n > 0,

n + 1
4 , n < 0.

Entonces el sistema {e iλn t : n ∈Z\ {0}} es completo en L2[−π,π].
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Demostración. Definimos el operador T como en el lema 4.8, tomandoλ= 1
2 . Pongamos,

para n ∈Z,

δn =
{
λn + 1

2 = n + 1
4 , n > 0,

λn−1 + 1
2 = n − 1

4 , n ≤ 0.

De esta forma,

|δn | = n + 1

4
= |n|+ 1

4
, n > 0,

|δn | = −n + 1

4
= |n|+ 1

4
, n ≤ 0

y, por el teorema 4.3, se tiene que el sistema

{e iδn t : n ∈Z} = {T (e iλn t ) : n ∈Z\ {0}}

es completo en L2[−π,π]. Basta ahora aplicar el corolario 2.8 para concluir.

Del teorema 4.23 se deduce que la cota empleada en el teorema 1
4 de Kadec es la mejor

posible. Por otro lado, podemos preguntarnos también si es necesaria la constante L en

la condición (4.13); por medio de la proposición 5.12, veremos que el teorema 5.10 nos

proporciona una respuesta sencilla a esta pregunta.
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Capı́tulo 5
Conjuntos de exponenciales complejas

Concluiremos el trabajo investigando una serie de cuestiones relativas a conjuntos de

exponenciales complejas arbitrarios. En primer lugar, expondremos una serie de propie-

dades intrínsecas de los conjuntos de exponenciales completos, con las que queda de

manifiesto la ventaja de trabajar con sistemas de exponenciales complejas y, por tanto,

nuestro interés en estas. En segunda instancia, trataremos de trasladar lo expuesto en el

cuarto capítulo, sobre la estabilidad del sistema trigonométrico, a sistemas de exponen-

ciales completos arbitrarios.

5.1. Propiedades intrínsecas del sistema {e iλn t }∞n=−∞

Si bien los resultados que veremos en esta sección no dependen de lo expuesto en los dos

capítulos anteriores, hemos creído conveniente separarlos del apartado 2.3, tanto por la

mayor complejidad de los razonamientos presentados como por estar involucrados en la

prueba del teorema central del apartado 5.2.

5.1.1. Sustitución de exponenciales en el sistema {e iλn t }∞n=−∞

Como ya anticipamos al introducir las definiciones 2.15 y 2.16, resulta que la completi-

tud de un sistema de exponenciales complejas no se ve afectada al sustituir una cantidad

finita de términos por otras exponenciales distintas de las ya presentes en él, hecho en

el que la estrecha relación que guardan estos sistemas con las funciones holomorfas jue-

ga un papel fundamental. Esto justifica tanto las definiciones antes mencionadas como

el curioso hecho de poder “completizar” los sistemas con deficiencia finita que expusi-
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74 5. Conjuntos de exponenciales complejas

mos en los capítulos tercero y cuarto añadiendo cualquier exponencial —recuérdese los

teoremas 3.6 y 4.3, y la proposición 4.9—. La demostración es una consecuencia del si-

guiente resultado:

Proposición 5.1. Sea

f (z) =
∫ π

−π
e i zt dα(t ), z ∈C,

donde α es una medida de Borel compleja en [−π,π]. Si µ ∈ C es tal que f (µ) = 0 y, dado

λ ∈C, λ ̸=µ, se define

g (z) = z −λ
z −µ f (z)

para cada z ∈C, entonces existe una medida de Borel compleja β tal que

g (z) =
∫ π

−π
e i zt dβ(t ), z ∈C.

Además, se tiene que

dβ(t ) = dα(t )+ i (λ−µ)e−iµt
(∫ t

−π
e iµs dα(s)

)
d t . (5.1)

Demostración. Comenzaremos definiendo la medida β como en (5.1). Claramente β es

una medida de Borel compleja, pues está definida como suma de dos medidas de Borel

complejas multiplicadas por funciones continuas. Multiplicando por e iλt en la expresión

(5.1) obtenemos que

e iλt dβ(t ) = e iλt dα(t )+ i (λ−µ)e i (λ−µ)t
(∫ t

−π
e iµs dα(s)

)
d t .

Ahora, integrando obtenemos que, para cada t ∈ [−π,π],∫ t

−π
e iλsdβ(s) =

∫ t

−π
e iλsdα(s)+ i (λ−µ)

∫ t

−π

(
e i (λ−µ)s

∫ s

−π
e iµr dα(r )

)
d s. (5.2)

Si aplicamos el teorema de Fubini a la segunda integral de la suma anterior —esto puede

justificarse descomponiendo la medida α de la forma habitual,

α=α+
r −α−

r + i
(
α+

i −α−
i

)
,

y escribiendo la integral respecto de α como la suma de cuatro integrales respecto de
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medidas positivas, todas σ-finitas, y aplicando el teorema de Fubini a cada una de las

integrales iteradas obtenidas—, podemos escribir∫ t

−π

(
e i (λ−µ)s

∫ s

−π
e iµr dα(r )

)
d s =

∫ t

−π

(∫ s

−π
e i (λ−µ)se iµr dα(r )

)
d s

=
∫ t

−π

(∫ t

r
e i (λ−µ)se iµr d s

)
dα(r )

=
∫ t

−π
e iµr 1

i (λ−µ)

(
e i (λ−µ)s)∣∣s=t

s=r
dα(r )

=
∫ t

−π
e iµr 1

i (λ−µ)

(
e i (λ−µ)t −e i (λ−µ)r ) dα(r )

= 1

i (λ−µ)

(
e i (λ−µ)t

∫ t

−π
e iµr dα(r )−

∫ t

−π
e iλr dα(r )

)
.

Al llevar esto a (5.2) obtenemos que∫ t

−π
e iλs dβ(s) = e i (λ−µ)t

∫ t

−π
e iµs dα(s)

o, equivalentemente, que

−i e−iµt
∫ t

−π
e iµs dα(s) =−i e−iλt

∫ t

−π
e iλs dβ(s). (5.3)

Razonando como antes, podemos aplicar el teorema de Fubini para obtener que∫ π

−π

(
−i e−iµt

∫ t

−π
e iµs dα(s)

)
e i zt d t = 1

z −µ
(∫ π

−π
e i zs dα(s)−e i (z−µ)π

∫ π

−π
e iµs dα(s)

)
= 1

z −µ
∫ π

−π
e i zt dα(t ), z ∈C, z ̸=µ,

donde se ha utilizado que
∫ π
−π e iµs dα(s) = f (µ) = 0. Si repetimos los cálculos —esta vez

teniendo en cuenta que
∫ π
−π e iλs dβ(s) = g (λ) = 0—, obtenemos que∫ π

−π

(
−i e−iλt

∫ t

−π
e iλs dβ(s)

)
e i zt d t = 1

z −λ
∫ π

−π
e i zt dβ(t ), z ∈C, z ̸=λ.

Basta entonces utilizar la igualdad (5.3) para concluir que

1

z −µ
∫ π

−π
e i zt dα(t ) =

∫ π

−π

(
−i e−iµt

∫ t

−π
e iµs dα(s)

)
e i zt d t
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76 5. Conjuntos de exponenciales complejas

=
∫ π

−π

(
−i e−iλt

∫ t

−π
e iλs dβ(s)

)
e i zt d t = 1

z −λ
∫ π

−π
e i zt dβ(t )

para cada z ∈C, z ̸=λ, z ̸=µ. Por lo tanto,

g (z) = z −λ
z −µ f (z) = z −λ

z −µ
∫ π

−π
e i zt dα(t ) =

∫ π

−π
e i zt dβ(t ), z ∈C\ {λ,µ},

y se obtiene el resultado —la continuidad de las funciones involucradas permite obtener

la igualdad para todo z ∈C—.

Argumentando de manera similar a la demostración del corolario 2.19, obtenemos un

resultado análogo para Lp [−π,π]:

Corolario 5.2. Sea

f (z) =
∫ π

−π
α(t )e i zt d t , z ∈C,

donde α ∈ Lp [−π,π], para 1 ≤ p ≤∞. Si µ ∈ C es tal que f (µ) = 0 y, dado λ ∈ C, λ ̸= µ, se

define

g (z) = z −λ
z −µ f (z)

para cada z ∈C, entonces existe β ∈ Lp [−π,π] tal que

g (z) =
∫ π

−π
β(t )e i zt d t , z ∈C.

Además, se tiene que

β(t ) =α(t )+ i (λ−µ)e−iµt
∫ t

−π
α(s)e iµs d s (5.4)

para casi todo t ∈ [−π,π].

Demostración. Definimos la medida compleja de Borel

α1(E) =
∫

E
α(t )d t

para cada E ⊂ [−π,π] medible. Se verifica que, si m es la medida de Lebesgue en [−π,π],

α1 ≪ m y que α= dα1
dm . De esta forma, en virtud de la proposición 1.6,

f (z) =
∫ π

−π
α(t )e i zt d t =

∫ π

−π
e i zt dα1

dm
(t )d t =

∫ π

−π
e i zt dα1(t )
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y, al aplicar la proposición anterior, se deduce que existe una medida compleja de Bo-

rel β1 tal que

g (z) =
∫ π

−π
e i zt dβ1(t ), z ∈C,

donde

dβ1(t ) = dα1(t )+ i (λ−µ)e−iµt
(∫ t

−π
e iµs dα1(s)

)
d t .

Si tenemos en cuenta la expresión anterior y aplicamos, de nuevo, la regla de la cadena,

llegamos a que

g (z) =
∫ π

−π
e i zt dβ1(t )

=
∫ π

−π
e i zt dα1(t )+

∫ π

−π
i (λ−µ)e−iµt

(∫ t

−π
e iµs dα1(s)

)
e i zt d t

=
∫ π

−π
α(t )e i zt d t +

∫ π

−π
i (λ−µ)e−iµt

(∫ t

−π
α(s)e iµs d s

)
e i zt d t

=
∫ π

−π

(
α(t )+ i (λ−µ)e−iµt

(∫ t

−π
α(s)e iµs d s

))
e i zt d t =

∫ π

−π
β(t )e i zt d t ,

que resulta ser la expresión buscada. Es sencillo comprobar que β ∈ Lp [−π,π], pues en la

expresión (5.4) sólamente aparecen sumas y productos que involucran a α ∈ Lp [−π,π] y

a funciones continuas.

Podemos ahora demostrar el resultado que queríamos:

Teorema 5.3. Sea 1 ≤ p < ∞. Si el sistema {e iλn t }∞n=−∞ es completo en Lp [−π,π] o en

C [−π,π], entonces sigue siendo completo si se reemplaza alguno de los λn por otro µ ∈ C,

distinto del resto.

Demostración. Fijemos n0 ∈Z, y supongamos que el sistema

(
{e iλn t }∞n=−∞ \ {e iλn0 t }

)∪ {e iµt }

no es completo en Lp [−π,π]. Entonces existe una función α ∈ Lq [−π,π], donde q es el

exponente conjugado de p, no idénticamente nula y tal que la función entera

f (z) =
∫ π

−π
α(t )e i zt d t , z ∈C

verifica que f (µ) = 0 y f (λn) = 0 para cada n ∈Z \ {n0}, pero f ̸≡ 0, en virtud de la propo-
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sición 2.13 y el corolario 2.19. De este modo, la función

g (z) = z −λn0

z −µ f (z), z ∈C

es entera, no idénticamente nula, y se anula en el conjunto {λn}∞n=−∞. En virtud del coro-

lario 5.2, existe una función β ∈ Lq [−π,π] tal que

g (z) =
∫ π

−π
β(t )e i zt d t , z ∈C.

Como g ̸≡ 0, debe ser β ̸≡ 0 y, por la proposición 2.13, el sistema {e iλn t }∞n=−∞ no es com-

pleto en Lp [−π,π].

En C [−π,π] se razona de forma análoga, teniendo en cuenta la proposición 5.1.

5.1.2. Una condición equivalente de completitud para los sistemas de

exponenciales complejas

Por definición, para que un sistema de funciones { fn}∞n=1 arbitrarias sea completo en un

espacio normado X , se requiere que todos los elementos de dicho espacio sean apro-

ximables en la norma de X por combinaciones lineales finitas c1 fn1 + c2 fn2 + ·· ·+ ck fnk

de elementos de tal sistema. A partir del teorema 5.3 vemos que, en el caso que nos ata-

ñe, la cuestión anterior es mucho más sencilla: para que un sistema de exponenciales

complejas {e iλn t }∞n=−∞ sea completo en Lp [−π,π] o en C [−π,π], se necesita y basta que

aproxime a otra función exponencial e iλt cualquiera, en la norma correspondiente.

Precisamos del lema siguiente:

Lema 5.4. Sean ε> 0 y f , g ∈ Lp [−π,π], donde p ∈ [1,∞]. Definimos

F (x) =
∫ x

0
f (t )d t y G(x) =

∫ x

0
g (t )d t

para cada x ∈ [−π,π]. Si ∥ f − g∥p < ε
2π , entonces ∥F −G∥p < ε.

Demostración. Por la desigualdad de Hölder, se tiene que

∥ f − g∥1 ≤ (2π)
1
q ∥ f − g∥p ,
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si q es el exponente conjugado de p. De este modo, si 1 ≤ p <∞,

∥F −G∥p
p =

∫ π

−π

∣∣∣∫ x

0
f (t )− g (t )d t

∣∣∣p

d x ≤
∫ π

−π

(∫ x

0
| f (t )− g (t )| d t

)p

d x

≤
∫ π

−π
∥ f − g∥p

1 d x ≤
∫ π

−π
(2π)

p
q ∥ f − g∥p

p d x = (2π)
p
q +1 ∥ f − g∥p

p

= (2π)p ∥ f − g∥p
p .

Luego ∥F −G∥p < ε como queríamos.

Teorema 5.5. Sea p ∈ [1,∞). El sistema {e iλn t }∞n=−∞ es completo en Lp [−π,π] o en C [−π,π]

si y solo si 〈{e iλn t }∞n=−∞〉 contiene a otra exponencial e iµt , donde µ ∈C y es distinto de todos

los λn .

Demostración. La necesidad es consecuencia directa de la definición de completitud,

pues e iµt ∈ Lp [−π,π]∩C [−π,π].

Pongamos γn = λn −µ, para cada n ∈ Z —obsérvese que γn ̸= 0 para todo n ∈ Z—. Cen-

tramos primero nuestra atención en el caso de Lp [−π,π], pues comprobaremos después

que para el caso restante se puede proceder exactamente de la misma manera. Dividire-

mos la prueba en varias partes:

Parte 1: Las constantes pueden ser aproximadas por el sistema {e iγn t }∞n=−∞ en la norma p

en [−π,π].

Sean a0 ∈ C y ε > 0. Si a0 = 0, entonces una combinación lineal nula de elementos del

sistema {e iγn t }∞n=−∞ nos sirve para aproximar a0. Supongamos ahora que a0 ̸= 0 y que

existe una sucesión de números complejos {cn}∞n=−∞ tal que todos sus términos son nulos

salvo una cantidad finita y∥∥∥∥e iµt −
∞∑

n=−∞
cne iλn t

∥∥∥∥
p

< ε

|a0|
∥∥e−iµt

∥∥∞
.

Entonces, ∥∥∥∥a0 −
∞∑

n=−∞
a0cne iγn t

∥∥∥∥
p

=
∥∥∥∥a0e−iµt

(
e iµt −

∞∑
n=−∞

cne iλn t
)∥∥∥∥

p

≤ |a0|
∥∥e−iµt

∥∥∞

∥∥∥∥e iµt −
∞∑

n=−∞
cne iλn t

∥∥∥∥
p

< ε
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para cualquier constante a0 ∈C. Luego el sistema {e iγn t }∞n=−∞ aproxima las constantes en

la norma p en [−π,π].

Parte 2: Los monomios pueden ser aproximados por el sistema {e iγn t }∞n=−∞ en la norma p

en [−π,π].

Procederemos por inducción sobre el grado del monomio. Por lo probado en la primera

parte, ya sabemos que para un monomio de grado 0 se verifica la hipótesis. Supongamos

ya demostrado que el sistema {e iγn t }∞n=−∞ aproxima monomios de hasta grado m −1, y

veámoslo para m.

Dados am ∈ C y ε > 0, por la hipótesis de inducción, existe una sucesión de números

complejos {cn}∞n=−∞, todos nulos salvo una cantidad finita y tal que∥∥∥∥ammt m−1 −
∞∑

n=−∞
cne iγn t

∥∥∥∥
p

< ε

4π
.

Al aplicar el lema 5.4 a la última desigualdad, deducimos que∥∥∥∥am t m +
∞∑

n=−∞
(iγn)−1cn −

∞∑
n=−∞

(iγn)−1cne iγn t
∥∥∥∥

p

< ε

2
.

Como ya sabemos que las constantes pueden ser aproximadas, existe una sucesión de

números complejos {dn}∞n=−∞, todos nulos salvo una cantidad finita, tal que∥∥∥∥ ∞∑
n=−∞

dne iγn t −
∞∑

n=−∞
(iγn)−1cn

∥∥∥∥
p

< ε

2
.

En virtud de la desigualdad triangular podemos escribir∥∥∥∥am t m −
∞∑

n=−∞

(
(iγn)−1cn −dn

)
e iγn t

∥∥∥∥
p
≤

≤
∥∥∥∥am t m +

∞∑
n=−∞

(iγn)−1cn −
∞∑

n=−∞
(iγn)−1cne iγn t

∥∥∥∥
p

+
∥∥∥∥ ∞∑

n=−∞
dne iγn t −

∞∑
n=−∞

(iγn)−1cn

∥∥∥∥
p

< ε

y, en conclusión, el sistema {e iγn t }∞n=−∞ aproxima cualquier monomio en la norma p en

[−π,π].
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Parte 3: Los polinomios pueden ser aproximados por el sistema {e iγn t }∞n=−∞ en la norma p

en [−π,π].

Sean ε > 0 y P (t ) = ∑m
n=0 an t n un polinomio con coeficientes a0, a1, . . . , am complejos.

Existen, para cada 0 ≤ n ≤ m, sucesiones de números complejos {cn,k }∞k=−∞, todos nulos

salvo una cantidad finita y tales que∥∥∥∥an t n −
∞∑

k=−∞
cn,k e iγk t

∥∥∥∥
p

< ε

m +1
, 0 ≤ n ≤ m.

Entonces, por la desigualdad triangular,∥∥∥∥P (t )−
∞∑

k=−∞

( m∑
n=0

cn,k

)
e iγk t

∥∥∥∥
p

≤
m∑

n=0

∥∥∥∥an t n −
∞∑

k=−∞
cn,k e iγn t

∥∥∥∥
p

<
m∑

n=0

ε

m +1
= ε,

y el sistema {e iγn t }∞n=−∞ aproxima cualquier polinomio en la norma p en [−π,π].

Parte 4: El conjunto Sµ = {e iµt P (t ) : P es un polinomio} es denso en Lp [−π,π].

Sea ε > 0. Como los polinomios son densos en Lp [−π,π], dada f ∈ Lp [−π,π] existe un

polinomio P tal que ∥∥e−iµt f (t )−P (t )
∥∥

p < ε∥∥e iµt
∥∥∞

.

De esta forma,

∥∥ f (t )−e iµt P (t )
∥∥

p = ∥∥e iµt (
e−iµt f (t )−P (t )

)∥∥
p ≤ ∥∥e iµt

∥∥∞
∥∥e−iµt f (t )−P (t )

∥∥
p < ε,

como queríamos ver.

Parte 5: El sistema {e iλn t }∞n=−∞ es completo en Lp [−π,π].

Sea S = {P : P es un polinomio} ⊂ Lp [−π,π]. Si definimos el operador lineal y continuo T

como en el lema 4.8,
T : S −→ Lp [−π,π]

f (t ) 7−→ f (t )e iµt ,

y ponemos Sµ como en el apartado anterior, se tiene que T (S) = Sµ es denso en Lp [−π,π].

Al aplicar la proposición 2.6 al sistema {e iγn t }∞n=−∞, que es completo en S en virtud del

tercer apartado, se concluye que {T (e iγn t )}∞n=−∞ = {e iλn t }∞n=−∞ es completo en Lp [−π,π].
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La demostración para el caso en que f ∈C [−π,π] es exactamente igual, pero tomando la

norma ∥·∥∞ y teniendo en cuenta que los polinomios son densos en C [−π,π], pues todas

las propiedades utilizadas son también válidas si p =∞.

5.1.3. Aproximaciones entre las funciones del sistema {e iλn t }∞n=−∞

Establecemos la siguiente definición:

Definición 5.6. Decimos que un conjunto de vectores {x j } j∈J de un espacio normado X

es minimal si para cada i ∈ J se tiene que xi ∉ 〈x j : j ∈ J \ {i }〉.

Ahora, de la negación del teorema 5.5, podemos inmediatamente deducir un corolario,

en relación con la minimalidad.

Corolario 5.7. Si el sistema {e iλn t }∞n=−∞ es incompleto en Lp [−π,π], donde 1 ≤ p <∞, o

en C [−π,π], entonces es minimal.

Finalizamos la sección con la interesante propiedad de que, dado un sistema de expo-

nenciales complejas, o bien ningún elemento puede ser aproximado por los otros, o bien

todos pueden serlo. Para ello, introducimos una nueva definición:

Definición 5.8. Decimos que un conjunto de vectores {x j } j∈J de un espacio normado X

es vinculado si para cada i ∈ J se tiene que xi ∈ 〈x j : j ∈ J \ {i }〉.

Teorema 5.9. Todo sistema {e iλn t }∞n=−∞ en Lp [−π,π], 1 ≤ p <∞, o en C [−π,π] es, o bien

minimal, o bien vinculado.

Demostración. Si el sistema es incompleto, el corolario 5.7 garantiza que es minimal. Si

es completo, o bien es minimal, o bien existe un n0 ∈Z tal que

e iλn0 t ∈ 〈e iλn t : n ∈Z\ {n0}〉.

En ese caso, el sistema {e iλn t : n ∈ Z \ {n0}} sigue siendo completo y, por el teorema 5.3,

también lo es el sistema {e iλn t : n ∈Z\ {k}} para cualquier k ∈Z fijo. Por lo tanto,

e iλk t ∈ 〈e iλn t : n ∈Z\ {k}〉, k ∈Z,

y se concluye que el sistema es vinculado.
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5.2. La estabilidad del sistema {e iλn t }∞n=−∞

Parece razonable, a tenor de lo expuesto sobre la estabilidad del sistema trigonométrico

en Lp [−π,π], preguntarnos si la completitud de un conjunto de exponenciales complejas

se mantiene también bajo pequeñas perturbaciones de los exponentes, en el sentido de

que se verifique una condición como las de los teoremas 4.3 y 4.7. La respuesta es nega-

tiva.

Veamos que, en general, si el sistema {e iλn t }∞n=−∞ es completo, no existe ningún ε> 0 de

manera que si {µn}∞n=−∞ es una sucesión de números complejos con

|µn −λn | ≤ ε, n ∈Z, (5.5)

se pueda garantizar que el sistema {e iµn t }∞n=−∞ sea completo en L2[−π,π]. Pongamos

λn =
{

n − 1
4 , n > 0,

n + 1
4 , n < 0.

En virtud del teorema 4.23, el sistema {e iλn t : n ∈Z\ {0}} es completo en L2[−π,π]. Consi-

deremos ε> 0. Si definimos

µn =
{
λn +ε, n > 0,

λn −ε, n < 0,

se tiene que |µn −λn | = ε para cada n ∈Z\ {0}. Por otro lado, si ε≤ 1
4

|µn −n| = 1
4 −ε< 1

4 , n ∈Z\ {0},

y el teorema 1
4 de Kadec garantiza entonces que el sistema {e iµn t : n ∈Z \ {0}}∪ {1} es una

base de L2[−π,π]. Luego, si eliminamos un elemento de dicho sistema, en particular, la

función constante 1, el conjunto {e iµn t : n ∈Z\ {0}} deja de ser completo en L2[−π,π].

Como se deduce del siguiente teorema, en caso de que las sucesiones {λn}∞n=−∞ y {µn}∞n=−∞
sean de números reales, basta con reforzar la condición (5.5): es suficiente encontrar una

sucesión {εn}∞n=−∞ absolutamente sumable y tal que

|µn −λn | ≤ εn , n ∈Z.
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Teorema 5.10. Sean p ∈ [1,∞), y {λn}∞n=1, {µn}∞n=1 dos sucesiones de números reales tales

que
∞∑

n=1
|µn −λn | <∞. (5.6)

Si el sistema {e iλn t }∞n=1 es completo en Lp [−π,π], entonces el sistema {e iµn t }∞n=1 también es

completo en Lp [−π,π].

Demostración. Supongamos que el sistema {e iµn t }∞n=1 no es completo. Entonces, en vir-

tud de la proposición 2.13 y el corolario 2.19 existiría una función φ ∈ Lq [−π,π], donde q

es el exponente conjugado de p, tal que la función entera

f (z) =
∫ π

−π
φ(t )e i zt d t

se anula en cada µn , n ∈N, pero no es idénticamente nula.

Definimos φ0 =φ y

φn(t ) =φn−1(t )+ i (λn −µn)e−iµn t
∫ t

−π
φn−1(s)e iµn s d s, t ∈ [−π,π], (5.7)

para cada n ∈ N. Procedemos por inducción sobre n para ver que φn ∈ Lq [−π,π]. Por

definición, se tiene que φ0 ∈ Lq [−π,π]. Si suponemos probado que φn−1 ∈ Lq [−π,π] ⊂
L1[−π,π], entonces se tiene que s →φn−1(s)e iµn s es integrable y el teorema fundamental

del Cálculo nos permite afirmar que la función

t 7→ i (λn −µn)e−iµn t
∫ t

−π
φn−1(s)e iµn s d s

es continua en [−π,π], al ser producto de funciones continuas en [−π,π] y, por tanto,

pertenece a Lq [−π,π]. De esta manera, φn ∈ Lq [−π,π], por ser suma de dos funciones

de Lq [−π,π].

Si ponemos, para cada n ∈N∪ {0},

fn(z) =
∫ π

−π
φn(t )e i zt d t , z ∈C
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se tiene que

fn(z) = z −λn

z −µn
fn−1(z), z ∈C, (5.8)

en virtud del corolario 5.2 y, por tanto, fn se anula en el conjunto {λk }n
k=1 ∪ {µk }∞k=n+1.

Veamos que {φn}∞n=1 es una sucesión de Cauchy en Lq [−π,π]. Como µn ∈ R para cada

n ∈N, se tiene que
∣∣e iµn t

∣∣= ∣∣e−iµn t
∣∣= 1, luego∣∣∣∣e−iµn t

∫ t

−π
φn−1(s)e iµn s d s

∣∣∣∣= ∣∣∣∣∫ t

−π
φn−1(s)e iµn s d s

∣∣∣∣≤ ∫ t

−π

∣∣φn−1(s)e iµn s
∣∣ d s

=
∫ t

−π
|φn−1(s)| d s ≤ ∥φn−1∥1 , t ∈ [−π,π] (5.9)

y, entonces, de (5.7) y de la monotonía de la integral se deduce que

∥φn −φn−1∥q =
∥∥∥∥i (λn −µn)e−iµn t

∫ t

−π
φn−1(s)e iµn s d s

∥∥∥∥
q

= |λn −µn |
∥∥∥∥e−iµn t

∫ t

−π
φn−1(s)e iµn s d s

∥∥∥∥
q

= |λn −µn |
(∫ π

−π

∣∣∣∣e−iµn t
∫ t

−π
φn−1(s)e iµn s d s

∣∣∣∣q

d t

) 1
q

≤ |λn −µn |∥∥φn−1∥1 ∥q = (2π)
1
q |λn −µn |∥φn−1∥1

si q ∈ (1,∞). Como 1
p + 1

q = 1, tras aplicar la desigualdad de Hölder a φn−1 llegamos a que

∥φn −φn−1∥q ≤ 2π |λn −µn |∥φn−1∥q , 1 < q <∞. (5.10)

De modo similar, de (5.7) y de la definición de ∥·∥∞, si p = 1 y q =∞ se sigue que

∥φn −φn−1∥∞ ≤ |λn −µn |∥φn−1∥1 ,

y al aplicar, de nuevo, la desigualdad de Hölder a φn−1, concluimos que

∥φn −φn−1∥q ≤ 2π |λn −µn |∥φn−1∥q

para q ∈ (1,∞]. Si ponemos εn = 2π |λn −µn | para cada n ∈N, entonces podemos escribir
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que

∥φn −φn−1∥q ≤ εn ∥φn−1∥q , n ∈N
y de (5.6) se deduce que la serie

∑∞
n=1εn es convergente. Luego de aplicar la desigualdad

triangular obtenemos que

(1−εn)∥φn−1∥q ≤ ∥φn∥q ≤ (1+εn)∥φn−1∥q , n ∈N. (5.11)

De este modo,

∥φn∥q ≤
( n∏

k=1
(1+εk )

)
∥φ∥q ≤C ∥φ∥q n ∈N, (5.12)

donde C = ĺımn→∞
∏n

k=1(1+ εk ) ≥ 1 —obsérvese que la sucesión anterior es creciente,

pues se tiene que 1+εk > 1 para todo k ∈N, y acotada pues, por la desigualdad 1+x ≤ ex ,

se tiene que
n∏

k=1
(1+εk ) ≤ exp

( n∑
k=1

εk

)
para cada n ∈N, luego es convergente—.

Sea ε > 0. Como la serie
∑∞

n=1εn es convergente, verifica la condición de Cauchy: existe

n0 ∈N tal que
m∑

k=n
εn < ε

C ∥φ∥q

para todos m ≥ n ≥ n0. En virtud de la desigualdad triangular y de las ecuaciones (5.10)

y (5.12) deducimos que, para cada n,m ∈N con m > n ≥ n0,

∥φm −φn∥q ≤
m−1∑
k=n

∥φk+1 −φk∥q ≤
m−1∑
k=n

εk+1 ∥φk∥q ≤C ∥φ∥q

m−1∑
k=n

εk+1 < ε,

y resulta que {φn}∞n=1 es de Cauchy en Lq [−π,π]. Al ser Lq [−π,π] un espacio de Banach,

la sucesión {φn}∞n=1 converge hacia una función Φ ∈ Lq [−π,π].

Si tenemos en cuenta el lado izquierdo de (5.11), y que {εn}∞n=1 es de términos no negati-

vos y converge a 0 —recuérdese que la serie
∑∞

n=1εn es convergente—, podemos escribir( n∏
k=n0+1

(1−εk )

)∥∥φn0

∥∥
q ≤ ∥φn∥q , n > n0, (5.13)
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donde n0 ∈N es tal que 1−εn > 0 si n ≥ n0. Como f0 = f ̸≡ 0, de (5.8) se deduce que, para

cada n ∈N, fn no es idénticamente nula y, por tanto, que φn ̸≡ 0. Por otra parte,

n∏
k=n0

(1−εk ) =
n∏

k=n0

e log(1−εk ) = exp

( n∑
k=n0

log(1−εk )

)
,

de donde se sigue que

∞∏
k=n0

(1−εk ) = exp

( ∞∑
k=n0

log(1−εk )

)
> 0,

pues
∑∞

k=n0
log(1−εk ) es convergente —basta aplicar el criterio de comparación y notar

que la sucesión {log(1−εn)}∞n=1 es equivalente a {−εn}∞n=1—. De esta forma, si tomamos

límites en (5.13), llegamos a que

0 <
( ∞∏

k=n0

(1−εk )

)∥∥φn0

∥∥
q ≤ ∥Φ∥q ,

y Φ debe ser no idénticamente nula.

Finalmente, veamos que el sistema {e iλn t }∞n=−∞ es incompleto en Lp [−π,π]. Pongamos

g (z) =
∫ π

−π
Φ(t )e i zt d t , z ∈C.

Como, por la desigualdad de Hölder,

| fn(z)− g (z)| =
∣∣∣∫ π

−π
(φn(t )−Φ(t ))e i zt d t

∣∣∣≤ ∫ π

−π

∣∣(φ(t )n −Φ(t ))e i zt
∣∣ d t

≤ ∥φn(t )−Φ(t )∥q

∥∥e i zt
∥∥

p
n→∞−→ 0, z ∈C,

resulta que { fn}∞n=1 converge puntualmente a g y, como fn(λk ) = 0 para cada 1 ≤ k ≤ n,

debe ser g (λk ) = 0 para todo k ∈N. Al aplicar la proposición 2.13, se concluye la demos-

tración del teorema.

Observación 5.11. Es posible dar un resultado más general que el anterior si afinamos las

cotas de las normas ∥φn∥q , que permite que las sucesiones sean de números complejos

—véase [Red77, teo 14]—.
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A partir del teorema 5.10 podemos resolver la cuestión que quedó pendiente al hablar

del teorema 1
4 de Kadec: ¿es posible relajar la condición (4.13) y exigir sólamente que se

verifique que

|λn −n| < 1

4
, n ∈Z? (5.14)

El sistema del teorema 4.23 nos facilita un contraejemplo:

Proposición 5.12. Sea {µn}∞n=−∞ la sucesión de números complejos definida por

µn =


n − 1

4 + 1
(n+1)2 , n > 0,

0, n = 0,

n + 1
4 − 1

(n−1)2 , n < 0.

Entonces el sistema {e iµn t }∞n=−∞ verifica que |µn −n| < 1
4 , pero no es exacto y, en particular,

no es una base de L2[−π,π].

Demostración. Sea {λn}∞n=−∞ la sucesión de números complejos definida por

λn =


n − 1

4 , n > 0,

0, n = 0,

n + 1
4 , n < 0.

El teorema 4.3 nos permite afirmar que el sistema {e iλn t }∞n=−∞ es completo en L2[−π,π]

y, como se verifica que

|µn −λn | =
{ 1

(n+1)2 , n ̸= 0,

0, n = 0,

resulta que la serie
∑∞

n=−∞ |µn −λn | es convergente y el sistema {e iµn t }∞n=−∞ debe ser tam-

bién completo en L2[−π,π], en virtud del teorema 5.10.

Recordamos el teorema 4.23, en el que vimos que el sistema {e iλn t : n ∈ Z \ {0}} es com-

pleto en L2[−π,π]. Al igual que antes, como
∑

n∈Z\{0} |µn −λn | <∞, llegamos a que el sis-

tema {e iµn t : n ∈Z\ {0}} es completo en L2[−π,π]. Se concluye, entonces, que {e iµn t }∞n=−∞
no es exacto, luego no puede ser una base de L2[−π,π].
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