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Abstract

We say that a subset S of a normed space X is complete in X if every element of the lat-
ter can be arbitrarily closely approximated in the norm of X by linear combinations of
elements from S. The completeness of sets of complex exponentials is closely related to
the zeros of certain entire functions, a fact that simplifies their study and confers them
exceptional properties. The aim of this work is, following R. M. Young’s Introduction to
nonharmonic Fourier Series, to review some of the sufficient conditions for complete-
ness for this type of sets in the spaces LP and €, of complex functions defined on [- A, A],
as well as to examine the most characteristic properties of such systems, previously revie-
wing some necessary results. To achieve this, we will begin by analyzing some generalities
of both the spaces of interest and the exponential systems. Subsequently, we will study
the well-known trigonometric system and systems in some sense close to it, concluding
with a series of interesting properties of sets of complex exponentials.

Resumen

Decimos que un subconjunto S de un espacio normado X es completo en X si cada ele-
mento de este tltimo puede ser aproximado con precision arbitraria en la norma de X
por combinaciones lineales de elementos de S. La completitud de los conjuntos de ex-
ponenciales complejas guarda una estrecha relacion con los ceros de determinadas fun-
ciones enteras, hecho que permite simplificar su estudio y les confiere unas propiedades
excepcionales. El objetivo de este trabajo es, siguiendo el tercer capitulo de Introduction
to nonharmonic Fourier Series, de R. M. Young, hacer un repaso a algunas de las con-
diciones suficientes de completitud para este tipo de conjuntos en los espacios L” y €,
de funciones complejas definidas en [—A, A], asi como examinar las propiedades mas
caracteristicas de este tipo de sistemas, revisando previamente algunos resultados nece-
sarios. Para ello, se comenzard analizando algunas generalidades de los espacios que nos
interesan y de los sistemas de exponenciales. Posteriormente, se estudiaran el conocido
sistema trigonométrico y sistemas en algiin sentido préximos a él, y se concluird con una
serie de interesantes propiedades de los conjuntos de exponenciales complejas.
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Introducciéon

El Anélisis de Fourier no Armonico explora las propiedades de completitud y expansion

idptioo

de los conjuntos de funciones exponenciales {e o oo donde la sucesion {1}

o0
n=—o00
es de nimeros complejos, y juega un papel fundamental en el desarrollo de la Teoria de
Frames y en el estudio de las bases de Riesz, asi como en otras dreas de aplicacion de las
Matematicas tales como la Teoria de la Sefial y la Teoria de Control. El término completi-
tud hace referencia a la propiedad que tiene un subconjunto de un espacio normado de
poder “aproximar con precision” los elementos de dicho espacio en la norma del mismo,
por medio de combinaciones lineales de sus elementos. Segin se puede ver en | ,
teo. 3.1.4, teo. 3.6.6, lema 5.5.5], los conjuntos completos desempefian un papel relevante
al caracterizar las bases de Schauder, las bases de Riesz y los frames, hecho que acentia

el interés en tal propiedad.

Nuestro objetivo serd realizar un estudio pormenorizado de las cinco primeras secciones
de [ , cap.3], sobre la completitud de los conjuntos de exponenciales complejas en
los espacios LP[-A, Al y €[—A, A], deteniéndonos también en algunas de las cuestiones
tratadas en el primer capitulo. Al mismo tiempo, examinaremos algunos de los textos
originales a los que se refiere R.M. Young e indagaremos también en los requisitos previos
de Variable Compleja, expuestos en el segundo capitulo de [ ], asi como en otros
resultados preliminares necesarios extraidos del resto de la bibliografia. A lo largo del
trabajo, se considerardn sélamente espacios vectoriales sobre C y, salvo que se indique lo
contrario, los espacios L”(X) y € (X) seran de funciones definidas en subconjuntos X de
la recta real y con llegada en el cuerpo de los nlimeros complejos.



VI Introduccion

Resulta esencial contar con una base de Teoria de la Medida y Andlisis Funcional, ya que
la completitud en los espacios que abordaremos se expresard comtinmente en términos
de los funcionales lineales y continuos de dichos espacios. Por otra parte, se tiene que
la completitud de los sistemas de exponenciales complejas guarda una estrecha relacion
con los ceros de determinadas funciones enteras, vinculo que utilizaremos como punto
de apoyo para deducir tanto condiciones suficientes de completitud como fascinantes
propiedades caracteristicas de este tipo de conjuntos, basdndonos en resultados de Va-
riable Compleja. Es por esto que el presente trabajo depende fuertemente de la asigna-
tura de tercer curso del grado Variable Compleja asi como de las asignaturas de cuarto
curso Andlisis Real e Introduccion a los Espacios de Funciones.

El primer capitulo constituye una introduccién a algunos de los resultados de Anélisis
Real, Andlisis Funcional y Variable Compleja en los que se fundamenta la teoria que de-
sarrollamos, con el objeto de que la memoria sea lo mds autocontenida posible.

En el segundo capitulo, presentamos la definicién de conjunto completo, ademds de una
serie de primeras propiedades que nos serdn de utilidad. Posteriormente, establecere-
mos las relaciones antes mencionadas de los conjuntos completos en LP y 6 con los
funcionales lineales y continuos de estos espacios, del mismo modo que hablaremos de
su vinculo con los ceros de las funciones enteras y excluiremos, de paso, algunos casos
que no trataremos mas en adelante.

El objetivo principal de los capitulos tercero y cuarto es revisar algunas condiciones sufi-
cientes de completitud: en el tercero, estudiaremos el conocido sistema trigonométricoy
un sistema trigonométrico “reducido” consistente en eliminar una parte de los términos
del original, mientras que en el cuarto, exploraremos sistemas de exponenciales com-
plejas “cercanos”, en un sentido que precisaremos, al sistema trigonométrico. En la se-
gunda parte del cuarto capitulo, nos centraremos en el caso particular del espacio de
Hilbert L2[—7, 7], en el que el célebre teorema 11 de Kadec nos permitira afinar algo més.

La primera parte del tltimo capitulo evidenciara la importancia de los sistemas de ex-
ponenciales complejas, asi como las propiedades que les confiere su relaciéon con las
funciones enteras. En ella, expondremos una serie de importantes propiedades que sim-
plifican notablemente el estudio de la completitud de este tipo de conjuntos, asi como
justificardn algunas de las consideraciones realizadas en los capitulos anteriores. En la
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segunda parte, revisaremos si es posible trasladar las ideas del cuarto capitulo a sistemas
de exponenciales en algin sentido “préximos” entre si, y concluiremos con una adenda
al teorema de Kadec.

Miguel Carranza de Castro






Capitulo

Prerrequisitos

El presente capitulo aborda una serie de resultados y conceptos necesarios para el de-
sarrollo de la teoria central del trabajo, a la vez que sirve de introduccion a los razona-
mientos que seguiremos. Para su lectura s6lamente son necesarias nociones bdsicas de
Teoria de la Medida y Anadlisis Funcional, que pueden consultarse en [ lo] L,y
de Variable Compleja, para lo cual nuestra referencia principal es [ l.

Algunos de los enunciados expuestos se suponen familiares al lector y no van acompana-
dos de demostracion, ddndose en ese caso una referencia precisa a la bibliografia. Otros,
por contra, no son materia del grado, y hemos optado por incluir una prueba detallada
de los mismos, que enriquece el contenido del documento.

1.1. Resultados de Analisis Real

En lo relativo a Teoria de la Medida, es imprescindible conocer los conceptos de medida
—positiva, real y compleja—, espacio medible y funcién medible, asi como sus propie-
dades mas generales; y la definicion de integral con respecto de una medida, junto a las
generalizaciones de resultados bien conocidos para la integral de Lebesgue. Por otra par-
te, en materia de Andlisis Funcional, solo precisaremos de los aspectos bésicos de los
espacios vectoriales normados y sus espacios duales, asi como del manejo tanto de las
propiedades de los operadores lineales y continuos como de las propiedades de los es-
pacios LP(X)y € (X).



2 1. Prerrequisitos

1.1.1. Unaimportante consecuencia del teorema de Hahn-Banach

Recordamos un resultado, que se deduce del conocido teorema de Hahn-Banach, en re-
lacion con la adherencia de los subconjuntos de un espacio normado. Podemos encon-
trarlo, por ejemplo, recogido en [ , teo. 5.19, pédg. 107], y es materia basica de un
curso de Analisis Funcional.

Teorema 1.1. Sea M un subespacio lineal de un espacio normado X y sea xo € X. Entonces
Xo € M si y solo si no existe ninguin funcional lineal y continuo no nulo A : X — C tal que
A(x) =0 para todo x € M.

Es inmediato reescribir el teorema anterior en términos de conjuntos densos, enunciado
mas acorde a nuestros propositos en el segundo capitulo, sin mds que tener en cuenta la
definicién de densidad:

Teorema 1.2. Sea M un subespacio lineal de un espacio normado X. Entonces M es denso
en X siy solo si no existe ningtin funcional lineal y continuo A : X — C tal que A(x) =0
para todo x € M pero A # 0.

1.1.2. Laderivada de Radon-Nikodym

Comenzamos dando una definicién previa, necesaria para establecer los resultados cen-
trales de este apartado.

Definicion 1.3. Sean A una medida arbitraria —positiva o compleja— y ¢ una medida
positiva en el espacio medible (X,.#). Se dice que A es absolutamente continua con
respecto a y, y se escribe A < p, si para cualquier E € ./ tal que u(E) = 0 se tiene que
A(E) =0.

Podemos ahora enunciar el célebre teorema de Radon-Nikodym, resultado fundamental
de un curso de Andlisis Real, y cuya prueba podemos encontrar en [ , teo. 6.10,
pag. 121].

Teorema 1.4 (teorema de Radon-Nikodym). Sean u una medida positiva o -finitay A una
medida compleja en el espacio medible (X, /), de forma que A < u. Entonces existe una
unica funcion u-integrable h : X — C tal que

A(E) :f hdy 1)
E

La completitud del conjunto de las exponenciales complejas
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para cada E € /. Si A es una medida positiva y o -finita, el resultado sigue siendo cier-
to, con la salvedad de que la funcién h serd medible y positiva, pero no necesariamente
integrable.

Definicién 1.5. Alafuncién h en (1.1) se la conoce como la derivada de Radon-Nikodym

dA

de A con respecto de u. Es habitual expresarla como dA = hdp o enlaforma h = i

Utilizaremos en varias ocasiones una interesante propiedad, relativa a la derivada de Ra-
don-Nikodym. Encontramos este resultado en [ , prop . 3.9, pag. 91] para medidas
signadas, y puede generalizarse facilmente a medidas complejas, sin mds que tomar par-
tes real e imaginaria, de la siguiente forma:

Proposicion 1.6 (regla de la cadena). Sean A una medida compleja y u, v medidas positi-
vasy o -finitas en el espacio medible (X, /) tales que A < v yv < L.

dA
A= —dv.
fxg fxgdv v

En particular, si g € L'(A), entonces g% € L'(v).

1. Sige LY(A), entonces

2. Severificaquel < uy

a_avav
dy dvdy’ poes:

1.1.3. Lacaracterizacion de los funcionales lineales en L” (X) y 6,(X)

Los dos siguientes teoremas son fundamentales y forman parte de un curso de Anélisis
Real. Son consecuencia del teorema de Radon-Nikodym, y pueden ser consultados en
[ , teo. 6.16, pag. 127] y [ , teo. 6.19, pag. 130], respectivamente. Junto con la
anterior consecuencia del teorema de Hahn-Banach, nos permitirdn caracterizar los con-
juntos completos de los espacios sobre los que trabajaremos mds adelante, en términos
de la existencia de una funcion o de una medida no nulas.

Teorema 1.7. Sean 1 < p < oo, u una medida o-finita y positiva en un conjunto X y
A : LP(u) — C un funcional lineal y continuo. Existe una tinica funcion g € L9(u), donde
q es el exponente conjugado de p, tal que

A(f)zfogdu

Miguel Carranza de Castro
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para cada f € LP (u). Mds atin, se tiene que
IAl=1gl,-

Teorema 1.8 (teorema de representacion de Riesz). Sea X un espacio de Hausdorff local-
mente compactoy \ : 6y(X) — C un funcional lineal y continuo. Existe una tinica medida

de Borel compleja regular u tal que

A(f) =f fdu
X
para cada | € 6y(X). Mds atin, se tiene que

IAN= 1pl (X).

1.1.4. Elteorema fundamental del cidlculo parala integral de Lebesgue

Enunciamos a continuacién dos resultados de Analisis Real, en relacion con la extensién
del conocido teorema fundamental del cdlculo a la integral de Lebesgue, recogidos en
[ , teo. 7.11, teo. 7.18], y otro en relacion con la férmula de integracién por partes,

para el que nos referimos a [ , cor. 5.4.3, pag. 343].

Teorema 1.9 (teorema fundamental del Cdlculo, primera parte). Si f € LY(R) y
X
F(x) :f fdt, xeR,
—0o0

entonces F'(x) = f(x) c.s.

Teorema 1.10 (teorema fundamental del Célculo, segunda parte). Sea f : [a, b] — R. Son

equivalentes:
1. f es absolutamente continua en |a, b].

2. f esderivable casi seguro en [a,b), f' € L'[a, b] y

f(x)—f(a):f fl(ndt, a<x<b.

La completitud del conjunto de las exponenciales complejas
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Proposicion 1.11 (férmula de integracion por partes). Sean u, v: [a, b] — R absolutamen-
te continuas. Entonces

b wp b
f u(x)v'(x)dx = u(x) v(x)|x_a —f v(x)u'(x)dx.
a - a

1.1.5. Limites superior e inferior de una funcién

Conviene recordar la definicion de limite superior e inferior de una funcién real de varia-
ble real:

Definicion 1.12. Sean U < R un subconjunto no acotado superiormente y ¢ : U — R. Se
definen el limite inferior de ¢ cuando x tiende a oo como

liminfe(x) = sup inf @(x) = lim inf @(x),
X—00 (P( ) ydgxzy(p( ) y—»ooxzy(p( )
xeU xeU

y el limite superior de ¢ cuando x tiende a co como

limsup ¢(x) = infsup ¢ (x) = lim sup ¢(x).
X—00 VER x>y y=00 x=y
xeU xeU
Alo largo del trabajo, se recurrird a la comparacion de los limites anteriores con los limi-
tes superiores o inferiores de sucesiones adecuadas que simplifiquen el problema. Para

ello nos apoyaremos en el siguiente resultado:

Proposicion 1.13. Sean U c R un subconjunto no acotado superiormentey ¢ : U — R.
Para cada sucesion {x,}5, de puntos de U conlimy_.o, X, = 0o se tiene que

liminfe(x) <liminfe(x,) <limsup @(x,) <limsup ¢(x).
X—00 n—oo n—o00 X—00

Demostracion. La desigualdad

ligninfq)(xn) <limsup @(x,)
—00 n—oo

es inmediata de las definiciones de limite superior e inferior de una sucesion, y ya cono-
cida.

Miguel Carranza de Castro
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Veamos que
L= li;ninf(p(x) < lirgninf(p(xn) =b.

Supongamos que no se verifica la desigualdad, esto es, que existe a € Rtal que /1 > a > [».
Como
h= ylggo )lcrg(p(x),
xeU

de la definici6n de limite se deduce que existe M > 0 tal que
)1Cr21Jf/ x)>a
xeU

si y = M, luego se tiene que ¢(x) > a para todo x € U con x = M. Pero entonces, como
X, — 00 si n — oo, existe mg € N tal que x;,, > M si n = my. Por lo tanto, inf,;>,, ¢(x,) = a

para todo m = my, lo que implica que
Y — Tm g -
I =liminfe(x,) = lim_inf ¢(x,) = a,
y llegamos a una contradiccion.

De forma andloga se prueba que

limsup ¢p(x,) <limsup ¢(x). O

n—oo X—00

1.2. Resultados de Variable Compleja

Nos centraremos primero en dos resultados: la férmula de Jensen y la férmula de Carle-
man. Ambas forman parte de un curso avanzado de Variable Compleja, fuera del conte-
nido del grado, y seran utilizados en la prueba de dos de los resultados de completitud
centrales del trabajo. Posteriormente, calcularemos la suma de los desarrollos en serie de

las funciones tangente y cotangente, necesarias en el transcurso del cuarto capitulo.

1.2.1. Laférmula de Jensen

La férmula de Jensen es un resultado clasico que relaciona el crecimiento de una funcién
holomorfa en el interior de un disco con el médulo de sus ceros dentro de dicho disco.

Para la demostracion, seguiremos la prueba de [ 1.

La completitud del conjunto de las exponenciales complejas
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Comenzamos probando un lema previo, que nos permitird dar una forma alternativa de
la férmula, més adecuada para nuestros propdsitos.

Definicion 1.14. Dada una sucesion de nimeros complejos {1,}77,, definimos
nr)=#n:|A,l<r}

para cada r € [0,00). Esto es, el nimero de puntos A, en el disco cerrado de centro 0y
radio r.

Si f es holomorfa en D(0,R) y r < R, utilizamos la misma notacién para referirnos al
cardinal del conjunto de ceros de f en D(0, r), teniendo en cuenta su multiplicidad.

Lema 1.15. Seanr>0yA;,As,...,A, €C tales que
O<|MI=s|A=s-=--- <Ayl =T

Entonces . .

Zlog(L) :f Mclt.

k=1 |Ak| 0 4
Demostracion. Si |[A| < t < |Ags1l, se tiene que n(t) = k. Ademas, si 0 < t < |A;], resulta
que n(t) =0,ysit=]|A,l, obtenemos que n(f) = n. Entonces

r t n-1 plAdgsrl k r
f O Zf —dt+f Zar
o t =1l Anl T

n-1
= (Z k(log| A1l —logl/lkl)) + n(logr —logl|A,l).

k=1
Ahora bien,
n-1 n-1 n-1
Y k(loglAk+1l—-1oglAkD) = Y kloglAgs1l— Y kloglAkl
k=1 k=1 k=1
n—-1 n-2
=Y kloglAks1l— )Y (k+1)10g[ Akl
k=1 k=0
n—1 n-2 n-2
=Y kloglAks1l— Y klogldksl— ) logl g1l
k=1 k=0 k=0
n-1
= (n—-1)loglAnl - ) log|Al,
k=1

Miguel Carranza de Castro



8 1. Prerrequisitos

luego

t- -1 n
f ﬂdz‘—nlogr—logl/l |—Zloglﬂklznlogr—Zlongl Zlog( )
o I -1 k=1 k=1 | Akl

y queda probado el resultado. O

Teorema 1.16 (féormula de Jensen). Sean R >0, f holomorfa en D(0, R) y supongamos que
f(0) #0. Si z1,22,...,2, son los ceros de [ en D(, ), para0 < r < R, entonces

%fo log|f(rele)|dt9—10g|f(0)|+Zlog(| k|)

0, equivalentemente,

2n .
i[ 1og|f(re’9)|d9:1og|f(0)|+f ﬁdt
27 Jo

Demostracién. Elresultado es inmediato si f no tiene ceros en D(0, r), pues entonces, fi-
jadauna determinacién del logaritmo, la funcion f tiene un logaritmo analitico en D(0, )
—véase | , teo. 3.1.9]—, esto es, existe g holomorfa en D(0,r) tal que

e8¥ = f(z), zeD(O,1).

Al tomar médulos, teniendo en cuenta que |e8?| = eR¢8(9) llegamos a que Re g = log| |
es armonica en D(0, r), yla férmula se reduce a la propiedad del valor medio en el origen:

1 27 .
—f log|f(re'®)|d6 =log|f(0)]. (1.2)
271 Jo

Supongamos ahora que |zx| = r para todo 1 < k < n, y pongamos zj = re'%, donde 6 €
[0,27). Definimos

g2 = f(z)H , z€ D(0,R).

k=1%k — %
Entonces g es holomorfa en D(0, R) y no se anula en D(0, 7). Podemos, por tanto, aplicar

la férmula (1.2) a g. Como g(0) = f(0) y

0

1 27 i 1 2 i0 n e
Efo log|g(re )|d9:Ef0 (log|f(re )|+kX::110g i

—i) 40

La completitud del conjunto de las exponenciales complejas



1.2. Resultados de Variable Compleja 9

_ 1 2n ] i 1
_Ef (og|f(r€ )|+ Z og‘ 1(9 o)

_ 1 f (log| fre®)| =3 log|1 - e’w_ek)|) do
2m Jo k=1

)de
—ifznl | £ "9)|d9—ii 2711 |1-e"@"%)]| ap
_27'[ A og re Py = o og e »

obtenemos que

n 21

1 2 . 1 .
—f log|f(re'®)|do =loglfO)+— > [ log|1-e'®%)]|a0. (1.3)
21 Jo 21 k=170
Notemos que, por la periodicidad de la exponencial,
2 . 27 .
f log|1-¢"?7%| 46 :f log|1-e"|do, 1<k<n,
0 0
y que, por la identidad trigonométrica fundamental y las férmulas del dngulo mitad,
|1- e"9|2 =2(1-cosh) = 4sen? (g),
de donde se sigue que
2n . 2n b4
f log|1- €| d0 = 2mlog?2 +f log(sen$) d6 = 2zlog2 +2f log(sen®) dO =0
0 0 0

—el célculo de la tltima integral puede ser consultado en [ , €j. 9.10, pag. 337]—
luego (1.3) resulta en que

1 [ i0
Efo log| £ (re'®)| 6 = log| f(O)],

y se verifica la férmula, ya que log ( 2 I) =logl =0.

Resta entonces comprobar el caso general, en el que los ceros de f son arbitrarios dentro
del disco D(0, r). Si z1, 2, ..., zp son los ceros de f en D(0,r), se define

, 2€ D(0,R).

F(2) = f(z)]_[r( - )

Miguel Carranza de Castro



10 1. Prerrequisitos

Entonces F es holomorfa en D(0, R) y no tiene ceros en D(0,r) —pero si puede tenerlos
en S(0, r)—. Por lo tanto, F estd en alguno de los dos casos anteriores, y se verifica que

—f log|F(re’6)|d0 =log|F(0)| —log(|f(0)| H (l |))
Zk
= log| f(0)] + Zlog(l kl) (1.4)

Observamos que, para cada 1 < k < n, la funcién

r’—ziz
z— ——, ze€C\{zy}
r(z—zy)

es una homografia que lleva S(0, r) en S(0, 1), pues

|r2—z_krei‘9| |r zke”9| |r—zke“9| |r zke’9|

|r(ret? —zk)| |rei® —zk| |r—zpe 10| |e’9| |r—ze~ ’9|
De esta manera, |F(rei0)| = |f(rei9) |, y (1.4) resulta ser la féormula buscada. O
Definicion 1.17. Dada una sucesién de numeros complejos {1 n}n 1 definimos

N(r) :f ﬂdt
1

para cada r € [1,00).

Podemos ahora, con la terminologia anterior, establecer un corolario de la formula de
Jensen que serd realmente el resultado que emplearemos més adelante.

Corolario 1.18. Sean R >0y f holomorfa en D(0, R). Se tiene que, sil <r <R,

1 27 .
N(r) < —f log|f(re'®)|do + M,
271 Jo

para cierto M > 0.
Demostracion. Sean

o0
> apz"
k=0

el desarrollo en serie de potencias de f en D(0,R), y a;;z" el primer término no nulo
de dicho desarrollo —f presenta un cero de orden m en z = 0—. Consideremos, para

La completitud del conjunto de las exponenciales complejas



1.2. Resultados de Variable Compleja 11

1<r<R,
rym
g2 =f@ (=) .
z
Entonces, g es holomorfa en D(0, R), g(0) = a,,r"™ # 0y tiene los mismos ceros no nulos
que f.

Denotemos por 7n(r) y ng(r) al nimero de ceros de fy g, respectivamente, en D(0,7). Si

aplicamos ahora la formula de Jensen a g, obtenemos que

QLI

1 2n .
—f log|g(re'®)| d6 =1og|g(0)| +f
21 Jo 0

Por lo tanto,

" n.(t 1 271 . ln t
f 8 )dt:—f log|f(re’9)|d6—log|amrm|—f s )dt
1 21 Jo 0 r

t
I ng(1)

dt

1 2m .

:—f log|f(re’9)|d6—log|am|—mlogr—f
21 Jo 0
1 2n 0

ngo log|f(re'®)| d6 —loglam| — mlogr.

Como para cada = 0 se tiene que ng(t) = n(t) — m, podemos escribir

r t 1 2m . 1
f Mdts—f log|f(re’9)|dH—logIamI—mlogr+mf —dt
1t 21 Jo 1t

1 2m .
:—f log|f(re'®)| d6 —logla|
271 Jo
1 2n .
<—f log|f(re“9)|d9+M,
271 Jo

para cierto M > 0. O

1.2.2. Laférmula de Carleman

Nos remitimos a [ , teo. 13, pag. 87] para la demostracion de este resultado, que sera
utilizado s6lamente una vez a lo largo del presente trabajo, y cuya demostracion se aleja
del objetivo del mismo. De modo similar a la formula de Jensen, relaciona el médulo de
los ceros de una funcién holomorfa con su crecimiento, pero con la informacién adicio-
nal del crecimiento de la misma a lo largo de la recta real.

Miguel Carranza de Castro
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Teorema 1.19 (férmula de Carleman). Sea f una funcién holomorfa en {z € C:Imz = 0}
y sean zi = rie'%, 1 < k < n, sus ceros en la region

{zeC:Imz=0, 1<|z|<R}.

Entonces
Sk 1 (" .
— = qz|seni=— | log| f(Re")|sen0 do
k;(rk RZ)Sen k ﬂRfo og|f(Re')|sen
1 B/1 1
o), (ﬁ_p)10g|f(r)f(—r)|dr+{(R),

donde ¢ (R) es una funcion acotada de R.

1.2.3. Sumacion de series por el teorema de los residuos

Recordamos un conocido resultado, derivado del teorema de los residuos, por el cual
podemos obtener la suma de ciertas series. Puede encontrarse, por ejemplo, en [ ,
teo. 4.4.1, pag. 305], y nos permitird calcular la suma de dos desarrollos en serie involu-

crados en la prueba del teorema 11 de Kadec.

Proposicion 1.20. Sea f holomorfa en C, salvo por un numero finito de singularidades, y
tal que
hm zf(z) =

|z|—o0

Entonces, si S(f) es el conjunto de singularidades de f,

i fn)=-m Z Res(f(z)cotgnz, a).

n=-—o00
nes(h acS(f)
A partir del resultado anterior, calculamos la suma de las series que nos interesan.

Proposicion 1.21. Para cada a € R\ Z se tiene que

1 2a &
— —cotgna=— Z
na b |
Sia¢ %+Z, se tiene que
a (e.0]
tanwa=— Z
T on=1 2) - a?

La completitud del conjunto de las exponenciales complejas
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Demostracion. Consideremos la funcién

1
f(Z):m, zeC\{a,—-a},

que tiene dos polos de orden 1 en z = ay z= —a. Tenemos que

Res(f (2) cot )=1i 74 t =1i 1 t _ 1 t
es(f(z)cotgnz,a = lim —3 cotgnz = lim —— cotgnz = _— cotgna

z2 —

y, andlogamente,

. Z+a 1
Res(f(z)cotgnz,—a) = ler{la PR cotg(mz) = 22 cotgma.

Z2

Dela proposicion 1.20 se sigue que

T ) i 1 1 o x 1
——cotgna= —_— = _
a nZoo N — a? a’>  fon?-a?
o0, equivalentemente, que
2a i 1 1 ;
— = — —cotgna.
T fn?-a®> ma 8
Para lo segundo, consideramos la funcién
f()——1 eC\{a+1i,-a+1}
Z - 1 2 2 ) Z 2 ) 2 )

con polos simplesen z =a + % yz=—a+ % De forma andloga a lo anterior, tenemos que

1
Res (f(2)cotgnz,a+3) = 5 cotg(ra+3)
yque
Res (f(2) cotgnz,—a+3) = —% cotg(-ma+3%).

Si ahora tenemos en cuenta la paridad del seno y el coseno, y las relaciones trigonomé-

tricas sen (5 — x) = cosx, cos(5 —x) = senx, sen (7 +x) = —senx y cos (7 +x) = —cosXx,

Miguel Carranza de Castro
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podemos escribir

cotg(mra+%)=-tanmwa y cotg(-na+%)=tanna.

Notamos que el polinomio P(x) = (x — %)2 cumple que
12 (1 2
P-x+1) = ((-x+1)- E) ~ (5 -x) =P

para cada x = 0. Atendiendo esto, llegamos a que
& 1

T o0
—tanna= > — = 2y —————

Loy e b e

0, equivalentemente, que

o0
2a Z =tanma.
Y n:l —z) —a2

La completitud del conjunto de las exponenciales complejas



Capitulo

Conjuntos completos

Es bien conocido que, dados un espacio de Hilbert H y un sistema ortonormal y completo
{ej} jey del mismo, cada elemento x € H admite una tinica representacion, proporcionada
por el producto interno de H, en la forma

sz{x,ej)ej, (2.1)
jeJ
entendiéndose que la familia {{x, e;) e;} jc; es sumable hacia x € H. En el caso en que el
conjunto {e;j}je; sea un sistema ortonormal, la condicion (2.1) es equivalente a que el
subespacio lineal generado por los elementos del sistema sea denso en H.

En ocasiones, cuando no disponemos de una estructura tan rica sobre un espacio nor-
mado, como puede ser la de espacio de Hilbert, o bien cuando no necesitamos de ella, es
interesante relajar la condicion de base ortonormal y restringirnos a una més general: la
de conjunto completo. Motivados por lo anterior, nuestro interés recae en la busqueda
de condiciones suficientes bajo las cuales el subespacio lineal generado por una familia
de elementos {x;};e; de un espacio normado X es denso en el mismo. En otras pala-
bras, trataremos de encontrar subconjuntos {x;} jc; tales que sus combinaciones lineales
finitas sean una buena aproximacion de los elementos de X, en el sentido de que para
cada x € X la cantidad
[l = (erxjy + caxj, + -+ + cnx; )|

sea arbitrariamente pequefa y escalares ci, cy,...,c, € Cy vectores Xxj,, Xj,,..., Xj, ade-
cuados que, a priori, no sabremos calcular.

15



16 2. Conjuntos completos

2.1. Definicionesy primeros resultados

Antes de comenzar con el objeto central de nuestro andlisis, los conjuntos de exponen-
ciales complejas, nos detendremos a realizar algunas observaciones de cardcter més ge-
neral sobre los conjuntos completos. En la linea de la discusién anterior, introducimos
las siguientes definiciones.

Definicion 2.1. Diremos que un conjunto de elementos {x;} jc; de un espacio normado X
es completo si el subespacio lineal generado por este es denso en dicho espacio. Esto es,
si para cada x € X y cada ¢ > 0 existe una combinacion lineal finita ¢1 xj, + c2 X, ++ - -+ Cr X,
tal que

||x— (clle +CXj, +--+ Ckx]'k) ” <E.

Diremos que dicho conjunto es incompleto si no es completo.

Ejemplo 2.2. Una base ortonormal en un espacio de Hilbert es un sistema completo.

Ejemplo 2.3. Sea K < C un subconjunto compacto. En virtud del teorema de aproxima-

oo

cion polinomial de Weierstrass, el sistema {z”}n=0

es completo en el espacio € (K), pues
el conjunto de los polinomios estd contenido en ({z" : n € Z(}), donde Z>( es el conjunto

de los nimeros enteros no negativos.

Definicién 2.4. Se dice que un conjunto de elementos {x;} je; de un espacio normado X
es exacto en X si es completo, pero deja de serlo al eliminar cualquiera de sus términos.

Ejemplo 2.5. Una base ortonormal en un espacio de Hilbert es un sistema exacto.

A partir de la definicién podemos inferir unas primeras propiedades, que nos permitiran
obtener la completitud de algunos conjuntos por medio de los ya conocidos. Como pue-
de intuirse, es suficiente que un sistema sea completo en un denso del espacio normado
para tener la completitud en todo el espacio.

Proposicion 2.6. Sean X,Y espacios normadosy T : X — Y un operador lineal y continuo
tal que T (X) es un subconjunto denso deY . Si el sistema{x;} jcj es completo en X, entonces
el sistema {T(xj)}jeyes completoenY.

Demostracion. Sea e >0.Si T(X) es denso en Y, dado y € Y existe x € X de suerte que
€

-T
ly=TX) Iy < 5

La completitud del conjunto de las exponenciales complejas
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Ahorabien, si el sistema {x;} je; s completo en X, existen jy, j2,..., jn€ Jyc1,¢2,...,cn €C

tales que
€

< —.
2T

n
X — Z Ci X
k=1 X

Al aplicar la desigualdad triangular, si tenemos en cuenta que T es lineal y continuo, se

deduce que
n n
Hy— Z ckTx)|| sly—-TWIly+|Tx) - Z ¢k T (xx)
k=1 Y k=1 Y
n
<ly-TWIy +1TI|x= ) cexk| <e,
k=1 X
y se concluye que el sistema {T (x;)} je; es completoen Y. O

Corolario 2.7. Sean X,Y espacios normados, T : X — Y un operador lineal, continuo
y sobreyectivo, y {x;} je; un conjunto completo de X. Entonces {T (x;)}jej es un conjunto
completodeY.

Demostracién. Basta tener en cuenta que T(X) =Y y aplicar la proposicion 2.6. O

En particular, tenemos el siguiente resultado.

Corolario 2.8. Sean X,Y espacios de Banach, T : X — Y un operador lineal, continuo y
biyectivo. Entonces {x;} jej es completo en X siy solo si{T(x;)}je; es completoenY .

Demostracién. Por el teorema de la aplicacién abierta 7~! es también lineal, continuo y
sobreyectivo. Es suficiente aplicar el corolario 2.7a T'y T~ para concluir. O

Observacion 2.9. Por comodidad, enunciaremos los resultados de completitud en un
intervalo simétrico, generalmente [—, 7]. En virtud del corolario 2.8, se tienen resultados
analogos a los que presentaremos en este texto para intervalos cualesquiera, tras aplicar
un cambio de variable adecuado a las funciones del sistema. Mas concretamente: si b >
a, y definimos

¢:la, bl — [-A Al

Miguel Carranza de Castro
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entonces los operadores lineales, continuos y biyectivos

T:LP[-A Al — LPla,b] y S:€[-A A — €la,b]
fo—=1fod f—=1fod

nos permiten “trasladar” dichos resultados al intervalo [a, b].

Por ultimo, es conveniente reformular el teorema 1.2 en términos de completitud para
obtener una caracterizacion clave de los conjuntos completos en un espacio normado,
en términos de su dual topolégico.

Notacién. Llamamos X' al dual topolégico del espacio normado X.

Teorema 2.10. Un conjunto de vectores {x;} jej de un espacio normado X es completo si 'y
solo si para cada A € X' que verifica que A(x;) = 0 para todo j € ] se tiene que, necesaria-
mente, A = 0.

Destacamos la importancia del teorema 2.10, pues el hecho de conocer los funcionales
lineales y continuos de un espacio normado, como es el caso de los espacios L”(X) y
%o (X), nos permitird deducir la completitud de muchos conjuntos a partir de él.

2.2. Sistemas completos en L7 (E) y € (E)

Centramos nuestra atencion ahora en los casos particulares de L (E) y € (E), con E C R,
que conocemos ampliamente, y sobre los que podemos decir mucho més. Las relaciones
de inclusion entre dichos espacios, dadas por la desigualdad de Holder, y las caracteri-
zaciones de sus duales nos permiten deducir rdpidamente interesantes propiedades, sin
mas que aplicar los resultados ya vistos.

2.2.1. Resultados generales

Es interesante notar que, si r < p y E R es de medida finita —recuérdese que entonces
LP(E) c L' (E)—, una vez sabemos que un sistema es completo en L” (E), se tiene también
la completitud del mismo en L' (E).

Proposicion 2.11. Sean E c R un conjunto de medida finitay1 < r < p < oco. Si el siste-

ma{fn}., es completo en LP(E), entonces también es completo en L" (E).

La completitud del conjunto de las exponenciales complejas
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Demostracién. Notamos que LP(E) es denso en L’ (E): si g € L' (E) y se define, para cada
n €N, lafuncion g, = gxg<|n|;, €ntonces g, € LP (E) por ser acotada, y se tiene que

r n—oo

||g—gn||;:f|g—gn|f:f gl =0,
E {g>Inl}

por el teorema de la convergencia dominada.

Consideremos la inclusién j : LP(E) — L"(E). Claramente, j es lineal. En virtud de la
desigualdad de Holder, se tiene que

1F1, < (mENTIfl,, feLP(E),

21 _ 1,1
si-=—-+-
r p q

suficiente aplicar la proposicion 2.6 para concluir. O

—entendiéndose que é = 0—, de donde se deduce que j es continua. Es

De forma similar, si suponemos que E es compacto, se verifica que 6 (E) c LP(E), y po-
demos ver que, entonces, la completitud en €6 (E) implica la completitud en L (E), para
p €[1,00).

Proposicién 2.12. Sea E < R un conjunto compacto. Si el sistema {f,}, es completo

en 6 (E), entonces también es completo en LP (E), paral < p < oco.

Demostracion. Es suficiente recordar que, si 1 < p < oo, se tiene que 6y(E) = € (E) es
denso en L? (E). De nuevo, la desigualdad de Holder permite deducir que

1£1, < mED? I flle, fEEE,

de donde se sigue que la inclusién j : 6 (E) — LP(E) es lineal y continua. Al aplicar la
proposicion 2.6, se obtiene el resultado. O

2.2.2. Lacaracterizacion de la completitud en L”(E) y € (E)

Como anuncidbamos antes, si recordamos la caracterizacion de los funcionales lineales
en LV (X) vy %é,(X), podemos establecer dos resultados que son casos particulares del teo-
rema 2.10, que caracterizan la completitud en los espacios que nos interesan, y a los que
haremos referencia de forma recurrente a lo largo del documento.

Miguel Carranza de Castro
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Proposicién 2.13. Sean E < R medible y p € [1,00). Un conjunto de funciones {fj}jc;
de LP(E) es incompleto si y solo si existe ¢ € L9(E) no nula, con p y q exponentes con-
jugados, tal que

fE(/)(t)fj(t)dtZO (2.2)

paracada j€ J.

Proposicion 2.14. Sea E R un conjunto compacto. Un conjunto de funciones {fj} je;
de 6 (E) es incompleto si y solo si existe una medida de Borel compleja u en E, no nula y
tal que

f fidu=0 2.3)
E

paracada j € J.

2.3. Sistemas de exponenciales complejas

Hablamos por tltimo del conjunto {e/*/}%2 ___ donde la sucesién de exponentes es de
nameros complejos, y cuya estrecha relacion con los ceros de ciertas funciones holomor-

fas nos permitird obtener muchas més propiedades que en el caso de otros conjuntos.

2.3.1. Términos superfluos

En los sistemas de exponenciales complejas, la cuestion de si “sobran” o “faltan” términos

ilptioo

para que un conjunto {e e

- Sea exacto es bastante sencilla pues, como constatare-
mos en el teorema 5.3, el hecho de sustituir un nimero finito de exponenciales por otras
distintas no afecta a la completitud del mismo. Por esta raz6n, introducimos las siguien-

tes definiciones.

idptyoo

Definicion 2.15. Se dice que un conjunto de exponenciales complejas {e e

oo 1€ENe
exceso N en 6[a,b] o LP[a, b] si el sistema se torna exacto al eliminar N términos. Si, por
el contrario, resulta exacto al anadirle NV exponenciales complejas, se dice que el sistema

tiene deficiencia N.

Definicion 2.16. En caso de que al eliminar cualquier cantidad finita de términos el sis-
tema {e"’ln"‘}‘,’f:_oo no sea exacto en %[a, b] o LP[a, b], se dice que tiene exceso infinito.
De forma similar, si el sistema sigue sin ser exacto al afiadir cualquier cantidad finita de
exponenciales complejas, se dice que tiene deficiencia infinita.

La completitud del conjunto de las exponenciales complejas
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Observacion 2.17. En virtud de la proposicion 2.11, se tiene que la deficiencia de un
conjunto {e'*71}%° __en LP[a, b], p € [1,00), es una funcién creciente de p pues, si el sis-

tema {e'*""}%° ___es exacto en LP![a, b] al afadir N términos, entonces también es com-

pleto en LP2[a, b] al anadir N términos, si ps < p;, luego tiene deficiencia a lo sumo N.

2.3.2. Ceros de las funciones definidas por integrales de exponenciales

Es posible decir ain mads en lo que a la completitud de los conjuntos de exponenciales
complejas se refiere, pues las funciones del tipo

f(z):f G(te*dt y g(z):f e“ldy, (2.4)
K K

donde z € C y K es un subconjunto compacto de R, resultan ser enteras y, en virtud
de las proposiciones 2.13 y 2.14, el problema del estudio de la completitud del siste-
ma {e*n1}%0 __es equivalente al de estudiar los ceros de funciones holomorfas de la for-

ma (2.4).

La prueba de la afirmacién anterior es sencilla y puede llevarse a cabo, por ejemplo, uti-
lizando el teorema de Morera, o mediante una ligera modificacién del teorema de holo-
morfia bajo el signo integral; no obstante, hemos optado por presentar una prueba mas
elemental, basada en el teorema de la convergencia dominada.

Proposicion 2.18. Sean K c R un subconjunto compacto y u una medida de Borel com-
pleja no nula. Entonces la funcion

f(z):f emdu(t), z€C,
K

es entera y no idénticamente nula.

Demostraciéon. Veamos que es entera. Desarrollando la exponencial en serie de poten-
cias tenemos, para cada z € Cycada t € K que

® (jzt)k
= du(p).
f(2 KkZ:O 7 du()

ParacadaneN,
no(izt)k

L

n |Zt|k 0o |Zt|k
<)y <) ==

k=
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Como, al ser continua, la funcién ¢ — el es y-integrable en K para cada z € C, del teo-
rema de la convergencia dominada de Lebesgue se sigue que

X [ izt ([ Gn* k
(2) = f du(t) = ( —d (t))z .
! sz‘b kK Kk K kZ:O k k! K
Luego f se puede desarrollar en serie de potencias para todo z € C y, en conclusion, es
entera.

Para comprobar que f no es idénticamente nula, veamos que el subespacio lineal «/ =
(e :ne Z) es denso en €[a, b]. Por definicion, &/ es un espacio vectorial, y es suficien-

te recordar que e”!e! = e"+h!

, para todos n, k € Z, para deducir que es un algebra de
funciones, pues en el producto de dos elementos de <« solo aparecen combinaciones li-

neales de productos de esta forma.

Por otra parte, estd claro que 1 € & y que, si g € &/, entonces g € &, pues las funciones
que generan & son reales. Basta tener en cuenta que la funcién exponencial es inyectiva
para obtener que, si n # 0, entonces e™* # e'" para todo x # y, esto es, que < separa

ntyoo

puntos. Del teorema de Stone-Weierstrass se sigue que el sistema {e”"}92 _

es completo
en € (K). De este modo, si f fuera idénticamente nula se tendria que

f(=in) :f e"du(t)=0, nez
K
y, al aplicar la proposicion 2.14, llegariamos a un absurdo. O

Corolario 2.19. Sean p € [1,00], K < R un subconjunto compacto y ¢ € LP (K) una funcion
distinta de cero c.s. Entonces la funcion

f(2) =f d(edt, zeC,
K
es entera y no idénticamente nula.

Demostracién. Si m es la medida de Lebesgue en K, podemos aplicar el teorema de Ra-
don-Nikodym yla proposicion 1.6 a la medida compleja de Borel

H(E) :f p(n)dt,
E

La completitud del conjunto de las exponenciales complejas
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definida para cada E c K medible, no nula, y que verifica que u < my que ¢ = 5—5. De

este modo,
izt izt d/“t izt
f@)=| ¢e“'dt=| e =—(@)dt=| e~ du(t), zeC
K K dm K
y, en virtud de la proposicion anterior, se tiene que f es entera y no nula. O

Con lo anterior, podemos enunciar un primer resultado de completitud para los conjun-
tos de exponenciales complejas, sin més que recordar el principio de los ceros aislados.

Proposicion 2.20. Sea {A,} una sucesion de numeros complejos cuyo rango tiene

oo
n=-—00

algtin punto de acumulacién en C. Entonces el sistema {e*'}52 __ es completo tanto

en€la,b]l comoen LP|a,b], con p € [1,00).

Demostracién. Supongamos que {e*n? }or _oo DO fuera completo en €[ a, b]. En virtud de
la proposicion 2.14 existiria una medida de Borel compleja i en [a, b], no nula y tal que
la funcion

b .
f(z):f e“tdu,, zeC,
a

entera como consecuencia de la proposicion 2.18, se anulase en z= A, paracada n e Z.

Si el conjunto {A,} tuviese un punto de acumulacién en C, el conjunto de los ce-

o0

n=-oo
ros de f tendria un punto de acumulacién. En virtud del principio de los ceros aislados,
f deberia ser idénticamente nula, lo que obliga a que u = 0, de nuevo, en virtud de la
iln t}oo

proposicion 2.18, y llegariamos a una contradiccion. Por lo tanto, el sistema {e'""*}92 _

debe ser completo en €'[a, b]. Basta recordar ahora la proposicion 2.12 para concluir. [

Ejemplo 2.21. Sila sucesion {1,}97 , tiene rango infinito y es convergente, se tiene que el
sistema {e:"’l"t}fr’f’:1 es completo tanto en € [a, b] como en L”[a, b], con p € [1,00).

2.3.3. Elcaso delos ceros de orden mayor que 1

El hecho de haber caracterizado la completitud de los conjuntos de exponenciales com-
plejas por medio de los ceros de funciones enteras nos lleva de forma natural a plantear-
nos que puedan existir ceros multiples de dichas funciones. Por supuesto, considerar re-
peticiones en la sucesién {e’*7/}° ___ nos conduce a un sistema redundante, sin ninguna
informacién nueva en cuanto a completitud se refiere.

Miguel Carranza de Castro



24 2. Conjuntos completos

Nos preguntamos entonces como debemos interpretar adecuadamente que haya expo-
nentes repetidos. Por simplicidad en la notacién, supongamos que solo un elemento,

digamos A, se repite un nimero entero de veces m = 2 en la sucesion {1} En ese

o0

n=-o0*
caso, las funciones definidas en (2.4) deben tener un cero de orden m en z = 1,,. Una
aplicacion recurrente del teorema de derivacion bajo el signo integral nos permite dedu-
cir que, si z = A,, es un cero de orden m de f o de g, entonces también debe ser un cero

de las funciones enteras
f(n)(z) — lnf (p([) tneiztdt 0 g(n)(z) — lnf tnei”du,
K K
para todo entero 0 < n < m— 1. Debemos, por tanto, estudiar la completitud del sistema

idptyoo k Jidpgtym—1
e s Uit e ™,

en virtud de las proposiciones 2.13y 2.14.

A modo de ejemplo, probaremos la siguiente proposicion:

Proposicion 2.22. Sea A € C. El sistema { L‘"ei’”}‘,’f:0 es completo tanto en €[a,b] como
enLPla,b],1< p<oo.

Demostraciéon. Supongamos que el sistema no fuera completo en €'[a, b]. En virtud de la
proposicion 2.14 existiria una medida de Borel compleja p en [a, b], no nula y tal que las
derivadas de la funcién g definida en (2.4),

b .
g(n)(z) — lnf tnethdll, ZEG:,
a

se anulasen en z = A, para cada n € Z(. Pero, entonces, todos los coeficientes del desa-
rrollo en serie de potencias de g centrado en z = A serian nulos y, por el teorema de unici-
dad para funciones holomorfas, deberia de ser la funcién idénticamente nula. En virtud
de la proposicion 2.18, esto obliga a que u = 0, lo cual es absurdo, y el sistema debe ser
completo en € [a, b]. Resta aplicar la proposicion 2.12 para concluir la demostraciéon. [

El resultado anterior no debe sorprendernos pues, para cada A € C, la aplicacion

T:€la,b] — €la,b]
f() — f(pe'r

La completitud del conjunto de las exponenciales complejas



2.3. Sistemas de exponenciales complejas 25

es lineal, continua y biyectiva —serd comprobado en el lema 4.8—, y se tiene que T(t") =

t"e!M para cada n € Zso —recuérdese el ejemplo 2.3 y el corolario 2.8—.

2.3.4. Consideraciones sobre la sucesion de exponentes

Por sencillez, nos limitamos a dar las indicaciones del apartado 2.3.3 y, a lo largo de
nuestro estudio, asumiremos siempre que todos los términos de la sucesion de exponen-
tes {1,}
de que

2 _oo Son distintos. A su vez, por conveniencia, afiadiremos el requisito adicional

lim |1, =00
|n|—o00

pues, de lo contrario, el rango de dicha sucesién tendria un punto de acumulaciéon en C,
caso que ya fue revisado en la proposicion 2.20.

Concluimos el capitulo con la justificacién de la afirmacién anterior.

Proposicion 2.23. Sea {1,} una sucesion de niimeros complejos, todos ellos distintos

[e.©]
n=—oo

entre si. Si el rango de la sucesion no tiene un punto de acumulacion en C, entonces

lim |A,| =oo.
[n|—o0
Demostracién. Probaremos el contrarreciproco de este enunciado. Asumimos, sin pérdi-
da de generalidad, que el limite de {|{1,[}?’, no es co. Entonces, existe M > 0 tal que para
todo k € N existe ng € N con ny = k'y tal que

|0, | < M. (2.5)

De esta forma, podemos construir una subsucesion {1,,}9” , acotada que, en virtud del

teorema de Bolzano-Weierstrass, tiene una subsucesion {1,, }7°, convergente. Se dedu-
i n=

ce que el rango de la sucesion {1,};, tiene un punto de acumulacién en C, que debe

serlo también del rango de {1} _ . O
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Capitulo

El sistema trigonomeétrico

Comenzamos con el sistema de exponenciales complejas por excelencia, que resulta de
tomar como exponentes el conjunto de los niimeros enteros. Es bien sabido que el sis-
tema {e'"}S2 ___ constituye un sistema ortonormal y completo en el espacio de Hilbert

L[%[—7m,7] con el producto interno

1 (7 -
fLheo=—| fgdt,
21w J—n

y que juega un papel fundamental en el desarrollo de la teoria de series de Fourier. Por
otra parte, el teorema de aproximacion trigonométrica de Weiertstrass, al que haremos
referencia mas adelante, afirma que el sistema {e'"/}%2___también es completo en el es-
pacio de las funciones continuas y 2r-periddicas €, (R).

3.1. Lacompletitud del sistema trigonométrico

Pese que deberia de ser un hecho familiar al lector, deduciremos la completitud del siste-

ma {ei}’ll’}oo

> oo enelespacio LP[-m, 7], en pro de un documento mdas completo, emplean-

do para ello argumentos como los que ya hemos introducido. Posteriormente, estudiare-
mos si existen términos superfluos en dicho sistema, de donde se seguird un importante
resultado de completitud en €[, 7].

Definicion 3.1. Llamaremos sistema trigonométrico al conjunto de funciones definidas

en el conjunto de los nimeros reales {e'"/}52 __ .

27



28 3. El sistema trigonométrico

En primer lugar, presentamos una prueba del teorema de unicidad de series de Fourier,
extraida de [ 1, que s6lamente requiere del teorema de aproximacién polinomial de
Weierstrass y del teorema fundamental del Calculo para la integral de Lebesgue y sus
consecuencias.

Teorema 3.2 (teorema de unicidad para series de Fourier). Si f € LY =7, 7] verifica que
” .
f(ne'™dt=0,nez, 3.1)
-7
entonces f =0 c.s.
Demostraciéon. Supongamos que f cumple (3.1). Pongamos, para ¢ € [-7, 7],
t

g = fu)du.
-7

De esta forma se tiene, como consecuencia del teorema fundamental del Cdlculo, que g
es absolutamente continua en [-7, 7], y que (g(£) — ¢)’ = f(¢) c.s. para cualquier constan-
teceC.

Observamos que g(r) = g(—m) = 0. Ahora, al integrar por partes,
4 ; i =1 [T ;
g —oedr=-—(gm-o0e™| " +—| fe"dt=0 (3.2)
7 n t=—7m nJ_n

si n # 0. Escojamos ¢ = ﬁ /7 g(t)dt, de modo que la integral se anule incluso si n =0,y
definamos
F(t) = g(1) —c,

continua en [—7,7]. Evidentemente F(—n) = —¢ = F(m). De este modo, el teorema de
aproximacion trigonométrica de Weierstrass permite afirmar que para cada € > 0 existe
un polinomio trigonométrico
n .
P()= Y cre'™
k=-n

tal que |F — Plloo <E€.
Notemos que |F(1)|> = F(t)F(t) y que, por (3.2), para cada k € Z se tiene

7T .
f F(e'f'dr=0,
-7
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luego

T P J— b ]
fF(t)e—”“dt:f F(t)elkfdzzf F(teiktdr=0
—7T

=7 -7

y, entonces,

[ F(OP()dt=0.

-7

Ahora, podemos escribir

b/ T b/
IFI2 :f F(OP dr :f FOO(F() - P(D) dit < ef [F(0)l dt < eVar | Fll,,
=7 -7 =7
donde la ultima acotacion se deduce de la desigualdad de Holder —nétese que, al ser
continua, F € [2[-n, ]—. Finalmente, si suponemos F # 0, esto es, que || F|l» # 0, pode-
mos dividir en la anterior desigualdad, de donde se sigue que

[Fll2 < ev2m

para todo € > 0, y debe ser F = 0 en cualquier caso. De esta manera, se tiene que g(t) = ¢
para cada t € [-, 7], luego f(t) = g'(¢) = 0 para casi todo ¢ € [—, 7]. O

Es sencillo deducir ahora, por medio de la caracterizacién que vimos en el anterior capi-
tulo, el resultado que veniamos anunciando:

Teorema 3.3. El sistema trigonométrico es completo en LP [—n, 7] para todo p € [1,00).

Demostracién. Supongamos que no es completo. En ese caso, en virtud de la proposi-
cion 2.13, existiria una funcién no nula ¢ € LY[—m, 7], con p y g exponentes conjugados,
ytalque paracadaneZ

f d(De™dt=0.

Ahora bien, L9[-n, 7] € L' [-7, 7] y, entonces, por el teorema anterior, debe ser ¢ =0 c.s.,
y llegamos asi a una contradiccion. O

Pese a que € [—m, 7] < LP[—m,m] para todo p € [1,00], el sistema trigonométrico no es
completo en €[—m, 7], hecho que se deriva del siguiente resultado. En particular, se de-
duce que el reciproco de la proposicion 2.12 es, en general, falso.

Proposicion 3.4. Las tinicas funciones f € €[—m, ] que pueden ser aproximadas unifor-
memente por polinomios trigonométricos son aquellas tales que f (—mn) = f ().
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30 3. El sistema trigonométrico

Demostracién. Supongamos que f € €[—m, ], y que existe una sucesiéon de polinomios
trigonométricos {P,}9” , que converge uniformemente a f. Como los polinomios trigo-
nométricos son periddicos y de periodo 27, para cada n € N se tiene que P, (—m) = P, (7).
Ahora bien, como la convergencia uniforme implica la convergencia puntual, se tiene
que
f(=m)= lim P,(—m) = lim P,(r) = f(n). O
n—oo n—oo

3.2. Laexactitud del sistema trigonométrico

Veremos que, en analogia con el caso de [%[-m,7], en el que forma una base ortonormal,
el sistema trigonométrico es exacto en LP[—m, ]. Por contra, no aproxima las funciones
continuas en [, ], pero basta afadir un término adecuado para que sea completo en
€ |—m,m].

Proposicion 3.5. El sistema trigonométrico es exacto en LP[—m, 7] para todo p € [1,00) y
tiene deficiencia l en € [—m, ).

Demostracién. Como ya hemos visto, el sistema trigonométrico es completo en L [-7, 7]
si p € [1,00). Puesto que es un sistema ortogonal en L?[-, 7], se tiene que, fijado n € N,

77: . .
f ezntelktdtzo

-7

si k # n. Como las exponenciales complejas son continuas, pertenecen, en particular, a
L9[—m, 7] para cada g € [1,00] y entonces, por la proposicion 2.13 se tiene que el sistema
{e'k} _ \{e'""} no es completo en LP[-7,7].

Para la segunda afirmaciéon consideremos A € C\ Z, y sea f € €[—m,n]. Podemos tomar
¢ € C adecuado para que la funcién

g = f(n)—ce™
verifique que g(m) = g(—m): para que se dé la igualdad debe ser

fm) —ce™ = gn) = g(—n) = f(—m) — ce” 7,

La completitud del conjunto de las exponenciales complejas
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luego tomando
. fm) = f(=m)

ei/ln _ e—i)ln

se resuelve el problema. Obsérvese que el denominador no se anula, pues
M —e7M Z2isen A #0

sil¢Z.

Ahora, como g es continua en [—7, 7], el teorema de aproximacién trigonométrica de
Weierstrass, nos permite afirmar que para cada € > 0 existe un polinomio trigonométri-
co Q tal que

g = Qlloo <&.

Poniendo P(f) = Q(t) + ce'*, llegamos a que, para cada & > 0, existe una combinacién
lineal P(t), de elementos del sistema

{eint}%o:_oo U {el/ll‘}

tal que
If = Plloo <€.

Esto es, que dicho sistema es completo en € [—7, 7] y, en consecuencia, el sistema trigo-
nométrico tiene deficiencia 1 en €[, 7]. O

En el proceso de demostracion de la proposicion anterior hemos probado también el

siguiente resultado:

Teorema 3.6. Paracada e C\Z, el sistema

es completo en € [—m, n].

Nos preguntamos si el sistema trigonométrico puede ser completo en un intervalo de
amplitud mayor que 27, en alguno de los espacios que nos interesan. La respuesta es
negativa, como se deduce de la siguiente proposicion.

Proposicion 3.7. El sistema trigonométrico es incompleto en LP (I) para cualquier inter-

valo I cR conm(I) >2n yp €[1,00).
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32 3. El sistema trigonométrico

Demostracién. Asumiremos primero que existe € > 0 tal que [-n—¢,m+¢€] < . Definamos

-1, —-m—-e<t<-m+e,
¢(1) = 1, T—e<I<TM+E,
0, enelresto de casos.

Entonces ¢ € L9(I) para g € [1,00], por ser continua a trozos y acotada en todo I. Se tiene,

sin#0, que
—T+E n+e 1 1
: : : - t=—m+e - t=m+¢
Qb(t)emtdt:— emtdt+ emtdt:_elnt| __emt|
I —m—¢ T—¢ n I=—m-¢ p I=n—-¢
i, » . .
— (_Dn_(elne_e ine _ pine  , lne) =0.
n
Yparan=0

—TT+E T+E€E
f(/)(t)dt:—f 1dt+f ldt=-2e+2e=0.
1 — /4

T—E& —&
De esta forma,
fq)(r)e"’“‘dt: 0, nez
I

y, en virtud de la proposicion 2.13, el sistema trigonométrico es incompleto en L”(I).
Sea J un intervalo tal que [-7 — €, 7 + €] < J. Ahora, para un intervalo I cualquiera, con

m(I) > 27, bastaria realizar un desplazamiento adecuado de la variable ¢, de la forma
¢(t) = t+ a, de tal manera que ¢(I) = J. De este modo, el operador

T:LP() — LD
[ —1fe9

es lineal, continuo y biyectivo. Luego, en virtud del corolario 2.8, el sistema

(e9)

{T(ell’lt)}oo — {ell’l(b(t)}’o::_w — {einaeil’lt}n:_oo

n=-o0o
es incompleto en L”(I), pero
e s
({elnaemt}n:_oo> — <{ell’ll'}n:_oo>

y, entonces, el sistema trigonométrico es incompleto en L” (I). O
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Es suficiente tener en cuenta la proposicion 3.7 y la negacion de la proposicion 2.12 para
deducir que el sistema trigonométrico tampoco puede ser completo en €6 (I), en caso de
que [ sea un intervalo compacto.

3.3. Elconjunto {e'""}>

Consideramos ahora el sistema {e'"? Y= resultante de suprimir los términos correspon-
dientes a los enteros no positivos del sistema trigonométrico. Parece razonable, en vista
de lo ya probado, que sea completo en L”(I) para intervalos I con m(I) < 7; sin embargo,
resulta serlo en intervalos de longitud mayor, tanto en L”(I) como en € (I).

Comenzamos con la prueba de un teorema que nos permite deducir la completitud de
mads conjuntos que el que hemos mencionado, y que precisa de la formula de Carleman.

Teorema 3.8. Sea {1, una sucesion de niimeros reales positivos y supongamos que
para alguin A > 0 se verifica que

limsup

1 A

Entonces {emnt}‘,’l":1 es completo en €[—A, A].

Demostraciéon. Supongamos que el sistema es incompleto. Entonces, en virtud de la pro-
posicion 2.14 ydela proposicion 2.18, existiria una medida de Borel compleja pen [— A, A]
no nulay tal que la funcién entera

A
g(z)=f e“ldu(t), zeC
—A

se anula en cada A,, n € N, pero no es idénticamente nula. Consideremos ahora, para
.2 iz « o, .

cada zeC, lafuncion f(z) =g (ze ) ), entera por ser composicion de funciones enteras,

y tal que

{Anei%}il

forman parte de los ceros de f, todos ellos en la parte positiva del eje imaginario. Aplica-
remos la formula de Carleman a f.
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Escribamos z = re', para r =0y 6 € [0,27). Entonces,

izte 7 = —rt(sen(6 - %) —icos(0—

ISIE]

))-

“”| = eR®@ para cada w € C yla funcién exponencial es creciente, podemos aco-

Como |e
tar

'tfi%
12414
e

x A A .
If(2)] = |glze™'2)| sf dml(t):f e rtsen0=2) gy (1)
-A

A
Sf eAr|sen(9—§)|d|’u|(t) SMeArlCOSQl, (3.3)
—-A

donde se ha utilizado que sen (5 —60) = cos6, que la funcién sen es impar y que M =
lul ([—A, A]) > 0.

Notemos que, si aplicamos la desigualdad anterior y tenemos en cuenta que la funcién
logaritmo es creciente, para cada R = 1 se tiene que

1 T . 1 T
ﬁfo log|f(Re'®)|sen0 d6 < ﬁfo log (MeAR1s0) seng a6
1 b/
= —f (AR|cosO|+logM)sen6 do
R Jo
1 b/ b/
= —(AR[ |cosO| d0+long seanH)
nR 0 0
1
= — (2AR+2logM
nR( ogM)
2 2logM 2 2

=—A+ <—A+—logM
T T R T T

De nuevo, como |cosfO| < 1, de (3.3) podemos deducir que |f(rei9)| < Me4T, para cada
r > 0. De esta forma,

log| f(r) f(=r)| =log| f(r)| +1log| f(—=1r)| <logMe”" +log Me?" < 2logM +2Ar
y entonces, siR =1,
1 R( 1

= =) loglf(Nf(-nldr=

sloiMflR(%_%)mgff(%_%)rm

2n )i
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_ loiM (R};zl)2 N 2 (% (% 3 1) +logR)
log M

T

=

+A10R
b1 s

Siz,= rkeiek, 1 <k <n,sonlos cerosde f enlaregion {z:Im(z) =20, 1<|z| < R}, al apli-
car la formula de Carleman a f tenemos, para cada R = 1 —obsérvese que la condicién
|z| < R implica que los sumatorios son de términos positivos—, que

1 A, "1 g
Z (A—H—E)SZ(——E)SGHQIC

1<A,<R k=1\Tk
- fnl |f(Re'®)|sen6 dO
=R og e’)|se
1 (Rl o1
o | (- gl nidr e,

donde ¢(R) es una funcién acotada de R. Ahora, notemos que no puede haber infinitos
ceros de f tales que 0 < 1, <1 pues, como |0, i] es compacto, existiria una subsucesion
de estos convergente a un punto de [0, i], en contra del principio de los ceros aislados.

(%

0=<A,<1

Por lo tanto,

es una funcién acotada de R. Podemos entonces escribir

(i—h) = Lfﬂloigflfu?e”)|sene)d@
AR \An R2] ™ mR Jo
1 (R/1 1
Yo . (ﬁ_ﬁ)108|f(r)f(—r)ldr+€(R), (3.4)

donde ¢(R) es una funcién acotada de R, posiblemente distinta de la anterior. Llevando
las cotas obtenidas a (3.4) llegamos a que

(1 /1,,) A
2| ==
An<R An R

< —logR+C
/4

para cierta constante C > 0. Entonces,

1 A A
limsup Z (— - —Z) <—.
R—co 108R"Zp\A;, R /2
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Veamos, para concluir, que

1

limsup Y (i—h)—limsup
R—o0 logRﬂtn<R /1,1 R2 R—o0 logRAn<R/1n.

Al ser % > 0 para cada R > 0, el lado izquierdo no puede superar al derecho en la anterior
igualdad. Para probar la desigualdad contraria, consideremos f € (0,1). De esta forma,
paracada R >0,

1 Jtn) 1 ( Ai) 1 )
—-Il= —(1-Z2|> —@1-p2.
Se sigue que
1 5 L__ 1 1 ( 1 /1,,)
! 1 1 ( 1 }Ln)
1-p% 1+%10831n<3 An R?
y, tomando limites superiores,
1 1 1 1
limsu — =limsu —
fro 108R =3 An  Reve 10gPR M;ﬁR A
1 1 1 An)
< ——Ilimsu ———].

Basta ahora hacer f — 0" en la ultima desigualdad para obtener el resultado. Se tiene,
por tanto, que

. 1 1 ) 1 1 Ay A
limsup — =limsup Y|l —% ==

y queda probado el resultado. O
Observacion 3.9.

1. Enla prueba anterior nada nos garantiza que las sumas converjan cuando R — oo, y el
limite puede no existir. En cambio, los limites superior e inferior siempre existen.
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2. Sirevisamos la proposicion 1.13, deducimos que bastara verificar la desigualdad del
teorema anterior para una sucesion adecuada que nos permitird obtener una condi-
cién, en general, mds manejable. Habitualmente consideraremos

1 1
Ak

limsup

n—oo logn =,

En virtud de la observacion anterior, estaremos interesados en el siguiente limite:

Lema 3.10. Se verifica que
1

im —=
n—oologn (=) k

s

Demostracion. Sean {a,}o, = {¥ 1=} 11* L Vbl {@}(::1' Tenemos
lim &l =% _ e 1 (Xn: l_n_ll)
n—o by —b, n—xlog(n+l)-logn\{Z1k =ik
n
=lim —=1lim — =1,
n—oo nlog n+tl  pSoop
puesto que {log =1 A {%}Zozl Basta aplicar el criterio de Stolz a {a,/b,}S2 ;. O

Podemos deducir ahora un corolario del teorema 3.8, en relacién con el sistema {e’"*! 1

Corolario 3.11. Elsistema {e””}°° | es completo en €[-A, Al si0 < A<m.

Demostracién. Basta considerar la sucesion de los nimeros naturales. Por la proposi-
cion 1.13 y el lema anterior se tiene que

n— 11 1 n—1

Z—’

1
limsu — >limsu
R_,oop logR AZ<R An n_.oop logn

Nos planteamos si, existiendo alguna relacion entre el sistema {e"’”}Oo | ¥ otro sistema
{e”l"t}oo 1» con exponentes positivos no necesariamente naturales, podemos deducir la
completitud del altimo en €[ A, A]. Dada la formulacion del teorema 3.8, en términos
de una sucesion de exponentes arbitraria, parece razonable deducir dicho resultado a
partir de él.

Comenzamos probando un resultado més general que el del lema 3.10:

Miguel Carranza de Castro



38 3. El sistema trigonométrico

Lema3.12. Sia>0,

1 tang
lim —=1.
n—oologn ,; k
Demostraciéon. Observemos que
1 lany loglan| 1 lan) §

y T
nl—I}gO logn k;l k nl—lzlgo logn log LdnJ k=1 k

. loglan]\( .. 1 lany
=(lim ——— || lim —— —1.
n—co logn n—oologlan] {Z) k

Como la funcién logaritmo es creciente, de la definicién de parte entera se deduce que

log(an—1) - loglan] - logan
logn — logn — logn

y, como

logan loga -~
§an _ 084 4 n—ooy

logn logn

y llog(an—-1}Y_, ~ {logan};.,, debe ser

1
lim 281 _
n—oo logn

En virtud del lema 3.10, se tiene el resultado. O

Podemos ahora establecer el siguiente teorema que compara las sucesiones de exponen-
tes mediante el limite inferior del cociente de sus términos:

Teorema 3.13. Si{1,}]", es una sucesion de niimeros reales positivos tal que

. ...n A
liminf— > —,
n—oo A, T

entonces el sistema {e'n! 102, es completo en €[ A, Al.

Demostracion. Veremos que

1 . . . n
— =liminf— =1,
k n—oo

I} =limsup

n—co logn )=,

La completitud del conjunto de las exponenciales complejas
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y, por la proposicion 1.13 y el teorema 3.8, quedard probado el enunciado.

Supongamos que existe a € R tal que /; < a < [, —nétese que, necesariamente, a > 0—.
Pongamos a,, = inf;>m A—”n para cada m € N. Ahora, como

m—oo

se deduce que existe np € N tal que a,, > a si m = ny. Luego, por definicion de infimo,

n
—>a (3.5)

o, equivalentemente,

para todo n = ny.

Podemos escribir ahora, para cada n = ny,

1 1 1 1 1
—=) —+ ) —=)>) —=za) -
Ap<n Ak /lk<nAk Ae<n Ak Ap<n Ak Ap<n k
k=ng k<nyg k=ng k=ng
y, por tanto,
5 1 1 5 1 5.6
logn A lognﬁkmk' ’
k=ngy
Notemos que la condicién (3.5) implica que
alr<k<n

si ng < k < n, de donde se deduce que
aAir<k<l|an]|<an
si ng < k < |lan]. Esto ultimo nos lleva a que

Ar<n, si ng<k<lan].
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40 3. El sistema trigonométrico

Llevando esto a la desigualdad (3.6) obtenemos que

1 1 1 1_ lan L
2 Eai— ) o Z -
logn =, Ak logn =, k logn
k=ny

Tomando limites cuando n — ooy teniendo en cuenta el lema 3.12 llegamos a que /; = «,

en contra de lo que habiamos supuesto. O

La completitud del conjunto de las exponenciales complejas



Capitulo

Exponenciales cercanas al sistema
trigonométrico

A la vista de las propiedades de completitud obtenidas en el anterior capitulo, parece

oportuno plantearnos si, dada algun tipo de relaciéon de “proximidad” entre un sistema

iA,t00

de exponenciales complejas {e o oo

y el sistema trigonométrico, se mantienen las
propiedades de completitud. Estaremos interesados en perturbaciones A, de los enteros
n tales que las cantidades |1, | — |n|, o bien |1,, — n|, sean suficientemente pequefas para

garantizar la completitud del sistema {eitn t}‘,’lo:_oo en LP[-m, 7).

Comenzamos presentando una serie de resultados generales en los espacios L” [, 7] y,
posteriormente, revisaremos el caso particular del espacio L%[—7, 7], enel que el teorema
% de Kadec nos permitird afinar un poco mas, al disponer de un producto interno.

4.1. Laestabilidad del sistema trigonométrico en L”[—7, 7]

Nuestro objetivo serd demostrar que, si{1,}52_., esuna sucesion de nimeros complejos
tales que

1
|/1n| = |n|+_) nEZ!
2p

iAnt X _ €s completo en LP[—m, 7], para p € (1,00). La prueba de

entonces el sistema {e
este resultado se debe a Norman Levinson —véase [ , cap. 1]—, y en ella estan invo-

lucrados varios teoremas.
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42 4. Exponenciales cercanas al sistema trigonométrico

La formula de Jensen juega un papel fundamental en la prueba del siguiente resultado,
que a su vez es la clave para demostrar el enunciado que menciondbamos antes. Se em-
plearan las notaciones introducidas en el apartado 1.2.1 alo largo de la seccion.

Teorema 4.1. Sean {A,}5._., una sucesion de niimeros complejosy p € (1,00). El conjun-

to (e} es completo en LP |-, 7] si

1
limsup (N(r) —2r+—log r) > —00.
p

r—0o0

Demostraciéon. Supongamos que el sistema no es completo. Si g es el exponente conju-
gado de p, en virtud de la proposicion 2.13 y el corolario 2.19, existe ¢ € L9[—r, 7] tal que
la funcién entera .
f@=| éme“dt
—7T

verifica que f(A,) = 0 para cada n € Z, pero no es idénticamente nula. Supongamos que

lpll = 1 —en caso contrario, bastaria tomar ﬁ, que cumple también con lo anterior—,
q

ysea0 < e <. Siescribimos z=x+iy, conx,y€R, se tiene que

| f(2)] sf |¢(r)|e—yfdr+f lp(t) e Y dt. (4.1)
|tl<m—e n—e<|t|<m

Al aplicar la desigualdad de Hoélder y, puesto que la funcién exponencial es creciente y
toma valores estrictamente positivos, como p > 1,

1 1
f bt e Y dt < (f Ok dt) ! (f e VP dt)p
|tl<m—€ |[tl<m—€ |[tl<m—€

1 1
= ”(P”q ([tkn—e elyltpdt) p = (f|t|<n—£ elyltpdt) p

1
(elyltp f=—g )5 (elyl(n—s)p
= <|—m—m™

|y| p t=—m+€ |y| p

, o
) Se|}’|(ﬂ—£)|y| v, y¢0

De forma similar,

1 1
f bt eV dt < (f POk dt)q (f e V1P dt)p
n—e<|t|<m n—e<|t|<m n—e<|t|<m

1

itp o\ P

< Ae) (f e'y””dt) ° I )
|tl<n lylp "t=-7

= =

= /1(5)(

La completitud del conjunto de las exponenciales complejas



4.1. La estabilidad del sistema trigonométrico en LP[—7, 7] 43

1
lylmp\ p
) <Me)e" |y, y#0,

s/l(s)(e
lylp

donde

Q=

e—0%

AMe) = (f GIK dt) —=0.
n—e<|t|<m

De este modo,

(2] = ¥ y177 (e + Ae))

y, si z=re'?, como y = rsen®, resulta que

If(2)| < erlsenm”r_% Isenel_% (e_rlsenelg +A(e)), senf #0.

Si aplicamos el corolario 1.18 a f, se tiene que
1 2n .
N(r) < —f log|f(re'®)|do +c,
271 Jo
para cierto C > 0y, teniendo en cuenta la cota anterior, obtenemos que

1 21
N(r) < —f log( risenflz .= g |senf|” P( _rlsen9|€+/1(£)))d0+c
27 Jo

1 2n 1 21 1 2
= —(nrf [send| d@——logrf 1d9——f loglsen0|df
27 0 p 0 pJo

2m
+ f log (e™"'sen0l€ 4 A(g)) d@) +C
0

2n
—2r—;logr+— f log e fr'seneuue))de—— f loglsen0| d6 + C,

luego

1 1 2n
N(r)-2r+—logr < —f log(e'”'sen9| +A(e))dO +C*, (4.2)
p 21 Jo
para cierto C* > 0, pues 8 — log|sen 6| es integrable en [0, 27].
Sea M > 0. Notemos que, como A(e) — 0 cuando € — 07, existe § > 0, con § < 7, tal que si

€< 0, entonces )
Ae) < —e M,
(€) >
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44 4. Exponenciales cercanas al sistema trigonométrico

Consideremos un ¢ fijo tal que 0 < £ < § < 7. Se tiene que, si 0 <y < 7, entonces
lsenf| =seny, O€ly,t—ylUlr+y,2m—7].

De esta forma, 0 < e ¢71senfl < p=¢rseny _, o cyando r — oo, luego existe K > 0 —que
depende de y y de e— tal que si r > K, entonces
—er|senf| < 1 M

e —e
2

paracadaf € [y,m—ylU[r+7y,2m —7l.

Pongamos Qy = [y,m —y] U [7 + 7,27 —y]. Observamos que, para todos e >0y 0 € R, se
tiene que log (e~¢"5en01 1 A(g)) <log (1 + |||l o)- Por lo tanto, fijemos y € (0, 7) tal que

1

2
— log (e~€715en01 L 1(£))dO < Zylog(1+ ] .) <1,
o 02200, g( ) JTY g( ¢ q)
ynotemos que

mQy) 2m—4y N 2n—nm 1

27 2n 2 2
Como el logaritmo es creciente, al llevar las cotas anteriores a (4.2) obtenemos que

1 1 2n
N(r)-2r+—logr < —f log (e ¢"5em0 4 A(e)) a6 + C*
p 271 Jo

1
=5 N log(e‘”'sen@| +A(e)) do

1
+— log (e e8! 1 A(e)) d6 + C*

21 Jio,2nn\Q,
2n—4y 1
27 27

f log (e €750 4 A(e)) d6 + C*
0,271\,

1
<-——-M+1+C"

2

para r > K. Como M es arbitrario y positivo, debe ser

1
limsup (N(r) -2r+—log r) = —00,
p

r—o0

en contra de la hip6tesis. O
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4.1. La estabilidad del sistema trigonométrico en LP[—7, 7] 45

El siguiente lema nos proporcionara cotas adecuadas para las cantidades N(r) del teore-
ma 4.1, necesarias en la prueba del préximo teorema.

Lema4.2. Sea a > —%. Para cada n € N se tiene que
1

n+1x_|_xJ__
[k,
n X+a

Demostracién. Notamos que la funcién f(x) = x— [x] — %, x € R, es periddica con perio-
do 1. Por otro lado, si x € (n,n+ %), donde n € N, se tiene que 2n—x € (n— %, n) y, por
tanto,

—f(x)——x+LxJ+1——x+n+1—2n—x—(n—l)—l
- 2 2 2
1
:2n—x—L2n—xJ—§:f(2n—x). (4.3)

En virtud del teorema del cambio de variable, tenemos que

fn+lde:fn+% ) dx+fn+1—f(x) dx:f’H% ) dx+fn_% fen-x) dx
n n n n n

x+a x+a +1 x+a x+a -1 2n—x+a
Por la periodicidad de la funcién,
fCn-x)=f2n-x-2)=f2n-1)—x)
y, por (4.3),
fRn-D-x)=-f), xe(n-1,(n-D+3)=(n-1Ln-3).

De esta forma,

n+l1 n+3 (n—1)+3
f IC) dx:f IS dx—f —f(x) dx

xX+a x+a -1 2n—x+a

Observamos que, si x € [n,n + %), n €N, entonces f(x) < 0. Por lo tanto —utilizando, de
nuevo, la periodicidad de f—, podemos acotar

fn+1 ) dx<fn+% ) dx_f(n—l)+% ) o

x+a n+i+a -1 n+i+a
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46 4. Exponenciales cercanas al sistema trigonométrico

:f'”%—f(x) dx—fwr%—f(x) dx=0

1 1
n+2+a n+2+a

y se concluye. O

Teorema 4.3. Sean p € (1,00), N un entero no negativo y {A,}5-_., una sucesion de nu-
meros complejos tales que

1 1
Al <In|l+=N+—, neZz. (4.4)
2 2p

Entonces el sistema {e'*"}°% ___ tiene deficiencia N en LP[-m, 7). En particular, se deduce
que es suficiente que

1
Azl <Inl+—, neZ. (4.5)
2p

para que el sistema {e*"'}%2____ sea completo en LP[—7,7],1 < p < co.

Demostracién. Notemos que la condicién (4.4) implica que, paracadane Z,
1 1
Akl <Inl+ N+ —, |kl<|n|.
2 2p

Esto es, para cada n € Z hay al menos 2|n| + 1 puntos de la sucesién en el disco cerrado
D(0,|nl+ 3N+ ﬁ) De esta forma, si escribimos n; (f) = #{n:|A,| < t} para cada t = 0, se
tiene que

1 1 1 1
ni(t)=2|nl+1 si |[n+1|+=-N+—>t=|nl+-N+—,
2 2p 2 2p

lo que equivale a que
. 1 1
m)=2nl+1 si |n+1|>t—=-N—-—=1n|,
2 2p

es decir,

. 1 1
m()=2|nl+1 si [t_EN_EJ =|n|.

En particular, para todo t = N + 1, tenemos que

nl(t)21+2{t—%N—$J
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y, sia= N+ 1, entonces

1 1 1
r t r—+|j——N——J
f”l()dtzzf 2 22 gy (4.6)
a t a t
rt—inN-L rt——N———[lt—lN——J—l
:2[ - 2[ G 2 dt
a A a t
1 1
. re-IN— Lo |r-1IN-L]-1
:2r—N10gr—;10gr—2f 2 2 " 20 2alt+C,
a

donde C = Nloga + %10ga—2a.

Sean pi, lo,..., un € C distintos de todos los elementos de la sucesién {1,}52__ vy tales
que || < g2l <--- <|unl. Si consideramos el sistema

iAptyoo iu
fetntye _ ufe iyl

Y ponemos

np(t) =#({n:|Apl=guin:luyl<t}), =0,

tenemos que ny(f) = n1(f) + N para todo ¢ = |uyl. Asi, fijado a = max{|uy|, N+1}, la
desigualdad (4.6) nos permite escribir

r L r A r t
Nz(r)=f nzt( )dt>f nz—()dt:f m )dt+N10gr—Nloga
1

1
. rt——N———[t——N——J——
:2r——logr—2f 2 2dt+(]”‘,
p a 4
con C* = %loga —2a. Envirtud de la proposicion 1.13 y el lema 4.2,
1 rt——N———Lt—lN— J—%
limsup Ng(r)—2r+—logr)zlimsup —2[ dt+C”
r—o0 1% r—o00 a t
r=3N=z5 t- 1]
= limsup —2/ 12 lp—zldt C)
I—00 a_EN_Zp t+ N+ Zp
n If—|_ J__
> limsup —2] —zdt C*
n—oo a-3N-g; t+3 N-l-—
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48 4. Exponenciales cercanas al sistema trigonométrico

. " t—1t] -3 )
= —2liminf f —5——dt|+C
n—oo a—%N—ﬁ t+§N+5
n—-1 k+1 t_L[J_%
= —2liminf f Td[ —2M + C*
n—00 Kk t+5N+5-
k= [a—%N—ﬁ] 2 2p
>-2M+C",
donde e tNod] X
a—sN-g;1 t—|t] -5
M = ’ 1—21 dt < Q.
a—%N—ﬁ t+ §N+ E
Al aplicar el teorema 4.1 se concluye que el sistema
fefAntyoo  UfelnfyN
es completo en LP[—m, ], como queriamos. O

Podemos preguntarnos ahora si las cotas (4.4) son mejorables, en el sentido de que al-

guna cota mds gruesa para el modulo de los elementos de la sucesién de exponentes

il oo

{An}5% o garantizase la completitud del sistema {e o

—oo €N LP[—m, 7], al afadirle N
términos adicionales. La respuesta, negativa, es el contenido del teorema 4.5.

Lema4.4. Seant € [—n,n] y h la funcién definida en [-1,1] por
h(r)=1+2rcost+r2.
Entonces h alcanza su minimo absoluto en r = —cos t, donde
h(-cost) =1—-cos?t =sen?t.

Demostracién. Esta claro que h es continua, luego el teorema de Weierstrass permite
afirmar que alcanza su minimo absoluto en el intervalo [-1, 1]. Se tiene que

h(r)=2cost+2r=2(cost+r)=0

siysolosir =—cost. Como h"(—cost) =2 > 0, tenemos que h presenta un tinico minimo
relativo en r = —cost, en el interior del intervalo. Puesto que (1 + cos N2 =1+2cost+
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cos?t =0, resulta que
h(1) =2+2cost>1-cos’t = h(-cost)
y, como (1 —cos 1)2=1-2cost+cos?t =0, se tiene también que
h(-1)=2-2cost>1-cos’t = h(-cost),

y se concluye que h alcanza su minimo absoluto en r = —cos ¢. O

Teorema 4.5. Seane>0y{A,} una sucesion de nitimeros complejos tales que

[e.0]
n=-—oo
1 1
Al <Inl+=N+—+¢, nez,
2 2p

idpty00

para alguin entero no negativo N. Entonces el conjunto {e o

« 10 es necesariamente
completo en LP[—-m, 7], 1 < p < oo, al aftadir N exponenciales {el”"t}lryzl. En particular,

para cada e > 0 existe algtin conjunto {e'** o oo que verifica que

1
Aql<Inl+—+¢, nez,
2p

y es incompleto en LP[—m, 7], 1 < p < oo.
Demostracion. Dividiremos la prueba en dos partes.

Parte 1: N es par.

Consideremos, dado € >0,

1 1
n+§N+5+e, n>0,
A«n: 0, n:0,

1 1
n 2N 25 g, n<o,

para cada n € Z —obsérvese que |A,| = |n|+ %N+ ﬁ + € si n # 0—. Notamos que, al ser N

1

5 IV es un entero no negativo y, entonces, el sistema {e'#n!}® donde

un numero patr, n=—00?

n+$+€, n>0,

Hn: 0, I’ZZO,
n--—-—¢ n<o,
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50 4. Exponenciales cercanas al sistema trigonométrico

contiene al sistema {e/*7/}%> ___ademds de alas N funciones exponenciales

i 1 i 1 18 1 i 1 —i 1 _i(L 1
el(1+2p+6)t,el(2+2p+£)t,...,el(2N+2p+€)[,e l(1+2p+5)t,e l(2+2p+£)t’. e 1(2N+2p+£)t.

cey

Veamos que el sistema ~{ei“"t}‘,’1°:_OO no es completo en LP[—m,7]. Sean ¢ = ﬁ +ey

2c-1
)" senit, te(-m 7l

$(1) = (cos 3t
Observamos que ¢ — cos % t se anula en los extremos del intervalo [—7, 7] y toma valores
no negativos en dicho intervalo. Si g es el exponente conjugado de py 2c—1 =0, se
tiene que ¢ € L9[—m, 7], al ser acotada. Por otro lado, si 2c — 1 < 0, tras aplicar la regla de

L'Hopital se obtiene que

1
COS=t 1 1
im 2 - lim ~senir==
t=n m—t  t—r 2 27 2
y que
_ cosyt 1,1
lim = lim —-senszt=r_,
t——nt T+t t——nt 2 2
luego

(COS%Z’)(ZC_Dq 1 (2¢-1)q o (Cos%t)(Zc—l)q

m —,——= = \im —F).
f—— (T[_ t)(ZC—l)q 2 f— g+ (T[+ t)(ZC—l)q

Como2ge>0y % = g — 1, resulta que
_ - 1 _ -4 = _ _
2c-1)g= (2(2p +g) 1)q_ 9+2qe—q=2qe—1>-1,
y el criterio de comparacion por cociente permite afirmar que la integral

T
f (cos1)® P ay

-7

es convergente, de donde se sigue que ¢ € L[, 7].

Si tomamos la rama principal del logaritmo —esto es, con el argumento en [, 71)—, al
escribir seno y coseno en forma compleja, obtenemos que

1 1., 2¢c-1 1 . 2c-1 Iy ) 20-1
2¢-1 (ei”+ei”) (e 2”(e”+1)) e ezl (e +1)

1
(COS Et) - 2 2 220—1
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De este modo,

e—cite%it(eit+1)zc_1

iZZC

e—%it(eit_ 1)

(1) =

luego, si n >0, como u, =n+c,

T T

¢(t)ei”"tdt:i2_ch (1+ei[)2c_1 (l_eit) eintdt
—7

][ . p— .
:iz‘z‘f(f (1+e')* 1e””dt—f

=7 =7

v/]
T

(1 +e”)26_1 ei(nH)tdt).
Notamos que, paratodo r >0y cada t € [-m, 7],

it)zc‘l gint

‘(1+re

= |1 re )T e = 1 et

Pero
2
|1+re”| =(1+rcost)’+(rsent)>=1+2rcost+r?,

luego se tiene que |1+ re”| <2paratodos 0 <r<1yte|[-mmn] pues |cost| < 1. Si
tenemos en cuenta el lema 4.4, podemos escribir que

[sent| < |1+reit

, O<r<lytel[-mm].

De esta forma, se tiene que

2c—1 int

‘(1 +rell) elnt| < p2c-1 si 2c-1=0, te[-m, ],

2c—-1 int

‘(1+re”) e <lsent|*! si 2¢-1<0, re(-m,7), t#0.

para todo 0 < r < 1. De forma similar a como hicimos con ¢ — cos % t, vemos que la fun-

|26—1

cién ¢ — [sent es integrable en [—m, ] cuando 2c¢ -1 < 0.

Teniendo en cuenta lo anterior, y que el desarrollo de Taylor de (1 + 2)* converge unifor-
memente en los compactos de D(0, 1) para todo a € C, al aplicar dos veces el teorema de

Miguel Carranza de Castro
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la convergencia dominada, podemos escribir

4 in2c-1 ; . 4 in2c-1 ;
f (1+€') e dr= lim (1+re') “Telnt gy
-7 r—1=J_n
T (2c-1 e
=lim | ) rkelkteint qy
R =

X [2c—-1 T
im Z( f )rkf UL PR N

Fﬁlik:o —

y los términos de la serie anterior son nulos para cada n € N, pues el sistema trigonomé-
trico es ortogonal. Por tanto,

T’: .
pe'trtdr=0, n>0. (4.7)
=7

Como el coseno es una funcion pary el seno es una funcién impar, resulta que ¢ es tam-
bién impar y, en consecuencia, se tiene que

deldr=| ¢ de=0.

Asimismo, si tomamos conjugados en (4.7), como ¢ es real y, como iy, = iu_,t, obte-

nemaos que

/4

n . T[—. .
perrtdr [ petntdr= | Petntdr=0, n>0.
- -7 -

Luego para todo n € Z se tiene que

f d(DeFrtdr=0

y, en virtud de la proposicion 2.13, el sistema {e’#7'}%° ___ no es completo en LP[-, 7].

Parte 2: N es impar.
De forma similar, en caso de que N sea impar, consideramos, dado € > 0, la sucesion

definida por

n+iN+5-+¢, nzo0,
p
An=

1 1
n—ZN—ﬁ—e, n<o,
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Al ser N impar, podemos escribir

11 1
“N==(N-1)+-,
22 2

donde %(N —1) es un entero no negativo. De esta manera, si ponemos

n+s; 1y —p + &, n=0,
Hn = 11
n+1—§—5—8, n<o
—obsérvese que {11y = — L, para cada n = 0— resulta que el sistema {e’#"/}°___ con-

tiene al sistema {e'7/}°2___ ademads de a las N funciones exponenciales

z(p+1+€)t l(1+p“+£)t l(l(N 3)+p+1+€)t
y
—l(p+1+€)l‘ —l(1+ +£)t —l( (N-1)+5 +€)l
Veamos que el sistema {ei“"t}%‘;_oo no es completo en LP[—m,7]. Sean ¢ = % + ﬁ +ey
2 2
B(1) = (cosit)™ ", te[-m,ml.

Si g es el exponente conjugado de p, podemos razonar de forma andloga al apartado an-
terior para ver que ¢ € L9[—m,7]. De igual modo, al tomar la rama principal del logaritmo,
tenemos que

220—2

(Coslt)zc_z _ (M)ZC—Z _ m 2¢c-2 _ e—citeit(eit+ 1)20—2
2 5 5

Por tanto, si n =0,

T T
P(t)e'rn! dt = zz‘ch (14122 it gy,

=7 =7

De nuevo, al aplicar el teorema de la convergencia dominada y tener en cuenta la orto-
gonalidad del sistema trigonométrico, se obtiene que

T
<P(t)e’”"tdt—22 2¢ lfim Z 22 rkf el gr =0, n=o0.
r—1" = k .
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De la misma manera que en el primer caso, al tomar conjugados en la igualdad anterior,
para cada n = 0, se concluye que el sistema {e'*7'}°2___no es completo en L”[-7,7], en

virtud de la proposicion 2.13. O

Observacion 4.6. Sean 1 < r < p < oo. Es sencillo, a partir del dltimo resultado, encontrar
conjuntos completos en L"[—7, ] que no lo son en LP[—m,]: si tomamos la sucesion de

numeros complejos {1} definida para cada n € Z por

0o
n=-oo0’

n+$+s, n>0,

/1;1: 0, n:())
1
n—5+e, n<o,
donde
1 1
O0<es———,
2r 2p

el teorema 4.3 permite afimar que el sistema {e/»? X o €s completo en L"[—, 7], pues

1 1
Al <Inl+—+e<|n|l+—
2p 2r

pero, como vimos en la demostracién del teorema 4.5, tal sistema no es completo en
LP[—m, m]. En particular, se deduce que el reciproco del proposicion 2.11 es, en general,
falso.

4.1.1. Lacompletitud del conjunto {eitnt) en L'[-7m, 7]

n=—o00

Fijémonos en que atin no hemos dicho nada acerca del espacio L'[-7m,7]. Es sencillo
comprobar que el teorema teorema 4.3 deja de ser vélido en el caso en que p = 1. Si
ponemos

donde n € Z, se tiene que

T, 1 T it e'?—e ? 1 T T .
f em"’fsen—tdtf PULES dt:—_(f e’(”“)tdt—f e””dt):O,
- 2 - 21 20 \J g -7
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para n > 0, pues el sistema trigonométrico es ortogonal. De modo similar, si 7 <0,
i

it
T 1 T ire2 —e” 1 T T
f e”l’l[sen—tdt:f eznte—?t : dt:_-(f ezm‘dt_f e+l(n_1)tdt):0.
. 2 _ 21 2i \J-n -

T

oIS

Si n =0, como el seno es impar, se tiene también que
b4 " b4
f e’ "tsen%tdt:f sentrdr=0
-7 -7

idytyoo

y, COmMo f — sen % t es una funcién acotada, se concluye que el sistema {e o oo €81n-

completo en LY[-7, 7], en virtud de la proposicion 2.13.

Como ya vimos en la proposicion 2.11, la completitud en L”(E) implica la completitud
en L1(E), si r < p y E es de medida finita. De esta forma, el teorema 4.3 es suficiente
para deducir la completitud de algunos conjuntos en L!(E); no obstante, daremos un
resultado mas débil en este tltimo caso, con la ventaja de que no requiere encontrar un p
como en (4.5).

Teorema 4.7. Si {1,152 __ es una sucesion de niimeros complejos tal que
1
A,—nl<L< 2 nez, (4.8)
para cierto L € R, entonces el sistema {eitnt o oo €5 completo en L\[-m, 7).

Demostracion. Si L =0, entonces {eitn? 12 ___es el sistema trigonométrico, el cual ya sa-
n (o)

bemos que es completo en LY[-7,7]. Por otro lado, si se verifica que0< L< %, entonces

existe p € (1,00) tal que L = ﬁ.

Por la desigualdad triangular, podemos escribir

1
|/1n|S|n|+|/1n—n|5|n|+L:|n|+5, nez

y, por la proposicion 2.11 y el teorema 4.3, se tiene el resultado. O
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4.1.2. Lacompletitud del conjunto {eiAnt o N €[—m, 7]

Es evidente que el teorema 4.3 no es vélido en el espacio €[—, ] pues, si el sistema

{eihnt o oo fuera completo en €[—m, ] para toda sucesioén {1,}5-_., de nimeros com-

plejos tales que
Anl<Inl, nez,

tendriamos, en particular, que el sistema trigonométrico seria completo en €[—m, ], en

contra de la proposicion 3.5.

El resultado que demostraremos permite aplicar lo visto en los espacios L”[—, 7] pa-
ra encontrar sistemas de exponenciales completos en € [—, 7], sin mds que afiadir una
exponencial adecuada a un sistema completo en L”[—m, 1] —como se vera en el teore-
ma 5.3, en realidad basta con que sea una cualquiera, distinta de las ya presentes—.

Lema4.8. Sean A€ C. Si X =€[a,b] o X = LP[-n, 7], p € [1,00], el operador

T:X —X
ft) — f(r)ert

es lineal, continuo y biyectivo.

Demostracion. Basta tener en cuenta la distributividad del producto sobre la suma para
obtener la linealidad. Si f € X, se tiene que, para cada p € [1,00],

1T, < [[e* I F1,

luego T es continua.

Es sencillo ver que T es inyectiva, puesto que la funcion exponencial no se anula nunca
y, entonces, se tiene que f* =0 c.s. siysolo si f = 0 c.s. Resta entonces comprobar que es

suprayectiva. Para ello, es suficiente notar que, para cada f € X,
fro=fwe™, tel-nmn

pertenece a X y verifica que T(f*) = f. O

Proposicion 4.9. Si el sistema {eitnt X oo €S completo en LP[-m, 7], con 1 < p < oo, en-

tonces tiene deficiencia a lo sumo 1 en €[—mn, m].
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Demostracién. Definimos S como el conjunto de las funciones complejas g definidas en
[—m, ] de la forma siguiente:

t
g(z‘):f f(s)ds+k, donde felLP[-mn] y keC;
0

que, en virtud del teorema fundamental del Calculo, estd contenido en €[-m, 7], pues
LP[-n, 7] € L'[-m, 7). De la linealidad de la integral y la propiedad distributiva del pro-
ducto sobre la suma se deduce que, de hecho, es un subespacio vectorial de €[—, 7].

Veamos que S es denso en 6 [—m, 7]. Se tiene que
t . .
f iae'®tds—1=¢'*" aeC.
0

De esta forma, dado p € C\ Z, el sistema {eintyoo u{e'™’} est4 contenido en S y es com-

n=—o0o
pleto en €[—mn, ], en virtud del teorema 3.6. Como S es un espacio vectorial, se tiene
que

ule*y c Sc€l-n, 7]

<{eint}C;lO:_oo

y, al tomar adherencias, se obtiene que S es denso en €[—, 7].

Definimos el operador

T:LP[-mm — So={geS:g0)=0}
&) — [y fs)ds,

que es claramente sobreyectivo, y lineal por la linealidad de la integral. En virtud de la
desigualdad de Holder se tiene que

t
‘f f(s)ds
0

para cada f € LP[-m, 7] y cada t € [0,7], donde g es el exponente conjugado de p. Se

t
< [ wroras=isi =enis,

deduce, entonces, que
1
IT( o < @2m)4 ||f||p, felP[-n,nl,

luego T es lineal, continuo y sobreyectivo.
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Supongamos primero que A, # 0 para todo n € Z. El corolario 2.7 aplicado al operador T

llnt}

y al sistema {e nos permite afirmar que el conjunto

{ z)tn 1 }n__

es completo en Sy. De la definicién de completitud, se deduce que esto equivale a que el

n=—00

sistema {eitn? — 1}52 ., sea completo en Sy. De este modo, si f € LP[-m, 7], tenemos que
para cada € > 0 existe una sucesion de nameros complejos {c,}5> _,, todos nulos salvo
una cantidad finita, tal que

<E.
(o8]

t 00 . t 0 , o)
H[ feds— ) cn[e”l"t—l)" :H[ f)ds— Y cpett— Y ¢,
0 n 0o 0

=—00 n=—0o0 n=—oo

Luego, dado k € C, se tiene que

n=—oo

t 00 ) 00
“fo fds+k— Y cpetnt— Y cn—kH <k,
n=-o0 0o

y se deduce que el conjunto {eiAntyoo

S oo U {1} es completo en €[-m, 7], luego el siste-

iAptio0
n=-—o0

ma {e tiene deficiencia alo sumo 1 en € [-mx, 7].
Si existe ng € Z tal que A,, = 0, consideramos 6 > 0 tal que 6 # — A, para todo n € Z. Asi,
el operador

N:€[-n,n] — E[—-n,71]

f — f(er,

lineal, continuo y biyectivo por el lema 4.8, nos permite afirmar que el sistema

At u{l) = {0y 1) (4.9)

n=-—0o0
es completo en € [—m, 7], sin mas que tener en cuenta el corolario 2.8 y lo anterior. Al
aplicar, de nuevo, el corolario 2.8 con el sistema (4.9) y el operador A~! llegamos a que el
conjunto {e*n? oY {e~1%!} es completo en €[—m, 7], y se concluye. O
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4.2. Laestabilidad del sistema trigonométrico en L*[—7, 7]

Nuestro siguiente objetivo serd establecer un resultado mds fuerte que el del teorema 4.3,
en el caso particular del espacio de Hilbert L?[—7, 7], aprovechando las ventajas que nos
ofrece este ultimo. Dicho resultado es comtnmente conocido como el teorema % de Ka-
decy, dada una condicién de la forma

1
IAn—n|5L<Z, nez,

2 . . At .
—compdrese con (4.5) y (4.8)— nos permite afirmar que el conjunto {e'***}52_ _ consti-
tuye una base de L?[—, 7r]. En particular, se deduce que tal sistema es exacto.

Cabe destacar que el teorema permite decir atin mds sobre el sistema {e'*/}%2 __ pero

nos conformaremos con dar una observacién posterior a su demostracion, pues es un
contenido que excede nuestros propositos.

4.2.1. Bases en espacios de Banach

Antes de comenzar con la prueba del teorema ll de Kadec, necesitaremos hablar del con-
cepto de base de Schauder, asi como establecer algunos resultados generales en los espa-
cios de Banach.

Definicion 4.10. Diremos que una sucesion {x,}}, de elementos de un espacio de Ba-

nach X es una base de Schauder de X si para cada x € X existe una tnica sucesion de
o0

escalares {c,} | tal que

(e
X=) CnXn
n=1

donde la igualdad se interpreta en el sentido de que la sucesién de las sumas parciales
converge a x en la norma de X.

En lo que sigue llamaremos bases a las bases de Schauder en un espacio de Banach.
Observacion 4.11.

1. Una base de Schauder {x,}}, de X es, en particular, un sistema completolde un es-
pacio de Banach, pues por definicién “genera” X, esto es, que para cada x € X existe
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una tnica sucesion de escalares {c, (x)}> ; tal que x = ¥.77; ¢,,(X) xp,.

Para cada n € N, la aplicacién

cn: X —C

X —Cp (x)

es lineal y continua —véase | , sec. 6, pag. 19]— v, fijado n, para cada m € N se
tiene que ¢, (x) = 0 ,,m, pues x, se escribe de forma tinica como

Xp=1-x,+ Z 0-xj,.
meN
m#n
De esta forma, ¢, € X', y verifica que ¢, (x) = 0 para cada x € (X, : X, # X»,), pero ¢, 0,
pues ¢, (x,) = 1. Envirtud del teorema 2.10, para cada n € N el conjunto {x,, : X, # X,}
no es completo, y se deduce que el sistema {x,}7”, es exacto.

2. Una base ortonormal en un espacio de Hilbert es, en particular, una base de Schau-
der, pues el producto interno determina de forma tinica los coeficientes del desarrollo
en serie de los elementos de dicho espacio.

De forma similar a lo que ocurria con los conjuntos completos, las bases de espacios de
Banach se mantienen por biyecciones lineales y continuas.

Proposicion 4.12. Sean X,Y espacios de Banach, {x,}]"_, unabasede X yT:X — Y un
operador lineal, continuo y biyectivo. Entonces {T (x,)};, es una basedeY .

Demostracion. Bastanotarque,siy€Yyx= T ¥), existe una tinica sucesion de esca-
o0
lares {c,}5, tal que

00
X = Z CnXn.
n=1

Ahora, por ser T lineal y continuo,

y=Tx) =) cyT(xp).
k=1
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Veamos que {c,,}’, es Unica para cada y € Y: si existiera otra sucesion {d,}_, tal que
o0
y=2 dnT(xp),
n=1

como T~ ! eslineal y continuo se tendria que
1 (o]
x=T"'(y)= ) dnxn,
n=1

pero como {x,}”, es base de X, debe ser ¢, = d,, paracada neN. O

El siguiente resultado nos permite garantizar que un operador lineal y continuo en un

espacio de Banach es biyectivo.

Proposicion 4.13. Sea X un espacio de Banachy T : X — X un operador lineal y continuo
tal que
ITII<1.

Entonces el operador I — T es biyectivo. Ademds, (I - T)™! = DIy T*,

Demostracién. Definimos el operador lineal y continuo S, = Y¥}_, T* para cada ntimero
natural n. Se tiene que

n n [o's)
YTHI= Y TiF < Y urik, nen.
k=0 k=0 k=0

Como [T <1, deducimos que Y32, I T |* es una serie convergente, y llegamos a que la
serie Y/, T* es absolutamente convergente, luego convergente, al ser el espacio de los
operadores lineales y continuos en X un espacio de Banach. De esta forma, {S,};_, con-
verge a un operador lineal y continuo S.

Veamos que (I — T)S = S(I — T) = I para concluir. Para cada n € N se tiene que

n n n
k=0 k=0 k=0
y, de forma similar,

n n n
I-D)Sy=U-T)Y. TF=Y 18-y Tl =70 i = n*,
k=0 k=0 k=0
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Como || T|l <1, tenemos que
” (I- Tn+1) _ I” _ ” Tn+1” < ”T”n+1 n—oo 0,
luego I — T"! — I'si n — co. Tomando ahora limites en la igualdad
(I-T)Sp=8S,(I-T)=1-T"*"
llegamos a que (I - T)S=S(I — T) = I, como queriamos. O

Con todo lo anterior, establecemos un importante criterio, que serd fundamental en la
prueba del teorema i de Kadec.

Teorema 4.14 (criterio de Paley-Wiener). Sea{x,}}, una base de un espacio de Banach X,
y supongamos que {y,};., es una sucesion de elementos de X tales que para cada n € N se

verifica que

Y cxe—yo)|| <A (4.10)

k=1

n
2: Cr X
k=1

para cierto 0 < A <1, independiente de n, y cualesquiera cy, ¢z, ..., ¢, € C. Entonces {y,})"

es una base de X.

Demostracion. Como {x,}}, es una base de X, podemos escribir, cada x € X en la for-
max= Z?:l ¢k (X)X, para una unica sucesion de nameros complejos {c, (x)}]_,. Defina-

mos T : X — X de la siguiente manera:

o0 (0,0]
T(x)= T(Z Ck(X)xk) =) k@ xe—yr), x€X.
k=1 k=1
Si A = 0, necesariamente se tiene que x, = y, para todo n € N, y las conclusiones del
teorema se verifican. Sea € > 0 y supongamos que A > 0. Fijado x € X, como la serie
2;0:1 cr(x)xr es convergente se tiene que existe ny € N, tal que para cada n,m € N con

m>nz=ny,
S x| <&
Crc (X)X || < —.
k=n+1 A
De (4.10), se deduce que
m m
Y oa@—y|[sA| Y ce@xi| <e,
k=n+1 k=n+1
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y, entonces, la serie Y37 ; ¢ (x)(xx — yx) verifica la condicion de Cauchy de convergencia
en X, luego es convergente. Con esto, se concluye que T esta bien definido.

Claramente T es lineal. Por (4.10), se tiene que

<A

Z C(X) (X — Vi) , neN.

k=1

Y crlx)xk
k=1

Tomando limites en la desigualdad anterior —recordamos que ||-|| es una aplicacién con-
tinua en X—, se deduce que
<A

1Tl = =Alx|

> () x
k=1

Y cr(0) (X — yi)
k=1

y, por tanto, que T es continuo y que || T|| < A < 1. En virtud de la proposicion 4.13, el
operador I — T es biyectivo y, como (I — T)x, = y, paracada n € N, de la proposicion 4.12
se sigue el resultado. O

Observacion 4.15. Si X es un espacio de Banach, se dice que dos bases {x,}7”, y {yn}9.;
de X son equivalentes si existe T : X — X lineal, continuo y biyectivo tal que T'(x;) = yn,
para cada n € N. De esta manera, el teorema anterior nos dice mucho mads: {y,}7, es

equivalente a {x,}5_ ;.

Observacion 4.16. En el caso de que X sea un espacio de Hilbert, si {x,}7” , es un sistema
ortonormal y completo de X, tras aplicar la identidad de Parseval la condicién (4.10) se

n
<M/ ¥ leel?, (4.11)
k=1

Se tiene el siguiente criterio equivalente para espacios de Hilbert:

traduce en que

n
Y crlxe— i)
k=1

para cualesquiera ¢y, ¢y,...,c, € C.

Corolario 4.17. Sea {x,})"., una base ortonormal de un espacio de Hilbert H, y supon-
gamos que {y,})", es una sucesion de elementos de H tal que para cada n € N se verifica
que

Y cxe—yo) || =A 4.12)

k=1

para cierto 0 < A < 1, independiente de n, y cualesquiera escalares cy,cy,...,c, € C con
ZZ:I lck|? < 1. Entonces {ynl., es una base de H.
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Demostraciéon. Veamos que (4.11) equivale a (4.12) en el caso que nos concierne.

Es inmediato comprobar que (4.11) es suficiente para que se verifique (4.12), pues si
Y2_, lexl* = 1, entonces tenemos que /Y7 _, |ckl* < 1, por tanto,

n
<A/ Y lel* < A.
k=1

n
Y erlxk— yi)
k=1

Para ver la implicacion contraria, definimos

_ Cj .
dj=—————=, jeN,
/ 2
Z:1|Ck|
siY._, lckl* #0. De esta forma,
2 n 12
| _ j:1|C]| B

n n
Ylde* =Y
k=1

2~ 2=
o1 X lekl” XE Tk

Si ZZ:l lckl> >0 y existe 0 < A < 1 de suerte que

n
> di(xe—yi)
k=1

S ) p——r] B
=1

2
\/ 2k ekl

n
sﬂt,/z lcxl?.
k=1

El caso Y.7_, Ick|* = 0 es trivial, pues entonces todos los coeficientes son nulos. O

entonces se tiene que

n
Y erlxk—yi)
k=1

4.2.2. Elteorema ; de Kadec

La clave de la prueba del teorema reside en considerar un sistema ortonormal y completo
adecuado de L?[-m,7]. Para simplificar los calculos, consideraremos en lo que sigue el
espacio de Hilbert L?[—7, 1] provisto del producto interno

| R L —
<f,g>—5 _nf(t)g(t)dt.
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Proposicion 4.18. El conjunto
f=1{1}U{V2cosnt}, U{v2sen ((n—1) )i,

es un sistema ortonormal y completo de L2[-7, 7).

Demostracion. Como
{1u{v2cosnt}>, U{v2sennt}®,,

es un sistema ortonormal y completo de L?[-, 7], ya sabemos que 1y v2cosnt, n €N,
tienen norma 1 y son ortogonales entre si.

SineN,

n T]— _1
Vasen((n- 1" =2 [ sen(n- ) ar= 1 [ IEZD

TJ-n TJ_xn 2

1 T T
—g(f_nldt—f_ cos((2n—1)t)dt)—1,

/4

luego el conjunto estd normalizado.

Se tiene que
T

B 1
ﬂ\/z—n

al ser la integral de una funcién impar. De modo similar,

(1,v2sen((n-1) 1)) sen((n—3)t)dr=0,

(\/zcosnt,\/isen((n— %) 1)) = % § (cosnt)(sen((n-13)t)) dt=0,

-7

pues el producto de una funcién par y otra impar es una funcién impar. Por otro lado, si
n,keN,yn#k, dela férmula del producto de senos se deduce que

(vV2sen((n-1)1),v2sen((k-1) 1)) =
= lfﬂ sen((n-31)t)sen((k—3)r)dt

7[1 _nn b4
:—(f cos((n—k)t)dt—f cos((n+k—1)t)dt):0
21 -7 -7
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y, en conclusion, el sistema es ortonormal.

Notamos que, en virtud de la proposicion 2.12, para ver que el sistema es completo, es
suficiente probar que () es denso en ¢ [—mn,n]. Para ello, recurriremos al teorema de
Stone-Weierstrass.

Consideremos el espacio vectorial &/ = (). Se tiene, por las identidades del producto,
quesin, keN, n=k,

(cosnt)(coskt) = %(cos((n+ k)t)+cos((n—Kk)t) € o,
(sen((n— %)t)) (sen((k- %)t)) = %(cos((n— k)t)—cos((n+k-1)t) € o,

y la simetria de los factores anteriores permite eliminar la condicién n = k. De modo
similar, si n = k,

(cosnt) (sen((k—1)1)) =

3 (sen((n+k-3t) +sen((n—k+3)1)

(sen((n+k—%)t)+sen((n—k+1—%)t))ed

NI —=DN| -

y, como el seno es una funcién impar, resulta también que
1
(cosnt) (sen((k-1)1)) = > (sen((n+k-H) +sen((n-k+1n)
1
=3 (sen((n+k-Hn—sen((k—-n-Hn)eo

en el caso n < k. De esta forma, si f,g € o/, se tiene que fg € &/ —obsérvese que en el
producto fg sélamente aparecen sumas de productos de las funciones de f—. Luego </
es un dlgebra de funciones.

Veamos que &/ separa puntos, esto es, que si x, y € [—m, 7], existe f € of tal que f(x) #
f(y). Notamos que, si x, y € [-m, 7], x # y,laigualdad cos x = cos y se dasiysolosi x = —y.
Por otro lado, si x = -y, x # y, como ¢ — sen % t es impar, se tiene que

1, _ 1 1
Sen;X=—Sen;y # sensy

y, en conclusion, «f separa puntos.
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Por definicién 1 € &/ y, como las funciones que generan «f son reales, se tiene que f € o
siysolosi f € «/. Luego, en virtud del teorema de Stone-Weierstrass, se tiene que < = ()
es denso en €[—m, 7], y se concluye que el sistema es ortonormal y completo. O

Demostramos continuacién un par de resultados previos, en relaciéon con algunas de las
funciones involucradas en la prueba del teorema de Kadec, que nos facilitardn las acota-
ciones posteriores.

Lema 4.19. La funcion
senx

x—1-
es crecienteen (0,2).

Demostraciéon. Notamos que el enunciado es equivalente a que

Ssenx

X —
X

sea decreciente en (0, Z). Para cada x € (0, %) se tiene que

senx)y/ XxXcosx-—senx
( ) = <0,

X x2

lo que ocurre si y solo si xcos x —senx < 0, que a su vez equivale a que

senx
x< =tanux,
COS X
desigualdad ya conocida. O
Lema 4.20. La funcion
X+— XCOSX

es creciente en (—%, % .

Demostracion. Sea x € [0,Z). Como 0 < x < 1, yel senoy el coseno son no negativos en el
intervalo anterior, se tiene que

(xcosx) =cosx—xsenx>cosx—senx =0,

pues cosx >senx si x € [0, 1), y se concluye que es creciente en [0, Z). Ahora, basta notar

que la funcidén es impar, por ser producto de una funcion par y otra impar, para obtener

que es creciente en el intervalo (—%, % . O
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68 4. Exponenciales cercanas al sistema trigonométrico

Con esto, ya tenemos todo lo necesario para probar el teorema.

Teorema 4.21 (teorema }1 de Kadec). Si{A,}}, es una sucesion de niimeros reales tales
que
1
A,—nl<L< 7 nez, (4.13)

entonces {2 ___ es una base de L*[-m,n].

Demostraciéon. Veamos que existe 0 < A < 1 tal que

n
Z Cj(el]t_el/’ljt)
j==n

<A

para cualesquiera c_;, c-;+1,...,c5 € C con Zzz_n lcx|? < 1. Entonces, en virtud del coro-

lario 4.17, quedard probado el teorema.

Escribimos, para cada ne€ Z,

elnt_ez/lnt — eznt (1 _elénl')’

donde 6, = 1,,—n—nébtese que |0 ,| < L—. Si § € R\ {0}, al desarrollar t— 1— e!%! en serie
de Fourier en el sistema ortonormal y completo anterior, obtenemos que

oskt

. 5\ & (-1k26sennd
- l&:(l_senn )
¢ bi70) +,§1 (k% —62)
x (-1)k26 cosd

+iy

sen
s ((k—3)2-62)

Siintercambiamos el orden de sumacién y seguidamente aplicamos la desigualdad trian-
gular, obtenemos que

Y cjet—eti| < A+B+C,

para
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3 nodjsenmd; . 22| & bjsennmd; .
B=Y |[(-Dk2coskr Y ——L¢iellt<ZY |1 Y ¢elt],
k=1 j=-n ﬂ(kz—(s%) nk:l j=—n kz—é?

n bjcosmd

c=Y |Df2sen((k-1) 1) 3

= j=n (k= 5)?=6%)

ijt

cje

donde se ha utilizado la monotonia de la integral y que |[sen t| < 1y |cos t| < 1 —obsérvese
que en el caso §; = 0 se tiene que ¢; (el? — ettty = 0, y las cotas anteriores son igualmente
validas—.

Si {a j};lz_n es una sucesion de nimeros complejos tales que |a j| <a, j € Z, como el sis-
tema trigonométrico es una base ortonormal de L%[-7, 7], por la identidad de Parseval

se tiene que
2

= 20 12 L 2
= ) lajl el <sa® ) |ej|” <a®.

j=-o00 Jj=—n

n ..
it
Z ajcje
j==n

De esta manera, teniendo en cuenta el lema 4.19 y que el seno cardinal es par, podemos

escribir
sennL

A<1-
nlL

De igual modo, como la funcién ¢ — sen es creciente en [0, %] y positiva, y la funcién
f— tsent es par, llegamos a que 6 jsennd j < LsennL para cada j € Z. Como 6? <I?’<1,
resulta que

2L (& 1 1 senmL
B=— Z S5 |sennl= (— —cotgnL) sennmL = —cosmL,

donde se han tenido en cuenta los célculos realizados en la proposicion 1.21. Por dltimo,
puesto que 6? <I?< i, y que, por el lema 4.20, |6]- cosn5j| < LcosnmL paracada j€Z, de
nuevo, la proposicion 1.21 permite escribir

2L (& 1

C=—|)

— o cosnL = (tanmL)(cosnmLl) =sennl.
m\io (k—3)*-L?
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70 4. Exponenciales cercanas al sistema trigonométrico

Luego, poniendo
A=1-cosnL+sennlL,

se tiene el resultado, pues cos > sentsi ¢ € (0, §) y, entonces, A < 1. O
Observacion 4.22.

1. En la linea de la observacion 4.15, cuando X es un espacio de Hilbert y una base
{xn}}_, es equivalente a una base ortonormal, se dice que {x,}]” | es una base de Riesz
de X, concepto en el que nosotros no entraremos. De esta forma, el teorema ll de Ka-

idptyoo

o oo €suna base de Riesz de [2[-7, 7).

dec afirma que el sistema {e

2. Es posible dar una version del teorema % de Kadec para una sucesion {1,}52_ de
numeros complejos, més general que la que se presenta aqui —véase [ , COTO0. 2,
pag. 164]—.

4.2.3. Elpapel de la constante i en el teorema de Kadec
El teorema 4.3 nos muestra, tras aplicar la desigualdad triangular a (4.5) que, si {1,}52,

es una sucesion de niumeros complejos de suerte que

A, —n|< nez,

]

entonces {e'""}% ___ es un sistema completo en L?[—, 7). Por otro lado, el teorema } de

Kadec nos dice que, si la desigualdad es estricta, el sistema anterior constituye una base
de L?[-n,n]; en particular, el sistema es exacto. Nos debemos preguntar entonces qué

sucede cuando se da la igualdad

1
|/1n_n|::1

para algiin n € Z. Como veremos en lo que sigue, resulta que el sistema {7/} ___ no

es, en general, exacto.
Teorema 4.23. Sea, paran € Z\ {0},
n-— i) n> Ov
A/n =
n+i n<0.
iAnt

Entonces el sistema {e :n e Z\{0}} es completo en [? [—m, 7).
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71

Demostraciéon. Definimos el operador T como en el lema 4.8, tomando A = % Pongamos,

paraneZ,
A+2 = n+l n>o
_ 2 1
1

Ap-1+3 , n<o0.

Il
S
|

De esta forma,

1 1
Oul=n+-=nl+-, n>0,
4 4

1 1
0pl=—n+—-=nl+-, n<0
4 4

y, por el teorema 4.3, se tiene que el sistema

(et . ne 7y = (T :nez\on

es completo en L?[—7, 7). Basta ahora aplicar el corolario 2.8 para concluir.

Del teorema 4.23 se deduce que la cota empleada en el teorema ﬁ de Kadec es la mejor
posible. Por otro lado, podemos preguntarnos también si es necesaria la constante L en
la condicién (4.13); por medio de la proposicion 5.12, veremos que el teorema 5.10 nos

proporciona una respuesta sencilla a esta pregunta.

O

Miguel Carranza de Castro






Capitulo

Conjuntos de exponenciales complejas

Concluiremos el trabajo investigando una serie de cuestiones relativas a conjuntos de
exponenciales complejas arbitrarios. En primer lugar, expondremos una serie de propie-
dades intrinsecas de los conjuntos de exponenciales completos, con las que queda de
manifiesto la ventaja de trabajar con sistemas de exponenciales complejas y, por tanto,
nuestro interés en estas. En segunda instancia, trataremos de trasladar lo expuesto en el
cuarto capitulo, sobre la estabilidad del sistema trigonométrico, a sistemas de exponen-

ciales completos arbitrarios.

5.1. Propiedades intrinsecas del sistema {e'!7'}>°

n=—0o0

Si bien los resultados que veremos en esta seccion no dependen de lo expuesto en los dos
capitulos anteriores, hemos creido conveniente separarlos del apartado 2.3, tanto por la
mayor complejidad de los razonamientos presentados como por estar involucrados en la
prueba del teorema central del apartado 5.2.

5.1.1. Sustitucién de exponenciales en el sistema {¢''"/}%°

n=—00

Como ya anticipamos al introducir las definiciones 2.15y 2.16, resulta que la completi-
tud de un sistema de exponenciales complejas no se ve afectada al sustituir una cantidad
finita de términos por otras exponenciales distintas de las ya presentes en él, hecho en
el que la estrecha relacion que guardan estos sistemas con las funciones holomorfas jue-
ga un papel fundamental. Esto justifica tanto las definiciones antes mencionadas como
el curioso hecho de poder “completizar” los sistemas con deficiencia finita que expusi-
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74 5. Conjuntos de exponenciales complejas

mos en los capitulos tercero y cuarto afiadiendo cualquier exponencial —recuérdese los
teoremas 3.6 y 4.3, y la proposicion 4.9—. La demostracion es una consecuencia del si-
guiente resultado:

Proposicion 5.1. Sea

f(2) =fn e*lda(t), zeC,
=7
donde a es una medida de Borel compleja en [-m,n]. Si € C es tal que f(u) =0 y, dado
A eC, A # u, sedefine
z—A
gz) = Ef(Z)
para cada z € C, entonces existe una medida de Borel compleja p tal que

7T .
g(z):f e'*'dB(1), zeC.

=7

Ademds, se tiene que

. t .

dB(t) =da(t) +i(A—pe (f e'Ms da(s)) dt. (5.1)
=7

Demostraciéon. Comenzaremos definiendo la medida f como en (5.1). Claramente S es

una medida de Borel compleja, pues esta definida como suma de dos medidas de Borel

irt

complejas multiplicadas por funciones continuas. Multiplicando por e'* en la expresion

(5.1) obtenemos que

. , . t
eMdpr) = eMda() +i(A— el A1 (f

-7

e”‘sda(s)) dt.

Ahora, integrando obtenemos que, para cada ¢ € [, 7],

o ro. r , s
fe”“dﬁ(s):f eMda(s)+i(d—p) (el(’l_’“‘)sf e””da(r)) ds. (5.2)

T T -7t

Si aplicamos el teorema de Fubini a la segunda integral de la suma anterior —esto puede
justificarse descomponiendo la medida a de la forma habitual,

a=a;—a, +i(al —a;),

y escribiendo la integral respecto de @ como la suma de cuatro integrales respecto de
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5.1. Propiedades intrinsecas del sistema {e?*/}0 _ 75

(e.8]

medidas positivas, todas o-finitas, y aplicando el teorema de Fubini a cada una de las
integrales iteradas obtenidas—, podemos escribir

t . s r s ,
f (elm_“)sf ettr da(r)) ds :f (f et A=s ginr da(r)) ds
-7 - - -

T

:ft (ftei()l_“)sei”r ds) da(r)
-t \Jr

:ft ei“”—1 (e?A=H3) |S:tda(r)

T i(ﬂ,—,u) s=r
ro, 1 ) .
— otHT el(/l—/.t)t_ el(it—u)r da(r)
];n i(/l_,u) ( )

t t
=— L (e’“_“)tf eitr da(r)—f e da(r)).
l(/l_,u«) - -

Al llevar esto a (5.2) obtenemos que

ro . ro
f e dpB(s) = e’(’l_“)tf e'™da(s)
=7 =7
o, equivalentemente, que
. ro. . t
—ie"”tf e'™ da(s) = —ie_””f e dp(s). (5.3)

T -7

Razonando como antes, podemos aplicar el teorema de Fubini para obtener que

m et . 1 T . T
f (—ie‘””f e’”sda(s)) e“ldt = —(f e’zsda(s)—e’(z_”)”f e’”sda(s))
- - Z—HU -7 -7

1 T
= f e*tda(t), zeC,z#u,
z—pd-r

donde se ha utilizado que f_”n eMSda(s) = f () = 0. Si repetimos los calculos —esta vez
teniendo en cuenta que ffn eis d B(s) = g(A) = 0—, obtenemos que

b4 . r . 1 T
f(—ie‘”“f e’“dﬁ(s))e’”dt: e’ dp(t), zeC,z#A.

-7 7 z—=AJ-xn

Basta entonces utilizar la igualdad (5.3) para concluir que

L (7 i i [T s izt
f e da(t):f —je H f eMda(s)|e* dt
Z—HUJ-x —7 -7
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76 5. Conjuntos de exponenciales complejas

b4 . r . . T,
:f (—ie‘l“f e’“dﬁ(s))e’“dz:_l e’*LdB(1)

-7 b2 z2=AJn

paracada ze€C, z # A, z # u. Por lo tanto,

Z:Af emda(t):f et dp(r), zeC\iA,ul,

Z -7 -7

z—A
g(z)—af(z)—

y se obtiene el resultado —la continuidad de las funciones involucradas permite obtener
la igualdad para todo z € C—. O

Argumentando de manera similar a la demostracién del corolario 2.19, obtenemos un
resultado andlogo para LP[-m, 7]:

Corolario 5.2. Sea

n .
f(z):f a(t)e?tdt, zeC,

-7
donde a € LP[-n,7], paral < p <oo. Sipe Cestal que f(u) =0y, dadoL e C, A # , se
define

z—A
g(Z)_Ef(Z)

para cada z € C, entonces existe f € LP [-n, 7] tal que
7-[ .
g2)=| PBe*dt, zeC.
r/4

Ademds, se tiene que
. t .
B =a(t)+im—u)e—””f als)e™ ds (5.4)
=7

para casi todo t € [-m, 7].

Demostracién. Definimos la medida compleja de Borel

a1 (E) :f a(t)dt
E

para cada E c [-x, 7] medible. Se verifica que, si m es la medida de Lebesgue en [—7, 7],
ap<<myquea= %. De esta forma, en virtud de la proposicion 1.6,

0 . T . T .
f(Z):f a(t)e’“dt:f e’“@(t)dt:f e*"da (1)

-7 - dm -
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y, al aplicar la proposicion anterior, se deduce que existe una medida compleja de Bo-
rel B, tal que

g(z) = f et dpi(t), zeC,

donde ;
dpi(H) =dai () +i(A—p)e H U ei"‘sdal(s)) dt.

-7
Si tenemos en cuenta la expresion anterior y aplicamos, de nuevo, la regla de la cadena,
llegamos a que

g(z) = f e“ dpB (1)

-7

T b4 . ro. .
:f emdal(t)+f i(/l—,u)e_””(f e‘“sdal(s))emdt

-7 -7 V3

ys . s . t . .
=f a(t)emdt+f i(?t—,u)e"’””(/ a(s)e’”sds)emdt

-7 -7 v/

n . t . . jT .
:f (a(t)+i(it—u)e_”” (f a(s)e’“sds))emdt: B(te'* dt,
-7 =7 -7

que resulta ser la expresion buscada. Es sencillo comprobar que f € LP [, 7], pues en la
expresion (5.4) s6lamente aparecen sumas y productos que involucran a a € LP[-m, 7] y

a funciones continuas. O
Podemos ahora demostrar el resultado que queriamos:

Teorema 5.3. Sea 1 < p < co. Si el sistema {e"*'}>° es completo en LP[—m,7] 0 en

n=—o00
€[—n, 7], entonces sigue siendo completo si se reemplaza alguno de los A, por otro € C,
distinto del resto.

Demostracién. Fijemos ng € Z, y supongamos que el sistema

({eiﬂ'”[ [o0] \{el/lnol’}) U {elﬂt}

n=—oo

no es completo en LP[—m,7]. Entonces existe una funcién a € L9[—m, ], donde g es el
exponente conjugado de p, no idénticamente nula y tal que la funcién entera

T[ .
f(z):f a(t)e*dt, zeC

=7

verifica que f(u) =0y f(1,) =0 paracada n € Z\ {np}, pero f #0, en virtud de la propo-
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78 5. Conjuntos de exponenciales complejas

sicion 2.13 y el corolario 2.19. De este modo, la funcién

Z_A/no
g(z)=——f(2), zeC
z—p

es entera, no idénticamente nula, y se anula en el conjunto {1} En virtud del coro-

o3
n=-oo*

lario 5.2, existe una funcién § € LY[—m, 7] tal que
7[ .
glz)=| Pe*dt, zeC.
-7

Como g #0, debe ser § # 0y, por la proposicion 2.13, el sistema {eitnt o oo NNO €5 com-

pleto en LP[—m, m].

En €6 [—m, ] se razona de forma anéloga, teniendo en cuenta la proposicion 5.1. O

5.1.2. Una condicién equivalente de completitud para los sistemas de

exponenciales complejas

Por definicion, para que un sistema de funciones {f,}9’ | arbitrarias sea completo en un

espacio normado X, se requiere que todos los elementos de dicho espacio sean apro-

ximables en la norma de X por combinaciones lineales finitas ¢; f, + ¢c2fu, + -+ + ¢k [,

de elementos de tal sistema. A partir del teorema 5.3 vemos que, en el caso que nos ata-

fie, la cuestion anterior es mucho mads sencilla: para que un sistema de exponenciales

complejas {e'*"7}%° ___sea completo en LP[-7, 7] 0 en €[-m, 7], se necesita y basta que
irt

aproxime a otra funcién exponencial e’*’ cualquiera, en la norma correspondiente.

Precisamos del lema siguiente:

Lema5.4. Seane >0y f,g e LP[-n,n], donde p € [1,00]. Definimos

F(x):f0 fyde y G(x):fo gndt

para cada x € -, 7). Si ||f—g||p < zi

—, entonces |F — Gllp <eE.

Demostracion. Por la desigualdad de Hélder, se tiene que

If - gl <@m7If-gl,,
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n=—oo

si g es el exponente conjugado de p. De este modo, sil < p < oo,

/4
-1 =

b4

X p T x p
fof(t)—g(t)dt‘ dxsf (fo F(-goldt) dx

=7

T ” P p
<[ir-gifdxs [ @enfif- g ax=entif gl
-7 -7

=mPIf-gl.
Luego || F - Gllp < € como queriamos. O

Teorema 5.5. Sea p € [1,00). El sistema {e'*"'}%% ___ es completo en LP[-m, ] 0 en€[-m, 7]
siysolo si ({eiMn1}2 _ Y contiene a otra exponencial e'*!, donde i € C y es distinto de todos
los Ay,.

Demostracion. La necesidad es consecuencia directa de la definicion de completitud,
pues e’ € LP[-m, ] N €[-m, 7).

Pongamos y, = 1, — i, para cada n € Z —obsérvese que Yy, # 0 para todo n € Z—. Cen-
tramos primero nuestra atencion en el caso de L” [, 7], pues comprobaremos después
que para el caso restante se puede proceder exactamente de la misma manera. Dividire-
mos la prueba en varias partes:

Parte 1: Las constantes pueden ser aproximadas por el sistema {e'Y"'}52 ___ en la norma p

en|—mn,mnl.

Sean ap € Cy € > 0. Si ap = 0, entonces una combinacién lineal nula de elementos del
sistema {e'V""}°° ___ nos sirve para aproximar ay. Supongamos ahora que ay # 0y que
existe una sucesion de naumeros complejos {c,}52- _, tal que todos sus términos son nulos
salvo una cantidad finitay

. o i1 £

e””— Z cne’ nt <T.

oo p  laol|e it

Entonces,
o0 o0
_ iynt| _— —iut| jiut ilnt

dp— ) docpe = |lage e Y cpe

n=-—oo n=-—oo

p p

. S :/z‘(
pllt _ Z c et
n=-—00

<laole” "] <e

p
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80 5. Conjuntos de exponenciales complejas

para cualquier constante ay € C. Luego el sistema {e'7'}2 ___aproxima las constantes en

lanorma p en [, 7].

iypthoo

Parte 2: Los monomios pueden ser aproximados por el sistema {e il

—oo €N la norma p

en|—m,mnl.

Procederemos por induccién sobre el grado del monomio. Por lo probado en la primera
parte, ya sabemos que para un monomio de grado 0 se verifica la hip6tesis. Supongamos

o0

ya demostrado que el sistema {e'77/}%> ___ aproxima monomios de hasta grado m—1, y

vedmoslo para m.

Dados a,;, € Cy € > 0, por la hipétesis de induccidn, existe una sucesion de nameros
complejos {c,}5- _,, todos nulos salvo una cantidad finita y tal que

ammt™ = Y cuet| < —.
p 4n

n=-—oo

Al aplicar el lema 5.4 ala tiltima desigualdad, deducimos que

£
< —
p

o0 o0 i
amt™+ Y (i) ren— Y. (iyn) et
n=-o00

n=—oo

Como ya sabemos que las constantes pueden ser aproximadas, existe una sucesion de
numeros complejos {d,}5._.,, todos nulos salvo una cantidad finita, tal que

Z dne’“t - Z (i)’n)_l()n <z
n=—oo n=—00 p 2
En virtud de la desigualdad triangular podemos escribir
m .
n=—oo p
- 1 - 1. i
<llamt™+ > Gy 'cn— Y. Gyn) 'cne’!
n=—00 n=-—oo

p

4 <e

p

Y dpe = Y (iyw) en
n=-—o00 n=—oo

y, en conclusion, el sistema {e'7"*}2 __aproxima cualquier monomio en la norma p en

[—m, ).
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Parte 3: Los polinomios pueden ser aproximados por el sistema {e"V"'}%.___ en la norma p
en[-m,mnl.

Sean € >0y P(¢) = 21:0 a,t" un polinomio con coeficientes ay, ay,..., a, complejos.
Existen, para cada 0 < n < m, sucesiones de numeros complejos {c,,k}3. __, todos nulos
salvo una cantidad finita y tales que

o0
; €
ant" = Y cpre < , 0<n<m.
e oo m+1
Entonces, por la desigualdad triangular,
00 m . m 00 . m €
”P(r) -y ( cn,k)el”t <) fant"= ) cpre’t| <) =g,
k=—0co0 n=0 p n=0 k=—00 p n:Orn‘i'1

y el sistema {e'"n}5° ___ aproxima cualquier polinomio en la norma p en [-7, 7].

Parte 4: El conjunto S, = (e P(t):Pesun polinomio} es denso en LP[—m, ).

Sea £ > 0. Como los polinomios son densos en L”[-m, 7], dada f € LP[-m, 7] existe un
polinomio P tal que

. £

e M -PW)|, < ——.

e 0= POl <

De esta forma,
£ - e P, = | (e f0) - PO)], = [ e~y (0 - P0)], <,

como queriamos ver.

Parte 5: El sistema {e"*'}2___ es completo en LP |7, 7).

Sea S = {P: P es un polinomio} c LP[—m, 7]. Si definimos el operador lineal y continuo T
como en el lema 4.8,

T:S — LP[—m, 7]

f(0) — fe*,

yponemos S, como en el apartado anterior, se tiene que T (S) = S, es denso en LP[—7, 7].

Al aplicar la proposicion 2.6 al sistema {e/77'}%.__, que es completo en S en virtud del

oo
n=—oo

il oo

tercer apartado, se concluye que {T'(e'7")} ={e o oo €s completo en LP[—m, 7].
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La demostracion para el caso en que f € €[—m, ] es exactamente igual, pero tomando la
norma |-/, y teniendo en cuenta que los polinomios son densos en € [—7, ], pues todas
las propiedades utilizadas son también vélidas si p = co. O

5.1.3. Aproximaciones entre las funciones del sistema {e'}/}

n=-—o0o

Establecemos la siguiente definicion:

Definicién 5.6. Decimos que un conjunto de vectores {x;} jc; de un espacio normado X
es minimal si para cada i € ] se tiene que x; ¢ (x;: j € J\ {i}).

Ahora, de la negacion del teorema 5.5, podemos inmediatamente deducir un corolario,
en relacion con la minimalidad.

Corolario 5.7. Si el sistema {e'*"'}%% ___ es incompleto en LP[~n, 7], donde 1 < p < 0o, 0
en €[—mn,n|, entonces es minimal.

Finalizamos la seccién con la interesante propiedad de que, dado un sistema de expo-
nenciales complejas, o bien ningtin elemento puede ser aproximado por los otros, o bien
todos pueden serlo. Para ello, introducimos una nueva definicion:

Definicién 5.8. Decimos que un conjunto de vectores {x;} jc; de un espacio normado X
es vinculado si para cada i € J se tiene que x; € (x;: j € J\ {i}).

Teorema 5.9. Todo sistema {e'*"'}°° ___en LP[-m,7],1 < p < oo, 0 en €[, 7] es, 0 bien

minimal, o bien vinculado.

Demostracion. Si el sistema es incompleto, el corolario 5.7 garantiza que es minimal. Si

es completo, o bien es minimal, o bien existe un ng € Z tal que

et ¢ (eitnl i pe Z\ {np)).

En ese caso, el sistema {e/*" : n € Z\ {ny}} sigue siendo completo y, por el teorema 5.3,

también lo es el sistema {e!*"’ : n € Z\ {k}} para cualquier k € Z fijo. Por lo tanto,

ekl g (pitnt e Z\{k}), keZ,

y se concluye que el sistema es vinculado. O
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n=—oo

5.2. Laestabilidad del sistema {e'*"/}°___

Parece razonable, a tenor de lo expuesto sobre la estabilidad del sistema trigonométrico
en LV[—m, ], preguntarnos sila completitud de un conjunto de exponenciales complejas
se mantiene también bajo pequefas perturbaciones de los exponentes, en el sentido de
que se verifique una condicién como las de los teoremas 4.3 y 4.7. La respuesta es nega-
tiva.

Veamos que, en general, si el sistema {eint o o €5 completo, no existe ningun € > 0 de

manera que si {{,} es una sucesion de nimeros complejos con

oo
n=-—oo

se pueda garantizar que el sistema {e'#7/}%> ___sea completo en L?[—,7]. Pongamos

B n—i, n>0,
n+z, n<0.

En virtud del teorema 4.23, el sistema {e*»!: n e 7\ {0}} es completo en L[?[-n,7]. Consi-

deremos ¢ > 0. Si definimos
Apn+€e, n>0,
Hn=

/’l,n_g, n<0,

se tiene que |u, — A,| = € para cada n € Z\ {0}. Por otro lado, si € < i

lun—nl=1-e<1, nez\{0},

y el teorema 11 de Kadec garantiza entonces que el sistema {eFnl . peZ\{0}}Uu{l} es una

base de L2[—, 7). Luego, si eliminamos un elemento de dicho sistema, en particular, la
funcién constante 1, el conjunto {eitnl :pe 7\ {0} deja de ser completo en L2[-7, 7).

Como se deduce del siguiente teorema, en caso de que las sucesiones {1,}52 _ . V {ttn} 52 _o
sean de ntimeros reales, basta con reforzar la condicion (5.5): es suficiente encontrar una

sucesion {€,}5. _,, absolutamente sumable y tal que

lun—Anl<€en neZ.
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Teorema 5.10. Sean p € [1,00), y {An}52, {n}5,_, dos sucesiones de niimeros reales tales

que

o0
Y lptn = Anl < 0. (5.6)
n=1

o0
n=1

completo en LP[—m, 7].

Si el sistema {e*n} es completo en LP[—m, 1], entonces el sistema {ei“"t}‘,’f=1 también es

Demostracién. Supongamos que el sistema {eiknt }~., no es completo. Entonces, en vir-
tud de la proposicion 2.13 y el corolario 2.19 existiria una funcién ¢ € L9[—m, ], donde g
es el exponente conjugado de p, tal que la funcién entera

n .
f@=| ¢medr

-7
se anula en cada u,, n € N, pero no es idénticamente nula.
Definimos ¢po =y

. t .

Pn(t) = Pn1 (D) +iAy—pp)e” 't | pu_i(s)e*ds, re(-n,m), (5.7)
=7

para cada n € N. Procedemos por induccién sobre n para ver que ¢, € LY[—m,x]. Por
definicion, se tiene que ¢y € L9[—m,x]. Si suponemos probado que ¢,_; € L9[-m, 7]

L'[-m, 7], entonces se tiene que s — ¢,,_; (s)e’#»S es integrable y el teorema fundamental
del Cdlculo nos permite afirmar que la funcién

. t .
t—iAp—pp)e | ¢pu_q(s)e'*ds
=T
es continua en [, 7], al ser producto de funciones continuas en [—, 7] y, por tanto,
pertenece a L9[—m,]. De esta manera, ¢, € L9[—m, 7], por ser suma de dos funciones
de L9[-m,m].

Si ponemos, para cada n € NuU {0},

T[ .
fa2)= | ¢u(e*dt, zeC
-
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se tiene que
z

fn(z) =

—A
" fuo1(2), z€C, (5.8)
Z - I.ln

en virtud del corolario 5.2y, por tanto, f, se anula en el conjunto {A}}_, U{ul3, -

Veamos que {¢,,}> , es una sucesién de Cauchy en L[-m,7]. Como u, € R para cada

neN, se tiene que |e’#n| = |e~n’| =1, luego

t .
Sf |pn-1(s)e*°| ds

. t .
et | b, 1 (s)e'Fnids
7T T

t .
= U Gn_1(s)e'"ds

t
- f (b1 (5)] ds< bl t€ 7] 5.9)

v/
y, entonces, de (5.7) y de la monotonia de la integral se deduce que

t

”(pn —¢n-1 ||q =i A, — 'un)e_i:“nt (Pn—l(S)ei'u”S ds
. .
, t _
= An—pnl|e” " [ pnor(s)e’tn ds
- .
T t q 1
. . L
=1An =l (f et [ pyor(9)e ds dt)
. .

< A=l 1ol g = @) 1A =l 1l
si g € (1,00). Como % + % =1, tras aplicar la desigualdad de Holder a ¢, llegamos a que
lpn = pnrllyg<2mIAn = pnlllpn-1ll;, 1<g<oo. (5.10)
De modo similar, de (5.7) y de la definicion de |||, Si p = 1y g = 0o se sigue que
lpn = Pn-1lloo < 1An — tinl llpn-1ll;,
y al aplicar, de nuevo, la desigualdad de Hélder a ¢,,—1, concluimos que

10— Pntlly <27 1An = tal lpnorll,

para g € (1,00]. Si ponemos €, = 27w |A,, — u,| para cada n € N, entonces podemos escribir
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que

y de (5.6) se deduce que la serie Y7 ; €, es convergente. Luego de aplicar la desigualdad
triangular obtenemos que

(- en) Ipn-1lly < lpull, < L +en) bl nEN. (5.11)

De este modo,

||</>n||qs(H(1+ek))||¢nqscn<pnq nen, (5.12)
k=1

donde C = 1imn_,oo]'[’k’:1(1 + £x) = 1 —obsérvese que la sucesion anterior es creciente,
pues se tiene que 1+ ¢ > 1 para todo k € N, y acotada pues, por la desigualdad 1+ x < e*,

se tiene que
n

(1+¢€x) <exp (Z sk)

k=1 k=1

para cada n € N, luego es convergente—.

Sea € > 0. Como la serie }.°° . €, es convergente, verifica la condicién de Cauchy: existe
n=1¢n

no € N tal que
m

Y en< £

& " Clel,

para todos m = n = ny. En virtud de la desigualdad triangular y de las ecuaciones (5.10)

y (5.12) deducimos que, para cada n, m € N con m > n = ny,

m—1 m—1 m—1
pm = Pnlly < D Nprsr —Prll, < 3 exraldrl, <Clidll, Y exs1 <e,
k=n k=n k=n

y resulta que {¢,}9", es de Cauchy en L9[—m, 7. Al ser L9[—m, ] un espacio de Banach,
la sucesion {¢,,}5° | converge hacia una funcién ® € L9[~m, 7].

Si tenemos en cuenta el lado izquierdo de (5.11), y que {&,}}, es de términos no negati-

vos y converge a 0 —recuérdese que la serie }.7° , £, es convergente—, podemos escribir

[T a-ex|lPnl,<lpnll,, n>no, (5.13)
q q

k=ng+1
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donde np e N es tal que 1 —¢€, >0si n=ny. Como fy= f #0, de (5.8) se deduce que, para
cadaneN, f;, no es idénticamente nula y, por tanto, que ¢, # 0. Por otra parte,

n

[Ta-en=[] et =eXp( )y 10g(1—8k)),

k=l’l0 k=n0 k=n()

de donde se sigue que

o0 o0
H (1—¢€p) = exp( Z log(1 —Ek)) >0,
k:I’lo k=n0

pues }.22 o log (1 —€f) es convergente —basta aplicar el criterio de comparacion y notar
que la sucesion {log(1 —€,)}52, es equivalente a {—¢,}9” ,—. De esta forma, si tomamos
limites en (5.13), llegamos a que

0< ( I1 (1—£k)) bnoll, = 1@llg,

k=l’l0

y @ debe ser no idénticamente nula.

iAptoo

Finalmente, veamos que el sistema {e o

—oo €5 incompleto en LP[—m,7]. Pongamos

T[ .
g(z):f d(1)e'?'dt, zeC.

=7

Como, por la desigualdad de Holder,

|f”(z)‘g(z)|:‘ (</>n(t)—d>(t))emdt‘ sf |(p(0)n — (1)) dt

n—oo

<lgn(0 -0, [ e ,=0, zeC,

resulta que {f,}9’, converge puntualmente a gy, como f,(Ax) = 0 paracadal <k < n,
debe ser g(1y) = 0 para todo k € N. Al aplicar la proposicion 2.13, se concluye la demos-
tracion del teorema. O

Observacion 5.11. Es posible dar un resultado més general que el anterior si afinamos las
cotas de las normas ¢, ,, que permite que las sucesiones sean de ntimeros complejos
—véase [ , teo 14]—.
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A partir del teorema 5.10 podemos resolver la cuestion que quedé pendiente al hablar
del teorema % de Kadec: ;es posible relajar la condicion (4.13) y exigir s6lamente que se
verifique que
1
I)Ln—n|<z, nez? (5.14)

El sistema del teorema 4.23 nos facilita un contraejemplo:

Proposicion 5.12. Sea {u,}92_, la sucesion de niimeros complejos definida por

-1, 1

i T e n>0,

IJn: 0, n:(),
1__1

n+; TR n<0.

Entonces el sistema {e'*n'}2 ___ verifica que |, — n| < i, pero no es exacto y, en particular,

no es una base de [*[-r, 7).

Demostracion. Sea {A,}7._. lasucesion de nimeros complejos definida por

n-z n 0,
An=1 0, =0,
n+i n<o

El teorema 4.3 nos permite afirmar que el sistema {e"**/}%° ___es completo en L?[~7, 7]

y, como se verifica que

1

(a2 n#o)
| —A|:{ (12
Hn=2n 0, n=0,

resulta que la serie Y5 ___ i, — A,| es convergente y el sistema {e’#7/}°° ___debe ser tam-

bién completo en L?[—m, 7], en virtud del teorema 5.10.

ilpt

Recordamos el teorema 4.23, en el que vimos que el sistema {e :ne Z\{0}} es com-

pleto en L2[—m,7]. Al igual que antes, como Y ,c7\j01 |4 — Anl < 00, llegamos a que el sis-

ity tyoo

tema {ei“”[ :ne Z\{0}} es completo en 2 [-m,7]. Se concluye, entonces, que {e e —co

no es exacto, luego no puede ser una base de [2[-7, 7). O
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